Manuel Gandara Pastrana

EXTENSIONES CENTRALES
Y
DOBLES EXTENSIONES

DE

ALGEBRAS DE LIE

Publicaciones
92 del

Departamento
de Geometria y Topologia

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA



EXTENSIONES CENTRALES

Y

DOBLES EXTENSIONES

DE

ALGEBRAS DE LIE

Manuel Gandara Pastrana

Memoria realizada en el departamento de Geometria
y Topologia de la Facultad de Matematicas, bajo la
direccion del profesor Fernando Alcalde Cuesta, para
obtener el Grado de Licenciado en Matematicas por la
Universidad de Santiago de Compostela. Fue presentada
el dia 26 de octubre de 1998 obteniendo la calificacion

de Sobresaliente.



Imprime: Imprenta Universitaria
Campus Universitario Sur
Santiago de Compostela
Dep. Legal C-1957-98

ISBN: 84-89390-09-6



Extensiones centrales y dobles extensiones
de algebras de Lie

Manuel Gandara Pastrana

25 Noviembre 1998



Sumario

Parte I : Extensiones centrales de grupos y algebras de Lie 9

1 Extensiones centrales de grupos 9
1.1 Extensiones centrales de grupos. Cohomologia de grupos . . . . . . . .. .. 9
1.2 Clase de una extensién central . . . . . . . . ... ... ... ... ... 10
1.3 Extensién central definida por un cociclo. . . . . . ... ... ... .. 12
1.4 Clasificacién de las extensiones centrales de grupos . . . . . . . .. ... .. 13

2 Extensiones centrales de algebras de Lie 14
2.1 Extensiones centrales de dlgebras de Lie. Cohomologia de édlgebras de Lie . 15
2.2 Forma de curvatura . . . .. ... 16
2.3 Extension central definida por una 2-forma cerrada . . . . . . . ... .. .. 17
2.4 Clasificacion de las extensiones centrales de algebras de Lie . . . .. .. .. 18

3 Extensiones centrales de grupos de Lie 20
3.1 Cohomologia diferenciable de grupos de Lie . . . . . . ... ... ... ... 21
3.2 Cohomologia e-diferenciable y clase de una extension central de grupos de Lie. 22
3.3 Extension central definida por un cociclo e-diferenciable. . . . . . . ... .. 23
3.4 Clasificacién de las extensiones centrales de grupos de Lie. . . . . . . . . .. 24

4 Teoria de Lie: extensiones centrales de grupos y algebras de Lie. 25
4.1 Morfismo de Lie: extensiones de grupos de Lie y extensiones finitesimales de

dlgebrasde Lie . . . . . . .. Lo 25
4.2 Descripcién cohomolégica del morfismode Lie . . . . . . . . ... ... ... 27
4.3 Resumen. . . . . . . . . e 28
4.4 Aplicaciones momento . . . . . . . ... .. 29
4.5 Formas de conexidn invariantes y aplicaciones momento . . . . . . ... .. 32

5 Integracién de extensiones centrales de algebras de Lie 35
5.1 Integracién: formulacién y enunciado. . . . . . .. ... ... L. 36
5.2 Integracién cohomoldégica . . . . . . . . ... o 38
5.3 Integracién diferenciable . . . . . . ... oL oo 39
5.4 Integracién algebraica . . . . . ... ... L oo 40
5.5 Tercer teorema de Lie . . . . . .. . ... Lo 44

Apéndices 49

A Cohomologia de Cech 49
Al Prehaces . . . . . . . . 49

A.2 Cohomologia de Cech . . ... ......................... 50



B Fibrados principales de grupo S!

B.1 Atlas fibrados . . . . . . ...
B.2 Cociclos fibrados . . . . . . . ...
B.3 Fibrados equivalentes . . . . . . . .. ...
B4 Clasede Euler . . . . . . .. . . . ...
B.5 Clasificacién de los fibrados principales de grupo S* . . . . ... ... ...
B.6 Clase de Euler y clase de Chern . . . . . . . . .. ... ... ... ......
B.7 Condicién de integrabilidad de Kostant-Soriau-Weil . . . . . . .. ... ...

Parte II : Dobles extensiones de algebras de Lie

1 Doble extension simpléctica

1.1 Algebras de Lie simplécticas . . . . . . . . . ... ... ...
1.2 Doble extension simpléctica . . . . . . . ..o L oL oL
1.3 Representaciones de algebras de Lie y cohomologia . . . . . ... ... ...
1.4 Obstruccién a la doble extensién simpléctica . . . . . . . .. ... ... ...
1.5 Algebras de Lie nilpotentes . . . . . . .. ... ... ... ... . ...
1.6 Casos particulares . . . . . . ... ..

Doble extension de algebras de Lie

2.1 Doble extension algebraica . . . . . . . ... oo
2.2 Obstruccion a la doble extensién algebraica . . . . . ... .. .. ... ...
2.3 Algebras de Lieresolubles . . . . . .. ... ... o .
2.4 Sucesién espectral de Hochschild-Serre . . . . . . . .. ... ... ..
2.5 Formulacién de la obstruccién por medio de la sucesién espectral . . . . . .

Clasificacion de las dobles extensiones

3.1 Dobles extensiones isomorfas . . . . . . ... ... oL
3.2 Clases de isomorfia e isomorfia fuerte . . . . . . . . . ... ... ... ...
3.3 Teorema de clasificacién salvo isomorfismo fuerte . . . . . . .. ... . ...
3.4 Teorema de clasificacién salvo isomorfismo . . . . . . . . ... ... .....
3.5 Dobles extensiones e isomorfismos de algebras de Lie . . . . . ... ... ..

Dobles extensiones de dimensién 4

4.1 Algebras de Lie de dimensién < 4. . . . . ... ... ... ... ... ...
4.2 Condiciones necesarias y suficientes en dimensién 4 . . . . . .. .. ... ..
4.3 Dobles extensiones de dimension 4 . . . . . .. ...
4.4 Dimension de los espacios de dobles extensiones . . . . . . .. ... .....
4.5 Dobles extensiones simplécticas . . . . . . . ... oL

51
51
53
53
55
56
59
60

61

61
61
62
64
66
70
71

73
73
75
76
78
81

83
84
86
88
90
91



Introduccion

Esta memoria consta de dos partes: en la primera parte, se precisan ciertos aspectos
del estudio de las extensiones centrales de grupos y algebras de Lie desarrollado por
G.M. Tuynman y W.A.J.J. Wiegerinck en [TW]; en la segunda parte, se estudia una
nocioén de doble extension de dlgebras de Lie que extiende la nocién de doble extension
simpléctica introducida por J. M. Dardié, A. Medina y P. Revoy en [D], [DM] y [MR].

Dado un grupo de Lie G y un grupo de Lie abeliano A, se dice que un grupo de
Lie G es una extension central de G por A si existe una sucesion exacta corta

0— A5G0 —1

donde A es un subgrupo central de G. De forma andloga, dada una dlgebra de Lie
g v un édlgebra de Lie abeliana a, se dice que un algebra de Lie g es una extension
central de g por a si existe una sucesién exacta corta

0—a—-bg——g—1
donde a es un ideal central de g.

El objetivo de la primera parte es describir con detalle tanto la clasificacién coho-
molodgica de las extensiones centrales de grupos y algebras de Lie como el morfismo
de Lie de las extensiones centrales de grupos de Lie en las extensiones infinitesimales
de 4lgebras de Lie (véanse [B],[H] y [TW]). La realizacién de una extensién central
de algebras de Lie como la extensién infinitesimal asociada a una extensiéon central
de grupos de Lie se denominard integracion y constituird otro objetivo de esta parte.

La clasificacién de las extensiones centrales se conoce bien (véanse [B] y [H]):
hay una biyeccion entre las clases de isomorfia de extensiones centrales y el grupo
de cohomologia H, gZT(G,A). Para las dlgebras de Lie se tiene un resultado analogo:
hay una biyecion entre las clases de isomorfia de extensiones centrales de dlgebras y
el grupo de cohomologia H*(g,a) Aunque podria pensarse que la cohomologfa de las
cocadenas diferenciables sobre G con valores en A clasifica las extensiones centrales
de G por A, esta cohomologia sélo clasifica las extensiones topoldgicamente triviales,
i.e. cuyo fibrado principal subyacente p : G — G de grupo estructural A es trivial.
Para clasificar las extensiones arbitrarias, G.M. Tuynman y W.A.J.J. Wiegerinck han
introducido la cohomologia e-diferenciable mediante cocadenas que sélo son diferencia-
bles en un entorno del neutro. El siguiente teorema de [TW] explicita la clasificacién
anunciada:

Teorema 1

Sean G un grupo de Lie y A un grupo de Lie abeliano. Las extensiones centrales de
G por A estin clasificadas por el grupo de cohomologia e-diferenciable H2,(G, A).



El morfismo de Lie asocia una extension central de dlgebras de Lie a cada extension
central de grupos de Lie. El proceso inverso se denomina integracion y consta de tres
etapas (cf. [AH)):

1) integracion cohomoldgica, que se basa en el criterio de integrabilidad de Konstant-
Souriau-Weil (véanse [K], [S] y [W]);

2) integracion diferenciable, que consiste en la construcciéon de un fibrado principal
p: G — G de grupo estructural A = T? x R%;

3) integracidn algebraica, en la que se dota a G de estructura de gupo de Lie.

El siguiente resultado de [TW] resuelve el problema de la integracién en dimensién
finita:

Teorema 2

Sean G un grupo de Lie de dlgebra de Lie g y
0—a— g SN g—0

una extension central de dlgebras de Lie cuya clase estd representada por una 2-forma
cerrada w € N*g*®@a. Sea Q la 2-forma invariante por la izquierda sobre G con valores
en a tal que Q. = w. Entonces existe una extension central de grupos de Lie

que integra la extension central de dlgebras de Lie si y solo si se verifican las dos
sigutentes condiciones:

i) Condicién de integrabilidad de Konstant-Souriau-Weil: el grupo de periodos de 2
es discreto;

i) Existencia de una aplicacion momento: la accidn por la izquierda de G sobre (G, )
posee una aplicacion momento J : g — C*(G, a) tal que ixQ) = —dJx.

El problema de la integracion de las extensiones centrales infinitesimales esta
profundamente ligado a la bisqueda de una demostracion directa del tercer teorema
de Lie que no utilice el teorema de Ado. Como corolario del teorema de integracion,
G.M. Tuynman ha obtenido una demostracién geométrica del tercer teorema de Lie
(véase [T]) basada en algunos trabajos previos de W.T. van Est (véase [VE]):

Teorema 3

Si g es un dlgebra de Lie de dimension finita, entonces existe un grupo de Lie G cuya
algebra de Lie es isomorfa a g.



En la segunda parte de la memoria, se define una nocién de doble extension de
algebras de Lie que generaliza la nocion de doble extension simpléctica introducida
por J. M. Dardié en su tesis (véanse [D] y [DM]) a partir de una nocién previa de A.
Medina y P. Revoy (véase [MR]). Para ello, se abandona el lenguaje de las dlgebras
simétricas usado en esos trabajos y se da una formulacién adecuada de la obstruccién
a la doble extension simpléctica.

Un 4lgebra de Lie g es una doble extension de un élgebra de Lie b si se tiene un
diagrama conmutativo

R—"— § —— 1§
I
R I g 11 g
o 4

R R

tal que:

i) las sucesiones horizontales
0—)R%EL9—>O y O—)RLQL@—)O

son extensiones centrales cuyas clases estdn representadas por las 2-formas cerradas
w € A h*y Q € A*g* definidas por:

Uw(X,Y)) = 0([X, Y]) = [0(X), 0(Y)]
Y — 4 — 4 — -
I(Q(X,Y)) = 6([X,Y]) - [6(X),0(Y)]

donde X,Y € b, 5(\, Y e g v las secciones 0 de m y © de II estan relacionadas por
10 =0

ii) las sucesiones verticales

0—>h—i>§i>]R—>O y OHHLQ&R—)O
son productos semidirectos definidos por secciones j de ¢ y J de @ tales que j = II-J.
Las derivaciones ad(j(1)) de g y ad(J(1)) de g inducen sendas derivaciones 6 de b
v A de h. Luego g v g son isomorfas a los correspondientes productos semidirectos
h As R y h AA R.

En estas condiciones, se dira que g es la doble extension de b definida por la 2-forma
cerrada w y la derivacién 6.

Si g es un dlgebra de Lie simpléctica (i.e. g estd dotada de una forma simpléctica
o), entonces cualquier ideal central i de dimensién 1 define un diagrama de doble



extension (ya que el ortogonal simpléctico 6 = it es un ideal de codimensién 1 de g
y una extensién central de f = it /i). Por restriccién a 6 y reduccién simpléctica a b,
la forma simpléctica o define una forma simpléctica o sobre f. En tal caso, se dice
que (g,0) es una doble extensidn simpléctica de (h,09) (véanse [D], [DM] y [MR]).

En la situacién general, a cada 2-forma cerrada w € A*h* y a cada derivacion
8 € Der(h), se les asocia una 2-forma cerrada a,, s € A? h* definida por:

a,s(X,Y) =w(6(X),Y) +w(X,6(Y))

para cada par X,Y € h. El siguiente teorema de obstruccién precisa y extiende un
resultado andlogo de J. M. Dardié (véanse [D] y [DM]) en el caso simpléctico:
Teorema 4

Sean B un dlgebra de Lie, w una 2-forma cerrada sobre by y 6 una derivacion de l.

Entonces by posee una doble extension g definida por w y 6 si y solo si la obstruccion
[aws] € H2(Hh,R) es nula.

Por otra parte, privilegiando las extensiones centrales en el diagrama de doble
extensién, se puede reformular la obstruccién en términos de la sucesion espectral de
Hochschild-Serre EY? = HPT4(g, R) asociada al producto semidirecto

0—-h-"g-LR—O0.

De manera precisa, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5

Sean h un dlgebra de Lie, w una 2-forma cerrada sobre b y § una deriwacion de .
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) existe una doble extension g de §y definida por w y 6;
ii) la clase [w] pertenece a la imagen del morfismo i* : H*(g,R) — H*(h,R);
iii) la clase dy|w] = 0, donde dy : EP? — EP™Y es la diferencial usual del término F;

de la sucesion espectral de Hochschild-Serre.

Para ilustrar el interés de la nocién de doble extensién, se demuestra la siguiente
generalizacién de un resultado de [MR] en el caso simpléctico:

Teorema 6

Clualquier dlgebra de Lie nilpotente se obtiene por doble extension iterada a partir del
dlgebra de Lie triwvial ¢ de R

De hecho, se tiene un resultado mas general:



Teorema 7

Cualquier doble extension de un dlgebra de Lie resoluble es resoluble. Reciprocamente,
cualquier dlgebra de Lie resoluble de dimension > 2 con centro no trivial es doble
extension de un dlgebra de Lie resoluble con centro trivial ¢ no.

Este proceso se puede iterar salvo si se obtiene un algebra con centro trivial 6
isomorfa a R. Luego cualquier dlgebra de Lie resoluble se obtiene por doble extension
iterada a partir de un algebra de Lie resoluble con centro trivial 6 de R. En particular,
se dara una lista de las algebras de Lie resolubles de dimension 4 que son doble
extensiéon de un &dlgebra de Lie de dimensién 2. De hecho, se trata de las algebras
de Lie resolubles que tienen centro no trivial (ya que el &lgebra de Lie abeliana
R? y el dlgebra de Lie afin af f(R) son resolubles). Por tltimo, se introducen dos
nociones de isomorfia e isomorfia fuerte de dobles extensiones y se demuestran los
correspondientes teoremas de clasificacion:

Teorema 8

Para cada dlgebra de Lie by, existe una proyeccion natural
k1 DExt[h] — (H*(h,R) x Der(h))a=o

del conjunto DExt[h] de las clases de isomorfia fuerte de dobles extensiones de by so-
bre el conjunto (H?(h,R) x Der(h))a=o de los pares ([w],8) € H%(h,R) x Der(h) tales
que @(8)([w]) = [aws) = 0. Para cada par ([w],§) € (H*(h,R) x Der(h))a=o, la fibra
DEuxt()5(b] se identifica con el espacio afin H'(h,R)/Ima(6), donde Ima(s) de-
nota la imagen del endomorfismo a(6) : H'(h,R) — H'(h,R) definido por a(8)([y]) =
[y-0].

Teorema 9

Para cada dlgebra de Lie b, existe una proyeccion natural
R DExt(h) — (H*(5,R) x H'(h,h))5-0

del conjunto DExt(h) de las clases de isomorfia de dobles extensiones de by sobre el
conjunto (H*(h,R) x H'(h,H))s_, de los pares ([w],[8]) € H*(h,R) x H'(b,b) tales
que a([¢])([w]) = [awes] = 0. Para cada par ([w],[8]) € (H*(h,R) x H'(h,H))a0,
la fibra DExt ) ) (h) se identifica con el espacio afin H'(h,R)/Ima(8) + izmw,
donde iz@w es el espacio vectorial de las 1-formas cerradas izw determinadas por
los elementos centrales Z de §y.

Aunque a lo largo de la memoria sélo se consideraran algebras de Lie reales, todos
los resultados de la segunda parte seguiran siendo validos en el caso complejo.



Convenciones

i) Salvo mencién explicita de lo contrario, todos los grupos de Lie considerados se
supondran conexos de dimension finita. De la misma manera, todas las algebras de
Lie consideradas seran reales de dimension finita.

ii) Sea G un grupo de Lie. Para cada elemento g € G, se denotard L, (resp. R,) la
traslacién por la izquierda (resp. la traslacién por la derecha) definida por L,(h) = gh
(resp. definida por R,(h) = hg) para cada h € G.

iii) Para cada grupo de Lie G, se denotara Aut(G) el grupo de los automorfismos de G
e Int(G) el grupo de los automorfismo interiores A, : h € G — ghg™' € G. Si g es el
algebra de Lie de Gy Aut(g) es el grupo de los automorfismos de g, la representaciéon
adjunta Ad : G — Aut(g) asocia la aplicacién tangente (A4,), : g — g a cada elemento
g € G. Para cada dlgebra de Lie g, se denotard Der(g) el dlgebra de Lie de las
derivaciones y ad : g — Der(g) la representacién adjunta definida por ad(X)(Y) =
[X,Y] para cada par X,Y € g. Siexp:g — Gy exp: Der(g) — Aut(g) son las
correspondientes aplicaciones exponenciales, entonces las representaciones adjuntas
estdn relacionadas por exp-Ad = ad-exp.

iv) Para cada variedad diferenciable M, los campos de vectores forman un dlgebra
de Lie X(M) de dimensién infinita. Por otra parte, el complejo de De Rham de las
formas diferenciables se escribird (Q*(M), d) y la cohomologia de De Rham Hj,,(M).
Para cada campo X € X(M) y cada n-forma w € Q" (M), se denotard ixw el producto
interior y Lyw la derivada de Lie.



Parte I: Extensiones centrales de grupos
y algebras de Lie

1 Extensiones centrales de grupos
En esta seccién, se recuerda la definicién de las extensiones centrales de grupos y su

clasificacién cohomolégica (véanse [B], [H] y [TW]).

1.1 Extensiones centrales de grupos. Cohomologia de grupos
1.1.1 Definicién

i) Sean G un grupo y A un grupo abeliano. Se dice que un grupo G es una extension
central de G por A si existe una sucesién exacta corta de grupos

O*}ALGLG—)l

donde A es un subgrupo normal de G contenido en el centro Z(G) de G.

ii) Dos extensiones centrales de G por A
0—A-SG-5HG—1 vy 0— Ao Pg—

son isomorfas si existe un isomorfismo de grupos ¢ : G — G’ que hace conmutativo
el siguiente diagrama:

1.1.2 Definicion

Para cada n € N, se define el n-ésimo grupo de cocadenas de G con valores en A
como el conjunto C7, (G, A) de las aplicaciones ¢ : Gx .7. xG — A dotado de la
estructura de grupo abeliano definida por la suma puntual. Sea

6=0":Cp(G,A) — C;‘TH(G, A)
el operador coborde definido por:

(680)(gla e 7gn+1) = 50(927 cee agn+1)
+ X (=g, 95955105 9n) + (1) 091, - gn)

para cada gq,...,gny1 € G.



1.1.3 Lema

El operador 6 es un operador diferencial, i.e. 62 = 0.

Demostracién Para cada 0 <14 < n+ 1, se define un operador cara &} : Gl - Ggn
por:

(92,5 Gns1) sii=0
(g1, gns1) =9 (91,5 9iGik1s - Gn1) sil<i<n
(91,1 0n) sii=mn+1.

El operador coborde § = 6™ se escribe
n+1

6n§0 = Z(—l)l(/;)og?’ VSD € C;Lr(Ga A)
1=0

+1 _

Puesto que g'-e}™ =€ ;- " para cada 0 < i < j < n+ 1, se tiene que:

() = SR(-1)(6g)e) =
_ Zn+2( 1) (S04 (—1)igpeen En+1)
_ Zn+2 S ()i puen En+1
= Zi<j(*1)tﬂ99°5i °5?+1 + Zizj(*l)i”@@?“fyﬂ =
= Zi<j(_1)i+j<p°‘€;‘l—1°5?+1 + Zizj(_l)iﬂ‘ﬁ"fmfwl =
= Y (1) peeleet + 3 (1) Hpeeleeh™ = 0. O

1.1.4 Definicion

La cohomologfa del complejo de cocadenas (Cy. (G, A), o) es la cohomologia H};, (G, A)
de G con valores en A.

El segundo grupo de cohomologia H, S,2T(G7 A) clasifica la extensiones centrales de
G por A en el siguiente sentido: si Ext (G, A) denota el conjunto de las extensiones
centrales de G por Ay Ext (G, A) el conjunto de clases de isomorfia de extensiones
centrales de G por A, se tiene una aplicacién natural k : Ext (G, A) — H;, (G, A) que
pasa al cociente en una biyeccién k : Ext (G, A) — H?.(G,A). La construccién de
ambas aplicaciones constituira el objetivo de los siguientes parrafos:

1.2 Clase de una extension central

Sean A —— G - (G una extensién central de grupos y s una seccién de p (i.e. una
aplicacién s : G — G tal que p-s = idg) que lleve el elemento neutro e de G en

el elemento neutro € de G. Para cada par de elementos g,h € G, existe un tnico
elemento (g, h) € A (identificado con su imagen i(p(g, h)) € G) tal que

s(gh) = s(g)s(h)¢(g, h).

10



Como consecuencia de la asociatividad de G, se tiene el siguiente resultado:

1.2.1 Lema

La aplicacion ¢ : G X G — A es un 2-cociclo de G con valores en A, llamado cociclo
de la extensién central G definido por la seccién s.

Demostracién Teniendo en cuenta que A es central, las identidades
s(ghk) = s(gh)s(k)e(gh, k) = s(g)s(h)e(g, h)s(k)e(gh, k)

s(ghk) = s(g)s(hk)e(g, hk) = s(g)s(h)s(k)e(h, k)p(g, hk)

garantizan que:
(g, h) + ¢(gh, k) = (g, hk) + @ (h, k)

para cada triple (g, h, k) € G x G x G. Luego

Como consecuencia del lema anterior, a cada extension G y a cada seccién s de p, se
les asocia una clase de cohomologia [¢] € HZ,.(G, A). El siguiente lema prueba que
esta clase no depende de s:

1.2.2 Lema

Sean ¢ y ¢’ dos cociclos definidos por dos secciones s y s’ de p. Entonces
¢ —p=—bx
donde x : G — A es la 1-cocadena definida por:
$'(9) = s(9x(g), Vgea.
Demostracién Puesto que A es central, las identidades
s'(gh) = s(gh)x(gh) = s(g)s(h)e(g, h)x(gh)

s'(gh) = 5'(9)s' (h)#' (g, h) = s(g9)x(g)s(h)x(h)¥' (g, h)

implican que:

¥'(g,h) = (g, h) = x(gh) = x(9) = x(h) = —=bx(g, D)
para cada g,h € G. [
En otros términos, la aplicacién
k:G e Ext(G,A) — [g] € H2(G, A)
estd bien definida. Se dird que [¢] es la clase de la extension central G de G por A.

11



1.3 Extension central definida por un cociclo

El propésito de este pérrafo es probar que la aplicacion k : Ext (G, A) — HgQT(G7 A)
es sobreyectiva, lo que resulta como consecuencia inmediata del siguiente resultado:

1.3.1 Proposicién

Para cada 2-cociclo ¢ de G con valores en A, existe una extension central
0-ALG=Gx, A5G -1

y una seccion s de p tales que ¢ es el cociclo de G definido por s. Se dird que G X, A
es la extensién central de G por A definida por ¢.

Demostracién Para construir la extension central G = G X, A, se puede suponer
sin pérdida de generalidad que ¢(e,e) = 0. En esta situacion, el producto cartesiano
G x A es un grupo (que se denotard G' X, A) dotado de la multiplicacién

(g,a)(h,b) = (gh,a+b—p(g,h)), V(g,a),(h,b) € G x A.

En efecto, la operaciéon definida sobre G x A tiene las siguientes propiedades:

i) La propiedad asociativa es una consecuencia de la condicién 6 = 0. De forma
explicita, se tiene que:

(g,a).((h,b).(k,¢)) = (g,a).(hk,b+c— @(h,k))
h

(
(ghk,a+b+c—(h, k) — (g, hk))
= (ghk,a+b+c—p(g,h) —p(gh, k)
(gh,a+b—p(g,h)).(k,c)

((g,a).(h, 0))-(k, c)

ii) El elemento neutro es (e, 0). En efecto, puesto que ¢ es un cociclo, se tiene que:
0=0p(g,e,e) =ple,e) —plg,e) vy 0=0op(e e g)=p(eg)—plee).

Luego
o(g,e) =ple,g) =ple,e) =0

para cada g € G. Se sigue que:
(g,a)-(e,0) = (g,a—p(g,e)) = (g.a) vy (€,0).(9,a) = (g,a— p(e,9)) = (g, a).

En general, debe modificarse la expresién del producto anadiendo (e, e) a la segunda
componente, es decir, se define

(9,a).(h,b) = (gh,a + b+ p(e,e) — (g, h)).

iii) El elemento inverso de (g,a) es (g,a)™" = (¢7', —a + v(g,971).
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Si se define i(a) = (e,a) y p(g,a) = g, entonces G X, A es una extensién central de
G por A. Por 1ltimo, sea s la seccién nula de p dada por s(g) = (g,0). Puesto que

s(gh) = (gh,0) v s(g)s(h) = (gh,—¢(g, 1)),
el cociclo definido por s coincide con . O

En lo sucesivo, se supondrd que todos los cociclos considerados satisfacen la
condicién ¢(e, e) = 0 de la proposicién anterior.

1.4 Clasificacién de las extensiones centrales de grupos

En primer lugar, se prueba que las extensiones centrales G x, A constituyen los
modelos de las extensiones centrales de G por A:

1.4.1 Lema

i N D ., . .
Sean A — G = G una extension central de grupos y ¢ el cociclo definido por una
seccion s de p. Entonces existe un isomorfismo

®:Gx, A—=G
que envia la seccion nula de G x, A en la seccion s.

Demostracién Cada elemento § € G se escribe

= s(g)i(a)

Q)

donde g = p(g) y a es el tinico elemento de A tal que i(a) = s(p(g))~'g. Elisomorfismo
de extensiones centrales ® : G x, A — G esta definido por ®(g,a) = s(g)i(a) para
cada g € Gycadaae A. O

El siguiente lema caracteriza los modelos isomorfos:

1.4.2 Lema

Sean G x4, A y G XA dos extensiones centrales de G por A definidas por dos cociclos
v y ¢ de G con valores en A. Las extensiones G X, A y G X A son isomorfas si y
solo si los cociclos ¢ y o' representan la misma clase de HZ, (G, A).

Demostraciéon Un isomorfismo de extensiones centrales

A Gx, A G
| ® | | (1.1)
A Gxy A G

viene dado por:
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®(g,a) = (9,a+x(9)),  V(g,a) €G x, A

donde x : G — A es una cocadena de G con valores en A tal que x(e) = 0. Para cada
par (g,a), (h,b) € G X, A, las expresiones

®((g,a).(h,0)) = ®(gh,a+b— (g, h)) = (gh,a+b— (g, h) + x(gh))
O(g,a)(h,b) = (g,a+ x(9))-(h,b+ x(h)) = (gh,a+b—¢'(g,h) + x(9) + x(h))
coinciden si y sélo si
©(g.h) — ¢'(9,h) = x(h) — x(gh) + x(g) = dx(g, h)
con lo que queda probado el lema .
Estos resultados permiten probar el teorema de clasificacién anunciado:

1.4.3 Teorema

Las extensiones centrales de G por A estdn clasificadas por el sequndo grupo de coho-
mologia HQZT(G7A) de G con valores en A, es decir, existe una biyeccion

k:Ext(G,A) — H. (G, A).

Demostracién En primer lugar, la aplicacién k : Ext (G,A) — H_,(G,A) pasa
al cociente en una aplicacion k : Ext (G, A) — HZ.(G,A). En efecto, dadas dos
extensiones centrales isomorfas

A G G
| L0y , I
A ! G P G,

se consideran secciones s de p y s’ de p’ tales que ' = ®-s. Por el lema 1.4.1, las

extensiones centrales G y G’ son isomorfas a los modelos G XAy GXxy A, donde ¢y
¢’ son los cociclos definidos por s y s’. En tal caso, como consecuencia del lema 1.4.2,
las clases k(G) = [¢] v k(G') = [¢/] son iguales. Por otra parte, estos mismos
argumentos prueban que la aplicacién k es inyectiva. Ademds k es sobreyectiva, ya
que k lo es. Luego k es una biyeccién y las extensiones centrales de G por A estan
clasificadas por Hy, (G, A). O

La clase [p] = k(G) es nula si y sélo si la extension central G es trivial, es decir,
isomorfa al grupo producto G x A.

2 Extensiones centrales de algebras de Lie

En esta seccion, se recuerda la clasificacion de las extensiones centrales de algebras
de Lie (véase [TW]).
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2.1 Extensiones centrales de algebras de Lie. Cohomologia
de algebras de Lie

2.1.1 Definicién

i) Sean g un &lgebra de Lie y a = R™ un dlgebra de Lie abeliana. Un dlgebra de Lie
g es una extension central de g por a si existe una sucesion exacta corta de dlgebras
de Lie

0—a—g-—g—20
donde a es un ideal de @ contenido en el centro Z(g) de g.

. . Lo~ ooy . . .
ii) Dos extensiones centrales ¢« — g — gy a — @ —— g son isomorfas si existe
un isomorfismo de algebras ® : g — g’ que hace conmutativo el siguiente diagrama:

L R T

a g — g
P

[ Y B

a - g g

2.1.2 Definicion

El espacio A" g* ® a de las aplicaciones n-lineales alternadas w : gx .7. Xg — a estd
dotado de la diferencial d : A" g* ® a — A" g* ® a definida por:

dw(X1, . X)) = S (D)o([X, X5, Xay o, Xy oo, Xy, X)) (21)
i<j
La cohomologia H*(g,a) del complejo (A" g* ® a,d) es la cohomologia del dlgebra de
Lie g con valores en a.

Sean G un grupo de Lie, (Q2*(G),d) el complejo de De Rham y (Q%(G),d) el
subcomplejo de las formas invariantes por la izquierda, i.e. las formas € tales que
L;§2 = Q para cada g € G. Si g es el dlgebra de Lie de G, la aplicacion

Q0 (G) — AN

Q — w =

es un isomorfismo de espacios vectoriales. Ademds, la diferencial exterior coincide
con la diferencial definida en (2.1). En efecto, para cada forma invariante 2 € Q7 (G)
y para cada (n+ 1)-pla de campos invariantes X", ..., X;" | (definidos por elementos
Xi,... X, € g), se tiene que:

(@)X, X)) = S (=D QXY LXK X)) (e)
QX XL X XL XS

+ 21§i<j§n+1 [R) P BRI

(—
Pi<icj<ni1(—

= dW(Xh . 7Xn+1).
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El isomorfismo de complejos (QF(G),d) = (A" g*, d) induce un isomorfismo en coho-
mologia

Hi(G) = H(g,R).
De idéntica forma, se construye un isomorfismo de complejos

0} (Ga) — A"g'®a

Q —  w=1,
que induce un isomorfismo en cohomologia

H;(G,a) = H'(g,q).
Por otra parte, se tiene que Hj(G,a) 2 H} (G)®@ay H*(g,0) = H*(g,R) @ a.

Sean Ext (g,a) el conjunto de las extensiones centrales de g por a y Ext(g,a)

el conjunto de clases de isomorfia de extensiones centrales de g por a. Como en el

caso de los grupos, se definird una aplicacién x : Ext (g,a) — H?(g,a) que pasard al
cociente en una biyeccién % : Ext (g,a) — H*(g, a).

2.2 Forma de curvatura

Sea a — g —— g una extensién central de dlgebras de Lie. Una seccién o de 7 es
una aplicacién lineal o : g — @ tal que m-0 = id (es decir, una escisién por la derecha
de la sucesién exacta corta de espacios vectoriales subyacente). La teorfa de Lie para
las extensiones centrales de grupos y algebras de Lie justificarda otra denominacién:
se dird que o es una conexidn infinitesimal de g. A cada seccién o de , se le asocia
la 2-forma w : g X g — a definida por:

w(X,Y)=0(X,Y]) — [0(X),0(Y)]. (2.3)

Obsérvese que w = 0 si y solo si o es un morfismo de algebras de Lie, es decir, una
escisién por la derecha de la sucesion exacta corta de algebras de Lie.

2.2.1 Definicién
Se dird que w es la 2-forma de curvatura de la conexién infinitesimal o.

Teniendo en cuenta que a es un ideal central de g, el siguiente resultado es una
consecuencia de la identidad de Jacobi:

2.2.2 Lema
La 2-forma de curvatura w es cerrada.

Demostracién Usando la identidad de Jacobi y teniendo en cuenta que w(X,Y),
w(X,2), w(Y,Z) € Z(@), se tiene que:

dw(X,KZ) = —Gw([X,Y],Z)
= —60([[X,Y],Z])+6[O’([X,Y]),O’(Z)}
= —o(8[[X,Y] Z]) + 6o ([X,Y]),0(Z)]
= 6[o([X,Y]),0(2)]
= Bw(X,Y),0(2)] =0



donde & denota la suma ciclica de los argumentos X, Y, 7 € g. O

2.2.3 Lema

Sean o y o' dos conexiones infinitesimales de g. Las 2-formas de curvatura w y '
estan relacionadas por:
W —w=—dy

donde x = o' — o es una 1-forma sobre g con valores en a.

Demostracién Para cada X, Y € g, se tiene que:

W(XY) —w(X)Y) = o([X,Y]) = [0/(X),0' (V)] - o([X, Y]) + [0(X), (V)]
= X([X,Y]) = [o(X) + x(X), o (Y) + x(Y)] + [0(X), 0 (V)]
= x([(X,Y]) = [o(X), 0 (V)] + [0(X), o (Y)]
= x([X,Y])
= —dx(X,Y)

va que x(X) y x(Y) pertenecen al centro de g. O

Como consecuencia de los lemas anteriores, la 2-forma de curvatura w representa
una clase de cohomologfa [w] € H?(g, a), que no depende de la conexién infinitesimal
o. Asi pues, la aplicacién

k:g € Bxt(g,a)— [w] € H*(g,a)

estd bien definida y se dice que [w] es la clase de la extensién central g de g por a.

2.3 Extension central definida por una 2-forma cerrada

Para demostrar que el grupo de cohomologia H?(g, a) clasifica las extensiones cen-
trales de dlgebras de Lie, se procede como en el caso de los grupos abstractos. El
primer paso es la realizaciéon de cualquier 2-forma cerrada sobre g con valores en a
como 2-forma de curvatura:

2.3.1 Proposicién

La aplicacion k es sobreyectiva, es decir, para cada 2-forma cerrada w sobre g con
valores en a, existe una extension central de dlgebras de Lie

O—>ai>§:gxwal>g—>

dotada de una conexion infinitesimal o : g — @ cuya 2-forma de curvatura es igual a
w. Se dird que g X, a es la extensién central g por a definida por w y o es la conexién
infinitesimal candnica de g X, a.

Demostracién Sea g = g X, a el espacio vectorial producto g x a dotado del corchete
de Lie definido por:

[(Xv V)v (}/7 W)] = ([Xv Y]v_w(Xv Y)) (24>
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para cada X,Y € gy para cada V., W € a. Puesto que w es bilineal y alternada, este
corchete es bilineal y antisimétrico. Por otra parte, la condiciéon dw = 0 implica la
identidad de Jacobi:

S[(X, V), (Y, W)], (2, U)]

|
@ G

—~

Por tanto, si se define «(V) = (0,V) y n(X,V) = X, la sucesién exacta corta
Oea%g\:gxwal)ge(]

es una extensién central de g por a. Por ultimo, si o : g — @ es la seccién nula
definida por o(X) = (X, 0), la identidad (2.4) garantiza que la 2-forma de curvatura
de o esigual a w. O

2.4 Clasificacion de las extensiones centrales de algebras de
Lie

La clasificacién de las extensiones centrales de algebras de Lie se basa en los dos

siguientes lemas:

2.4.1 Lema

L ~ T -,
Sean a — @ — g una extension central de g por a y w la 2-forma de curvatura de una
conexion infinitesimal o de g. Entonces existe un isomorfismo

d:gx,a—7g
que envia la conexion candnica de g X, a en la conerion o.

Demostracién Como en el caso de grupos, cada elemento X € g se escribe

X =0(X)+ V)

—

donde X = 7(X) y V es el tnico elemento de a tal que (V) = X — o(x(X)). El
isomorfismo ® : g X, a — @ estd dado por ®(X,V) = o(X) + ¢(V) para cada X € g
y para cada V € a. Por tltimo, se tiene que ®(X,0) = o(X) para cada X € g. O
2.4.2 Lema

Sean g X, a y g X a dos extensiones centrales de g por a definidas por dos 2-formas
cerradas w y w' sobre g con valores en a. Las extensiones gX,a y g X,/ a son isomorfas
si y s6lo siw y w' representan la misma clase de H*(g,a).

Demostraciéon Un isomorfismo de extensiones centrales
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a gxwa - g
I o |
a g Xy a g

estd dado por ®(X, V) = (X, V—x(X)) donde x € g*®a. Paracadapar (X, V), (Y, W) €
g X, a, las expresiones

B([(X, V), (Y, W)]) = B([X, Y], ~w(X, V) = ([X, Y], (X, Y) — x([X. Y]))
DX, V), BV, W)] = [(X,V = x(X)), (Y, IV — x(V))] = (IX. Y], ~/(X.Y)
coinciden si y sélo si
S(X,Y) —w(X,Y) = (X, Y]) = —dx(X.Y). [
2.4.3 Teorema

Las extensiones centrales de g por a estdin clasificadas por el sequndo grupo de coho-
mologia H*(g,a) de g con valores en a, es decir, existe una biyeccion

7 Ext(g,a) — H*(g,a).

Demostracion Dadas dos extensiones centrales isomorfas

a — g — g
P

I, el

a — g — 4

se consideran dos secciones o de m y ¢’ de 7’ tales que ¢/ = ®-0. Sean w y W' las
2-formas de curvatura correspondientes. Segtn el lema 2.4.1, las extensiones centrales
g v @ son isomorfas a los modelos g X, a y g X, a. Por el lema 2.4.2, las clases [w]
y [w'] son iguales. Por tanto, la aplicacién  : Ext (g,a) — H?(g,a) pasa al cociente
en una aplicacién & : Ext (g,a) — H?(g,a). Ademds, la aplicacién & es sobreyectiva
va que k lo es. Por otra parte, los lemas 2.4.1 y 2.4.2 prueban que la aplicacion & es
inyectiva. [J

2.4.4 Corolario

Si g es un dlgebra de Lie semisimple, la unica extension central de g por a es la
extension trivial g ® a.

Demostracién Si g es un dlgebra de Lie semisimple, entonces H?(g,a) = 0 (véanse
[HS]y [V]). O

2.4.5 Ejemplos

1) Sea b3 el dlgebra de Lie del grupo de Heisenberg
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1 Tr1 X3
HSZ{ 0 1 z9 /$1,$2,Z‘3€R}4
0 0 1
B8 9
Ox1’ Oxa
{e1,e2,e3} de B tal que ez = [ey, 2] es central. La clase de la extensién central h?
estd representada por la 2-forma w = dx; A dry. Para cada A € R, se denota b3 el
algebra de Lie cuyo corchete de Lie estd determinado por [e,es] = Aeg. Como en
el caso anterior, h3 es una extensién central de R? por R. Resulta claro que b} es
abeliana e isomorfa a R3. Si \ # 0, el algebra de Lie b3 es isomorfa a h3, aunque no
lo es como extensién central de R? por R. En efecto, las clases [A\w] € H*(R%R) y
[w] € H*(R?;R) son distintas si A # 1. De hecho, el grupo H?(R?* R) = R y cualquier
extensién central de R? por R es isomorfa a alguna de estas extensiones centrales.

Los campos + xlaim y % son invariantes por la izquierda y definen una base

2) La tinica extensién central del dlgebra de Lie semisimple s0(3) por R es la extensién
central trivial so(3) x R.

3 Extensiones centrales de grupos de Lie

Las extensiones centrales de grupos de Lie se introducen de forma aniloga a las
extensiones centrales de grupos abstractos. De manera precisa, si G es un grupo de
Lie y A es un grupo de Lie abeliano, se dird que un grupo de Lie G es una extension
central de G por A si existe una sucesién exacta corta

O—)A—Z>GL>G—>1

donde A es un subgrupo central de G. En lo sucesivo, se supondra que los grupos
G y A son conexos de manera que el grupo G también lo serd. En particular, el
grupo abeliano A serd isomorfo a un producto 7?7 x R?. Obsérvese que el grupo de
Lie G admite una estructura natural de fibrado principal sobre G de proyeccién p y
de grupo estructural abeliano A.

Por otra parte, se dira que dos extensiones centrales de G por A
0—A-SG e —1 v 0—A56 e —1

son isomorfas si existe un isomorfismo de grupos de Lie & : G — G’ que hace
conmutativo el siguiente diagrama:

¢ p

A G G
[ Y
A o P G

En esta situacién, se denotard Ext (G, A) el conjunto de las extensiones centrales
de G por Ay Ext (G, A) el conjunto de clases de isomorfia de extensiones centrales
de G por A. De manera natural, se plantea el problema de clasificar las extensiones
centrales de G por A por medio de una cohomologia adaptada a la estructura diferen-
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ciable de G y A. La primera idea es emplear cocadenas diferenciables sobre G
con valores en A, pero el uso de cociclos diferenciables impone fuertes restricciones
topoldgicas a las extensiones consideradas. Por esta razon, se usara una cohomologia
menos rigida, llamada e-diferenciable, introducida por G.M. Tuynman y W.A.J.J.
Wiegerinck en [TW].

3.1 Cohomologia diferenciable de grupos de Lie

Sea C"(@G, A) el grupo abeliano de las aplicaciones diferenciables ¢ : Gx ... x G — A,
dotadas de la suma puntual, llamado grupo de los n-cociclos diferenciables sobre G
con valores en A. Por restriccién del coborde 6 : Cp (G, A) — Cpit' (G, A), se obtiene
un operador diferencial § : C"(G, A) — C"™(G, A). La cohomologia H}(G, A) del
complejo (C*(G, A), 6) se denomina cohomologia diferenciable de G con valores en A.

Aunque cabria pensar que las extensiones centrales de G por A estan clasificadas
por H%(G, A), una extensién central A —— G = G x, A ~* G definida por un
cociclo p € Z2(G, A) es topoldgicamente trivial, i.e. el fibrado principal subyacente
p: G — G es trivial. En efecto, la estructura de variedad producto sobre G=aG Xwé
es compatible con la estructura de grupo y hace de G un grupo de Lie. Obviamente G
es un fibrado trivial. Reciprocamente, si A — G - G es una extensién topolégica-
mente trivial, el fibrado subyacente admite una seccién diferenciable s : G — G y el
cociclo ¢(g, h) definido por

s(gh) = s(g)s(h)¢(g, h)

es diferenciable. En resumen, procediendo como en el caso abstracto, se tiene el
siguiente resultado:

3.1.1 Proposicién

FEziste una biyeccion entre el conjunto Exty(G, A) de las clases de isomorfia de exten-
stones centrales topologicamente triviales y el grupo de cohomologia diferenciable

H%(G,A). O

3.1.2 Ejemplos

1) El grupo de Heisenberg H® es una extensién central de R? por R. En efecto, la
sucesién
0— R H? 2 R2 S0
xz +—  (0,0,x3)
(21,29, 73) = (21,72)

es exacta e i(R) = Z(H?). Puesto que la proyeccién p admite una seccién diferenciable
s (z1,22) € R? — (21,12,0) € H?, se trata de una extensién topolégicamente trivial.
Por otra parte, teniendo en cuenta que la ley de grupo esta dada por:

(z1, T2, 23).(Y1, Y2, y3) = (21 + Y1, Ta + Yo, T3 + Y3 + T142),
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resulta claro que el cociclo ¢ definido por s estd dado por:

(1, 22).(y1,92)) = — 1Y

Luego ¢ es diferenciable. Para cada A € R, el cociclo diferenciable

ox((w1,22).(y1,92)) = —AT132.

define una nueva extensién central de R? por R que se denotard Hj. Si A = 0, el
grupo H es isomorfo a R? y la extensién central es trivial. Si A # 0, el grupo
T x3

1
Hi’—{(@ 1 sz)/$1,$2,$3€R}.
00 1

es isomorfo a H®, pero no lo es como extensién central de R? por R. Més adelante se
comprobara que no hay otras extensiones centrales de R? por R.

2) La extensién central Z — R — S! no es topoldgicamente trivial (aunque su ntcleo
no cumple la hipétesis de conexién exigida).

3) La extension trivial de SU(2) = S por S! determina por paso al cociente una
extensién central de SO(3) por St. En efecto, se tiene el siguiente diagrama:

{_171} {(_17_1)7(171)} {_17]}
| ! !

! STx SU@R) — P sU@)
o | T | 7
St G SO(3)

donde my : S' — S*, 7w : S'x SU2) — G y 7 : SU2) — SO(3) son cubiertas
regulares de grupo Zs. Puesto que el generador (—1,—1) de {(—1,—1),(1,1)} opera
de manera no trivial sobre los dos factores de S' x SU(2), la extensién central G
no es topoldgicamente trivial. Mds adelante se probard que SO(3) sélo admite dos
extensiones centrales por S: la extension trivial S x SO(3) y la extensién G.

3.2 Cohomologia e-diferenciable y clase de una extensién
central de grupos de Lie.

Como consecuencia del ejemplo anterior, sera necesario introducir una nueva cohomo-
logia adaptada a los grupos de Lie que permita clasificar las extensiones centrales. En
este parrafo, se recuerda la construccién de la cohomologia e-diferenciable de [TW].

Sea C7.(G, A) el grupo abeliano de las n-cocadenas ¢ : G x ... x G — A que son
diferenciables en un entorno del elemento neutro (e, ..., e) de Gx...xG. Procediendo
como en los casos anteriores, se define la cohomologia e-diferenciable HZ.(G, A) de G
con valores en A (véase [TW]). La inclusién del complejo diferenciable (C¥(G, A), 6)
en el complejo e-diferenciable (C* (G, A), ) y la inclusién de éste en el complejo abs-
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tracto (Cj,.(G, A), ¢) inducen sendos morfismos en cohomologia
H!G,A) — H[(G,A) — H, (G, A).

Sea A —— G - G una extensién central de grupos de Lie. Segin se ha observado,
el grupo de Lie G es un fibrado principal sobre GG con grupo estructural A. Por tanto,
existe una seccién s : G — @ diferenciable en un entorno del elemento neutro. Luego
el cociclo ¢ € Z7.(G, A) definido por s es diferenciable en un entorno de (e, e) € GxG.
En resumen, ¢ € Z2 (G, A) representa una clase [¢] € H2 (G, A), llamada clase de la
extension central G de G por A, y se define una aplicacién

k:Ext(G,A) — H2(G,A).

3.3 Extension central definida por un cociclo e-diferenciable.

El objetivo de este parrafo es probar que la aplicacion k es sobreyectiva: para cada
cociclo p € Z2 (G, A), existe una extension central G de G por A tal que k([p]) =
G € HX(G,A).

Sea G =G X, A el grupo abstracto definido por el cociclo ¢, es decir, dotado de
la multiplicacién

(g’a)'(hvb) = (ghva‘i’b*(p(ga h))7 V(g,a), (hvb) € GXWA'

En primer lugar, se le dota una estructura de grupo topoldgico. Sean W un entorno
abierto del elemento neutro e de G tal que ¢ |wxw es diferenciable y {V} una base
de entornos de e contenidos en W que verifique las dos siguientes condiciones:

i) para cada entorno bésico V, existe un entorno basico U tal que UU ! C V;

ii) para cada entorno bdsico V' y cada elemento g € G, existe un entorno basico U tal
que gUg™t C V.

Los abiertos V' x A forman una base de entornos de (e,0) y definen una estructura
de grupo topolégico sobre G. Para comprobar que G admite una estructura de grupo
de Lie, se aplicard el lema 2.6.1 de [V]:

3.3.1 Lema

Sea G un grupo topoldgico 2-numerable y conexo. Sean U y V dos entornos abiertos
del elemento neutro de G tales que:

a) V estd dotado de una estructura de variedad analitica;

b) UU C V yla aplicacion (u,v) € U x U — wwt € V es analitica.
Entonces existe una unica estructura analitica en G tal que:

i) algin entorno abierto de e es una subvariedad abierta de V' y de G

it) para cada g € G, la traslacion por la izquierda L, es un difeomorfismo analitico
de G en st mismo.

En particular, G es un grupo de Lie analitico. O
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Puesto que G es un grupo de Lie, existen entornos basicos U y V' de e que cumplen
las condiciones (a) y (b) del lema anterior. Por otra parte, puesto que A es un grupo
de Lie, los abiertos basicos U x Ay V x Ay de G admiten estructuras de variedad
analitica. La condicién UU~' C V implica que:

(Ux A)(Ux A CVxA
Ademas, la aplicacién de divisién

(UxA)x(UxA) — VxA
((g:a), (,0))  — (g,a).(h,0)7"

definida por:

(g.a).(h,b) " = (gh™ " a—b+o(h,h™") — (g, k")

es analitica. Luego G=0G X, A es un grupo de Lie.

3.4 Clasificacion de las extensiones centrales de grupos de
Lie.

Antes de demostrar el teorema de clasificacién, conviene adaptar los lemas 1.4.1y 1.4.2
al caso diferenciable:

3.4.1 Lema

Sean A 5 G 2 G una extension central de grupos de Lie y ¢ el cociclo e-diferenciable
definido por una seccion s : G — G diferenciable en un entorno del neutro. Entonces
existe un isomorfismo de grupos de Lie ® : G x, A — G que envia la seccion nula de
G x, A sobre la seccion s.

Demostracién Segin el lema 1.4.1, se tiene un isomorfismo de grupos abstractos
¢ : G x, A— G dado por ®(g,a) = s(g)i(a) para cada g € Gy cada a € A. Puesto
que la seccion s es diferenciable en un entorno de e € G, la aplicacién ® también es
diferenciable en un entorno de (e,0) € G x,, A. Ahora bien, como consecuencia de la
propiedad (ii) del lema 3.3.1, ® es diferenciable. O

En general, la seccién nula de G x, A sélo es diferenciable en un entorno del elemento
neutro: la estructura diferenciable de G' x, A se construye mediante traslaciones por
la izquierda, pero nada asegura que éstas dejen invariante la seccién nula.

3.4.2 Lema

Sean Gx,A y G xy A dos extensiones centrales de G por A definidas por dos cociclos
e-diferenciables ¢ y ¢'. Las extensiones G X, A y G X A son isomorfas si y sélo si
© y ¢ representan la misma clase de H:(G, A).
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Demostracién La condicién necesaria es idéntica a la condicién necesaria del lema
1.4.2. En cuanto a la condicién suficiente, la existencia de x € CL (G, A) tal que
© — ¢’ = 6x permite construir un isomorfismo de grupos ® : G x, A — G X A
dado por ®(g,a) = (g,a + x(g)) para cada g € G y para cada a € A. Los mismos
argumentos del lema anterior prueban que ® es diferenciable. 0.

Por tanto, la aplicacién sobreyectiva k : Ext (G, A) — HZ,(G, A) pasa al cociente en
una aplicacién biyectiva k : Ext (G, A) — HZ%(G, A) y queda probado el siguiente
teorema de clasificacién (véase [TW]):

3.4.3 Teorema

Las extensiones centrales de un grupo de Lie G por un grupo de Lie abeliano A estdn
clasificadas por el sequndo grupo de cohomologia e-diferenciable H(G,A) de G con
valores en A. O

4 Teoria de Lie: extensiones centrales de grupos y
algebras de Lie.

En esta seccion, se estudia la relacién que existe entre extensiones centrales de grupos
de Lie y extensiones centrales de algebras de Lie (véase [TW]).

4.1 Morfismo de Lie: extensiones de grupos de Lie y exten-
siones finitesimales de algebras de Lie

Sea i A p
0-A4A—G—G—1 (4.1)

una extension central de grupos de Lie. Las aplicaciones tangentes en el elemento
neutro definen una extensién infinitesimal de algebras de Lie

0—a=TJ(A) “>g=T.(G) L5 g=T.(G)—0 (4.2)

identificadas con las respectivas algebras de campos invariantes por la izquierda. De
esta forma, se obtiene una aplicacién

L:Ext (G, A) — Ext (g,a) (4.3)

llamada morfismo de Lie. Segiin una construccién de [TW], este morfismo se traduce
en un morfismo

L*: H% (G, A) — H*(g,a). (4.4)
De hecho, se plantean dos problemas distintos:
1) identificar e interpretar la clase de la extensién infinitesimal (4.2);

2) determinar la clase de la extensién infinitesimal (4.2) en funcién de la clase de la
extensién de grupos de Lie (4.1), es decir, describir la traduccién cohomoldgica (4.4)
del morfismo de Lie.
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Estos seran los ingredientes esenciales para proceder en sentido inverso y realizar
cualquier extensién central de algebras de Lie como extension infinitesimal asociada
a una extension central de grupos de Lie. Este proceso se denominara integracion y
permitird dar una demostracién simple del tercer teorema de Lie (véanse §5 y §5.5).

4.1.1 Clase de una extensién infinitesimal y su interpretacion geométrica

Cada base {Vi,...,V,} de a se completa en una base {V;,..., Vi, X1, ..., X\m} de
g y ésta se proyecta en una base {Xi,...,X,,} de g (ie. X, = p*)?r para cada
1 <r < m). La base dual {w',...,w™} se levanta en una familia {p*w’ prw™}
de 1-formas sobre g* y ésta se completa en una base {0', ..., 0" p*w! ,...,p *w™}
de g*. Sean {Vi*,.... V', X|,..., X} los campos invariantes por la izquierda y
{0%,...,0" p*w!, ... p*w™} las 1-formas invariantes por la izquierda determinados
por las bases de g y g* respectivamente.

Puesto que el algebra de Lie a es central, se tiene que [V;,V;] = [V, X;] =0y

XT,X Zcrth—kZd
donde ¢! son las constantes de estructura de G. De este modo, se tiene que:

d&i(jf\“j('\s) = _g([)?rvX\S]) = _di‘s

=——depw Apw® =p* ——Zd W AW = prQt

La 1-forma invariante por la izquierda ¢ = Y0 @V, € QL(G, a) es una 1-forma
de conexién sobre el fibrado principal p : G — G de grupo estructural A. En efecto,

a) O(V;") = V; para cada campo vertical V;¥;

b) R0 = 0 para cada a € A.

El nicleo de 6 es un subfibrado H de T@) generado por los campos X, ,)?;
En este sentido, se dira que los campos X', ..., X, definen una conexién sobre G
vy que # es la 1-forma de conexién correspondiente. El subfibrado horizontal H estd
completamente determinado por la fibra H, del elemento neutro e € G (es decir, por
la imagen de 0 : g — @) y la 2-forma de curvatura Q = 3> Q' ® V; € Q%(G, a) lo esta
por su restriccién w = Q.. Esto justifica las denominaciones de conexion infinitesimal
y 2-forma de curvatura dadas a o y w en §2.2.

4.1.2 Proposicién

Bl morfismo HX(g,0) 5> H3(G,a) — H3p(G,a) envia la clase ] € H?(g,a)
de la extension infinitesimal (4.2) en la clase de Chern [Q] € Hpg(G,a) del fibrado
principal p : G — G de grupo estructural abeliano A.

Demostracién Sea o : g — g la conexién infinitesimal definida por o(X,) = X,.
El isomorfismo (2.2) permite identificar la 2-forma de curvatura w de la conexién
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infinitesimal o con la 2-forma de curvatura €2 de la 1-forma de conexién 6. En efecto,
la 2-forma de curvatura w esta dada por:

w(Xme) = U([XMXS]) - [U(Xr)7U(XS)]
= Y X —[X, X|]

Luego, para cada ¢ = 1,...,n, se tiene que:
, 1 , , ,
wZ:—§Zd§,SwT/\w’:QZ. O
4.2 Descripciéon cohomolégica del morfismo de Lie

La clasificacién de las extensiones centrales de grupos y algebras de Lie proporciona
una traduccién cohomolégica del morfismo de Lie:

Ext (G, A) Ext (g, a)
~ | o | =
HE(G,A) H*(g,a)

A continuacién, se describe explicitamente el morfismo L£# (véase [TW]):

4.2.1 Proposicion

Sea A — G — G una extension central de grupos de Lie de clase [p] € H*(G, A).
Entonces la clase L#[p] € H?(g,a) de la extension infinitesimal a — g — g estd
representada por la 2-forma w € A\? g* ® a definida por:
d d
XY)=—|=0 —
WXY) = Grleo TG
donde la notacion ¢ designa un levantamiento del cociclo p : GX G — A a la cubierta
universal a de A definido en un entorno de (e,e) en G x G .

s=0 (plexptX expsY) — plexpsY,exptX)), VX,V €g,

Demostracion Por el teorema 3.4.3, la extension central G es isomorfa a la extensién
central G x, A cuya ley de grupo estd dada por:

(9,a).(h,0) = (gh,a +b— (g, h))

Para describir la 2-forma de curvatura w de la extensién infinitesimal £(G) = g, basta
restringirse a un entorno p~*(U) de la fibra p~!(e) del elemento neutro e de G. Puesto
que este entorno es difeomorfo a U x A, se puede suponer sin pérdida de generalidad
que G es difeomorfo a G x A y A es isomorfo a a. En esta situacion, los campos
invariantes por la izquierda sobre G satisfacen la siguiente identidad:

(X, V)Jr = (L(g,a))*(e,e)(Xv V)

(g,a)
41y (g,a).(exptX, exptV) (4.5)
= 2limo (geaptX,a+ exptV — p(g,exptX)).
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Por otra parte, para determinar el corchete de Lie

(V)T (VW) ey = (X V) (o (VW) = (VW) (X V)T,

basta considerar una funcién diferenciable f: G x A — R sobre G x A y calcular su
derivada:

(X, V) e (YSW)E(S)) =
% ‘t=0 (Ya W)+(f)(exp th ETP tV) =
im0 Lo fleaptX.expsY,exptV + expsW — p(exptX, expsY)).

Por simetria, se tiene que la derivada [(X, V)", (Y, W)*]e) (f) estd dada por:

Lo Llsmo flezptX.expsY,exptV + expsW — p(exptX, expsY))
— Lo Llsmo flexpsY.eaptX, expsW + exptV — p(expsY,exptX)).

Por fin, puesto que
[(X’ V)+’ (Y> W)ﬂ(e,e) = ([va]: [‘/7 W] _W(X’ Y)) = ([XvYL _W(X’ Y))a

se deduce que:
d d

wX,)Y)=—

il lt=0 i ls=0 (plexptX, expsY) — plexpsY,exptX)). O

4.3 Resumen

Los resultados anteriores se pueden resumir en el siguiente diagrama

0 m@a —Dm e L g
(3)} (4} ’ NG
0 — Exty(G, A) Ext (G, A) Ext (g, a)

donde

(1) es el morfismo inducido por la inclusién del complejo diferenciable Q5(G, A) en el
complejo e-diferenciable Q.,(G, A);

(2) es la inclusién natural;

(3) es la equivalencia entre las clases de cociclos diferenciables y las clases de exten-
siones centrales topolégicamente triviales;

(4) es la equivalencia entre las clases de cociclos e-diferenciables y las clases de exten-
siones centrales;

(5) es la equivalencia entre clases de las 2-formas cerradas sobre g con valores en a y
las clases de extensiones de algebras de Lie.

Por otra parte, £ es el morfismo de Lie que asocia la extensién infinitesimal a — g — g
a cada extensién de grupos de Lie A — G — G y L* es la traduccién del morfismo
de Lie en cohomologia.
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En general, las aplicaciones (1), (2), £ y £# no son biyectivas. Puesto que
la aplicacién (2) es claramente inyectiva, la aplicacién (1) lo es también. Pero no
son sobreyectivas ya que existen extensiones centrales de grupos de Lie que no son
topolégicamente triviales. En cuanto a las aplicaciones £ y £#, éstas no son inyecti-
vas, ya que diferentes extensiones centrales de grupos de Lie pueden tener la misma
extensién infinitesimal. Mas adelante se comprobara que tampoco son sobreyectivas.
Sin embargo, todas las aplicaciones serdn biyectivas si el grupo de Lie G es 1-conexo.

4.4 Aplicaciones momento

Para cada extensién central de grupos de Lie A — G — @, se ha construido una
1-forma de conexién § € Q! (@, a) sobre el fibrado principal subyacente p : G- G
de grupo estructural A. No se trata de una 1-forma de conexién cualquiera, sino
invariante por la izquierda. Antes de caracterizar la invarianza de 0 (véase §4.5), hay
que recordar la nocién de aplicacidn momento introducida en [TW]:

4.4.1 Definicién

Sea (2 una n-forma real o vectorial sobre una variedad M. Se dice que un campo de
vectores X € X(M) es una simetria infinitesimal de (M, §2) si verifica las siguientes
condiciones equivalentes:

ii) el flujo local ®; de X deja invariante €2, i.e. &7 = Q.
Las simetrias infinitesimales forman un subélgebra de Lie (M, Q) de X(M).

Sea p : P — M un fibrado principal de grupo abeliano A. Sean § € Q(P,a)
una 1-forma de conexién sobre Py Q € Q*(M,a) la 2-forma de curvatura tal que
df = p*Q. Un campo de vectores X sobre P es proyectable si existe un campo de
vectores X sobre M tal que pu*X\u = X, para cada u € P. En tal caso, se escribe
p*)/(\ = X. Evidentemente, un campo de vectores X es proyectable si y sélo si es
invariante por la accion de A, i.e. RuX =X para cada a € A. Si Xg(P) denota el
algebra de Lie de los campos proyectables (o invariantes por la accién de A) y %y (P)
es la subdlgebra de Lie generada por los campos fundamentales de la accién de A
sobre P, se tiene una sucesion exacta corta de dlgebras de Lie

0 — Xy (P) — Xp(P) 2> X(M) — 0, (4.6)
llamada sucesion de Atiyah (véanse [AM] y [At]).

4.4.2 Definicién

Una simetria inﬁnitesimil X de (P, 8) es proyectable si existe una simetria infinitesimal
X de (M, Q) tal que p,.X = X. En tal caso, se dice que X es un levantamiento de X.

Las simetrias infinitesimales proyectables forman un subdlgebra de Lie S(P,0) =
S(P,0)NXg(P) de G(P,0). Puesto que los campos fundamentales de la accién de A
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sobre P son simetrias infinitesimales de (P, 8) que se proyectan sobre el campo nulo,
se comprueba de manera inmediata que la siguiente sucesion es exacta:

0 — Xy (P) — 6x(P,0) 2= &(M, Q).

El siguiente resultado caracteriza las simetrias infinitesimales de (M, Q) que poseen
un levantamiento:

4.4.3 Proposicién

Una simetria infinitesimal X € &(M,Q) posee un levantamiento X € Sg(P,0) si y
sdlo si existe una funcion f: G — a tal que ixQ + df = 0.

Demostracién Si una simetria infinitesimal X € Sx(P,0) se proyecta sobre una
simetria infinitesimal X € &(M, ), entonces

— —

0 = icdd +d(0(X)) = p*(ixQ) + d(a(X)).

Puesto que la funcién a(X) : P — a es invariante por la accién de A, existe una

—

funcién f : M — a tal que a(X) = p*f = f-p. Por tanto, la simetria infinitesimal
X € 6(M,Q) verifica que ix§2 4+ df = 0. Reciprocamente, si X € &(M, ) verifica
que ixQ + df = 0, se denotan fi,..., f, las componentes de la funcién f : M — a
respecto de una base Vi, ..., V, de a y se define un campo de vectores

X= )?‘FZ (" f) Vi*
i=1
donde X es el levantamiento horizontal de X y V.* es el campo fundamental asociado
a V;. Las identidades

L0 =igdd +digh = igp Q= p*(ixQ) = —p*df
Loy vt = sy v dd + dige gy v0 = (p*dfi) iv0 = (pdf;) Vi

garantizan que:

L0 =L+ Liepyve = —p df +p* (Y dfi Vi) = —p*df + p"df = 0.

i=1 i=1
Obsérvese que X esté completamente determinado por la funcién f. O

Las simetrias infinitesimales de (M, )) que satisfacen la condicién de la proposicién
forman una subdlgebra de Lie &'(M, Q) de &(M, Q) tal que la sucesién

es exacta.
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4.4.4 Definicién

Sea 2 una n-forma diferenciable real ¢ vectorial sobre una variedad M. Sean G un
grupo de Lie ¢ : G x M — M una accién por la izquierda. Se dice que G es un
grupo de simetrias de (M,Q) si Q es invariante por la accién de G, i.e. LY = Q
para cada g € (G. La accién de G sobre M induce un morfismo de édlgebras de Lie
¢s 1 g — X(M), lamado accidn infinitesimal, que envia cada elemento X € g en el
campo fundamental asociado X* € X(M). Si G es un grupo de simetrias de (M, ),
entonces ¢, se factoriza a través de &(M,2) en un morfismo de dlgebras de Lie
¢s g — 6(M,Q).

Volviendo a la situacion en la que M es la base de un fibrado principal p : P — M
de grupo estructural A y Q € Q*(M,a) es la 2-forma de curvatura de una conexién
0 € QY(P,a), se plantea de manera natural el problema de la factorizacién de una
accion infinitesimal ¢, : g — &(M,Q) a través del subdlgebra de Lie &'(M, Q) de
las simetrias infinitesimales de (M, Q) que admiten un levantamiento a (P,6). Para
responder a esta cuestién, se introduce el siguiente concepto (véase [TW]):

4.4.5 Definicién

Si G un grupo de simetrias de (M, Q), se denomina aplicacion momento (relativa a
la accién de G sobre (M,Q)) a una aplicacién lineal J del dlgebra de Lie g de G en
el espacio C*°(M, a) de las funciones diferenciables sobre M con valores en a tal que
ix+Q + dJx = 0 para cada X € g.

Como consecuencia de la proposicién 4.4.3, se tiene el siguiente resultado:

4.4.6 Proposiciéon

Sean p: P — M wun fibrado principal de grupo estructural abeliano A, 6 una 1-forma
de conexion sobre P con 2-forma de curvatura Q y G un grupo de simetrias de (M, Q).
Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) la accion de G sobre M posee una aplicacién momento J : g — C>®(M, a);
it) la accidon infinitesimal ¢, : g — &(M,Q) se factoriza a través de &'(M, Q).

iii) la accion infinitesimal ¢, : g — S(M,Q) se levanta en una aplicacidn lineal

¢* g — GR(P70)

Demostracién (i) = (i) Sea J : g — C*(M) una aplicacién momento relativa a
la accién de G sobre M. Para cada X € g, el campo fundamental X* = ¢, X es
una simetria infinitesimal de (M, Q) tal que ix-Q + dJx = 0. Luego X* se levanta
en una simetria infinitesimal de (P, #) segin la proposicién 4.4.3. Es decir, la accién
infinitesimal ¢, : g — &(M, Q) se factoriza a través de &'(M, Q).

(i1) = (i17) Sea ¢, 1 g — Sr(P,0) la aplicacién lineal que asocia el levantamiento
X* del campo fundamental X* = 0«(X) a cada elemento X € g. Resulta claro que
Gs = Duo O
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(i4i) = (#) Por proyeccién, la imagen de la accién infinitesimal ¢, : g — &(M,Q)
estd contenida en &'(M, Q). O

4.4.7 Observaciones

1) Si la sucesién exacta corta (4.7) escinde por la derecha, cualquier accién infinitesi-
mal ¢, : g — &'(M,Q) se levanta en una accién infinitesimal ¢, : g — Sx(P,0).
Obsérvese que la sucesiéon de Atiyah (4.6) también escinde por la derecha en res-
triccién a las érbitas de la accion de G. Luego los fibrados inducidos poseen 1-formas
de conexién sin curvatura.

2) En general, la aplicacién 5* : 9 — 6g(P,0) no es un morfismo de dlgebras de Lie.
Suponiendo que la accién es transitiva para simplificar, la aplicacién momento J se
identifica con una 1-forma diferenciable sobre M con valores en a. En tal caso, la
accion infinitesimal ¢, : g — &(M, Q) se levanta en un morfismo de dlgebras de Lie
qg* :g — 6g(P,0) siy sdlo si la aplicacién momento J es una primitiva de la 2-forma
de curvatura €, i.e. Q(X,Y) = XJy —Y Jx — Jixy) para cada par X,Y € g. Ambas
condiciones equivalen a la escisién por la derecha de la sucesién exacta corta (4.7).

3) Si los campos fundamentales X* son completos (por ejemplo, si la variedad M es
compacta), los campos levantados X* 1o son también y la accion ¢ : G x M — M se
levanta en una accién por la izquierda 5 : G x P — P que conmuta con la accién por
la derecha de A sobre P y que deja invariante la 1-forma de conexion 6. Luego G es
un grupo de simetrias de (P, ).

4.5 Formas de conexion invariantes y aplicaciones momento

Sean o
0-A-5G05G0—1 (4.8)

una extensiéon central de grupos de Lie y
0—-a—-—g—g—0 (4.9)

la extensién infinitesimal asociada. Sean w € A? g* ® a la curvatura de una conexién
infinitesimal o : g — g de la extensién central (4.9) y Q € Q% (G, a) la 2-forma inva-
riante por la izquierda tal que Q, = w. Sea § € Q! (@, a) una 1-forma de conexién sobre
el fibrado principal subyacente a la extensién central (4.8) cuya 2-forma de curvatura
sea igual a €. El propésito de este parrafo es probar que la invarianza de 0 garantiza
la existencia de una aplicacién momento J : g — G¥(G, a) relativa a la accién natural
por la izquierda del grupo de Lie G sobre si mismo. De hecho, la condicién reciproca
también serd cierta y constituird una etapa esencial de la integracion de las extensiones
centrales de algebras de Lie (véase §5).

Sea ¢ : G X G — (G la accién natural de G sobre si mismo. Puesto que la 2-forma
de curvatura 2 es invariante por ¢, el grupo de Lie G es un grupo de simetrias de
(G, Q) e induce una accién infinitesimal ¢, : g — &(G, 2) que envia cada elemento
X € g en el campo invariante por la derecha X~ sobre GG. Por otra parte, la accién
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natural gf) GxG— G se proyecta sobre la accién ¢ : G X G — G de manera que
la accién infinitesimal ¢, : § — X(G) estd relacionada con la anterior mediante el
siguiente diagrama:

o8

x(@)
P
Q

3
0 «— )

Ps

!
&(G, Q).

4.5.1 Proposicién

Si G es un grupo de simetrias de (C:',@), entonces existe una aplicacion momento
J g — C®(G,a) relativa a la accion natural por la izquierda de G sobre (G, Q) como
grupo de simetrias.

Demostracién Por hipétesis, la accién infinitesimal ¢, : § — X(G) se factoriza a
través del dlgebra de simetrias 6(@ ¢). Por composicién con la conexion infinitesimal
o : g — g, se obtiene un levantamiento ¢,-o : g — 6(G ) de la accién infinitesimal
¢s 1 g — 6(G, Q). Como consecuencia de la proposicién 4.4.3, la accién de G sobre
(G,Q) posee una aplicacién momento J : g — C*>(G,a). De hecho, la aplicacién
momento puede obtenerse de manera explicita como sigue: para cada X € g, el
campo invariante por la derecha X~ es una simetria infinitesimal de (G,0) que se
proyecta sobre el campo invariante por la derecha X~ asociado a X = 7r(§(\ ). Luego

0="Lg O0=ig df+dig 0=p (ix-Q)+dI(X").

Puesto que la funcién 6‘(5(\ -): G — a es invariante por la accién de A, se proyecta en
una funcién Jx : G — a tal que ix-Q) = —dJx. En resumen, se tiene una aplicacién
momento J definida por p*Jx = (X ™) para cada X € g. [J

4.5.2 Relacién entre el cociclo ¢ y la aplicacién momento J

Sean 0 € QL(G,a) una 1-forma de conexién y J : g — C*(G,a) una aplicacion

momento tal que ix-) = —dJx para cada X € g. Si X~ denota el levantamiento
horizontal del campo invariante por la derecha X~ J%,...,J% las componentes de
Jx respecto de una base {V4,...,V,} de a y Vi*,...,V.F los campos invariantes por

la izquierda asociados, entonces el campo

/\

=X +Y TV, (4.10)
=1

es una simetria infinitesimal de (éﬁ) segun la proposicion 4.4.3. Puesto que el
campo invariante por la derecha X~ es completo, el campo X~ también lo es y su
flujo ®X se proyecta sobre el flujo Legpix de X7, ie. p-®F = Legpix-p. Luego

’"L

;X deja invariantes las 1-formas p*w!, ..., p*w™, ya que las 1-formas w!, .. son
invariantes por la izquierda. Por otra parte, la condicién L 6 =0 garantiéa que O
deja invariantes las 1-formasf’,... 0" Se deduce que ®;* es una traslacién por la

izquierda y X~ es un campo invariante por la derecha.
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Como consecuencia de esta observacién, se puede obtener una descripcion explicita
de ®Y en restriccién a cartas de trivialidad U x A de G. Puesto que se trata de
un calculo local, se puede suponer que la extensiéon central G es topoldgicamente
trivial (i.e. G = G x A salvo un isomorfismo de fibrados principales) y se puede
sustituir A por a como en el enunciado de la proposicién 4.2.1. En tal caso, la 1-
forma © = s*0 € Q'(G, a) es una primitiva de la 2-forma Q € Q'(G, a) (siendo s la
seccién nula de G) y el levantamiento horizontal X~ de X~ estd dado por:

X=X -y e

i=1

donde X~ denota la extension a G =G x Adel campo X~ sobre G. Por tanto, la
simetria infinitesimal X~ esta dada por:

D S AT S
y su flujo ®X de X~ estd dado por:

X (g,a) = ((exptX).g,a + /Ot (Jx —O(X7))(expsX.g)ds).

Puesto que ®F es una traslacién por la izquierda, se tiene la siguiente escritura del
cociclo ¢ definido por s:

4.5.3 Lema
¢
plexptX, g) = 7/0 (Jx —O(X7))(expsX.g) ds. O

De manera equivalente, si se define ¢4(h) = ¢(g, h), entonces se tiene que:

d
JX - @(X_) =~ |t:0 PexptX -
dt

Por otra parte, la condicién ix- Q) = —dJx garantiza que:
w(X,Y) = (X"(Jy =O0(Y7)) =Y (Jx = O(X7)))(e)
para cada par X,Y € g. Estas dos ecuaciones permiten recuperar la identidad

d

w(X,Y) = — |s=0 (p(exptX, expsY) — p(expsY,exptX)).
ds

dtlt 0

de la proposicion 4.2.1.

4.5.4 Caso particular: grupos l-conexos

Si G es un grupo de Lie 1-conexo, la accién de G sobre (G, 2) posee una aplicacién
momento J y resulta mucho mds facil describir el cociclo ¢ (véase también [N]):
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4.5.5 Lema

Si G es un grupo de Lie 1-conezo, la accion de G sobre (G, Q) posee una aplicacion
momento J : g — C®(G,a).

Demostracién Si G es 1-conexo, entonces H},5(G, a) = 0. Luego, para cada X € g,
la 1-forma —ix- ) posee una primitiva Jx. Por tanto, J: X € g — Jx € C*(G,a)
es una aplicacién momento. [

La 1-forma de conexién 6 € Qi(é’ , @) es invariante por la izquierda, pero la primitiva
O = s*0 € Q'(G, a) de la 2-forma de curvatura Q € Q (G, a) no tiene por qué serlo.
Teniendo en cuenta que el cociclo ¢ mide el defecto de invarianza de ©, cabe esperar
recuperar @ a partir de ©. De forma precisa, se tiene el siguiente resultado:

4.5.6 Lema

Para cada g € G, se tiene que © — L; © = dp,.

Demostracién La expresién (4.5) de la derivada de una funcién respecto de un
campo sobre G x, A permite probar que:

d
QQ(X;) = 9(970)(X;70) = _E |t:0 @(g,emth),

para cada g € G y para cada X € g. Por tanto, se tiene que:

(© - L;®)e(x) = O.(X[F) - @g(X;)
= —41_ ole,eaptX)+ 4o @(g,exptX)
= 41 o(g,exptX) = (dpy)(X). O

La funcién ¢, esta definida por:
0q(h) = / 0— L6
gl

donde v : [0,1] — G es un camino que une e con h. Puesto que G es 1-conexo y
la 1-forma L;© — © es cerrada, el teorema de Stokes garantiza que esta integral no
depende del camino elegido. Este procedimiento de integracién se usara més adelante
para probar el tercer teorema de Lie (véase §5.5).

5 Integracion de extensiones centrales de algebras
de Lie

El problema de la integracion de las extensiones centrales de dlgebras de Lie ha sido
planteado y resuelto por G. Tuynman y y W.A.J.J. Wiegerinck en [TW].
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5.1 Integracion: formulacién y enunciado.

Sean
0—a—"—>g—>g—0 (5.1)

una extensién central de élgebras de Lie y G un grupo de Lie de élgebra de Lie g.
Se denomina integracion de la extensién central (5.1) a su realizacién como extensién
infinitesimal asociada a una extension central de grupos de Lie

02450561 (5.2)

donde A = T? x R"? es un grupo de Lie abeliano de algebra de Lie a = R™. Sean
w € A? g* ® a la 2-forma de curvatura de una conexién infinitesimal o : g — g de
la extension central (5.1) y Q € Q3 (G, a) la 2-forma invariante por la izquierda de-
terminada por la condicién 2, = w. El morfismo H?(g,a) — H?(G,a) — H}x(G, a)
envia la clase [w] € H*(g,a) de la extensién central (5.1) en la clase de cohomologia
de De Rham [Q] € H?,(G,a). Dependiendo del contexto, la notacién a = R™ se
referird al algebra de Lie, al espacio vectorial subyacente o al grupo de Lie 1-conexo
correspondiente.

Para resolver el problema de la integracién de las extensiones centrales de algebras
de Lie, hay que reconstruir en sentido inverso el proceso (descrito en §4) que asocia
una extension infinitesimal de algebras de Lie a cada extension central de grupos de
Lie. De forma precisa, la integracién de (5.1) constard de tres etapas diferentes:

1) Integracién cohomoldgica. La primera etapa consistird en la construcién de
un subgrupo discreto D = Z¢ de R” y de una clase de cohomologia singular
£ € H*(G,D) = H*(G, 7%
tal que J(€) =[] € Hpx(G,a) = H}x(G,R"). El morfismo
J = ["J : HQ(GvD) - H2(Gv Rn) i H%R(GaRn)
es la composicién del morfismo j : H*(G, D) — H?(G,R") inducido por la inclusién
de D en R" y del isomorfismo de De Rham I : H*(G,R") — H3 (G, R™).

2) Integracién diferenciable. La segunda etapa consistira en la construccién de
un fibrado principal p : G — G de grupo estructural A = R"/D = T? x R"? y de
una 1-forma de conexion 6 tal que 2 es la 2-forma de curvatura de 6.

3) Integracién algebraica. En la tltima etapa, se definird una estructura de grupo
de Lie sobre G de manera que G sera una extensién central de G por A y la extension
infinitesimal asociada serd isomorfa a la extensién central (5.1).

La integracién cohomoldgica y la integracién diferenciable forman parte de un
problema clésico propuesto y resuelto por A. Weil (véase [W]): la realizacién de una
2-forma cerrada con valores reales o vectoriales como 2-forma de curvatura de una
conexién sobre un fibrado principal con grupo estructural abeliano. Por otra parte,
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B. Kostant (véase [K]) y J. M. Souriau (véase [S]) han estudiado este problema en
el contexto de la precuantificacion de las variedades simplécticas. Por esta razon, la
condicién necesaria y suficiente para la integrabilidad cohomolégica y diferenciable se
denominard condicion de integrabilidad de Kostant-Souriau- Weil. Para enunciar esta
condicién, hay que recordar la siguiente definicion:

5.1.1 Definicién

i) Se denomina morfismo de periodos de € al morfismo de grupos abelianos
Perq : Hy(G,Z) — a=R"

definido por:
Perg([2]) = / Q

para cada 2-ciclo singular z de G. Puesto que la 2-forma €2 es cerrada, el teorema de
Stokes prueba que la integral [, Q sélo depende de la clase de homologia de z.

ii) La imagen de Perg es un subgrupo

Per() ={ [ /(5] € H(G. )}

de R™, llamado grupo de periodos de §Q.

iii) Se dice que Q satisface la condicion de Kostant-Souriau-Weil si el grupo de
perifodos Per()) es discreto.

Los restantes preliminares sobre fibrados principales con grupo estructural abeliano se
incluyen en el apéndice B. En cuanto a la integracién algebraica, habra que imponer
una segunda condicién: la existencia de una aplicacién momento relativa a la accion
de G sobre (G, ). En resumen, se probard el siguiente resultado:

5.1.2 Teorema de integracion

Sea G un grupo de Lie de dlgebra de Lie g. Una extension central de dlgebras de Lie
0—-a—-—g——g—20

se integra en una extension central de grupos de Lie
045G a—1

st y solo si verifica las dos siguientes condiciones:

i) Condicién de integrabilidad de Kostant-Souriau-Weil: el grupo de periodos Per(£))
es discreto;

i) Existencia de una aplicacién momento: la accidn por la izquierda de G sobre (G, <)
admite una aplicacion momento J : g — C>(G, a).
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5.1.3 Ejemplo

El grupo de Lie abeliano G = R? est4 dotado de la 2-forma invariante por la izquierda
Q = dxy Adxy y el dlgebra de Lie h? es una extensién central de g = R? definida
por la 2-forma w = ). Puesto que el grupo de periodos Per(Q) = 0 (ya que
es exacta) y la accién de G sobre (G,€2) posee una aplicacién momento (ya que las
1-formas 4 5 Q=dxsyi o ) = —dx; son exactas), el dlgebra de Lie h? se integra en

la extensmn central H? de G R2. Ahora bien, si se dota a G = S! x R de la 2-forma
invariante por la izquierda inducida (que se seguird denotando 2 = dx1 Adxs), el grupo
de periodos Per(f)) = 0, pero no existe ninguna aplicacién momento para la accién

de G sobre (G, ). En efecto, la 1-forma iaiQ = —dzx; es cerrada, pero no es exacta.
z2

Luego no existe ninguna extensién central de G = S* x R que integre la extensién
central h? de g = R%. En otros términos, el morfismo de Lie £ : Ext(G, A) — Ext(g, a)
no siempre es sobreyectivo.

5.2 Integracion cohomolégica

La siguiente proposiciéon prueba que la integracion cohomolégica es una consecuencia
de la condicién de integrabilidad de Kostant-Souriau-Weil:

5.2.1 Proposicién

La extension central (5.1) es cohomoldgicamente integrable si y sélo si satisface la
condicidn de integrabilidad de Kostant-Souriau-Weil, i.e. el grupo de periodos Per(£))
es discreto.

Demostraciéon Para cada subgrupo D de R™, se denota
<, > H*(G,D)® Hy(G,Z) — D

el acoplamiento de Kronecker. Como consecuencia del teorema de coeficientes uni-
versales, la parte libre de H?(G, D) se identifica con los homomorfismos de Hy (G, Z)
en D. Sean D un subgrupo discreto de R" y £ € H?*(G, D) una clase de cohomologia
singular tales que J(&) = [§2]. Para cada 2-ciclo z de G, se tiene que:

/ N=<¢&, [7] > D.
Luego el grupo de periodos Per () C D es discreto. Reciprocamente, si el grupo de

periodos Per(2) es discreto, se define D = Per(w). De acuerdo con el teorema de
coeficientes universales, la condicién

<€,[z]>:/QeD

determina una clase de cohomologia £ € H*(G, D) tal que J(€) = [Q] . O
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Segun se ha formulado el problema de la integracién, existe completa libertad
para elegir el grupo abeliano A. Por esta razén, la condicién de integrabilidad co-
homoldgica coincide con la condicién clasica de Weil: el grupo de perfodos Per(Q)
debe ser discreto (véase [W]). Ahora bien, si se fija el grupo abeliano A = R"/D,
la condicién de integrabilidad cohomoldgica es mas restrictiva: el grupo de periodos
Per(Q) debe estar contenido en D (véase [TW]). Se trata de la generalizacién natural
de la condicién clésica de Kostant y Souriau (véanse [K] y [S]): una 2-forma cerrada
Q es la 2-forma de curvatura de una 1-forma de conexion 6 sobre un fibrado principal
p: P — M de grupo estructural R/27hZ si y s6lo si Per(Q) C 2nhZ, donde # es la
constante de Planck.

5.3 Integracion diferenciable

Si D = Per(Q) es un subgrupo discreto de R™, entonces D = @ | Ze; respecto
de una base {ej,...,e,} de R™ y se dice que d es el rango de D. En tal caso, el
cociente A = R"/D es un grupo de Lie abeliano isomorfo a 7% x R"~?. La integracién
diferenciable consiste en la construccion de un fibrado principal p : G — G de grupo
estructural A y una 1-forma de conexion 6 con 2-forma de curvatura €. Para ello, se
procede en tres nuevas etapas:

i) En primer lugar, la cohomologia singular H*(G, D) es isomorfa a la cohomologia
de Cech H*(G, D). SiUd = {U;} es un buen recubrimiento localmente finito de G, la
cohomologfa de Cech H*(G, D) es isomorfa a la cohomologfa de Cech H*(U, D) (véase
el apéndice A). Identificando las tres cohomologfas, se tiene que la clase € € H?(U, D)
estd representada por un 2-cociclo € = {e;;} € C?(U, D).

ii) Por otra parte, los prehaces de funciones diferenciables sobre G con valores en D,
R™ y A forman una sucesién exacta corta

0— D —C®G,R") — C®(G,A) =0
en el siguiente sentido: para cada abierto 1-conexo U de G, la sucesion
0—D—C®UR") —C*UA) —0

es exacta (véase el apéndice B.5). Esta sucesién exacta corta induce una sucesion
exacta larga de cohomologia de U

H™(U,7) — H"(U,C>*(G,R)) — H"(U,C>(G, S")) — H" ' (U, 7)
y por paso al limite, se obtiene una sucesién exacta larga de cohomologia:

H"(G,7) — H"(G,C*(G,R)) — H"(G,C>®(G, SY)) — H"™ (G, 7).
Segun el lema B.5.1, el morfismo de conexién

b6, H'(U,C®(G, A)) — H*U, D)
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es un isomorfismo. Luego la clase §;(€) € H'(U,C>(G, A)) esté representada por
un 1-cociclo 7 = {r;;}, es decir, por una familia de aplicaciones diferenciables 7;; :
U;; — A tales que (67)ijx = Ti; + Tjr — T = 0. El cociclo fibrado ({U;}, {r;;}) define
un fibrado principal fibrado principal p : G — G de grupo estructural A (véase el
apéndice B).

iii) La clase de Euler £(G) € H2(G, A) coincide con la clase £ € H2(G, D) (véanse la
definicién B.4.1 y el teorema B.5.3). Como consecuencia del teorema B.6.1, la clase
[ = J(E) € H}x(G,a) es la clase de Chern del fibrado principal G. Luego existe
una 1-forma de conexién 6 sobre G cuya 2-forma de curvatura es igual a €.

5.4 Integracion algebraica

Sea p : (@, 0) — (G, Q) el fibrado principal de grupo estructural abelianoA construido
en la etapa anterior. La integracién algebraica consiste en la construcciéon de una
estructura de grupo de Lie sobre G de manera que A - G - @ es una extensién
central y la extensién infinitesimal asociada es isomorfa a (5.1).

Segun la proposicién 4.4.6, si la accion natural de G sobre si mismo posee una
aplicacién momento J : g — C*(G, a), cada elemento X € g determina un campo de
vectores X~ € X(G) tal que:

a) el campo X~ se proyecta sobre el campo invariante por la derecha X~ sobre G
asociado a X;

b) el campo X~ es una simetrfa infinitesimal de (G, 6), i.e. Ls 0=0.

La condicién (a) garantiza que el campo X~ es completo y su flujo ®;¥ se proyecta
sobre el flujo Leyp,x de X7, ie.

@i(op = p°Le:L'th (53)

La condicién (b) garantiza que:

(@) 0=0 (5.4)

5.4.1 Construccion de la estructura de grupo

Sean @', ... 0" (resp. Q',...,Q" ) las componentes de la 1-forma de conexién 6
(resp. la 2-forma de curvatura €2) respecto de una base V;,...,V, deay w!,... o™
las 1-formas invariantes por la izquierda sobre G determinadas por una base de g*.
Las 1-formas 0%, ...,0" p*w!, ..., p*w™ sobre G constituyen una base de secciones del
fibrado cotangente T*(G) que verifica:

. ) 1 : ;
dez :p*Qz — _5 Zdisp*w'r /\p*ws

1
dw' = —3 d dw Aw?
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donde {c},} son las constantes de estructura de g y {c},,d;,} son las constantes de
estructura no nulas de g. En esta situacién, se dice que G es una g-variedad en el
sentido de E. Cartan (véanse [vE] y [TW]). Las condiciones (5.3) y (5.4) implican
que:
(q)f()*azzez y (@X)* " pw

para cada i =1,...,ny cada r = 1,...,m. De acuerdo con la terminologia de [vE],
cada difeomorfismo ®¥ : G — G es un g-automorfismo de G (véase también [TW]).
Para concluir, se aplicara el siguiente resultado de E. Cartan (véanse [VE] y [TW]):

5.4.2 Teorema

Una g-variedad G admite una estructura de grupo de Lie de dlgebra de Lie g si y sdlo
si la accion del grupo de los g-automorfismos de G es transitiva. En tal caso, el grupo
de los g-automorfismos de G se identifica con las traslaciones por la izquierda. O

Puesto que G es conexo, la imagen de la aplicacién exponencial genera G. Para cada
elemento g = (exp X1) ... (exp X,,) de G, el g-automorfismo ®; '« ... & envia la fibra
p~'(e) de e en la fibra p~!(g) de g. Teniendo en cuenta que los flujos Re.,s de los
campos verticales V* asociados a los elementos V' de a son también g-automorfismos
de C:’ se deduce que la accién del grupo de los g-automorfismos de G es transitiva.
Como consecuencia del teorema anterior, G admite una estructura de grupo de Lie
de dlgebra de Lie g. Puesto que los difeomorfismos Reqpev : G—a y & : G— G
son traslaciones por la izquierda, se sigue que:

0-A-S5G-5G—1 (5.5)

es una extension de grupos de Lie. Por fin, segin la proposicién 4.4.3, cada campo
de vectores X~ se escribe:

X=X+ (rJ)V

i=1

donde X ~ denota el levantamiento horizontal del campo invariante por la derecha X,
J%, ..., J% las componentes de Jx respecto de la base {Vi,...,V,} deay V..., V*
los campos verticales asociados. Por tanto, para cada V' € a, se tiene que:

Ve X =V X] +Zn:(p TV, V] +Z vV (p* T )V = 0.

i=1 =1

Luego Reypiv @ = &< Reppiv v la extension (5.5) es central.

5.4.3 Extension infinitesimal asociada

Para probar que la extensién central de dlgebras de Lie (5.1) es isomorfa a la extension
infinitesimal asociada a la extensién central de grupos de Lie (5.5), bastara comprobar
que ambas poseen conexiones infinitesimales con 2-forma de curvatura w € A? g* @ a.
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De nuevo, puesto que se trata de una comprobacién local, se puede suponer que
G = G x A. El campo X~ esta dado por:

T =X+ Y (s — O NV

i=1

donde X~ denota la extensién a G = G x A del campo X~ sobre G y O la 1-forma
sobre G con valores en a inducida por 6. Su flujo ®¥ estd dado por:

¥ (g,a) = ((exptX).g,a + /Ot (Jx —O(X7))(expsX.g) ds).

Puesto que ®;* es una traslacién por la izquierda, la extensién central esté definida
por el siguiente cociclo (véase el lema 4.5.3):

plexptX, g) = — /Ot (Jx —O(X7))(expsX.g) ds.

Como consecuencia de la proposicion 4.2.1, la clase de la extension infinitesimal esta
representada por la 2-forma w,, € A? g* ® a dada por:

we(X,Y) = 4| Lm0 (plexptX, expsY) — p(expsY, exptX))
= (X7 —0(7)) =Y~ (Jx —O(X7)))(e)

para cada par X,Y € g. Ahora bien, segin se ha indicado en §4.5.2, la condicién
ix- ) = —dJx implica que w, = w. O

La integracién algebraica admite una prueba basada en el criterio de integrabilidad
de Cartan-Smith (véase [VE]). Sean O un entorno de 0 en g y V un entorno de e en
G tales que la aplicacién exponencial exp : O C g — V C G es un difeomorfismo. La
aplicacion momento J y una primitiva © de € sobre V' definen por integraciéon una
aplicacion diferenciable ¢ : V x V. — A. Si U es un entorno simétrico de e tal que
U.U.U C V, se comprueba fdcilmente que ¢ : U x U — A satisface la condicién de

cociclo 6p = 0. Sea
m:(UxA)x(UxA) —-VxA

la aplicacion diferenciable definida por:
m((ga CL), (h7 b)) = (97 a)'(h7 b) = (gh7 a+b— 90(97 h))

para cada par (g,a), (h,b) € U x A. Esta multiplicacién local define una estructura
de grupo de Lie local sobre V' x A (que se denotara V' x,, A) tal que

AL vx, ALy (5.6)

es una extension central de grupos de Lie locales. Las definiciones precisas pueden
verse en [VE]. Por otra parte, los difeomorfismos ®;X : G — G pueden pensarse como
traslaciones por la izquierda de esta estructura local. Para cada elemento g € U,
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existe un tinico elemento X € g tal que exp X = g y el difeomorfismo ® se denota
®,. Por construccién, se tiene que:

Dy (h,b) = (g.h,b = (g, h)) = (g,0).(h, b)
para cada (h,b) € U x A. Por otra parte, los difeomorfismos ®, verifican que:
Dy = O = D) = D00,

sig=expX y h=expY. Obsérvese que las tres siguientes condiciones:
a) ¢, = ®,-Py,, para cada par g, h € U;

b) R,-Ry = R4y, para cada par a,b € A;

c) ®,oR, = R,-®,, para cada g € U y para cada a € A;

garantizan que la ley de multiplicacién local definida sobre V' x A satisface la propiedad
asociativa, la existencia elemento neutro y la existencia de elementos inversos (para
los elementos de U x A que se pueden componer). El criterio de integrabilidad de
Cartan-Smith afirma que la extensidn central de grupos de Lie locales (5.6) se integra
en una extension central de grupos de Lie A —— G-5a s y solo si el grupo de
periodos de |y es trivial (véase [vE]). Ahora bien, cualquier perfodo

/ZQ‘V:/ZCZ@W:/&@‘V:O

va que Hh,(V) = 0. Por tanto, la estructura de grupo de Lie local sobre V x A se
extiende en una estructura de grupo de Lie sobre G. Pese a todo, seria interesante
disponer de una prueba directa de la integracion algebraica que no emplee ni el
teorema de Cartan, ni el criterio de integrabilidad de Cartan-Smith.

5.4.4 Corolario

Sea G un grupo de Lie 1-conexo de dlgebra de Lie g. Cualquier extension central de
algebras de Lie

0—a—-—>g——g—20
se integra en una extension central de grupos de Lie 1-conexos
0—-A5G26—1

Demostracién Si G es 1-conexo, el teorema de Cartan-Hopf (véase [VE]) prueba que
el segundo grupo de cohomologia de de Rham H3,(G) = 0. De hecho, puesto que

Hjp(G) = H*(G,R) = Hom(m(G),R),

el teorema de Cartan-Hopf es un corolario del siguiente resultado: para cualquier
grupo de Lie G, el sequndo grupo de homotopia mwo(G) = 0. Luego la 2-forma 2 es
exacta y el grupo de perfodos Per(Q) = 0. O
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Segtin se ha probado en §4.5.4, la integracién cohomoldgica y diferenciable es
particularmente simple en el caso 1-conexo. De hecho, en este caso, la integracion de
las extensiones centrales de algebras de Lie es una consecuencia facil del tercer teorema
de Lie. A partir de esta observacién, K. H. Need resalta en [N] que la condicién de
integrabilidad de Kostant-Souriau-Weil no es necesaria para resolver el problema de
la integraciéon. Sin embargo, junto al interés intrinseco de las extensiones centrales de
algebras de Lie y de su relacién con la precuantificacién de las variedades simplécticas
(véase [TW]), el problema de la integracién estd profundamente ligado a la bisqueda
de una demostracién directa del tercer teorema de Lie (véanse [T] y [vE]). Por otra
parte, excepto en el caso de las dlgebras de Lie-Banach, el tercer teorema de Lie no
siempre es cierto en dimensién infinita (véanse [A] y [AH]). De hecho, la condicién
de integrabilidad de Kostant-Souriau-Weil es esencial para entender el problema de
la integracion en dimension finita o infinita y explica la razoén profunda del tercer
teorema de Lie: si G es un grupo de Lie de dimensién finita, entonces mo(G) = 0.

5.5 Tercer teorema de Lie

En este parrafo, se da una prueba geométrica del tercer teorema de Lie que se debe
a G.M. Tuynmann (véase [T]) y se basa en una idea previa de W.T. van Est (véase
[VE]):

5.5.1 Tercer teorema de Lie

Cualquier dlgebra de Lie de dimension finita g es el dlgebra de Lie de un grupo de
Lie 1-conezxo G.

Demostraciéon Para cada dlgebra de Lie g, se tiene una extensién central canénica

0—Z(g) —g—"—>g=g/Z(g) — 1. (5.7)

Puesto que la representacién adjunta ad : g — FEnd(g) pasa al cociente en una
representacién inyectiva ad : g — End(g), el dlgebra de Lie g es isomorfa a un
algebra de Lie de matrices. Luego g es el dlgebra de Lie de un grupo de matrices G.
Sustituyendo G por su cubierta universal, se puede suponer que GG es 1-conexo.

La construccién del grupo de Lie G se reduce a la integracién de la sucesién
exacta de dlgebras de Lie (5.7). Esta integracién se puede obtener como corolario del
teorema de integracién 5.1.2 o mediante una prueba directa basada en este resultado
(véase §4.5.4). En efecto, como consecuencia del teorema 5.1.2, la extension central de
algebras de Lie (5.7) se integra en una extensién central G de G por Z(g) = R™. Por
otra parte, de manera directa, la construccién de G se reduce a una doble integracion:

i) Sean w € A? g* ® R" la curvatura de una conexién infinitesimal o : g — g de la
extension central (5.7) y Q € Q% (G, R") la 2-forma invariante por la izquierda tal que
Q. = w. En primer lugar, se tiene que HLx(G) = 0 ya que G es 1-conexo. Como
consecuencia del teorema de coeficientes universales y del teorema de De Rham, se
deduce que H?,(G) =2 Hom(m(G),R). Por tanto, la condicién m2(G) = 0 implica
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que H?,(G) = 0. De manera andloga, se tiene que H},5(G,R") = H1(G,R") = 0.
Luego existe una 1-forma © € Q'(G,R") tal que d© = Q. También se puede suponer
que ©, = 0. Entonces
0=pO+> dr;®e¢
i=1
es una 1-forma de conexién sobre el fibrado trivial G = G x R" y Q es la 2-forma de
curvatura de 6.

ii) Para dotar al producto G = G x R" de una estructura de grupo, se construye un
cociclo ¢ : G x G — R™ por integracion de la 1-forma © — L;O. En efecto, se define

ploh) =gy = [ ©-L;6 (5.8)

donde v es un camino en G que une e con g. Puesto que G es 1-conexo y la 1-forma
© — L;0O es cerrada, el teorema de Stokes garantiza que la integracién no depende del
camino elegido. Un célculo explicito de la integral (5.8) prueba que ¢ es un 2-cociclo
diferenciable. En efecto, si h = exp(X), entonces

v:t€e0,1] — exp(tX) € G
es un camino que une e con h y se tiene que:
wg(h) = Jou(© = LyO) (v gp)dt
= f[?,l](g - LZG)(Xv(t))dt
- 0 (Qemp(tX)(Xexp(tX)) - @g.exp(tX)(Xg.exp(tX)))dt~
Luego ¢ depende diferenciablemente de (g,h) € G x exp(g). En general, puesto

que G es conexo, G estd generado por exp(g) y se deduce de lo anterior que ¢ es
diferenciable. Por otra parte, la condicién Ly, = Lg-L; garantiza que é¢ = 0. En

resumen, G = G X, R™ es un grupo de Lie.

Para probar que g es el dlgebra de Lie de G, basta comprobar que
d d
o ls=0 p li=o (p(expsY,exptX) — p(exptX),expsY)) (5.9)

para cada par X,Y € g. En efecto, la derivada

w(X,Y) =

isls=0 Gili=o pleapsYieaptX) = Llemo (B(XT)— L:

eacpsY@(XJr))(e)
= -YTO(XT)(e)

y el segundo término de la identidad (5.9) es igual a
XTO(Y ') —YTO(XT))(e) = Q(XT,Y) +0.(( X, YT]) =w(X,Y)
va que O, =0. O

La demostracion del tercer teorema de Lie es constructiva y proporciona un
método de integracion de las algebras de Lie de dimensién finita. El siguiente ejemplo
ilustra este método:

45



5.5.2 Ejemplo

Sea g = (€1, eq, €3, e4) el dlgebra de Lie cuyo corchete de Lie estd determinado por:

[64, 62] =€
[64, 63] = €3

Para integrar este algebra de Lie, se considera la extension central
(e1)=Z(g) — 8 —a=g9/Z(a) = (€2, 3,€4) (5.10)

donde ; es la clase de e; médulo Z(g). El corchete de Lie sobre g estd dado por:

[647 63] €2

La clase de la extensién central (5.10) estd representada por la 2-forma @ definida
por:

&\J(é\g, ag) = 6([@27 é\d]) — [62, 63] =
@(€2,§4) = &([@7@4])—[62,64} = €1
©(es, 1) = 0([es,e4]) —[es,ea] = 0

donde (&;) = e;. Si {O5,03,0,} denota la base dual de {&,€s,¢,}, se tiene que:
& =0,N0, (5.11)

Para integrar la extensién central (5.10) es necesario integrar el dlgebra de Lie g. Para
ello, se considera la extension central

(@) = Z(8) — § — 8 = §/Z(8) = (&3, ) (5.12)
donde ¢; es la clase de & mddulo Z(g). La clase de la extensién central (5.12) estd
representada por la 2-forma @ definida por:

O(e3,84) = ([e3,04]) — [63,64] = &
donde 5(2;) = &. Por tanto,
O=031N0,

donde {O3, ©,} es la base dual de {23, 2,}. Resulta claro que el algebra de Lie abeliana
g se integra en el grupo de Lie abeliano R? dotado de las coordenadas canénica (3, z4).
Respecto de la base de 1-formas invariantes por la izquierda {dzs,dx,}, la 2-forma

invariante por la izquierda {2 (determinada por la condicién Q. = @) se escribe

6 = d.’Eg/\d.T4

y se integra en una 1-forma ~
@ = Igd:l?4.
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Para obtener un 2-cociclo § e integrar la extensién central (5.12), basta construir una
primitiva de la 1-forma

é - L7 )@ = Igdl’4 - (y3 + .1’3)(11’4 = —y3d$4.

(y3,y4

El 2-cociclo R
@((Z/37Z/4)7 (-7737%)) = —Y3T4

define un grupo de Lie G=0aG ><$ R? que integra el algebra de Lie g. Se trata del
grupo de Heisenberg

R 1 T3 To
G = 0 1 x4 To, 23,24 € R
0 0 1

Si se considera la base de 1-formas invariantes por la izquierda
{dxy — x3dxy, dxs, dx,},
la 2-forma invariante por la izquierda Q estd dada por
Q= (dxg — x3dry) A dry = daxg A day

y se integra en la 1-forma
O = C(}le’4.

Para obtener el 2-cociclo @, basta integrar la 1-forma

CE Lfyz,yg,y4)é = wodxs — (Yo + T2+ y3x4)dx4
= —(yo + ysws)day.

El 2-cociclo 1

@((yg,y37y4)7 ($27$3,$4)) = —Ya2X4 — §y39€42

define un grupo de Lie G = G X5 R que integra el dlgebra de Lie g. En este caso, G
es el grupo de Heisenberg

1 ozy 2] =

4 0 1 Tq i)
H = 0 O 1 T3 /I17'T27‘T37x4€R

00 0 1

Luego g es isomorfa al dlgebra de Lie h* de H*.
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Apéndice A: Cohomologia de Cech

A.1 Prehaces

Un prehaz F sobre un espacio topoldgico X es una funcién que asigna a cada abierto
U de X un grupo abeliano F(U) y a cada inclusién iyy : V' — U un homomorfismo
de grupos pyy : F(U) — F(V), lamado homomorfismo de restriccion, que satisface
las siguientes propiedades:

a) para cada abierto V' de X, la aplicacién pyy es la identidad;
b) para cada triple W C V C U, se verifica que pwv-pvu = pwu-

Un homomorfismo de prehaces f : F — G es una familia de homomorfismos de
grupos abelianos fy : F(U) — G(U) que conmutan con los homomorfismos de
restriccion:
FU) e )
pvu | | vu (1.13)
G(v) —w )

A.1.1 Ejemplos

i) Para cada espacio topoldgico X, se denota C(X,R) el prehaz de las funciones reales
continuas sobre X que asigna a cada abierto U de X el grupo abeliano C(U,R) de las
funciones reales continuas sobre U. Sustituyendo R por un grupo topolégico abeliano
G, se obtiene el prehaz C(X, @) de las aplicaciones continuas de X en G.

ii) De idéntica forma, si X es una variedad y G es un grupo de Lie abeliano, se define

el prehaz C*(X, @) de las aplicaciones diferenciables de X en G.

A.1.2 Definicién

Un prehaz F se dice

i) trivial de fibra G si F(U) es un grupo abeliano G para cada abierto conexo U de
Xy pyu : F(U) — F(V) es la identidad para cada inclusién V' C U;

il) constante si F es isomorfo a un prehaz trivial;

ili) localmente constante si F es localmente isomorfo a un prehaz trivial: cada punto
de X posee un entorno U tal que el prehaz F|y: V C U — F(V) es constante.

A.1.3 Ejemplo

Para cada espacio topoldgico conexo X, sea p : X — X una cubierta regular de grupo
G. Siel grupo G es abeliano, las secciones continuas s : U — X de p: X — X forman
un grupo abeliano para cada abierto U de X y se obtiene un prehaz S(X X), llamado
prehaz de las secciones locales de X. Si X es la cubierta trivial X x G, el prehaz
S (X ) es constante. En general, la trivialidad local de p garantiza que el prehaz S(X )
es localmente constante.
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A.2 Cohomologia de Cech

Sean X un espacio topolégico y U = {U; }ic; un recubrimiento abierto de X. Para
cada (n + 1)-pla (ig, ..., i), se denota Uy, 4, = Ui, N ... NUy,.

A.2.1 Definicién

Sea C™(U, F) = I1F (U, ;,) el grupo de las n-cocadenas de U con valores en el prehaz

F, es decir, las funciones w que asignan a cada (n+ 1)—pla (G0, - - - zn) un elemento de
Wig..in € F(Usy..4,)- Se define un operador coborde ¢ : C™(U, F) — C™*1(U, F) por:
n+1 )
(6(»0)1'0“.2’7,,4-1 = Z(_l)]wi()n-/i\j-uin-f-l (114)
7=0
donde w, = . denota abusivamente la imagen de w, -~ .~ € F(U_~ . )por
2025 In41 10---25---n+1 2025+ Tn41

el homomorfismo de restriccién p : f(UiO-n/i\j»--in+1) — F(Uig.....in.1)- La cohomologia

del complejo (C*(U, F),6) se denota H*(U,F) y se denomina cohomologia de Cech
del recubrimiento U con valores en el prehaz F (véase [BT]).

Un recubrimiento abierto V = {V;},c; es un refinamiento de U = {U;}icr v se
escribe ¢ <V si existe una aplicacion ¢ : J — I tal que V; C Uy;). Esta aplicacion
induce una aplicacién de cadenas ¢# : C"(U, F) — C™(V,F) definida por:

(6% W) jo...jn = Witio)-..o(Gn)

donde wy(jy)...6(j,) denota abusivamente la imagen de wg(jo)...0(.) € F(Us(jo)...6()) POT
el homomorfismo de restriccion p : F(Ug(jo)...s0.)) — F (Vio...jn ). Segtin puede compro-
barse en [BT], la aplicacién de cadenas ¢* induce un homomorfismo en cohomologia
pyu : HY U, F) — H"(V,F) que no depende de la aplicacién de refinamiento ¢.
Obsérvese que la relacion de refinamiento es una relacién de orden parcial sobre el
conjunto de los recubrimientos abiertos de X. Puesto que dos recubrimientos abier-
tos de X admiten un refinamiento comun, se trata de un conjunto dirigido. En esta
situacién, para cadan € N, los grupos de cohomologia H "(U,F) y los homomorfismos
pyu - H'(U, F) — H™(V,F) forman un sistema directo de grupos abelianos.

A.2.2 Definicién

Para cada n € N, se define el n-ésimo grupo de cohomolggm de Cech de X con valores
en el prehaz F como el limite directo H"(X, F) = lim *(U, F).

A.2.3 Definicion

Sea X una variedad diferenciable de dimensién n. Un buen recubrimiento U de X es
un recubrimiento abierto localmente finito de X tal que cada interseccién finita U;, .,
es difeomorfa a R™. No sé6lo toda variedad X admite un buen recubrimiento formado
por bolas geodésicas abiertas, sino que los buenos recubrimientos son cofinales en la
familia de los recubrimientos abiertos, es decir, cualquier recubrimiento abierto de
M admite un buen refinamiento (véase [BT]). Gracias a esta propiedad, se tiene el
siguiente resultado (véase [BT]):
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A.2.4 Teorema

Sean X wuna variedad diferenciable, U un buen recubrimiento de X y G un grupo
abeliano. La cohomologia de Cech H*(U,G) de U con valores en G es isomorfa a la
cohomologia singular H*(X,G). Por paso al limite, la cohomologia de Cech H*(X,G)
es isomorfa a la cohomologia singular H*(X,G). O

Apéndice B: Fibrados principales de grupo S'

En este apéndice, se recuerdan algunas definiciones y resultados clésicos sobre fibrados
principales de grupo estructural S (véanse [A], [BT], [KN] y [TW]) vélidos para todos
los fibrados principales de grupo estructural abeliano.

B.1 Atlas fibrados

Un fibrado principal S* — P 2 M de grupo estructural S* esté formado por una
variedad diferenciable P, llamada espacio total, una variedad diferenciable M, llamada
base, y una aplicacion p : P — M, llamada proyeccion, tales que:

i) existe un atlas fibrado {(U;, ;)} formado por un recubrimiento abierto U = {U;}ier
de M y una familia de difeomorfismos v; : 7= 1(U;) — U; x S, llamados cartas de
trivialidad local, que hacen conmutativos los siguientes diagramas:

wi Uz XSl

N

ii) para cada par (i,j) € I tal que U;; = U; NU; # 0, el cambio de carta

pH(U)

¢ij = Z/Jf’ll){l : Uzg X Sl e UZJ X Sl

estd dado por:
bij(x, 2) = (2,7;(7).2)
donde 7;; : U;; — S* es una aplicacién diferenciable, llamada funcidn de transicidn.

La accién natural por la derecha de S! sobre si mismo define una accién por
la derecha de S! sobre cada producto U; x S'. La trivialidad local de P permite
trasladar esta accién a cada abierto p~'(U;) de manera que la carta de trivialidad
local v; : p~1(U;) — U; x St es equivariante por la accién de St i.e. ;(u.2) = ;(u).z
para cada u € p~}(U;) y para cada z € S'. Puesto que las funciones de transicién
actian por la izquierda en cada cambio de carta, estas acciones locales se pegan en
una accién libre por la derecha ¢ : P x S' — P. Por compacidad de S, la accién ¢
es propia. Segtn el criterio de Godement (véase [tD]), el espacio de érbitas P/S* esta
dotado de una estructura de variedad difeomorfa a M y la fibracién p se identifica con
la proyeccién canénica de P sobre M. En resumen, se tiene el siguiente resultado:
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B.1.1 Proposicién

Las estructuras de S*-fibrado principal sobre P son equivalentes a las acciones libres
de S* sobre P. O

En general, una accién libre y propia de un grupo de Lie G sobre una variedad P
define una estructura de G-fibrado principal sobre P (véanse [A] 6 [tD]).

B.1.2 Definicién

Un S!-fibrado principal p : P — M se dice trivial si existe un difeomorfismo equiva-
riante 1 : P — M x S* tal que p;-) = p (donde p; : M x St — M es la proyeccién
sobre el primer factor). Por otra parte, dos S'-fibrados principales p : P — M y
p' : P — M son equivalentes si existe un difeomorfismo equivariante ) : P — P’ tal

que p'«th = p.
B.1.3 Lema

Un S!-fibrado principal p : P — M es trivial si y solo si posee una seccién global
s: M — P.

Demostracién Puesto que la accién de S es libre, la aplicacién
d:(u,2) € PxS' v (u,uz) € Px P

es una inmersién inyectiva. Por compacidad de S!, la imagen G = Im ® es una
subvariedad embebida cerrada de P x P. En particular, la aplicacion de division
6 : (u,u.2) € G z € S! es diferenciable. Por tanto, dada una seccién global
s: M — P, la biyeccién equivariante ¢ : P — M x S! definida por:

d(u) = (p(u), 6(s(p(u)),u),  VueP
es diferenciable. La inversa
Vv (z,2) = s().2, V(x,2) € M x S
también es diferenciable. O

Como consecuencia del lema, las cartas de trivialidad ¢; : p~*(U;) — U; x S!
estan determinadas por secciones locales s; : U; — Py las funciones de transicion
7+ Uiy — S* estdn definidas por:

7;i(z) = 6(si(x), s5(x)), VaeU;.
Es decir, las funciones de transicién estd caracterizadas por la condicion:

si(z) = si(x).m;(z), VaeU;.
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B.2 Cociclos fibrados

En la situacién anterior, las funciones de transicién 7;; : U;; — S? satisfacen las dos
siguientes condiciones:

i) para cada ¢ € I, la funcién 7; = 1;

i) si Uy # 0, entonces
7y (@) Tip (@) () T =1 (2.15)

para cada x € Ujj.
B.2.1 Definicién
El par ({U;}, {m;}) se llama cociclo fibrado definido por el atlas fibrado {(U;, )}

Cualquier cociclo fibrado permite reconstruir el fibrado principal de partida: el espacio
total P es el cociente de la unién disjunta [] U; x S* por la relacién de equivalencia
que identifica (z,2) € U; x S* con (z,7;.2) € U; x S' y la proyeccién p : P — M se
obtiene por paso al cociente a partir de la fibracién trivial p; : [[ U; x S — [ U;.

Sea C*(M,S') el prehaz de las aplicaciones diferenciables de M en S*. Dado
un recubrimiento U = {U;} de M por abiertos de trivialidad de p, las funciones de
transicién 7;; definen una I-cocadena

T = {Tij} S HCOO(U,],SI) = CYI(Z/LSI)
de U con valores en C*(M, S'). La condicién (2.15) significa que 7 es un 1-cociclo:
(67—)ijk = Tij(I).Tjk(I).Tik(l')71 =1

donde la notacién multiplicativa sustituye a la notacién aditiva de la identidad (1.14).
Esto justifica la denominacién de cociclo ﬁbrado. En particular, cada cociclo fibrado
({Ui}, {7;j}) representa una clase [r] € H'(U,C*(M,S")). Por paso al limite, ésta
determina una clase [7] € HY(M,C>(M, S1)).

B.3 Fibrados equivalentes

En este parrafo, se recuerda la clasificacién de los fibrados principales de grupo S*.

B.3.1 Lema

Un S*-fibrado principal p : P — M es trivial si y sélo si existen funciones p; : Uy — S*
tales que:
Tij(z) = ﬂi(x)#j(l")il» Ve Uy.

Demostracién Si s : M — P es una seccién global, las funciones p; : U; — St

bi(s(x)) = (2, pa(x)), Veel
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satisfacen la condicion:
wi(x) = m;(z).p(z), Vel
Reciprocamente, las secciones locales s; : U; — P definidas por
si(x) = ¢ (@, (), Vrel
se pegan en una seccion global s : M — P. [

La funciones y; : U; — S definen una 0-cocadena p = {u;} € CO(U,C®(M, S"))
tal que 61 = 7. En otros términos, un Sl-fibrado principal p: P — M es trivial si y
s6lo si la clase 7] € HY(M,C>®(M, S')) es nula

B.3.2 Lema

Seanp: P — M yp : P' — M dos S*-fibrados principales sobre M. Sean {7;;} y
{7/} las funciones de transicion relativas a un recubrimiento U = {Ui }ier por abiertos
de trivialidad. Entonces los fibradosp: P — M yp' : P' — M son equivalentes si y
sélo si emisten funciones u; : Uy — S tales que:

Tij = Ni(x)-ﬁ,j(x)~ﬂj($)717 Ve Uy

Demostracién Si ¢ : P — P’ es un isomorfismo entre P y P’, las funciones p; :
U; — S' estan determinadas por la condicién:

si(z) = ¥(si(z).ps(x)), Vel

donde s; : U; — Py s, : Uy — P’ estén definidas por s;(z) = ¢; *(2,1) y si(z) =
(¢¥)~Y(x,1). Puesto que

3

si(z) =

I

se tiene que:

7y = pa(@). 7 () ()
para cada z € U;;. Reciprocamente, las funciones p; : U; — S! permiten definir una
equivalencia ¢ : P — P’ por:

U@, 2) = W)z, z.pi(2) )
para cada (z,z) € U; x S*. O

En las condiciones del lema anterior, los S'-fibrados principales p : P — M y
p': P’ — M son equivalentes si y s6lo si los 1-cociclos 7 y 7' representan una misma
clase de H'(U,C>(M,S")). Teniendo en cuenta que dos atlas fibrados admiten un
refinamiento comun, se deduce la siguiente proposicion:
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B.3.3 Proposicién
Los fibrados principales de grupo estructural Sy de base M estdn clasificados por el
grupo de cohomologia de Cech H'(M,C*(M,SY)). O

Este resultado es valido para cualquier otro grupo de Lie abeliano G = T¢ x R*9,

B.4 Clase de Euler

Sea p : P — M un S'-fibrado principal definido por un cociclo fibrado ({U;}, {7;})-
Sustiyendo el recubrimiento & = {U;} por un buen refinamiento, se puede suponer
que las intersecciones finitas de los abiertos U; son contractiles. En tal caso, las
funciones de transicion 7;; : U;j — S! se levantan en funciones Ti; + Uij — R que
hacen conmutativo el siguiente diagrama:

R

y l “r
1

Uj 3

Ti J

Para cada x € Uy, el nimero real 7;;(x) es la coordenada angular de 7;;(x) definida

médulo Z. Sea .
T = {ﬁ]} S Cl(u,coo(M, R))

la 1-cocadena de U con valores en el prehaz C*(M,R) definida por estas funciones.
La condicién de cociclo

(6T)ijk = Tij((L'),Tjk(I').Tik(iU)71 =1, Vzx¢€e Uijk

implica que:
((S%)”k = 7~'U(33> + ﬂ‘k(x) — 7~'Zk(33> € 7, Vae Uijk~

Por tanto,

e = {ein}t = {7y + Tjp — T} € C°(U, Z)
es un 2-cociclo de U con valores en el prehaz constante Z. Como consecuencia del
lema (B.3.2) y de la definicién de 7, se tiene que la clase [e] € H*(U,Z) no depende
de las diferentes elecciones. Por paso al limite, la clase [¢] € H?(U,Z) determina una

clase £(P) € H?*(M, 7). Teniendo en cuenta que la cohomologfa de Cech H?(M,7)
es isomorfa a la cohomologia singular H2(M,Z), se tiene la siguiente definicién:

B.4.1 Definicién

Laclase £(P) € H?(M,Z) se denomina clase de Euler del fibrado principal p : P — M
de grupo estructural S*.
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B.4.2 Proposicién

Un fibrado principal p : P — M de grupo estructural S* es trivial si y sélo si la clase
de Euler E(P) = 0.

Demostracion La condicién necesaria resulta evidente, ya que la trivialidad del
fibrado permite elegir funciones de transiciéon 7;; constantes e idénticas al elemento
neutro 1. Reciprocamente, si la clase de Euler £(P) es nula, la clase [¢] € H*(U,Z)
lo es también para algin recubrimiento ¢ de M. Por tanto, existe una 1l-cocadena
A ={\,} € CYU, Z) tal que

Eijk = Tij + Tjk — Tk = Nij + Ajk — Aik = (OA)iji-

Luego la 1-cocadena 3
F=7—\A=€ C'U,C™(M,R))

satisface la condicién de cociclo:
T =0T —O6A=ec—06A=0.

Por tanto, el par (U, {7;;}) es un cociclo fibrado y define un fibrado principal p :
P — M de grupo estructural R. Puesto que exp-T;; = T,;j, el morfismo de fibrados
principales triviales id x exp : [[ U; x R — [[ U; x S* pasa al cociente en un morfismo
de fibrados principales

p 42 .p

ﬁ\M /p

Ahora bien, el fibrado principal P posee una seccién global 5 : M — P ya que su
grupo estructural R es contractil. Por fin, la seccién global s = ¢-5 : M — P trivializa
el fibrado principal p: P — M. O

B.5 Clasificacién de los fibrados principales de grupo S'

En este pérrafo, se recuerda que la clase de Euler clasifica los fibrados principales de
grupo estructural S'. La demostracién es analoga a la demostracién de la proposicion
anterior, aunque el argumento final se sustituird por un argumento directo de caracter
cohomolégico.

La sucesion exacta corta
exp
0—-Z—RZ2SM 51
induce una sucesion exvacta corta de prehaces

Z — C®(M,R) — C>=(M, S").
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Si i = {U;}ie; es un buen recubrimiento de M, se obtiene una sucesion exacta larga
de cohomologia

o= H"U,Z) — H"(U,C®(M,R)) — H"(U,C*(M,S")) — H"™ (U, 7) — ...
Por paso al limite, se obtiene una nueva sucesién exacta larga de cohomologia
.. — H"(M,Z) — H"(M,C®(M,R)) — H"(M,C>*(M,S")) — H" "' (M,Z) — ...
B.5.1 Proposicién
El morfismo de conexion delta, : H'(M,C®(M, S")) — H?*(M,Z) es un isomorfismo.

Demostracién De hecho, para cada buen recubrimiento U = {U; };c; de M, el mor-
fimo de conexién

6. s H'(U,C®(M, SY)) — H*(U,Z)
es un isomorfismo.

1) El morfismo 6, es sobreyectivo. La inclusién de Z en R permite identificar cada
2-cociclo € = {e;x} de U con valores en el prehaz Z con un 2-cociclo de U con
valores en el prehaz C*(M,R). Dada una particién de la unidad {p;} subordinada al
recubrimiento U, se define una 1-cocadena 7 = {7;;} € C*(U,C>(M,R)) por:

Tij = Zk: PrEijk-
La condicién (6¢)ijkn = €jkn — €ikn + €ijn — ije = 0 implica que:
(6T)ijie = Tij — Tar + Ty
= Y Prl€ijh — Cikh + Ejkn)
= D_n PrEijk = Eijk
La l-cocadena 7 = {7;;} € C'(U,C>(M, S")) definida por
Tij = €TP-Tj
es un l-cociclo ya que
(6T) i, = exp-(6T)sji = expocijy = 1.
Por fin, la clase [r] € H'(U,C>(M, S")) verifica que:
bulr] = [67] = [e]-
2) El morfismo 6, es inyectivo. Si una clase [r] € H'(U,C>(M,S")) verifica que

6.[7] = [e] = 0, entonces existe una l-cocadena A = {\;;} € C'(U,Z) tal que & = O\
Por tanto, la 1-cocadena

F=F—- e C'U,C®(M,R))

o7



es un 1l-cociclo que se proyecta sobre 7. Ahora bien, dada una particién de la unidad
{p;} subordinada a U = {U;}, la O-cocadena i = {fi;} € C°(U,C>®(M,R)) definida

por:
fii ==Y piTij-
J

verifica que 61 = 7. En efecto, la condicion

0= (67)ijk = Tij — Tak + Tjk
implica que:

Oy = By — Ha
= Xk pr(—Tjk + Tir)
= Xk PrTij = Tij-

Por tanto, la 0-cocadena p = {1} € C°(U,C®(M, S")) definida por

pi = expefl;
verifica que dp = 7 y el morfismo 8, es inyectivo. [

B.5.2 Observacion

En general, para cada n € N, el morfismo de conexién
.0 HY(M,C>®(M, SY)) — H"(M,7)

es un isomorfismo. En la prueba habitual de la proposiciéon B.5.1 (véase [A]), los
prehaces Z — C®(M,R) — C>(M,S') se sustituyen por los haces de gérmenes
correspondientes

Z — C*(M,R) — C*(M,S").

Estos inducen una sucesion exacta larga de cohomologia
H™(M,Z) — H"(M,C™(M,R)) — H"(M,C>(M,S")) — H""(M,Z)

En el lenguaje de haces, el pegado de funciones locales mediante una particion de la
unidad se traduce de la siguiente forma: el haz C™(M,R) es blando (“soft’en inglés

y “mou’en francés). En este caso, la cohomologfa H"(M,C™(M,R)) es trivial y el
morfismo 6, : H"(M,C>(M, S")) — H"*'(M,Z) es un isomorfismo.

B.5.3 Teorema

Dos fibrados principales p : P — M y p' : P' — M de estructural grupo S* son
equivalentes si y sélo las clases de Euler E(P) y E(P') son iguales. Es decir, los
St-fibrados principales sobre M estd clasificados por H*(M,Z).

Demostraciéon Como consecuencia de la proposicién B.3.3, los fibrados p : P — M

y p': PP — M son equivalentes si y sélo si las clases [7] y [7/] representadas por dos
cociclos fibrados (relativos a un mismo recubrimiento como en el lema B.3.2) coinciden
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en H'(M,C>(M,S")). Segin la construccién de la clase de Euler, el morfismo de
conexion . )
6. HY(M,C>(M, S")) — H*(M,7) = H*(M,7)

envia [7] y [7'] sobre E(P) y E(P’) respectivamente. Ahora bien, puesto que 6, es un
isomorfismo, los fibrados p : P — M y p' : P — M son equivalentes si y sélo si las
clases £(P) y £(P’) son iguales. O

B.6 Clase de Euler y clase de Chern

Sean p : P — M un S'-fibrado principal y § € Q'(P) una 1-forma de conexién
sobre P. La 2-forma de curvatura Q € Q*(M) es cerrada y representa una clase
de cohomologia de De Rham ¢(P) = [Q] € H}p(M), llamada clase de Chern del
Sl-fibrado principal p: P — M.

La composicién del morfismo j : H*(M,Z) — H*(M,R) inducido por la inclusién
de Z en R y del isomorfismo de De Rham I : H*(M,R) — H% (M) proporciona un
morfismo

J =1.j: H*(M,Z) — H?*(M,R) — H?,(M).

En [BT], se demuestra el siguiente teorema:

B.6.1 Teorema

Sea p: P — M un fibrado principal de grupo estructural S*. El morfismo
J: H*(M,Z) — Hpx(M)
envia la clase de Euler E(P) en la clase de Chern c¢(P). O

En lugar de recordar la prueba, se describe la construccién de ¢(P) a partir de £(P).
Para ello, se consideran las cartas de trivialidad local +; : p~*(U;) — U; x S'. Si
dz denota la forma angular sobre St definida por exp*dz = dt (en otros términos, la
forma de Maurer-Cartan de S'), se consideran las formas angulares da; = 1} (dz). La
clase de Euler £(P) € H*(M,7Z) = H*(U,7) esta representada por el 2-cociclo

e = {eyr}t = {Tij + Tjr — Tir}

donde 7;; es la funcién coordenada angular asociada a la funcién de transicion ;.
Las 1-formas 6; € Q'(U;) definidas por

0i == pid7
;

satisfacen la siguiente condicion:

0, — 0; = d7y; = 7};dz. (2.16)
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Luego las 2-formas ; = df; sobre U; se pegan en una 2-forma 2 sobre M tal que
J(E(P)) = [Q] € H},(M). Por otra parte, la identidad (2.16) implica que:

p*9j — p*@z = dOéi — dOéj.

Por tanto, las 1-formas de conexién da; + p*6; sobre p~1(U;) se pegan en una 1-forma
de conexién 6 sobre P tal que

Es decir, la clase [Q] = J(E(P)) es la clase de Chern del fibrado principal p : P — M.

B.7 Condicion de integrabilidad de Kostant-Soriau-Weil

Una 2-forma cerrada {2 sobre una variedad diferenciable M satisface la condicion de
integrabilidad de Kostant-Souriau-Weil si verifica una de las siguientes condiciones
equivalentes:

i) existe un S'-fibrado principal p : P — M y una 1-forma de conexién 6 sobre P tal
que Q) es la 2-forma de curvatura de 6, i.e. p*Q) = db;

ii) la clase [Q2] € H} (M) pertenece a la imagen del morfismo
T+ HAM; Z) — Hog(M)
iti) el grupo de periodos
Per() = { [Q/[:] € H(M,Z) }
es un subgrupo de Z.

La ultima condiciéon de integrabilidad corresponde a la normalizacién usual de la
longitud de S*. La escritura Per(Q) C 2rhZ de [K] y [S] corresponde a la eleccién de
circulos de longitud 27/. Ahora bien, si se puede elegir libremente la longitud de la
fibra (incluyendo el caso de longitud infinita), basta que el grupo de periodos Per(f2)
sea discreto para poder realizar €2 como 2-forma de curvatura de una conexién sobre
un fibrado principal de grupo estructural R/Per(€2).
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Parte II: Dobles extensiones de algebras
de Lie

1 Doble extension simpléctica

En esta seccién, se describe un procedimiento de construccion de algebras de Lie
simplécticas, llamado doble extension simpléctica, que se debe a A. Medina y J. M.
Dardié (véanse [D] y [DM]) y se basa en una construccién previa de A. Medina y P.
Revoy (véase [MR]). Eliminando el lenguaje de las dlgebras simétricas, se introduce
una nociéon mas general de doble extension de un algebra de Lie.

1.1 Algebras de Lie simplécticas

Un dlgebra de Lie simpléctica (g, o) es un algebra de Lie g de dimensién par 2n dotada
de una forma simpléctica o, es decir, una 2-forma o € A? g* cerrada y no degenerada
(i.e. do =0y A" o #0). Un grupo de Lie simpléctico (G,X) es un grupo de Lie G
dotado de una forma simpléctica ¥ € Q2 (G) invariante por la izquierda.

1.1.1 Ejemplos

1) El grupo de Lie abeliano R?" es un grupo de Lie simpléctico dotado de la forma
simpléctica usual ¥ = 37, dz; A dz;y, (respecto del sistema de coordenadas candnico
de R?"). El dlgebra de Lie R?" dotada de la forma simpléctica 0 = 3. es un dlgebra
de Lie simpléctica. En general, las algebras de Lie de los grupos de Lie simplécticos
son simplécticas.

2) El grupo Af f(R) de las tranformaciones afines z — yz+ 2z de R se identifica con el
grupo de las matrices (g 7) donde y € R* y z € R. Si se dota de la forma simpléctica

1
Y= —dx Ndy,
(

el grupo Aff(R) es un grupo de Lie simpléctico y su dlgebra de Lie af f(R) es un
algebra de Lie simpléctica.

3) El grupo de Heisenberg

1 x4 %xi T

01 x4 =

4 _ 4 2
H —{ 0 0 1 s /I17I2,$3,$46R}

0 0 1

dotado de la forma simpléctica
1
Y = (dxvy — z4dzs + §$idx3) A (dxe — x4dx3) + dxs A dy,

es un grupo de Lie simpléctico. Su algebra de Lie h* es un dlgebra de Lie simpléctica
dotada de la forma simpléctica o = 3.
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1.1.2 Lema

Sea (g,0) un dlgebra de Lie simpléctica. Sii es un ideal central de g, el ortogonal
simpléctico i+ de i es un ideal de g.

Demostracion Dados X,Y € gy Z € i, se tiene que:
=do(X,Y,Z)=—-0([X,Y],Z2)+0([X,Z2],Y) —0o([Y, Z],X) = —0([X,Y], 2),

ya que Z es central y o es cerrada. Luego it es un ideal de g, ya que el ideal derivado
[9, g estd contenido en it. [J

1.2 Doble extension simpléctica

Sea (g o) un algebra de Lie simpléctica. Sean Ra un ideal central de g de dimension
ly f) = Ra™ su ortogonal simpléctico. Segin el lema 1.1.2, F) es un ideal de g. Puesto
que la forma simpléctica o es no degenerada, existe b € g tal que o(a,b) =1y f) es un
ideal de codimensién 1. De forma precisa, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Ra —* [yp— f = Ra*/Ra
Re ———~ g —1 . §-g/Ra (1.1)
Q q
Rb ——— Rb.

Para simplificar las notaciones, las subédlgebras de Lie Ra y Rb de g se sustituirdn
por el dlgebra de Lie R de manera que Ra denotara la imagen del morfismo I tal que
I(1) = a y Rb dénotard la imagen de la seccién J : R — g tal que J(1) = b. Teniendo
en cuenta esta modificacién, se tienen las siguientes propiedades:

i) la sucesién exacta corta 0 — R L g A, g — 0 es una extension central y su clase
estd representada por la 2-forma cerrada Q € A? g* definida por

1(QV, W) =e(v,W]) - [e(v),ew), vV,IWeg

donde © es una seccién de IT;

ii) la sucesién exacta corta 0 — R —— E —~ b — 0 es una extensién central y su
clase estd representada por la 2-forma cerrada w € A% h* definida por

Ww(X,Y)) =0([X,Y]) — [0(X),0(Y)], VX,Y €h
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donde 6 es la seccion de 7 tal que I-0 = O-i;

. ~ Q .
iii) la sucesién exacta corta 0 — ) — g — R — 0 es un producto semidirecto

definido por la seccién J de @ (va que J es un morfismo de &lgebras de Lie por
razones de dimensién);

iv) la sucesién exacta corta 0 — § SN d 5 R — 0 es un producto semidirecto
definido por la seccion j = II-.J de g.

Por otra parte, el dlgebra de Lie § estd dotada de la forma simpléctica oy que se
obtiene por restriccién de o a 6 y reduccién simpléctica a b (o de manera equivalente,
por reduccién simpléctica a g y restriccion a h). En efecto, la aplicacion lineal -0 =
O-i: ) — gesunisomorfismo del espacio vectorial subyacente a fj sobre el ortogonal
simpléctico < a,b >+ del plano simpléctico < a,b > generado por a y b. Luego oy es
la restriccién de o a < a,b >1, ie. og = (I-0)*c = (0-i)*0.

1.2.1 Definicién

En las condiciones anteriores, se dice que (g, o) es una doble extension simpléctica de
(h,00) (véanse [D] y [DM]).

El proceso inverso constituye un método interesante de construccién de nuevas algebras
de Lie simplécticas, llamado doble extension simpléctica. Antes de determinar bajo
qué condiciones resulta posible, conviene precisar la doble estructura de extension
central y producto semidirecto de g.

1.2.2 Descripcion de la doble estructura de g

Una vez fijada la seccién 6§ de 7, cada elemento X de 6 admite una tunica escritura
X = 0(X)+(t) donde X € b y t € R. De esta manera, se obtiene un isomorfismo de
algebras de Lie entre 6 y la extension central h x, R definida por w (véase § 1.2.3).
Este isomorfismo permite identificar X = 6(X) + «(t) con el par (X, ). Asf pues, el
corchete de Lie sobre H estd dado por:

(X, 1), (Y, 5)] = ([X, Y], —w(X,Y))
para cada par (X, 1), (Y,s) € b.
Por otra parte, una vez fijada la seccién j de ¢, cada elemento V' de g admite una
unica escritura V = i(X) + j(A) donde X € h y A € R. En esta situacién, se obtiene
un isomorfismo de espacios vectoriales entre g y h x R que envia V = i(X) + j(\)

en el par (X, ). La estructura de producto semidirecto sobre g estd definida por la
seccién j, es decir, por la representacién p : R — Der(h) dada por:

i(p(1)(X)) = [1(1),1(X)] = (ad-5)(1)(i(X))
para cada X € . Ahora bien, esta representacién estd completamente determinada
por la derivacién § = p(1) de h. Luego g es isomorfa al producto semidirecto fj x5 R
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definido por 6, i.e. el espacio vectorial producto ) x R dotado del corchete de Lie
definido por:

para cada par X,Y € h y para cada par A\, u € R.

Por dltimo, una vez fijadas las secciones © de I y J de @, la estructura de
extension central sobre g estd determinada por la 2-forma cerrada €2 asociada a © y
la estructura de producto semidirecto sobre g estd determinada por la representacién

R : R — Der(h) dada por:

—

I(R()(X)) = [b, 1(X)] = (ad-T)(1)(I(X))

para cada X € 6 Como en los casos anteriores, g es isomorfa a la extensién central
g Xq R definida por Q y al producto semidirecto H A R definido por la derivacién
A = R(1) de b. Identificando cada elemento de g con un triple (X, ¢, A), se tiene que
el corchete de Lie sobre g admite una doble expresién:

(X, 2,0, (Y, s, )] = ([(X ), (Y )], =Q((X A), (Y, 1))

(X 8,2), (Vs s, p)] = ([(X, 1), (Y, 8)] + AA(Y, s) — pA(X, 1), 0).

1.3 Representaciones de algebras de Lie y cohomologia

El objetivo del §1.4 es introducir una obstruccién a la existencia de una doble exten-
sion. Como paso previo, serd conveniente recordar algunas nociones relacionadas con
la cohomologia de las dlgebras de Lie (véase [G]).

Sean a un algébra de Lie y £ un a-médulo, i.e. un espacio vectorial E dotado de
una representacion de algebras de Lie p : a — End(FE). Para cada X € ay para cada
e € E, se denota X - e = p(X)(e). El espacio A"a* ® E de las aplicaciones n-lineales
alternadas 7 : ax .7. xa — F esta dotado de una estructura de a-médulo

L:a— End(\"a*® E) (1.2)

definida por:

n

Lyn(X1, . X)) = X (X1, X)) = S (=) (X, X, Xby e, Xy, X0,

i=1
Por analogia con las formas usuales, se define un operador diferencial

d:/\na*®E—>/\

n+1
“RQF

por:

dn(Xy,..., Xn) = S (=DMX (X, X X ) (1.3)

— —~

+Z,;<j<—1)i+j77([Xi7X]'},Xh e ,X@ Ce ,X]’, .. .’X/nJrl).
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1.3.1 Definicion

El complejo diferencial (A"a* @ E,d) se llama complejo de las formas diferenciales
sobre a con valores en el a-mddulo E y su cohomologia H"(a, E) se llama cohomologia
de a con valores en el a-mdédulo E. La estructura de a-mddulo sobre A"a* pasa al co-
ciente en una estructura de a-médulo sobre H"(a, E). El a-médulo H(a, E) coincide
con el a-mddulo de los elementos a-invariantes E* = {e € E/X -e para cada X € a}.

1.3.2 Ejemplos

1) Si la estructura de a-médulo sobre E es trivial (i.e. la representacién p es trivial),
entonces la cohomologia H™(a, E') coincide con la cohomologia de a con valores en F
definida en § 1.2.1.2.

2) Para cada algebra de Lie b, la representacién adjunta ad : ) — Der(h) define una
estructura natural de h-mddulo sobre h. Sea H"(,h) la cohomologia del complejo
diferencial (A*h* ® b, d). Usando la definicién, se comprueba facilmente que:

H'(h,h) = Der(h)/ad(b).

Cada representacién p : R — Der(h) define una estructura de R-médulo sobre
h. Ahora bien, segin se ha indicado en el parrafo anterior, esta estructura esta
completamente determinada por la derivacién § = p(1). En esta situacién, cada
derivacién ¢ € Der(h) define una estructura de R-médulo sobre A" h*. En efecto, sea

p:R— End(/n\ 5") (1.4)

la representacién generada por el endomorfismo p(1) : A" h* — A" b* dado por:

POy X) = =S 0Ky 8(X0), . Xo)

i=1

paracadan € A" h* ycada Xy, ..., X, € h. De hecho, p(1) conmuta con la diferencial
usual y la representacién (1.4) pasa al cociente en una representacion

5: R — End(H"(h,R)) (1.5)

que define una estructura de R-médulo sobre H™(h, R). El siguiente resultado prueba
que esta estructura sélo depende de la clase de § en H'(h, b):
1.3.3 Lema

Sean p : R — End(H"(h,R)) y o : R — End(H"(Hh,R)) las representaciones
definidas por dos derivaciones 6 y &' de hy. Si 6 y &' representan una misma clase
de H'(h,b), entonces las representaciones p y p' son iguales.
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Demostracién Si ¢’ — § = ad(H) para algin elemento H € ), se tiene que:
p(1)(n) = p(1)(n) — X (X, ad(H)(XG), - X))

P (=D(H, X, X, oy, X))

= dn(H,X1,...,X,)

— Zi<j (—1)1+3’I7([X“XJ]7 H, e ,/)\(ﬂ e ,/)\(ﬁ e Xn)

= Yig (D)™Mign((X, X5l X X XG)

para cada n-forma cerrada n € A" h*. Esto garantiza que p'(1) = p(1). O

Para cada dlgebra de Lie hj, se define una representacion

a: Der(h) — End(/n\ h™) (1.6)
dada por:
a(6)(n) = —p(1)(n)
para cada ¢ € Der(h) y cadan € A" h*. En grado n = 1,
a(6)(n) =n-6
y en grado n = 2,
a(0)(m(X,Y) =n(6(X),Y) +n(X,6(Y))

para cada X,Y € . Por otra parte, la representacién (1.6) induce una representacién

@: Der(h) — End(H"(h,R)) (1.7)
tal que @(6)([n]) = [a(6)(n)] = —p(1)([n]). Como consecuencia del lema 1.3.3, la
representacién (1.7) pasa al cociente en una nueva representacion

G H'(h,h) — End(H"(H,R)). (1.8)

1.4 Obstruccién a la doble extensién simpléctica

Para caracterizar la existencia de una doble extensién simpléctica, serd necesario estu-
diar algunas propiedades de las extensiones centrales y de los productos semidirectos
que intervienen en el diagrama (1.1):

1.4.1 Relacién entre las 2-formas w y €

Las extensiones centrales g = g xq R y h = h x, R estén relacionadas por el siguiente
diagrama conmutativo:

, R 9
R h b
Vs
| /| /|
I o R
R
g 0 g

La eleccién de las secciones 0 y © garantiza que w = i*€).
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1.4.2 Relacién entre las derivaciones 6 y A

Los productos semidirectos g = 6 xa Ry @ =08 x5 R estdn definidos por sendas
derivaciones A de ) y 6 de . Ambas estan relacionadas por el siguiente diagrama
conmutativo:

R —“ ~h "~
A 5\
R h —T ..

Luego existe una aplicacién lineal ¢ : h — R tal que
A(X,1) = (6(X), p(X))
para cada t € R y para cada X € . En particular,
A(0(X)) = A(X,0) = (8(X), p(X)) = 0(8(X)) + (X))
1.4.3 Relacién entre las 2-formas w y oy

La representacion p : R — Der () estd completamente determinada por la derivacién
6 = p(1). Segun se ha indicado en §1.3, la derivacién § define una nueva representacién
p: R — A? b* tal que:

p(M(X,Y) = =n(6(X),Y) —n(X,6(Y))

para cada 2-forma 1 € A?h* y para cada par X,Y € . Puesto que la 2-forma p(1)(n)
es cerrada (resp. exacta) sin lo es, el espacio vectorial H?(h, R) hereda esta estructura
de R-médulo. De esta manera, se definen dos representaciones

o : Der(h) — End(/\ b*) y  @: Der(h) — End(H?*(h,R))

dadas por:

a(8)(n)(X,Y) =n(6(X),Y) +0(X,6(Y)) v a@é)(ln]) = [a(6)(n)]

respectivamente. El siguiente resultado precisa la relacién existente entre w y og:

1.4.4 Lema

Sean w la 2-forma cerrada que define la extension central h = h x, R y oo la forma
simpléctica sobre f). Entonces se tiene que w = «(6)(0p).

Demostracién En primer lugar, la imagen de la aplicacién lineal ©-¢ : h — g coincide
con el ortogonal simpléctico del plano simpléctico < a, b > tal que o(a,b) = 1. Luego,
para cada par X,Y € 0§, se tiene que:
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w(X,Y)

| 1 R |
Q

w(X,Y)

ya que la imagen de I-0 estd contenida en el ortogonal simpléctico de la imagen de
Lerep. O

1.4.5 Lema

Un endomorfismo A : h—b definido por A(X,t) = (6(X), p(X)) es una derivacion
si y sdlo si dp = a()(w).

Demostracion Segtn la definicién del corchete de Lie sobre E, se tiene que:

A([(X, 1), (Y, 8)]) = A(IX, Y], (X, Y)) = (6([X, Y]), o([X, YT))

para cada X,Y € y cada t,s € R. De la misma forma, se tiene que:

[AX, 1), (Y, 9)] + [(X, 1), A(Y, s)] =

[(5(X), (X)), (¥:5)] + [(X.0), (8(), (¥))] =
([6(X), Y], —w(6(X), Y)) + ([X,6(Y)], —w(X, 6(Y))) =
([6(X), Y]+ [X,6(Y)], —w(8(X), V) — w(X, 6(Y))).

Puesto que ¢ es una derivacion, se deduce que A es una derivacién si y sélo si
do(X,Y) = —p([X,Y]) =w(6(X),Y) + w(X,6(Y)) = a(d)(w)(X,Y). O
1.4.6 Definiciéon

En la situacién del diagrama (1.1), se dird que (g, o) es la doble extension simpléctica
de (h,00) definida por la derivacion §. La 2-forma cerrada

as = a(6)(w) = a(6)*(ov)
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representa una clase de cohomologia

[as] = @(6)([w]) = a(6)*(loo]) € H*(h,R)
llamada obstruccion a la doble extension simpléctica de (B, 00) (véanse [D] y [DM]).
Por dualidad simpléctica, la derivacién 6 : h — b define un endomorfismo 6* : h — b

tal que
00(X,6(Y)) = 00(6"(X),Y)

para cada par X,Y € §. La expresion
as(X,Y) = a(6)(00)(6(X),Y) + a(6)(00)(X,6(Y)) = a0((6 + 6")(X), (6 + 6")(Y))

corresponde a la formulacién original de [D].

1.4.7 Teorema

Sea (h,00) un dlgebra de Lie simpléctica y 6 una derivacion de . Entonces existe una
doble extension simpléctica (g,0) de (h,00) definida por § si y sdlo si la obstruccion
[as] € H%(h,R) es nula.

Demostracién Si (g,0) es una doble extensién simpléctica de (h, 0q) definida por
6, la obstruccién [as] = 0 segun el lema 1.4.5. Reciprocamente, si la obstrucccién
[as] = 0, existe una 1-forma ¢ € h* tal que dp = as. Sean

0-R-S5Hh=Rx,h-"5Hh—0
la extensién central definida por la 2-forma cerrada w,
0—h-5g=hxsR-LR—0
el producto semidirecto definido por la derivacién 6 y
00 g=hxaR-%SR -0
el producto semidirecto definido por la derivacién
A(X, 1) = (6(X), p(X)).

Asi pues, se tiene un diagrama conmutativo conmutativo

R——— h —"—
|
R I p 11 g
o 4

R —/ R

donde la sucesién horizontal R L o I, g es exacta (ya que las restantes sucesiones
horizontales o verticales lo son) y central (ya que A se anula sobre Kerm). Por
ultimo, suponiendo que f es ortogonal al plano simpléctico < a,b >, las identidades
o(X,Y)=00(X,Y)si X,Y € hyo(a,b) =1 definen una 2-forma simpléctica o sobre
g. En resumen, (g, o) es una doble extensién simpléctica de (b, og). O
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1.5 Algebras de Lie nilpotentes

En primer lugar, se caracterizan las dobles extensiones simplécticas nilpotentes. Este
resultado se usara para probar que cualquier algebra de Lie simpléctica nilpotente
se obtiene por doble extension simpléctica iterada a partir del algebra de Lie trivial
(véanse [MR] y [DM]).

1.5.1 Proposicion

Sea (g,0) una doble extensidn simpléctica de (), 00) definida por una derivacion 6 de
h. Entonces g es nilpotente si y solo si by y 6 son nilpotentes.

Demostracién Para probar la condicién necesaria, se comienza por observar que
b es nilpotente si g lo es. Por otra parte, g es nilpotente si y sélo si ad(Z) es
un endomorfismo nilpotente para cada Z € g (véase el corolario 11.12 de [SW]).
Para simplificar la escritura, cada elemento X € § se identificard con su imagen
(0-9)(X) € gy seescribird Z = X +ta+ b en lugar de Z = (0-4)(X) +1I(t) + J(\) =
(0:4)(X) +ta+ Ab. De manera andloga, se escribird abusivamente X 4+ A\b en lugar de
i(X) 4 j(X\) para designar a cada elemento de g. Si g es nilpotente, entonces ad(b) es
nilpotente, es decir, si existe m € N tal que ad(b)™ = 0. En particular, se tiene que:

0 = ad(d)™(X) = (8"~ (X))a + 6™ (X)

para cada X € h. Luego 6™ = 0 y ¢ es nilpotente. Reciprocamente, hay que probar
que ad(Z) es nilpotente para cada Z € g. Para eso, se procede en dos etapas:

1) Para cada X + A\b € g, ad(X + Ab) es un endomorfismo nilpotente de g. Este
endomorfismo esta dado por:

ad(X 4+ Ab)(Y + pb) = ad(X)(Y) + MN(Y) — pd(X).
Puesto que ad(X + Ab) toma valores en b, bastard probar que la restricién
ad(X + \b) |h: ad(X) + Ao
es nilpotente. Ahora bien, puesto que § es nilpotente, existe n € N tal que
ad(Xy)...ad(X,) =0

para cada n-pla Xi,..., X, € . Por otra parte, la derivacion ¢ es nilpotente y existe
m € N tal que 8™ = 0. De ambas condiciones, se deduce que:

(ad(X) + A6)"™ = 0.
En efecto, puesto que § es una derivacion, se tiene que:
6-ad(X) = ad(X)-6 + ad(6(X))
v (ad(X) + A)™™ es una suma de términos del tipo
N d (57 (X))o .. . cad(6'(X))6P (1.9)
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donde iy + ... + i, = nm — p — q. Ademds, cada término (1.9) verifica:

a) si p > m, entonces 6 = 0;

b) si ¢ > n, entonces ad(6™(X))-...-ad(6% (X)) = 0;

c)sip<myq<n,entonces iy +...+i, > (n—1)(m—1) > ¢(m—1) y 6% =0 para
alglin exponente ;.

En resumen, los términos (1.9) son nulos y (ad(X) 4+ A6)"™ = 0.

2) Para cada Z = X 4+ ta + A\b € g, ad(Z) es un endomorfismo es nilpotente de g.
Este endomorfismo estd dado por:

ad(X +ta+ \b)(Y + sa + pb) = ad(X + Ab)(Y + pb) — B(X + Ab,Y + pb)a.
Puesto que ad(X + Ab) es un endomorfismo nilpotente y b es central, se tiene que:

ad(X + ta + \b)P*HY + sa + pb) =
ad(X + AbPUY 4 ub) — B(X + Ab, ad(X + Ab)P(Y + b)) = 0,

para algin p € N. OJ

1.5.2 Teorema

Cualquier dlgebra de Lie simpléctica nilpotente (g,0) se obtiene por doble extension
iterada a partir del dlgebra de Lie trivial.

Demostracién Si g es nilpotente, el centro Z(g) # 0 y g contiene un ideal central
de dimension 1. La construccion del §1.1 proporciona un algebra de Lie simpléctica
(h,0,) de dimensién dim g — 2. Segin la proposicién anterior, §) es nilpotente (y la
derivacién 6 también lo es). Reiterando este proceso, se obtendra un dlgebra de Lie
trivial en un ntimero finito de pasos (igual a dim g/2). O

1.6 Casos particulares

En primer lugar, se caracterizan las dlgebras de Lie simplécticas que son doble exten-
sién simpléctica de un dlgebra de Lie simpléctica abeliana (véanse [D] y [DM]):

1.6.1 Proposicion

Sea (g,0) una doble extension simpléctica de (R®", 00) definida por una derivacién 6
de R*™. Entonces el ideala es isomorfo al dlgebra abeliana R*™** (resp. al dlgebra de
Heisenberg h?"+1) si y sélo si 6 € Sp(R*™,0y), es decir, si & es un endomorfismo de
R?™ que conserva la forma simpléctica oo (resp. §+6* es un endomorfismo inversible
de R*"). Ademds (g,0) verifica una de estas dos condiciones. Por otra parte, si
un dlgebra de Lie simpléctica (g,0) contiene un ideal abeliano 6 (resp. un ideal 6
isomorfo a un dlgebra de Heisenberg) de codimension 1 cuyo ortogonal simpléctico HL
es central, entonces (g,0) es una doble extension simpléctica de (R*",a¢) definida por
un endomorfismo simpléctico § € Sp(R*",a4) (resp. un endomorfismo & de R* tal
que & + 6* es inversible).
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Demostracién Sea (g, o) un dlgebra de Lie simpléctica que contiene un ideal 6 de
codimension 1. El ortogonal simpléctico al es un ideal de dimension 1 contenido en
6. Si EL es un ideal central de g, entonces (g,0) admite una estructura de doble
extension simpléctica.

i) Si 6 es isomorfo a R?"*! la estructura de doble extensién simpléctica esté dada por
el siguiente diagrama conmutativo:

R ]R2n+1

]
|

|

R —/— 1R

En este caso, la 2-forma cerrada w = «(6)(0g) = 0. Por otra parte, si op y w =
a(8)(og) se expresan en forma matricial respecto de una base simpléctica de R*", se
tiene una expresion

w = 06(5)((70) = 6t0'0 + 0'05 = (StJ-f— J(S = J((S + 5*)

donde J = (jn 16‘) y 6% = J&'J' Luego 6'J + J6 = 0, es decir, 6 € Sp(R*", ay).

Procediendo en sentido inverso, se deduce que cualquier doble extension simpléctica
(g,0) de (R*™ 5¢) definida por un endomorfismo simpléctico § € Sp(R?", o) contiene
un ideal abeliano 6 de codimensién 1 (cuyo ortogonal simpléctico EL es un ideal
central de dimensién 1).

i) Si E es isomorfo a un algebra de Heisenberg h2*+1, la estructura de doble extensién
simpléctica viene dada por el siguiente diagrama conmutativo:

R h2n+1 RQn

| |

R g g
_—

En este caso, la 2-forma cerrada w = a(6)(0g) es no degenerada. La expresién w =
J(6 + 6*) garantiza que esto ocurre si y s6lo el endomorfismo ¢ 4 6* es inversible.

Por tltimo, como consecuencia de la clasificacion de las extensiones centrales de
R?" cualquier doble extensién simpléctica de (R*",0y) es de uno de los dos tipos
descritos. O

Por otra parte, la obstruccién a la doble extension simpléctica admite una formu-
lacién bastante simple en dimension 2:
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1.6.2 Lema

Sean (h,00) un dlgebra de Lie simpléctica de dimension 2 y 6 una derivacion de V.
Sitr(6) denota la traza de 8, entonces la 2-forma cerrada as = tr(8)%cq representa la
obstruccion a la doble extension simpléctica de (b, 0p).

Demostracién Sea {X,Y} una base simpléctica de §. La identidad
W(X,Y) = 0p(6(X), Y) + 00X, 6(Y)) = r(5)
garantiza que w = «a(8)(0g) = tr(6)op. De la misma forma, se tiene que:

as = a(6)(w) = tr(d)w = tr(8)%0,. O

1.6.3 Proposicion

Sean (h,00) un dlgebra de Lie simpléctica de dimensidn 2 y 6§ una derivacion deby. Si
h = R2, la obstruccién a la doble extension simpléctica es nula si y solo si tr(8) = 0.
Sih=aff(R), la obstruccion es nula.

Demostracién Segiin el lema anterior, la clase tr(8)2[oo] € H?(h, R) es la obstruccién
a la doble extensién simpléctica. Si h = R?, la clase [0g] # 0 y la obstruccién es nula
siy sélo si tr(6) = 0. Si h = af f(R), la forma simpléctica og = y%dx A dy posee una
primitiva invariante por la izquierda idx. Luego la clase [oy] = 0. De hecho, se tiene
que H*(af f(R),R) =0. O

Ninguna doble extensién simpléctica de (R?, o) contiene un ideal de codimensién 1
isomorfo al dlgebra de Lie de Heisenberg. En caso contrario, como consecuencia de
la proposiciéon 1.6.1, el endomorfismo 6 + 6* seria inversible. Sin embargo, segun la
proposicion 1.6.3, el endomorfismo § + 6* es nulo .

2 Doble extension de algebras de Lie

En esta seccién, se introduce una nocion de doble extension para las algebras de Lie
abstractas que generaliza la nocién de doble extensién simpléctica definida en [D] y
[DM]. También se dard una nueva formulacién de la obstruccién a la doble extensién
en términos de sucesién espectral de Hochschild-Serre.

2.1 Doble extension algebraica

La siguiente definicién extiende la definicién de [D] y [DM] al caso de las algebras de
Lie arbitrarias:

2.1.1 Definicién

Se dird que un &algebra de Lie g es una doble extension de un algebra de Lie § si se
tiene un diagrama conmutativo
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R h b

|,

R I g IT g

¢ 4

R R

donde las sucesiones exactas cortas

0-R-5Hh-"h—0 (2.1)
0-R-g g0 (2.2)

son extensiones centrales y las sucesiones exactas cortas
0—h AN g 2R =0
T Q
0—h—g—R—-0

son productos semidirectos. Si © es una seccién de II y 6 es la seccién de 7 tal que
1.6 = ©.i, la 2-forma cerrada w € A2 h* definida por:

Uw(X,Y)) =0([X,Y]) = [0(X),0(Y)], VX, Yeb,
y la 2-forma cerrada © € A? g* definida por:
(v, W) =e(V,W]) —[6(V),e(W)],  VV.Weg

representan las clases de las extensiones centrales (2.1) y (2.2) respectivamente. Es
decir, las algebras de Lie 6 y g son isomorfas a los modelos hh X, R y g xq R respecti-
vamente. Las dlgebras de Lie g y g son isomorfas a los productos semidirectos f xs R
y H xa R definidos por las derivaciones 6 y A dadas por:

i(5(X) = [H(1),i(X), V. Xeb
Y HAR) = [J1), 1K),  ¥Xeh

donde J es una seccién de @ y j es la seccién II-J de ¢q. En esta situacion, se dira
que g es una doble extension de by definida por w y 6.

Si g es un algebra de Lie tal que Z(g) # 0, cualquier ideal central de dimensién 1
determina una extensiéon central

0—R L g SLUN g—0
Por otra parte, el ideal derivado de g determina una nueva extension
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donde g/[g, 8] es un &lgebra de Lie abeliana. Si g/[g,8] # 0, entonces existe un
morfismo sobreyectivo de algebras de Lie ¢ : § — R y se obtiene un producto
semidirecto

0—>h-"g-LR—O0.

Estas dos sucesiones exactas cortas se completan en una doble extension:

donde @ = g1l y 6 = Ker Q. Puesto que cualquier doble extensién verifica ambas
condiciones, se tiene el siguiente resultado:

2.1.2 Proposicién

Un dlgebra de Lie g posee una estructura de doble extension si y solo si el centro
Z(g) # 0 y el dlgebra de Lie abeliana g/[g,d] # 0 donde g es el cociente de g por
algun ideal central de dimension 1. O

En estas condiciones, el dlgebra de Lie g no puede ser semisimple ya que su centro
Z(g) no es trivial. Tampoco el dlgebra de Lie cociente g puede ser semisimple ya
que g # [g,d]. Més adelante, se probard que cualquier dlgebra de Lie resoluble de
dimensién > 2 con centro no trivial se obtiene por doble extension iterada a partir
de un élgebra de Lie resoluble con centro trivial o de R (véase §2.3).

2.2 Obstruccién a la doble extension algebraica

En este pérrafo, se construye una obstruccién a la doble extensién por medio de la
2-forma cerrada w y la derivacién 8. Sea p : R — Der(h) la representacién definida
por p(1) = 6. Como en el caso simpléctico, esta estructura de R-médulo sobre §
induce una estructura de R-médulo sobre A? h*. En efecto, sea p : R — A? h* la
representacién definida por:

p((W)X,Y) = —w(6(X),Y) — w(X, 6(Y))

para cada 2-forma w € A%?h* y para cada par X,Y € §. Puesto que p(1) conmuta
con la diferencial, la estructura de R-médulo sobre A2 h* pasa al cociente en una
estructura de R-mddulo sobre H?(f, R) (véase §1.3). Asi pues, se tienen dos repre-
sentaciones

a: Der(h) — End(/z\ h*) y  @: Der(h) — End(H*(h,R))
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dadas por:
a(6)(W)(X,Y) = —p(1)(w)(X,Y) = w(6(X),Y) + w(X,6(Y))

2.2.1 Definicion

Sean b un dlgebra de Lie, w una 2-forma cerrada sobre § y 6 una derivacién de h. La
2-forma cerrada s = a(6)(w) representa una clase

[ows] = a(8)([w]) € H*(h,R)
llamada obstruccion a la doble extension de b definida por w y 6.

2.2.2 Teorema

Un dlgebra de Lie § admite una doble extension g si y sélo si existe una 2-forma
cerrada w sobre by y una derivacion § de by tales que la obstruccion [y, 5] € H*(h,R)
es nula.

Demostracién Sea g una doble extensiéon de §) definida por una 2-forma cerrada w
sobre h y por una derivacién 6 de h. Luego g es isomorfa al producto semidirecto
ENAR definido por una derivaciéon A de 6 Como en el caso simpléctico (véase §1.4.2),
la derivacion A estd dada por

A(X 1) = (8(X), (X)), Y(X,1)€h,

donde ¢ es una 1-forma sobre fj. Teniendo en cuenta que el lema 1.4.5 sigue siendo
vélido en este caso, se deduce que o, 5 = dp y la obstruccién [a,s] € H*(h,R) es
nula. Reciprocamente, si la obstruccién es nula, la construccién del teorema 1.4.7
permite dotar a g de una estructura de doble extension de § definida por w y 6. O

2.3 Algebras de Lie resolubles

Tal y como sucede en el caso simpléctico, se tiene la siguiente caracterizacién:

2.3.1 Proposicién

Sea g un dlgebra de Lie obtenida por doble extension de un dlgebra de Lie nilpotente
h definida por una derivacion 6 de §). Entonces g es nilpotente si y solo si 6 es
nilpotente. [

2.3.2 Teorema

Toda dlgebra de Lie nilpotente se obtiene por doble extension iterada a partir del
dalgebra de Lie trivial o de R.
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Demostracion De la misma manera que en el caso simpléctico, cualquier algebra de
Lie nilpotente g se obtiene por doble extensién a partir de un algebra de Lie nilpotente
b de dimensién dim g — 2 (véase el teorema 1.5.2). Sélo hay una diferencia: g es una
doble extensién iterada de {0} si la dimensién de g es par y una doble extensién
iterada de R si la dimension de g es impar. O

2.3.3 Ejemplo

Sea g el dlgebra de Lie de dimensién 5 generada por una base {e, es, e3,eq,e5} v
dotada del corchete de Lie

[61, 62] = €3

[61, 63] = €4

les.e1] =ex+e3+ ey
les,e0] = e3 + ey

les, e3] = eq.

donde e4 es un elemento central de g. Resulta claro que g es un algebra de Lie
nilpotente cuyo centro Z(g) estd generado por e4. Se considera la extensién central

R=<e;>—g—g=<8,6,86,86 >

tal que:
[E1,8] = é3
[65,61) =€ + &3
[€5, €] = €.

El ideal derivado [g, g estd generado por &, y €3 y el dlgebra de Lie abeliana g/[g, g]
estd generada por dos elementos B y 5. De hecho, el algebra de Lie g es isomorfa
al producto semidirecto del dlgebra de Heisenberg h? =< &), 8,83 > por R =< o5 >
definido por la derivacién

6(e1) = [65,61] = ér+é;
5@2) = [%;52] = é3.

De esta manera, se tiene el siguiente diagrama de doble extension:

<ey> = R h = <ej,e2,e3,e4> —*> hS = <Z’\1,/C\2,Z’\3>
<eq4> — R g g == <€1,€2,€3,/6\5>
R =<es> ——— R = <&>
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Puesto que &3 un elemento central de h2, la sucesién exacta corta
<&3>=R—§ — h’/R=<2y,6 >
es una extensién central del dlgebra de Lie abeliana h* /R = R2. Asf pues, se tiene un

nuevo diagrama de doble extension:

R = <erez> —— R = <er>

<€3> == R

<a>=R B3 R? = <& >

R=<eo>—— R=<e&>

Luego g es una doble extension iterada de R.

2.3.4 Teorema

Cualquier doble extension de un dlgebra de Lie resoluble es resoluble. Reciprocamente,
cualquier dlgebra de Lie resoluble de dimension > 2 con centro no trivial se obtiene
por doble extension a partir de un dlgebra de Lie resoluble con centro trivial o no.

Demostraciéon La primera afirmacion es evidente. En cuanto a la segunda, si g es
un algebra de Lie resoluble y el centro Z(g) # 0, entonces el cociente de g por un
ideal central de dimensién 1 es un &lgebra de Lie resoluble g de dimensién dim g =
dim g —1 > 1. Luego g/[g, d] es no trivial. Segin la proposicién 2.1.2, el dlgebra de
Lie g es una doble extensién de un algebra de Lie h. Este dlgebra de Lie también es
resoluble, ya que se trata de un ideal de g. O

2.3.5 Observacion

Este proceso se puede iterar salvo si Z(h) =0 6 h = R. Luego cualquier dlgebra de
Lie resoluble de dimensién > 2 con centro no trivial se obtiene por doble extensién
iterada a partir de un algebra de Lie resoluble con centro trivial o de R.

2.4 Sucesién espectral de Hochschild-Serre

El objetivo de los siguientes parrafos es reformular la obstruccién a la doble extension
algebraica por medio de la sucesién espectral de Hochschild-Serre (véase [HS]) aso-
ciada a una sucesién exacta corta de algebras de Lie

0—i—a-Lb=a/i—0.
Para cada a-médulo E (i.e. un espacio vectorial E dotado de una representacién
p:a— End(E) tal que p(X)(e) = X - e), se considera el complejo (A"a* ® E,d) de
las formas diferenciales sobre a con valores en E y la cohomologia H"(a, E) de a con
valores en E (véase §1.3).
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2.4.1 Definicién
La filtracién
FT(/\na* QFE)={we¢ /\"a* ® F / w se anula sobre n — r + 1 elementos de i }

define una sucesion espectral Ey* = H"(a, E), llamada sucesidn espectral de Hochschild-
Serre (véase [HS]). Luego se tiene una descomposicién H"(a, ) = @ E7 y una
filtracién F"(H"(a, E)) = @5, B

n=r-+s

2.4.2 Término Ej

Por definicién, el término Ej estd dado por:

Er,s B Fr (/\T+sa* ® E)
[ Fr+1(/\r+sa* ® E)

Si j es una seccion del morfismo de fibrados vectorial subyacente a ¢ : @ — b, se define
un morfismo de a-moédulos

O FT(/\

Ors(W)( Xy, ..., Xs) (Y1, ..., V) =w(i(X1), ..., i(Xs), (Y1), ..., 4(Y2)

e @E) — N e (N e E)
por

para cada X,..., X, €iy para cada Y7,...Y, € b. Puesto que i es un ideal de a, el
espacio vectorial A"b* ® E de las r-formas 7 sobre b con valores en E estd dotado de
una estructura de i -médulo definida por:

para cada X € iy para cada Yi,...Y, € b. Por paso al cociente, se obtiene un
isomorfismo de complejos

0,5 (By®,dy) — (N 1" @ (0" ® E),dy)

donde d; : A*i* ®@ (N'b* ®@ E) — N7i* @ (AN'0* ® E) es la diferencial relativa a la
estructura de i-mdédulo sobre A"b* @ E (véase §1.3).

2.4.3 Término E;

Segun la observacién anterior, el término F; estd dado por:

By = H(i, \'b* @ E).
Ahora bien, existe un isomorfismo natural de espacios vectoriales
NioNeeEB) =N e (\i*eE)
donde A’i* ® F estd dotado de la estructura de a-médulo definida por:

Lyw(Xy,..., X)) =X -w(X1,...,X,) (2.4)
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para cada X € a y para cada X;p,...X; € i. Puesto que i es un ideal de a, se
comprueba facilmente que:

Lx-d; =di-Lx, VX €.
Luego H*(i, F) estd dotado de una estructura de a-médulo definida por:
Ly [w] = [Lxw] (2.5)

para cada X € a y para cada [w] € H*(i, E). Ahora bien, puesto que Lyw = dixw,
la clase Ly[w] = 0 para cada X € i. Por tanto, el espacio vectorial H*(i, ') es un
b-moédulo. En resumen, se tiene un isomorfismo de complejos

(B di) = (N0 ® H*(i, E)), (~1)°dy)
donde dy : A"b* ® H:(i,E)) — A"t'6* ® H*(i, E)) es la diferencial relativa a la
estructura de b-médulo sobre H*(i, E) (véase §1.3).

2.4.4 Término E,

Por fin, el término F» esta dado por:
Ey®=H"(b, H*(i, F)).
En particular, se tiene que:

Ey° = H"(b, EY)
EY® =H*(i,E)® =H*(i,E)"

2.4.5 Formas puras y componentes puras

En la situacién anterior, la descomposicion del espacio vectorial @ = i@ b induce una
descomposicién

NaooE= @ NvoANi"eoE= @ NaoF

r+s=n r+s=n

donde A™a*® F = A"b* ® A\°1* ® E se denomina espacio de las formas puras de tipo
(r,s). A su vez, la diferencial d se descompone en componentes puras

d=dp1 +dio+ds_1
de bigrado (0,1),(1,0) y (2, —1) que verifican las siguientes relaciones:
d(%,l = d%,fl =0
doadio + diodp1 =0

dio +da,_1dpy +dpada, 1 =0
diody,—1 + do_1d10 = 0.

Gracias a la descomposicion en formas puras, se tiene que:

80



i) El término Ey estd definido por:

(5", do) = (\"'a" @ B, do,).
ii) El término E; estd definido por:

T

Ey* = H™ (0, B) = H(\"a" © B.dy)

y la diferencial d; : E}® — FE;** estd inducida por dyo: para cada forma pura
w e A"a* ® E tal que dyw = 0, se define

dl[a}] = [dl’ow].
iii) El término Fy estd dado por:
Ey® = H'(EY”, dy)

y la diferencial
dy: Ey° — BT

estd definida de la siguiente manera: si [w] € E}*° verifica que d;[w] = [dyow] = 0,
entonces existe € A" la* @ E tal que dyow = dp10 y se define

daf[w]] = [[d2, 10 — d00]].
2.4.6 Proposicién
Una clase [w] € EY* = H*(i, E) pertenece a la imagen del morfismo
i*: H*(a, E) — H°(i, F)
st y solo si las clases
di|w] = da[[w]] = ... = dsy1].-[w]..] = 0.

., , . 0 . . k
Demostracién El término E%* = E.7, es igual a la imagen del morfismo i*. Luego

S

la afirmacién es una consecuencia inmediata de la definicién del término E&l €omo
. . : : js—i+1 .
niicleo de la diferencial d; : E"* — EX* " para 1 <i<s+1. O

2.4.7 Definicién

Una clase [w] € E}* = H*(i, E) se dice b-invariante si [w] € Ey® = H*(i, E)°.

Evidentemente [w] es b-invariante si y sélo si d;[w] = 0.

2.5 Formulacion de la obstruccion por medio de la sucesion
espectral

En este parrafo, se reformula la obstruccién a la doble extensién por medio de la
sucesion espectral de Hochschild-Serre asociada al producto semidirecto h xsR. Dada
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una doble extensién

R—"—§ —"— b
-
e . 26)
o
R R,
se privilegiara la extension central
0-R-Lg g0 (2.7)

de clase [Q2] € H2(§,R) (en lugar del producto semidirecto 0 — § —— g L R0
usado en §1.4 y 2.2). En tal caso, la 2-forma w = i*Q) representa la clase de la
extension central

0—-R—bh—h—0. (2.8)

Luego i* : H*(g,R) — H?(h,R) envia la clase [2] € H?*(g,R) de la extensién cen-
tral (2.7) en la clase [w] € H%(h,R) de la extension central (2.8). Esto prueba la parte
directa del siguiente resultado:

2.5.1 Lema

Sea bty un dlgebra de Lie, w una 2-forma cerrada sobre §y con valores en R y 6 una
derivacion de ). Sea g = B x5 R el producto semidirecto de ) por R definido por 6.
Entonces eziste una doble extension g de by definida por w y 6 st y sélo si la clase
[w] € H?%(h,R) pertenece a la imagen del morfismo i* : H*(g,R) — H?(h,R).

Demostracién Sea [2] € H?(g,R) una clase tal que i*[Q2] = [w]. Entonces las
extensiones centrales

OHRQEZGXWRLGHO y OHRLgiﬁanLﬁHO
estdn relacionadas por el siguiente diagrama conmutativo:

L ™

R

b h
g g

R I1

Ahora bien, puesto que g es un producto semidirecto h X s R, resulta evidente que se
trata de una doble extensién de §. O

2.5.2 Lema

Una clase [w] € H%(h,R) pertenece a la imagen del morfismo i* y sdlo si di[w] = 0.
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Demostracién Como consecuencia de la proposicién 2.4.6, la clase [w] pertenece a
la imagen de i* si y sélo si di[w] = da[[w]] = ds[[w]] = 0. Por razones de dimensién,
las diferenciales dy = d3 = 0 y la condicién se reduce a d;[w] = 0. O

Combinando los lemas 2.5.1 y 2.5.2, se tiene el siguiente teorema de obstruccién:

2.5.3 Teorema

Sea b un dlgebra de Lie, w una 2-forma cerrada sobre §y con valores en R y § una
derivacion de §. Sea g = bh x5 R el producto semidirecto de by por R definido por 6.
Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) existe una doble extension g de by definida por w y por é;
ii) la clase [w] € H?*(h,R) pertenece a la imagen del morfismo
i HP@R) — H2(h,R);
iii) la clase [w] es R-invariante, i.e. la clase [w] pertenece a H*(h, R)¥;
iv) la obstruccion di|w] = 0. O
Puesto que la estructura de R-médulo sobre H%(h,R) estd generada por el endo-

morfismo @(§) : H?(h,R) — H?*(h,R) definido por @(6)([w]) = [aws], la clase
[w] € H%(h,R)¥ si y sdlo si la obstruccién [y, 5] es nula.

2.5.4 Clase de la extension central g

Dada una doble extensién (2.6), la clase de la extension central (2.7) estd representada
por una 2-forma cerrada {2 que se descompone en la suma 2 = €, + {2;; de dos
componentes de tipo (0,2) y (1,1). La primera componente €y se identifica con
la 2-forma cerrada w (propiamente o es la 2-forma pura & de tipo (0,2) tal que
i*© = w). La segunda componente ;1 es igual a la 2-forma pura (, de tipo (1,1)
definida por:

CSO((Xa A):(Y>M>) :/MP(X) —A@(Y), V(Xa A)>(K/’L) Eﬁ
donde ¢ € h* es la primitiva de a,, s que define la doble extensién.

La condicién d;[w] = 0 permite reconstruir la 2-forma cerrada 2 tal que i*Q = w.
En efecto, si la clase dy[w] = [dy ow] € " es nula, entonces existe una 2-forma pura
¢ € AV g* tal que dy pw = —dp1¢. Teniendo en cuenta que w y @ estén identificadas,
se sigue que la 2-forma 2 = w + ( es cerrada. En efecto,

d§) = d071w + dljow + d071< + d27,1w + d1$0< + d27,1< =0
ya que dojw =0, diow + do1¢ =0y do 1w = dy o¢ = d2, 1 = 0.

3 Clasificacidon de las dobles extensiones

El objetivo de esta seccién es clasificar las dobles extensiones de un algebra de Lie b
(usando dos definiciones diferentes de isomorfismo).
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3.1 Dobles extensiones isomorfas
3.1.1 Definicién

Sean g y ¢’ dos dobles extensiones de § definidas por dos 2-formas cerradas w y o’
sobre h con valores en R y dos derivaciones § y ¢' de b respectivamente.

i) Se dice que las dobles extensiones g y g’ son isomorfas si existe un isomorfismo de
algebras de Lie
O:g— ¢

que verifica las siguientes condiciones:

a) el siguiente diagrama es conmutativo:

=)
~
1)
3
=

donde h = § x, R y i’ = X, R son las extensiones centrales de b definidas por las
2-formas cerradas w y w’ respectivamente y el isomorfismo ®; inducido por ® es un
isomorfismo de extensiones centrales

~

R-L .y @ .5
donde g=h xs Ry g = § xs R son los productos semidirectos de f por R definidos
por las derivaciones 6 y &’ respectivamente y el isomorfismo @ inducido por ® es un
isomorfismo de productos semidirectos:

1 Q g

=l
Q)

Q
=

Q)



Las extensiones centrales 6 y 6’ son isomorfas si y sélo si las 2-formas cerradas w y o’
representan la misma clase de H?(h,R) (véase § 1.2.4). Por otra parte, los productos
semidirectos g y @ son isomorfos si y sélo si las derivaciones § y ¢’ representan la
misma clase de H'(h, ), i.e. & — 8 = ad(H) para algtin elemento H € §.

ii) Si los productos semidirectos g y @ coinciden (i.e. si ® es la identidad), se dice que
las dobles extensiones g v g’ son fuertemente isomorfas. En tal caso, las derivaciones
6 y & son iguales.

Los dos siguientes resultados precisan la descripcién de los isomorfismos e isomor-
fismos fuertes de dobles extensiones:

3.1.2 Lema

Sea ® : g — @' un isomorfismo fuerte entre dos dobles extensiones g y @' definidas por
dos 2-formas cerradas w y w' y una derivacion 6. Para cada elemento (X, t,\) € g,
se tiene que:

(X, t,A) = (X, t+ x(X),\) (3.1)
donde x € b* verifica dy = W' —w. En particular, dy =0 si y sdlo siw =w'.
Demostracién Por definicidn, se tiene que ®(X,t,A) = (Po(X,t),A) v $o(X,t) =
(X,t 4+ x(X)) para cada elemento (X,¢,A) € g. Ahora bien, segin la descripcién de

los isomorfismos de extensiones centrales (véase el lema 1.2.4.2), la 1-forma x € b*
verifica que dy = ' —w. O

3.1.3 Lema

Sea @ : g — ¢’ un isomorfismo entre dos dobles extensiones g y ¢ definidas por dos
2-formas cerradas w y W' y dos derivaciones 6 y 8. Para cada elemento (X, t, \) € g,
se tiene que:

(X, t,\) = (X +e(N),t+ x(X),\) (3.2)
donde x € b* wverifica dy = W' —w ye : R — b es una aplicacion lineal tal que
&' — 6 =—ad(e(1)). En particular, dxy =0 si y sélo siw =w" ye(l) € Z(h) si y sdlo
sid=19".

Demostracién Para cada (X,t,\) € g, se tiene que @o(X,t) = (X,t + x(X)) v
B(X,\) = (X +2(N),\). Como en el caso anterior, segtin el lema 1.2.4.2, el isomor-
fismo ®, es un isomorfismo de extensiones centrales si y sélo si la 1-forma y € A h*
es una primitiva de w’ — w. Por otra parte, el isomorfismo ® es un isomorfismo de
productos semidirectos si y sélo si

es igual a
[6(*){7 0)’ 6(07 1)] = [(X’ O)v (5(1)7 1)] = ([X7 6(1)] - 6/(X)7 0)’
es decir, si ¢'(X) — 6(X) = —ad(e(1))(X) para cada X € . O
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3.2 Clases de isomorfia e isomorfia fuerte

Para cada élgebra de Lie b, se denota DEzt[h] el conjunto de las clases de isomorfia
fuerte de dobles extensiones de h y DExt(h) el conjunto de las clases de isomorfia de
dobles extensiones de fj. De manera evidente, se tiene una proyeccién natural

p: DExt[h] — DExt(h).
Como consecuencia de los lemas 3.1.2 y 3.1.3, las aplicaciones
k : [g] € DExt[h] — ([w],8) € H*(h,R) x Der(h)

y
ko [g) € DExt(h) — ([w][6]) € H*(h,R) x H'(h,h)

estdn bien definidas y hacen conmutativo el siguiente diagrama:

DExt[h] R, H%*(H,R) x Der(h)
P id X Po
DEst(h) — L H2(H,R) x H'(h,b)

donde py denota la proyeccién canénica de Der () sobre H'(f,h) = Der(h)/ad(h).
Las fibras £~ '([w],6) y K7'([w], [6]) se denotarén DExt ) 5)[h] v DExt (s (h).-

Sean

2
a: Der(h) — End(/\ b*) y  @: Der(h) — End(H?*(h,R))
las representaciones (1.6) y (1.7) del §1.3. Por construccién, la clase
a(@)(wl) = [a(6)(w)] € H*(h,R)

es la obstruccién a la doble extensién de h definida por w y §. Ademas, segun el
lema 1.3.3, la representacién @ pasa al cociente en una representacién

a:H'(h,h) — End(H*(h,R)).
Si
(H*(§,R) x Der(h))s—o = { ([], 8) € H*(§,R) x Der(h) /a(8)([w]) =0}

(H?(h,R) x H'(h,5))a_0 = { ([w], [8]) € H*(h,R) x H'(h,h) /a([6])([w]) =0},
el teorema de obstruccion 2.2.2 garantiza que las aplicaciones
# : DExt[h] — (H*(h,R) x Der(h))a=o

y

R DExt(h) — (H*(h,R) x H'(h,h))a
estdn bien definidas y son sobreyectivas. Estas aplicaciones se usaran para reducir la
clasificacion de las dobles extensiones de § a la clasificacién de las dobles extensiones
definidas por una 2-forma cerrada w € A? h* y una derivacién § € Der(h).
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3.2.1 Espacios de primitivas

Sea P, el conjunto de las primitivas de la 2-forma cerrada a,s = a(d)(w) que
representa la obstruccién a la doble extensién de § definida por w y 6. Segin el
teorema 2.2.2, cada primitiva ¢ € P determina un doble extensién g, de f definida
por w y 6. Por tanto, se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

Dw,é

p€Pus l9,] € DExt(,.6)[b]
~ l p
Dw 6

(9] € DEwt(),))(h)-

)

Si las 2-formas cerradas w y w’ representan una misma clase de H?(h, R), entonces
existe una l-forma x € h* tal que ' —w = dy. Esto permite definir una biyeccién
¢y : Pus — P s por:

o lp) =@ +ald)(x) = ¢+ x6

para cada ¢ € P,s. En efecto, la identidad

a(8) (W) — a(d)(w) = a(d)(dx) = d(a(8)(x)) = d(x-0)

garantiza que ¢ + x-0 pertenece a P,/ 5. Por otra parte, las dobles extensiones g,
(definida por w y 6) ¥ gyty-s (definida por w’ y 6) son fuertemente isomorfas: segin

el lema 3.1.2, la aplicacién ® : g, — g4y definida por
O(X, 1, A) = (X, t+x(X),A),  V(X,t,A) €,

es un isomorfismo fuerte de dobles extensiones. Por tanto, el siguiente diagrama es
conmutativo:

C
Pw,6 . Pw',&
D& D s
DExt (1,6 0]

y las aplicaciones D, s son sobreyectivas.

De forma andloga, si las derivaciones 6 y ¢ representan una misma clase de
H'(h,h), entonces existe un elemento H € b tal que &' —§ = ad(H). En este caso, se
define una biyeccién cy : P, s — P POI:

cr(p) = ¢ —ipw
para cada ¢ € P,s. En efecto, la identidad

a(0)(w) — a(d)(w) = alad(H))(w) = —d(inw)
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(véase la prueba del lema 1.3.3) garantiza que ¢ — igw pertenece a P, s. Por otra
parte, las dobles extensiones g, (definida por w y 6) y gy—i,w (definida por w y 6) son
fuertemente isomorfas: segun el lema 3.1.3, la aplicacién ® : g, — gp—i,. definida
por &(X,¢,A) = (X — AH,t,\) es un isomorfismo de dobles extensiones. Por tanto,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

wé’
k/wé’

DEmt (W), 5])

Por otra parte, el siguiente diagrama es conmutativo:

S
Pw,é Pw’ﬁ
Cy l l Cy
&
X
Pw,ﬁ’ Pw’,6’~

En efecto, para cada ¢ € P, , se tiene que:

cxecr(Q) —caecy (@) = ¢ —igw+ x0" — (o + x-0 —igw’)
Xo(6' = 6) —ig(w —w)

xcad(H) —igdy

- 0.

Combinando los dos diagramas anteriores, se obtiene un nuevo diagrama conmutativo:

CHg-C
Pus . Pur s
\ / w/ 5
DExt(), 5 f]

De nuevo, se deduce que las aplicaciones D, s son sobreyectivas.

3.3 Teorema de clasificacién salvo isomorfismo fuerte

El conjunto P, s estd dotado de una accién natural
H' (5, R) x Pos — Pus
definida por:
Me=e+v
donde cada clase [y] € H'(h,R) se identifica con la 1-forma cerrada v € h*. Puesto

que esta accién es libre y transitiva, el conjunto P, s estd dotado de una estructura
de espacio afin sobre H'(h, R). La accién de H'(h, R) sobre P, s pasa al cociente una
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accion transitiva
H'(h,R) x DExt(6)[0] — DExt(e) 5[]
definida por:
[V]-[8e] = [g++]

y DExt (), [b] hereda una estructura de espacio afin.

3.3.1 Proposicién

Sean by un dlgebra de Lie, w un 2-forma cerrada sobre ) con valores en R y 6 una
derivacion de . El espacio afin DExt s [h] de las clases de isomorfia fuerte de
dobles extensiones de by definidas por w y 6 es isomorfo al espacio afin

H'(h, R)
Ima(6)

donde Ima(6) es la imagen del endomorfismo @ (6) : H'(h,R) — H'(h,R) definido
por a(8)([7]) = [y-0].

Demostracién Puesto que la aplicacion D, s : P, s — DExt (L6 [h] es sobreyectiva,
la prueba se reduce a determinar cuando dos dobles extensiones g, y g+ definidas
por dos elementos ¢ y ¢ + v de P, s son fuertemente isomorfas. Ahora bien, como
consecuencia del lema 3.1.2, se tiene que g, ¥ g,+~ son fuertemente isomorfas si y
solo si v = -6 para alguna 1-forma cerrada xy € h*. Por tanto, la isotropia de la
accién de H'(h, R) sobre DEwt((,s[h] coincide con la imagen del endomorfismo @(6)
de H'(h,R). O

Combinando las observaciones iniciales sobre DExt[h] y la proposicién 3.3.1, se
tiene el siguiente resultado:

3.3.2 Teorema
Para cada dlgebra de Lie by, se tiene una proyeccion natural
K : DExt[h] — (H?*(h,R) x Der(h))a=o

del conjunto DExt[fh] de las clases de isomorfia fuerte de dobles extensiones de
sobre el conjunto (H?*(h,R) x Der(h))a=o de los pares ([w],8) € H%(h,R) x Der(h)
tales que a(6)([w]) = [aws] = 0. Para cada par ([w],6) € (H?*(h,R) x Der(h))a=o, la
fibra DExt(1.6[b] es isomorfa al espacio afin H'(h,R)/Ima(). O

3.3.3 Corolario

Si la derivacion 6 es inversible, entonces f) posee una tunica doble extension definida
por & salvo isomorfismo fuerte. O]

Sea ® : g, — g, un isomorfismo fuerte entre dos dobles extensiones de fj definidas
por dos 2-formas cerradas w y «’ y una derivacién . Segin la proposicién 3.3.1, se
tiene que:
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¢ —p=a(d)(x) = xo
donde x € bh* verifica dx = w' —w. Por definicién, g, y g, son productos semidirectos
definidos por dos derivaciones A, y Ay de una misma algebra de Lie 6 Estas dos
derivaciones estan relacionadas por A, -®g = $g-A,,.

Por otra parte, g, y g, son extensiones centrales de una misma édlgebra de Lie g
definidas por dos 2-formas cerradas €2, y €. Estas dos formas se descomponen en
formas puras

Q¢:@+C¢ y QW/:(D/+C¢/
donde las componentes puras de tipo (0, 2) se identifican con w y w’ y las componentes
puras de tipo (1,1) estdn definidas por:

Co((X,N), (Y, ) = pp(X) = Ap(Y) vy Cu((X,A), (Y1) = ' (X) = A/ (Y)
para cada par X,Y € b y cada par A, u € R. Se sigue que:
Qq,/—QLP = @/+<¢/—(@+C¢,)
= -0+ —(
d(),lf( + (4,0'—&?
= do1X + Cyes
= do1X + dioX = dX

donde ¥ € A" g* vy doaX € A%?g* se identifican con x € h* y dxy € A?h* respecti-
vamente. Obsérvese que esta aproximacién proporciona una prueba alternativa de la
proposicién 3.3.1.

3.4 Teorema de clasificacién salvo isomorfismo

Como en el apartado anterior, la accién de H'(h,R) sobre P, s pasa al cociente en
una accién de H'(h,R) sobre el conjunto DExt (s (h) de las clases de isomorfia de
dobles extensiones de § definidas por w y 6. La demostracion del siguiente resultado
es analoga a la demostracion de la proposicion 3.3.1:

3.4.1 Proposicién

Sean h un dlgebra de Lie, w un 2-forma cerrada sobre ) con valores en R y 6 una
derivacion de fy. Entonces existe una biyeccion entre el conjunto DExt(, ) (h) de
las clases de isomorfia de dobles extensiones de b definidas por w y 6 y el espacio afin
H'(h,R)
Ima(6) + igmw

donde iz@mw es el espacio vectorial de las 1-formas cerradas izw determinadas por
los elementos Z de Z(h).

Demostracién De nuevo, puesto que la aplicacion lA)W; : Pus — DExt()s)(h) es
sobreyectiva, la prueba se reduce a caracterizar los elementos ¢ y ¢ 4+ v de P, s que
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definen dobles extensiones g, ¥ g,+ isomorfas. En este caso, como consecuencia del
lema 3.1.3, se tiene que g, ¥ g+ son isomorfas si y sélo si v = x-0 —igw para alguna
1-forma cerrada y € h* y algin elemento H € Z(h). Por tanto, la isotropia de la
accién de H'(h, R) sobre DExt(,s)(h) es igual a la suma de Ima(6) y de iz@pw. O

3.4.2 Teorema

Para cada dlgebra de Lie b, se tiene una proyeccion natural
K DExt(h) — (H*(h,R) x H'(h,h))5-

del conjunto DExt(h) de las clases de isomorfia de dobles extensiones de Yy sobre el
conjunto (H*(h,R)x H'(h,b))~_, de los pares ([w], [6]) € H*(h,R)x H (b, b) tales que
G([6))([]) = laws] = 0. Para cada par ([o], [8]) € (FH2(5,R) x H(8,6))a_, la fibra
DExt e (h) es isomorfa al espacio afin H' (b, R)/Ima(6) + iz Sila derivacion
6 es cohomdloga a una derivacion inversible, entonces el espacio DExt () 5)(h) se
reduce a una unica clase de isomorfia de dobles extensiones. O

Sea ® : g, — g, un isomorfismo entre dos dobles extensiones de fj definidas por
dos 2-formas cerradas w y w’ y dos derivaciones 6 y 8’. En este caso, se tiene que:

¢ —p=a(d)(x) —igw = x-0 —igw’

donde dy =w' —w y ad(H) = §' — 6. Las algebras de Lie g, y g, son las extensiones
centrales de dos algebras de Lie g, y g, definidas por dos 2-formas cerradas €2, y Q
El isomorfismo ® induce un isomorfismo @ : g, — g, tal que ®(X, /\) (X —)\H, /\)
para cada X € b y cada A € R. Luego las 2-formas cerradas ), y [y 2,y representan
una misma clase de H*(g,, R). Como en el caso de los 1som0rﬁsmos fuertes se tiene
que:

(I)*Qw’ -Q, = CD:(A + Qp’); @+ Cw)
<I> =0+ (y—Cp

0+ -+ Dy —

dO,lX + Qin’ + Cw’ﬂp
do1X + Cyes

do1X + dioX = dX.

donde &', @ y X son las 1-formas puras de tipo (0, 1) definidas por w’, wy x.

3.5 Dobles extensiones e isomorfismos de algebras de Lie

Resulta natural preguntarse qué algebras de Lie se pueden obtener por doble extension
a partir de un dlgebra de Lie ). En la siguiente seccion, se dard una solucion completa
en el caso particular de dimensién 4. Aunque es posible resolver el problema general
(y de hecho, se indicard cémo hacerlo), este caso particular serd resuelto de manera
més simple por medio de la accién del grupo Aut(h) de los automorfismos de b sobre
los espacios DEzt[h] y DExt().
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Cada automorfismo ¢ € Aut(h) induce un automorfismo 1* del complejo (A™h*, d)
(resp. (A"h* ® B, d)) y éste induce un automorfismo * de la cohomologia H"(h, R)
(resp. H"(h,h)). Paracadaw € A" h* (resp. w € A" §*®b), se define v*w(X7, ..., Xi)
= wW(Xy),...,v(Xg)) (resp. v*w(Xi,...,Xp) = v HwW(Xy),...,¥(X))) para
cada X1,... Xy € hh. De esta manera, se obtienen dos acciones

Aut(h) x H*(h,R) — H*(h,R) v Aut(h) x H'(h,h) — H'(h,h).

La segunda accién estd inducida por la accién de Aut(h) sobre Der(h) definida por
conjugacion, i.e. 1*(8) = 1181 para cada ¢ € Aut(h) y cada 6 € Der(h).

Dada una doble extensién

R b b
[
A

definida por una 2-forma cerrada w € A? § y una derivacién 6 € Der(h), el automor-
fismo 1 : h — b induce una doble extension

R U*h )

| | |

R vg U g
| |
R R

donde ¢*h = Xy+w R es la extension central definida por la 2-forma cerrada ¥*w y
WE = b x4+ R es el producto semidirecto definido por la derivacién ¢*(§) = ¢=-61).
Obsérvese que la obstruccién a la doble extension ¢*[a,,s] € H*(h, R) es nula, ya que
la obstruccién [a, 5] € H*(h, R) es nula. Por otra parte, se consideran los isomorfismos
de dlgebras de Lie

R hx, R ) h —— hxsR R
I o e v v I
R hxpwR —— B h ——— hxypsR —— R

definidos por ¥o(X,t) = (¥(X),t) y U(X,\) = (¢¥(X),A) donde X € hy t, A € R.
El isomorfismo ¥y se extiende en un isomorfismo de algebras de Lie ¥ : g — ¥*g que
se proyecta sobre W.
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Como consecuencia de lo anterior, se tiene una accion
Aut(h) x DEzt[h] — DExt[h)

definida por v.[g] = [¢*g], donde [1)*g] € DExt(y+(u)uw+5)[h] si [g] € DExt(6[h]. De
manera analoga, se tiene una accién

Aut(h) x DExt(h) — DExt(h)

definida por v.[g] = [¢"g], donde [)*g] € DExt(y+w)p-(e)) () si [9] € DEwt (g5 ().
Entonces la proyeccion

i DExt(h) — (H*(5,R) x H'(h,h))~,

es equivariante respecto de la accién de Aut(h) sobre DEzt(h) y H?(h,R) x H'(h,h).
Puesto que las algebras de Lie g y ¥*g son isomorfas, queda probado el siguiente
resultado:

3.5.1 Proposicién

Sea DAlg(h) el conjunto de las clases de isomorfia de dlgebras de Lie que son doble

extensidn de Y. Entonces existe una aplicacion sobreyectiva de DExt(h)/Aut(h) en
DAlg(h). O

Como consecuencia de la equivarianza de kK, se tiene el siguiente resultado:

3.5.2 Corolario

Si g es una doble extension de b definida por una 2-forma cerrada w € N> b y una
derivacion & € Der(h), el dlgebra de Lie subyacente sélo depende (salvo isomorfismo)
de la clase de conjugacion de 6 por los automorfismos de ty. O

Si la doble extensién g esta definida por una primitiva ¢ de «,, 5, entonces g es
isomorfa al producto semidirecto  x o R donde

A(X, 1) = (8(X),0(X)), VXebh, VteR.

Cada automorfismo ¥ : h — b se levanta en un isomorfismo de dlgebras de Lie
Uy 1 b Xy R = b X, R cuya restriccién a R es la identidad. De manera andloga,
¥ : h — b se extiende en un isomorfismo de algebras de Lie U : f xys R — h x5 R
que se proyecta en la identidad sobre R. De hecho, segin la prueba del teorema 3.5.1,
estos isomorfismos provienen de un isomorfismo de algebras de Lie ¥ : ¥*g — g.
El dlgebra de Lie ¥*g es isomorfa al producto semidirecto 6 Xyza Ry la derivacion
UiA = Ut AWy estd dada por WEA (X, 1) = (*6(X),9*p(X)) para cada X € by
cada t € R. En resumen, se tiene el siguiente resultado:
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3.5.3 Corolario

En las condiciones anteriores, el dlgebra de Lie g solo depende de la clase de conju-
gacion de A por los automorfismos de fy. O

Para caracterizar las dlgebras de Lie que se obtienen por doble extension a partir
de B, se precisan los dos siguientes resultados:
3.5.4 Proposicién

Sean h x, R y h x R dos extensiones centrales de §y. Un automorfismo v : h — §
se levanta en un isomorfismo

R hx,R b
Yo Wy | | v
R h xR h

si y sélo la clase [w] € H*(h,R) es un miiltiplo de la clase ¢¥*[w'] € H?(h,R) donde el
factor de multiplicidad es igual a a = ¢g(1). O

3.5.5 Proposicién

Sean h xs R y h x5 R dos productos semidirectos de ) por R. Un automorfismo

¥ h — b se extiende en un isomorfismo

b -~ h xs R R
Y | g | %
R

h—— hug R

si y solo si la clase [6] € H'(h,b) es un maltiplo de la clase ¢*[¢8'] € H'(h,h) donde
el factor de multiplicidad es igual a b= 1,(1). O

Una doble extensién g definida por una 2-forma cerrada w € A? b y una derivacién
6 € Der(h) es simultdneamente una extensién central g = g xq R y un producto
semidirecto g = 6 xa R. Teniendo en cuenta que los factores de multiplicidad cor-
responden a la eleccién de dos bases a y b de R, las proposiciones 3.5.4 y 3.5.5
garantizan que el dlgebra de Lie subyacente estd completamente determinada por las
6rbitas de [Q] € H2(G,R) y de [A] € H'(h,§) por las acciones de Aut(g) y de Aut(h)
respectivamente.

4 Dobles extensiones de dimension 4

El objetivo de esta seccién es dar una lista de las algebras de Lie de dimensién 4
que admiten una estructura de doble extensién y describir dichas estructuras salvo
isomorfismo fuerte.
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4.1 Algebras de Lie de dimension < 4

Para determinar qué algebras de Lie poseen una estructura de doble extensién, se
recuerda la lista de las dlgebras de Lie de dimensién < 4 (véase [OV]):

Dimension 1. La tnica algebra de Lie es el dlgebra de Lie g1 = R que se integra en
el grupo de Lie R.

Dimension 2. En este caso, las unicas dlgebras de Lie son:

i) el algebra de Lie abeliana g2 = R? que se integra en el grupo de Lie R?;

ii) el dlgebra de Lie affn go = af f(R) que se integra en el grupo afin Af f+(R).

Puesto que las algebras de Lie de dimensién 2 son resolubles, las dobles extensiones de
dimensién 4 son resolubles segin el teorema 2.3.4 (véase también la proposicion 4.2.1).
Asi pues, las listas de dimensién 3 y 4 se limitaran a las algebras de Lie resolubles.

Dimensiéon 3. A continuacién, se da una lista de las dlgebras de Lie resolubles
de dimensién 3 que excluye las extensiones triviales de R? y af f(R). Para ello, se
seguird usando la notacién de [Ve]. Junto con los grupos de Lie 1-conexos que integran
estas dlgebras de Lie, se explicitan las posibles estructuras de extensiéon central o de
producto semidirecto:

i) El dlgebra de Lie g3, es el dlgebra de Lie h* del grupo de Heisenberg H? (descrito
en §2.4.5) determinada por el corchete [e1,e5] = e3. Se trata de la tinica extensién
central no trivial de R%. La descripcién del corchete de Lie prueba también que g3,
es el producto semidirecto R? x5 R definido por la derivacién

01
= (50)
ii) El algebra de Lie g3 2() estd determinada por los corchetes de Lie no nulos:

[e1,ea] = e
ler,es) = aes, a€R

El dlgebra de Lie g32(0) es isomorfa al producto g2 X g1 = aff(R) x R. Sia #0, el
lgebra de Lie g32(c) es el producto semidirecto R? x5 R definido por la derivacién

10
Obsérvese que los paramétros o y i determinan algebras de Lie isomorfas. Este

algebra de Lie se integra en el producto semidirecto R? x, R definido por la repre-
sentacién p : R — Aut(R?) dada por:

et 0
p(t) = eté = ( 0 eat )
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para cada t € R. Si o = —1, este grupo se denota Sol® y su 4lgebra de Lie sol®.
iii) El élgebra de Lie g3 3 estd determinada por los corchetes de Lie no nulos:
[61, 62} = €2 + €3
e1,e3] = e3

Se trata del producto semidirecto R? x5 R definido por la derivacién

= (1)

El grupo de Lie 1-conexo que integra este algebra de Lie es el producto semidirecto
R? x, R definido por la representacién p : R — Aut(R?) dada por:

t t
s [ e te
= =( 5 )

iv) El algebra de Lie g3 4(c) esta determinada por los corchetes de Lie no nulos:

[e1,e0] = ey —e3
[61763] = €9+ aes, aceR

Se trata del producto semidirecto R? x5 R definido por la derivacién

a —1
que se integra en el producto semidirecto R? x, R definido por la representacién
p: R — Aut(R?) dada por:

p(t) = ot — pot ( cost —sent >

sent cost

El dlgebra de Lie g34(0) es el dlgebra de Lie del grupo de las isometrias del plano
euclideo R? que conservan la orientacién. Este grupo es el producto semidirecto de
C por S* respecto de la accién natural de S* sobre C.

Para completar esta lista, hay que anadir las dlgebras semisimples su(2) y sl(2, R).
La primera es el algebra de Lie de SU(2) = S3 y la segunda es el dlgebra de Lie de
SL(2,R) o del grupo PSL(2,R) = SL(2,R)/{I,—I} de las transformaciones lineales
fraccionales
az+b

d—bc=1
cz+d “ ¢

zeH— cH

)

es decir, las isometrias del plano hiperbdlico H = {z € C/Imz > 0} que conservan
la orientacion.

Dimension 4. Como en el caso anterior, sélo se da una lista de las algebras de
Lie resolubles de dimensién 4 (véase [Ve|, pags. 180-182) de la que se excluyen las
extensiones triviales de las algebras de Lie resolubles de dimension < 3:
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Tabla 1. Algebras de Lie resolubles de dimensién 4
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4.2 Condiciones necesarias y suficientes en dimensién 4

En este parrafo, se agrupan diferentes condiciones necesarias y suficientes para la
existencia de una estructura de doble extensién sobre un dlgebra de Lie de dimension
4. En primer lugar, se precisa la naturaleza de las dlgebras de Lie de dimensién 4 que
son doble extension de algin dlgebra de Lie de dimensién 2:

4.2.1 Proposicién

Un dlgebra de Lie g de dimension 4 es doble extension de un dlgebra de Lie by de
dimension 2 si y solo si g es resoluble con centro no trivial.

Demostracién Si g es una doble extensién de R? 6 de af f(R), entonces g es resoluble.
Ademads g contiene un ideal central. Reciprocamente, segtin el teorema 2.3.4, un
algebra de Lie resoluble con centro no trivial es una doble extensién de R? 6 de

af f(R). O

Por analogia con las dobles extensiones simplécticas (véase la proposicién 1.6.3),
se tiene el siguiente resultado:

4.2.2 Proposicién

Sean by un dlgebra de Lie de dimension 2, w una 2-forma cerrada sobre fj con valores
en R y & una derivacién de Y. Entonces la obstruccion [a, 5] € H*(h,R) es nula si
y sélo si la clase [w] € H*(h,R) es nula 6 la traza tr(8) de 6 es nula. De manera
precisa,

i) si h = R?, la obstruccion (o, s) = 0 si y sélo siw =0 6 tr(5) = 0;

ii) sih =aff(R), la obstruccion oy s] = 0.

Demostracién Procediendo de la misma manera que en el caso simpléctico (véase
la prueba del lema 1.6.2), se tiene que o, s = tr(6)w. Luego la obstruccién [, 6] =
tr(6)[w] y la primera afirmacién resulta evidente. En el caso (i), basta observar que

las clases de H%(R?,R) se identifican con las 2-formas cerradas sobre R2. En el caso
(41), la afirmacién es una consecuencia de la condicién H?(af f(R),R) = 0. O

Sih = R?, las 2-formas cerradas sobre f son multiplos reales de la forma simpléctica
canénica y las derivaciones de fj son endomorfismos de R%2. Ademés las 2-formas cerra-
das y las derivaciones se identifican con las respectivas clases en H?(h,R) y H'(h, ).
El siguiente resultado constituye una adaptacién de los corolarios 3.5.2 y 3.5.3:

4.2.3 Proposicién

Sea g una doble extension de R? definida por una 2-forma cerrada w y un endomor-
fismo
5= b11 b1z
621 022
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FEntonces el dlgebra de Lie subyacente sélo depende (salvo isomorfismo) de la condicion
w=00d6w#0ydela forma candnica de Jordan del endomorfismo 6. Siw = 0,
entonces g es isomorfa a un producto semidirecto R> xa, R definido por un endomor-
fismo

011 012 0
A‘P = b1 020 0
o1 w2 O

de R® y estd completamente determinada (salvo isomorfismo) por la forma candnica
de Jordan de A,. O

Para determinar las dlgebras de Lie de dimensién 4 que son doble extensién de R?,
se puede reducir cada derivacién ¢ a su forma candnica de Jordan, es decir, basta
considerar las siguientes derivaciones (que son precisamente las que aparecen en la
lista de dimensién 3):

0 0 01 10 11 o —1
0 0 00 0 « 01 1 o
donde |a|< 1y a’ > 0. Enel caso h = af f(R), la caracterizacién es mds simple, ya

que H*(af f(R),R) =0y H'(aff(R),aff(R)) = Der(aff(R))/ad(aff(R)) = 0.
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4.3 Dobles extensiones de dimensién 4

El objetivo de este parrafo es describir las algebras de dimension 4 que se pueden
obtener por doble extensién a partir de g2 = R? 6 de go = aff(R). A lo largo del
pérrafo, se usard la notacién de [Ve] (en particular, la escritura g = R). De acuerdo
con la proposicién 4.2.1, se trata de las algebras de Lie resolubles con centro no trivial.
Antes de dar una lista, se dan dos tablas preliminares: la primera incluye las algebras
de Lie de dimensién 3 que admiten una estructura de extension central y la segunda
aquellas que admiten una estructura de producto semidirecto:

g2 X g1

w#0 g31 g2 X g1

Tabla 2 Algebras de Lie h 22§ x,, g

§=0 o3 g2 X g1

‘5:(00) 93,1 g2 X g1

1
= (o g) 93,2(a) g2 X th

5:(01) 933 g2 X g1

§=(73)| g4l g2 X g1

Tabla 3. Algebras de Lie g = b x5 g1
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La siguiente tabla incluye las algebras de Lie de dimensién 4 que se obtienen por
doble extensién a partir de g7 = R? 6 de g2 = af f(R). Cada fila corresponde a la
extension central de partida que se denota 6 = h X, g1 v se indica en la columna
situada a la izquierda. Si h = g%, entonces el dlgebra de Lie G es isomorfa a g3 6
gs1 dependiendo de la condicién w = 0 6 w # 0. Si h = go, entonces el algebra de
Lie H es isomorfa a la extensién trivial g X g;. Las columnas indican el producto
semidirecto de partida que se denota g = § x5 g; y se indica en la fila superior. En
el caso h = g?, esta lista tiene en cuenta la reduccién de la derivacién 6 a su forma
canénica de Jordan. Por ultimo, fijada una base {e1, e} de h y la base dual {e7, e}}
de h*, se denota ¢ = @€} + pq€; la primitiva de a,, s que define la doble extensién.

1 2 3 4 5 6
9? 931 93,2(04) 933 93,4(04) g2 X g1
0<pi<1 0<a
g | g x@sn | 93200) x @
si ©=0 si p1=0 si a=0 Y ¢=0
1 gt @931 X g1 943 a4 U3 X 01 | gza(a) X g
si p#£0 si ¢1#0 sl a=0y ¢#0
93,2(04) X g1
si a#0
2| @31 931 X g1 043 040(0) g111(0)
si a=—1 si a=0
go X 9%
3| g2 X g sl p1=0
944
Si 170

Tabla 4. Dobles extensiones de dimension 4
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1. Caso h) = gt

Segun la proposicién 4.2.2; la obstruccién a la doble extension es nula, ya que el
dlgebra de Lie ) = g? y la 2-forma cerrada w = 0. Cualquier doble extensién g es
isomorfa a un producto semidirecto g3 x A, @1 definido por un endomorfismo de R3

b1 612 0
A<P = 621 622 0
w1 2 0
donde 6 = ( gi ZZ ) es un endomorfismo de R* y ¢ = (¢1,¢2) es un elemento

de R? que se identifica con una 1-forma cerrada sobre g?. Esto significa que g posee
una base {ej, ez, e3,e4} tal que {e1,es,e3} es una base de g3 y los corchetes de Lie
les, e;) = Ay(e;) para i = 1,2,3. Para determinar qué algebras de Lie se obtienen de
esta manera, el endomorfismo A, se puede reducir a su forma canénica de Jordan.

Subcaso 1.1

La doble extensién g estd definida por un endomorfismo

0 0 0
A,=[ 0 00
w1 2 0

Si ¢ = 0, el dlgebra de Lie g es isomorfa a gi. Si ¢ # 0, la forma canénica de Jordan
de A, es igual a

000
A=]10 00
010
y el dlgebra de Lie g es isomorfa al producto semidirecto g3 xa g;. Puesto que el
tnico corchete de Lie no nulo estd dado por [eq, ea] = e3, se tiene que g = g1 X g31.

Subcaso 1.2

En este caso, la doble extension g esta definida por un endomorfismo

0 1 0
A,=| 0 0 0
p1 2 0

Si ¢1 =0, la forma candnica de Jordan de A, es igual a



y de nuevo g = g3 x gi. Si ¢y # 0, la forma canénica de Jordan de A, es igual a
000
A=[1 00
010

ya que los autovalores de A, son nulos y la dimensién del nicleo es 1. Por tanto,
el algebra de Lie g es isomorfa al producto semidirecto g} xa g1 = g3 (ya que los
tnicos corchetes de Lie no nulos son [eq, e1] = €5 y [e4, €3] = €3).

Subcaso 1.3

La doble extension g estd definida por un endomorfismo

1 0 0
Ay=( 0 o 0
w1 2 0

donde | o [< 1. Si @ = 0, entonces los autovalores de A, son 1, 0 y 0. En esta
situacién, hay dos casos posibles:

i) si g =0, la forma candnica de Jordan de A, es igual a:
100
A=]10 00
000

y el dlgebra de Lie g es isomorfa a g3 xa g1 = g32(0) x g1 = go x g7 (ya que el tinico
corchete de Lie no nulo es [eq, e1] = €7);

ii) si ¢ # 0, la forma canénica de Jordan de A, estd dada por:
100
A=10 00
010

y g es isomorfa a g3 xa g1 = gs4 (ya que los tnicos corchetes de Lie no nulos son
[es, e1] = €1y [es, ea] = e3).

Si a # 0, el endomorfismo 6 es inversible. Segun el corolario 3.3.3, la doble extensién
es unica. De esta forma, el dlgebra de Lie g es isomorfa a gsa(a) X g1 (ya que ¢ =0
es una primitiva de la obstruccién a la doble extensién).

Subcaso 1.4

1 . . , .
01 )¢ inversible y sélo existe una doble exten-
sién g. Por la misma razén que en el caso anterior, el dlgebra de Lie g = g3 X g;.

De nuevo, la derivacion 6 = (
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Subcaso 1.5

«Q

-1 . . . .
1 o ) también es inversible y la tnica doble

En este caso, la derivacién 6 = <

extensién es isomorfa a g3 4() X g1.

2. Caso ) = 931

Puesto que h = g2 y la 2-forma cerrada w # 0, la obstruccién a la doble extensién
es nula si y sélo si la traza tr(§) = 0 segiin la proposicién 4.2.2. En tal caso, cualquier
doble extensién g es isomorfa al producto semidirecto gz xa, g1 definido por una
derivacion A, de g3;. Este dlgebra de Lie posee una base {e1,es,e3,e4} tal que
{e1,e2,e3} es una base de gz (donde {e, e2} es una base de g? y e3 es un elemento
central) y los corchetes de Lie [eq, ;] = Ay (e;) para cada i = 1,2,3. En funcién de
esta base, la derivacién Ay se expresa:

011 012 0
A‘P = b1 620 O
w1 @2 0

Subcaso 2.1

Si § = 0, entonces tr(6) = 0 y se puede construir una doble extensién g. La
derivacion Ay que define esta doble extensién esta dada por

0 0 O
A, = 0 0 0
w1 w2 0
Luego los corchetes de Lie no nulos estan dados por:
[617 62] = _W(el, 62)63
[€4> 61] = P1€3
lea,ea] = P2€E3.
Sustituyendo ey por ey + w(:fm)el - w(::@)(fg y e3 por —w(eq, e)es, se obtiene una

nueva base (denotada de la misma manera) tal que
e1, e2] = €3

es el tnico corchete de Lie no trivial. Por tanto, el dlgebra de Lie g = g3; X g;.

Subcaso 2.2
Puesto que la traza de la derivacion § = 8 é es nula, la obstruccion a la
doble extensién es nula. Una doble extension g estd determinada por una derivacion
0 1 0
A,=1 0 0 0
w1 w2 0
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y los tnicos corchetes de Lie no nulos son

[617 62] = *w(eh 62)63
[€4> 61] = P1€3
[64, 6’2] = €1 —+ P2€3.
Sustituyendo ey por eg + w(;’fez)el - w(cffez)eg y e3 por €3 = —w(ey, e)es, los corchetes
de Lie no nulos se reducen a los corchetes:
[617 62] = €3
[es,€2] = €.
Se sigue que g =2 gy 3.
Subcaso 2.3
. 1 . o
La traza de la derivacién 6 = < 0 ) es nula si y sélo si « = —1. Luego la

obstruccion a la doble extensién es nula si y sélo si

- (1 0).

En tal caso, existe una unica doble extension g, ya que la derivacién es inversible.
Ademads, como en los casos anteriores, se puede suponer que ¢ = 0. Por tanto,
el algebra de Lie g es isomorfa al producto semidirecto gs; X a, g1 definido por la
derivacién

1 0 0
Ao=|0 =10
0 0 0

Este dlgebra de Lic es isomorfa a g49(0).

Subcaso 2.4

En este caso, no existe ninguna doble extension ya que la traza de 6 = < (1) 1 )
no es nula.
Subcaso 2.5

La traza de la derivacion ¢ = ( Cf es nula si y sélo si a = 0. Ademads 6 es

inversible y existe una unica doble extensién g. Como en el caso 2.3, el algebra de
Lie obtenida es isomorfa al producto semidirecto gs1 X a, g1, donde

-1

0 0
Ao=|1 0 0
0 0 0
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Luego g = g4.11(0).

3. Caso h =g x 0

Puesto que H?(g»,R) = 0, la obstruccién a la doble extensién es siempre nula.
Por otra parte, se puede suponer que la derivacion ¢ es nula, ya que H'(gs, g2) =
Der(gs)/ad(g2) = 0. En cuanto a las primitivas de a,, s, las tinicas 1-formas cerradas
sobre gy son los multiplos ¢ = @1e} de e} (donde {e1, e} es una base de gy tal que
[e1, €3] = e3). Por tanto, una doble extensién g es isomorfa al producto semidirecto
(g2 x g1) @A, g1 definido por la deriviacién

0
A,=| 0

%)

0 0
0 0
w1 00

Si 1 = 0, el dlgebra de Lie g es isomorfa a gy x g2; si 1 # 0, el dlgebra de Lie g es
isomorfa a g4 4.

4.4 Dimension de los espacios de dobles extensiones

En el parrafo anterior, se han descrito las algebras de Lie de dimensién 4 que se
pueden obtener por doble extensién a partir de un algebra de Lie ) de dimension 2.
Ahora bien, cada una de estas dlgebras puede admitir distintas estructuras de doble
extensién. Si se fija una 2-forma cerrada w € A? b* y una derivaciéon § € Der(h), el
espacio afin de las clases de isomorfia fuerte

DExt(u,s[0] = H' (b, R)/Ima(8)
segun el teorema 3.3.2 y el espacio afin de las clases de isomorfia
DExt ()6 (h) = H' (h,R)/Ima(6) + iz@gw.

segtin el teorema 3.4.2. Obsérvese que la dimensién del espacio DExt((, 5)[h] es igual
al nimero de componentes de ¢ = (¢1,p2) que intervienen en la descripcién de la
doble extensién. Por otra parte, si la 2-forma cerrada w no es nula, entonces iz@gyw =
H'(h,R) y el dlgebra de Lie h posee una tinica doble extensién salvo isomorfismo. En
las dos siguientes tablas, se describe de manera explicita la dimensién de los espacios
afines DEIt([u}],(g) [b] y DEIt([w],[(g])(b):
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1 2 .3 4 )
R3 931 93,2(04) 93,3 93,4(Oé
01 1 11 a
5=0 | 6= ( g0 ) :(og) = (o1 ) :(lal
0<pl<1 0<a
R? 2 1 1 sia=o 0 0
O si a#0
931 2 1 0 si a=-1 0
R x go
Tabla 5. Dimensién de H'(h, R)/Ima(6)
1 2 .3 4 )
R3 931 g32() 93,3 g3,4(a)
01 1 11 a
5=0 | 6= ( oo ) 5:(03) s=( o1 ) =(
0<pi<1 0<a
1 R? 2 1 1 sia=o 0
w=0 0 si a#0
2 93,1 0 0 0 sia=—1
w#0
3| R x g2
w=0

Tabla 6. Dimensién de H'(h,R)/Ima(6) + izgpmw.
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4.5 Dobles extensiones simplécticas

En este parrafo, se describen las dlgebras de Lie simplécticas de dimensién 4 que
se obtienen por doble extensién a partir de h = g? 6 de h = go dotadas de las
estructuras simplécticas canénicas. Segun la proposicién 1.6.3, la obstruccién a la
doble extensién simpléctica admite una formulacién particularmente simple en ambos
casos. Si = g?, la obstruccién a la doble extensién simpléctica es nula si y sélo si
la traza de la derivacién 6 es nula. Si h = go, la obstruccién a la doble extension es
nula. La siguiente tabla resume el caso simpléctico:

1 2 3 4 5 6
9? 931 93,2(04) 933 93,4(01) g2 X g1
0<p|<1 0<a
1 9% 931 g1 X @31 93,2(—1) X g1 93,4(60 X g1
si =0 si p1=0
g31 X g1 943
si @#0 si p1#0
2] @31
3| g2Xm g2 X g7
si p1=0
ga4
si 170

Tabla 7. Dobles extensiones simplécticas de dimension 4
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