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Abstract

The notion of a reflection with respect to a point or a linear subspace of the Euclidean
space has been generalized to that of a geodesic reflection with respect to a point or a
submanifold in Riemannian manifolds. These local transformations have been broadly
studied not only in the general case but also in the framework of Hermitian, quaternionic
and contact geometry. In many cases, this study leads to nice geometric properties and
to characterizations of special classes of Riemannian manifolds or of special classes of
submanifolds (see, e.g., [CV1], [KPV], [TV] and [V]). In all these studies Jacobi vector
fields and normal and Fermi coordinates are basic tools. Among other properties of the
geodesic reflections isometric, volume-preserving, holomorphic, symplectic and harmonic
ones received special attention.

However, there are many other important geometric properties which could not be cha-
racterized by the properties of geodesic reflections. For example, two-point homogeneous
spaces, harmonic spaces, totally umbilical hypersurfaces, Hopf hypersurfaces, etc. With
the aim of obtaining characterizations of these properties other types of transformations
were generalized to arbitrary Riemannian manifolds. One of such classes of transforma-
tions are the homotheties and inversions with respect to spheres of the Euclidean geometry.
They have been generalized in [T] to general Riemannian manifolds and further studied
in [D], [GV1], [GV5]. In [T] the notions of non-Euclidean similarities and non-Euclidean
inversions are introduced in relation with the study of spaces of constant curvature. In
[GV1] it is shown that (partially) conformal geodesic transformations are characteristic of
real spaces forms.

Our main objective here is to study geometric properties of almost quaternionic mani-
folds through the investigation of the geodesic transformations. Non-isometric conformal
geodesic transformations with respect to a given submanifold may only occur when it is
a point or a hypersurface. If there exists a non-isometric geodesic transformation with
respect to a point then the Jacobi operators are multiples of the identity at that point.
This shows the non existence of conformal geodesic transformations with respect to points
in non-flat quaternionic space forms. Moreover, if there exists a non-isometric conformal
geodesic transformation with respect to a hypersurface then it must be totally umbilical,
which prove that such transformations cannot exist in quaternionic space forms of non-
zero constant curvature. These above arguments motivate the study of a weaker property
than conformality, leading to be definition of partially conformal geodesic transformations.
The study of such kind of transformations is the major concern of this work.

In the first chapter we collect some basic material about Jacobi vector fields, normal
and Fermi coordinates and power series expansions, which is needed to describe and study
the geodesic transformations. In the second chapter we summarize some known results
on the geometry of geodesic transformations. We state the definition and collect some
information about conformal, divergence-preserving and holomorphic geodesic transfor-
mations. The third chapter is a brief introduction to quaternionic geometry, where we fix



some notation needed further on. Chapter four constitutes the main part of this work.
We investigate the relations between the existence of partially conformal geodesic trans-
formations and the geometry of the almost quaternionic manifolds and their submanifolds.
We give the definition of a partially conformal geodesic transformation and we derive the
first results. One of such results is the determination of the submanifolds with respect to
which may exist a partially conformal geodesic transformation (see Theorem 4.2.2). The
main result of this section is the Theorem 4.2.3, which states that non-isometric partially
conformal geodesic transformations only exist with respect to points or real hypersurfa-
ces. This fact motivates a separate study of the transformations with respect to points
and real hypersurfaces. In the first case, we derive necessary and sufficient conditions
for the existence of partially conformal geodesic transformations. These conditions are
expressed in terms of the Jacobi operators and their covariant derivatives and we derive
some conclusions from them (Theorem 4.3.2 and Theorem 4.3.3). We also give the follo-
wing characterization of quaternionic space forms: An almost quaternionic manifold is a
quaternionic space form of non-zero curvature if and only there exists a strictly partially
conformal geodesic transformation with respect to each point of the manifold (see Theo-
rem 4.3.4). Finally we determine the partially conformal geodesic transformations with
respect to points occurring in an almost quaternionic manifold which admits a partially
conformal geodesic transformation with respect to each point by showing that only (non)-
Euclidean similarities occur. In the last section of this chapter we develop a similar study
for partially conformal geodesic transformations with respect to real hypersurfaces. First,
we obtain sufficient conditions for the existence of partially conformal geodesic transfor-
mations with respect to such submanifolds (see Theorem 4.4.1). These conditions are
expressed in terms of the normal Jacobi operator and its covariant derivatives which allow
us to give a new characterization of the quaternionic space forms: An almost quaternio-
nic manifold is a quaternionic space form of mon-zero curvature if and only there exists
a strictly partially conformal geodesic transformation with respect to each geodesic sphere
of sufficiently small radius (see Theorem 4.4.2). Finally, we give a classification of the
partially conformal geodesic transformations with respect to real hypersurfaces occurring
in quaternionic space forms. Here, in addition to the (non)-Euclidean inversion, some new
kind of geodesic transformations appear associated to horospheres and tubes about totally
geodesic submanifolds.
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Introduccion

No estudio da xeometria de variedades de Riemann é a miudo util a consideracion
de diversos “obxectos xeométricos” asociados de forma natural & variedade considerada
(M, g). Este tipo de obxectos xeométricos poden ser clases especiais de hipersuperficies
(tales como esferas xeodésicas ou tubos de raio suficientemente pequeno), distintos tipos de
espacios fibrados tendo a (M, g) como base (como son o fibrado de referencias, o fibrado
tanxente, o fibrado tanxente esférico, etc.), ou determinados tipos de transformaciéns
locais que permitan mostrar simetrias sobre a variedade.

Este ultimo tipo de obxectos xeométricos é o punto de partida deste traballo. Moti-
vado polas propiedades das reflexiéns (con respecto a puntos ou subespacios) do espacio
euclidiano R", xeneralizdronse tales transformaciéns locais & situacién xeral de variedades
riemannianas [CV1], [TV]. O estudio das propiedades das simetrias xeodésicas (caracter
isométrico, conforme, harménico, holomorfo, simpléctico, etc.) permitiu obter interesantes
caracterizacions xeométricas de distintas propiedades: espacios localmente simétricos, de
curvatura constante, subvariedades minimas, subvariedades totalmente xeodésicas, etc.

Sen embargo, existen outros tipos de transformacions de grande importancia que fo-
ron escasamente estudiadas en marcos mais xerais. Entre estas transformaciéns, merecen
destacarse as semellanzas e as inversiéns, que en virtude dun teorema de Liouville pro-
porcionan as Unicas transformaciéns conformes do espacio euclidiano R", (n > 3). Coa
intencién de xeneralizar as ditas transformaciéns a variedades riemannianas, Tachibana
introduce en [T] o concepto de transformacion zeodésica. El mesmo e, mais tarde, D’Atri
[D] mostran a estreita relacién existente entre o caracter constante da curvatura seccional
e a existencia de transformacions xeodésicas conformes.

Recentemente, realizouse un estudio sistematico das transformaciéns xeodésicas en va-
riedades de Riemann. O dito estudio, permitiu caracterizar non sé os espacios homoxéneos
2-puntos [GV1], senén tamén determinadas clases especiais de variedades e subvariedades,
como son os espacios harménicos [GV2], as hipersuperficies isoparamétricas [GV3] ou as
variedades Kéhlerianas de curvatura seccional holomorfa constante [GV4].

O obxectivo desta memoria é realizar un estudio do significado xeométrico das transfor-
maciéns xeodésicas no ambito de variedades dotadas dunha estructura cuaterniénica. Da-
do que o estudio das transformaciéns xeodésicas conformes non presenta un grande interese
en xeometria cuaterniénica, en [GV1] fixose unha adaptacién da nocién de “transforma-
ci6én parcialmente conforme” previamente introducida por Tanno [Ta]. O noso propdsito é
obter condiciéns necesarias e suficientes para a existencia de transformaciéns parcialmen-
te conformes e expresar as ditas condiciéns en termos dos operadores de Jacobi e as stias
derivadas, o que permitird interpretalas xeometricamente.

De modo breve indicamos a seguir os contidos esenciais desta memoria: nos capitulos
primeiro e segundo recéllense distintos preliminares necesarios para o estudio das trans-
formaciéns xeodésicas en xeometria de Riemann. O capitulo terceiro é unha introduccién
a nociéns bésicas de xeometria cuaterniénica. A maior parte do traballo desenvolvido



ii Introduccion

atopase no capitulo cuarto. En primeiro lugar mostramos que as transformaciéns par-
cialmente conformes s6 son de interese cando se consideran con respecto a puntos ou
hipersuperficies reais. Posteriormente, obtemos condicidns necesarias e suficientes para
a existencia de tal tipo de transformacions, o que nos permite obter unha caracteriza-
cién xeométrica das variedades cuaterniénicas Kahler de curvatura seccional cuaterniénica
constante.



Capitulo 1

Xeometria en vecinanzas tubulares

Neste capitulo recolleremos algtins resultados bésicos e ben conecidos que nos seran
utiles 6 longo deste traballo. Posto que o noso propédsito, neste capitulo, consiste funda-
mentalmente en fixar a notaciéon que empregaremos 6 longo desta memoria, non inclui-
remos a demostracién dos resultados que enunciaremos no que segue. Como referencias
bésicas pédense consultar [Gr],[V] e [KN].

1.1 Preliminares xeométricos

Sexa (M™, g) unha variedade de dimensién n, que suporemos conexa e analitica, ainda
que as veces C'™° serd suficiente (0 noso interese en que os obxectos cos que traballemos
sexan, en ocasiéns, C“ débese a que imos traballar con desenvolvementos en serie de
potencias e, polo tanto, interésanos ter garantida a converxencia). Sexa V a conexién de
Levi Civita asociada &4 métrica de Riemann g, é dicir, a unica conexién libre de torsién
con respecto & cal g é un campo de tensores paralelo (Vg = 0). A dita conexién V estd
caracterizada por satisfacer a identidade

20VxY,Z) = X9V, Z)+Yg(X,Z)—-Zg(X,Y)
—g(X, [K Z]) +9(Y7 [ZaX]) —|—g(Z, [X’Y])’

para todo X,Y, Z campos de vectores sobre a variedade M. O tensor curvatura de Rie-
mann de V esta dado, usando o seguinte convenio para o signo, por:

RxyZ =VxVyZ —VyVxZ— v[X,Y]Zv

para toda terna X,Y, Z de campos de vectores sobre M. Este satisfai as seguintes identi-
dades

(1.1.1) RxyZ = —RyxZ,
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(1.1.2) RxyZ+ Ryz;X + RzxY =0,
(1.1.3) (VXRyz)W -+ (Vszx)W + (Vszy)W =0,

para todo X, Y, Z, W campos de vectores sobre a variedade M. Referirémonos a (1.1.2)
e (1.1.3) como a primeira e a sequnda identidade de Bianchi, respectivamente. As veces,
denotaremos RxyZ por R(X,Y)Z. Tamén escribiremos o tensor curvatura como un
campo de tensores de tipo (0,4), definido pola expresién:

R(X,Y,Z,W) = g(RxyZ,W),

que satisfai, ademais das identidades que se deducen de modo inmediato das que verifica
Rxy Z, as seguintes:

(1.1.5) R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y).

O tensor curvatura de Riemann dunha variedade parece un concepto abstracto un
tanto arbitrario. Sen embargo, o seu significado xeométrico aparece 6 estudiar a curvatura
seccional. Sexa m un punto da variedade M e denotemos por 7T,, M o espacio tanxente de
M en m. Dado un subespacio bidimensional 7 de T;, M, definese a curvatura seccional de
7 como o numero real

R(z,y,y, )
9(z,2)9(y,y) — 9(z,y)*’
onde z e y son dous vectores linealmente independentes de T,,M que xeran w. Das
propiedades do tensor curvatura enunciadas anteriormente séguese que K(7) = K(x,y) é
independente da escolla da base {x,y} de .

Como xa dixemos, o concepto de curvatura seccional permite interpretar o significado
xeométrico do tensor curvatura de Riemann e, ademais, o conecemento da curvatura sec-
cional de cada plano contido no espacio tanxente en cada punto da variedade determina
completamente o tensor curvatura R.

Pasamos agora a definir ddas contracciéns importantes do tensor curvatura, que son o
tensor de Ricci e a curvatura escalar. O tensor de Ricci Ric estd definido por

K(m) = K(r,y) =

Ric(X,Y) =tr{Z ~ RzxY},
e a curvatura escalar Sc estd dada por
Sc = tr(Ric).
Dada unha curva v : I C R — M na variedade, denotaremos por 7 o campo de

vectores paramétrico no intervalo I con respecto 6 pardmetro t e por ¥'(t) = (dv)t(a) 0
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vector tanxente da curva 7y correspondente é valor t do pardmetro. A derivada covariante

dun campo de vectores X 6 longo de v denotarémola abreviadamente por X', é dicir,
X' = E
dt
campo de vectores (ou tensores, mais adiante) como o vector tanxente dunha curva, o
contexto deberia evitar toda posible confusion.
A seguir, definense dous conceptos importantes da xeometria riemanniana, que seran
esenciais 6 longo desta memoria.

= V., X. Ainda que denotemos de igual forma tanto a derivada covariante dun

Definiciéon 1.1.1 Unha curva v dise unha zeodésica se satisfai a ecuacion diferencial de
sequnda orde

D~/
% = wa’y’ = 0.

O resultado que enunciamos a continuacién, garantenos a existencia de xeodésicas
nunha variedade diferenciable.

Teorema 1.1.1 Sexan m un punto dunha variedade diferenciable M e v un vector de
T,,M. Enton, existe unha xeodésica v, : I C R — M, definida nunha vecinianza I de 0,
satisfacendo as condicidns iniciais v,(0) = m e v,(0) = v. Ademais, esta xeodésica 7, é
unica agds o dominio de definicion.

Definicién 1.1.2 Un campo de Jacobi Y (t) ¢ longo dunha zeodésica v € un campo de
vectores 0 longo de v que satisfai a ecuacion diferencial lineal de seqgunda orde

Y”(t) + RY(t)'y’(t)’y/(t) = 07 te I’

chamada ecuacion diferencial de Jacobi.

Calquera campo de Jacobi Y estd univocamente determinado polas condiciéns iniciais
Y (0) e Y’'(0). Isto débese a que a ecuacién de Jacobi, Y” 4+ Ry.~y" = 0, escrita en coor-
denadas locais é un sistema diferencial lineal de segunda orde. Polo tanto, as condiciéns
iniciais Y(0) e Y’(0) determinan totalmente a solucién.

Dada unha xeodésica v, o operador R, 6 longo de v definido en (y/(t))= C T, M,
para cada t, por

Ry : 2 € TygM — Ry (@) = Ry (8),

denominase o operador de Jacobi ¢ longo de . Este operador xoga un papel fundamental
no estudio da xeometria intrinseca e extrinseca das esferas xeodésicas, tubos e transfor-
maciéns xeodésicas con respecto a subvariedades. O estudio destas ultimas é o principal
obxectivo desta memoria. Séguese das identidades (1.1.4) e (1.1.5) que R, é un operador
autoadxunto. Polo tanto, R, ;) ¢ diagonalizable con autovalores reais, para todo t.
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Os campos de vectores de Jacobi son unha ferramenta moi til para tratar o problema
de medir o cambio de lonxitude do arco dun segmento de xeodésica cando esta se somete
a pequenas variacions. Unha curva pode compararse con outras “vecinas” mediante o
concepto de variacion, que nos da unha idea precisa do que entendemos por “curva vecina”
e que definimos a continuacién.

Definicién 1.1.3 Seza c: [a,b] C R — M unha curva diferenciable. Unha variacion de
¢ € unha aplicacion diferenciable f : (—e,e) X [a,b] — M tal que f(0,t) = c(t), t € [a,b].
Para cada s € (—¢,¢), a curva fs(t) = f(s,t) denominase unha curva de variacion e,
para cada t € [a,b], a curva f; : (—e,e) — M, s ~ fi(s) = f(s,t), dise unha curva
a—‘i(o,t), dan

lugar a un campo de vectores ¢ longo de c(t), chamado campo variacional de f.

transversal. Os vectores velocidade das curvas transversais en s =0, V (t) =

No caso en que a curva c¢ sexa unha xeodésica e f sexa unha variacién xeodésica de
¢, é dicir, cando cada curva de variacidon fs; sexa unha xeodésica, o campo de vectores
variacional V' é un campo de Jacobi, e o termo R,V = Ry, é clave na férmula da
segunda variacién da enerxia.

Nés empregaremos os campos de Jacobi para calcular as componentes da métrica g 6
longo dunha xeodésica nunha variedade de Riemann. Isto sera de primordial importancia
no Capitulo 4 desta memoria.

1.2 Coordenadas de Fermi e coordenadas normais

o) longo desta memoria imos necesitar unha boa comprensién da xeometria dunha va-
riedade M nunha vecinanza dunha subvariedade B, para o que precisaremos unha eleccion
axeitada de coordenadas. No caso en que B se reduce a un punto, as coordenadas que nos
resultaran mais ttiles seran as coordenadas normais, e se dim B > 1 as mais convenientes
seran as coordenadas de Fermi. Estas ultimas son unha xeneralizacién das coordenadas
normais e reciben o nome do famoso fisico Enrico Fermi, que, orixinalmente, as empregou
no caso en que B era unha curva, é dicir, cando B era unha subvariedade de dimensién
un.

Posto que as coordenadas de Fermi son unha xeneralizacion das coordenadas normais,
comezamos o estudio de ambas definindo primeiro as normais.

Sexa m un punto da variedade M. Dado un vector v € T, M sexa -y, a tUnica xeodésica
determinada polas condicidns iniciais v, (0) = m e v, (0) = v. Entén, escribimos exp,, (v) =
Yw(1), se a curva -, estd definida para o valor do pardmetro t = 1. Isto d4 lugar a unha
aplicacién, exp,,, chamada aplicacién exponencial de M no punto m, que, en xeral, non
estd definida en todo T,, M, senén que s6 estd definida nunha vecinanza de 0 € T,,, M.

Cada espacio tanxente T,, M ¢é un espacio vectorial e, polo tanto, pédese dotar dunha
estructura candnica de variedade diferenciable, que fai que T, M sexa difeomorfo a R",
onde n é a dimensién da variedade M. Sexa Ty(T,,M) o espacio tanxente de T, M na
orixe 0 € T, M. Verificase facilmente que a diferencial da aplicaciéon exp,, en 0 € T,, M
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d(expm)o : To(TwM) — T,, M

é a identificacién candnica entre T,, M e o seu espacio tanxente en 0. Logo, polo teorema
da funcién inversa, temos que exp,, ¢ un difeomorfismo dunha vecinanza de 0 € 1,, M
nunha vecinanza de m € M.

Definicién 1.2.1 Sexan (M, g) unha variedade de Riemann, m un punto da variedade
M eV unha vecinanza do vector 0 € T, M, tal que a aplicacion

expm|, : V — U = expp (V)

¢ un difeomorfismo. Asociadas a unha base ortonormal {ey,... ey} de T, M, definense
as coordenadas normais (x',... ") por
n
! | expm E t'e; =, j=1,...,n.
i=1

Diremos que U = expy, (V') € unha vecinanza normal do punto m € M, e no caso particular
en que V sexa unha béla de centro 0 € T,, M e raio € diremos que U € unha bdla normal
(ou zeodésica) de centro o punto m e raio . Chamarémoslle esfera zeodésica de centro
m e raio € d imaze por expy, da esfera de centro 0 € T,, M e raio €, e denotarémola por

Gm(e).

Para un sistema de coordenadas normais (z'), é obvio que W(m) =e,i=1,...,n.
x

Polo tanto, temos que

o 0
gij(m) =g <8xi’ W) (m) = d;j.

Destacamos a existencia dunha estreita relacién entre coordenadas normais e campos

de Jacobi. En efecto, se (z!,...,2") é un sistema de coordenadas normais asociado a
0

unha base ortonormal {eq,...,e,} de T,, M, entén os campos de vectores Y, (r) = vt
x

a=1,...,n— 1, son campos de Jacobi 6 longo da xeodésica vy(r) = expny(re,) . Estes

campos verifican as condiciéns iniciais Y,(0) = 0 e Y, (0) = e,. M4is adiante, usaremos
estas relaciéns para calcular as componentes da métrica g 6 longo da xeodésica . Este
estudio s6 o faremos para as coordenadas de Fermi, pois veremos que tamén engloba este
caso.

As coordenadas de Fermi son unha xeneralizacién natural das coordenadas normais,
que xorden de considerar unha subvariedade B de M en lugar dun punto m € M. Supore-
mos que B é unha subvariedade regular de M, é dicir, unha subvariedade topoloxicamente
mergullada. Denotaremos por v o fibrado normal de B en M, é dicir,
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v ={(m,v) € TM/m € B,v € T:B},

sendo T,#B o complemento ortogonal de T}, B en T,,, M. Temos que v é un fibrado vectorial
sobre a variedade B e, tamén, unha variedade diferenciable. A aplicacion exponencial
normal do fibrado normal v é a aplicacién, que denotaremos por exp,, definida por

exp,(m,v) = expm,(v)

sendo (m,v) € v. Posto que exp,, non esta definida, en xeral, en todo T,, M é evidente
que exp, non ten porque estar definida en todo v. A pesar diso, 4s veces cometeremos un
abuso de notacion e escribiremos exp, : v — M, sobreentendendo que non pedimos que a
aplicacién exp, estea definida en todo v.

Identificando B coa seccion cero do fibrado v temos a inclusién natural 15, B C T{y, o)V,
sendo T(,, o)V 0 espacio tanxente da variedade v no punto (m,0). Ademais, como pola
definicién de v se verifica T B C Tm,0)v, resulta que

Tim,0)v = T B & Ty, B.

Empregando a anterior descomposicion de T, g)v, ¢ facil probar o seguinte:
Lema 1.2.1 Sexa m un punto da subvariedade B. Logo:

(i) A restriccion de d(expy) om0 @ To(TyB) € a identificacidn candnica de To(TLB)
con T B.

(i) A restriccion de d(expy)(m,0) @ To(TmB) € a inclusion candnica de Ty, B en Ty, M.
Utilizando o resultado anterior, pddese probar o seguinte:

Lema 1.2.2 Sexan (M, g) unha variedade de Riemann e B unha subvariedade regular.
Enton, a aplicacion exp, : v — M ¢ un difeomorfismo dunha vecinanza de B C v nunha
vecinanza de B C M.

O lema previo permitenos definir as coordenadas de Fermi.

Definicién 1.2.2 Sexan ©p unha vecinianza da seccion cero de v tal que exp, : Op —
exp,(Op) € un difeomorfismo, q a dimension da subvariedade B, (y',...,y?) un siste-
ma de coordenadas arbitrario definido nunha vecinanza V.- C B dun punto m € B, e
Eyi1,...,Ey, seccions ortonormais da restriccion do fibrado v a V. Enton, o sistema de
coordenadas de Fermi (z',...,2") de B C M centrado en m € B (relativo ¢ sistema
de coordenadas (y',...,y?) e as seccidns ortonormais Eq4t1,...,Ey) estd definido polas

funcions coordenadas
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n
(1.2.1) 2 | exp, Z t'E;(m) =/ (m), ji=1,....,q,
i=q+1
n .
(1.2.2) z% | expy Z t'E;(m') = t%, a=q+1,...,n,
1=q+1

n
ondem' €V e ost' se consideran suficientemente pequenos para que Z tiEZ-(m') € Op.
i=q+1

Observamos que as aplicaciéns (1.2.1) e (1.2.2) definen realmente un sistema de coor-
denadas, debido a que exp, : Op — exp,(O©p) é un difeomorfismo, polo Lema 1.2.2.
Tamén vemos que as coordenadas normais son un caso particular das coordenadas de
Fermi, correspondente 6 caso en que ¢ = 0, i.e., cando a subvariedade B é un punto.

Para un sistema de coordenadas de Fermi (x!,...,2"), é obvio que +(m) € T, B,

ox
i1=1,...,q, ¢ W(m) = FE,(m),a=q+1,...,n. Polo tanto, temos que
4

i) =3 (5 ) (m) =0,

parati=1,....,qea=q+1,...,n, e tamén,

g 0
ausm) =9 (0 5 ) () =
a,b=q+1,...,n.
Como era de esperar, por analoxia coas coordenadas normais, tamén estan fortemente

relacionadas as coordenadas de Fermi cos campos de Jacobi. Esta relacion pona de mani-

festo o feito de que Y;(r) = —

i?

son campos de Jacobi 6 longo da xeodésica y(r) = exp,, (rE,(m)). Estes campos de Jacobi

22 ) (0, Y0 = (g ) (m) € Yaf0) =0

. . 0
Zzl,...,q=dsz,eYa(T):r%,a:q—i—l,...,n—l,

verifican as condicidns iniciais Y;(0) = . r—
ox? 7 Ozt

Y/(0) = E,(m), respectivamente. Empregaremos estas relaciéns para calcular as com-
ponientes da métrica 6 longo de . Este estudio farémolo na seguinte seccién deste capitulo.

Como vemos, as coordenadas de Fermi describen a xeometria da variedade riemanniana
M nunha vecinanza da subvariedade B. Nés estaremos principalmente interesados en
como varfan as coordenadas (z7)1<j<q € (%) g+1<a<n 6 longo dunha xeodésica normal a
B. Observamos tamén que a escolla do sistema de coordenadas na subvariedade B non
¢é importante e, polo tanto, poderiamos elixir un sistema de coordenadas normais, se fose
necesario.
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Agora, imos definir o analogo das vecinanzas normais para as coordenadas de Fermi.
Dado € > 0, sexa

Ug(e) = {u € vm(B)/m € B, |ju|| < £}

Se exp, aplica difeomorficamente Up (e) sobre un subconxunto aberto

Up(e) = exp,(Ug(e))

de M, entén Up(e) dise unha vecinanza tubular de raio € de B.
Observamos que Upg(e) tamén se pode describir do seguinte xeito:

Up(e)={m € M / Existe unha xeodésica v con lonxitude

l(y) < e de m a B, cortando ortogonalmente a B }
= UmeB {expm(v) /v € vin(B), [[v]| <e }.

Denotaremos por Pg(g) o tubo de raio € arredor de B, dado por

Pp(e) = {m € Up(e)/d(m, B) = ¢},

onde d(, ) denota a distancia inducida pola métrica g. Nétese que é unha hipersuperficie
diferenciable.

1.3 Ecuacions basicas

Durante toda esta memoria necesitaremos conecer as funciéns componentes do tensor

métrico
o o 0 o g 0 B o 0
gi; = 9 9zt 9z |’ Gia = g 9zt Oz ) Gab = g 9z’ Ozt |

onde i,j =1,...,qe a,b=q+1,...,n, 6 longo dunha xeodésica 7(r) normal & subva-
riedade B. Para obter as férmulas desexadas procedemos como segue. Sexa u € T B un
vector unitario e denotemos por vy : r — y(r) = exp,(ru) a xeodésica normal pasando
polo punto m = (0). Elixamos un campo de referencias {E1, ..., E,} ortonormal 6 longo
de B que verifique a condicién E,(m) = ~/(0) = u. Consideremos as coordenadas de
Fermi que se obtefien de pér na Definicién 1.2.2 os campos de referencias {Eq41, ..., Ep}
e tomar en B as coordenadas normais asociadas a {Ei(m),...,Eq(m)} . Agora, sexa
{Fi1(r),...,Fu(r)} o campo de referencias 6 longo de «(r) obtido por transporte paralelo
de {Ei(m),..., E,(m)}, con respecto & conexién de Levi Civita V de (M, g). Imos consi-
derar outro campo de referencias 6 longo de v, o formado polos n — 1 campos de Jacobi
{Y1,...,Y,_1} determinados polas condiciéns iniciais
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(0) = Bm). Y/0) = () (), i1

" dat
Y,(0) =0, Y!(0) = Eq(m), a=q+1,...,n—1.
Observamos que para r suficientemente pequeno, os vectores Y, (r), a =1,...,n — 1,
determinan unha base do espacio (y/(r))*.
0
Para determinar as relaciéns entre os campos de vectores {F,(r)} e {8@}’ o =
x

1,...,n— 1, ponemos

Yo (r) = Dy(r)Fo(y(1)), a=1,...,n—1

Cada D, (r) é un endomorfismo do espacio (y'(r))* e estes espacios poden ser identi-

ficados mediante transporte paralelo 6 longo de 7 usando a base {F,(r)}, a = 1,...,n.
Isto farase en varias ocasiéns, ainda que non se mencione explicitamente. Por outra parte,
é facil ver que

0 .
Yi(r)zaxi, i=1,...,q
(1.3.1)
Yao(r) =To a=q+1,...,n.
Entén, tendo en conta como son os campos {Y,}, a ecuacién de Jacobi d4 lugar &
ecuacion
(1.3.2) D!+ RoD, =0,

onde R(r) denota o operador de Jacobi 6 longo de «. Para obter as condiciéns iniciais que
satisfai o campo de endomorfismos D, (), usaremos as ecuacions de Gauss e Weingarten
para a subvariedade B:

VY =VyY +TxY,
Vxé=T(E)X + Ve,

onde X, Y son campos de vectores tanxentes a B e ¢ un campo de vectores (local)
normal a B. V denota a conexién de Levi Civita da métrica inducida en B, T é a segunda
forma fundamental, T'(¢) o operador de configuracién con respecto a £ e V+ é a conexién
normal. T e T(§) estén relacionados pola igualdade g(T'(§)X,Y) = —g(TxY, &), vélida
para todo par de campos de vectores X, Y tanxentes a B. Agora, usando as condiciéns
iniciais para os campos de Jacobi Y,, obtemos

<1q 0) ( T(w) 0 )
0 0 —t L (u) Iy
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onde

T(u)ij = g(T(U)Ez', Ej)(m)’
J_(u)ia = g(J—EiEav En)(m)’

e onde L é un operador, definido en [GrV2], que satisfai (LxN)(m) = (VxN)(m), para
todo campo de vectores X tanxente a B.

Como aplicaciéon das formulas obtidas anteriormente, imos calcular as componentes
da métrica de Riemann 6 longo dunha xeodésica normal a B. Sexan m un punto da
subvariedade B e p = expp,(ru). Usando o lema de Gauss xeneralizado (ve [Gr]), obtemos
que

(133) gin = Gan = 07 9nn = 1.
Agora, usando (1.3.1), obtemos

9ii(p) = ( )
1

"

(1.3.4) GialD) = fDD) (r),

ia

gab(p) = 1 ( D D ) (7"),
ab
parat,j7 =1,...,q, ea,b:q+1,...,n—1.
Imos aludir en bastantes ocasiéns 6 longo desta memoria as expresions que escribimos
a seguir. Estas dannos os primeiros termos do desenvolvemento en serie de potencias das
comporientes da métrica de Riemann ¢ 6 longo da xeodésica (1) = expp, (ru).

9i(p) = g(Ei, Ej)(m) + 2rg(T(uv) E;, Ej)(m)
(1.3.5) +r? {—g(RuEi, Ej) + g(T (u)*E;, Ej)
+g(" L) E;! L(u)E;)} (m) + O(r?),

(1.3.6) Gal®) = —ra( L) B Ey) ()= (R, By m) + 00,

r2
9ab(p) = 9(Ea, Bp)(m) — 5 g(RuFa, Ep)(m)

3
5 9 Ea By)(m) + O(r*),

(1.3.7)

onde Ry (z) = Rypu e R! (r) = (VyR)ueu, para todo vector x € (u)*t C Tp, M.



Capitulo 2

Reflexions e transformacions
xeodésicas

Unha aplicacién F' definida nunha variedade de Riemann (M, g) dirase unha isometria
se F*g = g. Debido a que o cardcter isométrico é unha propiedade excesivamente rixida
para determinadas aplicacions, estudidronse certas xeneralizaciéns. A modo de exemplo,
citemos as aplicaciéns conformes, caracterizadas por verificar F*g = e%>?g, para algun-
ha funcién o con valores reais. Outras xeneralizaciéns das isometrias estan dados polas
aplicaciéns harmdnicas e as totalmente xeodésicas.

Se (M, g, J) é unha variedade case hermitiana, son especialmente interesantes as apli-
caciéns que conservan a estructura case complexa ou a 2-forma de Kéhler Q(X,Y) =
9(X,JY). Asi, dirase que F' é holomorfa se a sia diferencial conmuta coa estructura case
complexa, i.e., F,J = JF, e dirase que F' é simpléctica se F*Q2 = 2. Cando a forma
de volume dunha variedade orientable se conserve (salvo o signo) por F™*, dirase que a
aplicacién F' conserva o volume, e dirase que F conserva a diverzencia de (M,g) se F
conserva o volume salvo un factor constante [DN1].

2.1 Reflexions xeodésicas

As reflexiéns con respecto a puntos ou subespacios do espacio euclidiano R” son iso-
metrias. As simetrias con respecto a puntos son facilmente xeneralizables & situacién de
variedades riemannianas, dando lugar as simetrias xeodésicas. E ben cofiecido que as
propiedades de tales simetrias locais restrinxen fortemente as propiedades xeométricas do
espacio considerado e reciprocamente. Citemos a modo de exemplo un resultado clasico
de Cartan: unha variedade de Riemann (M, g) € localmente simétrica se e soamente se as
simetrias xeodésicas son isometrias.

Unha propiedade estrictamente mais débil que o cardcter isométrico das simetrias
xeodésicas foi estudiado por D’Atri e Nickerson: variedades con simetrias que conservan
o volume, ([DN1], [DN2], [KPV]).

11
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Recentemente, as reflexions con respecto a subespacios de R™ foron xeneralizadas a
reflexiéns xeodésicas con respecto a subvariedades. Tales transformaciéns locais poden
ser vistas como aquelas que inverten a situacion dos puntos en vecinanzas tubulares da
subvariedade, manténdoos na mesma xeodésica normal. Un novo factor intervén, asi, no
estudio das reflexiéns con respecto a subvariedades: a xeometria tanto intrinseca como
extrinseca da subvariedade. A modo de exemplo, sinalemos o seguinte resultado

Teorema 2.1.1 [CV1] Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e B unha subvariedade.
Enton, a reflexion pp € unha isometria local se e soamente se

(i) B € totalmente reodésica,
(1) (V2  WR)uwu € ortogonal a B,
(V?Llif,%.LR)uvu

(Vg]f+iR)uxu ¢ ortogonal a B,

e

€ tanzente a B e

para calquera par de vectores u,v € T*-B, x € TB e calquera valor de k € N.

Nétese que (i) é claramente unha condicién necesaria, 6 ser B o conxunto de puntos
fixos dunha isometria.

A seguir enumeramos unha serie de propiedades xeométricas da variedade ambiente
relacionadas co comportamento das reflexiéns xeodésicas:

e (M, g) é unha variedade de Riemann localmente simétrica
<= As simetrias xeodésicas con respecto a puntos son isometrias

<= As reflexiéns xeodésicas con respecto a curvas conservan o volume [VW]

e (M,g) é un espacio de curvatura seccional constante

<= As reflexiéns xeodésicas con respecto a xeodésicas son isometrias [VW]

e (M,g,J) é unha variedade localmente simétrica hermitiana

<= (M,g,J) é unha variedade case hermitiana e as reflexiéns xeodésicas con res-
pecto a puntos son holomorfas [SV]

<= (M, g,J) é unha variedade case hermitiana e as reflexiéns xeodésicas con res-
pecto a puntos son simplécticas [SV]
e (M,g,J) é unha variedade Ké&hler de curvatura seccional holomorfa constante

<= (M, g,J) é unha variedade hermitiana e as reflexiéns xeodésicas con respecto a
superficies holomorfas son simplécticas [CV2]

Asi mesmo, importantes propiedades xeométricas das subvariedades poden ser detec-
tadas mediante as propiedades das reflexions xeodésicas.



2. Reflexions e transformacions xeodésicas 13

e Unha subvariedade B nun espacio de curvatura constante é totalmente xeodésica

<= A reflexién xeodésica con respecto a B é unha isometria [CV1]

e Unha superficie B nun espacio de curvatura constante é minima
<= A reflexién xeodésica con respecto a B conserva o volume [TV]

e Unha subvariedade B nunha variedade Kéahler de curvatura seccional holomorfa
constante é holomorfa

<= A reflexién xeodésica con respecto a B é simpléctica [CV1]

Como mostran os exemplos anteriores, moitas propiedades importantes poden ser ca-
racterizadas xeometricamente mediante o uso das reflexions xeodésicas. Sen embargo,
existen moitas outras propiedades importantes acerca das cales non foi posible obter in-
formacién mediante o uso de tales transformaciéons. A modo de exemplo, citemos as
seguintes:

e Subvariedades totalmente umbilicas

Hipersuperficies de curvatura media constante

e Hipersuperficies de Hopf

Caracterizacién dos espacios homoxéneos dous puntos
e Caracterizacion dos espacios harmdnicos

Tendo en conta a relacién existente entre as subvariedades totalmente umbilicas e os
conxuntos de puntos fixos de aplicaciéns conformes, un primeiro achegamento és problemas
anteriores foi o estudio do caracter conforme das reflexiéns xeodésicas.

Teorema 2.1.2 A reflexion zeodésica é conforme se e soamente se € unha isometria.

Outro achegamento, sempre mediante o estudio de condiciéns mais débiles que o
cardcter isométrico das reflexiéns xeodésicas, foi o estudio da sia harmonicidade [DVV].

Teorema 2.1.3 [DGV]| A reflexion zeodésica é harmdnica se e soamente se € unha iso-
metria.

Outra idea coa cal se abordaron os problemas anteriores foi o uso de transformaciéns
mais xerais que as reflexions. Asi, é conveniente lembrar que as semellanzas (s = Cr) e as
inversiéns con respecto a esferas ((s + a)(r + ) = a?) do espacio euclidiano proporcionan
aplicaciéns conformes. Ademais, un resultado clasico de Liouville asegura que calquera
transformacién conforme de R™ (n > 3) é unha composicién de inversiéns e semellanzas.
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A xeneralizacién deste tipo de transformacions 4 xeometria riemanniana fixose en duas
etapas. A primeira das mesmas foi levada a cabo por Tachibana [T] e D’Atri [D], que pu-
xeron de manifesto que o cardcter conforme de tales transformaciéns permite caracterizar
os espacios de curvatura constante. Ademais, Tachibana obtén unha interesante interpre-
taciéon xeométrica das inversions e semellanzas en esferas mediante o uso da proxeccién
estereografica. A segunda etapa foi desenvolvida recentemente por Garcia Rio e Vanhecke
[GV1], [GV2], [GV3], os cales modifican lixeiramente a definicién orixinal de Tachibana,
permitindo asi realizar un tratamento unificado de distintas transformacions.

2.2 Transformacions xeodésicas

Sexa B unha subvariedade topoloxicamente mergullada nunha variedade de Riemann
(M, g). Unha transformacion xeodésica con respecto a B é un difeomorfismo local ¢p
definido nunha vecifianza tubular suficientemente pequena arredor de B mediante

¢p :p=exp,(ru) — pp(p) = exp,(s(r)u),

onde exp, € a aplicacién exponencial do fibrado normal, 4 denota un vector unitario normal
a B e s(r) é unha funcién analitica da distancia normal r de tal forma que s(0) = 0.

A condicién s(0) = 0 ten como consecuencia que a subvariedade B sexa o conxunto de
puntos fixos de ¢p. Como se pord de manifesto mais adiante, tal condicion non é unha
restriccién con respecto 4 definicién orixinal de Tachibana, xa que permite interpretar como
transformacions con respecto a puntos e hipersuperficies as orixinalmente consideradas en
[T].

A modo de exemplo, sinalemos algunhas transformaciéns xeodésicas de especial inte-
rese:

(i) A identidade (s(r) =) e a reflexion xeodésica con respecto a B (s(r) = —r) son os
exemplos mais sinxelos de transformaciéns xeodésicas.
Ademais, como se pord de manifesto no Capitulo 4 desta memoria (ver tamén [GV2],
[GV3]), en moitas ocasiéns as propiedades consideradas sobre as transformaciéns
xeodésicas restrinxen a sia posible existencia ¢ Unico caso non trivial da reflexién
xeodésica.

(i) As semellanzas euclidianas (s(r) = Cr, C% # 0,1) son transformaciéns homotéticas
en R" con respecto & orixe.

(iii) A inversion euclidiana ((s(r) + a)(r + «) = a?) é unha transformacién xeodésica
conforme no espacio euclidiano con respecto & esfera de centro a orixe e raio a.

(iv) As semellanzas non euclidianas

tans\gé = Ctanr\f, Cc?#£0,1,
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son transformaciéns xeodésicas conformes con respecto a puntos en espacios de cur-
vatura seccional constante ¢ > 0. Cando o signo da curvatura seccional é —c > 0, as
semellanzas non euclidianas son da forma
v—c v—c
= C'tanhr C?#£0,1.
2 2 ) )

tanh s

(v) As inversions non euclidianas

ve ve_ <tanaﬁ)2

tan(s 4+ a)?c tan(r 4+ 04)7

2

son transformacions xeodésicas conformes con respecto a esferas xeodésicas G, ()
en espacios de curvatura seccional constante ¢ > 0. o) igual que no caso anterior,
se o signo da curvatura seccional é —c¢ > 0, as inversions non euclidianas obténense
substituindo as funciéns trigonométricas polas hiperbdlicas correspondentes,

2
tanh(s + a)\/? tanh(r + oz)\/f = (tanh a?) :

Para poder realizar un tratamento analitico das propiedades das transformacions xeo-
désicas, é necesario expresar tales transformaciéns en sistemas de coordenadas adaptados
4 situacion considerada. Tales sistemas de coordenadas serdn os proporcionados polas
coordenadas de Fermi en vecinanzas tubulares da subvariedade B considerada. Asi, se
(x,..., 2% 291 .. 2™) é un sistema de coordenadas de Fermi tal como se describiu no
Capitulo 1, a transformacién xeodésica ¢pp exprésase como

op:(xt, . xtatTa) es (2h L x ()2t L p(r) ™),

onde p(r) é a funcién dada por s(r) = p(r)r.
Agora, un cédlculo sinxelo permite obter a expresiéon da matriz Jacobiana da transfor-
macién ¢pg:

o 0
SOB*@—@a
B o L, or X, 0
PBrgra ~ Poga tp oxa T ozb’
b=qg+1

ondeie {1,...,q},ac{qg+1,...,n}.
Unha consecuencia inmediata do anterior estd formulada no seguinte

Teorema 2.2.1 Unha transformacion zeodésica é unha isometria se e soamente se € a
identidade ou a reflexion xeodésica.

Sen embargo, o interese das transformaciéns xeodésicas ponse de manifesto cando
se consideran propiedades mais xerais que o cardcter isométrico. A modo de exemplo,
sinalaremos as seguintes.
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2.2.1 Transformaciéns xeodésicas conformes

As transformaciéns xeodésicas conformes foron estudiadas inicialmente por Tachibana
[T] e D’Atri [D], os cales puxeron de manifesto a conexién existente entre tal propiedade
e o caracter constante da curvatura seccional.

Como mostra o seguinte teorema, unicamente poden existir transformaciéns xeodésicas
conformes (non isométricas) con respecto a puntos e hipersuperficies.

Teorema 2.2.2 Sexa (M"™,g) unha variedade de Riemann e B unha subvariedade con
1 <dimB <n-—1. Se pp € unha transformacion xeodésica conforme con respecto a B,
entén € a identidade ou a reflexion zeodésica.

Ademais, cando o espacio ambiente sexa unha variedade de curvatura seccional cons-
tante, é posible determinar as posibles transformacions xeodésicas conformes con respecto
a puntos e hipersuperficies.

Teorema 2.2.3 Seza (M, g) unha variedade de Riemann e sexa m € M un punto arbitra-
ri0. Enton eziste unha transformacion xeodésica conforme (non isométrica) con respecto
a m se e soamente se a curvatura seccional é constante no punto m.

Teorema 2.2.4 Sexa (M,g) unha variedade de Riemann e B unha subvariedade. Se
existe unha transformacion xeodésica conforme (non isométrica) con respecto a B, enton
B ¢ unha subvariedade totalmente umbilica. Ademais, se M ¢ un espacio de curvatura
constante, a anterior € unha condicion suficiente.

Os teoremas anteriores mostran, ademais, unha xeneralizacién do Teorema de Liouville,
ponendo de manifesto que as transformaciéns xeodésicas son composicion de semellanzas
e inversions non euclidianas.

Sinalemos, por tultimo, que os dous teoremas anteriores ponien de manifesto a non exis-
tencia de transformaciéns xeodésicas conformes (non isométricas) en espacios homoxéneos
dous puntos que non tenan curvatura seccional constante. (Ndtese a non existencia de
hipersuperficies reais totalmente umbilicas, tanto en variedades Kéahler de curvatura sec-
cional holomorfa constante ¢ # 0 como en variedades cuaterniénicas Kéahler de curvatura
seccional cuaterniénica constante ¢ # 0). Este feito motivou o estudio das transforma-
ciéns xeodésicas “parcialmente conformes”, como aquelas que cumpren unha propiedade
de invariancia conforme nun certo subespacio do espacio tanxente en cada punto [GV1].

Dado que o estudio deste tipo de transformacions é un dos obxectivos prioritarios desta
memoria, remitimonos 6 Capitulo 4 desta para maéis informacion.

2.2.2 Transformacions xeodésicas que conservan a diverxencia

De igual xeito que sucede coas propiedades anteriores, o feito de conservar a diverxencia
restrinxe as posibles transformaciéns xeodésicas, de acordo co seguinte
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Teorema 2.2.5 Sexa (M",g) unha variedade de Riemann e B unha subvariedade con
0 <dimB <n-—2. Seypp € unha transformacion zeodésica con respecto a B que
conserva o volume, enton ¢ a identidade ou a reflexion reodésica.

Como consecuencia, dedicouse especial atencién 6 estudio das transformaciéns xeo-
désicas que conservan a diverxencia, obténdose a seguinte caracterizacién dos espacios
harmoénicos:

Teorema 2.2.6 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann. Enton as sequintes condicions
son equivalentes:

(1) (M,g) € un espacio harmdnico.

(2) Para cada punto m € M eziste unha transformacion zeodésica (distinta da reflexion
reodésica) con respecto a m que conserva a diverzencia.

(8) Para cada esfera zeodésica Gy, (r) existe unha transformacion zeodésica (distinta da
reflexion zeodésica) con respecto a Gy, (r) que conserva a diverzencia.

Ademais, o cardcter constante da curvatura seccional pode ser caracterizado pola exis-
tencia de transformaciéns xeodésicas (distintas da reflexién xeodésica) con respecto a
calquera xeodésica conservando a diverxencia.

Como xa se puxo de manifesto, o feito de que a reflexién xeodésica con respecto a
unha subvariedade conserve o volume implica a minimalidade desta. Sen embargo, a
existencia de transformacions xeodésicas distintas da reflexion que conserven a diverxen-
cia permite caracterizar determinadas propiedades relativas 4 xeometria da subvariedade,
especialmente no caso das hipersuperficies reais ou complexas:

Teorema 2.2.7 Sexa B unha hipersuperficie nunha variedade (M, g) de curvatura cons-
tante. Logo existe unha transformacion zeodésica (distinta da reflexion zeodésica) con
respecto a B que conserva a diverxencia se e soamente se B € unha hipersuperficie isopa-
ramétrica.

Teorema 2.2.8 Sexa B unha hipersuperficie complexa con dias curvaturas principais
distintas nunha variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante. Enton son
equivalentes:

(1) B € unha hipersuperficie de Einstein

(2) Existe unha transformacion zeodésica (distinta da reflexion zeodésica) con respecto
a B que conserva a diverzencia.

Cémpre sinalar finalmente que, como situaciéon xeral, a existencia dunha transforma-
ci6én xeodésica (distinta da reflexién xeodésica) con respecto a unha subvariedade implica
a minimalidade desta, se a stia codimensiéon é maior que un, e o caracter constante da
curvatura media, cando nos restrinximos a hipersuperficies.
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2.2.3 Transformaciéns xeodésicas holomorfas

O estudio das transformaciéns xeodésicas holomorfas permitiu obter unha caracteriza-
cién das variedades Kéhler de curvatura seccional holomorfa constante. Ademais, permitiu
por de manifesto a existencia de numerosas transformacions xeodésicas harmoénicas non
isométricas.

Teorema 2.2.9 Sexa (M,g,J) unha variedade case hermitiana. Enton as sequintes con-
dicions son equivalentes:

(1) (M,g,J) € unha variedade Kihler de curvatura seccional holomorfa constante.

(2) Para cada punto m € M existe unha transformacion zeodésica (distinta da reflexion
zeodésica) con respecto a m holomorfa.

Ademais, tense a seguinte clasificaciéon das transformaciéns xeodésicas holomorfas, o
que permite mostrar exemplos de transformaciéns xeodésicas harménicas non isométricas
nin conformes (ndtese que toda aplicacién holomorfa entre variedades Kéhlerianas é har
monica).

Teorema 2.2.10 Seza (M, g,J) unha variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa
constante ¢ e sexa p, unha transformacion ceodésica holomorfa con respecto a un punto
m € M. Enton

(1) pm € a reflexion zeodésica (ou equivalentemente, unha isometria).
(2) pm estd dada por s(r) =Cr, C €R, C?> #0,1, se c=0.

(3) ¢m estd dada por

tans\f—Ctanr\éE, CeR, C*+£0,1

sec>0.

(4) @m estd dada por

:Ctanhrvz_c, CeR, C2+£0,1

tanh s

Ve
2

se —c > 0.



Capitulo 3

Variedades cuaternionicas

Neste capitulo estudiaremos algins conceptos e resultados béasicos sobre xeometria
cuaterniénica, que seran utilizados no Capitulo 4 deste traballo. Como referencias basicas
que tratan o estudio de variedades cuaternidnicas sinalamos [I] e [YK].

3.1 Conceptos basicos

Neste apartado imos definir as variedades case cuaterniénicas e as cuaternidnicas
Kaéhler, asi como establecer algunhas das stas propiedades, que empregaremos mais adian-
te.

Definicion 3.1.1 Chamaremos variedade case cuaternionica a unha variedade M de di-
mension n = 4k cun fibrado vectorial 3-dimensional V' formado por tensores de tipo (1,1)
sobre M satisfacendo a segquinte condicion: en calquera aberto coordenado U de M, existe
unha base local {J1, Ja, J3} do fibrado vectorial V' tal que

JE =1, Jz =1, Jz =1,
JoJz = —J3Jo = J1, J3J1=—JiJ3=Jo, JiJo=—JoJ1 = J3,

(3.1.1)

onde I denota o campo de tensores identidade de tipo (1,1) sobre M.

Unbha base local {Ji, Ja, J3} de V satisfacendo (3.1.1) dise unha base canénica local do
fibrado vectorial V' en U. Logo, o fibrado vectorial V' dise unha estructura case cuater-
niénica en M, e M con V dise unha variedade case cuaterniénica, que denotaremos por
(M, V). Unha variedade case cuaterniénica ten dimensiéon n = 4k, k > 1.

Consideremos, nunha variedade case cuaterniénica M, dous abertos coordenados U e
U’ tal que UNU' # 0, e sexan {J1, Jo, J3} e {J1, J5, J5} bases canénicas locais de V en U
e U’ respectivamente. Logo, Ji, J5 ¢ J; son combinaciéns lineais de Ji, J2 e J3 en UNU’,
é dicir,
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Ji = suJi + si2Ja + si3ds,
(3.1.2) Jyo= sai + sada 4+ sesJs,
Jy = s3Ji 4+ s3Ja + s33s,

onde s;; (1 < 14,5 < 3) son funciéns definidas en U N U’. Da condicién (3.1.1) que satisfan
as bases locais do fibrado vectorial V' deducimos que (s;;(m)) é un elemento de SO(3),
para todo punto m € U N U’. Polo tanto, toda variedade case cuaterniénica é orientable.

Se, nunha variedade case cuaterniénica (M, V'), existe unha base global {Jy, Jo, J3} de
V' que satisfai a condicién (3.1.1), entén (M, V) é o que tradicionalmente se denominaba
variedade case cuaterniénica. Unha tal base global {J1,J2,JJ3} de V denominase unha
base candnica global de V.

Sexa (M, V') unha variedade case cuaterniénica, e {.J1, J2, J3} unha base canénica local
de V nunha vecinanza coordenada U de M. Suponamos que en cada aberto coordenado
U hai un sistema de coordenadas (%) con respecto 6 cal os campos de tensores (1,1) locais
J1, Jo e J3 tenen componentes numéricas da forma

0 -1 0 0 0 0 —I 0 00 0 -—I

I 0 0 0 0 0 0 I 0 0 —I 0
=10 o o =1 |"2= 1 0 0o o' o1 0o o |

0 0 I 0 0 —I 0 0 I 0 0 0

onde I denota a matriz identidade de R* (dim M = 4k). Neste caso, a estructura case
cuaterniénica V ou a base local {J1, Jz, J3} dise integrable.

Nunha variedade case cuaterniénica (M, V') existen métricas de Riemann g tales que
9(¢X,Y) + g(X,9Y) = 0, para calquera seccién do fibrado vectorial V e campos de
vectores arbitrarios X e Y sobre M. Este par (g,V) dise unha estructura métrica case
cuaterniénica sobre M, e a terna (M, g, V') dise unha variedade métrica case cuaternidnica.

Sexa {Jp, J2,JJ3} unha base candnica local de V nunha vecinanza coordenada dunha
variedade métrica case cuaterniénica (M, g, V). Posto que a métrica g é case hermitiana
con respecto a cada estructura case complexa (local) J;, i = 1,2, 3, definindo

(I)Z(X,Y)ZQ(J,LX,Y), i:172737

onde X e Y son campos de vectores calquera en U, vemos que @1, ® e ®3 son 2-formas
locais. Enton,

Q=P AP + Py A Py + O3 A P3

¢ unha 4-forma definida globalmente en M.

Sexa (M, g, V') unha variedade métrica case cuaternidnica e sexa V a conexién de Levi
Civita asociada & métrica g. Logo, como consecuencia directa de (3.1.1), vemos que a
condicién
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(%) Se ¢ é unha seccién (local ou global) do fibrado vectorial V', entén Vx¢ é tamén
unha secciéon de V', sendo X un campo de vectores arbitrario sobre M,

¢é equivalente & condicién

(%) Se Ji, Ja, J3 é unha base canénica local de V', entén

VxJi = r(X)Je — q(X)Js,
(3.1.3) VxdJo = —T(X)Jl + p(X)Jg,
VxJs = qX)h - p(X)Js,

para calquera campo de vectores X, onde p, g e r son certas 1-formas locais sobre M.
Entén, temos a seguinte

Definicién 3.1.2 Unha variedade métrica case cuaternionica (M,g,V') satisfacendo a
condicion (x) ou (xx) dise que é unha variedade cuaterniénica Kdhler, e o par (g,V') dise
unha estructura cuaternionica Kdhler.

Sexa (M, g, V) unha variedade cuaterniénica Kahler. Entén, usando (3.1.3), compré-
base facilmente que VQ = 0. Reciprocamente, se (M, g, V') é unha variedade métrica case
cuaterniénica e se verifica VQ = 0, entén é unha variedade cuaterniénica Kahler. E dicir,
temos o seguinte

Teorema 3.1.1 Unha variedade métrica case cuaternionica € cuaternionica Kahler se e
soamente se V) = 0.

O teorema anterior pon de manifesto que, se dim M = 4, toda variedade orientable é
cuaterniénica Kéahler. Tamén nos di que €2 é unha 4-forma harmdnica non nula, de onde
se segue que 2P é unha 4p-forma harmoénica non nula, 1 < p < k, sendo dim M = 4k.

A seguir, imos enunciar un resultado probado recentemente en [S]. Este ddnos unha
condicién necesaria para que unha variedade case cuaternidnica sexa cuaterniénica Kéhler.
Necesitamos a seguinte

Definicién 3.1.3 Unha variedade case cuaternionica (M, g, V') dise nearly-cuaternionica
se VxQX,Y,Z, W) =0, para calquera campos de vectores X, Y, Z e W sobre a variedade
M.

Agora, damos o resultado anteriormente mencionado.

Teorema 3.1.2 Unha variedade nearly-cuaternionica de dimension n > 4 € necesaria-
mente cuaternionica Kdhler.
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3.2 Curvatura de variedades cuaternidonicas

Sexa (M, g,V) unha variedade cuaterniénica Kahler de dimensién n = 4k e sexa {J,
Ja, J3} unha base canénica local de V. Denotemos por R o tensor curvatura de Riemann
de M. Entén, temos que

9(Rxy hZ, I/W) — g(Rxy Z,W)

= +2{g(Z JsW)Ric(X, JsY) + g(Z, J,W)Ric(X, oY)}
9(Rxy J2Z, JoW) — g(Rxy Z, W)

(3.2.1)

kw{g(Z JiW)Ric(X, 1Y) + g(Z, JsW)Ric(X, J3Y)}

9(Rxy J3Z, JsW) — (RXyZ, W)

= 2{g(Z JoW)Ric(X, oY) + g(Z, IW)Ric(X, 1Y)}
onde Ric denota o tensor de Ricci da variedade M. Este resultado imolo utilizar para
definir a curvatura )-seccional dunha variedade cuaterniénica Kéhler, o que faremos un
pouco mais adiante.

Agora, imos enunciar, sen demostracion, algtins resultados ben conecidos relativos as
variedades cuaternionicas Kahler:

Teorema 3.2.1 Toda variedade cuaternionica Kahler de dimension maior que catro €
unha variedade de Einstein.

Teorema 3.2.2 Unha variedade cuaternionica Kahler de curvatura seccional constante
c # 0 ten necesariamente dimension 4.

Posto que polo Teorema 3.2.1 calquera variedade cuaterniénica Kahler M é unha va-
riedade de Einstein, se M é conformemente cha, entén ten curvatura seccional constante.
Logo, do Teorema 3.2.2 dedticese o seguinte

Teorema 3.2.3 Se unha variedade cuaternionica Kdhler de dimension maior que catro é
conformemente cha, enton ten curvatura seccional constante cero.

Tendo en conta o que afirma o dltimo teorema citado, vemos que a nocién de curvatura
seccional para variedades cuaterniénicas Kahler non é esencial. Polo tanto, introdicese a
nocion de curvatura (Q-seccional, que xoga un papel importante 6 longo desta memoria.

Sexan (M, g, V) unha variedade cuaterniénica Kéhler, m un punto de M e x un vector
non nulo de 7,,M. Entén, o subespacio 4-dimensional Q(x) do espacio tanxente de M
en m xerado por {z,Jiz, Jox, Jsx} denominase a Q-seccion determinada polo vector x.
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Denotaremos por K(z,y) a curvatura seccional da variedade M con respecto & seccién
xerada polos vectores linealmente independentes x e y de T,,M. Posto que M ¢é unha
variedade de Einstein, usando (3.2.1), obtemos, para un vector unitario x, as igualdades
seguintes

K(z, Jir) = g(R(z, J1z) 1z, )

_ 4]{(153—2) — 9(R(z, Jhz)Jox, J3z),
K(z, Jox) = g(R(x, Jox) Jox, z)

(3.2.2) :4M:i2)_guaLJﬂmkan%
K(z, J3z) = g(R(z, J3z) 3z, T)

— 4]4:(‘:3—2) — 9(R(z, J3z)J1z, Jox),

onde Sc denota a curvatura escalar de M e R(z, Jiz)Jix = RyjzJix, i =1,2,3.
Suponamos que para cada par de vectores linealmente independentes y,z € Q(z) a
curvatura seccional K (x,y) é unha constante x(x). A esta constante, x(z), chamarémoslle
a curvatura @Q-seccional de M con respecto a x en m € M. Entén, poniendo y = =,
z=Jix;y==x, z = Jox; y = x, z = J3x; temos respectivamente que
(3.2.3) K(z, Jiz) = K(z, Jox) = K(z, J3z) = k(z).
Tendo en conta a primeira identidade de Bianchi, a partir de (3.2.2) obtemos

(3.2.4) K(z) = 4]{7(}312)7

e
(3.2.5) 0 =g(R(z, Jiz)Joz, J3x)
- = g(R(x, Jox)Jsz, Jix) = g(R(x, Jaz) Jyz, Jox).

Da hipétese K (z,aJiz + bJox) = k(x), sendo a? +b? # 0, xunto con (3.2.3), chegamos
a que g(R(z, Jix)x, Jox) = 0. Analogamente obtemos

0 =g(R(z, iz)z, Jaz)
= g(R(.%', JQiL').T, J3x) - g(x7 ']3‘1’.)'%.7 Jlx)
De (3.2.5) e (3.2.6), seguimos que

(3.2.6)

(3.2.7) R(y, z)y — k(z)z € Q™ (),
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para calquera par de vectores ¥,z € Q(z), onde Q*(z) denota o complemento ortogonal
de Q(z) en T,,M.

Reciprocamente, se supofiemos que se cumpre (3.2.7) para todo par de vectores y, z €
Q(z), onde z € T,,, M, entén a curvatura seccional K (y, z) é constante. En tal caso, k(z)
chamase a curvatura ()-seccional de M con respecto a x no punto m, e dise que a (J-seccién
Q(x) ten curvatura @-seccional k(x).

Imos necesitar nalgunha ocasién o seguinte

Teorema 3.2.4 Sexa (M, g,V') unha variedade cuaternionica Kahler de dimension maior
que catro que ten curvatura Q-seccional constante, w(m), en cada punto m € M. Logo,
M ten curvatura Q-seccional constante, i.e., a funcion w: M — R € constante.

Observamos que o anterior resultado tamén ¢é vélido para dim M = 4, porque en tal
caso a curvatura (Q-seccional é constante en cada punto se e soamente se o é a curvatura
seccional. Entén, se se satisfai a hipdtese do teorema, polo Lema de Schur (ver [YK])
tense que a curvatura seccional é constante en M. Polo tanto, tamén o é a curvatura
(Q-seccional .

Agora, enunciamos un resultado que nos da a expresién do tensor curvatura de Rie-
mann nunha variedade cuaternionica Kahler de curvatura QQ-seccional constante.

Teorema 3.2.5 Sexan (M",g,V') unha variedade cuaternionica Kdhler de dimensiénn >
8 e m un punto de M. Entén, a curvatura QQ-seccional de M ¢é constante ¢ no punto m
se e soamente se o tensor curvatura de Riemann en m ten a sequinte expresion:

C

R(z,y)z = {g(yv z)r — g(x, 2)y

3
= {g(Jiw, 2) iy — g(Jiy, 2) Jix + 2g(Jix, y)JiZ}},

=1

para calquera terna de vectores x,y, z tanzentes a M en m e calquera base local adaptada

{Jl, JQ, J3} de V.

Enunciamos tamén un resultado que dé unha caracterizacion das variedades cuater-
niénicas Kahler de curvatura ()-seccional constante, e que precisaremos mais adiante.

Teorema 3.2.6 [PSU| Sexa (M™,g,V) unha variedade cuaterniénica Kdhler. Logo, M
ten curvatura @Q-seccional constante se e soamente se para calquera base local adaptada
{J1, J2, J3} do fibrado vectorial V' cimprese que R(x, J;z, x, J;y) = 0, para algin indice
i € {1,2,3} e para calquera par de vectores unitarios x,y tanzentes d variedade, con

y € Q).
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3.2.1 Espacios modelos

Os tres espacios modelos en xeometria cuaterniénica estan dados polo seguinte
Teorema 3.2.7 Sexa (M,g,V) unha variedade cuaternionica Kdhler de curvatura Q-
seccional constante ¢ de dimension n = 4k. Se M ¢é completa e simplemente coneza,

enton € isométrica

(i) O espacio euclidiano R™, se ¢ = 0,

P S 1
ii) O espacio prozectivo complexo cuaterniénico HPX = M sec>0, ou
(i) pacio p p , ,
Sp(n) - Sp(1)
P Spt 1
iii) O espacio hiperbdlico cuaternionico HHX = p(n+l) , sec<O.
(iti)

Sp(n) - Sp(1)

E facil comprobar que cando multiplicamos unha métrica de Riemann g por unha
constante positiva 7, entén a curvatura )-seccional multiplicase por —. Logo, salvo por

unha semellanza, podemos supor que a curvatura ()-seccional constante dunha variedade
é 4, 0 ou -4.
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Capitulo 4

Transformacions xeodésicas en
xeometria cuaternionica

4.1 Introduccion

Este capitulo constitiie a parte central deste traballo. Nel estudiamos o significado
xeométrico das transformaciéns xeodésicas parcialmente conformes en xeometria cuater-
niénica. Primeiro, na seguinte seccion, definimos estas transformaciéns e mostramos que
o estudio delas sé é interesante se a subvariedade é un punto ou unha hipersuperficie
real. Cando a subvariedade é un punto obtemos condiciéns necesarias e suficientes para
a existencia de transformacions xeodésicas parcialmente conformes, caracterizamos as va-
riedades cuaterniénicas Kéahler de curvatura seccional constante a través da existencia das
ditas transformacions e, ademais, damos unha clasificaciéon delas. Finalmente facemos un
estudio andlogo para as transformacions xeodésicas parcialmente conformes con respec-
to a hipersuperficies. Damos condiciéns suficientes para a sia existencia, caracterizamos
as variedades cuaterniénicas Kéahler de curvatura seccional constante por medio destas e
damos unha clasificacién deste tipo de transformaciéns.

o) longo de todo este capitulo, chamaremos variedade case cuaterniénica a unha varie-
dade métrica case cuaternionica.

4.2 Transformacions parcialmente conformes

Nesta seccién definimos o concepto de transformacidon reodésica parcialmente conforme,
que serd o obxecto de estudio de todo este capitulo. O resultado principal desta seccion,
o Teorema 4.2.3, di que se dim B > 1 e codim B > 1, entén a identidade e a reflexién
xeodésica son as unicas transformacions xeodésicas parcialmente conformes que hai con
respecto & subvariedade B. Isto indicanos que para estudiar transformaciéns xeodésicas
parcialmente conformes non isométricas con respecto a subvariedades debemos restrinxir-
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nos 6 caso de puntos e hipersuperficies. Este estudio farase nas secciéns §3 e §4 deste
capitulo.

Definicién 4.2.1 Sexa (M, g,V') unha variedade case cuaternionica e sexa B unha subva-
riedade. Unha transformacion xeodésica pp con respecto a B dise parcialmente conforme
se

3
Yy =g+ fZWt @ e,
=1

para algunha funcion f dependendo sé da distancia normal r d subvariedade.
Da definicién de transformacién xeodésica séguese de forma inmediata a seguinte

Proposicién 4.2.1 Sexa (M",q,V), n > 4, unha variedade case cuaternionica. Se existe
unha transformacion xeodésica pp parcialmente conforme con respecto a unha subvarie-
dade B de codimension maior que un, enton f € unha funcion par e s € unha funcion
1mpar.

Proba. A transformacién xeodésica estd definida por

vp :p=exp,(ru) — op(p) = exp,(s(r)u).

Como p = exp,(ru) = exp,((—r)(—u)), temos que

vB(p) = expy(s(rju) = exp, (s(=r)(-u)) = exp,(=s(=r)u).

Desta tltima igualdade deducimos que s(—r) = —s(r), é dicir, s é unha funcién impar.
Probemos agora que f é par. Por ser pp unha transformacién xeodésica parcialmente
conforme, verifica

3
Crg(J1Y 1Y) =€ g(Iiy )+ £ (e @ m) (I, Ji),
=1

onde y(r) = exp,(ru). Avaliando a anterior expresién en p = exp, (ru) = exp, ((—r)(—u))
obtemos a igualdade s'(r)2+ f(r) = s'(—r)?+ f(—r). Tendo en conta que s é unha funcién
impar, obtemos que f(r) = f(—r), é dicir, f é unha funcién par. O

Da anterior proposicién deducimos que as derivadas pares da funcién s en 0 e as
derivadas impares da funcién f en 0 son todas nulas, é dicir, s*)(0) = fZ++1D(0) = 0,
para todo k > 0.

O anterior resultado non se verifica se a codimensién de B é un, é dicir, se B é unha
hipersuperficie. Isto pono de manifesto o feito de que a inversiéon con respecto & esfera
de centro a orixe e raio o en R™ é unha transformacién xeodésica conforme e, polo tanto,
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—Qr

parcialmente conforme. Para esta transformacion, a funcién s estd dada por s(r) = T
a+r
que obviamente non é impar.

O seguinte resultado da unha condicién necesaria e suficiente para a existencia de
transformacions xeodésicas parcialmente conformes. Esta condicién é a que se obtén de
escribir que ¢p é parcialmente conforme nun sistema adaptado de coordenadas de Fermi,
como o descrito no Capitulo 1 deste traballo.

Lema 4.2.1 Sexa (M",g,V) unha variedade case cuaternionica. Unha transformacion
xeodésica pp con respecto a unha subvariedade B € parcialmente conforme se e s6 se se
verifican as sequintes condicions:

3
(4.2.1) 9ij (B (p)) = €7 gij(p) + f(r) Z(Ut ® nt)ij (p),
=1
3
(4.2.2) pgia(B(p)) = €7 gia(p) + f(r) Z(Ut ® 1t )ia(P):
=1
3
(4.2.3) p°9a0(28(D) = € gap(p) + F(r) D (1 @ me)a(p
=1

ds\?
20 _ [ 22
(4.2.4) e* = (dT) 7

para cada punto p = expy(ru), onde i,j =1,...,q, a,b=q+1,...,n—1 e p denota a
funcién p(r) = 8(:)

A partir da igualdade (4.2.4), as expresiéns anteriores, (4.2.1), (4.2.2) e (4.2.3), pddense
interpretar como un sistema de ecuaciéns diferenciais, dependente da funcién f. As solu-
cions deste sistema, caso de existiren, definirdan as transformacions xeodésicas parcialmente
conformes con respecto & subvariedade B. Nesta seccién poremos de manifesto as fortes
restricciéns xeométricas que impdn a existencia de solucions do dito sistema. Asi, en pri-
meiro lugar, veremos que soamente son factibles os casos en que a subvariedade se reduza
a un punto (ecuaciéns (4.2.3) e (4.2.4)) e cando a subvariedade é unha hipersuperficie
real (ecuaciéns (4.2.1) e (4.2.4)). As condiciéns iniciais vense afectadas pola dimensién da
subvariedade, como mostra o Lema 4.2.2, que aparece mais adiante. Ademais, cando se
impén a condicién inicial s'(0) = 1, esta determina a transformacién identidade de modo
unico. Isto dedtcese do Teorema 4.2.1, para dim B > 1, e do Teorema 4.3.1, cando B ¢
un punto.

Lema 4.2.2 Sexa (M"™,g,V), n > 4, unha variedade case cuaternionica. Se existe unha
transformacion reodésica wp parcialmente conforme con respecto a unha subvariedade B
entén f(0) = 0. Ademais, se dim B > 1, enton s'(0)? = 1.
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Proba. Sexa u € T, ,#B un vector unitario. Os vectores Jyu, t = 1, 2,3, pédense escribir
nunha base adaptada {E1, ..., E,} da forma seguinte:

Jiu = dlEq + ClEqul,
Jou = dQEq_l + CQEq+2,
Jsu = d3E; o + c3Bgqs,

onde ¢? +d? =1e cidy =0, parat =1,2,3.

Tendo en conta estas expresiéns, distinguimos os seguintes casos:

CASO 1: d, =0 para algiin v € {1,2,3}|

Noétese que este caso se dé cando a subvariedade B é un punto, pois logo tense que
dy = dy =d3 =0. A expresion (4.2.3) do Lema 4.2.1 para os indices a = b = ¢ + v dédnos
a igualdade

3
P29q+u,q+u(3(7')) = 6209q+u,q+u Z (1t @ 1) qv,g+0 (7).
t=1

Calculando o limite cando r tende a cero temos

3

$'(0)% = 5'(0)2 + £(0) D (@ M) gvg(0),

t=1

e tendo en conta que

3 3
Z Mt & Nt)g+v,q-+v (0 Zg g+vy 1) g(Eqiv, Jru) =1,
=1 =1

da expresién anterior obtemos s'(0)? = s'(0)2 + £(0), de onde se segue que f(0) = 0.

CASO 2: d, # 0 para todo v € {1, 2,3}‘

Suponamos primeiro que dim B > 4. A expresién (4.2.1) do Lema 4.2.1 ddnos a
igualdade

3
2
9i(s(r)) = € gi;(r) + F(r) > (e @ i) (
t=1
e calculando o limite cando r tende a cero temos que

0ij = '(0)%3i; + £(0) {5iq5jq +0ig—19j,4-1 + 5i,q725j,q72} :
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Como dim B > 4, existe | ¢ {q,q — 1,q — 2}. Poniendo os indices i = j = [ na expresién
anterior obtemos s'(0)2 = 1. Agora, tomando os indices i = j = ¢ na mesma expresién,
vemos que s'(0)? + f(0) = 1, de onde f(0) = 0.

Se dimB < 3, como ¢; = co = ¢3 = 0 ten que ser dimB = 3. Posto que dimM > 8 tense
que codim B > 5, e entén existe v € T, B vector unitario tal que v € ({u, Jiu, Jou, Jau})*.
Polo tanto J1v, Jov, J3v € T B, e asi para algunha base {E], ..., E,} adaptada é vector
v os vectores Jyv venen dados por

/ / /
Jl'U = Eq+1, JQU = Eq+2, J3'U = Eq+3.

Logo, polo caso 1, tense que f(0) = 0, pois os d; de v son todos cero.

Para concluir a proba, falta ver que se dim B > 1 entén s'(0)? = 1. Para ver isto, na

igualdade
3

9i(s(r)) = €*7gi; (r) + F(r) > (m @ me)is (1)
t=1
ponemos i = j = 1 e calculamos o limite cando r tende a cero. Asi, tendo en conta que
f(0) = 0, obtemos finalmente s'(0)? = 1. (Observemos que utilizamos o feito de que sexa
dim B > 1 para probar esta iltima afirmacién). [l

Imos ver agora un exemplo dunha variedade case cuaterniénica de dimensién catro e
dunha transformacién xeodésica parcialmente conforme que non verifican a conclusién do
lema previo.

Exemplo 4.2.1 Variedade case cuaternionica de dimension catro que non satisfai a afir-
macion do Lema 4.2.2.

Sexan M =R* e B =R? x {0} — R*. Consideremos en R* a estructura de variedade
case cuaternionica dada pola métrica euclidiana e polos campos de tensores:

0 -1 0 0 0 0 -1 0 00 0 -1
1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0
=109 0o 0o =1 "= 1 0 o0 o2 o1 0 o
0 0 1 0 0 -1 0 0 10 0 0

Definimos a transformacion xeodésica con respecto & subvariedade B

eB(z1, 22, T3, 24) = (21, T2, T3, CT4),

sendo ¢ € R, ¢ # 0. E inmediato comprobar que ¢p é unha transformacién xeodésica
parcialmente conforme, sendo s(r) = cr e f(r) = 1 — ¢%. Sen embargo, non se verifica a
primeira afirmacién do Lema 4.2.2, pois f(0) = 1 — ¢? # 0. Se escollemos a constante ¢
tal que ¢ # 1, entén tampouco se verificard a outra afirmacién do lema, s'(0)? = 1, xa
que s'(0)? = 2 # 1.
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Este exemplo pon de manifesto que a hipétese dim M > 8 non se pode suprimir no
Lema 4.2.2 e, polo tanto, de agora en adiante sempre sobreentenderemos que falamos de
variedades de dimensién > 8, ainda que non o digamos explicitamente. A razén desta
suposicién radica en que imos usar é longo de todo o traballo o feito de que f(0) = 0.

Exemplo 4.2.2 Transformacion zeodésica parcialmente conforme con respecto a un pun-
to dunha variedade case cuaternionica de dimension maior que catro, que non verifica
s'(0)2 = 1.

Sexa M = R*: . onde k é calquera nimero natural maior que un, coa estructura de
variedade case cuaterniénica dada pola métrica euclidiana e polos campos de tensores

0 -1 0 0 0 0 —-I 0 00 0 -—I

I 0 0 0 0 0 0 I 00 —I 0
=10 o o -1 |"2= 17 0 0o o201 0o o |

0 0 I 0 0 —-I 0 0 I 0 0 0

onde I denota a matriz identidade de R¥. Consideremos a subvariedade B = {0} e a
transformacién xeodésica parcialmente conforme con respecto a B dada por

1 1
©B(T1, .0y Tag) = 3T 5Tk ) -

Para esta transformacién é s(r) = 3 r, e entén, tense que s'(0)? = £ # 1.

Observacién 4.2.1 De agora en diante, imos utilizar a sequinte motacion para os de-
senvolvementos en serie de potencias das componentes da métrica g e das 1-formas 1,
t = 1,2,3, ¢ longo dunha zeodésica normal d subvariedade B, v(r) = exp,(ru), e da
funcion s(r):

(4.2.5) s(r) = Zﬁkrk,
k=1

(4.2.6) o) = ar(m,u, A, p)rk,
k=1

(4.2.7) M ((9?“) (r)= Zn};(m,u, a)rk.
k=1

Esta notacion manterémola 6 longo de toda este capitulo, ainda que ds veces non faremos
mencion explicita dela.

No seguinte teorema mostramos que a unica transformacién xeodésica parcialmente
conforme con respecto a unha subvariedade B de dimensién > 1 verificando s'(0) =1 é a
identidade. O caso en que dim B = 0 serd tratado mais adiante, probando no Teorema
4.3.1 que a mesma afirmacion é igualmente vélida para o caso en que B é un punto.
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Teorema 4.2.1 Seza (M",g,V), n > 4, unha variedade case cuaternidnica. Se existe un-
ha transformacion zeodésica pp parcialmente conforme con respecto a unha subvariedade
B edim B > 1, entén s(r) =1 ou s'(0) = —1.

Proba. Polo Lema 4.2.2 tense que s'(0)? = 1. O que imos facer é supor que s'(0) =1 e
ver que nese caso ten que ser necesariamente s(r) = r. Farémolo por induccién, probando
que os coeficientes i da serie de potencias da funcién s(r) son cero para todo k > 2.
Unha vez probado isto, como s(r) é analitica, teremos

s(r) = Gir + Zﬁkrk = pr=5(0)r =r.
k=2

Pola Proposicién 4.2.1 temos que f/(0) =0 e s”(0) = 0. Suponamos que se verifica

{ Po=p03="=0Bk-1=0,
F1(0) = f"(0) = - = f#2)(0) = 0,
e probemos que (B = f(k_l)(()) = 0. Posto que By = 3 = --- = fr_1 = 0, a funcién s(r)

verifica

s(r) =1+ Bpr® + O(rF 1),

de onde se obtén

p(r) =1 + Bkt + O@k),

pr)? = 1 + 28"+ O("),
(4.2.8)

sS(r) =1 4+ kBt + 0@*),

s'(r)? = 1 + 2kBr*t 4+ O@h).

Utilizando (4.2.8) na expresién (4.2.3) que nos dd o Lema 4.2.1, e tendo en conta que

(e @n)ab(r) = (0 @ Mt)an(0) + O(r)
= 9(Ea, Jyu)g(Ey, Jyu) + O(r)
= C%(Sa,qut(sb,q-‘rt + O(T)a te {L 2, 3}7

obtemos a igualdade
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k—2

{1 + 2ﬁk’rk_1 + O(Tk)} {6(15 + Z Oél(m, u,a, b)’rl

=1
+ag_1(m,u,a, b)rk_1 + O(rk) }

k-2

- {1 + 2kBert T + O(rk)} {5ab + Z a(m,u, a, b)rl

=1

+ag_1(m,u,a, b)rk_1 + O(rk) }

(k=1) 3
+ {wTkl + O(Tk)} {Z Cféa,q—&—téb,(ﬁ»t + O(T)} .

t=1

Igualando os coeficientes dos termos de grao k — 1, vemos que
20k0ab + ag—1(m,u,a,b) = 2kB0ap + ag—1(m,u,a,b)

FE0)

+W Z Ct25a,q+t5b,q+t7
t=1

de onde se segue a identidade

FE00)

(4.2.9) 2(1 — k) Brdap = (k:—l)') Z Cféa,q+t5b,q+t‘
Tot=1

Substituindo (4.2.8) na expresién (4.2.1) que nos da o Lema 4.2.1 obtense a expresién

k—2
0ij + Y ou(myu i, )r' + oy (m,u, i, 5)rFt + O(rF)
=1
k—2
= {1+ 2kBr "+ O0M) | {61-]- + > ou(m,u,i, j)r'
=1

+ak—1(m7 u, ivj)rkil + O(Tk) }

(k=1) 3
I {f(k—l()o')rk_l + O("”k)} {Z A7 6i 11054011 + O(r)} ,
' t=1
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e igualando os coeficientes dos termos de grao £ — 1 obtemos

SHD(0) ’ 2
(4210) Zk‘ﬁkém — —W Zdt 5i7q+17t5j,q+17t.
Tot=1

Usando as expresions (4.2.9) e (4.2.10), que acabamos de obter, imos probar que [ =
f#E=1(0) = 0. Para facelo, distinguimos os seguintes casos:

’CASO 1: d, =0 para algiun v € {1, 2,3}‘

Primeiro, suponamos que dim B > 3. Tomando os indices i = j = ¢+ 1 —v en (4.2.10)
tense 2k, = 0, ¢ dicir, B = 0. Pofiendo a = b = ¢+ v en (4.2.9) obtense f~1)(0) = 0.

Agora, se dim B < 2, como dim M > 8 tense que codim B > 6 e, polo tanto, existe
I ¢ {q+1,q+2,q+3}. Poiiendo os indices a = b = [ en (4.2.9) vese que 2(1 — k)3 = 0, é
dicir, B = 0 (pois k > 2). Por outra parte, considerando a = b = g + v en (4.2.9) obtense
FE700) ,

C

(k-1 "

0 e, tendo en conta que ¢, = 1 por ser d, = 0, vemos que f(k_l)(O) = 0.

’CASO 2: ¢, =0 para todo v € {1,2,3}‘

Suponamos que codim B > 2. Ponendo en (4.2.9) os indices a = b = ¢ + 1 tense
2(1—k)By, = 0, é dicir, B = 0. Agora, pofiendo i = j = ¢ en (4.2.10) obtense f*~1(0) = 0.

Se codim B = 1, como dim M > 8, ten que ser dim B > 7. Polo tanto, existe
1<q,1¢{q,qg—1,q—2}. Poniendo os indices i = j = [ en (4.2.10) tense O = 0. Agora,
considerando i = j = ¢ en (4.2.10), obtense f*~1(0) = 0.

Polo tanto, vimos que [ = 0, para todo k > 2. Isto, xunto co feito de que s(0) =0 e
s'(0) = 1, en virtude da analiticidade de s(r), ddnos que s(r) = r, que era o que queriamos
demostrar. O

O Lema 4.2.2 pon de manifesto que a dimensién da subvariedade infliie na transforma-
cién xeodésica. Reciprocamente, a existencia de transformaciéns xeodésicas parcialmente
conformes inflile na xeometria da subvariedade, como mostra o seguinte

Teorema 4.2.2 Sexa (M",g,V), n > 4, unha variedade case cuaterniénica e B unha
subvariedade reqular de dimension maior ou igual que un. Se existe unha transformacion
xeodésica pp parcialmente conforme con respecto a B, non trivial, enton verificase unha
das sequintes afirmacions:

(i) B é totalmente zeodésica, se codim B > 1,
(ii) B € unha hipersuperficie totalmente umbilica, ou

(iii) B € unha hipersuperficie de Hopf.
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Antes de pasar 4 proba deste teorema imos definir o concepto hipersuperficie de Hopf
que, ademais de aparecer no anterior teorema, tamén o fara en mais ocasions neste capitulo.

Definicion 4.2.2 Chamaremos hipersuperficie de Hopf a unha hipersuperficie con dias
curvaturas principais constantes distintas, onde unha delas ten multiplicidade tres e corres-
ponde ds direccions principais JIN, JoN, JsN, sendo N o gradiente da funcion distancia
normal o B.

Proba. Como dim B > 1 e pp non é a identidade, polo Teorema 4.2.1 verificase s'(0) =
—1, easi s(r) = —r + Bor? + O(r3). A partir da expresién (4.2.1) do Lema 4.2.1 e usando
(1.3.5), deducimos a igualdade

52']' — QTTij + O(TQ)

={1—4ﬁ2r+0(r2)}{6”+27" i+ O(r )}

3
+{rf(0)+ 00>} { ; 26 q1-t0j.q41-¢ + O(T)} .

Igualando os coeficientes dos termos de grao un obtemos

3

—2Ty; = —A4Ba6i; + 2Tij + £/(0) > d76ig11—165 411,
t=1

é dicir,
1 1 >
9(T(w)E;, Ej) =T = 5 {8"(0)% —51'(0) ;df@,qﬂtfsj,qﬂt} :

Asi, o operador de configuracién vén dado pola expresién

T(u) = ;{ I—*f Zm@JtU}

Imos empregar a anterior expresién de T'(u) para probar o resultado. Primeiro, su-
ponamos que codim B = 1. Logo B é unha hipersuperficie real e, polo tanto, tense que
d; =1 parat € {1,2,3}. Logo, o operador de configuracién estd dado pola igualdade

$(0) 14 0
=1 ;{0 3ol

Asi, se f'(0) = 0 entén T'(u)
talmente xeodésica se s”(0) =

NO|—=

= 15”(0)I e, polo tanto, B é totalmente umbilica (to-
O) Se f’(0) # 0, entén B é unha hipersuperficie con
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ddas curvaturas principais constantes distintas, k1 = 3s”(0) con multiplicidade n — 4 e

ko = 3{s”(0) — 3'(0)} con multiplicidade tres, correspondente esta dltima &s direcciéns
principais Jyu, Jou, Jsu, é dicir, é unha hipersuperficie de Hopf.

Vexamos agora que se codim B > 2 entén B é unha subvariedade totalmente xeodésica.
A Proposicién 4.2.1 ddnos que s”(0) = f/(0) = 0. Ent6n,

1 1 1 !/ ’
T(u) =5 3" O = 7)Y m e Juu f =0,

t=1
é dicir, B é totalmente xeodésica. [l
Imos agora co resultado central desta seccién, que nos di que se dimB > 1 e codim B >

1 entén a identidade e a reflexion xeodésica son as unicas transformaciéns xeodésicas
parcialmente conformes que hai con respecto a B.

Teorema 4.2.3 Sexa (M",g,V) unha variedade case cuaternionica e B unha subvarie-
dade q-dimensional de M. Se pp € unha transformacion reodésica parcialmente conforme
con respecto a B e 0 < g <n—1, entdn pp € necesariamente a identidade ou a reflexion
zeodésica.

Proba. Supofiamos que ¢p non é a identidade e vexamos que ten que ser a reflexién
xeodésica, i.e., que s(r) = —r. Farémolo por induccién, probando que s*)(0) = 0 para
todo k > 2. Posto que codim B > 2, a Proposicién 4.2.1 dénos que s”(0) = f'(0) = 0.
Suponamos que se verifica

{ Po=p3=""+=Pk1=0,
f'(0) = f"(0) = -+ = fE72(0) = 0,

e probemos que [ = f (k_l)(O) = 0. Pola hipétese de induccidn, a funcién s(r) verifica
s(r) = —r + Bpr® + O(r*F1),

de onde se seguen as igualdades

pr) = -1 + Bt + 00",

p(r)> = 1 — 268"+ O@h),
(4.2.11)

s(r) = =1 + kBt 4+ 0@k,

S(r)? = 1 — 2kBr*t 4+ O@FF).
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Substituindo (4.2.11) na expresién (4.2.1) que nos dé o Lema 4.2.1, tense que

k—2
0i + > (=D eu(m,u, i, j)r' + (=1)* g1 (m, u,d, 5)r* 1+ O(rF)
=1
k—2
= {1 — 2k Bt 4 O(rk)} {5ij + Zal(m,u, i, j)rt
1=1

+ag_1(m,u, i, 5)r* L+ O@r*) }

(k1) >
+ {f(k: — 1()0‘) rPl O(?“k)} {Z 7 6iq1-10jg+1-¢ + O(T)} ;

t=1

e igualando os coeficientes dos termos de grao k — 1 obtemos a igualdade

2kBrdi; = (1— (=1 Yaw_1(m,u,i,5)

(4.2.12) 1)) &
t=1

Substituindo (4.2.11) na expresién (4.2.3) que nos da o Lema 4.2.1, obtense a igualdade

{1—251@7“16_1"' rk }{ab-i-z almuab)
+(—1)k_1ak_1(m,u, a, b)rk_1 + O(Tk) }

k—2

- {1 — 2B+ O(rk)} {5ab + Z ar(m,u, a, b)rl

=1

+ag_1(m,u,a, b)rk_1 + O(rk) }

(k=1) 3
i {f(k;—ll()ol)rkl + O(Tk)} {Z i 0a,q+t0b.q+t + O(r)} .

t=1
Igualando os coeficientes dos termos de grao k — 1 obtemos a expresién
72ﬂk5ab + (71)k_1ak—1(m7 u, a, b)

(k—1) 3
= —2kBr0ap + ag—1(m,u,a,b)+ JZk: ) th Oa,q+t0b,g+t5
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da que se segue a identidade

2k — D)Broey = (1 — (=D YHay_1(m,u,a,b)

(4.2.13) f(k 1) 3
+W Z Ct a q+t(5b q+t-

Agora, imos probar que G = f (k_l)(O) = (0. Para facelo, distinguimos os seguintes
casos:

CASO 1: Existe u € T,#B cond; =do=d3=0

De (4.2.12) obtense a igualdade 2k3, = (1 — (—=1)*"Yag_1(m,u,i,i). Se k é impar
é obvio que B = 0. Suponamos, polo tanto, que k é par, i.e., k = 2[. Logo, temos a
expresion
1
Bar = T 1(m,u,i,1).
Posto que (9; é independente do vector u e do indice ¢, a anterior igualdade verificase
calquera que sexa o vector unitario v € T B que consideremos. En particular, a igualdade
¢é valida para v = —u, é dicir, verificase

1

Bo = 2722~ 1(m, —u,i,17).

Pero como awg;_1(m, —u,i,1) = —ag_1(m,u,i,i), vemos que oy = 0. Establezamos agora
que fE=D(0) = 0. De (4.2.13), tendo en conta que ¢; = cp = ¢3 = 1, séguese que
(k—1)
k1 _ f(0)
(=1)"" = Dag—1(m,u,q+1,g+1) = o)

Se k é impar verificase que f (kfl)(O) =0 e, se k é par, debido 6 caracter par da funcién
f, tamén se ten f+=1D(0) = 0.

CASO 2: Existe u € T,#B conci=co=c3=0

Neste caso, 6 poner na igualdade (4.2.13) os indices a = b = ¢ + 1, obtemos 2(k —
DB =1 — (=1)*YHay_1(m,u,q+ 1,qg+ 1). Obviamente, se k é impar tense que 3 = 0.
Suponamos, polo tanto, que k£ é un ntimero par. Entén, k = 2[ e tense a expresion

/BQl = a?l—l(mvan+17Q+l)'

20 —1
Tendo en conta que a anterior igualdade se d4 para todo vector unitario v € T-B e ra-
zoando como no caso anterior chegamos a que B9, = 0. Vese que f (kfl)(()) = 0 procedendo
de modo idéntico a como se fixo no caso anterior, a partir da igualdade

()

(D! = Dapa(m i) = gy
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CASO 3: Se u € T;:B existen p,v € {1,2,3} con d,, = 1,d, =0

Suponamos primeiro que codim B > 3. De (4.2.13) obtense a igualdade

2(k - 1)ﬁk = (1 - (_1)k_1)ak—l(m7uvq +p,q+ M)

Distinguindo se k é par ou impar, e procedendo como antes, obtemos que G = 0. Para
ver que f*~1(0) = 0, usamos a expresién

FE0(0)

((_1)k_1 - 1)ak—1(mvua,uuu) = (k _ 1)! )

que obtemos de (4.2.12) ponendo os indices i = j = u, e concluimos de forma totalmente
analoga a como se fixo en casos anteriores.

Agora, se codim B < 3 tense que dim B > 6. Asi, poniendo i = v en (4.2.12) ob-
tense a igualdade 2kBy = (1 — (—=1)*"Yag_1(m,u,v,v), de onde se conclie que f, = 0.
Considerando os indices i = j = g + v en (4.2.13) tense

A ()

(FDF = Dapr(m,u g +v.q+v) = —yp

A partir da anterior igualdade obtense f (k_l)(O) = 0 de forma totalmente andloga a como
se veu facendo durante toda a demostracién deste teorema. O

Do anterior teorema séguese de modo inmediato o resultado que formulamos no se-
guinte

Corolario 4.2.1 Sexa (M",g,V) unha variedade case cuaternionica e B unha subvarie-
dade de M de dimension q, onde 0 < ¢ < n—1 . Enton, a reflexion zeodésica é unha
transformacion xeodésica parcialmente conforme con respecto a B se e so se € unha iso-
metria.

Proba. Suponamos que a reflexién xeodésica é unha isometria, é dicir, pg9 = g. Entén,
é obvio que pp é unha transformaciéon xeodésica parcialmente conforme con respecto
a B. Reciprocamente, se a reflexiéon xeodésica, ¢p, é unha transformacién xeodésica
parcialmente conforme, tense que f = 0, de onde se segue que ¢zg = g, i.e., a reflexién
xeodésica é unha isometria. O

4.3 Transformacions con respecto a puntos

Iniciamos esta seccién probando que a identidade e a reflexién xeodésica son as Unicas
transformaciéns xeodésicas parcialmente conformes isométricas que existen con respecto
a un punto. Este resultado afirma algo analogo 6 tultimo corolario da seccién anterior no
caso en que a subvariedade B se reduce a un punto.
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Teorema 4.3.1 Sexa (M, g,V) unha variedade case cuaternionica e ¢y, unha transfor-
macion reodésica parcialmente conforme con respecto a un punto m € M. Logo:

(i) $(0) =1 se e sdses(r)=res'(0)=—1seesdses(r)=—r.

(ii) ©m € unha isometria se e soamente se s'(0)% = 1.

Proba. E obvio que se ¢, é a identidade ou a reflexién xeodésica entén s'(0) = 1 ou
s'(0) = —1. Para establecer o reciproco demdstrase cada unha das ddas implicaciéns
seguintes:

§'(0)=1=s(r)=r, s'(0) = -1 = s(r) = —r.

Supotiendo que s'(0) =1 ou §'(0) = —1 vese que @, ten que ser necesariamente a identi-
dade ou a reflexién xeodésica. O proceso de demostracion é totalmente idéntico 6 que se
seguiu nos Teoremas 4.2.1 e 4.2.3, vendo que tédolos coeficientes da serie de potencias da
funcién s(r) son nulos, a partir do segundo. Asi, pola analiticidade de s(r) concliese que
o resultado é certo. O

Do anterior teorema dedicese de xeito inmediato o seguinte

Corolario 4.3.1 Sexa (M,g,V) unha variedade case cuaternidnica e seza m € M. En
ton, unha transformacion xeodésica parcialmente conforme con respecto ¢ punto m € unha
isometria se e so se € a identidade ou a reflexion zreodésica.

O seguinte resultado establece as relaciéns que implica a existencia de transformacions
xeodésicas parcialmente conformes con respecto a puntos entre os coeficientes do desen-
volvemento en serie de potencias das componentes da métrica gq.p(r), a,b=1,...,n — 1,
das 1-formas n;, t = 1,2, 3, e das funciéns s(r) e f(r).

Lema 4.3.1 Sexa (M, g,V) unha variedade case cuaternionica e @, unha transformacion
xeodésica con respecto a un punto m € M. Enton, ¢, € unha transformacion reodésica
parcialmente conforme se e soamente se os coeficientes da serie de potencias da funcion
s(r) satisfan a sequinte formula de recorrencia:
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BHL = Bh)ar(m, u,a,0) =0 > (1—pg)ByB,

p+q=k+2

+ Z Z Boq Z ai(m,u,a,b) Z Bpy - - By

i+j=k+2 \ptg=t I<j pit...+p1=j
123,j>2
k—1
(431) - Z al(mv u, a, b) Z pquﬁq
=2 ptHq=k+2—1

k—1
—&—,8%20(1(7%,“,&, b) Z ﬁpl -~'ﬁpz
=2

p1+...+pi=k

-y O (meuam(mub))

i+c+d=k t=1

ondea,be{l,....n—1} ek > 1.

Proba. Imos probar o resultado empregando a férmula
3
P2 9ab(s) = € gan(r) + F(r) D (0 @ me)ap(r
t=1

que nos da o Lema 4.2.1. Multiplicando dmbolos termos da igualdade por 72, e tendo en
conta que €2’ = s'(r)2, obtemos

3
(4.3.2) 202 gan(s) = 128" (r)2gab(r) + 12 £(r) D (e @ n)an(r
t=1

O que imos a facer é desenvolver ambolos lados da anterior identidade en serie de
potencias. Despois, igualando os coeficientes que acompanan a cada potencia da variable
r, obteremos a expresion do enunciado do Lema.

A partir do desenvolvemento en serie de potencias da funcién s, (4.2.5), tense
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M

7"2;02(7“) = ( Z ﬁpﬁq) )
1>2

pqlgpﬁq Tiv
i>2 p+q=t

s(r)! = ( Z B, - ..ﬁpl) r
>1

p1t...tpi=J

(4.3.3)

<
)
C,D\
—~
B
SN—
o
I

Substituindo (4.3.3), (4.2.6) e (4.2.7) en (4.3.2), obtense

(E(zs

—i—Zal(m,u,a,b) (Z ( Z Bp, ...ﬁpl) rj) }
1>2 j>l \ p1+...+p=j

= { Z ( Z pQﬁqu) ri} {5(113 + Zal(m’ u,a, b)’r’l}
122\ ptg=t 1>2

(4) 4
i>1 t=1 \ >0 d>0

Igualando os coeficientes dos termos de grao k + 2 obtemos

itj=k+2 ptq=i I<j p1+...+p1=j
7’7‘7_
+5ab Z Bpﬂq
prq=k+2
= Z Z pquﬁq (87} (ma u, a, b) + 5Cl,b
i+l=k+2 \ ptg=i
i,0>2

W

)

Z { ( Z‘ﬁpﬁq> (Zal(m,u,a,b) ( Z .ﬁpl...ﬁpl))}

Z PaBpiy

p+q=k+2

+ Z f. (chmua m,u,b)).

i+ct+d=k
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Separando ay(m,u,a,b) nas sumas da anterior expresién obtemos

Z Z ﬁpﬁq Z al(mv u,a, b) Z ﬁpl s ﬁpz

itj=k+2 pt+g=t 1<y p1+...+p=j
123,522

k—1
+ﬁ%zal(m7u7avb) Z ﬁpl . -ﬁpz
=2

p1+...+p=

+B P ag(m,u,a,0) + 6 > Buby
p+q=k+2

= Z Z pquﬁq al(mv u, a, b) + ﬁ%ak(ma u, a, b)

+2 \ ptg=i
2

+0ab Z pqu/ﬁq + Z f ' (ch m,u a)nd(m u b))

p+q=k+2 i+c+d=k t=1
Entén, despexando ay(m,u, a,b) obtemos o resultado. [l
Probamos a continuacién a influencia que exerce a existencia dunha transformacion

xeodésica parcialmente conforme con respecto a un punto sobre o tensor curvatura de
Riemann nese punto.

Proposicién 4.3.1 Sexan (M",g,V) unha variedade case cuarterniénica e m € M. Se
existe unha transformacion xeodésica parcialmente conforme pn, con respecto ¢ punto m,
enton o tensor curvatura de Riemann verifica

Ruaub(m) = ﬁ%(ﬁ?_l) {4ﬁlﬁ35ab + f Zéatébt}

para a,b=1,...,n— 1.

Proba. Pola Proposicién 4.2.1 tense f/(0) = 0 e B2 = s”’(0) = 0, e por (1.3.7) tense
ag(m,u,a,b) = %Rmub(m), a,b=1,...,n — 1. Tendo en conta o anterior, a expresion
(4.3.1) do Lema 4.3.1 para k = 2 dénos a identidade

LGB~ 1) Buu(m) = 461 B0y + L0 25 .

Despexando R,q,p(m) nesta iltima expresién chegamos a

Ruaub(m) = ﬁ%(ﬁ?_l) {4/81ﬂ35ab + f O Z(satébt}
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(a,b=1,...,n—1), que era o que queriamos demostrar. O
Unha consecuencia inmediata da proposicién anterior estd formulada no seguinte

Corolario 4.3.2 Sezxa (M,g,V) unha variedade case cuaternionica e sexa m un punto
de M. Se existe unha transformacion zeodésica pp, parcialmente conforme con respecto ¢
punto m, enton verificase:

(i) f"(0) =0 se e soamente se Ry, (m) ten un dnico autovalor.

(i1) f"(0) # 0 se e soamente se R,(m) ten dous autovalores distintos, un con multipli-
cidade tres correspondente 0s autovectores Jiu, Jou, J3u.

O Teorema 4.3.2 da condiciéns necesarias para a existencia dunha transformacién
xeodésica parcialmente conforme con respecto a un punto. As ditas condiciéns, expresadas
en termos das derivadas dos operadores de Jacobi, serdn unha xeneralizacién do corolario
anterior. Para obter o resultado mencionado, comezamos co seguinte

Lema 4.3.2 Sexa (M™,g,V) unha variedade case cuaternionica e sexa m un punto de M.
Se existe unha transformacion xeodésica parcialmente conforme @, con respecto ¢ punto
m, que non sexa unha isometria, enton os coeficientes da serie de potencias da funcién

gab(r) = Z Qg (’I?’L, u, a, b)rk
k>0

son independentes do vector u, e ademais satisfan

(4.3.4) (ak(m,u,a, b)) = ( lm)ls ! ) ,

iapsn-1 0 Gl
onde (x(m) e &x(m) son nimeros reais, para todo k > 0.

Proba. O que temos que demostrar é que os coeficientes ax(m,u, a,b) son independentes
do vector u e que verifican

ag(m,u,a,b) = 0, abe{l,...,n—1}, a#Db,
(4.3.5) ag(m,u,a,a) = ag(m,u,bb), a,be{l,2,3}, ou
a,be{4,...,n—1},
para todo k£ > 0. Primeiro, imos ver que se cumpre
ag(m,u,a,b) = 0, a€{l,2,3},be{4,...,n—1}, ou
(4.3.6) a,be{4,...,n—1}, a #b,

ar(m,u,a,a) = ag(m,u,b,b), a,be{4,....,n—1},
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e que ag(m,u,a,b) é independente de u para os indices indicados e para todo valor de
k. A partir de (1.3.7) tense que (4.3.6) se satisfai para k = 0 e k = 1, e obviamente os
ag(m,u,a,b) son independentes de u, pois son constantes. Sexa ko o menor enteiro tal que
f%0)(0) é non nula. Séguese, de modo inmediato, da expresién (4.3.1) que nos d4 o Lema
4.3.1 que ag(m, u,a,b) é independente do vector u e satisfai (4.3.6) parak =0,1,..., ky—1.
Recorrendo novamente & expresién (4.3.1) obtemos que ag,(m,u,a,b) é independente de
u e cumpre (4.3.6). Agora, para establecer (4.3.6) para valores de k maiores que kg, imos
proceder por induccién. Admitamos que os ag(m,u,a,b) son independentes do vector u,
que verifican (4.3.6) para k =0,...,l + ko e que se ten

ny(m,u,a) = - = nf(m,u,a) =0, te{l,2,3},ac{4,...,n—1}.

A condicién pedida para os 775- verificase trivialmente para j = 0, pois nf(m,u,a) =
9(Eq, Jyu)(m) = g(Eq, Et)(m) = 04, a € {1,...,n— 1}, t € {1,2,3}. Imos probar que

Qryko+1(m,u,a,b) = 0, a€{l,2,3},be{4,...,n—1}, ou
a,be{4,...,n—1}, a#b,
Qpiko+1(m,u,a,a) = oqigy+1(m,u,bb), a,be{4,...,n—1},
nf+1(m,u,a) = 0, te{l,2,3},ae{4,...,n—1},
e que aqyy+1(m, u, a,b) é independente do vector u. Sexana € {1,2,3}ebe {4,...,n—1}.

A expresién (4.3.1) do Lema 4.3.1 para k = [ + ko + 1 ddnos a igualdade

(ko) (0
(4'3'7) /8%( i+k0+1 - l)alJrkoJrl (mv u, b, CL) = T},”?Jrl(mv u, b)
1
Consideremos a familia de vectores unitarios zy, = Y12 (Au + pJgu), onde A e p son
L

numeros reais, algun deles non nulo. Posto que Ej é ortogonal 6s vectores zy,, Jazau,
tense que a anterior igualdade tamén se da cando substituimos o vector uw por calquera
dos vectores z),. Asi, temos que

(VL) (0)
ko!

2 gltko+1 B
Bl( 1 0 - 1)al+k0+1(m72)\,u7b7 JGZ)\,LL) - Tlla—i-l(m?z)\,u?b)'
Os dous termos da anterior igualdade son funciéns alxébricas nas variables A e p. Desen-
volvendo a anterior expresion e igualando os coeficientes que acompanan & maior potencia
de A, obtemos que
2( pl+ko+1
BB — Dayyrg+1(m, u, b, Jou) = 0.

Como ﬂﬁkﬁl # 1, posto que ¢, non é unha isometria, e 3 = e20(0) £ 0, podemos

concluir que o4xo+1(m,u,b, Jou) = aiyr,+1(m,u,b,a) = 0. Debido a que f*)(0) # 0,
séguese de (4.3.7) que 7}, (m,u,b) = 0. A partir da expresién (4.3.1) do Lema 4.3.1 e
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tendo en conta o que acabamos de probar, é inmediato que (4.3.6) se verifica, e que os
Qtko+1(m, u, a,b) son independentes do vector u, para os indices a,b € {4,...,n—1}, a #
b. Tamén se deduce que oj4k,+1(M,u,a,a) = igy+1(m,u,b,b) paraa,be {4,...,n—1},
e que son independentes de wu.

Resumindo, o que vimos ata agora foi que as matrices dos coeficientes do desenvol-
vemento en serie de potencias da métrica aplicada os campos de vectores coordenados, 6
longo da xeodésica y(r) = expn,(ru), son da forma

Ap(m,u) 0
(O‘k(m’u’a’b))ga,bgnq = ( 0 6 (m)os >,

onde Ag(m,u) € M3y3(R). Imos ver que para todo k a matriz Ag(m,u) é un multiplo da
matriz identidade I3, Ax(m,u) = (x(m,u)Is, sendo a constante de multiplicidade (i (m, u)
independente do vector u. Primeiro, vexamos que a matriz Ag(m,u) é diagonal, é dicir,
comprobemos que

ag(m,u,a,b) =0, a,be {1,2,3}, a #b.

Fixemos un indice b € {1,2,3}. Posto que acabamos de probar que se verifica

77t<aia>(r) = 0, t€{1,2,3},ac{4,....,n—1},

0, te{l1,2,3},ac{4,...,n—1},

Ne
7 N
3|
Q
a\m
=)
N—

|

e sabemos que
Ui (’7,) (’I") = 0, te {172)3}1

o
— = 1,2
g<axt,7)(7“) 0, te{l,2,3},

tense que

d 9 + & 9 9
/ / n_J/ 9 9 _/ Y 99 9
<J1’77J277J37>_<8x47"'78xn_177> <8$1’8x27(9:1:3>’

6 longo de v(r) = expm,(ru). Polo tanto, podemos facer un cambio de base, rotando os
campos de tensores Jq, Ja, J3 6 longo da xeodésica y(r) = expy,(ru), para conseguir que
a nova base do fibrado vectorial V' sobre M, Ji, Jj, J5, verifique

8 9 \"
! !
Jyy €<8$i’8mj> )
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onde os indices i,j elixense distintos en {1,2,3}, diferentes de b. Observamos que se

0 0
verifica n, (8;{}“) (ry=g (83}“’ Jéu) (r)=0,paraa € {1,...,n— 1}, a # b, pola propia

construccién dos Jj.

Cabe observar que este cambio de base que acabamos de facer non afecta en nada
6 calculado ata agora. Isto débese a que sé consideramos os ax(m,u,a,b) para o con-
xunto de indices a,b € {4,...,n — 1}, a # b, e a € {1,2,3}, b € {4,...,n — 1}, e 0s
ne(m,u,a), t = 1,2,3, para os indices a € {4,...,n — 1}, e para os indices considera-
dos ténense as identidades <8?c“> =g (8(;12“’ Jtu> =g (8?:“’ J{u) =, <8i“>' Polo
tanto, podemos suponer que levamos traballando dende o principio coa base dada po-
los campos de tensores Ji, J4, Ji, a cal denotaremos sen as primas, pois isto non debe
conducirnos a ningun tipo de confusién.

Continuamos agora coa demostracién de que a matriz Ax(m, u) é diagonal. Empezamos
vendo que

(4.3.8) ar(m,u,a,b) =0, a€{1,2,3}, a#b,

onde b é o indice que fixamos anteriormente. A partir de (1.3.7) tense que (4.3.8) se satisfai
para os indices k = 0 e k = 1. Por recorrencia na expresion (4.3.1) do Lema 4.3.1, obtemos
que (4.3.8) se verifica para k = 0,...,kyg — 1. Para k = ko tense que ay(m,u,a,b) =0
se a € {1,2,3}, a # b, e tamén se ten n(m,u,a) = 0 para a,t € {1,2,3}, a # t. Agora,
procedemos por induccién, suponendo que

{ ag(m,u,a,b) =0, k=0,...,1+ kg,

T}f)(m,u,b)::nf(m,u,b):O, tE{l,Q,?)},t?éb,
e vendo que

Qtkg+1(m,u,a,b) =0, a€{1,2,3}, a#b,
(4.3.9)

nlt+1(m,u,b) =0, te{l,2,3},t#h.

0
Usando a hipdtese de induccion e o feito de que ) = 0, para todo indice a €

Ox®
{1,...,m— 1}, a # b, a expresion (4.3.1) para k = [ + ko + 1 ddnos a igualdade

f(ko)(o)

(4'3‘10) ﬁ%( i+k0+1 - 1)al+k0+1(mvu7 a, b) - T}'

nla—i-l (mv u, b)

1
Novamente, consideremos a familia de vectores unitarios 2y, = 2 (Au + pdau).
p

Posto que Ej, € ortogonal a z), e a J,2),, tense que, 6 susbtituir u por z), na igualdade
(4.3.10), esta séguese dando. Procedendo de forma totalmente andloga a como se fixo
antes, i.e., desenvolvendo a expresion e igualando coeficientes, chegamos a que se cumpre
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(4.3.9), como queriamos ver. Como consecuencia disto, temos que g <8b’ Joy ) (r)y=20
x
0
para a € {1,2,3}, a # b, é dicir, verificase que D é paralelo a Jp'.
x
0
Fixemos agora un indice a € {1,2,3},a # b. Posto que Jy7' é paralelo a 9.5 e ortogonal

b

x

. . 9 9

a (Jiv', J;'), tense que (Jiy', J;y') = 5 D

Logo, podemos facer outro cambio de base do fibrado vectorial V', para conseguir que o

>, onde 7, j € {1,2,3} son distintos de b.

0
novo J,7' sexa paralelo a e Isto non afecta a nada do que fixemos durante a proba
x

deste teorema, pois os novos 7 coinciden cos anteriores cando os aplicamos 6s campos de

0
vectores coordenados P’ salvo quizais nt(—a t), pero nunca utilizamos o seu valor. Polo
T T

tanto, podemos supor que traballamos con esta base dende o inicio da proba do teorema,
pois todo o que fixemos ata aqui é igualmente vélido.

0
Sexa ¢ o tnico indice en {1,2,3} distinto de a e de b. Vexamos que Due ¢ paralelo a
x

820 € (Juv, Jyy')*. Para probar q}le pye: ¢ ortogonal a
Juy', veremos que se verifica ay(m,u,c,a) = 0 para todo k > 0. E certo para k = 0 e
k =1, por (1.3.7). Por recorrencia na expresién (4.3.1) que nos dé o Lema 4.3.1 obtemos
que ag(m,u,c,a) = 0 para k =0,...,ky — 1. Para k = kg tense que ayx(m,u,c,a) =0 e
nb(m,u,c) =0, se t # c. Agora, procedemos por induccién, supoiendo que

Joy'. Para iso mostraremos que

{ ar(m,u,c,a) =0, k=0,...,1+ ko,

nf)(mauvc):"':nf(m7u7c):07 t#ca

e vendo que
{ al+k0+l(m7 u, ¢, (L) =0,

nf+1(m, u,c) =0, t#ec.

A partir da hipotese de induccién e tendo en conta que Eyn é ortogonal a J.v/, a expresién
x
(4.3.1) para k = + ko + 1 queda reducida 4 identidade

f(ko)

I+k
B P - Daike41(m, u, ¢, a) = TO,U

Lr1(m,u, a).
Procedendo de forma totalmente andloga a como se fixo anteriormente chegamos a que
ar(m,u,c,a) =ni (m,u,c) =0.

Agora, imos probar que se verifica ax(m, u, a,a) = ag(m,u,b,b) se a,b € {1,2,3}. Para
k = 0 temos que ag(m, u,a,a) =1 eparak =1é ai(m,u,a,a) =0, sendo a calquera indice
de {1,2,3}. Por recorrencia na expresién (4.3.1), obtemos que a igualdade ay(m,u,a,a)
= ag(m,u,b,b) se da para k < ko. Tendo en conta que nj(m,u,a) = 1, para a = 1,2,3,
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e recorrendo novamente & expresién (4.3.1), vemos que oy, (m,u,a,a) = ag,(m,u,b,b).
Para probar que a anterior igualdade se d4 para indices maiores que kg imos proceder por
induccién. Suponamos que

{ ag(m,u,a,a) = ag(m,u,b,b), k=0,...,1+ ko,

nH(m,u,a) = nf(m,u, b), t=0,...,1,

e probemos que se verifica ag,1111(m,u,a,a) = agrir1(m,u,b,b) e niy (m, u, a) =
o 't1(m,u,b). Para iso, recorremos novamente & expresién (4.3.1). A partir dela e usando
a hipdtese de induccion, obtemos a igualdade

ﬂ%(l - ﬂf0+l+1) {ak0+l+1(m7 u, a, CL) - ak0+l+1(m7 U, b7 b)}

f(ko) "
= QTO! {nlbﬂ(m,% b) — 77[+1(m,u, a)}

1
A2+ p?
(Au + pJyu), obtemos, polo procedemento habitual, que se verifica agg4i41(m, u,a,a) =
Qo ri41(m,u, b,0) e nft (m,u,a) = nlbﬂ(m,u, b).

Resumindo todo o anterior, vimos que gq(r) = 0 se a # b, e que os ax(m,u,a,b) son
independentes do vector use a # boua,b € {4,...,n—1}, e tamén vimos que se verificaba
(4.3.5). Polo tanto, para rematar a proba deste teorema, o que nos falta por ver é que
ak(m,u,a,b) é independente do vector u se a,b € {1,2,3}, o cal é obvio se a # b, pois
nese caso ay(m,u,a,b) = 0. Asi, s6 nos falta ver que ag(m,u,a,a) é independente de u,
para a = 1,2,3, que é o que imos mostrar a seguir. Para k = 0 e k = 1 é evidente pois,
por (1.3.7), ap(m,u,a,a) =1 e ay(m,u,a,a) = 0. Para k < kg obtemos que ay(m,u,a,a)
é independente do vector u por recorrencia na expresién (4.3.1). Para k = ko, tendo en
conta que 7n§(m,u,a) = 1, a férmula (4.3.1) dédnos que oy, (m,u, a,a) é independente de
u. Agora, imos proceder por induccién. Suponamos que ay(m,u,a,a) e nf(m,u,a) son
independentes de u, para k = 0,...,kg+1,t =0,...,l e a € {1,2,3}, e probemos que
Qkot1+1(M,u,a,a) e N (ms u, a) son independentes de u. Usando a hip6tese de induccién,
da expresién (4.3.1) deducimos que

Posto que a igualdade anterior é védlida para a familia de vectores unitarios zy, =

(ko)
leo+i+1
BE(L = B kg 141 (m, u, a,0) — 270,717+1(m, u, a)

1

¢ independente de u. Considerando de novo a familia de vectores unitarios 2y, = Yz
1

(Au + pJyu), da igualdade
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(ko)
ko1
B (1 = BT gy 141 (m, 2ag, @, a) — 270'77&1("% Zus @)

(ko)
ko+i+1
= B7(1 = B Ny 1141(m, 20, 0, a) — QTO,?ﬁlﬂ(m, Zuxs @)

obtemos, polo procedemento habitual, o resultado requirido. O
Utilizando a demostracién do lema anterior, probamos o seguinte

Corolario 4.3.3 Seza (M, g, V) unha variedade case cuaternidnica e sexa m un punto de
M. Suponamos que existe unha transformacion reodésica parcialmente conforme o, con
respecto a m, que non € unha isometria. Enton, para todo vector unitario u € T,, M existe
unha base candnica Ji(t), Jo(t), J3(t) do fibrado vectorial V ¢ longo de v(t) = expy, (tu)
tal que Jy(t)y'(t), J2 ()7 (t) e J3(t)7'(t) son campos de vectores paralelos ¢ longo de ~.

Agora, imos relacionar a existencia de transformaciéns xeodésicas parcialmente con-
formes con respecto a un punto co operador de Jacobi e as sias derivadas de orde superior
nese mesmo punto. Primeiro, no seguinte teorema, vemos a influencia que ten a existencia
dunha transformacion xeodésica parcialmente conforme con respecto a un punto sobre as
derivadas do operador de Jacobi no punto e, mais adiante, no Teorema 4.3.3, vemos que
certas condicidns sobre o operador de Jacobi e as sias derivadas nun punto gardntennos
a existencia dunha transformacion xeodésica parcialmente conforme con respecto a ese
punto.

Teorema 4.3.2 Seza (M",g,V) unha variedade case cuaternionica e sexa m un punto
de M. Se existe unha transformacion reodésica parcialmente conforme p,, con respecto o
punto m, que non sexa unha isometria, enton o operador de Jacobi e as suas derivadas
no punto m satisfan

R(2k+1)(m) = 0,
(4.3.11) c1(m, k)Is 0
a 0 co(m, k)In_y 7

para todo k > 0, onde c1(m, k) e ca(m, k) son nimeros reais que sé dependen do punto m e
da orde k da derivada que esteamos a considerar. Ademais, pn, € conforme se e soamente
se c1(m, k) = ca(m, k), para todo k > 0.

Proba. A dltima afirmacién deste teorema estd probada en [GV5]. Suponamos, polo
tanto, que ¢, non é conforme. Logo, por ser f unha funcién analitica non nula, existe
ko € N tal que f (ko)(O) # 0. Admitamos que kg é o menor nimero natural que o verifica.
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Noétese que kg ten que ser maior ou igual que dous, pois pola Proposicién 4.2.1 temos que
f'(0)=0

Por (1.3.4), os coeficientes do desenvolvemento en serie de potencias das funciéns gq(7)
satisfan

(m.uab) = ——— (1D,0.) " (0)

ag(m,u,a,b) = — .

K (k+2)l \ 77

Pola Proposicién 4.3.1, o operador de Jacobi R,(m) é diagonal con, 6 maximo, dous
autovalores distintos e independentes da direccion dada polo vector u € T,,M, un dos
cales corresponde 6s autovectores Jiu, Jou, Jsu. D, é solucién da ecuacién de Jacobi, é
dicir, D!/ + Ro D,, = 0, e verifica as condicién iniciais D,(0) = 0 e D, (0) = I. Logo,
D!(0) =0 e DY(0) = —Ry(m). Temos que as matrices R,(m) e D!(0) = —R,(m) son
diagonais, con autovalores independentes do vector u. Suponamos que as matrices

DY(0),..., D (0),

Ry(m),...,RF 2 (m),

son diagonais con, 6 maximo, dous autovalores distintos, independentes de v e un deles

correspondente 6s autovectores Jyu, Jou, J3u. Probemos que entén as matrices ngw)(())
e R&k_l)(m) verifican o anterior. A partir da relacién
"k
(1312 D20 ==X () REDmP o),
=0

usando a hipétese de induccién e o feito de que a matriz R&k_l)(m) é simétrica, vemos que
D2 (0) é unha matriz simétrica. Debido a que

1 (k+2)

ag(m,u,a,b) = (] (tDuDu>ab (0),

tense que D&k+2)(0) é unha matriz diagonal, con dous autovalores independentes de u, un
dos cales corresponde 6s autovectores Jiu, Jou, Jyu. De (4.3.12) deducimos que a matriz

(uk_l)(m) é diagonal con dous autovalores independentes de u, onde un corresponde 6s
autovectores Jiu, Jou, Jsu. Polo tanto, temos que

dl(m, k)[g 0
)y —
Ru(m) ( 0 do(m, k:)In_4>

para todo k > 0. Finalmente, como os autovalores de ng) (m) son independentes da

direccién dada por u € T, M, temos que R&Qkﬂ)(m) = 0 para todo k£ > 0. O
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Imos establecer agora o reciproco do teorema anterior, o que constituird unha condicion
suficiente para a existencia de transformaciéns xeodésicas parcialmente conformes con
respecto a un punto.

Teorema 4.3.3 Sexa (M™,g,V) unha variedade case cuaternidnica e sexa m € M. Su-
poriamos que o operador de Jacobi e as stas derivadas verifican

R(2k+1)(m) = 0,

(4.3.13) R () _ ( c1(m, k)I3 0 )
0 co(m, k)I—4

para todo k > 0. Logo, tense que

(i) Se c1(m,k) = ca(m,k) para todo k > 0, entdn ezisten infinitas transformacions
reodésicas conformes con respecto a m.

(ii) Se M ¢é cuaternionica Kdhler e existe un nimero natural k tal que ci(m,k) #
ca(m, k), enton existen infinitas transformacions xeodésicas parcialmente conformes,
non conformes, con respecto a m.

Proba. A afirmacién (i) estd probada en [GV5]. A continuacién probamos a segunda
afirmacién. Sexa {Fi(r),...,F,_1(r)} o campo de referencias ortonormal paralelo obtido
mediante o transporte paralelo 6 longo de v(r) = exp,,(ru) dunha base ortonormal de
T.»M da forma {Jyu, Jou, Jsu, Ey, ..., E,_1}. Por ser M cuaterniénica Kahler, podemos
supor que F,_4(r) = Jy/'(r), t = 1,2,3. Primeiro, vexamos que a funcién matricial
D, (r) é diagonal con dous autovalores distintos, un deles con multiplicidade tres, é dicir,

mostremos que
d1 (T)Ig 0
Dy(r) = ,
0 do(r) -4

onde di(r) e da(r) son duas funciéns distintas.
De forma totalmente idéntica a como fixemos en teoremas anteriores obtense que as
derivadas da funcién D, (r) son da forma

o = (" )
m, k)4

Xa que estamos suponendo que existe ko tal que ci(m, ko) # ca(m, ko), ten que ser
dy(m, ko) # dg(m ko), como facilmente se deduce da 1gualdade (4.3.12). Logo tense
que a funcién dy (r Z di(m k)r é distinta da funcién da(r Z da(m, k)r

k>0 k>0
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Debido a que os autovalores do operador de Jacobi e das sias derivadas son indepen-
dentes do vector u, temos que os d;(m, k) e, por conseguinte, as funciéns d;(r), tamén o
son. Da igualdade

1 (k+2)
ar(m.w,a,0) = s (DuDa) T (0)
séguese que
ar(m,u,a,b) = 0, ab=1,....n—1, a#b,
ag(m,u,a,a) = ag(m,u,b,b), a,be{1,2,3}, ou

a,be{4,...,n—1}.

Vexamos agora que a férmula de recorrencia (4.3.1) do Lema 4.3.1 nos define un-
ha transformacion xeodésica parcialmente conforme con respecto 6 punto m € M, para
cada valor inicial 51 = §'(0) # 0. Suponiamos dado o valor 5, e obtidos f2,...,0; e
£(0),..., f%=1D(0). Calculemos entén Bry1 e f*)(0). Para obter f41, na expresién
(4.3.1) ponemos calquera indice a € {4,...,n—1}, e despexamos [j+1. Podemos elixir un
indice a arbitrario, pois polo Lema 4.3.2 temos as igualdades oj(m, u, a, a) = a;(m,u, b, b),
a,be{4,...,n—1}. Obtense que

1
ﬁk—l—l = m ﬂ%(ﬂf - 1)ak(m’uv a, CL) + Z (1 - pQ)ﬂpﬁq

ptag=k+2
p,g>1

+ Z Z BpBy Z aj(m,u,a,a) Z Bpy - - By,

i+j=k+2 \ptg=t I<j pit...+p1=j
i>3,j>2

-1

(4.3.14)
- Z (7] (m’ u, a, CL) Z pQﬁpﬁq
=2 p+q=k+2-1

k-1
+/8%Zal(m7u7a7a) Z ﬁp1 e -ﬁpl

=2 p1+..+p=k

3
t

()
_ Z fi,(O)ZUC(m,U,a)nﬁl(m,u,a)

i+c+d=k ’ t=1
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Observemos que na anterior igualdade non aparece o termo f*)(0), xa que

3
Zn (m,u, a)nh(m,u,a) =0,
t=1

para todo indice a € {4,...,n—1}. Vexamos agora quén é f(*)(0). Recorrendo novamente
4 igualdade (4.3.1) e escollendo un indice a € {1, 2,3} calquera, obtemos

f(k)(o) = k! 6%(ﬁf - 1)ak(m7u7a7 CL) + Z (1 - pQ)ﬂpﬂq

ptqg=k+2
p,q>1
+ Z Z BpBy Z aj(m,u,a,a) Z Bpy - - By,
i+j=k+2 \ptg=i 1<j pr1+...+p=j
123,522
k—1
(4.3.15) — Z a(m,u,a,a) Z P9Bpy
1=2 prq=k+2—1
k—1
2
+ﬁl Zal(mvuaava) Z ﬁp1 e 'ﬁpl
=2 pit..+pi=

-y £ O) 5t om0
t=1

i+ct+d=k !

Asi, obtemos (11 de (4.3.14) e £()(0) de (4.3.15) para todo k > 0, os cales nos definen
unha transformacién xeodésica parcialmente conforme con respecto a m. O

Usando o Teorema 3.2.6, estamos en condicidns de caracterizar as variedades cuater-
niénicas Kéhler de curvatura (Q-seccional constante a través da existencia de trasforma-
ciéns xeodésicas parcialmente conformes con respecto a puntos. Facémolo no seguinte

Teorema 4.3.4 Sexa (M",g,V) unha variedade case cuaternionica. Entén, M é cuater-
nionica Kdahler de curvatura QQ-seccional constante ¢ # 0 se e soamente se para todo punto
m € M existe unha transformacion xzeodésica parcialmente conforme con respecto a m,
non conforme.

Proba. Primeiro, suponamos que M é cuaternionica Kéhler de curvatura ()-seccional
constante ¢ # 0. En [GV1] prébase que as aplicaciéns
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tans\f = C’tanr\éé, CeR, C?#0,1, se c>0,
(4.3.16)

C, CeR, C?#0,1, se c<0,

tanh s 2—(: = (Ctanhr

determinan transformaciéns xeodésicas parcialmente conformes, non conformes, con res-
pecto a cada punto m € M. Ademais, (4.3.16) son tédalas transformaciéns xeodésicas
estrictamente parcialmente conformes con respecto a un punto calquera de M = M (c). Su-
poniamos agora que para todo punto da variedade M existe unha transformacién xeodésica
parcialmente conforme, non conforme. Probemos primeiro que M é cuaterniénica Kahler
e vexamos despois que ten curvatura @)-seccional constante. Sexan U un aberto de M, {.J;,
Ja, J3} unha base local do fibrado vectorial V en U, m € U e u € T,, M. Na demostracién
do Lema 4.3.2 probamos que

0 = n (5;) (expm (1)) = by

0 0 9
+r {g <(Vth)u> W) +g <VUW7 Jtu) } (m) + O(?“ )a

parat=1,2,3ea=4,...,n— 1. Da anterior igualdade, deducimos que
(4.3.17) (VJ)ui + ViJu (m)=0

cd- g uvt " Ol g uaxa7 t = U.

d 0 d 9 B , 0

Como %(expm(ru)) = 9pa (m)+r (v“axa> (m)+0(r)e0 =g (Jm , 83:“)’ obte-
mos g <Vu£l,Jtu> (m) =0. Entén, de (4.3.17), séguese que g <(Vthu)

U g ) )

=0, parat =1,2,3 e a =4,...,n— 1. Logo, probamos que (V,Ji)u € (u, Jiu, Jou,
Jau), para todo punto m € U e para todo u € T, M. E dicir, vimos que (VxJ;)X €
(X, hX, 2 X, J3X), para todo campo de vectores X sobre o aberto U. Asi, (M,g,V) é
unha variedade nearly-cuaterniénica. Polo Teorema 3.1.2 temos que M é cuaterniénica
Kaéhler. Para rematar a proba deste teorema sé nos falta demostrar que M ten cur-
vatura Q-seccional constante. Tendo en conta que na Proposicion 4.3.1 se proba que
R(u, Jyu)u ~ Jyu, para t = 1,2, 3, polo Teorema 3.2.6, obtemos que a variedade M ¢é unha
variedade cuaterniénica Kahler de curvatura ()-seccional constante. O

Imos dar agora unha clasificacion das transformaciéns xeodésicas parcialmente confor-
mes que tefien lugar nunha variedade case cuaterniénica, na cal existe unha transformacién
xeodésica parcialmente conforme con respecto a cada punto.

Teorema 4.3.5 Sexa (M™,g,V) unha variedade case cuaternionica tal que existe un-
ha transformacion zeodésica parcialmente conforme con respecto a cada punto m de M.
Enton, M ¢ unha variedade localmente simétrica e ademais:
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(i) A transformacion zeodésica € a reflexion local e, polo tanto, unha isometria.

(ii) M € un espacio de curvatura seccional constante ¢ = 0 se e soamente se existe unha
transformacion xeodésica conforme con respecto a cada punto m € M. Neste caso,
s0 se poden dar as homotecias

s=Cr, C*#0,1.

(iii) M € un espacio de curvatura seccional constante ¢ > 0 se e soamente se existe unha
transformacion xeodésica conforme con respecto a cada punto m € M. Neste caso,
s0 se poden dar as semellanzas non euclidianas

tans\f :Ctanr\f, C?#£0,1.

(iv) M ¢é un espacio de curvatura seccional constante ¢ < 0 se e soamente se existe unha
transformacion xeodésica parcialmente conforme con respecto a cada punto m € M.
Neste caso, so se poden dar as semellanzas non euclidianas

V—c V—c

2 2

= C'tanhr C%+0,1.

tanh s

(v) M é cuaternionica Kihler de curvatura Q-seccional constante ¢ > 0 se e soamente
se existe unha transformacion xeodésica parcialmente conforme pn,, non conforme,
con respecto a cada punto m € M. Neste caso, as transformacions xeodésicas deben
ser as semellanzas non euclidianas

Ve Ve

tansT:Ctanr 1 C?#£0,1.

(vi) M € cuaternionica Kdihler de curvatura Q-seccional constante ¢ < 0 se e soamente
se existe unha transformacion xeodésica parcialmente conforme, non conforme, con
respecto a cada punto m de M. Neste caso, s6 se poden dar as semellanzas non

euclidianas
tanh s ;C:Ctanhr 4_0, C?+£0,1.

4.4 Transformacions con respecto a hipersuperficies

Comezamos esta seccién probando o resultado andlogo do Lema 4.3.1 para o caso de
hipersuperficies.

Lema 4.4.1 Sexan (M",q,V) unha variedade case cuaternionica e pp unha transfor-
macion xeodésica non trivial con respecto a unha hipersuperficie B de M. FEnton, pp €



58 4.4 Transformacions con respecto a hipersuperficies

parcialmente conforme se e soamente se os coeficientes da serie de potencias da funcion
s(r) satifan a sequinte relacion de recorrencia

3

25211 t(SJTL t

2(k + 1) Bk4+10ij + ((—1)]C Dag(m,u,i,7)

= 5ij Z pquﬁq

pP+ag=k+2
P,q>2
(4.4.1) o1

+Zal(m7uai7j) Z pQﬁp/Bq - Z ﬂp1 "'ﬁpl

=1 p+q=k+2—1 p1+...+pi=

3
F(0) . ,

e S i, ibm, )

para todo i,j € {1,...,n— 1}, e para todo k > 1.

Proba. Imos obter a anterior identidade a partir da férmula (4.2.1),

3
gZ](S(T)) = 62091] Z 77t ® 77t 7,]
t=1
que nos d4 o Lema 4.2.1. Tendo en conta que €2? = s'(r)?, a anterior igualdade queda da
forma
3
(442) gz‘j(S(T‘)) =S ( ) 91] Z 77t ® 77t z]
t=1

A partir do desenvolvemento en serie de potencias da funcién s, (4.2.5), temos que

s'(r) = Z afar® 1,

a>1

SI(T)QZZ Z pquﬁq r,

a>0 \ p+g=a+2

s(r)t = Z Z ﬂpl .. By, b

b>l \ p1+...+p=
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Substituindo o anterior en (4.4.2) e tendo en conta os desenvolvementos en serie de po-

tencias (4.2.6) e (4.2.7), obtemos a expresion

5ij +Zal(maua7;7j) Z Z ﬁpl "'ﬁ]’l Tb

21 b>l \ p1+..+p=
=32\ D0 paBuBa | v 8 D anlm. i g’
a>0 \ pt+g=a+2 I>1
90 | )< . . . .
Z a! r Z ZHC(m’u’Z)T an(m7u7])r
a>1 t=1 c>0 d>0

Igualando os coeficientes dos termos de grao k, chegamos 4 identidade

Zal(m7u7i7j) Z ﬂp1 . 'ﬂpl

<k pi1t+...+pi1=

= 0;j Z PaBpBy + Z o (m, u, i, j) Z PaBpy

p+q=k+2 a+l=k p+q=a+2
>1
S0
+ ) Zm m,u, )ny(m, u, j)
a+c+d=k al t=1

Reordenando os termos e destacando algtin deles, vemos que

3
. 0
(BF = BD)a(m, u,i,§) — 2(k + 1)B1Beg16i5 — ) D bin-t0jmi
t=1
= 51’]’ Z PaBpBy
p+qg=k+2
P,q=2
k—1
+Zal(m7u7i7j) Z pquﬁq_ Z 51)1"‘51?1
=1 pHq=k+2-1 p1+...+p=k
S0
+ Z a( ) ch (m,u, )4 (m,u, j) ¢
at+c+d=k ’
a<k
Como ¢p non é a identidade, polo Teorema 4.2.1 temos que s'(0) = —1, é dicir, 51 = —

Poniendo (31 = —1 na ultima igualdade obtemos a expresién (4.4.1).
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Teorema 4.4.1 Sexan (M",q,V) unha variedade case cuaternidnica e B unha hipersu-
perficie. Se o operador de Jacobi normal satisfai a condicion

c1(k,u)ln—g 0
4.4.3 R®)(m) = ! )
( ) ) ( 0 ca(k,u)l3

para todo k > 0, onde c1(k,u), ca(k,u) son funcions constantes en B, tense que

(i) Se ci(k,u) = ca(k,u) para todo k > 0 e B é totalmente umbilica, enton existe unha
transformacion zeodésica conforme con respecto a B.

(ii) Se c1(k,u) # co(k,u) para algin k > 0, B € unha hipersuperficie de Hopf e M
€ cuaternionica Kdahler, enton existe unha transformacion zeodésica parcialmente
conforme con respecto a B, non conforme.

Proba. A primeira afirmacién do teorema esté probada en [GV5]. Probemos, polo tanto,
a segunda afirmacién. Sabemos que D,,(0) = I e que D, (0) = T'(u), sendo T'(u) o operador
de configuracién da subvariedade B. Posto que B ten duas curvaturas principais distintas,
temos que D! (0) = T'(u) é diagonalizable, con respecto a unha base ortonormal de T,,B
da forma {F1,..., E,_4, J1u, Jou, Jsu}. De (4.4.3) dedicese que D!/ (0) = —R(m) tamén
é diagonalizable con respecto 4 mesma base. Agora, a partir de (4.4.3) e da relacién
(4.3.12), procedendo por induccién, obtemos que D&k)(O) ¢ unha matriz diagonal con dous
autovalores, un deles con multiplicidade tres correspondente 6s autovectores Jyu, Jou, Jau.

Posto que as curvaturas principais de B son constantes e as funciéns c;(k,u), co(k,u)

son independentes do punto m € B considerado, temos que os autovalores de Di(tk)(O) son
constantes en B.

Sexa {Fi,...,F,_4} o campo de referencias 6 longo da xeodésica y(r) = expm(ru),
obtido por transporte paralelo de {E1, ..., E,_4}. Debido a que M é cuaterniénica Kéahler,
podemos supor que a base {Ji, Ja, J3} do fibrado V é tal que os campos de vectores J17/,
Jo7', J3y' son paralelos 6 longo da xeodésica v. Comprobemos que, en efecto, podemos
facer esta suposicién. Por ser M cuaterniénica Kéahler, verificase (3.1.3). Por conseguinte,

() (r) = g(Fy, Joy')(r) = g(Ei, Jew)(m) + rg(Ei, (Vo Je)y') + O(r) = 0,

paratodoi € {1,...,n—4} e paratodo t € {1,2,3}. Logo, temos que ({J17/, J2y', J37'}) =
{F1,...,Fy_q,7})*t. Sexan Py, P,, P3 os campos de vectores obtidos por transporte
paralelo 6 longo de v de Jyu, Jou, J3u, e consideremos o cambio de base do fibrado V' que
se obtén rotando os J; 6 longo de ~ para conseguir que sexa J;y = P, para t = 1,2, 3.
Suporemos, polo tanto, que traballamos cunha base do fibrado vectorial V' tal que o
campo de referencias {F1,..., F,_4, 17, Jo7y/, J3y'} é paralelo 6 longo da xeodésica +.
Con respecto 6 dito campo de referencias os coeficientes da métrica g 6 longo de ~ venen
dados pola relacién g;;(r) = (‘DyDy,)ij(r), i,j = 1...,n — 1. De aqui deducimos que os
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coeficientes do desenvolvemento en serie de potencias da funcién g;;(r) son constantes na
subvariedade B e, tamén, que satisfan

ak(mvuvi,j) = 07 iaje{lv'-wn*l}vi#ja

Ckk(m, U,i,i) = ak(mv ua.ja.j)7 Za] € {17273}7 ou
ije {4, .. n—1)

Pola forma de elixir a base do fibrado vectorial V' temos que 7 =0 6 longo de

0
ox’
v, para todo par de indices i € {1,...,n — 1}, t € {1,2,3}, tal que i # n —t. Logo,
por recorrencia na férmula (4.4.1) que nos déd o Lema 4.4.1 obtemos os coeficientes do
desenvolvemento en serie de potencias das funciéns s(r) e f(r). Estas funciéns determinan
unha transformacién xeodésica parcialmente conforme con respecto & subvariedade B. En
efecto, en (4.4.1) ponemos (3 = —1, para ter unha transformacién xeodésica distinta da
identidade. Supostos calculados os termos s, ..., Bk e f/(0),... ,f(k_l)(O), obtemos (11
e f®)(0) a partir de (4.4.1), queddndonos

1

k ..
Or41 = 2+ 1) (1= (=1)")ar(m, u,i,i) + Z PaBpby
pt+qg=k+2
P,q=>2
k—1
+ Z 8%} <m7 u, iv Z) Z pquﬁq - Z ﬁm e ﬁpl
=1 p+q=k+2-1 p1+..+pi=k

(a) 3
+ Z fa'(o) <Zn£(m7u7i)n3(m7uvi)>

at+c+d=k t=1
a<k
para calquera indice i € {1,...,n—4}. Observamos que na anterior igualdade non aparece

3
f*)(0) pois Z ne(m, u, )b (m,u,i) = 0, parai € {1,...,n—4}. Unha vez calculado By
t=1
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obtemos
&) (0
PO a0 1) + (-1 - Damo ..
- Z pquﬁq
p+a=k+2
P,q=>2
k—1
_Zal(mvuajaj) Z pquﬁq - Z 6}71 "'ﬁpl
=1 prg=k+2—1 pit.Ap=k
3
F9(0) : :
= D T 2o memau )nhm, . )
atct+d=k t=1
a<k
para calquera j € {n —3,n—2,n— 1}. ]

Agora, imos caracterizar o feito de que unha variedade cuaternionica Kéahler tena
curvatura (Q-seccional constante a través da existencia de transformaciéns xeodésicas par-
cialmente conformes con respecto a esferas xeodésicas suficientemente pequenas. Facémolo
no seguinte

Teorema 4.4.2 Sexa (M",g,V) unha variedade case cuaternionica. Enton, M é cuater-
nionica Kdhler de curvatura Q-seccional constante ¢ se e soamente se existe unha trans-
formacion zeodésica parcialmente conforme, mon isométrica, con respecto a cada esfera
zeodésica de raio suficientemente pequeno. Ademais, ¢ # 0 se e s6 se as transformacions
zeodésicas son parcialmente conformes non conformes.

Proba. Suponamos primeiro que M ten curvatura (J-seccional constante ¢. Temos tres
posibilidades: ¢ > 0, ¢ <0 e ¢ = 0. Sexa G,,(«) a esfera xeodésica de centro o punto m e
raio . Temos que as aplicaciéns

(s+a)(r+a) =a? se ¢ =0,
tan(s + a)\f tan(r +a)\f = (tanaf) , se ¢ >0,
\/:

o

tanh(s + a)\/4:c tanh(r + «) = (tanh 04\/4:0) , se c<O,

W

definen transformaciéns xeodésicas parcialmente conformes con respecto 4 hipersuperficie
Gm(a). Ademais, son as unicas transformaciéns xeodésicas non isométricas que hai con
respecto a cada esfera xeodésica. (Ver [GV5]).

Suponamos agora que, para todo punto m € M e todo niimero real «, suficientemen-
te pequeno, existe unha transformacién xeodésica parcialmente conforme con respecto a
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esfera xeodésica de centro m e raio o, que denotaremos por g, (o). A partir da igual-
dade (4.2.1) prébase que M é nearly-cuaterniénica. Recorrendo novamente ¢ Teorema
3.1.2, obtemos que M é unha variedade cuaterniénica Kéahler. Probemos agora que ten
curvatura ()-seccional constante. Polo Teorema 4.2.2, as esferas xeodésicas tefien que ser
totalmente umbilicas ou hipersuperficies de Hopf, é dicir, o operador de configuracién de

Gm(a) é da forma
C1 (ma u, Q)In—4 0
T(u) =
0 ca(m,u, o)

onde ¢;(m,u, ), i = 1,2, é constante 6 longo de G,,,(«) e u é un vector unitario de T, M.
Que ¢;(m,u,a), i = 1,2, sexa constante sobre Gy, («) significa que ¢;(m,u, ), i = 1,2,
¢ independente do vector unitario u, é dicir, ¢;(m,u,a) = ¢;(m,a), i = 1,2. Nétese que
estamos facendo identificaciéns de vectores 6 longo das xeodésicas v, (r) = expp,(ru) a
través do transporte paralelo. Por ser (M, g, V') cuaterniénica Kéhler podemos considerar
unha base local {Jy, Jo, J3} do fibrado V tal que Jyy' sexa un campo de vectores paralelo
6 longo de y(r) = expp(ru), t =1,2,3. Logo, temos que

g(T(u)Ji,2) =0 para todo @ € Q(v)*,

de onde, tendo en conta que

1 r r?
Teap(ry (W) =~ = SR = 7 R, +0(°),

,
para todo r suficientemente pequeno (ver [V]), deducimos que
g(RyJy,x) =0 para todo = € Q(v)*.

Isto equivale & condicién (3.2.7). Polo tanto, (M, g, V') ten curvatura @Q-seccional constan-
te. ]

Teorema 4.4.3 Sexan (M",g,V') unha variedade cuaternionica Kdhler de curvatura Q-
seccional constante ¢ e B unha hipersuperficie real. Entdon, B € totalmente umbilica (c = 0)
ou unha hipersuperficie de Hopf (¢ # 0) se e soamente se existe unha transformacion
zeodésica parcialmente conforme con respecto a ela. Ademais,

(i) M é€ localmente cha, B € localmente isométrica a unha esfera zeodésica de raio « e
a transformacion xeodésica € a inversion euclidiana

(s+a)(r+a) =a?
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(ii) B ¢é localmente isométrica a unha esfera xzeodésica de raio o no espacio proxectivo
cuaternionico HP¥ de curvatura Q-seccional constante ¢ = 4 e a transformacion
zeodésica € a inversion non euclidiana

(s+ )
£ — .
5 T 2

tan

(iii) B é localmente isométrica a unha esfera xeodésica de raio o no espacio cuaternionico

hiperbélico HHX de curvatura Q-seccional constante ¢ = —4 e a transformacion
xeodésica € a inversion non euclidiana
s+« T+ a
tanh ( ) tanh ( ) = tanh? K

(iv) B € localmente isométrica a un tubo arredor de HPX~1 no espacio prozectivo cua-
ternidnico HPX(4) e a transformacion zeodésica estd dada por
(s+a+3) (r+a+])

oo+ )
tan 5 tan 5 = tan 72 .

(v) B ¢ localmente isométrica a un tubo arredor de HHX™! no espacio cuaternionico
hiperbélico HH®(—4) e a transformacion zeodésica estd dada por

arctansenh (s + «) 4 arctan senh (r + o) = 2 arctan senh .

(vi) B € localmente isométrica a unha horosfera no espacio cuaternionico hiperbolico
HHX(—4) e a transformacion zeodésica estd definida por

e ’+e " =2

Proba. Se existe unha transformaciéon xeodésica parcialmente conforme con respecto
a B, o Teorema 4.2.2 dinos que B é unha hipersuperficie totalmente umbilica ou unha
hipersuperficie de Hopf. Reciprocamente, suponamos que B ten ddas curvaturas principais
constantes. Se son iguais, é dicir, se B é totalmente umbilica, entén é ¢ = 0, pois nunha
variedade cuaternionica Kéhler de curvatura (Q-seccional constante non nula non existen
hipersuperficies totalmente umbilicas. En tal caso, B é localmente isométrica a unha
esfera xeodésica dun certo raio a e a inversién non euclidiana (s + a)(r + o) = a? define
unha transformaciéon xeodésica conforme con respecto a B. Suponamos agora que B é
unha hipersuperficie de Hopf, con curvaturas principais c¢;, de multiplicidade n — 4, e c2,
de multiplicidade tres. Pola observacion anterior, estamos suponendo implicitamente que
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¢ # 0. Polo tanto, imos distinguir dous casos: ¢ = 4 e ¢ = —4. Fixar un valor concreto
para ¢ non supén perda de xeneralidade, pois simplemente supén cambiar a métrica g por
un multiplo. O operador de configuraciéon de B, en calquera punto da hipersuperficie, é

da forma
cilo—4 O
T(u) = ;
0 6213

onde u é un vector unitario normal a B. Como M ten curvatura (Q-seccional constante c,
o operador de Jacobi normal asociado 6 vector unitario u € T:- B esta dado por

Inq 0
R,(m) = . . .
cl3

Consideremos a ecuacién diferencial matricial D]+ RD,, = 0, suxeita 4s condiciéns iniciais

D,(0) = I, D.(0) = T(u). Primeiro analicemos o caso ¢ = 4. Estudiando as ecuaciéns

(D7)ij + (RDy)ij = 0 coas condiciéns iniciais respectivas, para i,j = 1,...,n—1, obtemos
(Dy)ii(r) = cosr + ¢y sen r, i=1,...,n—4

(Du)ilr) = cos2r + Tsenr,  i=n-3n-2n-1

(Du)iz(r) =0, se i # j.
De gij(") = (tDuDu)ij(T) obtemos que

gii(r) = (cosr + c1 senr)?, i=1,...,n—4
C2 2 .
gii(T‘):(COSZT—I—ESGDT‘) , i=n—3,n—2n-—1

gij(T‘):O, se Z#]

Tenamos en conta que se verifica

0 0
Mt (6%’1) - <W7JtN>

- o 9 :
= In—tn—t9 Oz’ Gpn—t :5iyn*tgnft,nft'

A partir de (4.2.1) e (4.2.4), obtemos as igualdades

(4.4.4)

2 2
(COS 25 + %2 sen 23) = (s'(r)* + f(r)) (cos 25 + %2 sen 2s> ,

(coss + ¢y sen s)? = s'(1)%(cos + 1 sen 1)?,

de onde temos
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(4.4.5) @Zicoss—i—clsens’
dr cosr+cipsenr
e
£(r) 2cos2s + co sen 2s 2 cos s + c1 sen s 2
T)= — -_— .
2 cos 2r + cy sen 2r cosr+cisenr
Integrando a ecuacién diferencial (4.4.5) coa condicién inicial s(0) = 0 obtemos duas

transformacions xeodésicas parcialmente conformes con respecto a B. S6 é interesante a
solucién correspondente a tomar en (4.4.5) o signo —, pois cando consideramos o signo +
obtemos s(r) = r.

Agora, estudiemos o caso ¢ = —4. Considerando as ecuaciéns (D)));; + (RDy)ij = 0
coas condicions iniciais respectivas, para i,j =1,...,n — 1, obtemos

_1+01 r 1—0¢ _r

(D’U«)”(T) - 9 € 9 € v = ]-7 y TV — 4)
2 2 —
(Da(r) = =2 e + 22 e mngn— 2,

(Du)ij(r) =0, se i # j.
De g;j(r) = (tDuDu)ij(T) obtemos que

gy(r) =0, seij
Tendo en conta (4.4.4), a partir de (4.2.1) e (4.2.4), obtemos as igualdades
(T+e)es+(1—c)e =52 ((1+c)e"+ (1 —c1)e™)?,
(24 c2) €2 + (2 — ¢2) e7%)?

= (') + Fr)((2+c2) € + (2 — c2) e7)%,

de onde temos

@_i(l—i—cl)es—l—(l—cl)e_s
dr -~ (I4+c)e+(1—cp)e "’

(4.4.6)

e

(2t ) e+ (2—cg) e 2 (I+c)ef+(1—c)es\?
fr) = ((2+62) €2T+(2—02)6_2r> - ((14—01) eT+(1—cl)e—”> )
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Integrando a ecuacién diferencial (4.4.6) co signo — e considerando a condicién inicial
5(0) = 0 obtemos unha transformacién xeodésica parcialmente conforme, non trivial, con
respecto a B.

Os casos (1), (iii), (iv), (v) e (vi) séguense directamente da clasificacién de hipersu-
perficies con duas curvaturas principais constantes, unha con multiplicidade tres, dunha
variedade cuaterniénica Kéahler de curvatura @-seccional constante dada en [B]). Nese
traballo aparece unha lista de hipersuperficies, nas anteriores condiciéns, coas curvaturas
principais correspondentes. Integrando a ecuacién diferencial que corresponda a cada caso,
(4.4.5) ou (4.4.6), obtemos o afirmado en (i7), (iii), (iv), (v) e (vi). O
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