Ana Rodriguez Fernandez

COHOMOLOXIA DAS FOLIACIONS
RIEMANNIANAS CON FOLLAS DENSAS

COHOMOLOXIA DE
ALEXANDER-SPANIER DE FOLIACIONS
COMPACTAS HAUSDORFF

Publicacions
do

Departamento
2001 de Xeometria e Topoloxia

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA




COHOMOLOXIA DAS
FOLIACIONS
RIEMANNIANAS CON
FOLLAS DENSAS

COHOMOLOXIA DE
ALEXANDER-SPANIER DE
FOLIACIONS COMPACTAS

HAUSDORFF

Ana Rodriguez Fernandez



Imprime: Imprenta Universitaria
Campus Universitario Sur
Santiago de Compostela

Dep. Legal C-986/2001
ISBN 84-89390-12-6



Moitas gracias.
Xosé por ser tan amavel, por contestar as minas perguntas, por estar sempre
disposto a atender-me.

Ana, Enrique, Fernando e Suso por ler a memoria, por formar parte do
tribunal.

Manolo por axudar-me con todos os meus problemas co ordenador e o Latex,
por ...

Chus, Lucia, mamé e papa por soportar os meus enfados e agobios cando algo
me sae mal, polo apoio.



v



LIMIAR

No estudio de variedades foliadas a cohomoloxia é unha ferramenta que ten sido
de grande utilidade. A unha foliacién pode-se-lle asociar unha sucesién de pri-
meiro cuadrante que converxe a cohomoloxia da variedade, de forma analoga a
como ocorre coa sucesion espectral de Serre para unha fibracién. A cohomoloxia
da base, neste caso, pode-se interpretar como unha cohomoloxia do “espacio das
follas” ; denomina-se cohomolozia bdsica. Aparece tamén, en correspondéncia coa
cohomoloxia das fibras, a cohomolozia foliada. Conecen-se diversas aproxima-
ciéns a estas teorias. A mdis estudiada é a que parte do complexo de de Rham.
Os primeiros traballos nesta lifia remontan-se a Reinhart, no ano 1958, que con-
sidera a cohomoloxia bésica no caso particular no que existen duas foliaciéns
complementérias [14]. Outras referéncias tempranas son Vaisman [17], que estu-
dia cohomoloxia en variedades dotadas dunha estructura case-produto e Masa
[8], que considera a sucesién espectral definida polo feixe diferencial de formas
bésicas. Unha aproximacién alternativa, pouco desenvolta, debe-se a Shikata
[15] que emprega cubos singulares adaptados & foliacién. Tamén a de Mostow
[12] en cohomoloxia continua pero na situacién mais xeral de espacios con duas
topoloxias. Entre os resultados obtidos con estes métodos poden-se citar os re-
lativos a deformaciéns de foliaciéns [5] ou de caracterizacién de foliaciéns que
admiten unha métrica que minimaliza as follas [10]. Nesta publicacién recollen-
se dous traballos. O primeiro descreve a sucesion espectral de cohomoloxia de de
Rham dunha foliacién riemanniana con follas densas, en funcién da sua alxebra
estructural e da cohomoloxia foliada. O segundo, parte da consideracién doutros
métodos para definir cohomoloxias asociadas a foliacién. En particular emprega
o método e a sucesién de Alexander-Spanier [11]. Demostra que para foliaciéns
compactas Hausdorff esta sucesion coincide coa de de Rham a partir do segundo
termo; construindo ademais un isomorfismo explicito.
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Sexan M unha variedade diferencidvel, (M, F) unha foliacién riemanniana
con follas densas de codimension n e g a dlxebra de Lie estructural da foliacion.
No fibrado de referéncias ortogonais transversas Po de (M, F) consideramos a
foliacién levantada, F. Chamamos P & adheréncia dunha folla desta foliacién. F
induce nesta adheréncia unha foliacién de Lie con follas densas e alxebra g que
seguimos denotando F. Verifica-se que P é un subfibrado principal de Py con
grupo estructural K, subgrupo compacto de O(n,R). Sexa H(}; a cohomoloxia

foliada de F , ou sexa, a cohomoloxia de PP con coeficientes no feixe de xermes
de funciéns localmente constantes ao longo das follas de F. Na variedade M
define-se, asociada a foliacién F, unha filtracién do complexo de de Rham que
dé lugar a unha sucesién espectral que converxe a cohomoloxia de de Rham
da variedade. Sexa 4qrFEo(F) o segundo termo desta sucesién espectral. Neste
traballo imos provar que o termo 4rFE2(F) da sucesion espectral é isomorfo ao
modulo de cohomoloxia, relativa ao grupo K, da dlxebra de Lie g con coeficientes
no (g, K)-médulo H z,

dREg,q<‘/T:) = Hp(g7Ka H;]T-) )

onde a estructura de (g, K)-médulo de Hz ven inducida pola derivada de Lie e
a accién de K sobre P. No caso particular no que K fose conexo, teria-se:

arEy*(F) = HP (g, b, 1Y) |

con H% a cohomoloxia foliada de F e sendo € a dlxebra de Lie do grupo K. Os
elementos da alxebra de Lie £ son campos de vectores foliados de F , asi € é unha
subdlxebra de Lie de g. No caso xeral, existe un revestimento finito My de M,
de fibra K/Kj, tal que, para a foliacién Fy, levantada de F a My, ten-se:

dRE;S('E]) = Hp(gv K()7 Hg-‘o) 5

arEy"(F) = HP(g, Ko, HE, )5/%0 |

onde K é a componente conexa do elemento neutro de K.

Estructura das foliacions riemannianas

Nesta seccién imos expoiler, seguindo a P. Molino [13], a estructura das
foliaciéns riemannianas. Sexan M unha variedade diferenciavél C'*° de dimen-
sién m, F unha foliacién de codimensiéon n en M e TF a distribucién (m —
n)-dimensional completamente integrével correspondente a F. Denotamos por
X (M) a élxebra de campos de vectores de M, por I'(F) a subdlxebra de Lie de
campos de vectores tanxentes a foliacién e por X(M, F) a élxebra de campos
de vectores foliados, é dicer, o normalizador de I'(F) en X(M). Chamamos Q
ao fibrado vectorial cociente TM /T F de fibra R™. As secciéns deste fibrado son
os campos de vectores transversos da foliacién. Unha base transversa nun ponto



x € M é unha base ()_(11, R )_(m) de @, que podemos ver como un isomorfismo
linear z : Q, — R™. Chamamos B ao conxunto destas bases e p: B — M a
aplicacién que a cada base nun ponto leva-a nese mesmo ponto. B dota-se dun-
ha estructura de variedade diferencidvel de xeito que (B, M,p,Gl(n,R)) é un
fibrado principal, o fibrado de referéncias transversas. Por ser B un fibrado de
referéncias pode-se definir nel unha 1-forma ©' con valores en R" :

0YX.) =2 p..(X.)),2€ B, X, €T.B

onde p..(X,) denota o campo de vectores transverso asociado ao campo de
vectores foliado (p..(X.)). ©! é a 1-forma fundamental de B. Define-se a dis-
tribucién

T.F = {X. € I.B/ix. 0" = ix dO"' = 0}

para z € B. Esta distribucién é completamente mtegravel e define unha folia-
cién F invariante por traslaciéns pola dereita en B. E a foliacién levantada ao
fibrado de referéncias transversas. As suas follas proxectan-se por p en follas de
M. Se L éunha follade Fe L = p(L ) a folla proxectada en M entén p : L—1L
¢ un revestimento. Unha estructura transversa sobre M ¢é un subfibrado prin-
cipal £ de B tal que en cada ponto z € F o subespazo T,FE contén a T,F.
As estructuras transversas son unién de follas da foliacién levantada a B. Se
consideramos a reduccién a O(n,R), a estructura transversa chama-se rieman-
niana. Unha foliacién que admite unha O(n, R)—estructura transversa é unha
foliacién de Riemann. Denotamos por Pp esta estructura riemanniana trans-
versa e F a foliacién levantada a Pp. Existe unha tnica conexién linear w en
B livre de torsién adaptada a estructura riemanniana transversa Pp, chama-se
conexion transversa de Levi-Civita da foliacién riemanniana. T'F é horizontal
para esta conexién. Coa axuda desta conexion e da 1-forma fundamental trans-

versa define-se o paralelismo candnico transverso: para {Ag,.. < An(n—1) /2} e
{u1,...,un} bases de o(n,R) e R™ respectivamente consideran-se os campos de
vectores transversos A\;,i =1,...,n(n—1)/2 e 4;,i = 1,...,n dados por:

w(@z) =0, @1(ﬂi) = U,
w(Xi) = Ai, 0'(\) =0

Un campo de vectores transverso Y di-se completo se existe un campo de vec-
tores foliado completo X que o admite como campo de vectores transverso aso-
ciado, X =Y. A foliacién riemanniana di-se completa se o paralelismo canéni-
co transverso é completo, é dicer, cando son completos os campos de vectores
IOV )\n n—1)/2} » 141, un} Se M é unha variedade compacta entén a
foliacién riemanniana vai ser completa. Unha foliacién (N, F) di-se transver-
salmente completa se en cada ponto a familia de campos de vectores globais
foliados xeran todo o espazo tanxente. Asociada a unha foliacién transversal-
mente completa define-se unha variedade W, a wvariedade bdsica, sobre a que
fibra IN. Existe unha proxecciéon 7, : N — W que é un fibrado localmente
trivial chamado fibracidn bdsica. As fibras desta fibracién, 7, '(y), y € W, son



as adheréncias das follas da foliacién. Restrixindo F a cada unha destas fibras
obten-se unha nova foliacién. Esta foliacién restrinxida é unha g-foliaciéon de
Lie con g xerada polos campos de vectores transversos a J en 7, Yy). g é un
invariante da foliacién. Verifica-se ademais que estas fibras, as adheréncias das
follas, son as drbitas do feixe de comutadores C'(N,F) de xermes de campos
de vectores locais transversos que comutan con todos os campos de vectores
globais transversos. Este feixe ten fibra tipo a édlxebra de Lie oposta da dlze-
bra de Lie estructural da foliacion, g~. No caso dunha foliaciéon riemanniana
nunha variedade compacta M a estructura ortogonal transversa correspondente
(Po, F) é transversalmente paralelizavel e completa. Polo tanto, a adheréncia
de cada unha das follas desta foliacién é unha g-foliacién de Lie. g non depende
da estructura ortogonal transversa elixida sobre M, é un invariante de (M, F),
a dlxebra de Lie estructural. O feixe dos comutadores C(Po,j-: ) estende-se a
todo B nun feixe C(B, f) e, polo tanto, as adheréncias das follas de F son
as oOrbitas de C(B, f) As follas L de F son invariantes por traslaciéns pola
dereita en B, asi cada traslacién R,, onde g € O(n,R) proxecta-se por m, nun
difeomorfismo de W, variedade bésica asociada a (Po,f ). Ten-se entén unha
accién diferencidavel de O(n,R) na variedade bésica, R : W x O(n,R) — W.
Cada folla L de _7-' proxecta-se nunha folla L = p(L) de F. Verifica-se tamén

que a adheréncia LdelL proxecta-se na adheréncia L de L. Asi as adheréncias
das follas de F forman unha particién F de M en subvariedades mergulladas
que son as subvariedades maximais integrais dunha distribuciéon integravel de
dimensién varidvel. O espazo das adheréncias das follas W’ = M/F de (M, F)
dotado coa topoloxia cociente é homeomorfo ao espazo de dérbitas dado pola
accién de O(n,R) sobre W xa que a imaxen inversa da adheréncia de cada folla

de F proxecta-se pola fibracién bésica nunha drbita. A adheréncia~f é unha
folla da foliacién definida en p~1(L) polas adheréncias das follas de F. A folia-

cién esta formada por L e as suas imaxes por traslacions a dereita. Obviamente

esta foliacién € invariante por taslacions a dereita e asi L é un subfibrado prin-
cipal de p~1(L). O grupo estructural K deste fibrado é un subgrupo fechado

de O(n,R) xa que Lé compacto. A dlxebra de Lie ¢ asociada ao grupo de Lie

K corresponde-se cos campos de vectores fundamentais tanxentes a L en cada
ponto isto é:

t={\eo(nR)/X € T.L}

Suponamos agora que (M, F) ten follas densas. Neste caso a estructura orto-
gonal transversa é inica baixo conxugaciéon en B. Isto é asi xa que as adheréncias
das follas da foliacién levantada en Py e as suas traslaciéns pola dereita en B
son subfibrados principais de B sendo duas calquera delas conxugadas entre
si. Ademais se P/, é outra estructura transversa adaptada sobre M é unha
unién das adheréncias das follas da foliacién levantada a Pp. Asi PJ, obten-
se por traslaciéns en B das follas de F. Neste sentido ten-se a unicidade. As
adheréncias das follas de F son as érbitas do feixe dos comutadores. Este feixe
estd formado por levantamentos de xermes de campos de vectores de Killing



transversos locais en (M, F). Asi nunha vicifianza de cada ponto de M ten-se
unha dlxebra de Lie de campos de vectores de Killing transversos locais. Esta
alxebra de Lie é isomorfa & fibra do feixe C(Pp,F), é dicer, a dlxebra de Lie
oposta da dlxebra de Lie estructural da foliacién. Polo tanto (M, F) di-se unha
foliacion localmente transversalmente homoxénea con alxebra de Killing g—.
Existen ademais unha variedade P, unha proxeccién w : P — M e unha acciéon
R: Px K — P con K subgrupo de Lie compacto do grupo O(n,R) tal que
(P, M,r, K) é un fibrado principal de grupo K. P é a adheréncia dunha folla L
da foliacién levantada ao fibrado de referéncias ortogonais transversas Pp. E un

fibrado pois se L ¢ a folla proxectada por p de Len M entén L — L é un
fibrado principal e neste caso L = M.
Cohomoloxia

Nesta seccion imos descrever a cohomoloxia dunha foliacién mediente a su-
cesién espectral de de Rham asociada a foliacién e veremos, no caso dunha
g-foliacion de Lie, como se caracteriza o segundo termo desta sucesién empre-
gando a cohomoloxia da dlxebra g. As principais referéncias son [4], [9]. Deno-
tamos por A(M) a alxebra de formas diferenciais en M e por d a diferencial
exterior d : A*(M) — A*FY(M). En A(M) definimos unha filtracién. Unha for-
ma diferencial de grao ¢ di-se de grao filtrante > p se é nula cando actua sobre
i — p+ 1 campos de vectores tanxentes & foliacién. Denotamos por FPA(M) o
ideal das formas de grao filtrante > p. Esta filtracion verifica tres condiciéns:

o FOA(M) = A(M),
e E decrecente, é dicer, FPA(M) D> FPHIA(M),
e E estavel para a diferencial, isto é: d(FPA(M)) € FPA(M).
Temos asi o seguinte complexo filtrado:
A(M) = F°A(M) D F*A(M) D ... D F"A(M) > F" ' A(M) = 0.

Este complexo diferencial graduado filtrado vai definir unha sucesién espectral
E.(F) que converxe a cohomoloxia de de Rahm de M:

arEy*(F) = Hpy (M).
Unha forma di-se bésica se satisfai:
tya=10
iyda =10

para todo campo de vectores Y que sexa tanxente a foliacion, onde iy denota o
produto interior por un campo de vectores. Denotamos por Ap (]-' ) 0 conxunto
das formas bésicas. Este constitue un subcomplexo diferencial do complexo de



de Rahm e, polo tanto, pode-se calcular a sua cohomoloxia, chamada cohomo-
loxia bésica. Denotamo-la por Hp(F). Temos definida a sucesién espectral da
foliacién que converxe a cohomoloxia de de Rahm da variedade. Imos identificar
os seus primeiros termos. O primeiro termo dunha sucesién espectral é o grupo
graduado asociado a filtracién, asi

arEqy®(F) = FPAPTI(M) [FPFIAPF(M).

Como d(FPA(M)) C FPA(M), a diferencial exterior induce unha aplicacién no
cociente FPAPT(M)/FPHLAP+I( M)

FPAPHa FPrAP+a+l

dr :arBo™(F) = friiore

P,q+1 —
— dREO (]:) - Fp+lAp+atl”
Asi, (4rEy " (F),dr) é un complexo diferencial. O termo qrE]*(F) é a coho-
moloxia deste complexo.

arEV°(F) = HU(ap By (F), d) = HI(FPAP® (M) /FPHAPT (M),
Induce-se ademais unha diferencial
di :ar By (F) —ar EYTH(F),
que é o homomorfismo de conexién dado pola sucesion exacta curta
0 — FPHIA/FPT2A — FPA/FPT2A — FPA/FPTIA — 0.
O termo grE5*(F) é a cohomoloxia do complexo (qrE1(F),d1),
arEy*(F) = HP(ap BT (F), dv) = HP(, HY(F*A*(M)/F**1A* (M)

A sucesion espectral permite tamén cofiecer outros elementos importantes aso-
ciados a foliacién. Para cada q existe un isomorfismo entre a cohomoloxia folia-
da H% e o termo 4rE(F) da sucesién espectral anterior; HL: 24z EV9(F)
A cohomoloxia bésica tamén se identifica cun termo da sucesién espectral, pa-
ra cada p, o termo 4rES 0(F) é isomorfo a0 médulo de cohomoloxia bésica de
grao p; qrEY° (F) = HY(F). Consideramos agora os feixes de xermes de formas
bésicas A%, € N. A diferencial exterior induce aplicaciéns d : A% — A% que
verifican d? = 0. Asi (Ax,d) é un feixe diferencial. Ademais verifica-se que este
feixe diferencial constitue unha resolucién do feixe constante R; en M de tallo
R, é dicer, a sucesién de feixes

0— Ry — Ay — AL — .

é exacta. Existe unha sucesiéon espectral asociada a esta resolucion cuxo segundo
termo é:
-=r,s
’ — [gPHY *
Ey (F)=HPHY(M,A%).

Esta sucesion espectral e a obtida pola filtraciéon dada anteriormente son iso-
morfas a partir do primeiro termo. Para comprova-lo, introducimos unha bigra-
duacién en A*(M) asociada a unha descomposicion TM = VF &TF do fibrado



tanxente & variedade. A bigraduacién ven dada por A™*(M) = T(\"(VF)* ®
N’ (TF)*). Sexan A™* os feixes de xermes de formas de tipo (r,s). A sucesién
exacta

0 — A — APV — AP —

é unha resolucién frouxa de A%-. Entén por [8] podemos concluir que as sucesions
espectrais son isomorfas a partir do primeiro termo.

Cohomoloxia das foliaciéons de Lie

Sexa (M, F) unha g-foliacién de Lie. Imos ver que o segundo termo da suce-
sién espectral de cohomoloxia asociada ven dado pola cohomoloxia da alxebra de
Lie g con coeficientes na cohomoloxia foliada Hr. Asociada a unha g-foliacién de
Lie define-se unha 1-forma en M con valores na dlxebra de Lie g, © : T, P — g,
que verifica:

a) 0, : T,M — g é sobrexectiva, Vo € M,
b) d® —© A0 =0.

Esta forma caracteriza completamente a foliacién xa que o nicleo de © é a
distribucién T'F tanxente as follas da foliacién F. Consideramos unha base de
g, { &,-..,&}. Entén podemos escrever

0=> 0"y
k=1

onde ©%, k = 1,...,n, son 1-formas usuais en M. Asi a distribucién tanxente

n
as follas ven dada por TF = ﬂker OF. Consideramos {Xi,...,X,} campos
k=1
de vectores en M duais das formas {©',...,0"}, isto é : ©(X;) = &5 A
realizacién xeométrica do fibrado normal a foliacién definida por estes campos de
vectores denota-se por VF. Asi temos a descomposicion TM = VF & T F que
dd lugar a unha bigraduacion de AM), N(M) = >, ;A" (M).Asi, unha
forma w € A'(M) descompon-se na soma w = . w"* con w"* € A™¥(M).
Verifica-se ademais que w™* = >, © Aijw onde I denota un conxunto crecente
de fndices {1 <iy <...<i, <n}, Ol =01 A...AOF eif =ix, ©...00Xx, .
Isto permite definir o isomorfimo:

/\g* ® AO,S(M) Sy ATS

oA — 0T AA.

Esta aplicacion é obviamente inxectiva e o caracter sobrexectivo deduce-se da
anterior expresién para as formas de tipo (r, s). Entén, neste caso, os feixes A%
de xermes de formas bésicas son isomorfos aos feixes Alg* ® A(])_-7 interpretando
A'g* como feixe constante. Asi:

arEYS(F) = HPHY(M,\%) = HPHY (M, N*g* @ AY)



= HP(\'g" @ HY(M,A%)) =

HP(N*g* ® Hf) = HP(g, HY).
A accién de g sobre H%, inducida pola diferencial exterior, corresponde-se coa
que define a derivada de Lie de campos de vectores actuado sobre as formas di-

ferenciais. Vemos asi que o segundo termo da sucesién espectral é a cohomoloxia
da alxebra g con coeficientes en Hx.

Cohomoloxia dunha foliacién riemanniana con follas densas

Sexa agora (M, F) unha foliacién riemanniana con follas densas. Sexa (P, F)
a g-foliacién de Lie de codimensién ¢’ tal que P é a adheréncia dunha folla da
foliacién levantada ao fibrado de O(n,R)—referéncias transversas. Sabemos que
P fibra sobre M, isto é: existen unha proxecciéon m : P — M e unha accion
pola dereita R : P x K — P con K un subgrupo compacto de O(n,R) tal
que (P,7, M, K) é un fibrado principal. (P, J%) é unha g-foliacién de Lie e, polo
tanto, existe unha 1-forma con valores en g, © : T, P — g, tal que o nticleo de
© ¢ a distribucién T'F tanxente as follas da foliacién F. Se {&1,...,§,} é unha
base de g, entén O escreve-se

q/

0=> 0"a

k=1

con ©% k=1,...,¢, 1-formas usuais en P. Sexan X1, ... , Xg uns campos de

vectores duais de ©1,...,0F ¢ VF o fibrado normal & foliacién que xeneran.

Temos entén a seguinte descomposicién do espazo tanxente & variedade P :
TP=VF&TF.

Para facilitar os calculos posteriores imos retomar a bigraduacién da dlxebra de
formas diferenciais introducida no apartado anterior. Esta bigraduacién pode-se
considerar para calquera variedade foliada na que se da unha descomposicién do
espazo tanxente a variedade na soma do espazo tanxente a foliacion e un espazo
normal a esta. Para cada i € N

APy = N AP = Y T(A\WVF) @ \TF)).
r4+s=1 r4+s=i

Esta bigraduacién en A(P) dé lugar a unha descomposicién da diferencial exte-
rior na soma de tres operadores homoxéneos dz, dp, d*+, de bigraos (0,1), (1,0),
(2,-1) respeitivamente. Estes operadores satisfan as relaciéns:

2
dZ =0,
dBd]t- + d]?dB =0,

dBdJ‘ + dJ‘dB =0,

dp + dgdt 4+ dtdz = 0.



Tendo en conta a bigraduacién introducida, a filtracién do complexo de de Rham
pode-se ver como

FPAY(P)= ) A™(P).

r+s=i,r>p

O subcomplexo das formas bdsicas identifica-se coas formas de tipo (s,0) que
son d z—fechadas.

AB(F) = A*°(P) N Ker dz.

As formas de tipo (0, s) obtefien-se a partir da filtracién como cociente de A®(P)
polo ideal das formas de grao filtrante un. E dicer, estabelece-se o isomorfismo

AY5(P) — AS(P)/F'A*(P)
w—w,

onde @ denota a clase definida por w. Os primeiros termos da sucesion espectral
identifican-se con: B
arEqy”(F) = A™*(P)
ar B (F) = HI(A™(P),d
arEy*(F) = H (arEy*,di) = HPHY(A™"(P)).

Unha forma w € A(P) di-se K-invariante se (Ry)*w = w,Vk € K, onde Ry, :
P — P esté definida por R(z) = R(z,k) con R a accién do fibrado 7 : P —
M. Denotamos por A(P)X as formas K-invariantes. Unha forma w € A(P) di-se
horizontal se i¢w = 0, V€ € €, onde £ é a dlxebra de Lie asociada ao grupo K e i¢
denota o produto interior por un campo de vectores fundamental. Denotamos
por A(P)k as formas horizontais. A aplicacién do fibrado 7 : P — M induce un
morfismo inxectivo entre as formas diferenciais 7* : A(M) — A(P). Verifica-se
que a imaxen de 7* son as formas invariantes e horizontais de P. Asi, temos a
identificacién

#)

AM) = 7*A(M) = A(P)K.

Ademais _ '
FPAY (M) = FPAY(P)g = ) A™(P)i.

r+s=i,r>p

A(P)E caracteriza-se coas dlxebras de lie g, £ e as formas de tipo (o,s) como
vemos no seguinte

Lema 1.1 Verifica-se que:

T

A(P)g = ) Homp(/\(a/t),A°(P)/F'A*(P)),

r4+s=1i

onde a accion de K en \'"(g/t) ven dada pola representacion adrzunta e en
A (P)/FYA%(P) € a imazen pola aplicacion inducida pola accién do fibrado Ry
en AS(P)/FAs(P).
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O

A demostracién deste lema fai-se na ltima seccién xunto con outros resul-
tados técnicos. Tendo en conta o resultado anterior podemos ver o ideal das
formas de grao filtrante maior ou igual que p como

%

FPA'(M) = > Homx(/\(9/8),A%(P))

i>p,i+s=i

Define-se o complexo C*(g, K, H;’F), para p > 0, CP(g, K, Hj;) estd formado

polas aplicacions p-lineares alternadas de g con valores en H;IT_, e:N'g— H;If_
que verifican:

a) i =0,Vk € € con ixp(g1,...,9p-1) = @k, 91, ., Gp—1),

b) ¢ é K-invariante con K actuando pola representacién adxunta en g e pola
aplicacién inducida por R en H%.

Asi podemos identificar:

CP(9, K, HL) = Homy(/\(8/¥), HL). (1)

A diferencial deste complexo ven dada por: se ¢ € CP(g, K, H%) enton

p
dp(go, - 9p) = > _(=1)'gi(&(gos -+ Gir-- > 9p))
=0
+ 2(71)7‘4»]50([9179]]7907 s 7gia s agjv s 7gp),

i<j
onde g;¢(go, - - -, gp) ¢ a imaxen de ¢(go, - - -, gp) pola accién ® : g —> End(H;If_)
definida para g€ ge @ € H;iC por

‘I)g@ = igdBOz.

® ¢ unha representacién. A demostracion atopa-se na seccién catro. O complexo
(1) é isomorfo ao complexo (A’ (g/€)* @ Hj%, d) onde a diferencial estd definida

comod=d®id+ Y, & A Dg,.
C*(g, K, Hj:_) é isomorfo ao termo 4 E}*(F) da sucesién espectral. En efec-
to:

GREVS(F) = HU(A™,dF) = HY(N' (3/8)" @ A%, 1® dz)
=N\"(9/8)" @ Hy = Homxk (A" (9/t), HE)

— q
= CP(g, K, HY).

11



Sexan @& €4r E7°(F), a = > ;0 Nija e p € CP(g, K, H%) é a sua imaxen
polo isomorfismo anterior. & = Y, 07 Ao identifica-se con Y7, & ® ira €
N (g/8)* ® Hj:_ e p(g1,---19p) = 2.1 & (91, -, 9p)ira . Entén:

dila] = [dpa] = [dp(32; ©' Aija))]
=5,d07 Alira] + (~1)P 2, 07 A [dpizal

=2,d0" Aliga] + (=1)P 32, 01 A [32, ©F Aix, dpiral]

= Zld@‘r AN [i;a] +ZI Zk (SLNC LN [ixkdBi[Oé].

Podemos identificar este dltimo sumando mediante os isomorfismos estabeleci-
dos antes con

Y odgs@lire] + Y > & A& @ lix,dpial
I Ik
que éigual a d(}°; & ®ira). Asi,

di[a] = E(Z & ®ira) = de.
I3
Como as diferenciais tamén se corresponden, os complexos (C*(g, K, Hj;_), d) e
(arE7*(F),dy) son isomorfos. Entén temos:
arEY(F) = HP (ar By (F),d1) = H?(C™(9, K, H)) = H" (g, K, H%).

Temos asi demostrado o seguinte

Teorema 1.2 O termo 4rEo(F) da sucesion espectral € isomorfo a cohomoloxia
relativa ao grupo K da dlzebra de Lie g con coeficientes en H% .

arEy*(F) = H' (g9, K, H%)

O

Sexa K a componiente conexa do elemento neutro do grupo de Lie K. Sa-
bemos que P é un K—fibrado principal sobre M, polo que existe unha accién
pola dereita R de K en P. Restrinxindo-a a Ky obtemos unha nova acciéon

Rig,: Px Ko — P
Sexa Mo o espazo de érbitas desta accién. Verifica-se que P —> ]/\\4/0 é un

Ky—fibrado principal. O diagrama seguinte é comutativo
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Ky

N K/ Ko r
My = P/KO - M

Asi, podemos ver M como o cociente de MO polo grupo discreto K/Ky. A
foliacién levantada Fy a ZTl/o ¢ unha foliacién riemanniana con follas densas.
Provaria-se do mesmo xeito que para a foliacién F que a sucesién espectral de
cohomoloxia asociada a foliacién Fy ten como termo grFEs :

dRE;S(J—_.O) = Hp(gv K07 H_qj_“-)
Como Ky é conexo entén Hy ¢é isomorfo a qu; e ademais
H”(g, Ko, HL. ) = H?(g,t, HL. ).
Asi, grE5* (Fo) = Hp(g,E,H}O). Verifica-se tamén que
P a9\ _ gp g \K/K
H(Q,K,H}:)fH(g,E,H}:) o.

Entén podemos ver o segundo termo da sucesién espectral da foliacién F en M
como:

arEy"(F) = H"(g, K, HL) = H"(9, K, H},) = H" (g, 8, HF, )"/ "0

Demostraciéns dos resultados técnicos.

Nesta seccién imos demostrar dous resultados empregados ao longo do tra-
ballo. Comenzamos coa demostraciéon do Lema

Lema 1.3 Verifica-se que:

r

N(P)iE = Y Homu(/\(9/8), A°(P)/F'A*(P)),

r+s=1i

onde a accion de K en )\"(g/€) ven dada pola representacion adzunta e en
As(P)/FYA%(P) € a imaxen pola aplicacion inducida pola accién do fibrado Ry
en A*(P)/F'A*(P).

Demostracién. Sabemos que

A%5(P) = AS(P)/F'A(P)
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asi,

=} Z /\g @ A5 (P Z Hom( /\g,/\oS

r+s=1i r+s=1

4 i _ T8 s __ I
Entén dada w € A'(P) , w escreve-se comow = > . w"* conw™® =3 ;0" A
ijw, onde I é un multi-indice de lonxitude r, |I| = r. Asi, w identifica-se con

K
=Y ¢ onde " € Hom(/\ g,A""(P))
r+s=1

estd definido por:

" (g1, 9r) Zf] g1, gr)itw
sendo &7 o dual de ;. Ten-se

weAP)E —= oo e HomK(/\ g, A%*(P)).
Vexamos isto:
weAP)F —= (Rp)'w=w, VkeK.
Segi,...,gr€geYy,.... Y, €T,PconkeK,entén:

" (g1, -, 90)F)(0) Yips -+, Yip)

= ¢"*(Adkgs, ..., Adrgr) () (Yip, .-, Yip)

= 3, € (Adigy, - .., Adygy)izw(p)(Yip, - .., Yap)

=1 O () ((Bi-1)sprgt, - - s (Ri=1)up9r)irw(p) Yip, - ., Yip)

= W (P)(R=1)wpkg1; - - - (Bi=1)upkgr; Yips - -, Yep)

= W™ (pk) (Rik)«p (Ri=1)xph 1> - - » (B )wp(Ri=1)sphgrs
(Bik)«pY1p, - -5 (Ri)spYsp)

=221 01 (k) (91, - 9 )i1w(PR) (Ri)spYip, - - - (Ri)spYip)

=289, gn) (Bi)" (P)igw(Yip, - .-, Yop)

= (Ri)* (™91, 9:))(P) Yips - - -, Yop)

= (" (g1, 9 )R (P) (Yip, -+ Yip)-
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Polo tanto,

" (915, 90)k) = ¢"%(91,- .., gr)k, é dicer,o™® € HomK(/\ g, A>*(P)).

Analogamente vemos que se ¢"* € Homg (" g, A%*(P)) entén

(Rr)'w=w
xa que
wr’s(pk)((Rk)*Pgl’ ) (Rk)*PgTa (Rk)*pylpv RS (Rk)*pysp)
= (Spns((Rk)*;Dglv ) (Rk)*pgr))k(p)(ylpa oY)
= (‘PT’S((Rk)*pgla ) (Rk)*pgr)k)(p)(ylpv SEEE) Y’o‘p)
= (¢"*(g1,---,90)) @) (Y1p, -, Yip)
=w"*P)(91,- -, 9r Yip,- -, Yep)
Entén:

(Re)'ew = (R)" (32 w) = 32 (i)™

r+s=n r,8
§ T,8

= w = w.
7,8

Temos que ver agora que se w € A"(P)E entén

T

"* € Homp(/\(a/t), A>*(P)).

Primeiro observamos que (Ry-1).¢ C € e, polo tanto, a accién estd ben definida.
Sabemos que w se identifica con

©= Z o™ onde p"° € HomK(/\g,AO’S(P)).

r+s=1

Imos ver entén que ¢™* pasa ao cociente /\"(g/®), isto é: se

(glw .. 797") ~ (9/17 LR 7g7lﬂ) entén @T’S(glw .. 797’) = QPT’S(QID LR 7g7lﬂ)7

é dicer, ©"*(p(g1,.-.,9+)) = ©"°(g1,-..,9,) onde p é a proxeccién no cociente

p: N — N@/b).
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p(g1,---,9-) =plgl,-,g.) = (9},...,9.) é da forma (g1 + k1,...,9, + k)

conk; €ti=1,...,r. Asi

" (g1, 9) () Yip, - -+, Yep)
=22r€1(91, - 90)irw(p) (Yip, - - -, Yop)
=w"(P)(g1s-- 29 Yip, - -, Yep)
=w™*(p)(g1 + K1,y Gr + ki, Yip,y oo+, Yep)
=w"*(p)(915--9rs Yips -+, Yp)

=" (p)(g1,-- -, 97) () Yip, -, Ysp)-

Verifica-se a igualdade
wT’S(gl + kla oy gr + k'r‘7Y1p7 L 71/51)) = w’r’s(gl? ey Gr, Y1p7 ceey Y;p)

xa que os outros sumandos que aparecen valen cero pois w é unha forma horizon-
tal, polo tanto anula-se cando un dos campos de vectores sobre os que ac-
tua é fundamental. Analogamente ve-se que se p™* € Hom (A" (g/t), A%*(P))
entén w é horizontal e invariante. [0 A diferencial do complexo (1) vina dada

por unha accién ¢ : g — End (H;{T_)7 definida para g € ge a € Hj;__ por
Q,0 =i dpa.
Imos ver agora que ® é unha representacion, isto é:
D¢, 7] = [Pe, y] = PPy — By De.

Basta vé-lo para £, n elementos da base de g, é dicer:

Ul e.)dBa = ig dpie,dpa — ig, dpig dpa.
Chamamos Y;; = [X;, X;]— >, CF; X, onde Cf; son as constantes de estructura
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de g. Para @ € H;iE verifica-se:

dba = —dfdloz

= —dp(Lic; 0" A O Nixjixdta)
= —dz(3,.;0' N0 Nix, Lx,)

= —dz(Xic; ' AN O A (—ix, x,)))
= —dz(3,.;, 0" NO Ny, a)

= _Zi<j CIVNCE /\d]?(iyija).

Por outra parte ten-se:

dypa = ds(d s OF Nix, dpa)

= 3, (dOF Nix, dpa — OF Adpix, dpa)

=2 (i, 0 NET Nixdpa — OF A (3,07 Nix dpix,dpa))
= =2, 0" NOI A (Y, Clix,dpa)

— 2R OF A (Y, O Nix,dpix,dpa+ 3, O Nix,dpix,dpa)
= ZKj Ot A BT A (—tb[gi’gj]a —ix,dpix;dpa —ix,dpix,dpa)

= Zi<j (SIS (—fb[fhgj]a + [@51,@&]&).
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Entén para &,&s € g

ig,dpic dpa —i¢ dpig,dpa

= (igig,)dpo — (ig, g, ) dpa

= (igie.)(— 2ic; ©' N O Ndz(iy;;q))
—(ieig ) (= 20i; ©' N O N —dz(iy;; )
= —dz(iv,,a) — dz(iv, a)

= —Qdf(iylsa).
Por outra parte:

igldBigsdBa — ifsdBiE,dBa
= (=g g0+ [Dg, Pe,Jor) — (P, g0 — [Py, e, ]ev)

= 2P, ¢ ja + 2[®g,, D¢, Jau.

i[e, e, 1B = Tg,dpie, dpa — ig, dpig,dpa.
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Sexa (M, F) unha variedade foliada. Para a foliacién F definen-se as cohomo-
loxias e as sucesiéns espectrais de de Rham e Alexander-Spanier. Estas sucesions
converxen a cohomoloxia de M con coeficientes no feixe constante R. O obxecto
deste capitulo é demostrar que, para unha foliaciéon compacta Hausdorff, estas
duas sucesiéns son isomorfas a partir do segundo termo. Construiremos ademais
un isomorfismo explicito entre estes dous espazos.

Cohomoloxia de Alexander-Spanier

Sexa M un espazo topoléxico. Para i maior ou igual que cero sexa C*(M)
o conxunto de aplicaciéns ¢ : M1 —s R. C*(M) ten estructura de espazo
vectorial coa soma e produto por escalares definidos ponto a ponto, é dicer:

(o1 + @2) (o, ..., xi) = p1(x0, ..., 25) + @a(To, . . ., i),

M) (o, xi) =X p(o,...,Ti),

con 1,2, € C(M) e A € R. O morfismo bordo § : C*(M) — CHL(M)
define-se do seguinte xeito, para ¢ € C*(M)

41
5(,0(130, N ,$i+1) = Z(*l)k(p(l‘o, N ,S/C;, ey zi—&-l),
k=0

onde o simbolo 7}, indica que o elemento x; non aparece na anterior expresion.
Como §? = 0,{C*(M),§} constitue un complexo de cocadeas sobre R. O com-
plexo anterior aumenta-se co morfismo n : R — C°(M) dado, para A € R,
pola aplicacién constante n(A)(z) = A, Vo € M. Este complexo non d4d nen-
gunha informacién do espazo topoldxico M, pois a sua cohomoloxia é trivial.
Para ver isto fixamos un ponto T € M e definimos a homotopia de cadeas
D:C{(M) — C=1(M),

Dy(zg,...,x;) = @(T, xo, ..., 2;),
coni>0exx € M,k=0,...,i Sexa agora 7 : C*(M) — R dada por

| 0, segraode ¢ >0,
() = { ©(Z), se grao de ¢ = 0.

Verifica-se que 7 o 1) = Ig, onde Ig denota a aplicacién identidade, e D é unha
equivaléncia de homotopia entre a identidade de C*(M) e n o 7. Obtemos asi
que a cohomoloxia é trivial. A definicién do complexo anterior é formal e non fai
uso da estructura topoléxica. A topoloxia de M vai-se empregar para definir un
subcomplexo do anterior. Asi, un elemento ¢ € C*(M) di-se que é localmente
cero se existe unha cobertura aberta de M, que denotaremos por U, tal que ¢
é nula en cada (i+1)—upla de M que estexa nalgun elemento de U. Se definimos
Uit = Uveu Ui*! entén o é nula en U+, Chamamos as aplicaciéns que cum-
pren esta condicién elementos localmente cero e denotamos C¢(M) o subespazo
vectorial que forman. Verifica-se ademais que 6(C}(M)) € Cgt (M), xa que se
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¢ é nula en U entén dp é nula en U2, Polo tanto, {C;(M),d} constitue
un subcomplexo de C*(M). O complexo cociente, C (M) = C*(M)/Ci(M),
co morfismo bordo inducido, é o complezo de Alexander-Spanier do espazo to-
poléxico M. A aplicacién composicién

n:R— C*(M) — C (M)

¢ un morfismo de aumentacién para C” (M). A cohomoloxia de {C" (M), 6} é a
cohomolozia de Alexander-Spanier de M, denotamo-la 45 H (M). Verifica-se que
HtL(Cx(M)) = H(C"(M)), para todo i > 1, xa que a sucesién exacta curta

0 — Ci(M) — C*(M) — C" (M) — 0,
induce unha sucesién exacta longa en cohomoloxia
o — HY(CE) — HY(C*) — H'(CT) —
— H™(Cy) — HTHCY) — HTH(CT) — -+

Como H*(C*(M)) = 0, para todo i > 0, temos que HT'(Cg(M)) e H(C™(M))
son isomorfos. Se nas definiciéns anteriores tomamos aplicaciéns continuas entén
obtemos a cohomolozia de Alexander-Spanier continua. Se M é unha variedade
diferencidvel podemos definir a cohomoloxia de Alexander-Spanier diferencidvel
tomando cocadeas diferencidveis. Suponamos agora que M é un espazo topoloxi-
co paracompacto. Imos definir en M un feixe diferencial que vai constituir unha
resolucién fina do feixe constante Ry, de tallo R en M. Para isto introduciremos
primeiro uns prefeixes que denotaremos AS™*. Para U C M aberto e ¢ > 0, venen
dados por

ASYU) = CY(U),

é dicer, AS*(U) é o espazo vectorial de aplicaciéns ¢ : U'Tt — R. Se U,V son
abertos de M con V C U, o morfismo restriccion p¥ : ASH(U) — AS'(V)
estd definido por pY(p) = pvi+1. Estes prefeixes non constituen feixes xa
que non verifican a condicién de extensién tunica. Isto é: dado U C M con
U = Ugaen Ua sendo U, abertos de M, sexan ¢ e ¢’ € AS*(U) verificando
pg. (@) = pg. (¢'). Non ten porqué suceder que ¢ = ¢’ xa que [J e, UL ©
Ut*l. Chamamos AS}, aos feixes asociados aos prefeixes AS*, é dicer, aos fei-
xes de xermes na diagonal de aplicaciéns ¢ : MT! —s R. Para ver que AS},
é un feixe diferencial imos definir morfismos entre os prefeixes AS* e AS™! que
van inducir as aplicaciéns diferenciais § : AS, — ASﬂl. Para cada aber-
to U C M,define-se 6(U) : AS(U) — AS“*1(U) como o morfismo bordo
§: CHU) — C*HL(U). Verifica-se que §(V) o p; = p}; o §(U), polo que temos
definidas aplicaciéns de prefeixes § : AS? — AS*T1. Ademais ten-se §2 = 0.
Estas aplicaciéns inducen morfismos entre os feixes AS, — ASﬂl, que se-
guiremos denotando d. Obviamente seguen verificando 62 = 0. Temos definido
entén o feixe diferencial {AS%,,d}. Os morfismos aumentacién i : R — C°(U)
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sendo U C M aberto inducen unha aplicacién de feixes Ryy — ASY,. Temos
asi a sucesién de feixes

ASY, — ASY, — AS3, — ..
Esta sucesion é unha resoluciéon xa que a sucesion
0 — (Ra)z — (ASY))e — (ASh)e — (AS3))e — -
é exacta Vx € M, pois

- 1 é obviamente inxectiva.

-kerd =Imn ¢ € ker § = Jp = 0 <= (dp)(x0,71) = 0 <= @(z1) —
o(xg) = 0,Vzg, 21 € M = ¢ é constante. ¢ € Imn = ¢ é constante
= dp =0.

-kerd = Imdé Como 62 = 0, Im§ C ker 6. Se ¢ € ker 6, entén ¢ =
0¢’ con ¢'(xg,...,xi—1) = @(x,z0,...,2;—1) con x € M o ponto onde
consideramos os tallos.

Ademais, ao seren finos os feixes AS%,, a cohomoloxia H*(M,Ry) pode-se de-
finir en funcién deles, é dicer,

H*(M,Ry) = H*(I'(M, ASy)),

onde I'(M, AS3,) denota as secciéns globais. Para provar que AS}, son finos,
ou sexa, que dada unha cobertura aberta e localmente finita {U,}aea de M,
AS%, admite unha particién da identidade subordinada, consideramos { f,} un-
ha particién da unidade subordinada a {U,} e definimos as aplicaciéns entre os
prefeixes:
b, : AS*(U) — AS*(U)
Do (9)(x0s - - -5 i) = fa(T0)P(T0, - - -5 7)),

p € AS*(U), xo,...,x; € U. Estas aplicaciéns inducen morfismos de feixes

®, : AS}, — AS};. Ademais como {f,} é unha particién da unidade verifica-
se que

sop(&)a) ={z e M/(T)a|(ASM)z} CUa

e ZQGA(E)Q) = Id. Obtemos asi a particién da identidade buscada.

Temos definida a cohomoloxia do espazo topoléxico M con coeficientes no
feixe Rp; en funcién da resolucién de feixes de Alexander-Spanier. Definimos
tamén ao comezo a cohomoloxia de Alexander-Spanier do espazo topoléxico M,
AsH(M). Empregaremos a seguinte proposicién ([18, Prop. 5.27]) para ver que
os espazos vectoriais HY(M,Rys) e asH(M) son isomorfos para todo g > 0.

Proposicién 2.1 Sexa {S(U), p$}} un prefeize nun espazo topolérico M satis-
facendo:

U = Uqen Ua aberto en M e fo € S(Uy) para cadaca € A tal que

ngmU[, (fa) = PgimUﬁ (fs), Ya, B, enton existe f € S(U) tal que (1)
pg. (f) = fas para cada o € A.
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Sexa S(M)o = {s € S(M)/pM(s) = 0,Vz € M} onde pM denota o morfismo
que asigna a cada elemento de S(M)g o seu zerme no tallo Sy, x € M do feize
S asociado a S. Enton a sucesion:

0— S(M)y — S(M) —T(S) —0

€ ezacta.

O prefeixe AS® verifica a condicién (1) xa que dado U = Uaea Ua aberto de
M e p, € AS'(U,) tal que ngmUB(cpa) = pging (pp) define-se ¢ : U — R
por

ValTo, ..., x;), Ja € A, (xg,...,2;) € Uy

p(zo, ..., z;) = {

0, noutro caso.

Ademais:
(AS'(M))o = {p € AS (M) /p3" (¢) = 0,¥z € M}
= {p € AS'(M)/ o xerme ¢, de @ é cero ,Vao € M}
= {p € AS*(M)/ ¢ é localmente cero} = C4(M).
Entoén
D(M, AS),) = AS*(M)/Cg(M) = C* (M) /Cy(M).
Asi

H*(M,R) = H*(F(M’ ASyp)) = H*(CH(M)/Cy(M)) =
H*(C'(M)) = agH"(M).

O resultado anterior tamén é certo se consideramos cadeas continuas ou dife-
rencidveis. A demostracién anterior tamén é védlida para estes casos.

Cohomoloxia de Alexander-Spanier dunha foliacién com-
pacta Hausdorff

Dada unha variedade diferencidvel M, cunha foliacién F, definen-se as suce-
sions espectrais de de Rham e Alexander-Spanier da foliacién que converxen a
cohomoloxia de M con valores en R, feixe constante de tallo R.([11], Preprint.)
Se a foliacion é compacta Hausdorff, é dicer, se ven dada por un fibrado de Seifert
m: M — B, veremos que os segundos termos destas sucesions son isomorfos e
descreveremos un isomorfismo entre eles. Sexa B un espazo topoldxico conexo,
Hausdorff e paracompacto. Diremos que B é unha variedade de Satake ou unha
V -variedade de dimensién n se verifica:

a) Cada ponto x € B admite unha vicinanza aberta U que é homeomorfa
a un cociente dun aberto U de R" por un grupo finito de automorfismos
C> de U. Sexa f : U/G — U este isomorfismo. Os sistemas {U, G, f}
chaman-se sistemas locais uniformizantes para a variedade de Satake e os
abertos U = U /G abertos uniformizados.
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b) Dados dous abertos uniformizados U/G C V/H existe un difeomorfismo
de U nun aberto de V que fai comutativo o diagrama:

U 14

S

U/G——~ V/H

¢) Os abertos uniformizados forman unha base da topoloxia de B.

Se B é unha variedade diferencidvel e (U,1) é unha carta local de B, entén
tomando {U = (U),G = {Id},v '} temos un sistema de vicifianzas unifor-
mizadas e, polo tanto, as variedades diferencidveis son variedades de Satake.
Dadas duas variedades de Satake B, B" define-se aplicacién diferencidvel de B
a B’ como un sistema de aplicaciéns {h5} para cada aberto uniformizado U/G
de B que verifica as seguintes condiciéns:

a) Existe unha correspondéncia hg : {ﬁ,G,f} — {ﬁ,G’,f’} tal que hg
é unha aplicacién C'*° de UenU que pasa ao cociente.
b) Se U/G e V/H son abertos uniformizados de B e U'/G’ e V'/H’ son os

abertos correspondentes de B’, dada unha inxeccién U — V existe outra
U’ — V" tal que os diagramas

U 1% U/G——~ V/H
o e |
U vV U)G— V'/H

son comutativos.

Dada unha aplicacién C*°, {hg}, entre duas variedades de Satake existe unha
tinica aplicacién continua h : B — B’ tal que para cada aberto uniformizado
U/G en B e o seu correbpondente U’/G’ en B’ ten-se fo o hy = ho fi con

fi: U—Ue fa: U — U’ os pasos ao cociente. Con51deramos agora un
exemplo que vai caracterizar a estructura local dun fibrado de Seifert. Sexan
D C R™ o disco aberto, G C O(n) un subgrupo finito e L unha variedade
compacta. Suponamos que existe unha accién livre de G en L pola dereita.
Consideremos a accién de G en L x D dada por g - (p,x) = (p-g~ L, g ).
Sexa Lx gD o cociente desta accién dotado coa topoloxia cociente. Lx oD ten
estructura de variedade diferenciavel. Tomamos en L x D a foliacién con follas
Lx{d},d € D. Esta foliacién é invariante pola accién de G polo que induce unha
foliacién no cociente Lx g D. As follas desta foliacién son as fibras da aplicaciéon
LxgD — D/G. A variedade Lx D xunto con esta foliacién chama-se produto
de Seifert. Unha foliacién F nunha variedade M de codimensién n di-se compacta
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Hausdorff se todas as follas son compactas e o espazo cociente M /F é Hausdorfl.
Se unha variedade estd dotada cunha foliaciéon compacta Hausdorff entén existe
unha folla xenérica L coa propriedade de que existe un subconxunto denso e
aberto de M onde as follas son todas difeomorfas a L. Ademais dada unha folla
Lo hai un subgrupo finito G' de O(n), unha accién de G en L pola dereita, unha
vicinanza aberta V de Lg e un difeomorfismo LxgD — V que leva follas en
follas, tomando en Lx gD a foliacién do exemplo anterior. Verifica-se ademais
que G é o subgrupo de holonomia de Lg. ([3, Teor. 4.1]). Ten-se tamén que a
variedade cociente B = M/F, dotada coa topoloxia cociente, ten estructura de
variedade de Satake de dimensién n. Os sistemas uniformizados locais para esta
variedade son da forma {D’,G,mo¢o S,} onde D’ é o disco aberto de réio 1/2,
G é un subgrupo finito de O(n) e S, : D — Lx D ven dada por S,(x) = (p, x)
e ¢ é o difeomorfismo ¢ : LxgD — V. Entén, dada unha variedade M cunha
foliacién compacta e Hausdorff, a proxeccién «# : M — B = M/F é un fibrado
de Seifert. Imos ver agora que se temos un feixe A en M podemos definir un
feixe en B e unha sucesién espectral asociada que converxe a cohomoloxia de
M con coeficientes en A. Sexa entén A un feixe en M. O feixe de Leray en B
asociado a 7 e A define-se como o feixe asociado ao prefeixe que nos abertos U
de B estd dado por

U — H*(x Y (U), A/x~ 1 (U)).

Denotamo-lo por H(m, A). O feixe de Leray pode-se obter tamén como o feixe
de cohomoloxia asociado a unha resolucién frouxa (flasque) de A. Se

0—A—R" R — ..
é unha resolucién frouxa de A entén
H(r, A) = H(m(R™")),

onde 7(R*) denota a imaxen directa dos feixes R*. O feixe H(m(R*)) estd xerado
polo prefeixe

U — H*(n(R*)(U)) = H*(R* (=1 (U))) = H*(x~(U), A/=~(U))

con U C B aberto. Para obter a cohomoloxia de M con coeficientes en A define-
se a sucesion espectral de Leray cuxo segundo termo é a cohomoloxia da base
con coeficientes no feixe de Leray. Converxe a cohomoloxia de M, isto é:

LERS = H(B,H (v, A)) = H™*(M, A).

Esta sucesién espectral é a primeira asociada ao feixe diferencial £* con L0 =
T (A) e L1 = 7. (R?). A partir deste momento imos considerar A = R);. Sexa
0— Ry —£L£°— L — ... (2)

unha resolucién deste feixe. Existe entén unha sucesién espectral { E,.} que con-
verxe a cohomoloxia de M con coeficientes en Ry;.

Ey* = H'H*(M, L") = H""*(M,Ry).
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Consideremos agora o feixe en B, Rp, constante de tallo R e os feixes en B, S*
que verifican que £* = 7*(S") e ademais

0—Rg —8 —8 — ...

é resolucién fina. Neste caso a sucesién espectral definida por (2) é isomorfa a
partir do segundo termo a sucesién espectral de Leray asociada a m e Rpg. Para
ver isto empregaremos a seguinte [1]

Proposicion 2.2 Sexa f : X — Y wunha aplicacion fechada tal que cada
fYy),y €Y € compacta e relativamente Hausdorff en X. Sexan A e B feizes
en X eY respectivamente tal que AxB =0 e H"(f(y),A) x B, =0, Vy € Y.
Enton He(f, A) @ B e H*(f, A® f*(B)) son isomorfos.

Vexamos que estamos nas condicidns da proposicién. Por ser Ry, un feixe
sen torsién entén Ry *S? = 0. Ademais, como H* (7~ 1(b),Rys) =qr H*(771(b))
son espazos vectoriais Vb € B entén H"(m~'(b),Rp) * S = 0. Por tltimo
7 : M — B é fechada xa que se F' C M é fechado entén 71 (7(F)) é fechado.
Se x non pertence a 7~ 1(7(F)) entén L, N F = (), onde L, é a folla que pasa
por z. Existe unha vicinanza U de L, tal que U e Fr(U) son compactas e
UNF = 0. Por ser Fr(U) un compacto e B Hausdorff 7 (Fr(U)) é fechado. Sexa
W =U — 7 Yx(Fr(U))). W é aberto, L, CW e WNF = () pois UNF = ).
Ademais W C 7= (n(U)) =7~ Y(#x(Fr(U))). Sey € n= Y (w(U))—7m—(n(Fr(U)))
entén L, corta a U pero non a F'r(U), por ser L, conexa, L, C U ey € U.
Entén 7= (7(U)) — n~ 1 (n(Fr(U))) é saturado e como W N F = ) temos W N
71 (n(F)) = 0. Asi 2 non pertence a 7—(x(F)). E dicer 7~ (n(F)) é fechado.
Verifican-se as condiciéns da proposicién, polo que temos:

HI(m,Ryy) @ S = HI(m, 7% (SY)) = HI(m, LY).

Ademais, HP (B, H4(m, L)) = 0,Vp > 0, xa que ao ser S¢ finos tamén o son os
feixes H*(m, Rpr) © S*. O tnico termo non trivial 6 H(B, HI(m, Ry) © S°) =
[(B,Hi(m,Ry) @ §*). Logo, aplicando estes resultados, temos

[(B,HI(m,Ry) @ S*) = T'(B,HI(m, 7*(S?)))

=T(B,H(m,7m*(8"))) = H" (M, L?).
Podemos concluir que Fy® 2 E5°, pois ao ser

S'— S8t —

unha resolucién fina de Rg entén

H (1, Rp) @ S® — H¥(m,Rpy) @ ST — - -
é resolucién fina de H*(m,Rpr) @ Rp = H?(m, Ray). Asi

Ey® = H'H*(M, £*) = H"(T'(B, H* (7, Ry) © S*)

= HT(B,HS(W,RM)) =L Eg’s.
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Imos particularizar o resultado anterior vendo que as resoluciéns de de Rham
e de Alexander-Spanier asociadas a foliacién compacta Hausdorff da variedade
M poden-se obter como levantamentos de resoluciéns finas do feixe Rp. Asi as
sucesiéns espectrais de de Rham e Alexander-Spanier son isomorfas a partir do
segundo termo. Sexa U/G un aberto uniformizado da variedade de Satake B.
Define-se A(U/G) como o médulo de i-formas en U C R™ invariantes pola accién
de G. Se U/G e V/H son dous abertos uniformizados tal que U/G C V/H, a

inxeccién entre os abertos U — V' que fai comutativo o diagrama

U 1%
P
U/G—~ V/H

induce un morfismo A(V/H) —s A(U/G). Determinan-se asi os morfismos res-
triccién e xa que os abertos uniformizados forman unha base da topoloxia de B
quedan definidos os prefeixes A?,i > 0. Sexan A% os feixes asociados, ¢ dicer, os
feixes de xermes de formas diferenciais sobre B. Estes feixes son finos. Dada unha
cobertura aberta {U;};cr de B existe unha particién da unidade subordinada [3,
Teor. 2.1] {f; }ier. Os morfismos de feixes inducidos polos morfismos de prefeixes
dados nos abertos por B B
AU/G) — ANU/G)

A— (fi)IU-A

definen unha particién da identidade. Para cada aberto uniformizado U /G
define-se a aplicacién

d: AN(U/G) — ATHU/G)
como o paso ao cociente da aplicacién diferencial exterior d : AY(U) — A™1(U).
Estas aplicaciéns comutan cos morfismos restriccién polo que inducen aplica-
ciéns entre os feixes A’z e Agl. Temos asi a sucesién

0— Ay — AL — -

que é resolucién polo lema de Poincaré. Sexan Aif os feixes en M de formas
bésicas. Verifica-se que A% = 7*(A%). A aplicacién diferencidvel 7 : M — B
induce unha aplicacién 7* : A*(B) — A*(M) que determina o morfismo entre
feixes
T (AY) — AL

Localmente 7 : M — B é da forma 7 : LxgD — D/G con L unha folla de
M, D o disco aberto unidade de R", G C O(n) un grupo finito e LxgD =V
un aberto de M. Temos entén:

A%(L xg D) = HY(L x¢ D, A%) = HO(L x D, A%, ) =
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(H(L) ® A'(D)C = (R@ A'(D))“ = (A(D))" = A(D/G),

pois Ay, , = p*A% con p : L x D — LxgD. Estas igualdades determinan
o morfismo nos abertos que ¢ un isomorfismo nos tallos. Consideremos agora
un aberto uniformizado U/G de B e definamos AS'(U/@) como o médulo de
funciéns ¢ : Uitl — R diferencidveis e alternadas que son invariantes pola
accién de G definida por:

(9-©) (@0, x) = (g7 - xo,..., 97" - x).

Dado outro aberto uniformizado U /G C ‘7/ He\:U — V ainxeccién corres-
pondente, sexa ¢ € AS'(V/H). Entén a aplicacién ¢’ = ¢ o Xit! € AS{(U/QG)
xa que polo [3, Corol., pdx. 255] existe un tnico morfismo 7 : G — H tal que
Aoo =1n(c)o A\ Vo € G. Asi temos definidos os morfismos restriccién. Sexan
AS; os feixes de xermes de funciéns de Alexander-Spanier. Estes feixes son finos
xa que o feixe AS% é brando pois se F' é un conxunto fechado de B, a aplica-
ci6n restriccion ASY — ASY(F) é sobrexectiva, onde AS%(F) = I‘(AS |F).

Sexa ¢ : F — R diferencidvel e {U;};cr unha cobertura aberta de F. Se-
xan @; : U; — R funciéns que estenden localmente a ¢. Sexa {f;} a parti-
ci6n da unidade subordinada & cobertura {U; }16 1 U{B — F} de B. A funcién
Y= Zze 1 fi+ i 6 diferencidvel e p|F = ¢. AS% é un feixe de aneis con unidade
e AS% son ASY%-médulos e, polo tanto, finos. Sexan AS% os xermes de formas
de Alexander-Spanier bésicas, é dicer, os xermes de funciéns ¢ diferencidveis e
alternadas tal que ¢ e de son nulas se dous pontos estdn na mesma placa (ver
[11]). Se V' é un aberto difeomorfo a un produto de Seifert V = Lx¢D entén:

ASL(V) = AS%(LxgD) = H*(LxgD, AS%) = H°(L x D, AS%,)¢ =

(asH(L) ® AS' (D)) = (R® AS' (D)) = (AS"(D))“ = AS*(D/G)

onde F/ = p*Flconp: L xD — LxgD e ASr = ASr. Estas igualdades
inducen aplicaciéns

T ASE — ASY

que nos tallos son isomorfismos xa que, dada ¢ € (7*AS%),, é da forma ¢ =
@' om con ¢ : Bt — R, alternada. Se dous pontos Yk, Y; estdn na mesma
folla entén m(y) = 7(y;) e asi:

P03 Yo Ui ¥) = @ (T(Yo)s - mw(yn), - (yy),s -, m(wi) = 0.
Analogamente provaria-se que dp = 0 se dous pontos estan na mesma folla.
Se ¢ € AS% entén ¢ = ¢’ om onde ¢ (7(yo), ..., 7(Yk)s- .., 7(Yj)s ..., 7(y;) =

O(Yos -3 Yky -+ Yjs - - - Ys) estd ben definida e é alternada. Temos entén:

asEs(F) =2p By Z4p Eo(F).

29



Calculo dun isomorfismo entre as sucesiéns de de Rham e
Alexander-Spanier dunha foliacion compacta Hausdorff

A seguir descreveremos o isomorfismo entre as sucesidns espectrais expli-
citamente e para isto construiremos duas aplicaciéns ® : A — ASL e U :
ASY — AS% que verifiquen ¥ o ® = Id. Estas duas aplicaciéns van inducir
o isomorfismo entre os segundos termos das sucesiéns espectrais. Os feixes A%
e AS% son feixes levantados por 7 dos feixes en B de formas diferenciais A e
de xermes de aplicaciéns diferencidveis e alternadas AS% respeitivamente. Imos
definir aplicaciéns @' : A% — AS% e U : ASY, — A%, As aplicaciéns levanta-
das ® = 7*®’ e ¥ = 7* U’ serdn os morfismos buscados. Comezamos definindo
@' : Al — ASY e para isto consideramos a base da topoloxia de B definida
polos abertos uniformizados, V = ‘7/ G. Suponemos ademais que f : V-—V
¢ unha carta local para a variedade de Satake B con V un aberto convexo de
R™ e G a restricién a V' dun grupo de transformaciéns ortogonais. A existéncia
destas cartas demostra-se en [13, Lema3.6, pax. 90]. Sexa entén w € A*(V). Fi-
xamos unha cobertura localmente finita U de abertos convexos de V e funciéns
xi : Vit — R que verifican:

a) x; son funciéns diferencidveis con soporte en U1 e identicamente igual
a un nunha vicifianza da diagonal de Vi1,
b) xi(Zr0),- -+, Tr@i)) = Xi(Zo, . .., 2;), para toda permutacién 7,

-1

C) 9X1(3707a$z):Xz(9 '330,---,9—1

. mi) = Xi(an s 733z‘),vg € G.

Definimos ®’(w) como a clase da aplicacién:

@’(w)(mo,...,xi):Xi(xo,...,a:i)-/ w
Alzo,..., 2]

onde Alzg,...,z;] é o simplex que zo,...,2; € V determinan([2].) A aplica-
cién ®’'(w) é claramente alternada xa que ao facer unha permutacién 7 nos
pontos xg, ..., x;, estamos permutando os vértices do simplex e, polo tanto, in-
vertindo a sua orientacidon se a permutaciéon é impar e mantendo-a se é par.
ASia como Xi(xT(O)a cee ?xT(i)) = Xi(an cee 7331')7 temos:IJ'(w)(xT(o), s 7IT(i)) =
sig(T)®' (w) (7o, - - .,2;). Consideremos agora w € A* (V)Y = AL (V) e vexamos
que a sua imaxen por ¢’ é invariante por G. Ten-se que
g @' (W)(zg,...,2;) =¥ (W)(g - zo,...,97 " 1) =
Xi(g_l-mo,...,g_l-xi)~/ w=
Al(g=Yzo,. g™ty

Xi(xo,...,l'i)"/ w.
Al(g=rzo,...,97 1 i)

Os elementos de G son transformaciéns ortogonais e, polo tanto, isometrias. Asi

Allg™"  zos-- g7 )] = g7 H(Alwo, ..., xi))
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/ o= [ whye= [ A
Al(g=tzo,...,g~  x;] Alzog,...,x;] Alzg,...,z;]

por ser w invariante. Estas aplicacions asi definidas comutan cos morfismos
restriccién e, como os abertos uniformizados forman unha base da topoloxia,
temos entén definido o morfismo de feixes @’ : Ay — AS%. Definamos agora

s AS} — A Para g € AS'(V),

U (@), (vl ... 00

1 . 8 a T T(7
=3 Z szg(T)a—e1 e 869(% expy (10" M), ... expy (€07, —0,

onde v¥ € T,(V),k=1,...,i,e z € (V) Se p € ASL(V) = ASI (V) entén a
forma W'(p) é invariante xa que por ser os elementos de G isometrias temos:

goexpy(v) = erpyz)(g9+«(v)), ve T(V),g€G.

1 - a a T T(7
q Z sig(T)=— ... 0(g(x), expy(z)(€1v (1)), oy €TDg () (€0 ( )))|5,€:0

res, 361 361'
== > sigt)m— - 0 o(g(), glexpaler™@)), .. glexps (™)) omo
Z' . 861 aEi bl x b b x T €=

1 - a a — T T(
== z szg('r)a—61 5 Y Yo(z, expy(e1v™ M), ..., expy (e0™ D)) |er =0

1 . 0 0 T T(
= > szg(T)g861 e 5ol eapg (v W), .. expe (€™ )| =0
: i

=0/ (p)z (v, ... 0.

E dicer, ¥'(p) € A (V). De novo, por ser base da topoloxia a formada polos
abertos uniformizados e comutar cos morfismos restricciéon, temos definido o
morfismo de feixes ¥’ : AS% — A%, As aplicaciéns @' e ¥/ verifican U/ o &' =
Id. Sexan V un aberto uniformizado, w € A%3(V) e v!,... 0" € T,,(V), entén:

U o @ (w), (v, ... 0%

10 9 i

=19a9e ' (w)(z, expe (0™ D), ..., expy (€07 )], —o,
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onde

0 0

5 3761@/(0'})(% expe(ev™ ™), ... expy (e D)), —o
0 0 / ol
= ... 0.
01 06 Jal(@eap, (v, (eom@))]
Imos considerar agora no aberto V coordenadas normais (u1,...,up). Ponemos

w= f(u)duj, A...\duj, en V. Os simplex
Al(z, expx(ﬁlvT(l))7 ) expx(EiUT(i)))]
poden-se ver como aplicacions
A:X—V

definidas para (to,...,t;) € X' = {(to,...,t;) € [0,1]"*1/ S _ tx = 1}, polo
ponto y € V onde a funcién Y, t,d?(zx,y) alcanza o minimo. Temos logo

0 0 /
a0 w)dug, N ... A duj,|e, =0 =
Dy Oe; Al(z,expr (e1v™M),....expy (6,07 (D)) f( ) ! Jiler=0
0 0 ou;
a0 u(t,€)) - det(—=(t,€)))|e,=odts A ... Adt;,
Lo e ) den (G, ) ot

onde u(t,e) = Al(z, expy(e;v™ M), ..., exp,(e;u™D))](to, ..., t;). Ademais ana-
logamente que en [2, Lema 1.5] ve-se que

ui(t,e) =y ta(eavy ™ + O(e2)),
a=1

e entén
0 0 /
[ w)duj, A ... ANduj,|e,=0 =
Oeq O¢; Al(z,exps (e1v7MD), .. expy (6,07 (D)) f( ) jl Jilen=0
/ f@)det(v] P)dty A A dt; =
t1+...t;<1 ¢
1 .
= f(@)det(dus, (V")) = wy(v™W, L 0T®),
7!
Polo que teriamos
1 .
(D' (w))(v),. .., 0") = = $1g(T)wy oW D) = w ()L
7! 3
TES;



Isto é: U/ 0o ®' = Id. Sexan ® = 7*®’ e ¥ = 7*U’ as aplicaciéns levantadas a M
de @' e W', Por ser 7* un funtor exacto temos:

Vod =70 on*V =7V 0d) =rx"(Id) = Id.

Temos definidos logo os morfismos ® : A% —» AS%: e ¥ : ASL. — AS% tal que
¥ o ® = Id. Estas aplicacions entre feixes inducen morfismos

& H*H*(M,\N%) — H*H*(M, AS%)

U H*H*(M,AS%) — H*H*(M, AS%)H* H* (M, A%),

que seguen verificando W o ® = Id. Como os termos 4rFy° = H"H*(M,A%) e
asEy® = H"H%(M, AS%) son isomorfos e de dimensién finita, temos que ® é o
isomorfimo buscado e ¥ o seu inverso.
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