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FOLIACIÓNS COMPACTAS

HAUSDORFF
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Chus, Lucia, mamá e papá por soportar os meus enfados e agobios cando algo
me sae mal, polo apoio.



iv



LIMIAR

No estudio de variedades foliadas a cohomoloxia é unha ferramenta que ten sido
de grande utilidade. A unha foliación pode-se-lle asociar unha sucesión de pri-
meiro cuadrante que converxe à cohomoloxia da variedade, de forma análoga a
como ocorre coa sucesión espectral de Serre para unha fibración. A cohomoloxia
da base, neste caso, pode-se interpretar como unha cohomoloxia do “espacio das
follas”; denomina-se cohomoloxia básica. Aparece tamén, en correspondéncia coa
cohomoloxia das fibras, a cohomoloxia foliada. Coñecen-se diversas aproxima-
cións a estas teorias. A máis estudiada é a que parte do complexo de de Rham.
Os primeiros traballos nesta liña remontan-se a Reinhart, no ano 1958, que con-
sidera a cohomoloxia básica no caso particular no que existen duas foliacións
complementárias [14]. Outras referéncias tempranas son Vaisman [17], que estu-
dia cohomoloxia en variedades dotadas dunha estructura case-produto e Masa
[8], que considera a sucesión espectral definida polo feixe diferencial de formas
básicas. Unha aproximación alternativa, pouco desenvolta, debe-se a Shikata
[15] que emprega cubos singulares adaptados à foliación. Tamén a de Mostow
[12] en cohomoloxia cont́ınua pero na situación máis xeral de espácios con duas
topoloxias. Entre os resultados obtidos con estes métodos poden-se citar os re-
lativos a deformacións de foliacións [5] ou de caracterización de foliacións que
admiten unha métrica que minimaliza as follas [10]. Nesta publicación recollen-
se dous traballos. O primeiro descreve a sucesión espectral de cohomoloxia de de
Rham dunha foliación riemanniana con follas densas, en función da sua álxebra
estructural e da cohomoloxia foliada. O segundo, parte da consideración doutros
métodos para definir cohomoloxias asociadas à foliación. En particular emprega
o método e a sucesión de Alexander-Spanier [11]. Demostra que para foliacións
compactas Hausdorff esta sucesión coincide coa de de Rham a partir do segundo
termo; construindo ademais un isomorfismo expĺıcito.
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Sexan M unha variedade diferenciável, (M,F) unha foliación riemanniana
con follas densas de codimensión n e g a álxebra de Lie estructural da foliación.
No fibrado de referéncias ortogonais transversas PO de (M,F) consideramos a

foliación levantada, F̃ . Chamamos P à adheréncia dunha folla desta foliación. F̃
induce nesta adheréncia unha foliación de Lie con follas densas e álxebra g que
seguimos denotando F̃ . Verifica-se que P é un subfibrado principal de PO con
grupo estructural K, subgrupo compacto de O(n,R). Sexa Hq

F̃
a cohomoloxia

foliada de F̃ , ou sexa, a cohomoloxia de P con coeficientes no feixe de xermes
de funcións localmente constantes ao longo das follas de F̃ . Na variedade M
define-se, asociada à foliación F , unha filtración do complexo de de Rham que
dá lugar a unha sucesión espectral que converxe à cohomoloxia de de Rham
da variedade. Sexa dRE2(F) o segundo termo desta sucesión espectral. Neste
traballo imos provar que o termo dRE2(F) da sucesión espectral é isomorfo ao
módulo de cohomoloxia, relativa ao grupo K, da álxebra de Lie g con coeficientes
no (g,K)-módulo HF̃ ,

dRE
p,q
2 (F) ∼= Hp(g,K,Hq

F̃
) ,

onde a estructura de (g,K)-módulo de HF̃ ven inducida pola derivada de Lie e
a acción de K sobre P . No caso particular no que K fose conexo, teria-se:

dRE
r,s
2 (F) = Hp(g, k, Hq

F ) ,

con Hq
F a cohomoloxia foliada de F e sendo k a álxebra de Lie do grupo K. Os

elementos da álxebra de Lie k son campos de vectores foliados de F̃ , asi k é unha
subálxebra de Lie de g. No caso xeral, existe un revestimento finito M̃0 de M ,
de fibra K/K0, tal que, para a foliación F0, levantada de F a M̃0, ten-se:

dRE
r,s
2 (F0) = Hp(g,K0, H

q
F0

) ,

dRE
r,s
2 (F) = Hp(g,K0, H

q
F0

)K/K0 ,

onde K0 é a compoñente conexa do elemento neutro de K.

Estructura das foliacións riemannianas

Nesta sección imos expoñer, seguindo a P. Molino [13], a estructura das
foliacións riemannianas. Sexan M unha variedade diferenciavél C∞ de dimen-
sión m, F unha foliación de codimensión n en M e TF a distribución (m −
n)-dimensional completamente integrável correspondente a F . Denotamos por
X (M) a álxebra de campos de vectores de M , por Γ(F) a subálxebra de Lie de
campos de vectores tanxentes à foliación e por X (M,F) a álxebra de campos
de vectores foliados, é dicer, o normalizador de Γ(F) en X (M). Chamamos Q
ao fibrado vectorial cociente TM/TF de fibra Rn. As seccións deste fibrado son
os campos de vectores transversos da foliación. Unha base transversa nun ponto
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x ∈M é unha base (X̄1x, . . . , X̄nx) de Qx que podemos ver como un isomorfismo
linear z : Qx −→ Rn. Chamamos B ao conxunto destas bases e p : B −→ M à
aplicación que a cada base nun ponto leva-a nese mesmo ponto. B dota-se dun-
ha estructura de variedade diferenciável de xeito que (B,M, p,Gl(n,R)) é un
fibrado principal, o fibrado de referéncias transversas. Por ser B un fibrado de
referéncias pode-se definir nel unha 1-forma Θ1 con valores en Rn :

Θ1(Xz) = z−1(p∗z(Xz)), z ∈ B, Xz ∈ TzB

onde p∗z(Xz) denota o campo de vectores transverso asociado ao campo de
vectores foliado (p∗z(Xz)). Θ1 é a 1-forma fundamental de B. Define-se a dis-
tribución

TzF̃ = {Xz ∈ TzB/iXzΘ1 = iXzdΘ1 = 0}

para z ∈ B. Esta distribución é completamente integrável e define unha folia-
ción F̃ invariante por traslacións pola dereita en B. É a foliación levantada ao
fibrado de referéncias transversas. As suas follas proxectan-se por p en follas de
M . Se L̃ é unha folla de F̃ e L = p(L̃) a folla proxectada en M entón p : L̃ −→ L
é un revestimento. Unha estructura transversa sobre M é un subfibrado prin-
cipal E de B tal que en cada ponto z ∈ E o subespazo TzE contén a TzF̃ .
As estructuras transversas son unión de follas da foliación levantada a B. Se
consideramos a reducción a O(n,R), a estructura transversa chama-se rieman-
niana. Unha foliación que admite unha O(n,R)−estructura transversa é unha
foliación de Riemann. Denotamos por PO esta estructura riemanniana trans-
versa e F̃ a foliación levantada a PO. Existe unha única conexión linear ω en
B livre de torsión adaptada à estructura riemanniana transversa PO, chama-se
conexión transversa de Levi-Civita da foliación riemanniana. T F̃ é horizontal
para esta conexión. Coa axuda desta conexión e da 1-forma fundamental trans-
versa define-se o paralelismo canónico transverso: para {λ1, . . . , λn(n−1)/2} e
{u1, . . . , un} bases de o(n,R) e Rn respectivamente consideran-se os campos de
vectores transversos λ̄i, i = 1, . . . , n(n− 1)/2 e ūi, i = 1, . . . , n dados por: ω(ūi) = 0, Θ1(ūi) = ui

ω(λ̄i) = λi, Θ1(λ̄i) = 0

Un campo de vectores transverso Y di-se completo se existe un campo de vec-
tores foliado completo X que o admite como campo de vectores transverso aso-
ciado, X = Y . A foliación riemanniana di-se completa se o paralelismo canóni-
co transverso é completo, é dicer, cando son completos os campos de vectores
{λ̄1, . . . , λ̄n(n−1)/2} , {ū1, . . . , ūn} . Se M é unha variedade compacta entón a
foliación riemanniana vai ser completa. Unha foliación (N,F) di-se transver-
salmente completa se en cada ponto a famı́lia de campos de vectores globais
foliados xeran todo o espazo tanxente. Asociada a unha foliación transversal-
mente completa define-se unha variedade W, a variedade básica, sobre a que
fibra N . Existe unha proxección πb : N −→ W que é un fibrado localmente
trivial chamado fibración básica. As fibras desta fibración, π−1

b (y), y ∈ W , son
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as adheréncias das follas da foliación. Restrixindo F a cada unha destas fibras
obten-se unha nova foliación. Esta foliación restrinxida é unha g-foliación de
Lie con g xerada polos campos de vectores transversos a F en π−1

b (y). g é un
invariante da foliación. Verifica-se ademais que estas fibras, as adheréncias das
follas, son as órbitas do feixe de comutadores C(N,F) de xermes de campos
de vectores locais transversos que comutan con todos os campos de vectores
globais transversos. Este feixe ten fibra tipo a álxebra de Lie oposta da álxe-
bra de Lie estructural da foliación, g−. No caso dunha foliación riemanniana
nunha variedade compacta M a estructura ortogonal transversa correspondente
(PO, F̃) é transversalmente paralelizável e completa. Polo tanto, a adheréncia
de cada unha das follas desta foliación é unha g-foliación de Lie. g non depende
da estructura ortogonal transversa elixida sobre M , é un invariante de (M,F),

a álxebra de Lie estructural. O feixe dos comutadores C(PO, F̃) estende-se a

todo B nun feixe C(B, F̃) e, polo tanto, as adheréncias das follas de F̃ son

as órbitas de C(B, F̃). As follas L̃ de F̃ son invariantes por traslacións pola
dereita en B, asi cada traslación Rg, onde g ∈ O(n,R) proxecta-se por πb nun

difeomorfismo de W , variedade básica asociada a (PO, F̃). Ten-se entón unha
acción diferenciável de O(n,R) na variedade básica, R : W × O(n,R) −→ W.

Cada folla L̃ de F̃ proxecta-se nunha folla L = p(L̃) de F . Verifica-se tamén

que a adheréncia L̃ de L̃ proxecta-se na adheréncia L de L. Asi as adheréncias
das follas de F forman unha partición F de M en subvariedades mergulladas
que son as subvariedades maximais integrais dunha distribución integrável de
dimensión variável. O espazo das adheréncias das follas W ′ = M/F de (M,F)
dotado coa topoloxia cociente é homeomorfo ao espazo de órbitas dado pola
acción de O(n,R) sobre W xa que a imaxen inversa da adheréncia de cada folla

de F proxecta-se pola fibración básica nunha órbita. A adheréncia L̃ é unha
folla da foliación definida en p−1(L) polas adheréncias das follas de F̃ . A folia-

ción está formada por L̃ e as suas imaxes por traslacións à dereita. Obviamente

esta foliación é invariante por taslacións à dereita e asi L̃ é un subfibrado prin-
cipal de p−1(L). O grupo estructural K deste fibrado é un subgrupo fechado

de O(n,R) xa que L̃ é compacto. A álxebra de Lie k asociada ao grupo de Lie

K corresponde-se cos campos de vectores fundamentais tanxentes a L̃ en cada
ponto isto é:

k = {λ ∈ o(n,R) / λ̃z ∈ TzL̃}

Supoñamos agora que (M,F) ten follas densas. Neste caso a estructura orto-
gonal transversa é única baixo conxugación en B. Isto é asi xa que as adheréncias
das follas da foliación levantada en PO e as suas traslacións pola dereita en B
son subfibrados principais de B sendo duas calquera delas conxugadas entre
si. Ademais se P ′O é outra estructura transversa adaptada sobre M é unha
unión das adheréncias das follas da foliación levantada a PO. Asi P ′O obten-

se por traslacións en B das follas de F̃ . Neste sentido ten-se a unicidade. As
adheréncias das follas de F̃ son as órbitas do feixe dos comutadores. Este feixe
está formado por levantamentos de xermes de campos de vectores de Killing
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transversos locais en (M,F). Asi nunha viciñanza de cada ponto de M ten-se
unha álxebra de Lie de campos de vectores de Killing transversos locais. Esta
álxebra de Lie é isomorfa à fibra do feixe C(PO, F̃), é dicer, à álxebra de Lie
oposta da álxebra de Lie estructural da foliación. Polo tanto (M,F) di-se unha
foliación localmente transversalmente homoxénea con álxebra de Killing g−.
Existen ademais unha variedade P , unha proxección π : P −→M e unha acción
R : P ×K −→ P con K subgrupo de Lie compacto do grupo O(n,R) tal que

(P,M, π,K) é un fibrado principal de grupo K. P é a adheréncia dunha folla L̃
da foliación levantada ao fibrado de referéncias ortogonais transversas PO. É un

fibrado pois se L é a folla proxectada por p de L̃ en M entón L̃ −→ L é un
fibrado principal e neste caso L = M .

Cohomoloxia

Nesta sección imos descrever a cohomoloxia dunha foliación mediente a su-
cesión espectral de de Rham asociada à foliación e veremos, no caso dunha
g-foliación de Lie, como se caracteriza o segundo termo desta sucesión empre-
gando a cohomoloxia da álxebra g. As principais referéncias son [4], [9]. Deno-
tamos por Λ(M) a álxebra de formas diferenciais en M e por d a diferencial
exterior d : Λi(M) −→ Λi+1(M). En Λ(M) definimos unha filtración. Unha for-
ma diferencial de grao i di-se de grao filtrante ≥ p se é nula cando actua sobre
i − p + 1 campos de vectores tanxentes à foliación. Denotamos por F pΛ(M) o
ideal das formas de grao filtrante ≥ p. Esta filtración verifica tres condicións:

• F 0Λ(M) = Λ(M),

• É decrecente, é dicer, F pΛ(M) ⊃ F p+1Λ(M),

• É estável para a diferencial, isto é: d(F pΛ(M)) ⊂ F pΛ(M).

Temos asi o seguinte complexo filtrado:

Λ(M) = F 0Λ(M) ⊃ F 1Λ(M) ⊃ . . . ⊃ FnΛ(M) ⊃ Fn+1Λ(M) = 0.

Este complexo diferencial graduado filtrado vai definir unha sucesión espectral
Er(F) que converxe à cohomoloxia de de Rahm de M :

dRE
r,s
2 (F)⇒ Hp+q

DR (M).

Unha forma di-se básica se satisfai: iY α = 0

iY dα = 0

para todo campo de vectores Y que sexa tanxente à foliación, onde iY denota o
produto interior por un campo de vectores. Denotamos por ΛB(F) o conxunto
das formas básicas. Este constitue un subcomplexo diferencial do complexo de
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de Rahm e, polo tanto, pode-se calcular a sua cohomoloxia, chamada cohomo-
loxia básica. Denotamo-la por HB(F). Temos definida a sucesión espectral da
foliación que converxe à cohomoloxia de de Rahm da variedade. Imos identificar
os seus primeiros termos. O primeiro termo dunha sucesión espectral é o grupo
graduado asociado à filtración, asi

dRE
r,s
0 (F) = F pΛp+q(M)/F p+1Λp+q(M).

Como d(F pΛ(M)) ⊂ F pΛ(M), a diferencial exterior induce unha aplicación no
cociente F pΛp+q(M)/F p+1Λp+q(M)

dF : dRE
r,s
0 (F) =

F pΛp+q

F p+1Λp+q
−→ dRE

p,q+1
0 (F) =

F pΛp+q+1

F p+1Λp+q+1
.

Asi, (dRE
r,∗
0 (F), dF ) é un complexo diferencial. O termo dRE

r,s
1 (F) é a coho-

moloxia deste complexo.

dRE
r,s
1 (F) = Hq(dRE

r,∗
0 (F), dF ) = Hq(F pΛp+∗(M)/F p+1Λp+∗(M)).

Induce-se ademais unha diferencial

d1 :dR E
r,s
1 (F) −→dR E

p+1,q
1 (F),

que é o homomorfismo de conexión dado pola sucesión exacta curta

0→ F p+1Λ/F p+2Λ→ F pΛ/F p+2Λ→ F pΛ/F p+1Λ→ 0.

O termo dRE
r,s
2 (F) é a cohomoloxia do complexo (dRE1(F), d1),

dRE
r,s
2 (F) = Hp(dRE

∗,s
1 (F), d1) = Hp(, Hq(F ∗Λ∗(M)/F ∗+1Λ∗(M))).

A sucesión espectral permite tamén coñecer outros elementos importantes aso-
ciados à foliación. Para cada q existe un isomorfismo entre a cohomoloxia folia-
da Hq

F e o termo dRE
0,q
1 (F) da sucesión espectral anterior; Hq

F
∼=dR E0,q

1 (F)
A cohomoloxia básica tamén se identifica cun termo da sucesión espectral, pa-
ra cada p, o termo dRE

p,0
2 (F) é isomorfo ao módulo de cohomoloxia básica de

grao p; dRE
p,0
2 (F) ∼= Hp

B(F). Consideramos agora os feixes de xermes de formas
básicas ΛiF , i ∈ N. A diferencial exterior induce aplicacións d : ΛiF −→ Λi+1

F que
verifican d2 = 0. Asi (ΛF , d) é un feixe diferencial. Ademais verifica-se que este
feixe diferencial constitue unha resolución do feixe constante RM en M de tallo
R, é dicer, a sucesión de feixes

0 −→ RM −→ Λ0
F −→ Λ1

F −→ . . .

é exacta. Existe unha sucesión espectral asociada a esta resolución cuxo segundo
termo é:

E
r,s

2 (F) = HpHq(M,Λ∗F ).

Esta sucesión espectral e a obtida pola filtración dada anteriormente son iso-
morfas a partir do primeiro termo. Para comprova-lo, introducimos unha bigra-
duación en Λ∗(M) asociada a unha descomposición TM = VF ⊕TF do fibrado
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tanxente à variedade. A bigraduación ven dada por Λr,s(M) = Γ(
∧r

(VF)∗ ⊗∧s
(TF)∗). Sexan Λr,s os feixes de xermes de formas de tipo (r, s). A sucesión

exacta
0 −→ ΛpF −→ Λp,0 −→ Λp,1 −→ . . .

é unha resolución frouxa de ΛpF . Entón por [8] podemos concluir que as sucesións
espectrais son isomorfas a partir do primeiro termo.

Cohomoloxia das foliacións de Lie

Sexa (M,F) unha g-foliación de Lie. Imos ver que o segundo termo da suce-
sión espectral de cohomoloxia asociada ven dado pola cohomoloxia da álxebra de
Lie g con coeficientes na cohomoloxia foliada HF . Asociada a unha g-foliación de
Lie define-se unha 1-forma en M con valores na álxebra de Lie g, Θ : TxP −→ g,
que verifica:

a) Θx : TxM −→ g é sobrexectiva, ∀x ∈M,

b) dΘ−Θ ∧Θ = 0.

Esta forma caracteriza completamente à foliación xa que o núcleo de Θ é a
distribución TF tanxente às follas da foliación F . Consideramos unha base de
g, { ξ1, . . . , ξn}. Entón podemos escrever

Θ =

n∑
k=1

Θk ⊗ ξk

onde Θk, k = 1, . . . , n, son 1-formas usuais en M. Asi a distribución tanxente

às follas ven dada por TF =

n⋂
k=1

ker Θk. Consideramos {X1, . . . , Xn} campos

de vectores en M duais das formas {Θ1, . . . ,Θn}, isto é : Θi(Xj) = δij . A
realización xeométrica do fibrado normal à foliación definida por estes campos de
vectores denota-se por VF . Asi temos a descomposición TM = VF ⊕ TF que
dá lugar a unha bigraduación de Λ(M), Λi(M) =

∑
r+s=i Λr,s(M).Asi, unha

forma ω ∈ Λi(M) descompon-se na soma ω =
∑
r+s=i ω

r,s con ωr,s ∈ Λr,s(M).

Verifica-se ademais que ωr,s =
∑
I ΘI ∧ iIω onde I denota un conxunto crecente

de ı́ndices {1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n}, ΘI = Θi1 ∧ . . . ∧Θir e iI = iXir ◦ . . . ◦ iXi1 .
Isto permite definir o isomorfimo:

r∧
g∗ ⊗ Λ0,s(M) −→ Λr,s

ξ∗I ⊗ Λ −→ ΘI ∧ Λ.

Esta aplicación é obviamente inxectiva e o caracter sobrexectivo deduce-se da
anterior expresión para as formas de tipo (r, s). Entón, neste caso, os feixes ΛiF
de xermes de formas básicas son isomorfos aos feixes ∧ig∗ ⊗ Λ0

F , interpretando
∧ig∗ como feixe constante. Asi:

dRE
r,s
2 (F) = HpHq(M,Λ∗F ) = HpHq(M,∧∗g∗ ⊗ Λ0

F )
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= Hp(∧∗g∗ ⊗Hq(M,Λ0
F )) =

Hp(∧∗g∗ ⊗Hq
F ) = Hp(g, Hq

F ).

A acción de g sobre H∗F , inducida pola diferencial exterior, corresponde-se coa
que define a derivada de Lie de campos de vectores actuado sobre as formas di-
ferenciais. Vemos asi que o segundo termo da sucesión espectral é a cohomoloxia
da álxebra g con coeficientes en H∗F .

Cohomoloxia dunha foliación riemanniana con follas densas

Sexa agora (M,F) unha foliación riemanniana con follas densas. Sexa (P, F̃)
a g-foliación de Lie de codimensión q′ tal que P é a adheréncia dunha folla da
foliación levantada ao fibrado de O(n,R)−referéncias transversas. Sabemos que
P fibra sobre M, isto é: existen unha proxección π : P −→ M e unha acción
pola dereita R : P × K −→ P con K un subgrupo compacto de O(n,R) tal

que (P, π,M,K) é un fibrado principal. (P , F̃) é unha g-foliación de Lie e, polo
tanto, existe unha 1-forma con valores en g, Θ : TxP −→ g, tal que o núcleo de
Θ é a distribución T F̃ tanxente às follas da foliación F̃ . Se {ξ1, . . . , ξq′} é unha
base de g, entón Θ escreve-se

Θ =

q′∑
k=1

Θk ⊗ ξk

con Θk, k = 1, . . . , q′, 1-formas usuais en P. Sexan X1, . . . , Xq′ uns campos de

vectores duais de Θ1, . . . ,Θk e VF̃ o fibrado normal à foliación que xeneran.
Temos entón a seguinte descomposición do espazo tanxente á variedade P :

TP = VF̃ ⊕ T F̃ .

Para facilitar os cálculos posteriores imos retomar a bigraduación da álxebra de
formas diferenciais introducida no apartado anterior. Esta bigraduación pode-se
considerar para calquera variedade foliada na que se dá unha descomposición do
espazo tanxente à variedade na soma do espazo tanxente à foliación e un espazo
normal a esta. Para cada i ∈ N

Λi(P ) ∼=
∑
r+s=i

Λr,s(P ) ∼=
∑
r+s=i

Γ(

r∧
(VF̃)∗ ⊗

s∧
(T F̃)∗).

Esta bigraduación en Λ(P ) dá lugar a unha descomposición da diferencial exte-
rior na soma de tres operadores homoxéneos dF̃ , dB , d

⊥, de bigraos (0,1), (1,0),
(2,-1) respeitivamente. Estes operadores satisfán as relacións:

d2
F̃

= 0,

dBdF̃ + dF̃dB = 0,

dBd
⊥ + d⊥dB = 0,

d2
B + dF̃d

⊥ + d⊥dF̃ = 0.
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Tendo en conta a bigraduación introducida, a filtración do complexo de de Rham
pode-se ver como

F pΛi(P ) =
∑

r+s=i,r≥p

Λr,s(P ).

O subcomplexo das formas básicas identifica-se coas formas de tipo (s, 0) que
son dF̃−fechadas.

ΛpB(F̃) = Λs,0(P ) ∩Ker dF̃ .

As formas de tipo (0, s) obteñen-se a partir da filtración como cociente de Λs(P )
polo ideal das formas de grao filtrante un. É dicer, estabelece-se o isomorfismo

Λ0,s(P ) −→ Λs(P )/F 1Λs(P )

ω −→ ω,

onde ω denota a clase definida por ω. Os primeiros termos da sucesión espectral
identifican-se con:

dRE
r,s
0 (F̃) = Λr,s(P )

dRE
r,s
1 (F̃) = Hq(Λr,∗(P ), dF̃ )

dRE
r,s
2 (F̃) = Hp(dRE

∗,s
1 , d1) = HpHq(Λ∗,∗(P )).

Unha forma ω ∈ Λ(P ) di-se K-invariante se (Rk)∗ω = ω,∀k ∈ K, onde Rk :
P −→ P está definida por Rk(z) = R(z, k) con R a acción do fibrado π : P −→
M. Denotamos por Λ(P )K às formas K-invariantes. Unha forma ω ∈ Λ(P ) di-se
horizontal se iξω = 0, ∀ξ ∈ k, onde k é a álxebra de Lie asociada ao grupo K e iξ
denota o produto interior por un campo de vectores fundamental. Denotamos
por Λ(P )K as formas horizontais. A aplicación do fibrado π : P −→M induce un
morfismo inxectivo entre as formas diferenciais π∗ : Λ(M) −→ Λ(P ). Verifica-se
que a imaxen de π∗ son as formas invariantes e horizontais de P . Asi, temos a
identificación

Λ(M) ∼= π∗Λ(M) ∼= Λ(P )KK .

Ademais
F pΛi(M) = F pΛi(P )KK =

∑
r+s=i,r≥p

Λr,s(P )KK .

Λ(P )KK caracteriza-se coas álxebras de lie g, k e as formas de tipo (o, s) como
vemos no seguinte

Lema 1.1 Verifica-se que:

Λi(P )KK
∼=
∑
r+s=i

HomK(

r∧
(g/k),Λs(P )/F 1Λs(P )),

onde a acción de K en
∧r

(g/k) ven dada pola representación adxunta e en
Λs(P )/F 1Λs(P ) é a imaxen pola aplicación inducida pola acción do fibrado RK
en Λs(P )/F 1Λs(P ).
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A demostración deste lema fai-se na última sección xunto con outros resul-
tados técnicos. Tendo en conta o resultado anterior podemos ver o ideal das
formas de grao filtrante maior ou igual que p como

F pΛi(M) =
∑

i≥p,i+s=i

HomK(

i∧
(g/k),Λ0,s(P ))

Define-se o complexo C∗(g,K,Hq

F̃
), para p ≥ 0, Cp(g,K,Hq

F̃
) está formado

polas aplicacións p-lineares alternadas de g con valores en Hq

F̃
, ϕ :

∧p
g −→ Hq

F̃
que verifican:

a) ikϕ = 0,∀k ∈ k con ikϕ(g1, . . . , gp−1) = ϕ(k, g1, . . . , gp−1),

b) ϕ é K-invariante con K actuando pola representación adxunta en g e pola
aplicación inducida por R en Hq

F̃
.

Asi podemos identificar:

Cp(g,K,Hq

F̃
) = HomK(

p∧
(g/k), Hq

F̃
). (1)

A diferencial deste complexo ven dada por: se ϕ ∈ Cp(g,K,Hq

F̃
) entón

dϕ(g0, . . . , gp) =

p∑
i=0

(−1)igi(ϕ(g0, . . . , ĝi, . . . , gp))

+
∑
i<j

(−1)i+jϕ([gi, gj ], g0, . . . , ĝi, . . . , ĝj , . . . , gp),

onde giϕ(g0, . . . , gp) é a imaxen de ϕ(g0, . . . , gp) pola acción Φ : g −→ End(Hq

F̃
)

definida para g ∈ g e ᾱ ∈ Hq

F̃
por

Φgᾱ = igdBα.

Φ é unha representación. A demostración atopa-se na sección catro. O complexo
(1) é isomorfo ao complexo (

∧p
(g/k)∗ ⊗Hq

F̃
, d) onde a diferencial está definida

como d = d⊗ id+
∑
k ξ
∗
k ∧ Φξk .

C∗(g,K,Hq

F̃
) é isomorfo ao termo dRE

∗,s
1 (F) da sucesión espectral. En efec-

to:

dRE
r,s
1 (F) = Hq(Λr,∗, dF ) = Hq(

∧p
(g/k)

∗ ⊗ Λ0,s, 1⊗ dF̃ )

=
∧p

(g/k)
∗ ⊗Hq

F̃
= HomK(

∧p
(g/k), Hq

F̃
)

= Cp(g,K,Hq

F̃
).
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Sexan ᾱ ∈dR Er,s1 (F), ᾱ =
∑
I ΘI ∧ iIα e ϕ ∈ Cp(g,K,Hq

F̃
) é a sua imaxen

polo isomorfismo anterior. ᾱ =
∑
I ΘI ∧ iIα identifica-se con

∑
I ξ
∗
I ⊗ iIα ∈∧p

(g/k)∗ ⊗Hq

F̃
e ϕ(g1, . . . , gp) =

∑
I ξ
∗
I (g1, . . . , gp)iIα . Entón:

d1[α] = [dBα] = [dB(
∑
I ΘI ∧ iIα)]

=
∑
I dΘI ∧ [iIα] + (−1)p

∑
I ΘI ∧ [dBiIα]

=
∑
I dΘI ∧ [iIα] + (−1)p

∑
I ΘI ∧ [

∑
k Θk ∧ [iXkdBiIα]]

=
∑
I dΘI ∧ [iIα] +

∑
I

∑
k Θk ∧ΘI ∧ [iXkdBiIα].

Podemos identificar este último sumando mediante os isomorfismos estabeleci-
dos antes con ∑

I

dξ∗I ⊗ [iIα] +
∑
I

∑
k

ξ∗k ∧ ξ∗I ⊗ [iXkdBiIα]

que é igual a d(
∑
I ξ
∗
I ⊗ iIα). Asi,

d1[α] ≡ d(
∑
I

ξ∗I ⊗ iIα) ≡ dϕ.

Como as diferenciais tamén se corresponden, os complexos (C∗(g,K,Hq

F̃
), d) e

(dRE
∗,s
1 (F), d1) son isomorfos. Entón temos:

dRE
p,q
2 (F) = Hp(dRE

∗,s
1 (F), d1) = Hp(C∗(g,K,Hq

F̃
)) = Hp(g,K,Hq

F̃
).

Temos asi demostrado o seguinte

Teorema 1.2 O termo dRE2(F) da sucesión espectral é isomorfo à cohomoloxia
relativa ao grupo K da álxebra de Lie g con coeficientes en Hq

F̃
.

dRE
r,s
2 (F) = Hp(g,K,Hq

F̃
)

�

Sexa K0 a compoñente conexa do elemento neutro do grupo de Lie K. Sa-
bemos que P é un K−fibrado principal sobre M, polo que existe unha acción
pola dereita R de K en P . Restrinxindo-a a K0 obtemos unha nova acción

R|K0
: P ×K0 −→ P

Sexa M̃0 o espazo de órbitas desta acción. Verifica-se que P −→ M̃0 é un
K0−fibrado principal. O diagrama seguinte é comutativo
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M̃0 = P/K0
- M

K/K0

K0 K

?

�
�

�
�
�

�
��	

P

Asi, podemos ver M como o cociente de M̃0 polo grupo discreto K/K0. A

foliación levantada F0 a M̃0 é unha foliación riemanniana con follas densas.
Provaria-se do mesmo xeito que para a foliación F que a sucesión espectral de
cohomoloxia asociada à foliación F0 ten como termo dRE2 :

dRE
r,s
2 (F0) = Hp(g,K0, H

q

F̃
).

Como K0 é conexo entón Hq
F0

é isomorfo a Hq

F̃
e ademais

Hp(g,K0, H
q
F0

) = Hp(g, k, Hq
F0

).

Asi, dRE
r,s
2 (F0) = Hp(g, k, Hq

F0
). Verifica-se tamén que

Hp(g,K,Hq

F̃
) = Hp(g, k, Hq

F̃
)K/K0 .

Entón podemos ver o segundo termo da sucesión espectral da foliación F en M
como:

dRE
r,s
2 (F) = Hp(g,K,Hq

F̃
) = Hp(g,K,Hq

F0
) = Hp(g, k, Hq

F0
)K/K0 .

Demostracións dos resultados técnicos.

Nesta sección imos demostrar dous resultados empregados ao longo do tra-
ballo. Comenzamos coa demostración do Lema

Lema 1.3 Verifica-se que:

Λi(P )KK
∼=
∑
r+s=i

HomK(

r∧
(g/k),Λs(P )/F 1Λs(P )),

onde a acción de K en
∧r

(g/k) ven dada pola representación adxunta e en
Λs(P )/F 1Λs(P ) é a imaxen pola aplicación inducida pola acción do fibrado RK
en Λs(P )/F 1Λs(P ).

Demostración. Sabemos que

Λ0,s(P ) ∼= Λs(P )/F 1Λ(P )
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asi,

Λi(P ) ∼=
∑
r+s=i

r∧
g∗ ⊗ Λ0,s(P ) ∼=

∑
r+s=i

Hom(

r∧
g,Λ0,s(P ))

Entón dada ω ∈ Λi(P ) , ω escreve-se como ω =
∑
r+s=i ω

r,s con ωr,s =
∑
I ΘI∧

iIω, onde I é un multi-́ındice de lonxitude r, |I| = r. Asi, ω identifica-se con

ϕ =
∑
r+s=i

ϕr,s, onde ϕr,s ∈ Hom(

r∧
g,Λ0,s(P ))

está definido por:

ϕr,s(g1, . . . , gr) =
∑
I

ξ∗I (g1, . . . , gr)iIω

sendo ξ∗I o dual de ξI . Ten-se

ω ∈ Λ(P )K ⇐⇒ ϕr,s ∈ HomK(

r∧
g,Λ0,s(P )).

Vexamos isto:

ω ∈ Λ(P )K ⇐⇒ (Rk)∗ω = ω, ∀k ∈ K.

Se g1, . . . , gr ∈ g e Y1p , . . . , Ysp ∈ TpP con k ∈ K , entón:

ϕr,s((g1, . . . , gr)k)(p)(Y1p, . . . , Ysp)

= ϕr,s(Adkg1, . . . , Adkgr)(p)(Y1p, . . . , Ysp)

=
∑
I ξ
∗
I (Adkg1, . . . , Adkgr)iIω(p)(Y1p, . . . , Ysp)

=
∑
I ΘI(p)((Rk−1)∗pkg1, . . . , (Rk−1)∗pkgr)iIω(p)(Y1p, . . . , Ysp)

= ωr,s(p)((Rk−1)∗pkg1, . . . , (Rk−1)∗pkgr, Y1p, . . . , Ysp)

= ωr,s(pk)((Rk)∗p(Rk−1)∗pkg1, . . . , (Rk)∗p(Rk−1)∗pkgr,

(Rk)∗pY1p, . . . , (Rk)∗pYsp)

=
∑
I ΘI(pk)(g1, . . . , gr)iIω(pk)((Rk)∗pY1p, . . . , (Rk)∗pYsp)

=
∑
I ξ
∗
I (g1, . . . , gr)(Rk)∗(p)iIω(Y1p, . . . , Ysp)

= (Rk)∗(ϕr,s(g1, . . . , gr))(p)(Y1p, . . . , Ysp)

= (ϕr,s(g1, . . . , gr))k(p)(Y1p, . . . , Ysp).
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Polo tanto,

ϕr,s((g1, . . . , gr)k) = ϕr,s(g1, . . . , gr)k, é dicer, ϕr,s ∈ HomK(

r∧
g,Λ0,s(P )).

Analogamente vemos que se ϕr,s ∈ HomK(
∧r

g,Λ0,s(P )) entón

(RK)∗ω = ω

xa que

ωr,s(pk)((Rk)∗pg1, . . . , (Rk)∗pgr, (Rk)∗pY1p, . . . , (Rk)∗pYsp)

= (ϕr,s((Rk)∗pg1, . . . , (Rk)∗pgr))k(p)(Y1p, . . . , Ysp)

= (ϕr,s((Rk)∗pg1, . . . , (Rk)∗pgr)k)(p)(Y1p, . . . , Ysp)

= (ϕr,s(g1, . . . , gr))(p)(Y1p, . . . , Ysp)

= ωr,s(p)(g1, . . . , gr, Y1p, . . . , Ysp)

Entón:
(Rk)∗ω = (Rk)∗(

∑
r+s=n

ωr,s) =
∑
r,s

(Rk)∗ωr,s

=
∑
r,s

ωr,s = ω.

Temos que ver agora que se ω ∈ Λn(P )KK entón

ϕr,s ∈ HomK(

r∧
(g/k),Λ0,s(P )).

Primeiro observamos que (Rk−1)∗k ⊂ k e, polo tanto, a acción está ben definida.
Sabemos que ω se identifica con

ϕ =
∑
r+s=i

ϕr,s onde ϕr,s ∈ HomK(

r∧
g,Λ0,s(P )).

Imos ver entón que ϕr,s pasa ao cociente
∧r

(g/k), isto é: se

(g1, . . . , gr) ∼ (g′1, . . . , g
′
r) entón ϕr,s(g1, . . . , gr) = ϕr,s(g′1, . . . , g

′
r),

é dicer, ϕr,s(p(g1, . . . , gr)) = ϕr,s(g1, . . . , gr) onde p é a proxección no cociente

p :
r∧
g −→

r∧
(g/k).
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p(g1, . . . , gr) = p(g′1, . . . , g
′
r)⇐⇒ (g′1, . . . , g

′
r) é da forma (g1 + k1, . . . , gr + kr)

con ki ∈ k, i = 1, . . . , r. Asi

ϕr,s(g′1, . . . , g
′
r)(p)(Y1p, . . . , Ysp)

=
∑
I ξ
∗
I (g′1, . . . , g

′
r)iIω(p)(Y1p, . . . , Ysp)

= ωr,s(p)(g′1, . . . , g
′
r, Y1p, . . . , Ysp)

= ωr,s(p)(g1 + k1, . . . , gr + kr, Y1p, . . . , Ysp)

= ωr,s(p)(g1, . . . , gr, Y1p, . . . , Ysp)

= ϕr,s(p)(g1, . . . , gr)(p)(Y1p, . . . , Ysp).

Verifica-se a igualdade

ωr,s(g1 + k1, . . . , gr + kr, Y1p, . . . , Ysp) = ωr,s(g1, . . . , gr, Y1p, . . . , Ysp)

xa que os outros sumandos que aparecen valen cero pois ω é unha forma horizon-
tal, polo tanto anula-se cando un dos campos de vectores sobre os que ac-
tua é fundamental. Analogamente ve-se que se ϕr,s ∈ HomK(

∧r
(g/k),Λ0,s(P ))

entón ω é horizontal e invariante. � A diferencial do complexo (1) viña dada

por unha acción Φ : g −→ End (Hq

F̃
), definida para g ∈ g e ᾱ ∈ Hq

F̃
por

Φgᾱ = igdBα.

Imos ver agora que Φ é unha representación, isto é:

Φ[ξ, η] = [Φξ,Φη] = ΦξΦη − ΦηΦξ.

Basta vé-lo para ξ, η elementos da base de g, é dicer:

i[ξl,ξs]dBα = iξldBiξsdBα− iξsdBiξldBα.

Chamamos Yij = [Xi, Xj ]−
∑
k C

k
ijXk onde Ckij son as constantes de estructura

16



de g. Para ᾱ ∈ Hq

F̃
verifica-se:

d2
Bα = −dF̃d

⊥α

= −dF̃ (
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ iXj iXid⊥α)

= −dF̃ (
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ iXjLXiα)

= −dF̃ (
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ (−i[Xj ,Xi]α))

= −dF̃ (
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ iYijα)

= −
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ dF̃ (iYijα).

Por outra parte ten-se:

d2
Bα = dB(

∑
k Θk ∧ iXkdBα)

=
∑
k(dΘk ∧ iXkdBα−Θk ∧ dBiXkdBα)

=
∑
k(
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ iXkdBα−Θk ∧ (

∑
i Θj ∧ iXjdBiXkdBα))

= −
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ (

∑
k C

k
ijiXkdBα)

−
∑
k Θk ∧ (

∑
j<k Θj ∧ iXjdBiXkdBα+

∑
j>k Θj ∧ iXjdBiXkdBα)

=
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ (−Φ[ξi,ξj ]α− iXidBiXjdBα− iXjdBiXidBα)

=
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ (−Φ[ξi,ξj ]α+ [Φξi ,Φξj ]α).
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Entón para ξl, ξs ∈ g

iξldBiξsdBα− iξsdBiξldBα

= (iξliξs)d
2
Bα− (iξsiξl)d

2
Bα

= (iξliξs)(−
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ dF̃ (iYijα))

−(iξsiξl)(−
∑
i<j Θi ∧Θj ∧ −dF̃ (iYijα))

= −dF̃ (iYlsα)− dF̃ (iYlsα)

= −2dF̃ (iYlsα).

Por outra parte:

iξldBiξsdBα− iξsdBiξldBα

= (−Φ[ξl,ξs]α+ [Φξl ,Φξs ]α)− (Φ[ξl,ξs]α− [Φξl ,Φξs ]α)

= −2Φ[ξl,ξs]α+ 2[Φξl ,Φξs ]α.

Asi
i[ξl,ξs]dBα = iξldBiξsdBα− iξsdBiξldBα.
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Memória realizada baixo a dirección do
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Sexa (M,F) unha variedade foliada. Para a foliación F definen-se as cohomo-
loxias e as sucesións espectrais de de Rham e Alexander-Spanier. Estas sucesións
converxen à cohomoloxia de M con coeficientes no feixe constante R. O obxecto
deste caṕıtulo é demostrar que, para unha foliación compacta Hausdorff, estas
duas sucesións son isomorfas a partir do segundo termo. Construiremos ademais
un isomorfismo expĺıcito entre estes dous espazos.

Cohomoloxia de Alexander-Spanier

Sexa M un espazo topolóxico. Para i maior ou igual que cero sexa Ci(M)
o conxunto de aplicacións ϕ : M i+1 −→ R. Ci(M) ten estructura de espazo
vectorial coa soma e produto por escalares definidos ponto a ponto, é dicer:

(ϕ1 + ϕ2)(x0, . . . , xi) = ϕ1(x0, . . . , xi) + ϕ2(x0, . . . , xi),

(λ · ϕ)(x0, . . . , xi) = λ · ϕ(x0, . . . , xi),

con ϕ1, ϕ2, ϕ ∈ Ci(M) e λ ∈ R. O morfismo bordo δ : Ci(M) −→ Ci+1(M)
define-se do seguinte xeito, para ϕ ∈ Ci(M)

δϕ(x0, . . . , xi+1) =

i+1∑
k=0

(−1)kϕ(x0, . . . , x̂k, . . . , xi+1),

onde o śımbolo x̂k indica que o elemento xk non aparece na anterior expresión.
Como δ2 = 0, {C∗(M), δ} constitue un complexo de cocadeas sobre R. O com-
plexo anterior aumenta-se co morfismo η : R −→ C0(M) dado, para λ ∈ R,
pola aplicación constante η(λ)(x) = λ, ∀x ∈ M. Este complexo non dá nen-
gunha información do espazo topolóxico M, pois a sua cohomoloxia é trivial.
Para ver isto fixamos un ponto x ∈ M e definimos a homotopia de cadeas
D : Ci(M) −→ Ci−1(M),

Dϕ(x0, . . . , xi) = ϕ(x, x0, . . . , xi),

con i ≥ 0 e xk ∈M,k = 0, . . . , i. Sexa agora τ : C∗(M) −→ R dada por

τ(ϕ) =

{
0, se grao de ϕ > 0,
ϕ(x), se grao de ϕ = 0.

Verifica-se que τ ◦ η = IR, onde IR denota a aplicación identidade, e D é unha
equivaléncia de homotopia entre a identidade de C∗(M) e η ◦ τ. Obtemos asi
que a cohomoloxia é trivial. A definición do complexo anterior é formal e non fai
uso da estructura topolóxica. A topoloxia de M vai-se empregar para definir un
subcomplexo do anterior. Asi, un elemento ϕ ∈ Ci(M) di-se que é localmente
cero se existe unha cobertura aberta de M, que denotaremos por U , tal que ϕ
é nula en cada (i+1)−upla de M que estexa nalgun elemento de U . Se definimos
U i+1 =

⋃
U∈U U

i+1, entón ϕ é nula en U i+1. Chamamos às aplicacións que cum-
pren esta condición elementos localmente cero e denotamos Ci0(M) o subespazo
vectorial que forman. Verifica-se ademais que δ(Ci0(M)) ⊂ Ci+1

0 (M), xa que se
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ϕ é nula en U i+1 entón δϕ é nula en U i+2. Polo tanto, {C∗0 (M), δ} constitue

un subcomplexo de C∗(M). O complexo cociente, C
∗
(M) = C∗(M)/C∗0 (M),

co morfismo bordo inducido, é o complexo de Alexander-Spanier do espazo to-
polóxico M. A aplicación composición

η : R −→ C∗(M) −→ C
∗
(M)

é un morfismo de aumentación para C
∗
(M). A cohomoloxia de {C∗(M), δ} é a

cohomoloxia de Alexander-Spanier de M , denotamo-la ASH(M). Verifica-se que

Hi+1(C∗0 (M)) ∼= Hi(C
∗
(M)), para todo i ≥ 1, xa que a sucesión exacta curta

0 −→ C∗0 (M) −→ C∗(M) −→ C
∗
(M) −→ 0,

induce unha sucesión exacta longa en cohomoloxia

· · · −→ Hi(C∗0 ) −→ Hi(C∗) −→ Hi(C
∗
) −→

−→ Hi+1(C∗0 ) −→ Hi+1(C∗) −→ Hi+1(C
∗
) −→ · · ·

Como Hi(C∗(M)) = 0, para todo i > 0, temos que Hi+1(C∗0 (M)) e Hi(C
∗
(M))

son isomorfos. Se nas definicións anteriores tomamos aplicacións continuas entón
obtemos a cohomoloxia de Alexander-Spanier cont́ınua. Se M é unha variedade
diferenciável podemos definir a cohomoloxia de Alexander-Spanier diferenciável
tomando cocadeas diferenciáveis. Supoñamos agora que M é un espazo topolóxi-
co paracompacto. Imos definir en M un feixe diferencial que vai constituir unha
resolución fina do feixe constante RM de tallo R en M. Para isto introduciremos
primeiro uns prefeixes que denotaremos AS∗. Para U ⊂M aberto e i ≥ 0, veñen
dados por

ASi(U) = Ci(U),

é dicer, ASi(U) é o espazo vectorial de aplicacións ϕ : U i+1 −→ R. Se U, V son
abertos de M con V ⊂ U, o morfismo restriccion ρUV : ASi(U) −→ ASi(V )
está definido por ρUV (ϕ) = ϕ|V i+1 . Estes prefeixes non constituen feixes xa
que non verifican a condición de extensión única. Isto é: dado U ⊂ M con
U =

⋃
α∈Λ Uα sendo Uα abertos de M, sexan ϕ e ϕ′ ∈ ASi(U) verificando

ρUUα(ϕ) = ρUUα(ϕ′). Non ten porqué suceder que ϕ = ϕ′ xa que
⋃
α∈Λ U

i+1
α  

U i+1. Chamamos AS∗M aos feixes asociados aos prefeixes AS∗, é dicer, aos fei-
xes de xermes na diagonal de aplicacións ϕ : M i+1 −→ R. Para ver que AS∗M
é un feixe diferencial imos definir morfismos entre os prefeixes ASi e ASi+1 que
van inducir as aplicacións diferenciais δ : ASiM −→ ASi+1

M . Para cada aber-
to U ⊂ M,define-se δ(U) : ASi(U) −→ ASi+1(U) como o morfismo bordo
δ : Ci(U) −→ Ci+1(U). Verifica-se que δ(V ) ◦ ρVU = ρVU ◦ δ(U), polo que temos
definidas aplicacións de prefeixes δ : ASi −→ ASi+1. Ademais ten-se δ2 = 0.
Estas aplicacións inducen morfismos entre os feixes ASiM −→ ASi+1

M , que se-
guiremos denotando δ. Obviamente seguen verificando δ2 = 0. Temos definido
entón o feixe diferencial {AS∗M , δ}. Os morfismos aumentación η : R −→ C0(U)
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sendo U ⊂ M aberto inducen unha aplicación de feixes RM −→ AS0
M . Temos

asi a sucesión de feixes

AS0
M −→ AS1

M −→ AS2
M −→ · · ·

Esta sucesión é unha resolución xa que a sucesión

0 −→ (RM )x −→ (AS0
M )x −→ (AS1

M )x −→ (AS2
M )x −→ · · ·

é exacta ∀x ∈M, pois

- η é obviamente inxectiva.

- ker δ = Im η ϕ ∈ ker δ =⇒ δϕ = 0 ⇐⇒ (δϕ)(x0, x1) = 0 ⇐⇒ ϕ(x1) −
ϕ(x0) = 0,∀x0, x1 ∈ M =⇒ ϕ é constante. ϕ ∈ Im η =⇒ ϕ é constante
=⇒ δϕ = 0.

- ker δ = Im δ Como δ2 = 0, Im δ ⊂ ker δ. Se ϕ ∈ ker δ, entón ϕ =
δϕ′ con ϕ′(x0, . . . , xi−1) = ϕ(x, x0, . . . , xi−1) con x ∈ M o ponto onde
consideramos os tallos.

Ademais, ao seren finos os feixes AS∗M , a cohomoloxia H∗(M,RM ) pode-se de-
finir en función deles, é dicer,

H∗(M,RM ) = H∗(Γ(M,AS∗M )),

onde Γ(M,AS∗M ) denota as seccións globais. Para provar que AS∗M son finos,
ou sexa, que dada unha cobertura aberta e localmente finita {Uα}α∈Λ de M ,
AS∗M admite unha partición da identidade subordinada, consideramos {fα} un-
ha partición da unidade subordinada a {Uα} e definimos as aplicacións entre os
prefeixes:

Φα : AS∗(U) −→ AS∗(U)

Φα(ϕ)(x0, . . . , xi) = fα(x0)ϕ(x0, . . . , xi),

ϕ ∈ AS∗(U), x0, . . . , xi ∈ U. Estas aplicacións inducen morfismos de feixes

Φ̃α : AS∗M −→ AS∗M . Ademais como {fα} é unha partición da unidade verifica-
se que

sop(Φ̃α) = {x ∈M/Φ̃α|(ASM )x} ⊂ Uα
e
∑
α∈Λ(Φ̃α) = Id. Obtemos asi a partición da identidade buscada.

Temos definida a cohomoloxia do espazo topolóxico M con coeficientes no
feixe RM en función da resolución de feixes de Alexander-Spanier. Definimos
tamén ao comezo a cohomoloxia de Alexander-Spanier do espazo topolóxico M,

ASH(M). Empregaremos a seguinte proposición ([18, Prop. 5.27]) para ver que
os espazos vectoriais Hq(M,RM ) e ASH

q(M) son isomorfos para todo q ≥ 0.

Proposición 2.1 Sexa {S(U), ρUV } un prefeixe nun espazo topolóxico M satis-
facendo:

U =
⋃
α∈Λ Uα aberto enM e fα ∈ S(Uα) para cada α ∈ Λ tal que

ρUαUα∩Uβ (fα) = ρ
Uβ
Uα∩Uβ (fβ), ∀α, β, entón existe f ∈ S(U) tal que

ρUUα(f) = fα, para cada α ∈ Λ.

(1)

23



Sexa S(M)0 = {s ∈ S(M)/ρMx (s) = 0,∀x ∈ M} onde ρMx denota o morfismo
que asigna a cada elemento de S(M)0 o seu xerme no tallo Sx, x ∈M do feixe
S asociado a S. Entón a sucesión:

0 −→ S(M)0 −→ S(M) −→ Γ(S) −→ 0

é exacta.

O prefeixe ASi verifica a condición (1) xa que dado U =
⋃
α∈Λ Uα aberto de

M e ϕα ∈ ASi(Uα) tal que ρUαUα∩Uβ (ϕα) = ρ
Uβ
Uα∩Uβ (ϕβ) define-se ϕ : U i+1 −→ R

por

ϕ(x0, . . . , xi) =

{
ϕα(x0, . . . , xi), ∃α ∈ Λ, (x0, . . . , xi) ∈ Uα

0, noutro caso.

Ademais:
(ASi(M))0 = {ϕ ∈ ASi(M)/ρMx (ϕ) = 0,∀x ∈M}

= {ϕ ∈ ASi(M)/ o xerme ϕx de ϕ é cero ,∀x ∈M}
= {ϕ ∈ ASi(M)/ ϕ é localmente cero} = Ci0(M).

Entón
Γ(M,ASiM ) ∼= ASi(M)/Ci0(M) ∼= Ci(M)/Ci0(M).

Asi
H∗(M,R) = H∗(Γ(M,ASiM )) ∼= H∗(Ci(M)/Ci0(M)) =

H∗(C
i
(M)) = ASH

∗(M).

O resultado anterior tamén é certo se consideramos cadeas cont́ınuas ou dife-
renciáveis. A demostración anterior tamén é válida para estes casos.

Cohomoloxia de Alexander-Spanier dunha foliación com-
pacta Hausdorff

Dada unha variedade diferenciável M, cunha foliación F , definen-se as suce-
sións espectrais de de Rham e Alexander-Spanier da foliación que converxen à
cohomoloxia de M con valores en RM , feixe constante de tallo R.([11], Preprint.)
Se a foliación é compacta Hausdorff, é dicer, se ven dada por un fibrado de Seifert
π : M −→ B, veremos que os segundos termos destas sucesións son isomorfos e
descreveremos un isomorfismo entre eles. Sexa B un espazo topolóxico conexo,
Hausdorff e paracompacto. Diremos que B é unha variedade de Satake ou unha
V -variedade de dimensión n se verifica:

a) Cada ponto x ∈ B admite unha viciñanza aberta U que é homeomorfa

a un cociente dun aberto Ũ de Rn por un grupo finito de automorfismos
C∞ de U. Sexa f : Ũ/G −→ U este isomorfismo. Os sistemas {Ũ , G, f}
chaman-se sistemas locais uniformizantes para a variedade de Satake e os
abertos U = Ũ/G abertos uniformizados.
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b) Dados dous abertos uniformizados Ũ/G ⊂ Ṽ /H existe un difeomorfismo

de Ũ nun aberto de Ṽ que fai comutativo o diagrama:

Ũ/G -

-

? ?

Ũ

Ṽ /H

Ṽ

c) Os abertos uniformizados forman unha base da topoloxia de B.

Se B é unha variedade diferenciável e (U,ψ) é unha carta local de B, entón

tomando {Ũ = ψ(U), G = {Id}, ψ−1} temos un sistema de viciñanzas unifor-
mizadas e, polo tanto, as variedades diferenciáveis son variedades de Satake.
Dadas duas variedades de Satake B,B′ define-se aplicación diferenciável de B
a B′ como un sistema de aplicacións {hŨ} para cada aberto uniformizado Ũ/G
de B que verifica as seguintes condicións:

a) Existe unha correspondéncia hŨ : {Ũ , G, f} −→ {Ũ ′, G′, f ′} tal que hŨ
é unha aplicación C∞ de Ũ en Ũ ′ que pasa ao cociente.

b) Se Ũ/G e Ṽ /H son abertos uniformizados de B e Ũ ′/G′ e Ṽ ′/H ′ son os

abertos correspondentes de B′, dada unha inxección Ũ −→ Ṽ existe outra
Ũ ′ −→ Ṽ ′ tal que os diagramas

Ũ ′

hŨ hṼ

-

-

? ?

Ũ

Ṽ ′

Ṽ

Ũ ′/G′ -

-

? ?

Ũ/G

Ṽ ′/H ′

Ṽ /H

son comutativos.

Dada unha aplicación C∞, {hŨ}, entre duas variedades de Satake existe unha
única aplicación cont́ınua h : B −→ B′ tal que para cada aberto uniformizado
Ũ/G en B e o seu correspondente Ũ ′/G′ en B′ ten-se f2 ◦ hŨ = h ◦ f1 con

f1 : Ũ −→ U e f2 : Ũ ′ −→ U ′ os pasos ao cociente. Consideramos agora un
exemplo que vai caracterizar a estructura local dun fibrado de Seifert. Sexan
D ⊂ Rn o disco aberto, G ⊂ O(n) un subgrupo finito e L unha variedade
compacta. Supoñamos que existe unha acción livre de G en L pola dereita.
Consideremos a acción de G en L × D dada por g · (p, x) = (p · g−1, g · x).
Sexa L×GD o cociente desta acción dotado coa topoloxia cociente. L×GD ten
estructura de variedade diferenciável. Tomamos en L×D a foliación con follas
L×{d}, d ∈ D. Esta foliación é invariante pola acción de G polo que induce unha
foliación no cociente L×GD. As follas desta foliación son as fibras da aplicación
L×GD −→ D/G. A variedade L×GD xunto con esta foliación chama-se produto
de Seifert. Unha foliación F nunha variedadeM de codimensión n di-se compacta
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Hausdorff se todas as follas son compactas e o espazo cociente M/F é Hausdorff.
Se unha variedade está dotada cunha foliación compacta Hausdorff entón existe
unha folla xenérica L coa propriedade de que existe un subconxunto denso e
aberto de M onde as follas son todas difeomorfas a L. Ademais dada unha folla
L0 hai un subgrupo finito G de O(n), unha acción de G en L pola dereita, unha
viciñanza aberta V de L0 e un difeomorfismo L×GD −→ V que leva follas en
follas, tomando en L×GD a foliación do exemplo anterior. Verifica-se ademais
que G é o subgrupo de holonomia de L0. ([3, Teor. 4.1]). Ten-se tamén que a
variedade cociente B = M/F , dotada coa topoloxia cociente, ten estructura de
variedade de Satake de dimensión n. Os sistemas uniformizados locais para esta
variedade son da forma {D′, G, π ◦φ ◦Sp} onde D′ é o disco aberto de ráio 1/2,

G é un subgrupo finito de O(n) e Sp : D −→ L×GD ven dada por Sp(x) = (p, x)
e φ é o difeomorfismo φ : L×GD −→ V. Entón, dada unha variedade M cunha
foliación compacta e Hausdorff, a proxección π : M −→ B = M/F é un fibrado
de Seifert. Imos ver agora que se temos un feixe A en M podemos definir un
feixe en B e unha sucesión espectral asociada que converxe à cohomoloxia de
M con coeficientes en A. Sexa entón A un feixe en M. O feixe de Leray en B
asociado a π e A define-se como o feixe asociado ao prefeixe que nos abertos U
de B está dado por

U −→ H∗(π−1(U),A/π−1(U)).

Denotamo-lo por H(π,A). O feixe de Leray pode-se obter tamén como o feixe
de cohomoloxia asociado a unha resolución frouxa (flasque) de A. Se

0 −→ A −→ R0 −→ R1 −→ · · ·

é unha resolución frouxa de A entón

H(π,A) = H(π(R∗)),

onde π(R∗) denota a imaxen directa dos feixesR∗.O feixeH(π(R∗)) está xerado
polo prefeixe

U −→ H∗(π(R∗)(U)) = H∗(R∗(π−1(U))) = H∗(π−1(U),A/π−1(U))

con U ⊂ B aberto. Para obter a cohomoloxia de M con coeficientes en A define-
se a sucesión espectral de Leray cuxo segundo termo é a cohomoloxia da base
con coeficientes no feixe de Leray. Converxe à cohomoloxia de M, isto é:

LE
r,s
2 = Hr(B,Hs(π,A)) =⇒ Hr+s(M,A).

Esta sucesión espectral é a primeira asociada ao feixe diferencial L̃∗ con L̃0 =

π∗(A) e L̃i = π∗(Ri). A partir deste momento imos considerar A = RM . Sexa

0 −→ RM −→ L0 −→ L1 −→ · · · (2)

unha resolución deste feixe. Existe entón unha sucesión espectral {Er} que con-
verxe à cohomoloxia de M con coeficientes en RM .

Er,s2 = HrHs(M,L∗) =⇒ Hr+s(M,RM ).
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Consideremos agora o feixe en B, RB , constante de tallo R e os feixes en B, Si
que verifican que Li = π∗(Si) e ademais

0 −→ RB −→ S0 −→ S1 −→ · · ·

é resolución fina. Neste caso a sucesión espectral definida por (2) é isomorfa a
partir do segundo termo à sucesión espectral de Leray asociada a π e RB . Para
ver isto empregaremos a seguinte [1]

Proposición 2.2 Sexa f : X −→ Y unha aplicación fechada tal que cada
f−1(y), y ∈ Y é compacta e relativamente Hausdorff en X. Sexan A e B feixes
en X e Y respectivamente tal que A∗̂B = 0 e Hr(f−1(y),A) ∗ By = 0, ∀y ∈ Y.
Entón Hs(f,A)⊗ B e Hs(f,A⊗ f∗(B)) son isomorfos.

Vexamos que estamos nas condicións da proposición. Por ser RM un feixe
sen torsión entón RM ∗̂Si = 0. Ademais, como H∗(π−1(b),RM ) =dR H

∗(π−1(b))
son espazos vectoriais ∀b ∈ B entón Hr(π−1(b),RM ) ∗ Sib = 0. Por último
π : M −→ B é fechada xa que se F ⊂M é fechado entón π−1(π(F )) é fechado.
Se x non pertence a π−1(π(F )) entón Lx ∩ F = ∅, onde Lx é a folla que pasa
por x. Existe unha viciñanza U de Lx, tal que U e Fr(U) son compactas e
U ∩F = ∅. Por ser Fr(U) un compacto e B Hausdorff π(Fr(U)) é fechado. Sexa
W = U − π−1(π(Fr(U))). W é aberto, Lx ⊂ W e W ∩ F = ∅ pois U ∩ F = ∅.
Ademais W ⊂ π−1(π(U))−π−1(π(Fr(U))). Se y ∈ π−1(π(U))−π−1(π(Fr(U)))
entón Ly corta a U pero non a Fr(U), por ser Ly conexa, Ly ⊂ U e y ∈ U.
Entón π−1(π(U)) − π−1(π(Fr(U))) é saturado e como W ∩ F = ∅ temos W ∩
π−1(π(F )) = ∅. Asi x non pertence a π−1(π(F )). É dicer π−1(π(F )) é fechado.
Verifican-se as condicións da proposición, polo que temos:

Hq(π,RM )⊗ Si ∼= Hq(π, π∗(Si)) ∼= Hq(π,Li).

Ademais, Hp(B,Hq(π,Li)) = 0,∀p > 0, xa que ao ser Si finos tamén o son os
feixes Hs(π,RM ) ⊗ Si. O único termo non trivial é H0(B,Hq(π,RM ) ⊗ Si) =
Γ(B,Hq(π,RM )⊗ Si). Logo, aplicando estes resultados, temos

Γ(B,Hq(π,RM )⊗ Si) = Γ(B,Hq(π, π∗(Si)))

= Γ(B,Hq(π, π∗(Si))) = Hr(M,Li).

Podemos concluir que Er,s2
∼=L E

r,s
2 , pois ao ser

S0 −→ S1 −→ · · ·

unha resolución fina de RB entón

Hs(π,RM )⊗ S0 −→ Hs(π,RM )⊗ S1 −→ · · ·

é resolución fina de Hs(π,RM )⊗ RB ∼= Hs(π,RM ). Asi

Er,s2 = HrHs(M,L∗) ∼= Hr(Γ(B,Hs(π,RM )⊗ S∗)

∼= Hr(B,Hs(π,RM )) =L E
r,s
2 .
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Imos particularizar o resultado anterior vendo que as resolucións de de Rham
e de Alexander-Spanier asociadas à foliación compacta Hausdorff da variedade
M poden-se obter como levantamentos de resolucións finas do feixe RB . Asi as
sucesións espectrais de de Rham e Alexander-Spanier son isomorfas a partir do
segundo termo. Sexa Ũ/G un aberto uniformizado da variedade de Satake B.

Define-se Λ(Ũ/G) como o módulo de i-formas en Ũ ⊂ Rn invariantes pola acción

de G. Se Ũ/G e Ṽ /H son dous abertos uniformizados tal que Ũ/G ⊂ Ṽ /H, a

inxección entre os abertos Ũ −→ Ṽ que fai comutativo o diagrama

Ũ/G -

-

? ?

Ũ

Ṽ /H

Ṽ

induce un morfismo Λ(Ṽ /H) −→ Λ(Ũ/G). Determinan-se asi os morfismos res-
tricción e xa que os abertos uniformizados forman unha base da topoloxia de B
quedan definidos os prefeixes Λi, i ≥ 0. Sexan ΛiB os feixes asociados, é dicer, os
feixes de xermes de formas diferenciais sobre B. Estes feixes son finos. Dada unha
cobertura aberta {Ui}i∈I de B existe unha partición da unidade subordinada [3,
Teor. 2.1] {fi}i∈I . Os morfismos de feixes inducidos polos morfismos de prefeixes
dados nos abertos por

Λ(Ũ/G) −→ Λ(Ũ/G)

Λ −→ (fi)|U · Λ

definen unha partición da identidade. Para cada aberto uniformizado Ũ/G
define-se a aplicación

d : Λi(Ũ/G) −→ Λi+1(Ũ/G)

como o paso ao cociente da aplicación diferencial exterior d : Λi(Ũ) −→ Λi+1(Ũ).
Estas aplicacións comutan cos morfismos restricción polo que inducen aplica-
cións entre os feixes ΛiB e Λi+1

B . Temos asi a sucesión

0 −→ Λ0
B −→ Λ1

B −→ · · ·

que é resolución polo lema de Poincaré. Sexan ΛiF os feixes en M de formas
básicas. Verifica-se que ΛiF = π∗(ΛiB). A aplicación diferenciável π : M −→ B
induce unha aplicación π∗ : Λ∗(B) −→ Λ∗(M) que determina o morfismo entre
feixes

π∗(ΛiB) −→ ΛiF .

Localmente π : M −→ B é da forma π : L×GD −→ D/G con L unha folla de
M, D o disco aberto unidade de Rn, G ⊂ O(n) un grupo finito e L×GD ∼= V
un aberto de M. Temos entón:

ΛiF (L×G D) = H0(L×G D,ΛiF ) = H0(L×D,ΛiL×D)G =
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(H0(L)⊗ Λi(D))G = (R⊗ Λi(D))G ∼= (Λi(D))G = Λi(D/G),

pois ΛiL×D = p∗ΛiF con p : L × D −→ L×GD. Estas igualdades determinan
o morfismo nos abertos que é un isomorfismo nos tallos. Consideremos agora
un aberto uniformizado Ũ/G de B e definamos ASi(Ũ/G) como o módulo de

funcións ϕ : Ũ i+1 −→ R diferenciáveis e alternadas que son invariantes pola
acción de G definida por:

(g · ϕ)(x0, . . . , xi) = ϕ(g−1 · x0, . . . , g
−1 · xi).

Dado outro aberto uniformizado Ũ/G ⊂ Ṽ /H e λ : Ũ −→ Ṽ a inxección corres-

pondente, sexa ϕ ∈ ASi(Ṽ /H). Entón a aplicación ϕ′ = ϕ ◦ λi+1 ∈ ASi(Ũ/G)
xa que polo [3, Corol., páx. 255] existe un único morfismo η : G −→ H tal que
λ ◦ σ = η(σ) ◦ λ,∀σ ∈ G. Asi temos definidos os morfismos restricción. Sexan
ASiB os feixes de xermes de funcións de Alexander-Spanier. Estes feixes son finos
xa que o feixe AS0

B é brando pois se F é un conxunto fechado de B, a aplica-
ción restricción AS0

B −→ AS0
B(F ) é sobrexectiva, onde AS0

B(F ) = Γ(AS0
B |F ).

Sexa ϕ : F −→ R diferenciável e {Ui}i∈I unha cobertura aberta de F . Se-
xan ϕi : Ui −→ R funcións que estenden localmente a ϕ. Sexa {fi} a parti-
ción da unidade subordinada à cobertura {Ui}i∈I

⋃
{B − F} de B. A función

ϕ =
∑
i∈I fi ·ϕi é diferenciável e ϕ|F = ϕ. AS0

B é un feixe de aneis con unidade
e ASiB son AS0

B-módulos e, polo tanto, finos. Sexan ASiF os xermes de formas
de Alexander-Spanier básicas, é dicer, os xermes de funcións ϕ diferenciáveis e
alternadas tal que ϕ e dϕ son nulas se dous pontos están na mesma placa (ver
[11]). Se V é un aberto difeomorfo a un produto de Seifert V ∼= L×GD entón:

ASiF (V ) = ASiF (L×GD) = H0(L×GD,ASiF ) = H0(L×D,ASiF ′)G =

(ASH
0(L)⊗ASi(D))G = (R⊗ASi(D))G ∼= (ASi(D))G = ASi(D/G)

onde F ′ = p∗F i con p : L × D −→ L×GD e ASF ′ = ASF . Estas igualdades
inducen aplicacións

π∗ASiB −→ ASiF

que nos tallos son isomorfismos xa que, dada ϕ ∈ (π∗ASiB)x, é da forma ϕ =
ϕ′ ◦ π con ϕ′ : Bi+1 −→ R, alternada. Se dous pontos yk, yj están na mesma
folla entón π(yk) = π(yj) e asi:

ϕ(y0, . . . , yk, . . . , yj , . . . , yi) = ϕ′(π(y0), . . . , π(yk), . . . , π(yj), . . . , π(yi)) = 0.

Analogamente provaria-se que dϕ = 0 se dous pontos están na mesma folla.
Se ϕ ∈ ASiF entón ϕ = ϕ′ ◦ π onde ϕ′(π(y0), . . . , π(yk), . . . , π(yj), . . . , π(yi) =
ϕ(y0, . . . , yk, . . . , yj , . . . , yi) está ben definida e é alternada. Temos entón:

ASE2(F) ∼=L E2
∼=dR E2(F).

29



Cálculo dun isomorfismo entre as sucesións de de Rham e
Alexander-Spanier dunha foliación compacta Hausdorff

A seguir descreveremos o isomorfismo entre as sucesións espectrais expli-
citamente e para isto construiremos duas aplicacións Φ : ΛiF −→ ASiF e Ψ :
ASiF −→ ASiF que verifiquen Ψ ◦ Φ = Id. Estas duas aplicacións van inducir
o isomorfismo entre os segundos termos das sucesións espectrais. Os feixes ΛiF
e ASiF son feixes levantados por π dos feixes en B de formas diferenciais ΛiB e
de xermes de aplicacións diferenciáveis e alternadas ASiB respeitivamente. Imos
definir aplicacións Φ′ : ΛiB −→ ASiB e Ψ′ : ASiB −→ ΛiB . As aplicacións levanta-
das Φ = π∗Φ′ e Ψ = π∗Ψ′ serán os morfismos buscados. Comezamos definindo
Φ′ : ΛiB −→ ASiB e para isto consideramos a base da topoloxia de B definida

polos abertos uniformizados, V = Ṽ /G. Supoñemos ademais que f : Ṽ −→ V

é unha carta local para a variedade de Satake B con Ṽ un aberto convexo de
Rn e G a restrición a Ṽ dun grupo de transformacións ortogonais. A existéncia
destas cartas demostra-se en [13, Lema3.6, páx. 90]. Sexa entón ω ∈ Λi(Ṽ ). Fi-

xamos unha cobertura localmente finita U de abertos convexos de Ṽ e funcións
χi : Ṽ i+1 −→ R que verifican:

a) χi son funcións diferenciáveis con soporte en U i+1 e identicamente igual

a un nunha viciñanza da diagonal de Ṽ i+1,

b) χi(xτ(0), . . . , xτ(i)) = χi(x0, . . . , xi), para toda permutación τ,

c) gχ̇i(x0, . . . , xi) = χi(g
−1 · x0, . . . , g

−1 · xi) = χi(x0, . . . , xi),∀g ∈ G.

Definimos Φ′(ω) como a clase da aplicación:

Φ′(ω)(x0, . . . , xi) = χi(x0, . . . , xi) ·
∫

∆[x0,...,xi]

ω

onde ∆[x0, . . . , xi] é o simplex que x0, . . . , xi ∈ Ṽ determinan([2].) A aplica-
ción Φ′(ω) é claramente alternada xa que ao facer unha permutación τ nos
pontos x0, . . . , xi, estamos permutando os vértices do simplex e, polo tanto, in-
vertindo a sua orientación se a permutación é impar e mantendo-a se é par.
Asi, como χi(xτ(0), . . . , xτ(i)) = χi(x0, . . . , xi), temos Φ′(ω)(xτ(0), . . . , xτ(i)) =

sig(τ)Φ′(ω)(x0, . . . , xi). Consideremos agora ω ∈ Λi(Ṽ )G = ΛiB(V ) e vexamos
que a sua imaxen por Φ′ é invariante por G. Ten-se que

g · Φ′(ω)(x0, . . . , xi) = Φ′(ω)(g−1 · x0, . . . , g
−1 · xi) =

χi(g
−1 · x0, . . . , g

−1 · xi) ·
∫

∆[(g−1·x0,...,g−1·xi]
ω =

χi(x0, . . . , xi) ·
∫

∆[(g−1·x0,...,g−1·xi]
ω.

Os elementos de G son transformacións ortogonais e, polo tanto, isometrias. Asi

∆[(g−1 · x0, . . . , g
−1 · xi)] = g−1(∆[x0, . . . , xi])
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e ∫
∆[(g−1·x0,...,g−1·xi]

ω =

∫
∆[x0,...,xi]

(g−1)∗ω =

∫
∆[x0,...,xi]

Λ,

por ser ω invariante. Estas aplicacións asi definidas comutan cos morfismos
restricción e, como os abertos uniformizados forman unha base da topoloxia,
temos entón definido o morfismo de feixes Φ′ : ΛiB −→ ASiB . Definamos agora

Ψ′ : ASiB −→ ΛiB . Para ϕ ∈ ASi(Ṽ ),

Ψ′(ϕ)x(v1, . . . , vi)

=
1

i!

∑
τ∈Si

sig(τ)
∂

∂ε1
. . .

∂

∂εi
ϕ(x, expx(ε1v

τ(1)), . . . , expx(εiv
τ(i)))|εk=0,

onde vk ∈ Tx(Ṽ ), k = 1, . . . , i, e x ∈ (Ṽ ) Se ϕ ∈ ASiB(V ) = ASi(Ṽ )G entón a
forma Ψ′(ϕ) é invariante xa que por ser os elementos de G isometrias temos:

g ◦ expx(v) = expg(x)(g∗(v)), v ∈ Tx(Ṽ ), g ∈ G.

Entón:

g∗(Ψ′(ϕ))x(v1, . . . , vi))

=
1

i!

∑
τ∈Si

sig(τ)
∂

∂ε1
. . .

∂

∂εi
ϕ(g(x), expg(x)(ε1v

τ(1)), . . . , expg(x)(εiv
τ(i)))|εk=0

=
1

i!

∑
τ∈Si

sig(τ)
∂

∂ε1
. . .

∂

∂εi
ϕ(g(x), g(expx(ε1v

τ(1))), . . . , g(expx(εiv
τ(i))))|εk=0

=
1

i!

∑
τ∈Si

sig(τ)
∂

∂ε1
· · · ∂

∂εi
g−1(ϕ(x, expx(ε1v

τ(1)), . . . , expx(εiv
τ(i))))|εk=0

=
1

i!

∑
τ∈Si

sig(τ)
∂

∂ε1
· · · ∂

∂εi
ϕ(x, expx(ε1v

τ(1)), . . . , expx(εiv
τ(i)))|εk=0

= Ψ′(ϕ))x(v1, . . . , vi).

É dicer, Ψ′(ϕ) ∈ ΛiB(V ). De novo, por ser base da topoloxia a formada polos
abertos uniformizados e comutar cos morfismos restricción, temos definido o
morfismo de feixes Ψ′ : ASiB −→ ΛiB . As aplicacións Φ′ e Ψ′ verifican Ψ′ ◦Φ′ =
Id. Sexan V un aberto uniformizado, ω ∈ ΛiB(V ) e v1, . . . , vi ∈ Tx(V ), entón:

Ψ′ ◦ Φ′(ω)x(v1, . . . , vi)

=
1

i!

∂

∂ε1
· · · ∂

∂εi
Φ′(ω)(x, expx(ε1v

τ(1)), . . . , expx(εiv
τ(i)))|εk=0,
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onde
∂

∂ε1
· · · ∂

∂εi
Φ′(ω)(x, expx(ε1v

τ(1)), . . . , expx(εiv
τ(i)))|εk=0

=
∂

∂ε1
· · · ∂

∂εi

∫
∆[(x,expx(ε1vτ(1)),...,expx(εivτ(i)))]

ω|εk=0.

Imos considerar agora no aberto Ṽ coordenadas normais (u1, . . . , un). Poñemos

ω = f(u)duj1 ∧ . . . ∧ duji en Ṽ . Os simplex

∆[(x, expx(ε1v
τ(1)), . . . , expx(εiv

τ(i)))]

poden-se ver como aplicacións

∆ : Σi −→ Ṽ

definidas para (t0, . . . , ti) ∈ Σi = {(t0, . . . , ti) ∈ [0, 1]i+1/
∑i
k=0 tk = 1}, polo

ponto y ∈ Ṽ onde a función
∑
k tkd

2(xk, y) alcanza o mı́nimo. Temos logo

∂

∂ε1
· · · ∂

∂εi

∫
∆[(x,expx(ε1vτ(1)),...,expx(εivτ(i)))]

f(u)duj1 ∧ . . . ∧ duji |εk=0 =

∫
t1+···+ti≤1

∂

∂ε1
· · · ∂

∂εi
(f(u(t, ε)) · det(

∂uia
∂tb

(t, ε)))|εk=0dt1 ∧ . . . ∧ dti,

onde u(t, ε) = ∆[(x, expx(ε1v
τ(1)), . . . , expx(εiv

τ(i)))](t0, . . . , ti). Ademais ana-
logamente que en [2, Lema 1.5] ve-se que

ui(t, ε) =

n∑
a=1

ta(εav
τ(a)
i +O(ε2a)),

e entón

∂

∂ε1
· · · ∂

∂εi

∫
∆[(x,expx(ε1vτ(1)),...,expx(εivτ(i)))]

f(u)duj1 ∧ . . . ∧ duji |εk=0 =

∫
t1+...ti≤1

f(x)det(v
τ(b)
ia

)dt1 ∧ . . . ∧ dti =

1

i!
f(x)det(duia(vτ(b))) = ωx(vτ(1), . . . , vτ(i)).

Polo que teŕıamos

Ψ′(Φ′(ω)x)(v1, . . . , vi) =
1

i!

∑
τ∈Si

sig(τ)ωx(vτ(1), . . . , vτ(i)) = ωx(v1, . . . , vi).
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Isto é: Ψ′ ◦Φ′ = Id. Sexan Φ = π∗Φ′ e Ψ = π∗Ψ′ as aplicacións levantadas a M
de Φ′ e Ψ′. Por ser π∗ un funtor exacto temos:

Ψ ◦ Φ = π∗Φ′ ◦ π∗Ψ′ = π∗(Ψ′ ◦ Φ′) = π∗(Id) = Id.

Temos definidos logo os morfismos Φ : ΛiF −→ ASiF e Ψ : ASiF −→ ASiF tal que
Ψ ◦ Φ = Id. Estas aplicacións entre feixes inducen morfismos

Φ : H∗H∗(M,ΛiF ) −→ H∗H∗(M,ASiF )

e
Ψ : H∗H∗(M,ASiF ) −→ H∗H∗(M,ASiF )H∗H∗(M,ΛiF ),

que seguen verificando Ψ ◦ Φ = Id. Como os termos dRE
r,s
2 = HrHs(M,Λ∗F ) e

ASE
r,s
2 = HrHs(M,AS∗F ) son isomorfos e de dimensión finita, temos que Φ é o

isomorfimo buscado e Ψ o seu inverso.
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