MANUEL FERNANDEZ LOPEZ

RESULTADOS DE
DESCOMPOSICION
ASOCIADOS A

ECUACION DE MOBIUS

9 6 Publicaciones

del
Departamento
2002 de Geometria y Topologia

UNIVERSIDADE DE SANTIAGO DE COMPOSTELA



RESULTADOS DE
DESCOMPOSICION
ASOCIADOS A

ECUACION DE MOBIUS

MANUEL FERNANDEZ LOPEZ

Memoria realizada no Departamento de
Xeometria e Topoloxia da Facultade de Mate-
maticas, baixo a direccion do profesor Eduardo
Garcia Rio, para obter o grao de Doutor en Cien-
cias Matemaéticas pola Universidade de Santiago
de Compostela.



IMPRIME:

ISBN:

Dep. Leg.:

Imprenta Universitaria
Pavillén de Servicios

Campus Universitario

84-89390-13-4

C-168/02



Realizado o acto ptublico da defensa e mantemento desta tese de doutoramento
o dia 18 de decembro de 2001, na Universidade de Santiago de Compostela, ante o
tribunal formado por:

Presidente:

Prof. Dr. D. Manuel Barros Diaz
(Universidade de Granada)

Vocais:

Prof. Dr. D. José Luis Cabrerizo Jaraiz

(Universidade de Sevilla)

Prof. Dr. D. Eugenio Merino Gayoso

(Universidade da Coruna)
Prof. Dr. D. Demir N. Kupeli

(Universidade de Atilim, Ankara)

Secretario:

Prof. Dr. D. Agustin Bonome Dopico
(Universidade de Santiago de Compostela)

obtivo a maxima cualificacién, SOBRESALIENTE CUM LAUDE.



Para Ana,

por tantas cousas.



Palabras de agradecemento

Que este traballo chegase a bo fin débese en grande medida 4 axuda e apoio
prestado por varias persoas. Desexo aproveitar esta paxina para expresarlles a mina
gratitude.

Quero comezar agradecéndolle ao Profesor Eduardo Garcia Rio, quen me ini-
ciou no mundo da investigacién codirixindo a mina tesina de licenciatura e, agora,
dirixindo tamén esta memoria, todo o tempo e esforzo empregados no seguimento,
revision e asesoramento do meu traballo, xunto coas importantisimas aportacions
realizadas ao mesmo.

Tamén quero expresar o meu agradecemento ao Profesor Demir N. Kupeli po-
las valiosas aportaciéns feitas e a colaboracién prestada na obtencion dalgins dos
resultados recollidos nesta memoria.

Desexo agradecer ao Profesor Luis M. Hervella Torrén o apoio prestado e a
confianza e animos que sempre me infunde.

Finalmente, quero expresar o meu agradecemento ao resto dos membros do De-
partamento de Xeometria e Topoloxia, en especial ao Profesor Agustin Bonome
Dopico e & Profesora Elena Vazquez Abal, polo bo ambiente de traballo que atopei
durante a mina época de bolseiro do dito departamento e durante o resto do tempo
que pasei rematando esta memoria.



Abstract

In analysis, mostly the existence of a nontrivial solution to a differential equation
on a certain domain is argued. But in geometry, one can also argue the existence
of a manifold structure for a differential equation to possess a nontrivial solution.
This may be considered as an analytic characterization (or representation) of a
manifold structure by a differential equation if this manifold structure serves as a
unique domain structure for this differential equation to possess a nontrivial solution
in a certain class of manifolds. An example to the previous program is Obata’s
Theorem, which completely characterizes Euclidean spheres among compact Einstein
manifolds by the existence of a solution of the differential equation A¢p = —nke,
where ¢ is a real-valued function on the manifold M, n = dimM and k denotes the
reduced scalar curvature.

By following the above program, the main goal of this work is to characterize
Riemannian manifolds which are locally twisted products by the existence of a so-
lution to the Mobius equation. In doing this, a detailed examination of warped and
twisted product structures is needed. Also, different kinds of Md&bius equations are
studied. More precisely, this work is scheduled as follows.

In Chapter 1 we introduce the basic material and notation used in the sequel.
Firstly, twisted and warped product are studied from two different points of view:
on one hand, the extrinsic geometry of the leaves of the canonical foliations is con-
sidered. This allows a characterization of warped products inside twisted products
in terms of the paralelizability in the normal bundle of the mean curvature of the
umbilic foliation. On the other hand, the examination of the curvature of a twisted
product manifold provides of a characterization of warped products in terms of their
Ricci tensor. As a consequence, it follows that any Einstein twisted product manifold
can be expressed as a suitable warped product. Also, the classical Mobius equation
is introduced. Our motivation comes from the possibility of constructing new exam-
ples of pointwise Osserman four-manifolds by conformal deformations. Indeed, it
is known that a four-dimensional manifold is pointwise Osserman if and only if it
is Einstein and self-dual (or anti-self-dual). Therefore, the Osserman property will
be preserved pointwise by any conformal transformation which leaves invariant the
eigenspaces of the Ricci tensor. Such conformal transformations are precisely those
given by the solutions of the Mobius equation. Since the solutions of the Mdobius
equation are not easy to determine, we consider the geometry behind such solutions,
which decomposes the manifold locally as a warped product. Then, the M&bius equa-
tion can be transformed into a much simpler equation which is completely solved.
Finally those four-dimensional pointwise Osserman manifolds which are invariant
under some conformal deformation are determined.



Chapter 2 is devoted to the study of a generalization of the Mobius equation
for spacetimes (i.e., time oriented Lorentzian manifolds). We show that if the time
function of a synchronizable reference on a spacetime is a solution of the Md&bius
equation, then the spacetime has a singularity in the past and moreover, if the spa-
cetime satisfies the Einstein equation for a stress-energy tensor which is a fluid,
then it splits locally as a warped product. These two conditions are indeed charac-
teristic of realistic cosmological models. Finally, under some additional conditions
on the analytic structure of the spacetime, a characterization of Robertson-Walker
spacetimes is obtained.

In Chapter 3 we consider the Schwarzschild solution, which is a spacetime with
a structure of warped product with 2-dimensional fibers. This fact shows that a cha-
racterization similar to the previous one obtained for Robertson-Walker spacetimes
is not possible. Hence, a generalization of the M6bius equation for submersions into
the Euclidean plane is presented. The main result shows that the existence of solu-
tions to that equation determines locally the structure of a 2 4+ 2-warped product,
provided that the spacetime obeys the Einstein equation for a radiation. The rest of
this chapter is devoted to the study of the existence of static references.

Finally, Chapter 4 is devoted to the study of the Moébius equation in full genera-
lity, which contains the different kinds of Mobius equations considered in chapters
1, 2 and 3. Our main goal is to obtain a relation between the existence of solutions
to the Mobius equation and the local structure of the manifold. This is carried out
in Theorems 4.3.1 and 4.3.2 by showing that the projection into the first factor of a
twisted product (composed with any immersion) is a solution of the M&bius equation
and conversely, if a manifold M admits a solution of the Mobius equation, then it
is locally a twisted product and the solution factorizes locally through a projection.
Then, since warped products are a special case of twisted products, a similar cha-
racterization is obtained under some additional conditions on the solutions of the
Mobius equation or on the geometry of the manifold. Finally, the product structure
corresponds to a direct product if and only if the solution of the Mdébius equation is
affine. This motivates the investigation of sufficient conditions for a map satisfying
the Mobius equation to be totally geodesic. Our approach is based on the use of
Bochner tecniques and curvature estimates on the manifold.
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Introducion

Un problema clasico no eido da Andlise Matemadtica é o estudio da existencia
de soluciéns nun certo dominio para unha ecuacién diferencial ou un sistema de
ecuacions en derivadas parciais dados. Cando as ditas ecuaciéns se corresponden
con situaciéns xeométricas relevantes é de esperar que a existencia de soluciéns das
mesmas aporte informaciéon xeométrica acerca do dominio subxacente. Ao longo
desta memoria centrarémonos no estudio deste tipo de problemas, analizando a
informacién xeométrica que nos proporciona a existencia de soluciéns da ecuacion
de Mobius, principalmente en termos da posibilidade de descompor localmente a
variedade.

O estudio da ecuacién de Mé6bius xorde de forma natural do intento de cons-
truir novos exemplos de variedades que satisfagan a condicién de Osserman en cada
punto. En dimensién catro, a dita condicién (establecida en termos da independen-
cia dos autovalores dos operadores de Jacobi con respecto & direccién considerada)
¢é equivalente a que a variedade sexa de Einstein e, ademais, autodual ou antiauto-
dual. Posto que as propiedades de autodualidade e antiautodualidade son invariantes
conformes, resulta natural o estudio das transformaciéns conformes que conservan a
dita propiedade de Osserman. Notamos que, debido & anterior caracterizacién, tales
transformacions seran aquelas que conserven a propiedade de Einstein. Diremos que
un cambio conforme da métrica (§ = €2/ g) nunha variedade semiriemanniana é unha
transformacion de Mébius se a funcién f satisfai o sistema de ecuaciéns en derivadas
parciais

By(f) = Hy — df @df — ~ (Af — g(Vf,V/)g =0,

chamado ecuacion de Mobius. Este tipo de transformacions conformes conservan a
propiedade de ser puntualmente Osserman, como poiniemos de manifesto no Teorema
1.5.2.

Debemos observar que o sistema de ecuaciéns By(f) = 0 estd, en xeral, so-
bredeterminado e non posie soluciéns non-constantes (ver [43] e [55]). Ademais, a
dificultade intrinseca da stia manipulacion suxire un estudio do mesmo a través da
sta influencia xeométrica. Deste xeito, tendo en conta que a existencia de soluciéns
implica unha descomposicién local da variedade como un produto warped, é posible
transformar o sistema nunha ecuacion diferencial ordinaria en termos da funcién de
deformacién e, finalmente, resolver o mesmo.

Esta idea motivou o noso estudio de certos sistemas (que tamén denominamos
como ecuacién de Mébius) que, presentando un grande interese fisico e xeométrico,
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permiten obter informacién local sobre a estrutura da variedade (como produto
directo, warped ou twisted) a partir da existencia de solucién dos mesmos.

Dun xeito mais preciso, detallamos a continuacién os contidos desta memoria.

No Capitulo 1 presentamos algins resultados xa comnecidos coa idea de fixar a
notacion para o resto do traballo. Introdicese a curvatura dunha variedade semirie-
manniana prestando especial atencion ao comportamento dos operadores de Jacobi
e & condicién de Osserman puntual. Estudiamos a influencia na xeometria (i.e., na
curvatura) da variedade inducida por unha transformacién conforme da métrica pre-
sentando o concepto de transformacién de Mobius. Dedicamos especial atencién ao
estudio das estruturas de produto directo, warped e twisted de variedades semirie-
mannianas, obtendo a expresién explicita da conexién de Levi Civita, dos tensores
curvatura de Riemann e de Ricci e, finalmente, da curvatura escalar dos ditos es-
pacios. Como aplicacién destes resultados, obtemos unha caracterizacién daqueles
produtos twisted que se poden expresar como un produto warped en termos da
curvatura da variedade. Méis exactamente, temos o seguinte resultado.

Teorema 1.3.1 [18] Sexa M; x\ Ma un produto twisted con dim My > 1. Entén,
Ric(X,V) = 0 para todo par de campos de vectores X € L(My) e V € L(My) se e
soamente se My X\ Ma pode ser expresado como un produto warped My X, My de
(My,91) e (Ma, g2), sendo ga unha métrica conformemente equivalente a go.

Como consecuencia inmediata do anterior resultado obtemos que todo produto
twisted de Einstein é necesariamente un produto warped. Obtemos ademais (véxase
o Teorema 1.5.3) que, en dimensién catro, un produto twisted de Einstein é unha
variedade de curvatura constante.

Rematamos o Capitulo 1 estudiando as variedades puntualmente Osserman nas
que a dita propiedade é invariante por transformacions de Mobius, obtendo que ou
ben a variedade ten curvatura seccional constante ou ben a transformacién de Mobius
conserva os operadores de Jacobi. Expresamos o dito anteriormente no seguinte
resultado.

Teorema 1.5.4 Sexa (M, g) unha variedade puntualmente Osserman e considere-
mos en M a métrica § = e*fg, onde f : M — R ¢ unha funcidn non-constante
satisfacendo a ecuacion de Mobius. Enton, cada punto p dun conzunto aberto denso
en M ten unha vecinanza U tal que:

i) (M, g) ten curvatura seccional constante en U, ou

it) os operadores de Jacobi de (M, g) e (M, g) coinciden en U.

No Capitulo 2 introducimos algins conceptos empregados na teoria xeral da
relatividade e que necesitaremos no desenvolvemento deste capitulo e do posterior.
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Tamén describimos os modelos espacio-tempo de Robertson-Walker, que constitiien
un punto de partida natural para a comprensiéon da cosmoloxia, dos que obteremos
unha caracterizacién neste mesmo capitulo.

Posteriormente, estudiamos unha modificacién da ecuacién de Mobius, introdu-
cida no Capitulo 1, en xeometria de Lorentz. Como un primeiro resultado, obtemos
que se unha funcién tempo dunha referencia sincronizable satisfai a dita ecuacion,
entén pédese deformar conformemente a métrica de Lorentz de tal forma que se
mantenan invariantes os autoespacios do operador de Ricci no espacio transverso
ao tempo. Por outra parte, a existencia de soluciéns da dita ecuacién permite obter
informacién xeométrica de especial relevancia sobre o espacio-tempo considerado,
como pode ser a existencia de singularidades no pasado e, con hipéteses adicionais,
no futuro. En efecto:

Teorema 2.3.3 [16] Sexa f : M — R unha funcion tempo dunha referencia sincroni-
zable Z = —hV f no espacio-tempo (M, g). Suporiamos que f € solucion da ecuacion
de Mébius Ei(f) = 0. Enton (M, g) € zeodesicamente temporalmente incompleto no
pasado.

Ademais, se Ric(Z,Z) > 0 e (Af + g(Vf,Vf))(p) > 0 nalgin punto p € M
enton (M, g) tamén € zeodesicamente temporalmente incompleto no futuro.

Ademais, tamén probamos que a existencia dunha solucién da ecuacién de Mo6-
bius nun fluido permite descompor o espacio-tempo como un produto warped dun
intervalo da recta real e un factor riemanniano, estrutura que posuen a maioria dos
espacio-tempo realistas considerados na teoria xeral da relatividade.

Teorema 2.4.1 [16] Seza f : M — R unha funcién tempo dunha referencia sin-
cronizable Z = —hV f no espacio-tempo n-dimensional (M, g), (n > 3). Suporiamos
que f satisfai a ecuacion de Mobius Ef_(f) =0 e que (M,g) cumpre a ecuacion de
Einstein para un tensor tension-enerzia T con fluzo o campo de vectores Z.

Enton (M, g) é temporalmente reodesicamente incompleta no pasado e € local-
mente un produto warped ((a,b) x N, —dt?> ® \2gyn), onde t é a coordenada usual en
(a,b).

Ademais, se dimM = n > 4 e T ¢ un tensor tension-enerxzia asociado a un
fluido perfecto con fluzo o campo de vectores Z enton o factor riemanniano (N, gn)
da anterior descomposicion en produto warped € Finstein e as funcions densidade
de enerzia e presion, p e o, de T son constantes en cada folla de Z+.

Baixo condiciéns adicionais sobre a estrutura analitica global do espacio-tempo, e
facendo uso dun resultado de Obata que da unha condicién suficiente para que unha
variedade riemanniana sexa isométrica a unha esfera, obtemos unha caracterizacién
dos modelos espacio-tempo de Robertson-Walker no Teorema 2.4.2.
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Cando se consideran aplicaciéns con rango en variedades de dimensiéon maior
que un, a ecuacién de Mobius admite unha xeneralizaciéon en termos da segunda for-
ma fundamental da aplicacion. Esta ecuacién, que sera estudiada no caso xeral no
Capitulo 4, é primeiramente considerada nun caso particular no Capitulo 3, cando
o rango da aplicacién é o plano euclidiano. A existencia de soluciéns da dita ecua-
cion da lugar a resultados de descomposicion como produto warped de tipo 2 + 2
do espacio-tempo, o que permite caracterizar os modelos gravitatorios das estrelas
estaticas. Os ditos modelos son descritos pola soluciéon de Schwarzschild das ecua-
ciéns de Einstein, que describimos ao comezo do capitulo. O primeiro resultado de
descomposicién do espacio-tempo que obtemos é o seguinte.

Teorema 3.3.1 [19] Sexan (M, g) un espacio-tempo 4-dimensional e f = (f1, f2) :
(M, g) — (R?, Z?:l dr’ ® dx') unha submersion con fibras riemannianas en (M, g).
Suponamos que (M, g) satisfai a ecuacion de Finstein para un tensor tension-enerzia
da forma

T= p <_g|(ke'rf*)J- S g|(kerf*)> ’

e que f satisfai a ecuacion local de Mébius en (M, g).

Enton (M, g) € localmente un produto warped (M x Ms, g1 ®v2gs), onde (M1, g1)
¢ unha superficie de Lorentz e (Ma, g2) unha superficie riemanniana de curvatura
constante.

Imponendo condiciéns adicionais sobre a estrutura analitica global do espacio-
tempo, e facendo novamente uso do resultado de Obata mencionado anteriormente,
obtemos no Teorema 3.3.2 unha descomposiciéon analoga 4 do resultado anterior,
onde as fibras son isométricas 4 esfera euclidiana 2-dimensional.

Finalmente, dedicamos a seccion §3,3,2 a estudiar a construcion de referencias
estaticas asociadas 4 descomposicion do espacio-tempo previamente obtida. Obtemos
asi, como consecuencia dos resultados obtidos neste capitulo, unha caracterizacion
das métricas de Schwarzschild.

O Capitulo 4 da presente memoria céntrase no estudio do caso mais xeral da
ecuaciéon de Mobius para aplicaciéns entre variedades. Esta ecuacion exprésase en
termos da segunda forma fundamental da aplicaciéon. Polo tanto, dedicamos a pri-
meira seccién do capitulo a dar as definicions necesarias para a sda lectura e ao
estudio da segunda forma fundamental dunha aplicaciéon e dalgunha das stias pro-
piedades. Na seccién §4,2 definimos a ecuacién de Mdobius e un caso particular, que
denominamos ecuacion especial de Mobius, e obtemos algunhas propiedades bésicas
das aplicaciéns que satisfan a dita ecuacion.

Na seccién §4,3 estudiamos a relacion existente entre as soluciéns da ecuacion de
Mobius e a estrutura do dominio de tales aplicaciéns. Comezamos probando que a
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existencia de soluciéns da dita ecuacion é caracteristica dos produtos twisted. Mais
exactamente:

Teorema 4.3.1 [17] Sexan (Mi,g1) = (N1 X Na, hy + A2hg) un produto twisted e
i : (N1,h1) — (Ms,g2) unha inmersion. Enton, f = i o mw satisfai a ecuacion
de Mobius. Ademais, f satisfai a ecuacion especial de Mobius se e soamente se i
€ harmonica.

Reciprocamente, obtemos que a existencia de soluciéns da ecuaciéon de Md6bius
nunha variedade supdén que esta tenia estrutura local de produto twisted.

Teorema 4.3.2 [17] Seza f : (M, 91) — (Ma, g2) unha aplicacion de rango cons-
tante satisfacendo a ecuacion de Mobius. Enton, temos a segquinte descomposicion
(local)

(My,g1) = (N1 x N2, by + Aho)

como un produto twisted, onde Ny e Ny cumpren que TNy = ker f+ e TNy = kerf,.
Ademais a aplicacion f factorizase localmente,

M1:N1><N2 'MQ

Ny
onde w € a proxreccion canonica et € unha iNMersion.

Baixo condiciéns adicionais sobre a segunda forma fundamental dunha submer-
sién, obtemos unha relacion andloga a expresada nos dous resultados anteriores entre
a existencia de soluciéns da ecuacién de Mobius e a estrutura local do dominio de
produto warped (ver Teoremas 4.3.4 € 4.3.5).

Finalmente, na seccién §4,4 estudiamos condiciéns baixo as cales unha aplica-
ciéon que satisfai a ecuaciéon de Mobius é totalmente xeodésica. Estas condicidéns
obténense mediante a aplicacion de técnicas de Bochner e son validas tan sé no caso
riemanniano. Un exemplo dos resultados obtidos é o seguinte.

Teorema 4.4.1 Sexa f : (M1, g1) — (Ma, g2) unha aplicacion de rango constante
satisfacendo a ecuacion de Mobius. Suponamos que (M, g1) € orientable, compacta
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e ten curvatura de Ricci non-negativa e que (Ma, g2) ten curvatura seccional non-
positiva. Se

rga(&,€) + div(r(f)) = 0,

onde r = dim ker f, > 2, entén f ¢ unha aplicacion afin.



Capitulo 1

Transformacions de Mobius

Neste primeiro capitulo introducimos algiin material bésico e notacién que em-
pregaremos ao longo de toda esta memoria. Na seccién §1 recordamos definicions
ben conecidas, como os conceptos de conexién de Levi Civita, tensor curvatura, etc.
dunha variedade semiriemanniana. Tamén tratamos brevemente a condicién de que
unha variedade sexa puntualmente Osserman. M4is tarde, na seccion §5, estudiare-
mos con maior detalle esta condicién en dimension catro. Na seccién §2 introducimos
a ecuacién de Mobius, sendo ela e diversas modificaciéns suas o principal obxecto de
estudio deste traballo. A seccién §3 estd dedicada ao estudio dos produtos warped e
twisted. Nesta seccion damos explicitamente as férmulas da conexién de Levi Civita,
o tensor curvatura, o tensor de Ricci e a curvatura escalar dos produtos warped e
twisted en funcién dos correspondentes dos factores e das funciéns de deformacion.
Tamén obtemos un resultado que caracteriza, usando unha condicién sobre o tensor
de Ricci, aqueles produtos twisted que se poden expresar como un produto warped.
Este é o principal resultado desta seccién. Na seccién §4 mencionamos dous resul-
tados que mostran a influencia que ten a existencia dunha solucién da ecuacién de
Mobius sobre a estrutura da variedade. Estes resultados empregarémolos na seccion
§5, onde estudiaremos a posibilidade de obter novos exemplos de variedades puntual-
mente Osserman, mediante transformaciéons de Mobius da métrica, a partir doutros
xa conecidos. O principal resultado desta seccién, o Teorema 1.5.4, caracteriza as
transformaciéons de Mo6bius dunha métrica puntualmente Osserman que se poden
presentar en dimensién catro.

1.1. Preliminares

1.1.1. Curvatura de variedades semiriemannianas

Sexa (M, g) unha variedade semiriemanniana de dimensién n con métrica semi-
riemanniana g de signatura arbitraria (p, q), sendo p e ¢ maiores ou iguais que 0.



2 1.1 Preliminares

Denotamos por V a conexion de Levi Civita de g, que é a Unica conexién libre de
torsién con respecto & cal g é paralela, é dicir, verificase Vg = 0. Esta conexién

queda determinada pola formula de Koszul,
iy HOIND = XD+ Ye(X,2) - Zg(X.Y)

valida para toda terna X, Y, Z de campos de vectores sobre a variedade M. O tensor
curvatura de Riemann de V estda dado, usando o seguinte convenio para o signo, por:

(1.1.2) RxyZ =VxVyZ —NyVxZ —VxyZ,

sendo X,Y,Z campos de vectores calquera sobre a variedade M. O dito tensor
satisfai as seguintes identidades

(1.1.3) RxyZ = —RyxZ,
(1.1.4) RxyvZ+ RyzX + RzxY =0,
(1.1.5) (Vnyz)W + (Vszx)W + (Vszy)W =0,

para calquera X, Y, Z, W campos de vectores sobre a variedade M. Referirémonos a
(1.1.4) e (1.1.5) como a primeira e a seqgunda identidade de Bianchi, respectivamente.

As veces, denotaremos Ryy Z por R(X,Y)Z. Tamén escribiremos o tensor curvatura
como un campo de tensores de tipo (0,4), definido pola expresién

R(X7Y7 Zv W) = g(RXYZ7 W)’

que satisfai, ademais das identidades que se seguen de modo inmediato das que
verifica Rxy Z, as seguintes:

(1.1.6) R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W, Z),
(1.1.7) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y).

Dedicese de (1.1.1) e (1.1.2) que o tensor curvatura é un invariante local da
estrutura semiriemanniana, é dicir, dias variedades semiriemannianas localmente
isométricas tenen o mesmo tensor curvatura. Sen embargo, o reciproco non é certo.
Dias variedades semiriemannianas poden ter o mesmo tensor curvatura e non ser
localmente isométricas. Determinar as condiciéns mais débiles que permitan garantir
que duas variedades coa mesma curvatura sexan localmente isométricas permanece
como un interesante problema ainda sen resolver (ver [6]).

Como mencionamos no paragrafo anterior o tensor curvatura é un invariante local
da estrutura métrica e, polo tanto, tamén o son os tensores que se obtenen como
contracciéns del. Dias contraccions importantes do tensor curvatura son o tensor de
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Ricci e a curvatura escalar. Debido as propiedades de simetria do tensor curvatura
estas contracciéns son as unicas non triviais. O tensor de Ricci, que denotaremos
por Ric, esta definido por

RiC(X, Y) = t’l”{Z ~ RZ)(Y},

e a curvatura escalar, denotada por Se, estd dada por
Sc = tr(Ric).

Se {Ey,---, E,} denota unha referencia local ortonormal de campos de vectores
sobre M, entén o tensor de Ricci e a curvatura escalar exprésanse do seguinte xeito:

Ric(X,Y) =) _&R(E;, X,Y, Ey),
i=1

n n
SC = ZEiRiC(Ei,Ei) = Z EiSjR(EZ', Ej, Ej, Ei),
=1 2,0=1

onde e, = g(Eg, Fy), k=1,---,n.

A definicién do tensor curvatura dunha variedade pode parecer un concepto bas-
tante artificial. Sen embargo, non é asi. A nocién de curvatura nunha variedade
riemanniana foi introducida por Riemann dun xeito totalmente xeométrico. O con-
cepto de curvatura seccional, que se define a partir do tensor curvatura de Riemann,
dénos a interpretacién xeométrica orixinal da curvatura. Dado un punto p nunha va-
riedade riemanniana (M, g) o conxunto de xeodésicas que son tanxentes a un plano
nese punto definen unha superficie. A curvatura seccional da variedade na direccién
do plano dado coincidird co concepto de curvatura de Gauss da superficie construida
no punto p.

Sexa p un punto da variedade M e denotemos por T,M o espacio tanxente de
M en p. Dado un subespacio bidimensional non-dexenerado 7 = ({z,y}) de T,M
(¢ dicir, g(z,2)g9(y,y) — g(z,y)? # 0), definese a curvatura seccional de m como o
nimero real

R(z,y,y,z)
9(z,2)9(y,y) — 9(z,y)?
Das propiedades do tensor curvatura enunciadas anteriormente tense que K (mw) =
K (z,y) é independente da escolla da base {x,y} de 7.

K(r) = K(z,y) =

A continuacién definimos o concepto de operador de Jacobi, o cal é unha ferra-
menta moi util para describir a curvatura dunha variedade ao longo dunha xeodésica
en xeometria de Riemann.
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Sexa (M, g) unha variedade semiriemanniana e z un vector tanxente a M nun
punto p. Definese o operador de Jacobi asociado ao vector z como a aplicacion linear
R, : T,M — T,M dada por

Re(y) = R(y, =)z,
para calquera vector y € T, M.

Usando as propiedades do tensor curvatura é facil comprobar que o operador de
Jacobi R, é autoadxunto, ¢ dicir, g(R(y),2) = g(y, Ry(2)) para todo y,z € T,M.
Cando a métrica g sexa definida positiva os operadores de Jacobi seran diagonali-
zables con autovalores reais, que son os valores extremos da curvatura seccional no
punto p. Sen embargo, se a métrica g non é definida positiva non podemos garantir
que o operador de Jacobi R, sexa diagonalizable, podendo incluso presentar autova-
lores complexos (ver [2], [7] e [29]). Ademais, o significado xeométrico dos autovalores
non pode establecerse en termos dos valores extremos da curvatura seccional (ver

[27]).

1.1.2. Condiciéon de Osserman puntual

Dise que unha variedade semiriemanniana (M, g) satisfai a condicidn de Osser-
man se os autovalores (posiblemente complexos) dos operadores de Jacobi R, son
independentes do vector unitario x € T,M e do punto p € M. Sdbese que toda
variedade isotrépica é Osserman. O reciproco é certo en xeometria de Lorentz e
en multiples dimensiéns e casos especiais en xeometria de Riemann. Sen embargo, a
existencia de variedades Osserman non simétricas é un feito destacable en xeometria
semiriemanniana (ver [10], [11], [12] e [27]).

O estudio e a caracterizacion das variedades de Osserman, nos casos resoltos,
fixose en duas etapas. A primeira delas, é a obtencion dos posibles tensores curvatura
alxébricos que verifiquen a condicién de Osserman mentres que na segunda, baseada
no uso da segunda identidade de Bianchi, obtense informacion sobre a xeometria local
da variedade. Este achegamento ao problema deu lugar a dous novos problemas: o
problema de Osserman alxébrico e o problema de Osserman puntual (ver [29]).

Un tensor curvatura alxébrico nun espacio vectorial V' cun produto interior (, )
é un campo de tensores F' de tipo (1, 3) (ou equivalentemente un tensor de tipo (0,4))
verificando as condiciéns analogas a (1.1.3), (1.1.4), (1.1.6) e (1.1.7). Dirase que F
verifica a condicion alzébrica de Osserman se os autovalores dos operadores de Jacobi
F,. asociados a F' son independentes da direccién espacial ou temporal indicada
polo vector unitario x. A dita condicién correspéndese coa xeometria das variedades
semiriemannianas que verifican a condicién de Osserman nun punto p € M.

Cando a condicién de Osserman se verifique en cada punto p € M, permitindo
que os autovalores difiran dun punto a outro, dirase que (M,g) é puntualmente
Osserman.
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Sabese que toda variedade puntualmente Osserman ¢é necesariamente de Einstein
e, polo tanto, de curvatura constante se dim M = 3. Ademais, como consecuencia
inmediata do lema de Schur, toda variedade puntualmente Osserman na que os
operadores de Jacobi tenan un tinico autovalor é Osserman. Este resultado pode ser
xeneralizado ao caso en que o numero de autovalores distintos dos operadores de

Jacobi sexa dous e a dimensién da variedade sexa estritamente maior que catro (ver
[27]).

A xeometria das variedade de Osserman presenta particularidades apreciables
cando a dimensién da variedade é catro. Esta non s6 é a dimensién mais baixa na
que o problema de Osserman é non-trivial, senén que ademais existe unha grande
cantidade de exemplos de variedades que son puntualmente Osserman e que non son
Osserman (espacios complexos xeneralizados, variedades hiper-Kéhler, etc.). Para os
nosos obxectivos sera de especial interese a seguinte caracterizacién das variedades
puntualmente Osserman.

Teorema 1.1.1 [1] Sexa (M, g) unha variedade semiriemanniana de dimension ca-
tro. Enton, as sequintes afirmacions son equivalentes:

a) (M,g) é puntualmente Osserman,

b) (M,g) é de Einstein e, ademais, autodual ou antiautodual.

De feito, o resultado anterior é estritamente puntual e permite caracterizar os
tensores curvatura alxébricos en dimensién catro que verifican a condicién de Osser-
man.

Un aspecto destacable é que a propiedade de autodualidade (resp. antiauto-
dualidade) é un invariante conforme da métrica. Isto motiva o estudio da posi-
ble obtencién de novos exemplos de variedades puntualmente Osserman realizando
transformacions conformes das métricas doutros espacios puntualmente Osserman
xa conecidos.

1.1.3. Deformacion conforme de métricas semiriemannianas

Comezamos esta seccién definindo os conceptos de gradiente, hessiano e lapla-
ctano dunha funcién definida nunha variedade, que apareceran en multiples ocasions
ao longo desta memoria.

Sexan (M, g) unha variedade semiriemanniana de dimensién n e f: M — R
unha funcién diferenciable. Denotamos por T'M o fibrado tanxente da variedade e
por I'T'M as secciéns do dito fibrado, é dicir, o conxunto dos campos de vectores
sobre M.
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Definicion 1.1.1 O gradiente de f, que se denotarda por Vf, é o tinico campo de
vectores sobre a variedade M que satisfai a condicién

g(\Vf, X) = X[

para todo X € I'T'M.

Definicién 1.1.2 A aplicacién linear hy : I'T'M — I"I'M definida por
hi(X)=VxVf

chdmase o hessiano de f en (M, g). Tamén chamaremos hessiano de f en (M, g)
4 aplicacion linear Hy : I'T'M x I'I'M — R definida por

Hf(X’ Y) = g(hf(X),Y).

Definicién 1.1.3 O laplaciano da funcién f en (M, g) esta definido por

Af =traza{X ~ hp(X)}.

Se {E1, -+, E,} denota unha referencia ortonormal local de campos de vectores
sobre M entén o laplaciano da funcién f exprésase como segue:

Af =) eH(E;, Ey),

i=1
onde ¢; = g(E;, E;),i=1,---,n.

A continuacién damos un resultado que relaciona as conexiéns de Levi Civita, os
tensores curvatura e os tensores de Ricci de didas métricas definidas nunha mesma
variedade que sexan conformemente equivalentes. Este resultado seranos de utilidade
maéis adiante cando estudiemos deformaciéns conformes dunha métrica de Osserman.

Teorema 1.1.2 [48] Sexa (M, g) unha variedade semiriemanniana de dimensidn n.
Dada unha funcién f : M — R consideremos en M a métrica § = e*'g. Entén
temos as sequintes relacions entre:

i) As conexion de Levi Civita V e V de geg

(1.1.8) VxY =VxY + X()Y + Y ()X — g(X,Y)V/.

ii) Os tensores curvatura R e R de geg



1. Transformacions de Mdbius 7

~ 1
(1.1.9) R=¢% {R+ <Hfdf®df+29(Vf,Vf)g) @g},
onde para dous tensores « e (3 de tipo (0,2) se ten

(@@ B)(z,y,2,w) = oz,2)B(y, w) +aly,w)B(z, 2)
—a(m, w)ﬁ(yv Z) - a(y7 Z)ﬂ(l‘, w)

iii) Os tensores de Ricci Ric e Ric de geg

(1.1.10) Ric = Ric— (n—2)(Hy —df @ df) — (Af + (n— 2)g(V [, V))g.

1.2. Transformacions de Mobius

Sexa (M, g) unha variedade de Riemann de dimensién n. Dada unha funcién
f: M — R, seguindo a Osgood e Stowe [43], definese o campo de tensores

def 1
By(f) = Hy —df @ df = —(Af = g(Vf,V]))g,
onde Hy, Vf e Af denotan respectivamente o hessiano, o gradiente e o laplaciano
da funcién f. Asi, para cada par de campos de vectores X,Y sobre M tense

By(N(X,Y) = X(V ) = (VxY)f = (X)) S = (D — (V1T )g(X.Y)

Cando non haxa confusién posible respecto da métrica g denotaremos By(f) por
B(f). Este é un campo de tensores de tipo (0, 2), simétrico e de traza nula. O noso
interese céntrase no estudio da ecuacién diferencial B(f) = 0, chamada ecuacion de
Moébius.

Nota 1.2.1 Imos dar unha breve explicaciéon xustificativa do nome que recibe a
anterior ecuacién. Dada unha funcién holomorfa localmente inxectiva ¢ : D — C,
definida nun dominio do plano complexo, a derivada de Schwarz de ¢ esta definida

S(p) = CANSTEAY

¢ 2\¢' /)
Usando este funcional pddense caracterizar completamente as transformaciéns de
Mobius do plano complexo: ¢ € unha transformacion de Mdbius se e soamente se

S(p) =0.
Suponamos agora que ¢ : (M,g) — (M’,g’) é unha transformacién conforme
con g = g = p*¢, onde f = log||de| e ¢*¢’ denota o “pullback”da métrica

por
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g'. Definese o tensor de Schwarz de ¢ como S(p) = B(f). Se (M,g) = (M',¢'),
sendo M a esfera euclidiana 2-dimensional S? e g é a métrica euclidiana, e ¢ é unha
funcién holomorfa, con ¢'(z) # 0, entén S(f) = 0 se e soamente se S(f) = 0, ¢ dicir,
S(p) = 0 se e s6 se p é unha transformacién de Mdbius da esfera S2.

Xeneralizando o caso anterior, dise que unha transformacién conforme entre duas
variedades ¢ : (M, g) — (M',¢') é unha transformacion de Mdobius se B(f) = 0,
onde f = log|ldg||. Cando consideramos nunha variedade de Riemann (M,g) a
métrica § = e?fg, sendo f : M — R unha funcién diferenciable, dise que fixemos
un cambio de Mdébius da métrica se By(f) = 0.

O significado xeométrico da ecuacién de M&bius porase de manifesto na seccién
81,5, onde veremos a estreita relacion existente entre a invarianza dos autoespacios
do operador de Ricci e as transformaciéns de Md&bius.

1.3. Estruturas locais de produtos semiriemannianos

1.3.1. Produtos Warped e Twisted

R. L. Bishop e B. O’Neill introduciron en [5] a nocién de produto warped de dias
variedades semiriemannianas, que é unha xeneralizacién do produto usual. Este novo
concepto resultou ser de tremenda utilidade e piixolle nome a moitos exemplos ben
conecidos existentes na literatura fisica e matematica: os modelos espacio-tempo
estandar do universo e os modelos mais sinxelos de vecinanzas de estrelas e buratos
negros son produtos warped, as coordenadas polares en R™ pdédense ver como un
produto warped, as superficies de revolucién tamén son produtos warped, etc.

R. Ponge e H. Reckziegel introduciron en [46] unha xeneralizacién dos produ-
tos warped, que denominaron produtos twisted. Tanto os produtos warped como os
produtos twisted son amplamente empregados en xeometria para construir novos
exemplos de variedades semiriemannianas que tefian tensores curvatura con propie-
dades interesantes (ver [4], [23] e [41]). Os produtos twisted tamén resultan 1tiles no
estudio de varios aspectos da teoria de subvariedades. Por exemplo, aparecen no es-
tudio de hipersuperficies de variedades complexas de curvatura seccional holomorfa
constante (ver [37]), no estudio de subvariedades lagrangianas (ver [8]), etc.

A continuacién, definimos as distintas estruturas de produto nunha variedade
que utilizaremos ao longo desta memoria. (Outras estruturas, como os produtos
dobre-twisted ou dobre-warped poden consultarse en [18], [46], [51] e [52].)

Definicién 1.3.1 Sexan (M, g1) e (Ma, g2) dias variedades semiriemannianas, \ :
M7 x My — R unha funcién positiva e m; : M7 x My — M; a proxeccién candnica
(1 = 1,2). Entén, o produto twisted de (My,g1) e (Ma,g2), que denotaremos por
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My x ) Ms, é a variedade diferenciable M7 x M> dotada da métrica semiriemanniana
g definida por

9(X,Y) = g1((m): X, (m1):Y) + Nga((m2) X, (m2),Y)
para todo par de campos de vectores X e Y sobre My x Mo. A funcién A chamarémola
funcion de deformacion.

Se a funcién de deformacién A : M7 x My — R cumpre que para todo p; € My
a funciéon A(pi,-) : My — R é constante, entén M; x ) Ms é, por definicién, un
produto warped.

Se a funcién A é constante, entén temos un produto directo de duias variedades
semiriemannianas.
A continuacién imos describir a xeometria dos produtos twisted e warped en

funcién da xeometria dos seus factores (ver [18], [41] e [46] para mdis informacién).

Sexan (M, g1) e (Ma,g2) dias variedades semiriemannianas con conexiéns de
Levi Civita VM1 e VM2 respectivamente, denotemos por V a conexién de Levi
Civita e o gradiente no produto twisted (ou warped, segundo o caso) M x) My e
sexa ¢ = log \. Denotemos por L£(M;) o conxunto dos campos de vectores sobre M;
levantados a My x M, 1 =1, 2.

Proposicién 1.3.1 [46] Sexa M x\ My un produto twisted e consideremos os cam-
pos de vectores X,Y € L(My) e U,V € L(Ma). Entén, a conexion de Levi Civita
vén dada polas expresions

VxY = VY'Y,
(1.3.1) VxU = XU,
VoV = ViRV + UV + V(U — g(U,V)VC.

No caso particular dun produto warped, e tendo en conta que a funcién ¢ non
depende das segundas variables (as de Mj), temos o seguinte resultado.

Proposicién 1.3.2 [41, Péx. 206] Sexa M; x\ My un produto warped. Dados os
campos de vectores X,Y € L(My) e U,V € L(Ms), a conexion de Levi Civita
satisfai

VxY = Viy,
(1.3.2) VxU = X(()U,

VoV = Vv — g(U,V)VC.
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Como aplicacién das expresiéns que aparecen nas didas proposiciéons anteriores
obtense un resultado que permite caracterizar a xeometria dun produto twisted
M x ) My a través da xeometria das foliaciéns candnicas L e Lo (aquelas que tenien
por follas M; x {p2} e {p1} x M3). De (1.3.1) dediicese que a foliacién L; é totalmente
xeodésica en calquera dos casos considerados. No caso dun produto twisted (1.3.1)
dénos tamén que Lo é unha foliacién totalmente umbilica. Para un produto warped
(1.3.2) afirma que Ly é esférica. Tendo en conta que un produto usual se pode pensar
como un produto warped con funcién A constante séguese de (1.3.2) que L2 é unha
foliacién totalmente xeodésica. Asi, tense

Proposicién 1.3.3 [46, Prop. 3| Sexa g unha métrica semiriemanniana definida
nunha variedade M = My x My e suporiamos que as foliacions candnicas, que deno-
tamos por L1 e Lo, se cortan perpendicularmente en todo punto de My x Ms. Enton
g € a métrica de

i) un produto twisted My x\Ms se e s6 se Ly é unha foliacion totalmente xeodésica
e Lo € totalmente umbilica,

i1) un produto warped My X\ My se e soamente se Ly € totalmente zeodésica e Lo
€ esférica,

i11) un produto usual de variedades semiriemannianas se e sé se Ly e La son
foliacions totalmente xeodésicas.

Damos agora unha breve indicacién de como se demostran as implicacions re-
ciprocas. Para un punto arbitrario (po,qo) € My x My definimos as métricas se-
miriemannianas g1 = (jg,)" g € g2 = (ip,)" g en My e My respectivamente, onde
ipg : Mo — My x My e jg, : My — M; x My denotan as inclusiéns canéni-
cas. Entén, usando que a foliacién L; é totalmente xeodésica e Lo é totalmente
umbilica, obtense a seguinte expresiéon para a métrica: g = g1 + A\2gs, sendo A unha
funcién definida en My x Ms. Estudiando a implicacién de que a foliaciéon Lo sexa
esférica ou totalmente xeodésica tense que a funcién A sé depende dos puntos de
M, ou é constante, respectivamente. E dicir, resulta que M; x) M> é un produto
warped ou un produto directo, respectivamente.

Os seguintes resultados proporciénannos as expresions dos tensores curvatura e
de Ricci dos produtos twisted e warped. As ditas expresions séguense das definiciéns
dadas na seccion §1,1 e as férmulas para a conexion de Levi Civita dadas anterior-
mente. Ainda que os cdlculos son longos non suponen ningunha dificultade engadida,
polo que os omitiremos.

Proposicién 1.3.4 [46] Sexa My x )\ My un produto twisted e consideremos os cam-
pos de vectores X,Y,Z € L(My) e U, V,W € L(Ms). Entdn, as componentes non-
nulas do tensor curvatura son:
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R(X,Y)Z = Rum(X,Y)Z,

RX,U)Y = (H(X,Y)+ X(QY(O),
RU,X)V = g(UV)(X(OV(+ h(X)) = XV(QU,
RUV)X = XUV —XV(QU,

(1.3.3) R(U V)W = Rm,(U V)W +g(V( VO (g(V, W)U = g(U W)V)
+H(U,W)V — He(V,W)U
+9(U,W)h¢(V) — g(V,W)h¢(U)
WUV =V(QU)
+(V(Qg(U, W) = U(Q)g(V,W))V(,

sendo Ry, € Ry, 0s tensores curvatura das variedades (M, g1) e (Ma, g2) respecti-
vamente.

Como caso particular, para os produtos warped, obténense as expresiéns dadas
por O’Neill.

Proposicién 1.3.5 [41, Pax. 210] Sexa My x) Ma un produto warped. Dados os
campos de vectores X, Y, 7Z € L(My) e U, V,W € L(Ms), as componentes non-nulas
do tensor curvatura son:

R(X,Y)Z = Rm(X,Y)Z,

R(X,U)Y = (H(X,Y)+ X(QY(O),

RU,X)V = g(UV)(X(OV(+ he(X))

R(U,VIW = R, (U, V)W +g(V(, V) (g(U, W)V — g(V,W)U),

(1.3.4)

onde Ry, e Ry, denotan os tensores curvatura das variedades (M, g1) e (Ma, g2)
respectivamente.

A Proposicién 1.3.3 proporcidénanos unha diferenciacién entre os produtos twis-
ted e os warped en termos da xeometria das follas das foliaciéns candnicas. Sen
embargo, en moitas ocasiéns resulta 1til ter unha caracterizacién daqueles produtos
twisted que se poden expresar como un produto warped en termos da xeometria
(é dicir, da curvatura) da variedade. Como poremos de manifesto no Teorema 1.3.1,
unha posible caracterizaciéon vén dada pola posibilidade de diagonalizar en dous
bloques o tensor de Ricci do produto twisted, de modo que os termos cruzados se
anulen. Antes de chegar ao dito resultado, imos obter a expresién do tensor de Ricci
dun produto twisted e dun produto warped.
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Proposicion 1.3.6 Sexa M x My un produto twisted. Dados os campos de vectores
X,Y,Z € L(M;y) e U, V,W € L(M3), temos as identidades

Rie(X,Y) = Riean,(X,Y) — ma(X(Q)Y(C) + H(X.Y)),
Ric(X,V) = (1 —-ngo)XV((),
Ric(V,W) = Ricary(V, W)+ (2 = no)(V(QW () + He(V. W)

+(ny — 2)g(V, W)g(VC, V) — g(V. WA,

(1.3.5)

sendo Ricyr, e Ricyy, os tensores de Ricci de (My, 1) e (Ma, g2) respectivamente.

Proba.
Sexan {X1,---,Xp, } e {Ur,---,Up,} dias referencias locais ortonormais de 7'M
e T My respectivamente. Entén, {X1, -+, X,,,,U1,--+,Uy,} é unha referencia local

ortonormal de T'M. Logo, para X,Y € I'T'M;

ni na
Ric(X,Y) = g(X;, X))R(X;, X, Y, X;) + Y _ g(U;, Uj)R(U;, X, Y, Uj).
i=1 j=1

Da Proposicién 1.3.4 séguese que

R(X;, X, Y, X;) = Ry, (X;, X, Y, X;)

R(Uj, X, Y, Uj) = =g(U;, Uj) (He (X, Y) + X (Y (C))-
Logo,
Rie(X,Y) = Y g(Xi, Xi)Rar, (X3, X, Y, X;) = > (He(X,Y) + X(O)Y(C))
i—1 j=1

= Riey, (X.Y) —na(H(X.Y) + X(OY(Q)).

Agora, para X e I'TM; e V € I'T'Ms, é

ni n2
Ric(X,V) =) g(X;, Xi)R(X;, X, V., X3) + > _ g(U;, Uj)R(U;, X, V, Uj).
i=1 j=1

Recorrendo as férmulas da Proposicién 1.3.4 obtemos

R(X;, X, V,X;)=0
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R(U;, X, V. Uj) = g(U;, V)(X(Q)g(Uj, VQ) + He(Uj, X)) — XV (Q)g(Uj, Uj).

Daquela,

Ric(X,V) = ZX 9(U;,Uj)g(U;, V)g(Uj, V)

+ Z g(U;, VYH:(U;, V) = na XV (C)
j=1

= X(QV(Q) + He(X, V) = n2 XV(Q).

Agora, séguese de (1.3.1) que H¢(X,V) = XV(()—(VxV)(¢) = XV (()-X(Q)V(()-
Logo, obtemos a igualdade

Ric(X,V) = (1 —n2) XV ((),
o que proba a segunda ecuacién en (1.3.5).

Finalmente, dados V, W & I'T' M5 tense que

n2
Ric(V,W) Zg Xi, Xi)R(Xi, VW, X3) + > g(U;, U) R(U;, V, W, Uj).
j=1

Da Proposicién 1.3.4 séguese que

R(X;, VW, X;) = —g(V, W)(g(Xi, V()g(Xi, V() + He (X3, X))

R(U;, V,W,U;) = Rwm,(U;,V,W,Uj)
+9(V¢, V) (g(V,W)g(U;,Uj) — g(Us, W)g(Uj;, V)
+H (U, W)g(U;, V) = He(V,W)g(Uy, Uj)
+9(U;j, W)H(U;, V) — g(V, W) H (U, Uj)
+W(O)(9(U;, VO (U, V) = VI(Qg(U;, Uj))
+(V(Qg(U;, W) = g(Uj, Og(V,W))g(Uj, V).

Logo,
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ni

Ric(V.W) = —g(V,W)) 9(Xi, Xi)g(Xi, VO)g(Xi, V)
=1

ni
= 9(Xi, Xi) He(Xy, Xi) + Riear, (V. W)
=1

+(n2 = 1)g(V,W)g(V{, V() + (1 — no)He(V, W)

ng
+H (VW) = g(V, W)Y~ g(U;, Uy He (U5, Uy)
j=1

+(1 = n2)V(OW () + V(OW(C)

—9(V,W) Y~ 9(U;,Up)g(U;, V)9 (U, VC)

j=1
= Ricy,(V,W) — g(V,W)AC + (ng — 2)g(V, W)g(V¢, V)
+(2 = n2)(V(QW(C) + He (V. W)).
O

Agora, particularizando as ecuaciéns obtidas no resultado anterior para o caso en
que a funcion de deformacion A sé depende das variables de M7, obtemos a expresion
do tensor de Ricci dun produto warped.

Proposicién 1.3.7 [41, Pax. 211] Sexan My X\ My un produto warped e X,Y,Z €
L(My) e U, V,W € L(Ms). Logo,

Rice(X,Y) = Ricy, (X,Y) —na(X(Q)Y(C) + He(X,Y)),
(1.3.6) Rie(X,U) = 0,
Ric(U,V) = Ricy,(V,W) — g(V,W)AC.

onde Ricyy, e Ricyy, denotan os tensores de Ricci das variedades (M, g1) e (Ma, g2)
respectivamente.

Proba.

A demostracion deste resultado séguese da da proposicion anterior, sen mais que ter
en conta que a funcién ¢ sé depende dos puntos de Mj. A férmula para Ric(X,Y)
é a mesma e a igualdade Ric(X,V) = 0 deducese do feito de que ¢ non depende dos
puntos de Mj e, polo tanto, V(¢) = 0. Calculamos a continuacién a férmula corres-
pondente para Ric(V,W). Temos que V({) = W({) =0e He(V, W) = =(VyW)((),
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de onde, usando (1.3.2), obtemos H(V,W) = —g(V,W)g(V(, V(). Do anterior,
concluimos que Ric(V, W) = Ricp, (V,W) — g(V, W)AC(. O

A continuacion obtemos a expresién da curvatura escalar dos produtos twisted
e warped. Antes de facelo, necesitamos introducir a seguinte notacién.

Sexa {E1, -+, En,, En,41, -+, En = En 4n,} unha referencia ortonormal local
da variedade M = M; x My, onde Ey,-- -, Ey, son tanxentes a My e By 41,--, By =
E,, +n, son tanxentes a My. Escribimos

ni
AM1< = Z g(Ei7 Ei)HC(Eiv EZ)
i=1

ng
A =Y 9(Eny i Bny i) He(Bry iy Eny ).

i=1
Sinalemos que con esta notacién podemos expresar o laplaciano A( da funcién ¢
como

AC = Ap ¢+ AnpC.

Denotamos por Scypy, a curvatura escalar de M; e m; : M = My x My — M;
denota a proxeccién i-ésima, i = 1,2. Comezamos expresando a curvatura escalar
dun produto twisted.

Proposicion 1.3.8 Sexa My xy My un produto twisted. Enton, a curvatura escalar
vén dada pola sequinte expresion:

1
A2
(1.3.7) +n2(ng — 2)91(V, VE) — n2AC

—n201((m1):VC, (m1):VC) + (2 = n2)Ag2((72) . VC, (72) V).

Sc= Sen, + = Sew, — nQAM1§ +(2- ng)AM2C

Do anterior resultado séguese de xeito inmediato o seguinte.

Proposiciéon 1.3.9 Sexa My x\ My un produto warped. Logo,
1
(1.3.8) Se=Seu, + g Sem, + (n3 — 3na +2)g(V(, VC) — 2n2A¢.

Midis adiante, no Capitulo 3, precisaremos a expresion do tensor de Ricci e da
curvatura escalar dun produto warped expresados directamente en termos da fun-
cién de deformacion A. Ainda que o dito resultado se segue de xeito inmediato da
Proposicion 1.3.7, incluimolo a continuacién para facilitar a lectura.
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Proposicién 1.3.10 Sexzan My x) M un produto warped e X,Y,Z € L(M;) e
UV, W € L(Ms). Logo, as compornientes non nulas do tensor de Ricci estin dadas
por

mey):Rmmxm—%mmyL
(1.3.9)

Ric(U,V) = Rieas,(V.W) + g(V,W){/\lgg(V/\,V)\)—iA)\}.

Proba.
Da relacién entre as funciéns ¢ e A dedicense de forma inmediata as seguintes
relacions entre os seus gradientes, os seus hessianos e os seus laplacianos:

1
V=1V
1 1

1 1

onde X,Y € I'T'M son dous campos de vectores calquera. Agora, tendo en conta as
anteriores igualdades en (1.3.6) obtemos o resultado. O

Proposicion 1.3.11 Sexan My x) My un produto warped. Logo,

1 n2 —ng + 2 2n9
(1.3.10) Se = Sew, + 5 Seas, + QTg(V)\, V) = AN
Proba.
O resultado séguese de forma inmediata das relacions obtidas na demostraciéon da
proposicién anterior e de (1.3.8). O

Como consecuencia dos resultados anteriores, obtemos unha caracterizacién en
termos do tensor de Ricci daqueles produtos twisted que se poden expresar como
produtos warped. Expresamos a dita caracterizacién, que constitiie o principal re-
sultado desta seccién, como segue.

Teorema 1.3.1 Sexa M X )Mz un produto twisted con dimMy > 1. Entén, Ric(X,V) =
0 para todo par de campos de vectores X € L(My) e V € L(Ma) se e soamente se
My xx My pode ser expresado como un produto warped My x, My de (Mi,g1) e
(Maz, g2), sendo ga unha métrica conformemente equivalente a gs.



1. Transformacions de Mdbius 17

Proba.

Suponamos que Ric(X,V) = 0 para todo X € L(M;) e V € L(Ms). Lembramos que
(¢ denota a funcioén log(A). Como ng = dimMs > 1, séguese de (1.3.5) que XV (¢) =0,
e como [X, V] =0 tense que VX ({) = 0. Agora, de VX({) = 0 dedticese que X ()
s6 depende dos puntos de Mj, e de XV (¢) = 0 obtense que V({) soamente depende
dos puntos de M.

Polo tanto, ¢ pédese expresar como a suma de duas funciéns (; e (o definidas
en M; e Ms respectivamente. E dicir, para todo punto p = (p1,p2) € My x M
verificase que ((p) = (1(p1) + Ca(p2). Daquela, temos que A = e¢ = e%e?, ou
sexa, A(p1,p2) = A1(p1)A2(p2), onde \; = €%, i = 1,2. Polo tanto, podemos escribir
g =g1®Nga = g1 ® gz, onde g2 = A3gz, e Ay s6 depende dos puntos de M.
E dicir, o produto twisted M x ) Ms pode ser expresado como un produto warped
My x5, Ms. O reciproco é consecuencia de 1.3.6. O

Ademais do propio interese xeométrico do resultado anterior, este tamén presenta
un interese engadido desde o punto de vista da formulacion matematica da relati-
vidade xeral. A maioria dos modelos espacio-tempo, como os de Robertson-Walker
(ver Capitulo 2) ou os de Schwarzschild (ver Capitulo 3), son produtos warped. En
vista do anterior teorema, vemos que esta é a maxima xeneralidade que se pode
presentar, pois considerar produtos twisted non aportaria nada novo. Isto débese a
que o tensor tensién-enerxia (por exemplo, cando estd asociado a un fluido) induce
no espacio-tempo a condicién sobre o tensor de Ricci que figura nas hipéteses do
Teorema 1.3.1 e, en consecuencia, o espacio-tempo poédese expresar como un produto
warped.

Como consecuencia do anterior resultado obtemos de forma inmediata o seguinte.

Corolario 1.3.1 Sexa (M,g) = (M; x Ma, g1 + Ag2) un produto twisted tal que
dimMs > 1. Se (M, g) € de Einstein enton (M, g) podese expresar como un produto
warped.

Proba.

Suponamos que o produto twisted M; x My é unha variedade de Einstein. Entén,
Ric(X,U) = %g(X, U) = 0, para todo par de campos de vectores X € I'T'M;,
U € T'TM,y. Agora, do Teorema 1.3.1 séguese a validez do resultado. O

Asi, obtense de xeito inmediato que as métricas de Taub-NUT verificando a
condicién de Einstein, consideradas en [38], se corresponden necesariamente con
produtos warped.

Nota 1.3.1 Notemos que o Teorema 1.3.1 non pode ser empregado para caracterizar
aqueles produtos dobre-twisted que se poidan expresar como un produto dobre-
warped. Isto débese a que a condicién sobre o tensor de Ricci, valida para caracterizar
os produtos warped, non se cumpre nos produtos dobre-warped (ver [18]).
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1.4. Influencia local da existencia de solucions da ecua-
cion de Mobius

Suponamos que f : M — R satisfai a ecuacién de Mobius B(f) = 0. Entén,
facendo a substituciéon v = e~/ a ecuacién de Mdbius redicese 4 seguinte ecuacién

linear de segunda orde

Au
Hu = —9,
n

mais facil de estudiar e que denominaremos ecuacion local de Mdébius. Esta ecuacion
linearizada non é globalmente equivalente & anterior, mais si o é localmente. En
efecto, se u é unha solucién positiva da ecuacién linear entén f = —log u constitie
unha solucién da ecuacién de Mébius. (Notemos que localmente sempre podemos
atopar unha solucién positiva da ecuacién linear, pois chega con sumar unha cons-
tante axeitada.) E, obviamente, dada unha funcién f que sexa solucién da ecuacién
de Mobius u = e~f é solucién da ecuacién local de Mobius. A dita ecuacién local
estudiase en xeometria de Riemann e en xeometria semiriemanniana en conexién
coa descomposicién local dunha variedade como un produto warped.

A existencia de soluciéns locais da ecuacién de Mobius B(f) = 0 nunha variedade
semiriemanniana (M, g) inflie na estrutura local da variedade, como o ponen de
manifesto os dous seguintes resultados.

Proposicién 1.4.1 [36] Sexa (M, g) unha variedade semiriemanniana. Entén as
dias sequintes condicions son equivalentes:

Ay
i) Existe unha solucion non-constante u da ecuacion H, = — g nunha vecinanza
n

dun punto p con g(Vu, Vu)(p) # 0.

it) Hai unha vecinanza U de p, unha funcion X : (—e,e) — R con A(t) # 0
para todo t € (—¢,€) e unha variedade semiriemanniana (N, h) tal que (U, g7
€ isométrica ao produto warped

((—e, €),ndt?) xx (N, h) = ((—e, €) x N,ndt? + X\(t)*h)
onde n = sign(g(Vu, Vu)(p)) € {£1}.

Proba.

Sexa a : (—e,e) — M, t ~ a(t) = exp,(tVu(p)). Esta curva é unha xeodésica en
M. Para cada t € (—¢,¢) sexa N; a componente conexa de u™!(u(a(t))) que contén
a a(t). Nunha vecinanza de p, u(«a(t)) é un valor regular da funcién u e, polo tanto,
cada Ny é unha subvariedade de M. Notemos que Ny é a componente conexa de

uL(u(p)).
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Para cada = € Ny sexa I, = {exp,(tVu(x))/t € (—¢,e)}. Cada I, é unha
subvariedade xeodésica de M. Comprobemos que N; é unha subvariedade esférica.
Sexan v o campo de vectores curvatura media de Ny e X un campo de vectores
tanxente a Ny. Como [X,v] = 0, pois M é localmente un produto, temos que

0 = vX(u)=Xv(u) =Xg(Vu,v)=g(VxVu,v)+ g(Vu,Vxr)
= Hu(X,v)+g(Vu,Vxv) = g(Vu, Vxv),

¢é dicir, v é paralelo no fibrado normal de NNV;.

Finalmente, probaremos que I, e IV; se cortan ortogonalmente. Posto que
Vvul(g(Vu, V)™ /2Vu) =0,

temos que (g(Vu, Vu)~1/2Vu é un campo de vectores paralelo ao longo das siias
curvas integrais. Pero o/(0) é un multiplo constante del e como «/(t) é unha xeodésica
temos que I, e N; se cortan ortogonalmente O

O seguinte resultado describe a xeometria da variedade nunha vecinanza dun
punto singular dunha solucién da ecuacion de Mobius.

Proposicién 1.4.2 [35] Sexa (M,g) unha variedade semiriemanniana admitindo

., ., U p ps
unha solucion non-constante da ecuacion H, = —g. Enton, verificase:
n

i) Os puntos nos que Vu se anula son illados.

it) Nunha vecinanza dun punto no que Vu se anula, a métrica podese expresar
como un produto warped en coordenadas polares g = ndt> + \(t)%gs, onde gs
€ a métrica inducida na esfera de raio unidade no espacio semieuclidiano da
mesma signatura que g e n = sign(g(Vu, Vu)(p)) € {£1}.

1.5. Deformacion conforme de métricas Osserman en
dimension catro

O Teorema 1.1.1 caracteriza as variedades puntualmente Osserman en dimensién
catro. Posto que a propiedade de autodualidade (ou antiautodualidade) é un inva-
riante conforme da métrica, ao facer un cambio conforme da métrica dun espacio
puntualmente Osserman de dimension catro obteremos un novo espacio puntual-
mente Osserman se e soamente se o dito cambio conserva o cardcter de Einstein da
métrica. Pero isto é o que caracteriza as transformacions de Mobius dunha métri-
ca, como probaremos no Corolario 1.5.2. Logo, tendo en conta que a propiedade
puntualmente Osserman en dimension catro é un invariante das transformaciéns de
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Mébius (ver Teorema 1.5.2), centrarémonos nesta seccién no estudio da existencia de
tales transformaciéns e o seu significado xeométrico. En primeiro lugar, é importante
sinalar que as condiciéns que definen unha transformacion de Mobius constitien un
sistema de ecuaciéns en derivadas parciais que, frecuentemente, estard sobredeter-
minado e, por tanto, non terd solucién non-trivial. O noso obxectivo serd probar que
nunha variedade puntualmente Osserman (M, g) a existencia de transformaciéns de
Mobius da métrica § = e2/g con Vf non-nulo é caracteristica dos espacios de cur-
vatura constante, como se pon de manifesto no Teorema 1.5.4. Tamén veremos que
cando g(V f, Vf) se anula identicamente ent6n a transformacién de Mobius conserva
os operadores de Jacobi.

Teorema 1.5.1 Sexan (M,g) unha variedade semiriemanniana de dimension n.
Dada unha funcion f : M — R satisfacendo a ecuacion de Mobius, B(f) = 0,
consideremos a métrica § = €2/ g. Entdn, temos as sequintes relacions entre

i) Os tensores curvatura R e R de gegqg

2

onde a notacion g © g € a mesma que a usada no Teorema 1.1.2.
i1) Os tensores de Ricci Ric e Ric de g eg

(1.5.11) R=e {R+ % <Af + Eg(Vf, Vf)> 9o g} ;

(1.5.12) Ric — Ric — HT_1(2Af+(n—2)g(Vf, vi)g.

Proba.
A proba deste teorema séguese de xeito inmediato do Teorema 1.1.2 usando que f
satisfai a ecuacién de Mobius, é dicir, tendo en conta que

Hy —df @ df — - (Af — g(Vf, V) =0.
O

Dada unha variedade semiriemanniana (M, g), existe un campo de tensores de
tipo (1,1), que denotaremos por ¢g;c, tal que

Ric(X,Y) = g(¢RricX,Y)

para todo par de campos de vectores X,Y sobre a variedade M. A este campo de
tensores, @ ric, chamarémolo operador de Ricci da variedade (M, g).

Corolario 1.5.1 Sexa (M,g) unha variedade semiriemanniana de dimension n e
consideremos a métrica § = €2/, sendo f : M — R unha funcidn diferenciable.
Se f satisfai a ecuacion de Mobius enton os autoespacios do operador de Ricci de g
cotnciden cos autoespacios do operador de Ricct de g.
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Proba.
Posto que f satisfai a ecuaciéon de Mobius ctimprese a igualdade (1.5.12), de onde
obtemos que

n—1

e ¢ = dric — (2Af + (n—=2)g(V [,V f)id.

n

A anterior igualdade proba o resultado. O

Corolario 1.5.2 Sexa (M,g) unha variedade conexa de FEinstein n-dimensional
(n > 3) e sexa g = e*fg, sendo f : M — R. Entén, (M,g) é de Einstein se e
soamente se By(f) = 0.

Proba.
Tendo en conta o anterior corolario, é inmediato que se f satisfai a ecuacién de
Mobius e ¢ é unha métrica de Einstein entén § = €2/ tamén é de Einstein.

- ~ .y . . P . S =
Suponiamos agora que g e g son métricas de Einstein. Entén, Ric = =g e Ric =

2f Sc

%g = e*122g. Logo, de (1.1.10) deducimos que

(1.5.13) (n=2)(Hy —df @ df) = (0= Af = (n=2)g9(V[,V))g

Cc

onde p = % —e2f % Calculando a traza dos dous tensores que aparecen na anterior

igualdade, obtemos

(n=2)(Af =g(VF V) =nlp = Af = (n=2)g9(VF,V[)).
Despexando p,

2(n—1)

= Af—l-(n_
n

20Dy vs,v1),

Agora, substituindo p en (1.5.13) obtemos que

):n—2

(n—2)(Hy —df @ df (Af =9(Vf, V).

n

E dicir, f satisfai a ecuacién de Mdobius, pois n > 3. O

A partir do anterior corolario e do Teorema 1.1.1 obtemos unha caracterizacién
das métricas puntualmente Osserman conformemente equivalentes a outra dada que
sexa puntualmente Osserman.

Teorema 1.5.2 Seza (M, g) unha variedade puntualmente Osserman de dimension
catro. Dada unha funcién f : M — R e a métrica § = e*f g sobre M, temos que
(M,q) é puntualmente Osserman se e soamente se f satisfai a ecuacion de Méobius,

é dicir, By(f) = 0.
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O anterior resultado permitenos obter novos exemplos de variedades puntual-
mente Osserman de dimensién catro a partir dos xa conecidos. Cada solucién f da
ecuacién de Mobius nunha variedade puntualmente Osserman (M, g) de dimensién
catro da lugar a outra variedade puntualmente Osserman sen mais que considerar
na variedade M a métrica g = e2/g.

Non se conecen exemplos de variedades puntualmente Osserman que tenan di-
mension catro, que sexan non-simétricas e con Ric # 0 (ver [27]). Pasamos agora
a estudiar a posibilidade de atopar algin exemplo que cumpra as anteriores condi-
ciéons mediante a busca de soluciéns da ecuacién de Mo6bius. Durante o que resta
desta seccién suporemos que (M, g) é unha variedade puntualmente Osserman de
dimensién catro e que a métrica g ten signatura (+,+, —, —).

Como un primeiro paso na anterior andlise, damos o seguinte resultado.

Teorema 1.5.3 Sexa (M,g) = (I x N,dt*> + X2gn) un produto twisted, onde I
denota un intervalo da recta real, N € unha variedade semiriemanniana conexa de
dimension tres e g é unha métrica semiriemanniana en M de signatura (4, +, —, —).
Se (M, g) € unha variedade de Finstein enton (M, g) € unha variedade de curvatura
constante.

Proba.

Antes de nada, notemos que polo Teorema 1.3.1, (M,g) = (I x N,dt> + \gn)
pddese expresar como un produto warped para algunha funcién de deformacién, que
seguiremos denotando por \. Agora, posto que (M, g) é de Einstein, o seu tensor de
Ricci, Ric, é un miltiplo da métrica g, Ric = %g. Entén, de (1.3.6) séguese que

Rien(V,W) = <‘ic - AC) g(V, W),

onde Ricy denota o tensor de Ricci de (N, gn) e ¢ = log(A). E dicir, (N, gy) é unha
variedade de Einstein e, como ten dimensién tres, ten curvatura constante c. De
(1.3.6) dedticese que, para vectores unitarios X € I'T'T e U € TN,

Ric(X, X) = =3((¢)*+ "),

Ric(U,U) = 2ce™ — (¢" + 3(¢")?).
Entén, como (M, g) é unha variedade de Einstein, a funcién ¢ satisfai a ecuacién

(1.5.14) ("e* + =0,

onde ¢ é a curvatura seccional (constante) de (IV,gn). As soluciéns da ecuacién
(1.5.14) estéan dadas, en funcién de A = €S, por (ver [28])
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i) Se ¢ > 0, entén

2 2
acsenh (t) 5 , (a>0),
N(t) = c(t +b)?, (a=0),
——csenh?(t) —alt+ b), (a <0)
a 2
ii) Se ¢ =0, daquela
M2 (t) = be™, (a #0).
iii) Se ¢ < 0, entén
N (t) = —éccosh2 valt+b) (a>0),

a 2 ’

onde b é un nimero real calquera. Para rematar a proba do resultado, soamente nos
resta comprobar que (M, g) ten curvatura constante. Para iso, sexan X € L(I) e
U, V,W € L(N) formando unha referencia ortonormal nunha vecinanza do punto
p. Usando a Proposicién 1.3.5, calculamos os operadores de Jacobi Rx, Ry, Ry e
Ry. Resulta que o operador de Jacobi Rx é diagonalizable cun tnico autovalor,
—(¢" + (¢")?). Os operadores de Jacobi Ry, Ry e Ry son diagonalizables con dous
autovalores, —(¢" + (¢')?) e 5 — (¢ )2, correspondéndose nos tres casos o primeiro
autovalor co autovector X e tendo multiplicidade un. Polo tanto, posto que a funcién
¢ = log(\) satisfai a ecuacién diferencial e2¢” + ¢ = 0, equivalente 4 ecuacién ¢” +
(¢")? = (¢')*— 5, temos que (M, g) é unha variedade puntualmente Osserman. Logo,
temos que (M, g) é unha variedade de curvatura constante C, pois os operadores de
Jacobi tefien un tnico autovalor. O

No seguinte resultado establecemos que cando consideramos unha transformacién
de M&bius da métrica dun espacio puntualmente Osserman de dimensién catro entén
o espacio ten curvatura constante ou os operadores de Jacobi coinciden.

Teorema 1.5.4 Sexa (M,g) unha variedade puntualmente Osserman e considere-
mos en M a métrica § = e*fg, onde f : M — R é unha funcidn non-constante
satisfacendo a ecuacion de Mobius. Enton, cada punto p dun conzunto aberto denso
en M ten unha vecinanza U tal que:

i) (M, g) ten curvatura seccional constante en U, ou

it) os operadores de Jacobi de (M,g) e (M,g) coinciden en U.
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Proba.

Consideremos os conxuntos A1 = {p € M/g(Vf,Vf)(p) # 0} e Ay = Int(M\A),
onde Int denota o interior do conxunto. Obviamente, A = A; U Ay é aberto, como
unién de abertos, e denso en M.

Sexa p € A; e consideremos u = e~/. Entén H, = 5%g. Como g(Vf, Vf)(p) # 0
e Vu = —e~/Vf resulta que g(Vu, Vu) # 0. Entén pola Proposicién 1.4.1 temos
que (M, g) é un produto warped nunha vecinanza U de p. Como (M, g) é de Einstein,
por ser puntualmente Osserman, séguese do Teorema 1.5.3 que (M, g) ten curvatura
seccional constante en U.

Agora, consideremos p € Ay. Da definicién do conxunto Ay temos que g(V f, V f)
¢é identicamente nula nunha vecinanza U de p. Da Proposicién 1.4.2 séguese que os
ceros de Vf son illados. Se (Vf)(p) = 0, a mesma proposicién afirma que nunha
vecinanza de p a variedade é un produto warped e, por ser puntualmente Osser-
man, de Einstein. Logo, polo Teorema 1.5.3, nunha vecinanza de cada cero de Vf a
variedade (M, g) ten curvatura constante.

Suponamos agora que (Vf)(p) # 0. Entén, considerando u = e~/ temos que
H, = %g. Como ¢(Vf,Vf) = 0e Vu = —e IVf resulta que g(Vu, Vu) = 0.
Logo, se X é un campo de vectores calquera nunha vecinanza de p temos que

Au
0=Vxg(Vu,Vu) =2¢(VxVu,Vu) = 2H,(X,Vu) = TQ(X’ Vu).
Como por hipétese é Vu(p) # 0 temos que Au = 0 nunha vecinanza do punto p.
Polo Teorema 1.5.1 a relacién entre o tensor curvatura R da métrica g e o tensor
curvatura R da métrica g é R = €2/ R. Polo tanto, os operadores de Jacobi das dias
variedades son idénticos. O



Capitulo 2

Ecuacion de Mobius asociada a
funciéns tempo

Neste capitulo estudiamos unha modificaciéon da ecuacién de Mdébius que figura
no capitulo anterior, e que seguimos chamando ecuacién de Md&bius, nun espacio-
tempo (M, g). Comezamos introducindo as definiciéns e o material bésico que se
empregara ao longo deste capitulo e do seguinte. Tamén damos unha descricién dos
modelos espacio-tempo de Robertson-Walker, que caracterizaremos na seccion §2,5.
A ecuacién de Mobius introducimola na seccién §2,3, onde vemos que o feito de que
unha funcién tempo dunha referencia sincronizable sexa solucién dela permitenos
deformar conformemente a métrica de xeito que os autoespacios do operador de
Ricci queden invariantes no espacio ortogonal & dita referencia. Tamén mostramos
que se unha funcién tempo satisfai a ecuacién de Mobius entén o espacio-tempo ten
unha singularidade no pasado, como é de esperar nun modelo cosmoléxico fisicamen-
te realista. Xunto coa incompletitude xeodésica temporal pasada, o espacio-tempo
tamén deberia ter unha estrutura de produto warped. A ecuacién de Mobius tamén
satisfai esta expectativa, como mostramos na seccién §2,4 baixo a hipétese de que o
tensor tensién-enerxia se corresponde cun fluido. Finalmente rematamos o capitulo
obtendo unha caracterizacién dos modelos de Robertson-Walker, imponendo unha
condicion adicional sobre a estrutura analitica global do espacio-tempo.

2.1. Preliminares

Unha variedade de Lorentz é unha variedade semiriemanniana (M, g), onde a
métrica g é de signatura (—,+,...,+). Un vector v, diferente de cero, tanxente
4 variedade M nun punto p € M dise temporal, espacial ou nulo segundo g(v,v) sexa
negativo, positivo ou cero, respectivamente. Unha curva v : I — M dise temporal,
espacial ou nula segundo os seus vectores tanxentes v/ (t) sexan temporais, espaciais
ou nulos, respectivamente, para todo ¢ € I. Un campo de vectores X € X(M)

25
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dise temporal, espacial ou nulo segundo g(X, X )(p) sexa negativo, positivo ou cero,
respectivamente, para todo p € M.

Fisicamente, unha curva temporal nunha variedade de Lorentz corresponde & tra-
xectoria que segue unha particula que se move a menor velocidade que a da luz. As
curvas nulas correspondense cos movementos que se realizan & velocidade da luz.
Ainda que a teoria xeral da relatividade predi que ningunha particula se pode mo-
ver a maior velocidade que a luz, as curvas espaciais (que se corresponderian con
movementos que se realizan a maior velocidade que a da luz) tenen un claro interese
xeométrico.

A continuacién pasamos a considerar os conceptos de pasado e futuro nunha
variedade de Lorentz. Sexa V un espacio vectorial dotado dunha métrica de Lorentz
g. Denotamos por 7 o conxunto formado por todos os vectores temporais de V.
Dado u € 7, definese

C(u) ={veT/g(u,v) <0}

como o cono temporal de V que contén ao vector u. O cono temporal oposto é
C(—u) = —C(u) ={v € T /g(u,v) > 0}.

T pédese expresar como a unién disxunta de C(u) e C(—u). E dicir, en cada espacio
vectorial cunha métrica de Lorentz hai dous conos temporais. Sen embargo, non
temos ningunha forma intrinseca de distinguir o un do outro. Logo, elixir un vector
temporal u € V significa dar unha orientacién temporal a (V, g). Dise que u apunta
cara ao futuro e que —u apunta cara ao pasado.

Agora, sexa (M,g) unha variedade de Lorentz conexa. Cada espacio tanxen-
te T,M ¢ un espacio vectorial de Lorentz. Logo, podemos fixar unha orientacién
temporal para cada T,M. Diremos que (M, g) é temporalmente orientable se pode-
mos elixir unha orientacién temporal de cada espacio tanxente que varie de forma
continua ao longo de toda a variedade. As variedades de Lorentz temporalmente
orientables pddense caracterizar pola existencia dun campo de vectores temporal
sobre elas, é dicir, unha variedade de Lorentz (M, g) é temporalmente orientable se
e soamente se existe un campo de vectores temporal unitario Z € X(M).

Chamaremos espacio-tempo (M, g) a unha variedade de Lorentz de dimensién
catro, conexa e temporalmente orientable. Os acontecementos dun espacio-tempo
(M, g) represéntanse por puntos da variedade M e as trazectorias das particulas son
curvas diferenciables (posiblemente a trozos). As anteriores curvas son temporais
cando describen o movemento de particulas materiais e nulas cando modelan como
se moven particulas de luz.

Un espacio-tempo (M, g) dise temporalmente zeodesicamente completo se toda
xeodésica temporal inextensible esta definida en todo R. E dise que é temporalmente
xeodesicamente incompleto se existe unha xeodésica temporal inextensible que non
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estd definida en toda a recta real. Tamén diremos que un espacio-tempo (M, g)
é temporalmente zeodesicamente incompleto no pasado (resp. no futuro) se existe
unha xeodésica temporal inextensible que estd definida nun intervalo aberto (a,b)
da recta real con a > —oo (resp. b < 00).

Unha referencia nun espacio-tempo (M, g) é un campo de vectores temporal
unitario Z dirixido cara ao futuro en todo punto de M. Unha referencia Z dise
sincronizable se a distribucién Z1 é integrable ou, equivalentemente, se existen dias
funciéns diferenciables h,f : M — R, con h > 0, tal que Z = —hVf, e dise
sincronizable en tempo propio se existe unha funcién diferenciable f : M — R tal
que Z = -V f.

Notemos que se Z é sincronizable entén, posto que é un campo de vectores
temporal unitario, temos que h = (—g(Vf,Vf))~"/2. Tamén notamos que toda
referencia sincronizable en tempo propio é obviamente unha referencia sincronizable.

Se Z ¢ sincronizable ou sincronizable en tempo propio, calquera funcién f satis-
facendo a relaciéon anterior denominase unha funcion tempo ou unha funcion tempo
propio para Z, respectivamente. En tal caso, a distribucién Z+ é integrable e as
sdas follas son as hipersuperficies de nivel da funcién tempo f. Notamos que no caso
de existir unha funcién tempo, ou tempo propio, esta non é tnica. Dicimos que Z
é unha referencia reodésica se Z é un campo de vectores xeodésico, é dicir, VzZ = 0.

2.2. Modelos espacio-tempo de Robertson-Walker

Suponamos que a materia do universo se comporta como se fose un fluido, no que
cada particula é unha galaxia. En lugar de considerar un modelo discreto para este
fluido é moito maéis facil traballar cun modelo diferenciable. Admitamos que sobre
as particulas do fluido non actia ningunha forza salvo a que exercen unhas sobre
outras debido & forza da gravidade. O modelo fisico que se utiliza para estudiar o
universo é un espacio-tempo (M, g). A continuacién pasamos a estudiar a influencia
que certas hipdteses fisicas tefien na xeometria do dito espacio-tempo (ver [31]).

Hipdtese 1 Por cada punto p € M pasa unha xeodésica que representa o movemento
dunha particula do fluido.

Isto equivale a dicir que estas xeodésicas constitiien unha foliacién F de M de
dimensién un. Para cada punto p € M denotamos por F), o subespacio de dimensién
un de 7}, M tanxente a F. Posto que o movemento das particulas no espacio-tempo
(M, g) esta descrito por curvas temporais, temos que cada Fj, é un subespacio tem-
poral de T, M. O espacio F]j- formado polos vectores de T),M ortogonais a Fj, é o
espacio 3-dimensional comtn a todas as galaxias que pasan por p nun determinado
instante. FpJ- ¢ un subespacio espacial de T,,M.
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Hipétese 2 A distribucion que a cada punto p € M lle asigna FpL € involutiva.

As subvariedades integrais da dita distribucién, que son hipersuperficies espaciais
tridimensionais, son o espacio comun a todas as galaxias nun instante determinado.
Esta hipdtese equivale a dicir que existe un espacio comin para todas as galaxias en
cada instante; e poderia debilitarse suponendo que se cumpre para un sé instante.

Coas dtias hipdteses anteriores temos que a variedade M se pode expresar local-
mente como un produto
M=IxS

onde I é un intervalo aberto de R e S é unha variedade conexa 3-dimensional.

Sexa U = 0/0t o levantamento a I x S do campo de vectores d/dt definido en
I C R. Temos que U é un campo de vectores tanxente & foliaciéon F e, polo tanto,
é un campo de vectores temporal. Para cada x € S, I x {x} representa a historia
da galaxia z. Cada I x {z} pddese parametrizar por 7,(t) = (t,z). U é o campo de
vectores velocidade de cada galaxia 7, ou, o que é o mesmo, cada v, é unha curva
integral do campo de vectores U. A funcién ¢ dédnos o tempo propio comun para
todas as galaxias. Para t fixo, este espacio é a hipersuperficie

S(t) = {t} x S = {(t,x)/x € S}.

A xeometria do espacio-tempo séguese das hipoteses feitas acerca do fluxo ga-
lactico. Das duas anteriores hipoteses séguese que

g(U,U) = -1

U L S(t), para todo t € I.

Hipdtese 3 Fizado p € M, para cada par de vectores unitarios espaciais u,v € Fpl
existe unha isometria local ¢ de (M, g) que deiza fixo p, conserva a foliacion F e tal
que a sua diferencial transforma u en v, € dicir, (d¢)p(u) = v.

Esta terceira hipotese reflite a idea fisica de que non hai direcciéns espaciais
privilexiadas e esta en total concordancia coas observaciéns do universo que ata o
de agora se fixeron.

Admitindo as anteriores hipéteses, verificase o seguinte resultado.

Teorema 2.2.1 [31, Péx. 348] Nunha vecinanza de cada punto p do espacio-tempo
(M, g) temos que a variedade M se pode expresar como un produto M = I x S, onde
I é un intervalo da recta real e S € unha variedade conexa 3-dimensional, e a métrica
g ¢ a métrica dun produto warped, g = —dt> + N\%(t)gs, onde gs ¢é unha métrica de
Riemann na variedade S de curvatura constante, k =0, k=1 ou k = —1.
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As hipéteses anteriores non nos permiten deducir como pode ser o espacio-tempo
(M, g) globalmente. Sen embargo, o teorema anterior dinos que o modelo mais sin-
xelo de espacio-tempo compatible coas hipdteses precedentes é (M,g) = I x, S
considerado globalmente.

Definicion 2.2.1 Sexa S unha variedade riemanniana conexa 3-dimensional de cur-
vatura constante k = —1,0 ou 1. Sexa A > 0 unha funcién diferenciable definida nun
intervalo aberto I de R. Entén, o produto warped

M (k}, )\) =1 X, S
denominase un espacio-tempo de Robertson-Walker.

Midis detalladamente, M (k, \) é a variedade I x S coa métrica de Lorentz
g=—dt’ + X*(t)gs,

onde t é a coordenada usual de R e gg é a métrica da variedade riemanniana S.
M(k,\) é unha variedade de Lorentz temporalmente orientable. Chega con con-
siderar a orientacién temporal dada polo campo de vectores temporal e unitario
U = 0/0t, que consideramos apunta sempre cara ao futuro.

A notacién M (k,\) non describe completamente a variedade que define, pois
non precisa quen son nin o intervalo I nin a variedade S. Sen embargo, destaca dous
elementos fundamentais como son k e A.

A variedade de Riemann S denominase o espacio de M (k,\). As elecciéns es-
tandar para S son as variedades completas e simplemente conexas: H?, R ou S?,
segundo k sexa —1,0 ou 1, respectivamente.

Como aplicacién dos resultados da seccién §1.3, obtemos os seguintes resultados,
que nos describen a conexién de Levi Civita, o tensor curvatura de Riemann, o tensor

de Ricci e a curvatura escalar dos modelos espacio-tempo de Robertson-Walker (ver
[31] e [41]).

Proposicién 2.2.1 Sexa U = 0/0t e sexan X,Y campos de vectores tanxentes a
S. Enton,

i) VyU =0,

/

A
i) VuX = VxU = TU,

iii) VxY = VY + M gs(X,Y)U,
onde gs e V° denotan, respectivamente, a métrica e a conexion de Levi Chita

da variedade riemanniana S que aparece na definicion de M(k,\), e X' denota a
derivada da funcion A.
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O tensor curvatura do espacio-tempo de Robertson-Walker esta caracterizado no
seguinte resultado.

Proposicion 2.2.2 Sexan X,Y e Z campos de vectores tanzentes a S. Logo, as
componentes non-nulas do tensor curvatura estdn dadas por

I\ 2
i) R(X,Y)Z = { (3) + f} (oY 2)X — gV, 2)X),

)\//
ii) R(X,U)U = =-U,
"
iii) R(X,U)Y = —"-g(X,Y)U.

Finalmente, obtemos a expresiéon do tensor de Ricci e da curvatura escalar de
Mk, ) nos dous seguintes resultados.

Proposicién 2.2.3 Sexan X,Y campos de vectores tanxentes a S. O tensor de Ricci

satisfai:
N N\? 2k
i) Ric(X,Y) = Y +2 ()\) + 2 9(X,Y),
A//
i) Ric(U,U) = _37.

Proposicion 2.2.4 A curvatura escalar dun espacio de Robertson- Walker vén dada

pola expresion
MNP kN

Hubble descubriu que a maior parte das galaxias estan actualmente separandose
de nés e que a velocidade & que o fan é directamente proporcional 4 distancia & que
se atopan de nés. O valor actual da constante de proporcionalidade estimase en
1/(18 £2 x 10%anos), denétase por Hy e cofiécese con nome de constante de Hubble.
A relacion nos espacios de Robertson-Walker da constante de Hubble coa funcién
de deformacién A estd dada pola relacién N (tg) = HoA(tg), onde ty representa o
tempo galdctico actual. Posto que a funcién A\ é sempre positiva teriamos que Hy
é o cociente X (tg)/A(tp). Destacamos aqui o feito de que baixo a hipétese Hy > 0
(é dicir, suponiendo que o universo se estd a expandir no momento actual) resulta que
os modelos espacio-tempo de Robertson-Walker son temporalmente xeodesicamente
incompletos no pasado. E dicir, existe un nimero real tp (principio do tempo) tal
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que o intervalo I é da forma (tp,tr), onde tp é un nimero real (o fin do tempo)
ou pode ser oco. Na seguinte seccién mostramos que se a funcién tempo nun espacio-
tempo satisfai a ecuacion de Mobius este ten unha singularidade no pasado e, baixo
condicions adicionais, tamén no futuro.

2.3. Ecuacién de Mobius asociada a funcions tempo

Cando queremos trasladar a ecuacién de Mébius a un espacio-tempo (M, g) ato-
pamonos con que funciéns con importante significado fisico non satisfan a dita ecua-
cién (por exemplo, as funciéns tempo definidas en modelos espacio-tempo realistas).
Isto, motiva que estudiemos unha modificacién da ecuacion de Mobius, que consis-
tird4 basicamente en considerar a dita ecuacién no espacio ortogonal ao tempo. A
continuacién precisamos a modificaciéon que imos considerar.

Definicién 2.3.1 Sexa (M, g) un espacio-tempo n-dimensional. Definimos o tensor
de Mobius dunha funcién tempo f : M — R dunha referencia sincronizable Z =
—hV f en (M,g) como a aplicacién linear Bi—(f) : Z+ — TM dada por

23.1) BE() = hy — (A +9(Vf,V f))id

Tamén diremos que f satisfai a ecuacidn de Mébius en (M, g) se B+(f) =0, ou
equivalentemente,

Hy(Z,X) =0,

By (X,Y) = Hy(X.Y) (Af+9(Vf,V[)g(X,Y) =0,

T n—1

para cada par de campos de vectores X,Y € I'Z+.

A anterior ecuacién é sustancialmente a ecuaciéon de Mobius considerada en
(V£)*. Notamos que a ecuacién de Mdbius se caracterizaba porque cando se consi-
dera nunha variedade (M, g) un cambio conforme da métrica § = e*f g, se f satisfai
a ecuacion de Mdobius, enton os autoespacios do operador de Ricci de g coinciden cos
autoespacios do operador de Ricci de g. Vemos a continuacién que se f é solucién da
anterior modificacién da ecuacién de Mdbius, entén os autoespacios dos operadores
de Ricci de g e de § = e?fg en (Vf)* coinciden.

Teorema 2.3.1 Sezan (M, g) un espacio-tempo, f : M — R unha funcion satis-
facendo a ecuacion de Mobius (2.3.1) e consideremos a métrica § = e?f g. Entén,
0s autoespacios do operador de Ricci de g en (Vf)* coinciden cos do operador de
Ricci de g.
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Proba.
Usando que f é solucién da ecuacién de Mébius (2.3.1), obtense do Teorema 1.1.2,
que

g, = Orie — — (20— HAS + (1~ 2ng(V1.V))id

de onde se segue o resultado. O

Logo, podemos dicir que o significado xeométrico da existencia de soluciéns da
ecuacién de Mobius nun espacio-tempo establécese en termos da existencia de cam-
bios conformes da métrica que conserven os autoespacios do operador de Ricci no
espacio ortogonal ao tempo (Vf)+.

Nota 2.3.1 No caso particular en que o espacio-tempo (M, g) satisfaga a ecuacién
de Einstein para un tensor tension-enerxia correspondente a un fluido perfecto é facil
comprobar que cando se considera un cambio conforme da métrica § = e*f g, sendo
f unha solucién da ecuacién de Méobius (2.3.1), entén todos os autoespacios do
operador de Ricci de g coinciden cos do operador de Ricci de g (incluido o autovector
V f, e non s6 os autoespacios que haxa en (Vf)1).

Notemos que o termo df ® df que figura na ecuaciéon de Mobius desaparece, pois
é nulo en (V£)1. A motivacién para escoller Ei‘ = Hy —ﬁ(Af +9(Vf,Vf)g =
0 como ecuacién de Mdobius en lugar de considerar a dita ecuacién como a dada
por B+ = Hy — ﬁ(Af — g(Vf,Vf))g = 0 quedara clara despois dos seguintes

resultados (ver Nota 2.3.4).

Na seccién §1,4 vimos que a ecuaciéon de Mobius se podia transformar unha
ecuacion linear mediante un cambio de variable. A continuacién vemos que, facendo
un cambio de variable similar, obtemos que a ecuacién de Mébius (2.3.1) tamén se
pode transformar nunha ecuacién linear.

Proposicién 2.3.1 Seza f : (M,g) — R unha funcién tempo da referencia sin-

cronizable Z = —hV f. Suponiamos que f € satisfai a ecuacion de Mobius Ei(f) =0
en (M,g). Entén a funcion t = e/ satisfai a ecuacion
At
hy = id
n—1

en Z+, ou equivalentemente,
H(X,Z)=0,
At
Hy(X,Y) = mg(Xa Y),

para todo par de campos de vectores X,Y € T Z+.
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Proba.
Posto que t = e/ temos que Vt = tV f. Logo, para todo campo de vectores X en M
cumprese a relacion

hi(X) = VxVt

tg(Vf, X)Vf+tVxVf
= t(hy(X)+g(Vf, X)VF)).

Da anterior igualdade deducimos que At = trh; = t(Af+g(Vf,Vf)). Agora, como
f satisfai a ecuacién de Mébius B (f) = 0,

At

en Z+. O

Antes de continuar co seguinte resultado necesitamos definir o concepto de di-
verxencia dun campo de vectores.

Definicion 2.3.2 Sexa X un campo de vectores definido nunha variedade semirie-
manniana (M, g). Entén a diverzencia de X en (M, g) esta definida por

divX = traza{Y ~» VyX}.

Se {E1, -, E,} denota unha referencia local ortonormal de campos de vectores
sobre M entén a diverxencia do campo de vectores X esta dada pola expresion:

divX = Z 619(VE1X7 El)v

i=1

onde ¢; = g(E;, E;),i=1,---,n.

Dado que t = e/ resulta ser solucién do problema linear asociado 4 ecuacién de
Mobius, é de esperar que o seu gradiente reflita certa informacién xeométrica, como
mostramos no seguinte resultado.

Proposicién 2.3.2 Sexa f : M — R unha funcion tempo da referencia sincroni-
zable Z = —hV f no espacio-tempo (M, g). Suporiamos que f satisfai a ecuacion de
Mobius Bi(f) = 0. Enton Vt é un campo de vectores weodésico dirizido cara ao
pasado en (M, g), onde t = ef.

Ademais, g(Vt,Vt) é constante en M e Z = —(g(Vt, Vt)~Y2Vt) é unha refe-
rencia reodésica.
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Proba.

Posto que Vi = tVf et > 0 en M, Vt é un campo de vectores dirixido cara o
pasado en (M, g). Entén Z = —(—g(Vt,Vt))~Y/2Vt. Sexa {Z, X1,...,X,_1} unha
referencia local ortonormal de T'M. Logo, usando a Proposicion 2.3.1, temos que

At = divVi
n—1
= —g(VzVt,Z)+> g(Vx,Vt, X;)
i=1
n—1
= —g(Vth, Z) + Z Ht(XZ', Xz)
=1

= —g(V4Vt Z) + AL
Séguese que g(VzVt, Z) = 0 e que, para todo X € ['Z+,

At
9g(VzVt, X)=g(VxVt, Z) = 71g(X, Z)=0.

Polo tanto VzVt = 0, é dicir, Vi é un campo de vectores xeodésico.

A continuacién probamos que g(Vt, Vt) é constante en M. Para iso, veremos que
Vg(Vt,Vt) = 0. Sexa X un campo de vectores con g(X, Vt) = 0. Entén

9(X,Vg(Vt,Vt)) = Xg(Vt,Vt)=29(VxVt,Vt)
At
= 29(m(X),Vt) = 2m9(X7 Vt) = 0.
Por outra parte,

g(Vt,Vg(Vt,Vt)) = Vit(g(Vt, Vt)) = 2(Ve:Vt, V) = 0.

Logo, probamos que g(Vt, Vt) é constante en M. Agora, posto que Z é un multi-
plo constante de Vt e este 1ltimo é un campo de vectores xeodésico, temos que Z
é un campo de vectores xeodésico. O

Nota 2.3.2 Posto que g(Vt,Vt) = ¢ (const.) < 0, temos que Z = —V# é unha
referencia sincronizable en tempo propio en (M, g), sendo t = (—g(Vt, Vi)~

(Nétese que f = log? tamén satisfai a ecuacién de Mobius BE(f) = 0 en (M, g).)

Logo, a funcién tempo propio t de Z satisfai a ecuacién h; = %id en Z+.

A continuacién vemos como a existencia de soluciéns da ecuacion de Mobius
predi a existencia de singularidades no pasado e, baixo certas condiciéns adicionais,
tamén no futuro.
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Teorema 2.3.2 Sexa f: M — R unha funcion tempo dunha referencia sincroniza-
ble Z = —hV [ no espacio-tempo (M, g). Suponamos que f € solucién da ecuacion
de Méobius Bi(f) = 0. Enton (M, g) € zeodesicamente temporalmente incompleto no
pasado.

Ademais, se Ric(Z,Z) > 0 e (Af 4+ g(Vf,Vf))(p) > 0 nalgin punto p € M
enton (M, g) tamén é zeodesicamente temporalmente incompleto no futuro.

Proba.

Pola Nota 2.3.2 f = log  tamén é unha funcién tempo dunha referencia sincronizable
Z = —hV [ en (M, g) satisfacendo a ecuacién de Mobius Ei(f') = 0. Logo, podemos
supor que Z = —Vt é unha referencia sincronizable en tempo propio en (M, g). Sexa
v : (a,b) — M unha curva integral maximal de Z (de feito, v é unha xeodésica
temporal unitaria dirixida ao futuro). Entén

Lo =g((Vi) o) =1,

de onde se segue (to~)(s) = s+ 3, sendo 3 € R. Posto que t > 0 sobre M, s ten que
ser maior que —f3. E dicir, a > —o0 ou, o que é o mesmo, v ¢ incompleta no pasado.

Para demostrar a ultima afirmacién, empregamos a igualdade

1
SAg(VE, Vt) = Ric(Vt, Vt) + g(VAL V) + ]2

onde ||h||? = Zg(Xi, Xi)g(he(X;), he(X;)) e {X1,...,X,} é unha referencia orto-
=1
normal en T'M. (Ver [25].) Agora, das condiciéns g(Vt, Vt) = —1, Ric(Vt,Vt) > 0

At)?
e ||he]]? = 'Ez _)1, e da anterior igualdade séguese que —g(VAt, Vi) (At)2.

>
“n—1

Sexa 7 : (a,b) — M unha curva integral maximal de Z = —Vt con y(sg) = p para
s0 € (a,b). E dicir, v é unha xeodésica temporal dirixida ao futuro con ~/ (80) = Zp.
Entén, posto que

«A007Y@)=—0«VAﬂOVAVﬂOWX@Eigéiﬂﬁﬂovf@)ZO

((At) o ¥)(s) é unha funcién non-decrecente en (a,b).

Por hipétese temos que At = t(Af+g(Vf,Vf)) >0enp e M, de onde se segue
que ((At) oy)(s) > 0 para todo s > so. Entén, da desigualdade

((At) o y)'(s) > (A1) o) (s),

n—1

s ((At) 07)'(u) 1
/SO (A o2 ™= n -1 / du

obtemos que
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para todo s > sg. Asi
1 _ 1 (s g ) S 1
(Atyo)(s)) n—1"" "= ((At)or)(s)

para todo s > sg. Pero isto contradi que s — oo. Logo, debe ser b < oo, é dicir, ~y
é incompleta no futuro. O

Nota 2.3.3 A hipétese Ric(Z, Z) > 0 que aparece no teorema anterior reflite a idea
fisica de que a curvatura atrae. Logo, no caso dun espacio-tempo realista (M, g) esta
hipétese seria certa e para que o dito espacio-tempo sexa xeodesicamente temporal-
mente incompleto no futuro chega con supor que (Af + g(Vf,Vf))(p) > 0 nalgin
punto p € M.

Nota 2.3.4 A continuacién explicamos porque optamos por considerar éi( f)=0
como definicién da ecuacién de Mébius (2.3.1) en lugar de B-(f) = 0. No tltimo
caso, a funcién ¢t = e~/ serfa solucién da ecuacién hy = %id en Z+. Pero t non
é unha funcién tempo dunha referencia sincronizable no espacio-tempo (M, g), pois
Vt = —tV f é un campo de vectores temporal dirixido cara ao futuro. Logo, usar
t = e~/ no Teorema 2.3.2 servirfa para predicir a incompletitude xeodésica temporal
futura en primeiro lugar. Isto débese ao caracter reversible do tempo causado pola
substitucién ¢ = e~/ e non ten unha interpretacién fisica. Isto tamén pode ser
observado nos espacio-tempo de Robertson-Walker. A funcién tempo candnica t
destes espacio-tempo satisfai a ecuacién h; = %id en (Vt)* (ver, [41, p. 346)).
Logo, mentras que f = logt é unha funcién tempo dunha referencia sincronizable
satisfacendo a ecuacién de Mobius Bi( f) =0, f = —logt non é unha funcién tempo
dunha referencia sincronizable, ainda que é solucién da ecuacién Bf( f) =0.Xa que
logo, a escolla de Bi( f) = 0 como ecuacién de Mébius nun espacio-tempo débese ao
feito de que t = e/ respecta a orientacién temporal e, por tanto, a natureza causal
das singularidades.

2.4. Descomposicién local do espacio-tempo

Toda a informacién relativa a densidades e fluxo de enerxia e de momento nun
espacio-tempo (M, g) pode ser modelada mediante un tnico campo de tensores
simétrico de tipo (0,2), que denotaremos por 1" e denominaremos tensor tension-
enerzia. Ao campo de tensores T' pideselle que tena diverxencia nula, o cal expresa
a lei fisica de conservacién do momento-enerxia.

Sexa Z unha referencia nun espacio-tempo (M, g). Dise que un tensor tension-
enerxia 1T’ corresponde a un fluido con fluxo asociado o campo de vectores Z se T
é da forma
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n—1
T=pw@w+Y 0mi@n
i=1
en cada punto p € M, onde w(-)=g(Z,-),p: M =R, g, e Reni(-)=g(-,z;)
sendo {x1,...,z,_1} unha base ortonormal de ZPL. E dicir, o campo de tensores T'

corresponde a un fluido con fluxo asociado o campo de vectores Z se e soamente se
T(Z,X) = 0 para todo X € I'Zt. Na anterior expresién, p denominase a funcidn
densidade de enerzia e os escalares o; chamanse as presions principais de T no punto
pE M.

Dicimos que un campo de tensores tensién-enerxia se corresponde cun fluido
perfecto con fluxo asociado o campo de vectores Z se 91 = -+- = pp—1 = 0 en cada
punto p € M. Entén, temos unha funcién diferenciable o : M — R, que se denomina
funcion presion de T'. Logo, un campo de tensores tension-enerxia T asociado a un
fluido perfecto con fluxo o campo de vectores Z pode ser escrito como

T=(p+owdw+og,
onde p,0: M — Rew=1izg.

Dise que un espacio-tempo (M, g) satisfai a ecuacion de Einstein para un tensor
tension-enerxia T se

1
Ric — §(Sc)g =T,

onde Ric e Sc denotan o tensor de Ricci e a funcién curvatura escalar de (M, g),
respectivamente. A idea na que se basea a teoria xeral da relatividade para modelar
o universo fisico é a dun espacio-tempo no que a sua estrutura non esté prefixada e
imposta a priori, senén que procede da reparticion das masas e enerxias presentes.
Cada corpo deforma nas suas proximidades o espacio-tempo no que estd inmerso
e, reciprocamente, a xeometria local do espacio-tempo determina a dindmica dos
corpos. Como xa dixemos, toda esta informacion pode ser modelada mediante un
campo de tensores tensién-enerxia T, que determina a métrica do espacio-tempo a
través da ecuacion de Einstein.

Se (M, g) satisfai a ecuacién de Einstein para un campo de tensores tension-
enerxia T asociado a un fluido con fluxo o campo de vectores Z entdn verificanse as
seguintes igualdades

n—1
. 1
Ric(Z,7) = n2(<n—3)p+§£@i>,
Ric(Z,X) = 0 paratodo X €T'Z*,

n—2

9 n—1
Se = (—=)(p=Y_a),
i=1
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en cada punto p € M. Ademais, se o campo de tensores T' corresponde a un fluido
perfecto con fluxo o campo de vectores Z entén

1
RidZ,2) = —((n—3)p+ (n—1)o),
Ric(Z,X) = 0 paratodo X cI'Z*,
1
Ric(X,)Y) = n_2(p—g)g(X,Y) para todo X,Y e TZ*,

n—1

Se = (25)p-> o)

c = - 0i

o _o/\P A ;
=1

e ademais, temos que as funciéns densidade de enerxia e presion satisfan as seguintes

ecuaciéns,

Zp=—(p+o0)divZ (ecuacién de enerxia)
(p+0)VzZ=-Vto (ecuacién de forza),

onde V+p é a compoiiente de Vo en Z+. (Ver [41, p. 339].)

Pasamos a ver como a existencia de soluciéns da ecuacion de Mobius permite
descompor localmente a variedade como un produto warped, baixo a hipdtese de
que o tensor tensién-enerxia de (M,g) se corresponde cun fluido. Notamos que a
estrutura local de produto warped é comun a moitos dos modelos espacio-tempo
que se consideran na teoria xeral da relatividade.

Teorema 2.4.1 Sexa f : M — R unha funcion tempo dunha referencia sincroni-
zable Z = —hV f no espacio-tempo n-dimensional (M, g), (n > 3). Suporiamos que
f satisfai a ecuacion de Mobius Bi(f) = 0 e que (M,g) cumpre a ecuacion de
Einstein para un tensor tension-enerzia T con fluzo o campo de vectores Z.

Enton (M, g) é temporalmente xeodesicamente incompleta no pasado e é local-
mente un produto warped ((a,b) x N, —dt> ® \2gyn), onde t é a coordenada usual en
(a,b).

Ademais, se dimM = n > 4 e T € un tensor tensidn-enerzia asociado a un
fluido perfecto con fluro o campo de vectores Z entdn o factor riemanniano (N, gn)
da anterior descomposicion en produto warped € FEinstein e as funcions densidade
de enerxia e presion p e o de T son constantes en cada folla de Z+.

Proba.

A incompletitude temporal xeodésica no pasado séguese do Teorema 2.3.2. Notemos
que na proba do Teorema 2.3.2, podemos supor que Z = —Vt, onde t = e, pola Nota
2.3.2. Ent6n (M, g) ten unha foliacién formada polas curvas integrais (as cales son
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xeodésicas temporais unitarias) de Z e as hipersuperficies integrais da distribucién
Z*, que se cortan ortogonalmente.

Logo, pola Proposicién 1.3.3, chega con ver que as hipersuperficies integrais de
Z+ son subvariedades esféricas de (M, g). Se X é un campo de vectores calquera
tanxente &s follas de Z+, entén

L2(X) = ~(Vx2) = (VxVi)T = (X)) = 55X,

onde ()7 denota a compofiente tanxente &s follas de Z+ do campo de vectores corres-
pondente. Logo, os operadores de configuracién das hipersuperficies integrais de Z=+
son da forma Ly = %id. Polo tanto, as follas de Z+ son totalmente umbilicas. Xa
que logo, para probar que son subvariedades esféricas chega con ver que X (At) =0
para todo X € I'Z+, cousa que mostramos a continuacion.

Sexan X,Y € I'Zt. Daquela

ViVyVi= Vy (Aty> - xany + (anvyy),

n—1 n—1
1
Vy VxVi= ——(Y(A)X + (A)Vy X),
At

Asi, para cada X,Y € I'Z1, tense que

R(X,Y)Vt = (X(ADY — Y (ADX).

n—1

Posto que T é un tensor tensién-enerxia asociado a un fluido con fluxo o campo de
vectores Z = —Vt, temos que Ric(X,Z) = 0 para cada X € Z+. Asi, se X € TZ+
é unitario con {X7,...,X,,—1 = X} referencia ortonormal de Z + entén

0=Ric(X,Vt) = > g(R(X;,X)Vt, X,)

= —— > g(Xi(AHX — X(AH)X,, X,)
=1

n—2
= — X (At).
X (A

Logo, At é constante en cada folla de Z+, o que proba que (M, g) é localmente
un produto warped ((a,b) x N, —dt> ® Mgy).
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Agora, supofiamos ademais que T é un tensor tensidn-enerxia asociado a un
fluido perfecto con fluxo o campo de vectores Z, é dicir,

T=(p+ow®w+ og,

onde w(-) =g(-,2).

Denotemos por Ry e Ricy os tensores curvatura e de Ricci da estrutura rie-
manniana inducida nas hipersuperficies integrais N de Z+. Entén, pola ecuacién de
Gauss, para X, X;,Y e T'Z+,

At

n—1

2
g(Ry(X, X)Y, X)) — g(R(XZ-,XMXZ-)—( ) g(X. ¥ )g(X, X))

+< At >2g(X,Xz‘)9(YaXi),

n—1
de onde se obtén que

Ricny(X,Y) = Ric(X,Y)+ g(R(Vt, X)Y,Vt)

(At)?
n—1

o6y (25 a0y

= (0 0)g(X,Y) + g(R(V, X)Y, V)

(At)?

n—1

Atl)Zg(X,Y).

n —

o+

Mais
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g(R(Vta X)Y7 Vt) = g(R(Xv vt)Vt’ Y)
= g(VXVVtVt, Y) — g(VVtVXVt, Y) — g(V[X,Vt}Vtv Y)

= oV 2x ) - B p(x v Y)

- - i . (Vt)(At)g(X,Y) — %Q(Vw)ﬂ Y)

At

n—1

9([X, Vi, Y)

1 At
= —mg(VAt, Vt)g(X,Y) — mg(vxvt Y)

At At
t, X|,Y)— ——g(|X,Vt,Y
S g([94,X],Y) - —=g([X, VAL Y)
At

n—1

2
_ —nilg(VAt,Vt)g(X,Y)—< ) 9(X,Y).

Por outra parte, usando a identidade,

1
0= 3Ag(Vt,Vt) = Ric(Vt,Vt) + (VAL VE) + o],

(ver a proba do Teorema 2.3.2), tense que

0= (n—=3)p+ (n—1)p) + g(VAL, Vi) + (At)2
=3 n pT(n 0)t4g ’ n—1’
de onde se segue que
! (At)?
—9(VAL VE) = ——((n=3)p+ (n =)o) + —7

Polo tanto, chegamos a que

2 2
Rien(X,Y) = ( 2_,_ &Y +< At ) )g(X,Y)

n—1" n—-1 n—1

A
= — gX,Y
79X, Y),

-2
para cada X,Y € I'Z+, onde A = 2p — Ll(At)Q.
n—

Asi, posto que dim M = n > 4 para o caso dun fluido perfecto, dedicese do lema
de Schur que A é constante en cada hipersuperficie integral de Z1 e, polo tanto,
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estas son variedades de Einstein coas estruturas riemannianas inducidas. £ dicir, o
factor riemanniano (N, gn) que aparece na descomposicién como produto warped do
espacio-tempo é unha variedade de Einstein. Ademais, posto que VzZ = 0, séguese
da ecuacién de forza (p 4+ 0)VzZ = —V=1p que as funciéns presiéon o de T son
constantes en cada hipersuperficie integral de Z+, o cal tamén implica que a funcién

enerxfa p tamén é constante posto que A, o e At son constantes en cada folla de Z+.
O

Nota 2.4.1 Unha demostracién alternativa de que o produto twisted que aparece
no anterior teorema é un produto warped obtense a partir do Teorema 1.3.1, tendo
en conta o feito de que o tensor tension-enerxia se corresponde cun fluido que ten
como fluxo o campo de vectores Z, xa que o tensor de Ricci é diagonalizable por
bloques.

A continuacién obtemos unha caracterizacion dos espacio-tempo de Robertson-
Walker. O resultado obterémolo engadindolle as hipdteses do teorema anterior a
suposicion da existencia dunha solucién dunha certa ecuacién diferencial. A existen-
cia da dita solucién proporcionaranos unha solucién da ecuacion de Obata para cada
unha das hipersuperficies integrais de Z+, de onde se segue que estas son isométricas
a unha esfera, como ocorre nos espacios de Robertson-Walker. Mais exactamente,
o resultado de Obata que imos empregar establece que unha variedade de Einstein
compacta e con curvatura escalar reducida constante k > 0 admite unha funcion
non-constante ¢ tal que Ap = —nkd se e soamente se a variedade € isométrica
d esfera S*(Vk) con raio 1/vk no espacio euclidiano (n+ 1)-dimensional (ver [40]).

Teorema 2.4.2 Sexa f : M — R unha funcion tempo dunha referencia sincroni-
zable Z = —hV f nun espacio-tempo (n > 4)-dimensional (M, g). Suponiamos que f
é solucion da ecuacion de Mobius B’i(f) =0 e que (M,g) cumpre a ecuacion de
Einstein para un tensor tension-enerxia asociado a un fluido perfecto T con fluxo
o campo de vectores Z. Admitamos que as hipersuperficies espaciais ortogonais a Z
son compactas e que existe unha funcion ¢ : M — R a cal é non-constante en cada
unha das ditas hipersuperficies e satisfai a ecuacion

Ao+ Hy(Z.2) — (V. 2 (Af + g(VF.VF) = -,

n—2
onde A= 2 (p— (n~1)0) — "~ (Af + ¢(V, V) en (M)

Enton (M, g) € zeodesicamente temporalmente incompleto no pasado e localmente
pddese expresar como un produto warped ((a,b) x S*~1, —dt? & \2do?), onde t é a
coordenada usual en (a,b) e (S*~1, do?) € a esfera euclidiana (n — 1)-dimensional.
Ademais as funcions densidade de enerzia e presion p e o de T son constantes en

cada folla de Z+.
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Proba.

A incompletitude xeodésica temporal séguese do Teorema 2.3.2. Na proba do dito
Teorema 2.3.2, podemos asumir que Z = —Vt, onde ¢t = e/. Entén (M, g) é unha
variedade foliada polas curvas integrais (que son xeodésicas temporais unitarias)
e as hipersuperficies integrais compactas de ZL, que se cortan ortogonalmente en
cada punto. Logo, (M, g) é localmente difeomorfa a (a,b) x N, onde N é unha folla
(compacta) de Z+.

Séguese de forma idéntica a como se fixo na proba do Teorema 2.4.1 que (M, g)
é localmente un produto warped ((a,b) x N, —dt?> ® \2gy), onde (N, gy) é unha
variedade de Einstein de curvatura escalar constante (posto que dimN > 3) e as
funcions densidade de enerxia e presion p e g son constantes en cada hipersuperficie
integral de Z+.

Logo, chega con probar que (N, gy) é homotética & esfera euclidiana (n — 1)-
dimensional (S*~!, do?) posto que, entén multiplicando A polos factores das homo-
tecias das follas de Z' na anterior descomposicién en cada t € (a,b), obtemos un
produto warped ((a,b) x S*~1, —dt? @ A\2do?), onde (S"!,do?) é a esfera (n — 1)-
dimensional e \ é o resultado de multiplicar A polo factor da homotecia. Para isto,
usamos a ecuacién de Obata [40].

Notemos que, se V¥ denota o gradiente e a conexién de Levi Civita da estrutura
riemanniana inducida gy en N como unha subvariedade de (M, g), entén para X €
I'TN, g(VN<p‘N,X) = Xy, = X¢ = g(Vyp, X) para calquera funcién ¢ : M — R.
Logo, se {X1,...,X,_1} é unha referencia local ortonormal en TN, entén

n—1

> gV, Xi) =
=1 i=1

gl

(Xig(VN o1, Xi) — g(VV o), VX, X0)]

n—1

At
= > [9(Vx, Ve, Xi) + 19V, V)9 (Xi, Xi)]
=1

= A(P +H<P(Za Z) - Q(V%Z)AYZ
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onde I é a segunda forma fundamental de N en (M, g). Asi, se A denota o laplaciano
de (N, gn) entén, debido a que Z = -Vt e At =t(Af + g(Vf,Vf)), temos que

ANgpy = Ao+ Hy(Z,Z) — g(Np, Z)ed (Af + g(Vf, V).

Polo tanto, |, satisfal a ecuacién

(SC)N
en N, onde (Sc)y = A |nv= cn(cte.) e (Sc)n denota a curvatura escalar de (N, gn).
Agora, debido a que os autovalores de Ay son negativos para as correspondentes

autofunciéns non-constantes, séguese que cy > 0.

Entén, polo resultado de Obata [40, Th. 5] obtemos que (N, gy) é isométrica

4 esfera euclidiana (n — 1)-dimensional con raio r = \/%, e polo tanto homotética
N

4 esfera euclidiana estandar (S*~!, do?), sendo o factor da homotecia A%N g



Capitulo 3

Métricas de Schwarzschild

Comezamos este capitulo estudiando a métrica de Schwarzschild, que describe o
campo gravitatorio exterior a unha “estrela estatica”, é dicir, o campo gravitatorio
exterior a un corpo con simetria esférica e que non rota. A solucién de Schwarzs-
child, que describimos na seccién §3,1, das ecuaciéns de Einstein para estudiar este
caso é un espacio-tempo que ten estrutura de produto warped de tipo 2 + 2. Por
este motivo, non é posible obter unha caracterizacion da solucién de Schwarzschild
mediante a existencia de solucions da ecuacién de Mobius, como se fixo no capitulo
anterior cos espacios de Robertson-Walker, que son produtos warped de tipo 1 + 3.
E por iso, polo que na seccién §3,2 xeneralizamos a ecuacién de Mobius do Capitu-
lo 2, coa finalidade de obter unha caracterizacion da métrica de Schwarzschild en
termos da existencia de soluciéns da dita ecuacion e certas condiciéns adicionais.
A mencionada caracterizacién obtémola na seccién §3,3. Na primeira parte da dita
seccion estudiamos a posibilidade de descompor o espacio-tempo como un produto
warped e na segunda parte estudiamos a existencia de referencias estaticas, un dos
ingredientes esenciais dos modelos de estrelas estaticas.

3.1. Preliminares

En ausencia de campos gravitatorios o marco xeométrico utilizado pola teoria
da relatividade para describir os fenémenos fisicos é o espacio de Minkowski, R* coa
métrica dada por

g = —dt® + da? + da3 + da?.

En coordenadas esféricas r,0 e ¢ (6 denota a colatitude e ¢ a lonxitude) a anterior
métrica exprésase da seguinte forma:

(3.1.1) g = —dt* + dr* + r*(d6? + sen?*0dp?).

45
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Imaxinemos agora un obxecto fisico de forma esférica (pode ser, por exemplo, un-
ha estrela) de masa m situado na orixe de coordenadas de R3. Este obxecto creard un
campo gravitatorio que, de acordo coa teoria xeral da relatividade, se traducira nun
cambio da métrica. Asi, para estudiar o campo gravitatorio, habera que substituir
a métrica de Minkowski por outra que reflita a presencia do dito campo (ver [31]).

Pouco despois de que Einstein formulara a suta teoria da relatividade xeral,
Schwarzschild descubria que a seguinte métrica,

2 1
(3.1.2) g=— (1 - m> dt? + deg + 1% (df? + sen®0dp?),
r
1—

,
era solucion das ecuacions de Einstein para o problema de describir o dito campo gra-
vitatorio. Debemos observar que para r = 2m a anterior métrica non estd definida.
Como o que interesa é estudiar o campo gravitatorio no exterior da estrela, restrin-
xirémonos 4 rexiéon dada por r > 2m. Polo tanto, o conxunto onde estd definida a
métrica de Schwarzschild (3.1.2) é M = {(t,r) € R?/r > 2m} x S2. (M, g) é unha
variedade de Lorentz. Para que sexa un espacio-tempo, consideramos a orientacién
temporal dada pola condicién de que o campo de vectores temporal 9/9t apunte
sempre cara ao futuro.

Cada elemento do grupo de rotaciéns SO(3) de R? induce unha transformacién
da solucién de Schwarzschild. En efecto, dado ¢ € SO(3) unha transformacién 1
do espacio-tempo de Schwarzschild estd dada por O(t,r,0,0) = (t,9(r,0,9)). Para
cada 1 € SO(3), a transformacién ) é unha isometria do espacio-tempo que deixa
invariante o campo de vectores temporal 9/0t. Asi, en cada instante fixado de tempo
t, o espacio-tempo de Schwarzschild ten simetria esférica. Isto concorda coa natureza
fisica do problema xa que, se supofiemos que a estrela é esférica, é natural pensar
que o espacio-tempo terd simetria esférica.

O espacio-tempo de Schwarzschild é Ricci plano, ¢ dicir, Ric = 0. Isto correspdn-
dese coa natureza fisica do problema e obtense facilmente das ecuaciéns de Einstein.
Posto que no exterior da estrela non hai materia nin enerxia, a ecuacién de Einstein
di Ric —1/2(Sc)g = 0, de onde se deduce que Sc = 0 e, polo tanto, Ric = 0.

O campo de vectores temporal 9/0t é Killing e é un gradiente. Logo, o espacio-
tempo de Schwarzschild é estatico. Isto correspéndese coa idea fisica de que a estrela
non rota. A métrica do espacio-tempo é invariante fronte a translaciéons temporais,
t ~t+ a, sendo a € R unha constante calquera.

Resumindo, o espacio-tempo de Schwarzschild representa fisicamente o campo
gravitatorio creado por un obxecto esférico (unha estrela) que non rota. Facendo
comparaciéns coa teoria da gravitacion de Newton, chégase a que m pode ser iden-
tificada coa masa gravitatoria do corpo. A solucién dada por Schwarzschild non
é véalida no interior do corpo.
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O espacio-tempo de Schwarzschild pode ser visto como un produto warped. De-
notamos N = {(¢,7) € R?/r > 2m} e consideramos en N a métrica

- 2m 9 1 9
T

Denotamos a métrica usual de S? por gs2 que, considerando en S? as coordenadas
0, ¢ (0 colatitude, ¢ lonxitude), adopta a expresién:

g2 = dO* + sen*0dy?.

Logo, o espacio-tempo de Schwarzschild estd formado pola variedade M = N x S?
dotada da métrica

2 1
9=9gn+71’gs2 = — (1 - ;n> dt* + Wdrz + r2(df? + sen®0dp?).
1—

r

Na métrica de Minkowski (3.1.1) 7,6 e ¢ representan as coordenadas esféricas
usuais e ¢ o tempo. Sen embargo, na métrica (3.1.2) r, 0, p e t xa non representan
o mesmo. Para ver o seu significado intrinseco, relacionémolas coa accién de SO(3)
sobre o espacio-tempo de Schwarzschild descrita anteriormente. Para cada p € M, a
orbita S(p) = {¢(p)/¢ € SO(3)} dotada da métrica inducida por (3.1.2) é isométrica
4 esfera euclidiana usual de raio 7(p). E dicir, a drea de S(p) é 47r(p)2. Isto dénos
unha interpretacion intrinseca da coordenada r. 6 e ¢ son a colatitude e a lonxitude
da esfera euclidiana que é isométrica a S(p). Finalmente, sexa X un campo de
vectores unitario ortogonal a {9/9r,0/00,0/9¢} en cada punto. Logo, X é un campo
de vectores temporal que consideraremos apunta cara ao futuro. Existe un tnico
campo de Killing satisfacendo as anteriores condiciéns. Logo, 9/t é ese inico campo.

3.2. FEcuacion local de Mobius

Dado que a métrica de Schwarzschild se corresponde cun produto warped de
tipo 2+ 2, non é posible obter unha caracterizacion da mesma mediante a existencia
de soluciéns da ecuacion de Mobius, como se fixo no capitulo anterior cos espacios
de Robertson-Walker, que son produtos warped de tipo 1 4+ 3. Sen embargo, me-
diante unha xeneralizacién da ecuaciéon de Mobius do Capitulo 2, que definimos a
continuacién, si poderemos obter unha caracterizacién da métrica de Schwarzschild.

Sexan (M1,91) e (Ma,g2) dias variedades semiriemannianas, con dimensiéns
dimM; = n; > ng = dimMsy > 1, e sexa f : (M1, g1) — (M2, g2) unha submersién
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con fibras semiriemannianas en (M, g;1), é dicir, as fibras son subvariedades semi-
riemannianas de (M, g1) coa estrutura métrica inducida por g;. Entén, dicimos que
f satisfai ecuacion de Mébius (ver Capitulo 4) se

7(f)
ny —ng

(V) (W, X) =0,

(VL(X,Y) =

9(X,Y),

para todo X,Y € Tkerf., W € T'(kerf.)*, onde Vf, e 7(f) denotan a segunda
forma fundamental e o campo de tensién da funcién f, respectivamente. (Ver [24],
[39] para mais informacién sobre V f, e 7(f).) Neste capitulo estudiaremos un caso
particular da anterior definicién. Consideremos como (Mj, g1) un espacio-tempo 4-
dimensional e como (Ma, g2) o espacio euclidiano (R?, Y2_, da’ @ da?), onde (', z?)
denotan as coordenadas usuais en R?.

Se (M,g) é unha variedade semiriemanniana e f = (fi,...,fm) : (M,g) —
(R™, 3" | do' ® da') é unha aplicacién, entén (ver [25])

= 0
(VE)XY) = Hy(X.Y) g0 f
=1

para todo par de vectores X,Y € I'T'M e, polo tanto,

m

(1) = YA oo )

=1

Tendo en conta as anteriores igualdades resulta facil obter unha caracterizaciéon
das aplicaciéns que satisfan a ecuacién de Mobius, no caso particular que estudia-
remos neste capitulo, en termos do hessiano e do laplaciano das sidas componentes.
A dita caracterizaciéon aparece recollida nas condiciéns do primeiro apartado do
seguinte resultado.

Proposicién 3.2.1 Sezxa (M, g) un espacio-tempo 4-dimensional. Para unha sub-
mersion f = (f1,f2) : (M,g) — (RQ,Z?:1 dz' ® dz') con fibras riemannianas en
(M, g) satisfacendo a ecuacion de Mébius tense que

Af; ,
a) Hp(X,Y) = 2f 9(X,Y) e Hp,(W,X) =0, ou equivalentemente,
Afi
hfi (X) = TfX7

para todo X,Y € Tkerf., W € I'(kerf.)*, i =1,2.
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b) Hy,(Z,Z) = Hy,(W,W) para cada par de campos de vectores ortogonais e
unitarios Z,W € T'(kerf,)*, i =1,2.

Proba.

a) E inmediato.

b) Sexan Z, W € T'(kerf.)*t e X,Y € Tkerf. tales que {Z, W, X, Y} constittie
unha referencia ortonormal local de T'M . Entén

T(f) = 9(Z,2)(Vf)Z, Z) + g(W, W)(V f.) (W, W)
+(VL£)(X, X) + (VYY)
= 9(Z,2)(VINZ, Z) + gW, W) (V L) (W, W) + 7(f).

Asi,
9(Z,Z) NV f)NZ,Z) + g W, W)(V ) (W, W) =0

e séguese de a) e de g(Z,Z) = —g(W, W) que Hy,(Z,2) = Hy, (W, W). O

3.3. Caracterizacion das métricas de Schwarzschild

O estudio da caracterizaciéon das métricas de Schwarzschild levarase a cabo en
dias etapas. Na primeira, centrarémonos na existencia da descomposicién local do
espacio-tempo como un produto warped de tipo 2 4 2. Posteriormente estudiaremos
a existencia de referencias estaticas, ingrediente esencial dos modelos empregados
para describir “estrelas estaticas”, pois representa a idea fisica de que o campo
gravitatorio estd xerado por unha fonte que é independente do tempo e que non
rota.

3.3.1. Teoremas de Descomposicion

Lembramos que un espacio-tempo 4-dimensional satisfai a ecuacién de Einstein
para un tensor tension-enerxia T se

1
Ric — Q(Sc)g =T,

onde Ric e Sc denotan respectivamente o tensor de Ricci e a curvatura escalar
da variedade de Lorentz (M, g). O tensor tensién-enerxia 7' dise unha radiacion se
trT = 0, é dicir, se no espacio-tempo non hai materia presente. Notemos que se o
espacio-tempo (M, g) satisfai a ecuacién de Einstein para un tensor tensién-enerxia
que sexa unha radiacién entén temos que Ric =T.

Agora, sexa (M, g) un espacio-tempo 4-dimensional e sexa f : (M,g) — R?
unha submersién con fibras riemannianas en (M, g). Ao longo desta seccién, supo-
remos que (M, g) satisfai a ecuacién de Einstein para un tensor tensién-enerxia T'
que é unha radiacién dado por
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T= P <_g|(kerf*)J~ @ gl(ke"‘f*>> ’

onde Hoeorirt © Glkerry denotan as restriciéns de g a (kerf.)* e (ker f.), respectiva-
mente, e p é unha funcién definida en M, que denominaremos tensién negativa de
Faraday [22, Pax. 124]. Notemos que, se p = 0, entén (M, g) denominase un vacio.

Teorema 3.3.1 Sezan (M,g) un espacio-tempo 4-dimensional e f = (f1, f2) :
(M, g) — (R?, 212:1 dz’ @ dx') unha submersion con fibras riemannianas en (M, g).
Suponamos que (M, g) satisfai a ecuacion de Finstein para un tensor tension-enerzia
da forma

T - p <_g|(kerf*)J~ @ gl(ke"‘f*>> ’

e que f satisfai a ecuacion local de Mébius en (M, g).

Entén (M, g) € localmente un produto warped (M x Ms, g1®v?gs), onde (M1, g1)
é unha superficie de Lorentz e (Ma, g2) unha superficie riemanniana de curvatura
constante.

Proba.

Primeiro, vexamos que (kerf,)* é unha distribucién totalmente xeodésica. Para iso,

chega con ver que Vyy, Vf; € ['(kerf.)* parai,j =1,2. Sexa X € T'kerf,. Entén

_ _Af;
9(Vvy, Vi, X)=g(VxVfi,Vfj) = 5

e, polo tanto, Vv Vf; € I'(kerf.)*. Isto proba que (kerf,)* é unha distribucién

con variedades integrais totalmente xeodésicas.

9(X,Vf;) =0,

Agora, vexamos que as fibras de f son totalmente umbilicas e esféricas. Sexa
I a segunda forma fundamental das fibras de f. Entén, posto que Vf1 e Vfy son
. . AF;
linearmente independentes en cada punto p € M e g(I(X,Y),Vf;) = — 2f 9(X,Y),
para cada X,Y € Lkerf,, chégase a que

1
I(X,Y) = m[(Q(Vfl,vfz)Afb—g(Vf%sz)Afl)Vﬁ

+(9(Vf1,V2)Afi —g9(Vf1,V1)Af)V f]9(X,Y),

onde Q(V f1,Vf2) = g(Vf1,V1)9(Vfa, Vf2)—g(V f1,V f2)%. Polo tanto, as fibras de
f son totalmente umbilicas e o seu campo de vectores curvatura media N estd dado
por

N — Q(Vﬁl,VfQ) [(g(Vf1,V2)Afs — g(V 2, V2)Af1)V f1

+(9(Vf1, V2)Afi —g(Vf1,Vfi1)Af)Vfo].
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A continuacién imos probar que as fibras de f son esféricas. E dicir, temos que
ver que o campo de vectores curvatura media N é paralelo. A partir da expresién
de N en termos das funciéns f; e fo vemos que N é un campo de vectores paralelo
se e soamente se Af; e Afs son constantes en cada fibra de f.

Consideremos Z, W € I'(kerf.)* e X,Y € Tkerf, tales que {Z, W, X,Y} sexa
unha referencia local ortonormal de T M. Ent6n, posto que (M, g) satisfai a ecuacién
de Einstein, Ric =T, obtemos

0= Ric(Y.Vf) = 9(Z.2)g(R(Z,Y)V ;. 2)
(W, W)g (RO, V)V fi, W) + g(R(X, V)9 £3, X).
Agora,
R(X,Y)Vfi = VxVyVfi—=VyVxVfi—VixyVfi
= SAVX(ARY) - Ty (AR)X) - (AR)X Y]}
= XY - Y(AR)X)

e, polo tanto, g(R(X,Y)Vf;, X) = —3Y(Af,).

Por ser (kerf.)* unha distribucién totalmente xeodésica ortogonal a ker f,, te-
mos que

9(R(Z,Y)V fi,Z) = g(R(V i, 2)Z,Y) = 0

g(RW,Y)V fi, W) = g(R(V f;, W)W, Y) = 0.

Asi, 0 = Ric(Y,Vf;) = —%Y(Afi), de onde se segue que as funciéns Af; son
constantes en cada fibra de f. E dicir, as fibras de f tamén son esféricas. Polo
tanto, dedicese da Proposicién 1.3.3 que (M, g) é localmente un produto warped
(My x Ma, g1 ®1%gs), onde (M1, g1) é unha superficie de Lorentz e (Ms, g2) é unha
superficie riemanniana.

A continuacién, probamos que cada fibra de f ten curvatura constante. Para
isto, calculamos o tensor de Ricci dunha fibra My de f coa estrutura riemanniana
inducida en My por (M, g). Para X,Y € I'T' My, temos (ver [41, Pax. 211])

At . g(VMiyp, VM)
W P2

Ricy, (X,Y) = Ric(X,Y) + ( > g(X,Y),
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onde Ricyy, € o tensor de Ricci da fibra Ms de f coa estrutura riemanniana inducida
de (M, g) e, VMiyh e Apgep son o gradiente e o laplaciano da funcién 1 na estrutura
de variedade de Lorentz inducida en M; por (M, g). Logo, tendo en conta que Ric =
T, obtemos a igualdade

My M,
Riey, (X,Y) = <p+ A]‘$¢ L9V Z’QV ¥)

)ax.¥) = Galx.v).

Por ser (kerf.)* unha distribucién totalmente xeodésica, séguese da igualdade 0 =
(divT)(X) = dp(X), vélida para todo X € T'kerf,, que p é constante en cada

fibra de f. Agora, a funcion A é constante en cada fibra Mo de f posto que p e
A g(VIe VY

son constantes en cada fibra de f. Logo, cada fibra de f ten

Y Y2
curvatura constante coa estrutura riemanniana inducida de (M, g). O
., A M M .,
Nota 3.3.1 A expresion Y + g(VY VILY) que aparece na demostracién do

,¢2
teorema anterior é igual a —divN.

Posto que N = —V]Z)“p (ver [41, Péx. 206]), Aﬁlw + g(lei’Qva) pédese expre-

M M
sar en funcién do campo de vectores IN. Obviamente, W = g(N,N). Por

outra parte,

Aﬁlw = —;dz’le(wN)
_ ;[g(vMu/;, N) + ddivag, N]

= ¢g(N,N) — divy, N,

ao longo de M, onde divy, N é a diverxencia de N na variedade M; dotada da
estrutura de variedade de Lorentz inducida por (M, g). Posto que as fibras de f son
totalmente umbilicas, temos que

divN = divyy, N+ g(VxN,X)+g(VyN,Y)
= divy, N —2g(N, N),
onde XY € T'kerf, son campos de vectores ortonormais ao longo de Ms. Logo,
, M M-
temos que % = —g(N,N) —divN. E dicir, Aﬁlw 1+ 9™ 1$’2V W) _ _divN. Asi,

obtemos que (Sc¢)n, = 2(p — divN), onde (Sc¢), denota a curvatura escalar de Ma
dotada coa estrutura de variedade de Riemann inducida por (M, g).

A continuacién, imponendo unha condicién adicional sobre a estrutura analitica
do espacio-tempo, obtemos unha descomposiciéon del como un produto warped, onde
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as fibras son isométricas & esfera euclidiana 2-dimensional. A dita condicién consiste
en supor a existencia dunha solucién dunha certa ecuacion diferencial. Engadindolle
esta hipétese s empregadas no resultado anterior e usando a ecuacion de Obata,
obtemos que as fibras son isométricas a esferas. O resultado de Obata que imos
empregar ¢ 0 mesmo que o que usamos no capitulo anterior. Lembramos que este
resultado establece que unha variedade de Einstein compacta e con curvatura escalar
reducida constante k > 0 admite unha funcion non-constante ¢ tal que Ap = —nk¢p
se e soamente se a variedade ¢ isométrica d esfera S*(vV'k) con raio 1/vVk no espacio
euclidiano (n + 1)-dimensional (ver [40]).

Teorema 3.3.2 Seza (M, g) un espacio-tempo 4-dimensional. Suporiamos que f =
(fi, f2) : (M, g) — (R?, Y2, da’ @ dz’) ¢é unha submersion con fibras riemannianas
compactas en (M, g) e que (M,g) satisfai a ecuacion de FEinstein para un tensor

tension-enerxia T = p . Admitamos que f satisfai a ecuacion

_g‘(kerf*)J- @ g‘(kET‘f*)
de Mébius en (M, g) e que eziste unha funcion ¢ : M — R a cal é non-constante en
cada fibra de f e satisfai a ecuacion

m [(_g(vfl, Vfl)Qg(VfQ’ Vfg)Q

+29(V 1, VI)g(V 1,V £2)? = g(V 1, V1)) Ho(V 1,V f1)
+9(Vf1,V2)Q(V f1,V f2)Hy(V f1,V f2)
+(=9(V f2, V2)?9(V {1,V [1)? +29(V f2, V f2)g(V f1,V f2)?
—9(V f2, V f2)*)Hp(V f2,V f2)]

= —Ap,

Ap+29(Vep,N) +

onde Q(V f1,V f2) = g(V f1,V [1)9(V 2,V f2) — g(V 1,V f2)?, N € 0 campo de vec-
tores curvatura media das fibras de f e A = 2(p—divN). Enton (M, g) é localmente
un produto warped (M x S?, g1 ©v?do?), onde (M, g1) € unha superficie de Lorentz
e (S%,do?) € a esfera estindar euclidiana. Ademais, (M, g1) serd de curvatura po-
sitiva no anterior produto warped nunha vecinanza dun punto p € M se se verifica
a condicion (2p + g(N, N))(p) < 0.

Nota 3.3.2 No establecemento do Teorema 3.3.2, en vez de asumir a existencia da
funcién ¢, podemos supor que A > 0 en M. Entén, posto que todas as superficies rie-
mannianas compactas, orientables e de curvatura constante positiva son homotéticas
a esfera euclidiana 2-dimensional, a conclusién do Teorema 3.3.2 permanece valida.

De novo, poderiamos optar por supor que as fibras de f son simplemente cone-
xas en substitucion da hipétese relativa & existencia da funcion . Isto permitirianos
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probar o mesmo resultado, sen médis que usar que toda superficie riemanniana sim-
plemente conexa, compacta e de curvatura constante é homotética 4 esfera euclidiana
2-dimensional.

A razén pola que supofiemos que existe ¢ no establecemento do Teorema 3.3.2,
é a de determinar a xeometria imponendo condiciéns sobre a estrutura global do
espacio-tempo antes que pedir que se cumpran as anteriores condiciéns sobre a
estrutura xeométrica ou topoléxica da variedade.

Proba.

A demostracion deste teorema é unha continuaciéon do Teorema 3.3.1. Primeiro, pro-
bemos que cada fibra Ms de f coa estrutura de variedade riemanniana inducida por
(M, g) é homotética & esfera estandar euclidiana 2-dimensional. Para iso, considera-
mos a funcién ¢ : M — R dada no enunciado do teorema. Se VM2 denota o gradiente
e a conexion de Levi Civita da estrutura de variedade de Riemann inducida nunha
fibra Mj de f por (M, g), entén, para X € I'T' My,

g(V*™0,, . X) = X(¢),,) = X¢ = g(Ve, X).

Logo, dados Z, W € F(kerf*)tw e X,Y € I'TM, tales que {Z, W, X,Y} sexa unha
2

referencia local ortonormal de T'M ao longo de Ms, temos que

Ay, = diop V'),

= 9(Vy* V"), X) + (V2 Vg, Y)

= Xg(Ve. X) - g(Ve, V" X)
+Y (Ve Y) — g(Veo, Vy2Y)

= 9(VxVep, X) +g(Ve,I(X, X))
+9(Vy Ve, Y) + g(Ve,I(Y,Y))

= Ap—9(Z,2)9(VzVe, Z) = g(W, W)g(Vw Ve, W)
+29(Ve, N),

onde Ay, e divyy, son o Laplaciano e a diverxencia, respectivamente, na estrutura

de variedade riemanniana inducida en My por (M, g). Posto que Vfi e V fy son
linearmente independentes en cada punto p € M, Z e W pddense escribir como
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unha combinacién linear de V f; e V fa ao longo de M» do seguinte xeito:

7= m[<9<Vf1’vf1>9<Z,Vf2>—g<Vf1,sz>g<Z, V)V
+(9(Vf2, VI2)9(Z,V 1) = 9(V 1,V f2)9(Z,V [2))V fo]
W= m [(g(Vf1,V1)g(W,V f2) — g(V f1,V f2)g(W, V1))V f1

+(9(Vf2,Vf2)g(W,V f1) — g(V 1,V f2)g(W, V 2))V fo] .

Entoén, substituindo Z e W na expresion

-9(Z2,2)9(N 2N, Z) — g(W,W)g(Vw Ve, W),

obtemos a ecuacion

AM2('0|MQ = _(SC)MZQO\MZ

en My, onde (Sc)r, = Ay, = cur, (const.) e (Sc)ur, é a curvatura escalar de Mp
coa estrutura de variedade de Riemann inducida por (M, g). (Ver Nota 3.3.1.)

Posto que os autovalores de Ajs, son negativos para autofunciéns asociadas
non-constantes, séguese que cpz, > 0. Entén, baseandonos nun resultados de Obata
[40, Thm. 5] obtemos que My coa estrutura de variedade riemanniana inducida
por (M, g) é homotética & esfera euclidiana 2-dimensional (S?,do?) con factor da

homotecia ﬁ Asi, multiplicando a funcién 12 que aparece na descomposicién en
2

produto warped (M; x Ma, g1 © ¥?g2) polo factor da homotecia % para cada fibra
de f na dita descomposicién en cada p; € Mj, obtemos unha descomposicion local
en produto warped de (M, g) como (M; x S?, g @J2d02), onde JZ = % e (S?,do?)
é a esfera estandar 2-dimensional.

Finalmente, mostramos que (M, g;) se pode tomar de curvatura positiva se
(2p + g(N,N))(p) < 0 nalgiin punto p € M. Sexan M; unha variedade integral
de (kerf.,): pasando por p e Ricy, o tensor de Ricci de M; coa estrutura de
variedade de Lorentz inducida por (M, g). Enton, séguese de [41, Pax. 211] que,
para Z,W € I'T'M;, Ric(Z,W) = Ricy, (Z,W) — %Hw(Z, W), onde ¢ é a fun-
cién de deformacién e Hy é o hessiano de v en (M, g). Notemos que, por ser M;
unha superficie, Ricyr, (Z,W) = Kig(Z,W), onde K; é a sta funcién curvatura
coa estrutura de variedade de Lorentz inducida por (M, g). Ademais, posto que

Ric(Z,W) = T(Z,W) = —pg(Z,W), obtense que Hy, é escalar en M, é dicir,
Hy(Z,W) = 8Lg(Z,W). Asi, —p = K1 — %'

Tamén de [41, Pax. 214 ], posto que (Sc¢) = trRic = trT = 0, obtense

A 4A
O:2K1_|_7_ w

02 7 —2g(N, N),
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de onde se segue que

A
Ki=——(2p+g(N,N)).
Logo, como A > 0, séguese da hipdtese que K; > 0 nunha vecifanza aberta do
punto p; € Mj, onde p = (p1,p2). Entén, tomando esta vecinanza como M; na
descomposicién local en produto warped, obtemos o resultado. O

Nota 3.3.3 E importante destacar que as coordenadas de Schwarzschild f = (¢,7)
da solucion de Schwarzschild constitiien un exemplo para o Teorema 3.3.2. Ademais,
tense que 7(f) # 0, é dicir, a aplicacién f é non-harménica.

3.3.2. Existencia de Referencias Estaticas

Nesta subseccién estudiamos distintas rexiéns do espacio-tempo dependendo do
caracter temporal, nulo ou espacial do campo de vectores curvatura media das fi-
bras da aplicacién f, que aparece nos resultados anteriores. Centrarémonos naquela
rexién onde o dito campo de vectores é espacial. Suponendo que esta é non-baleira
probaremos a existencia dunha referencia estatica no Teorema 3.3.3, de onde obte-
mos unha caracterizacién das métricas “tipo Schwarzschild”.

Comezamos definindo o concepto de referencia estatica. Sexa Z unha referencia
nun espacio-tempo (M, g). Dise que Z é unha referencia estacionaria se existe unha
funcién positiva f : M — R tal que o campo de vectores fZ sexa Killing (é dicir,
£¢79 =0, onde £ denota a derivada de Lie). Dise que Z é unha referencia irrotacio-
nal se a distribucién Z+ ¢ integrable ou, equivalentemente, se cumpre a condicién
9(VxZ,Y)=g(VyZ,X), para todo par de campos de vectores X,Y € I'T'M. Final-
mente, dicimos que Z é unha referencia estdtica se Z é unha referencia estacionaria
e irrotacional. Un espacio-tempo dise estacionario se existe unha referencia estacio-
naria definida nel. Isto correspondese coa idea fisica de que o campo gravitatorio
estd xenerado por unha fonte que non depende do tempo. Un espacio-tempo dise
estdtico se admite unha referencia estacionaria, e representa a idea fisica de que a
fonte que xera o campo gravitatorio, ademais de ser independente do tempo, non
rota.

O caracter causal do campo de vectores curvatura media N das fibras de f tamén
ten importancia desde o punto de vista dos teoremas de singularidade. (Ver [32, Péx.
226].) No Teorema 3.3.2, sexa B a subvariedade aberta de (M, g) definida por

B={pe M/g(N,N)(p) <0}
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Vexamos que se B # () entén B corresponde & rexién burato negro/branco dunha
estrela estatica. Sexa M, unha fibra de f en B e sexan U,V € I'(TMz)* cam-
pos de vectores nulos definidos en My con g(U,V) = —1. Sexan Ly e Ly os ope-
radores de configuracion de My con respecto a U e V, respectivamente. Entoén,
posto que trLy = 2g(U,N) e trLy = 2g(V,N), séguese que (trLy)(trLy) =
49(U,N)g(V,N) = —2¢(N,N) > 0. E dicir, My é unha superficie pechada conti-
da en B. Logo, cada fibra de f en B é unha superficie atrapada homotética & esfera
euclidiana 2-dimensional. Ademais notemos que se (M, g) é vacio, é dicir, p = 0 en
M, a variedade de Lorentz (M7, g1) que aparece como factor da descomposicién en
produto warped de B é de curvatura positiva.

Sexan H, e H_ os subconxuntos pechados de (M, g) definidos por

Hy ={pe M/N(p) #0eg(N,N)(p) =0}

H_={pe M/N(p) =0}.

Se Hy # () entén corresponde ao acontecemento horizonte da rexién burato ne-
gro/branco B. Se M, é unha fibra de f en Hy e U,V € T'(T'Ms)* son campos
de vectores nulos definidos en My con g(U,V) = —1, entén un deles, digamos U,
é un multiplo escalar de N en py € Ms. Asi trLy = 0 e trLy # 0 sobre Mo.
E dicir, My é unha superficie marxinalmente atrapada en H,. Logo, cada fibra de
f en H é unha superficie marxinalmente atrapada homotética & esfera euclidiana
2-dimensional. Finalmente, se H_ # () entén corresponde a un horizonte de Cauchy
como na solucién de Reissner cando » = r_. Se My é unha fibra de f en H_ entén
M, é totalmente xeodésica e, polo tanto, trLy = 0 = trLy, onde U e V son cam-
pos de vectores nulos ortogonais a M, definidos de forma andloga a como se fixo
anteriormente. Novamente, as fibras de f en H_ son homotéticas 4 esfera euclidiana
2-dimensional.

A continuacién analizamos a rexiéon E de (M, g) definida por

E={pe M/g(N,N)(p) > 0}.

As fibras de f en E son superficies non-atrapadas. Se Ms é unha fibra de f en
E, entén para campos de vectores nulos U,V € I'(TMy)* elixidos como antes,
temos que (trLy)(trLy) = —2g9(N, N) < 0. Logo, esperariamos a existencia dunha
referencia estdtica en F para considerar (M, g) como un espacio-tempo describindo
unha estrela estatica. Para obter unha referencia estatica en E imponemos unha
condicién adicional sobre N (de feito, sobre f).

Sexan (M, g) unha variedade semiriemanniana e X un campo de vectores en M.
O tensor afinidade £xV de X definese como

(ExV)(U,V) = ExVuV — Ve oV — Vy&xV
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para todo U,V € I'T'M, onde £ é a derivada de Lie en M. (Ver [45, P4x. 109].) O
campo de tension 7(X) de X definese como a traza de £xV con respecto a g. Un
campo de vectores X nunha variedade semiriemanniana (M, g) dise afinse £xV =0
e dise 1-harmdnico se 7(X) =0 (ver [13]).

Notemos que se a rexién E en (M, g) é non-baleira entén (E,g) é tamén un
espacio-tempo.

Lema 3.3.1 No Teorema 3.5.2, suponiamos que E # (). Entén g(7(N),Z) =0 para
Z e F(k:erf*)f;: con g(N,Z) =0 se e soamente se g((£xV)(Z,Z),Z) = 0.

Proba.

Notemos que, xa que N é prexeodésico (ver a tltima parte do Teorema 3.3.2, é dicir,
Hy é escalar), (ExV)(N,N) = EyVNN ~ N. Sexa X € I'(ker f.)|, con £y X = 0.
(Notemos que por ser N prexeodésico, (ker f*)‘LE ¢ unha distribucién totalmente
xeodésica e N é o campo de vectores curvatura media das fibras de f, sempre
existe X € ['(kerf.)|, satisfacendo £y X = 0.) Entén (ExV)(X, X) = ExVx X =
(Ng(X,X))N +V, onde V € I'(ker f.)|,,

W, Z,N; € F(kerf*) i, € X,Y € D(kerf.), tales que
{Z, N1, X,Y} sexa unha referencia local ortonormal en T'M. Entén, polo cardcter
tensorial de £5V, cimprese a igualdade

Agora, sexan Ny =

9(t(N),Z2) = g(Z1,21)9((ENV)(Z1,21), Z)
+9(N1, N1)g((EnV) (N1, N1), Z)
+9(X, X)g((EnV)(X, X), Z)
+9(Y,Y)g((€nV)(Y,Y), Z)
= 9(Z1, 20)9((ENV)(Z1, Z1), Z).

Asi, probamos o resultado. O

Lema 3.3.2 No Teorema 3.3.2, o campo de vectores curvatura normal N ten as
sequintes propiedades en BU H{ UE :

a) A 1-formaw(-) =g(-,N) € ezacta.

b) Zg(N,N) =0 e[N, Z] =nZ para todo Z € T'(ker f.)* con g(Z,Z) = c (cte.) e
ortogonal a N, onde n é unha funcion definida en BUH UE que € constante
en cada fibra de f.

Proba.
a) Notemos que w(X) = 0 para todo X € T'kerf. e w(Z)

—ig(Z, V1) para todo Z € I'(kerf.)*. Logo w = dlog(i).
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b) Posto que w & exacta por a),
0=2dw(N,Z) = Nw(Z)— Zw(N) - w([N, Z))
= —29(VzN,N)—g([N,Z],N)
= —29(VnZ,N) —29([Z,N],N) — g([N, Z],N)
= g(VzN,N)—-g(VNZ,N)

1
= 57Z9(N.N).

Logo, tamén se ten que [N, Z] = nZ, onde n é unha funcién definida en M. Note-
mos que, posto que Z é o levantamento da restriciéon a unha variedade integral de
(kerf.)*, ast como N, 1 é constante en cada fibra de f. (Isto tamén se pode probar
usando a forma do tensor curvatura [41, Pax. 210].) O

Teorema 3.3.3 No Teorema 3.3.2, suporiamos que E # (). Se g(7(N),Z) = 0 para
cada Z € F(kerf*)ﬁE ortogonal a N enton existe unha unica referencia estdtica Z1 €
F(kerf*)f]; ortogonal a N. Reciprocamente, se existe unha referencia estacionaria
Q1 € I‘(kerf*)lLE ortogonal a N enton g(t(N),Z) = 0, para todo Z € F(kerf*)ij
ortogonal a N, e Q1 € unha referencia estdtica.

Proba.

Sexa Zp € I'(ker f*)f;; un campo de vectores unitario ortogonal a N. Daquela, polo
Lema 3.3.2, [N, Z1] = nZ; para algunha funcién 7 definida en E que é constante
en cada fibra de f. Agora, probaremos que existe unha funcién A\ definida en cada
aberto suficientemente pequeno de E tal que [N,AZ1] = 0 e dA(Z1) = 0. Para iso,
consideremos a ecuacién

0=[N,\Z1] = (NXNZi+ AN, Zi] =((NX) + An)Z;.
Logo, chega con probar que NA + An = 0 ten unha solucién local A con Z1A = 0.
Primeiro, observemos que Vz, Z; € I'(ker f*)ﬁE é ortogonal a Z; e [N, Z;] é ortogonal

a N polo Lema 3.3.2. O Lema 3.3.1 tamén nos da que g((£xV)(Z1,21),Z1) =0, e

temos
—Zwn = Z19(&NnZ1, Zh)

= g(Vz,LNZ1,77)
= 9(&nVz, 21, 21) — 9(Veyz, 21, Z1) = 0.

Agora, para a solucién A, sexa v unha curva integral de Z; e sexa ¢; o grupo
local 1-paramétrico de N. Notemos que, posto que N é prexeodésico, ¢; o v tamén
é unha curva integral de Z; (salvo unha reparametrizacion). Logo a funcién A definida

t
localmente por A(p) = e~ Jo ™¢:(995 onde ¢ estd en v con vi(q) = p, satisfai N\ +
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An =0 con Z1A = 0 e é constante en cada fibra de f. De feito Z = AZ; é un campo
de vectores de Killing. Para iso, chega con ver que VZ é antisimétrica en (ker f.)*
posto que VxZ = 0 para todo X € I'ker f.. En efecto,

9(VnZ,Z) = ¢g(VzN,Z)=—g(N,VzZ),
9(VNZ,N) = —g(Z,VNN) =0,
9(VzZ,N) = —g(Z,VzN)=—9(Z,VNZ),
9(V2Z,2) = 329(2,2) =0,

¢é dicir, Z é un campo de vectores de Killing. Sen perda de xeneralidade, podemos
supor que Z; = %Z apunta cara ao futuro e, polo tanto, é unha referencia esta-
cionaria. De feito, Z; é unha referencia estética. Posto que [N, Z] = 0, existe unha
carta (local) (t,r,0,¢) para (E, g), onde (6, ¢) é unha carta para a esfera euclidiana
2-dimensional S?, tal que Z = % e N = @ Séguese que Z = —\2Vt e Z; = —A\VL.
Notemos que a referencia estatica Z; esta localmente definida. Para probar que pode
ser definida en E chega con ver que é localmente dnica. Sexa @ € I'(ker f*)‘LE un
campo de vectores Killing ortogonal a N onde Z; estd definida. Logo, existe unha
funcién A tal que Z = hQ. De feito, esta funcion é constante. Posto que

Ng(Z,Z) = (Nh?*)g(Q,Q)+h’Ng(Q,Q)

(Nh9)g(Q, Q) +

(Nh?)g(Q, Q) +2hg(VNQ, Z)
= (NhH)g(Q, Q) — 2hg(N,V 2Q)

(NP?)9(Q,Q) — 29(N,V 2Z)

(Nh?*)g(Q,Q) + Ng(Z, Z),

Nh =0 e, pola igualdade

0=29(Z,2) = (Zh*)9(Q,Q) + Z9(Q.Q) = (Zh*)9(Q. Q),

Zh = 0, e séguese que h é constante porque VxZ = 0 para todo X € I'kerf,. Asi Z
é localmente tnico en (ker f*)f;;

Agora, notemos que os dominios de definicién de Z; pddense elixir con forma
de “rectangulos”, os cales sexan produtos de curvas integrais de N, Z; e fibras de
f. Estes dominios tenen a propiedade de que se Ry, Reo, Rz son tales rectangulos
con R N Ry, R N Rz e Ry N Ry non-baleiros, entén R N Ry N 9‘%3 é tamén un
rectdngulo non-baleiro. Asi, é posible definir a funcién A en E tal que Z = AZ; sexa
un campo de vectores de Killing en E. Isto pédese facer partindo dun campo de
vectores Killing definido nun rectangulo e estendéndoo na interseccién de rectangulos
préximos multiplicando o campo de vectores Killing en tales rectdngulos por unha
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constante apropiada. Notemos que a referencia estdtica resultante en E non ten
porque ser sincronizable. (Ver [47, Pax. 53].)

Reciprocamente, sexa Q1 € I'(ker f*)ﬁE unha referencia estacionaria ortogonal a
N e sexa @) o correspondente campo de vectores Killing en E. Primeiro, observemos
que Q1 € necesariamente unha referencia estatica posto que Vx @i = 0 para todo
X € T'(kerf.)|,. Para mostrar que g(7(N),Q) = 0 chega con ver que [N,Q] = 0.
Séguese de

9((EnV)(Q,Q),Q) = 9(EnVQR, Q) — 9(V@enQ, Q) — 9(Vey@Q,Q) =0

(posto que V@ é ortogonal a Q) que ¢g(7(N), Q) = 0 polo Lema 3.3.1. Para probar
que [N, Q] = 0, notemos que

g([NJQ]vQ) = Q(VNQ7Q)_9(VQN7Q)
= _g(N7VQQ)+g(N7vQQ):O

9([N,Q],N) = g(VNQ, N) + g(VoN,N) = 0.
Logo, temos que [N, Q] = 0. O

Nota 3.3.4 A carta (local) (¢,7,6, ¢) construida na proba do Teorema 3.3.3 pode ser
considerada un sistema de coordenadas “tipo Schwarzschild”en E. Notemos tamén
que, polo Lema 3.3.2, a funcién 12 s6 depende de r neste sistema de coordenadas
posto que Zg(N,N) = 0, onde Z = % e N = %. A métrica inducida nunha

variedade integral M; de (ker f.)* pode ser localmente descrita como

o 0 o 0

=g|=—,=— |dt®dt —,— | dr®dr.

a=49 (875’ 875) ©aog (87" 87‘) rear
Ademais, posto que %g(%, %) =0= %g(%, %), g(%, %) e g(%, %) s6 dependen
de r neste sistema de coordenadas. A coordenada r esté relacionada co raio euclidiano
das fibras de f. Recalquemos (ver proba do Teorema 3.3.2) que o raio euclidiano
dunha fibra de f estd dado por \/% e A =2(p—divN) (onde N = %). Agora, é facil
ver que divN sé depende de r neste sistema de coordenadas. De 0 = (divT)(Z) =

dp(Z), as tensiéns negativas de Faraday s6 dependen de r tamén. (Notemos que
(divT)(N) = dp(N) + 2pg(N, N), e polo tanto, dp(N) = 0 se e soamente se p = 0,

puntualmente en E). Logo, \/% s6 depende de r neste sistema de coordenadas e, polo

tanto, r é localmente funcién de \/% Como exemplo, no sistema de coordenadas

de Schwarzschild (¢,r,0,¢) para a rexién E da solucién de Reissner, o campo de
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vectores curvatura normal N estd dado por N = —% = —%(1 - % + i—;)%. De
feito, a coordenada r neste sistema de coordenadas non é mais que a correspondente
coordenada no sistema de coordenadas tipo Schwarzschild localmente escalada, para
facer que a funcién de deformacién sexa tan sinxela como ?(r) = r? neste sistema
de coordenadas. Finalmente notemos que o campo de vectores curvatura normal N
na solucién de Reissner cumpre que 7(N) # 0, ainda que g(7(N),Z) = 0, onde
zZ=34.

Nota 3.3.5 Un campo de vectores X nunha variedade semiriemanniana (M, g) de-
nominase debilmente afin se g((£xV)(U,V),V) = 0 para todo U,V ortogonal a X.
No caso en que X é o campo de vectores curvatura media N no Teorema 3.3.2, N
é debilmente afin na rexién E se e soamente se g((£xV)(Z,Z),Z) = 0 para todo
Z e F(kerf*)‘LE ortogonal N. (Ver [25].) Logo, polo Lema 3.3.1, N ¢é debilmente afin

se e soamente se g(7(N),Z) = 0 para todo Z € F(kerf*)ﬁE ortogonal a N.



Capitulo 4

Ecuacion de Mobius asociada a
unha aplicacion

Neste capitulo estudiaremos a xeneralizacién da ecuaciéon de Mobius estudiada
nos capitulos anteriores para aplicaciéns f : (Mi,g1) — (Ma,g2) definidas entre
variedades semiriemannianas. Estudiaremos esta ecuacion en relacién coa estrutura
local da variedade dominio das soluciéns. Mais exactamente, veremos como a exis-
tencia de soluciéns da dita ecuacién implica a descomposicion local do dominio da
aplicacién como un produto twisted e, a0 mesmo tempo, supdn a factorizacion local
da aplicacion. Tamén estudiamos certas condiciéns adicionais sobre a xeometria da
variedade que nos permiten caracterizar os produtos warped mediante a existen-
cia de soluciéns da ecuacién de Mobius. Finalmente, na seccién §4.4 mostraremos
que baixo certas condicions as soluciéns da ecuacién de Mobius son necesariamente
totalmente xeodésicas.

4.1. Introducion

Comezamos recopilando algtins conceptos béasicos e conecidos relativos 4 segunda
forma fundamental dunha aplicacién (ver, por exemplo, [25]).

Definicion 4.1.1 Sexan M; e M, duas variedades diferenciables e f : M7 — Mo
unha aplicacién. Un campo de vectores ao longo de f é unha aplicacion

X: M, — TM,

tal que
X(p1) € Ty(p,) Mz,

para todo p; € M;.

63
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Denotaremos por I'fT'Ms o conxunto dos campos de vectores ao longo de f. No
caso concreto en que My = My = M e f = id entén I'fT My = I';qT' M non é méis
que o conxunto dos campos de vectores sobre a variedade M e I';;T M dendtase por
I'TM.

Notemos que se f : M7 — Ms é unha aplicacién e X € I"T'M; entén a aplicacién
f+«X : My — T'M; definida por (f.X)(p1) = fep, (X (p1)) é un campo de vectores ao
longo de f, onde f, denota a diferencial da aplicacién f. Se Y € I'T'Ms entén Y o f
tamén é un campo de vectores ao longo de f. Dise que X € I'TM; e Y € I'T'M>
estan f-relacionados se f,X =Y o f.

A continuacién definimos o concepto de conexién ao longo dunha aplicacién, que
se utiliza na definiciéon da segunda forma fundamental dunha aplicacién.

Definicion 4.1.2 Sexa f : My — M, unha aplicacion. Unha conexion en Mo
ao longo de f é unha aplicacion V : I'TMy x I'yTMs — T'yTM> que verifica as
seguintes propiedades:

a VX+YU: VXU‘i’VYUv

)
b) VixU = hVxU, he C®(M,),
c) Vx(U+V)=VxU+ VxV,

)

d) Vx(hU) = X(h)U + hVxU, h € C®(M).
para todo X,Y € I'T'M, e U,V € I'T' M>.

Notemos que, na anterior definicién, no caso particular en que My = My = M e
f = id temos que V non é méis que unha conexién en M.

O seguinte resultado garantenos a existencia dunha tnica conexiéon ao longo
dunha aplicacién que sexa compatible cunha conexién na variedade de chegada da
aplicacion.

2
Teorema 4.1.1 [25] Sexa f : My — My unha aplicacion e sexa V unha conexion
2

en Ms. Daquela, existe unha tinica conexion VI en My ao longo de f tal que, para
todo Y € I'T' Mo,
2

2
Vix (Yof)=VixY

Suponamos agora que (M1, g1) e (Ma, g2) son dias variedades semiriemannianas
12
e que V e V son as conexiéns de Levi Civita respectivas. Entén:
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Definicién 4.1.3 Sexa f: (Mj,g1) — (Ma, g2) unha aplicacién. A segunda forma
fundamental de f é a aplicacion

Ve :ITTMy x I'TMy; — I'yTM,

definida por

2 1
(Vf*)(X, Y) =Vx fY — f*(vX Y)7
2 2
onde V tamén denota o pullback de V¥ ao longo de f.

A continuacién recollemos duas propiedades béasicas da segunda forma funda-
mental dunha aplicacion, como son o cardcter bilinear e simétrico.

Proposicién 4.1.1 Sexa f : (M1,91) — (Ma, g2) unha aplicacion diferenciable
entre diuas variedades semiriemannianas. A sequnda forma fundamental de f, V fy,
€ unha aplicacion bilinear e simétrica.

Proba.

Comezaremos comprobando que V f, é unha aplicaciéon simétrica. Sexan X,Y €
I'T'M;. Como un primeiro paso na proba obtemos, usando as propiedades das cone-
xiéns, a identidade

2 2 2

_ Yy LX 4+ LX,Y).

Usando a anterior igualdade, temos que
2 1
(Vf*)(X,Y) = Vx f*Y_f*(VX Y)
2 1
= Vy f*X + f*[Xa Y] - f*(VY X) - f*[X7Y]

= %Yf*X_f*(%YX)
= (VY. X).

A continuacion probamos o caracter bilinear da aplicacion V f,. Como é simétri-
ca, chega con ver que é linear na primeira compofiente. Sexan X1, Xo,Y € I'T'M; e
h € C*°(M). Entén,
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2 1
(vf*)(thl + h2X27Y) — Vh1X1+h2X2 f*Y - f* Vthl—‘rthg Y
2 2
= hVx, iY +h2 Vx, fiY

—h1 f« %Xl Y — hafs %XQ Y
= Wi (V)X Y) 4+ he(V (X2, Y),

é dicir, (Vf.) é unha aplicacién bilinear. O

Posto que V f, é unha aplicacién linear nos seus argumentos, o valor de (V f,)
(X,Y) nun punto p; € M; s6 depende dos valores de X e Y no punto p; € M.
Logo, para z,y € T, M podemos definir (V f,)(z,y) por

(Vi) (@,y) = (V)X Y)(pr),
onde X,Y € I'T'M; son dous campos de vectores tales que X (p1) =z e Y(p1) =y.

Definicién 4.1.4 Dise que unha aplicacién f : (M, g1) — (Ma,g2) é afin ou
totalmente xeodésica se ten segunda forma fundamental identicamente nula, ou sexa,
(Vf) =0.

As aplicacions afins ou totalmente xeodésicas pédense caracterizar en termos das
xeodésicas das variedades dominio e rango. En efecto, se f : (M, g1) — (Ma, g2)
é unha aplicacién afin entén f manda xeodésicas en xeodésicas, é dicir, se v : 1 —
M; é unha xeodésica na variedade (Mi,g1) entén f o~y : I — My é tamén unha
xeodésica en (Ma, go).

A continuacién determinamos a segunda forma fundamental dunha aplicacién
composta en termos das segundas formas fundamentais dos factores. A expresién
que se obtén empregarémola en varias ocasiéns durante o resto desta memoria.

Teorema 4.1.2 Sexan (M, g1), (Ma,g2) e (Ms, g3) tres variedades semiriemannia-
1 2 3
nas con conexions de Levi Civita ¥V, V e V, respectivamente. Sexan f' : (My,g1)

— (Mg, g2) e f%: (Ma, g2) — (M3, g3) dias aplicacions diferenciables. Enton, a
sequnda forma fundamental da aplicacion f3 = f?o f1,

3
M1 f > M3

f! f?
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satisfai a identidade

(VEIXY) = (VEILX FLY) + PV X Y)),
para todo X, Y € I'T' M.

Proba.
Sexan X,Y € I'TM;. Entén, usando que f3, = f2, o f1,, temos que

3 3 3 3 1

_ e 2 1Ly _ (2 1y v
- v(fz*ofl*)X (f *of *) (f *Of *) Vx

3 2 /gl 9 (p1 &
= Ve gux) [5Y) - A Vx Y)
3 2 1 2 2 1
= Ve x) [5(0Y) = fFavp x 1LY
2 1
+f2* Vfl*X fl*Y - f2*(f1* Vx Y)

= (V/2)FLX FLY) + (VL)X Y),

0 que proba o resultado. O

Definicién 4.1.5 Sexa f : (Mi,g1) — (Ma,g2) unha aplicacién diferenciable.
Definese o campo de tension da funcién f, que denotaremos por 7(f), como a traza
da segunda forma fundamental de f, V f,, con respecto & métrica g.

Se {E1,- -+, Ep} é unha referencia ortonormal local de T'Mj, entén

T(f) = g1(Ei, E)(V£)(Ei, ),

i=1
onde nq denota a dimensién de M;.
Notemos que o campo de tensién dunha aplicacion f : (M1, g1) — (M2, g2) é un

campo de vectores ao longo de f, é dicir, 7(f) € I'fT'M>.

Definicién 4.1.6 Unha aplicacién f : (M, g1) — (Ma, g2) dise harmdnica se o
seu campo de tensién é identicamente nulo, é dicir, 7(f) = 0.

Obtemos como consecuencia inmediata do Teorema 4.1.2 o seguinte resultado.

Corolario 4.1.1 Sexan f!' : (My,g1) — (Ma,g2) e f? : (Ma,g2) — (Ms,g3)
dias aplicacions diferenciables entre variedades semiriemannianas e f3 = f2o fL.
Dagquela,
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i) se fl e f% son totalmente weodésicas, entén f3 tamén é totalmente weodésica.
ii) se f!' é harménica e f? é totalmente zeodésica, enton f> é harménica.

Antes de continuar, necesitamos introducir o concepto de submersién semirie-
manniana.

Definicién 4.1.7 Unha aplicacién f : (M, g1) — (Ma, g2) dise unha submersion
semiriemanniana se f é unha submersién e se cumpre que

gQ(f*Xv f*Y) - gl<X7 Y)a

para todo par de campos de vectores X,Y € I'(kerf)*.

Corolario 4.1.2 Dadas tres variedades semiriemannianas (M, g1), (Ma, g2) e (Ms,
g3), sexan fl': (My,g1) — (Ma,go) e f2: (Ma,go) — (Ms,gs) dias aplicacions
diferenciables. Se f1 é unha submersion semiriemanniana, enton

T(f%) = 7(f*) + £2.(r(£1).

Proba.

Sexa {FE1,-+, Ey,- -, Ey,, } unha referencia ortonormal de T'M; tal que {E1,---, E,}
é unha referencia ortonormal de (ker f!)*. Entén, como f! é unha submersién rie-
manniana temos que {f!,E,---, f!,E.} é unha referencia ortonormal de T'Mj.
Tendo en conta isto e o Teorema 4.1.2, obtemos que

ni

(£ = D (VI)(E, E))
i=1
= Y (VPIUEL [LE)+ ) (VB E))
i=1 =1
= 7(f?) + fAr(fh),
0 que proba o resultado. O

4.2. Ecuacion de Mobius asociada a unha aplicacién

Nesta seccion introducimos a ecuacién de Md6bius asociada a unha aplicacién e
estudiamos a relacién existente entre que unha aplicacién sexa solucién da ecuacién
de Mobius e tenia rango constante. E f4cil ver que as ecuaciéns que estudiamos nos
dous capitulos anteriores son casos particulares da ecuacion de Mobius, cando se
considera como rango a recta real ou o plano euclidiano, respectivamente.
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Definicién 4.2.1 Sexa f : (M, g1) — (Ma, g2) unha aplicacién diferenciable. Di-
remos que [ satisfai a ecuacidn de Mobius se

(Vf*)(X, Y) = gl(X,Y)f,
(Vf*)(X, V) =0,

paratodo X,Y € IT'Kerf,,V € I'(kerf,)*. Diremos que f satisfai a ecuacidn especial

de Mébius se &, = ipT(f)(p), para todo p € My, onde 7, = dim ker f,, > 1.

T

Nota 4.2.1 Unha aplicaciéon que sexa solucién da ecuacion de Mobius pode ter
rango non-constante.

A continuacién imos dar un exemplo que ilustra a anterior afirmacion, é dicir,
imos definir unha aplicacién de rango non-constante que é solucién da ecuacion
de Mobius. Sexa (M, g1) = (R? x N,dr ® dx + dy ® dy + gy) unha variedade
produto e consideremos a aplicacién harménica i : R? — R? definida por i(x,y) =
(22 — 42, 2zy). Consideremos f = i o, onde 7 denota a proxeccién sobre o primeiro
factor no anterior produto. E claro que f non ten rango constante e, a continuacion,
veremos que satisfai a ecuacion de Mobius.

7w é unha aplicacién afin e, daquela, satisfai a ecuacion de Mobius. Logo

(VR )(X.Y) = 51 (X,Y)r(x)

para todo X,Y € I'kerm,. Entén
. 1 .
(VA)(X,Y) = i(Vm)(X,Y) = 591(X, Y)isr(7)
para todo X, Y € I'kerm,. Asi, posto que 7(f) = i.7(m), se 7(p) # 0 entén

(VL)X Y) = 301 (X V) ()

para todo X, Y € I'kerm, = I'ker f.

Agora, sexa p tal que 7(p) = 0. Logo 7(f) = ix7(7) = 0 e posto que (Viy)g =0
temos que
(VA)(XY) =0

para todo X,Y € I'T'M;.

Logo, vimos que f satisfai a ecuacién especial de M6bius e, sen embargo, f non
ten rango constante.

O seguinte resultado da unha condicién suficiente para que unha aplicaciéon que
satisfai a ecuacion especial de Mobius tena (localmente) rango constante.
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Proposicién 4.2.1 Sexa f : (My,91) — (Ms,g2) unha aplicacion diferenciable
satisfacendo a ecuacion especial de Méobius. Se 7(f)(p) € distinto de cero enton f
ten rango constante nunha vecinanza de p.

Proba.

Sexa p un punto de M tal que 7(f)(p) # 0 e suponamos que o rango de f non
é constante en ningunha vecinanza de p. Entén, existe unha sucesién (p,) de puntos
de M que converxe a p e tal que dim kerf,p,, = r, < r = dim ker f,p, para todo
n € N.

Agora, sexa X € I'ker f, un campo de vectores que non se anula nunha vecinanza
de p. Enton,
1
(vf*) (Xpn7 Xpn) = rgl (Xpn ) Xpn )T(f) (pn)

n
converxe a (Vf.)(Xp, Xp) = L91(Xp, Xp)7(f)(p), o cal é imposible. Logo, se supo-
nemos que o rango de f é non-constante en ningunha vecinanza de p chegamos a
unha contradicién. Polo tanto, f ten rango constante nunha vecinianza de p. O

Do anterior teorema séguese de modo inmediato o seguinte resultado, que nos
d4 unha condicién suficiente para que unha solucién da ecuacién de Mobius tena
(globalmente) rango constante.

Corolario 4.2.1 Sexa f : (My,q1) — (Ma,g2) unha aplicacion satisfacendo a
ecuacion especial de Mébius. Se My é conexa e T(f) non se anula en ningin punto
entén f ten rango constante.

Nota 4.2.2 Non temos un resultado similar para unha aplicacién que satisfaga a
ecuacién de Mobius non-especial. En efecto, &, # 0 non é unha condicién suficiente
para asegurar que f ten rango constante nunha vecinianza do punto p.

A continuaciéon damos un exemplo da anterior afirmacién. Consideremos o produ-
to warped (R?2xR?, dr ®@dx1+ (21, 22)?(dro@drs+drs@drs+drs®@dry)) e sexa m a
proxeccién sobre o primeiro factor. Sexa i : (R?, dry @ dw1 + (21, 22)?drs @ das) —
(R?,dz1 ® dry + drg ® dxg) a aplicacién definida por i(z1,x9) = (21, 23). Conside-
remos f = ¢ o7 e suponamos que 6‘%(07 x9) é diferente de cero para todo z2 € R.

Denotemos X; = Bixi’ i =1,2,3,4. Logo, en R? x, R? tense que

o\ o\
. X = X == — 7X » X .
Vx, X3 =Vx, Xy A (8371 1+ D9 2)

Do anterior obtemos que

oA O\
(VTI'*)(Xg,Xg) = (VTF*)(X4,X4) = )\ <61‘1X1 + a$2X2> .
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Sexa p un punto tal que w(p) # 0. Entén ker f,, = kerm,y. Asi

(Vf*)(Xg,Xg) = (Vf*)(X4,X4) =\ (gx)\le + 2562882)(2) .

Agora, sexa p un punto tal que w(p) = 0. Entén, kerf,, = (X2, X3,X4) e
kerm,, = (X3, X4). Temos que

(V£)(Xs, Xs) = (V1) (X0, Xa) = A5 X1 70
e
(V1) (X2, Xa) = (Vi) (X2, X2) = —ix0Vx, Xo.
Pero en (R? dry ® doy + A1, 22)%drs ® das) é
Vi, X = —A(;le + ggixg).
Logo

. o
(V) (X2, X2) = —ixoVx,Xo = )\8in'
X1

Entén, vimos que

_ gl(XvX) OA
(VE)(x,X) = ML Py,

para todo X € 'ker f.
Agora, s6 resta ver que (V f,)(X1, X2) = 0. Pero como

o\
X1=)2—X
Vx,X1 Dy 32

obtemos que

(V1) (X, X1) = (Vi) (Xo, X1) = —i*Ag—)\Xg _0
1)

4.3. Resultados de descomposicion

Nesta seccién poremos de manifesto a relacién entre a existencia de solucions da
ecuacion de Mobius e a descomposicién local como un produto twisted do dominio
das ditas soluciéns. Comezamos vendo que a proxecciéon dun produto twisted sobre
o primeiro factor nos proporciona unha solucién da ecuaciéon de Md6bius. Tamén
obtemos o resultado reciproco, vendo que se unha aplicacién satisfai a ecuacién de
Mobius entén o seu dominio ten estrutura local de produto twisted. Posteriormente,
engadindo unha condicién adicional sobre a segunda forma fundamental, obtemos
unha relacion analoga entre submersions que satisfan a ecuacién de Mobius e as
proxecciéns sobre o primeiro factor dun produto warped.
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Teorema 4.3.1 Sexan (Mi,g1) = (N1 x Na,hy + A2hs) un produto twisted e i :
(N1, h1) — (Ma, g2) unha inmersién. Enton, f = ior satisfai a ecuacion de Mébius.
Ademais, f satisfai a ecuacion especial de Mdbius se e soamente se i € harmdnica.

Proba. O primeiro paso da demostracién consiste en ver que # = m : M; =
Ny x No — Ny satisfai a ecuacién especial de M6bius. Da Proposiciéon 1.3.3 de-
dicese que Kerm, e unha distribucién totalmente umbilica e l{:emr*L é totalmente
xeodésica. Sexan p; € My, X,, € T,, My e Y € I'kerm,. Enton,

2 1 1
(Vﬂ-*)(XpU)/;)l) ZVXpl Y — Tsxpy VXpl Y = —Txpy VXpl Y = _W*plB(Xpl’Ypl)a

onde B denota a segunda forma fundamental da folla de kerm, que contén ao punto
p1. Agora, posto que kerm, e unha distribucién totalmente umbilica,

B<XP17YP1) =01 (XPNY;H)VPN

e asi

(Vﬂ-*)(XIH?Y}’l) = gl(Xpl’Y}?l)(_ﬂ*m Vpl) = 91(Xpqul)77p1,

onde 1, = —Tup, Vp, -

Agora, probaremos que 7, = éT(T{')pl, onde rp, denota a dimensién de kerm,y, .
Para iso, sexa {X1,---, Xy, Y1, -+, Yy, } unha base ortonormal de T}, M, de modo
que {Xi, ---, X, } sexa unha base de kerwfm e {Y1, -, Y, } sexa base de kerm,y, .

De [54, Lemma 3.1] séguese que (V7,)(X;, X;) =0,9=1,---,k;. Logo,

k:l k?2
T(m) = ) (V) (X, Xi) + > (V) (Vi Vi)
i=1 i=1
k:z k’2
= Z(Vﬂ-*)(}/“y;) = Zgl(n’}/i)npl = kalp, = Tp7p, -
i=1 =1

A continuacién mostraremos que (V7 )(X,V) = 0 para todo X € Tkerm, e
V € Tkerm. Posto que kerm é integrable e totalmente xeodésica cimprese que

1

Vv W € Tkerm para todo V,W € I'kerm. Logo, para X € T'kerm, verificase que
1 1

91(Vy X, W) =0. Entén, Vy X € T'kerm,, de onde

1
(Vi) (X, V)= —m Vy X =0.

Asi, probamos que m = m; : M1 = N1 x Ny — N satisfai a ecuacién especial de
Mobius.
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A continuacién probaremos que f = i o 7 satisfai a ecuacién de Mobius. Da
relacion,

(V)X Y) = i((Vr) (X, Y) + (Vi) (m X, mY),
vélida para todo X,Y € I'T'"M;, obtemos

(VA Y) = -1 (X, ¥ )ier(m),

para todo X,Y € I'kerf,, e

(V)X V) =0,

para todo X € Tkerf, e V € Tkerft. E dicir, f satisfai a ecuacién de Md&bius con

¢ = iy (m).

Posto que 7 é unha submersién riemanniana tense a relacién

7(f) = ix7(m) + 7(0).

Entén, 27(f) = £(= Li.7(m)) se e soamente se 7(i) = 0, é dicir, f satisfai a ecuacién

especial de Mobius se e soamente se a inmersién ¢ é harménica. O

Corolario 4.3.1 Sexa (M, g1) = (N1 X Na, hy + A2hg) un produto twisted. Enton
m=m : My = N1 X No — Ny satisfai a ecuacion especial de Mobius.

Antes de establecer o reciproco do teorema anterior damos un resultado prelimi-
nar.

Lema 4.3.1 Sexa f : (My,q1) — (Mo, g2) unha aplicacion de rango constante
satisfacendo a ecuacién de Mébius. Enton, (Kerf,)* € unha distribucion integrable
e totalmente zxeodésica.

Proba.
Sexan X € T'kerf, e V e Tkerfl. Posto que f satisfai a ecuacién de Mobius, temos
que (Vf.)(X,V) = 0. Daquela,

2 1 1
0= (VL)X V)=Vy iX - fi Vv X =—-f, Vv X.
1
Logo, Vv X € Tkerf, para todo X € Tkerf, e V € Tkerfr.

1
Agora, consideremos W € Tkerf;. Posto que g1(W,X) = ¢g1(Vy X, W) = 0
1
obtemos que 0 = ¢g1(Vy W, X).
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1
Polo tanto, comprobamos que Vy W € Tkerfl para todo V,W & Tkerf.
E dicir, ker f1 é unha distribucién integrable e totalmente xeodésica. O

Os dous seguintes resultados establecen o reciproco do Teorema 4.3.1, mostrando
que o rango dunha aplicacién que satisfai a ecuacién de Mobius ten unha estrutura
local de produto twisted.

Teorema 4.3.2 Seza f: (M, g1) — (Ma, g2) unha aplicacion de rango constante
satisfacendo a ecuacion de Mdobius. Enton, temos a segquinte descomposicion (local)

(M1, g1) = (N1 X Na, h1 + A*hy)

como un produto twisted, onde Ny e Ny cumpren que TNy = ker f+ e TNy = kerf,.
Ademais a aplicacion f factorizase localmente como f

M1:N1><N2 'MQ

Ny
onde w € a prozreccion canonica e i € unha inmersion.

Proba.
Sexan X,Y € I'ker f,. Entén,

(VE)(X,Y) =Vx .Y — fu Vx Y = —f, Vx ¥ = —£.B(X,Y),

onde B denota a segunda forma fundamental das follas de kerm,. Posto que f satisfai
a ecuacion de Mobius temos que

91 (X, Y)§ = - fB(X,Y).

Sexa Z € T'kerf, un campo de vectores unitario e denotemos n = B(Z, Z). Enton,
& = —fin, de onde

Asi, B(X,Y) = g1(X,Y)n. Isto proba que kerf, é unha distribucién totalmente
umbilica.
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Agora, do Lema 4.3.1 obtemos que ker f- é unha distribucién integrable e total-
mente xeodésica. Logo, usando a Proposicién 1.3.3, obtemos que M; é (localmente)
un produto twisted.

Agora, en canto 4 factorizacién da aplicacién f, consideremos o seguinte diagrama

M1:N1><N2 'MQ

Ny

onde i estd definida por i : z ~ i(x) = f(z,y0), sendo yo € Na. Notemos que a
definicién de ¢ é independente do punto yg elixido, pois a aplicacién f, : No — Mo,
fz(y) = f(x,y) ten rango constante cero e, polo tanto, é localmente constante. [

Teorema 4.3.3 Sexa f: (M1,g1) — (Ma, g2) unha aplicacion de rango constante
satisfacendo a ecuacion especial de Mdbius. Enton, temos a sequinte descomposicion

(local)

(M1, 1) = (N1 X Na, hy + Ahy)

como un produto twisted, onde Ny e Ny cumpren que TNy = ker f+ e TNy = kerf,.
Ademasis, a aplicacion f factorizase localmente como f

M1:N1><N2 ‘MQ

M
onde w € a prozreccion candnica e i € unha inmersion harmonica.

Proba.

A primeira parte do resultado séguese do teorema anterior. S6 nos resta probar que
i é harmodnica se e soamente se f satisfai a ecuacion especial de Mobius. Como no
teorema anterior, temos a relacién

7(f) = iwr(m) + 7(9),
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xa que 7 é unha submersién riemanniana. Agora, para X,Y € I'ker f, temos

Entén,

de onde

(VL(X,Y) = 1(X,Y)E

(VEX.Y) = gu(X, V)iur(m).

£ = Ziur(n)

1
&= —-7(f) se e soamente se (i) = 0,
T

é dicir, f satisfai a ecuacion especial de Mobius se e soamente se a inmersién ¢

é harmonica.

O

A continuacién mostramos que a proxeccién dun produto warped, ademais de
ser solucién da ecuacién de Mo6bius, cumpre unha condicion adicional sobre a stua
segunda forma fundamental.

Teorema 4.3.4 Sexa (M,g) = (N1 x Na,hy + A2hg) un produto warped de varie-
dades riemannianas. Enton, a proxeccion w = mw : M = Ny X No — Ny satisfai a
ecuacion especial de Mobius e (VVT,)(X,Y,Z) = 0 para toda terna de campos de
vectores X,Y, Z tanzentes ds copias de Ny en M = Ny X Ns.

Proba.

Primeiro, notemos que, polo Corolario 4.3.1, 7 satisfai a ecuacién especial de Mébius.
Dados X, Y, Z € T'kerm,, posto que 7 satisfai a ecuacién de Mobius, temos que

(V) (X,Y, Z)

Vx(Vr)(Y, 2)) = (Vm)(VxY, Z) = (Vm)(Y, Vx Z)

Vx(—g(¥, Z)r(n) — —g(VxY, Z) — —

ng n2

-9
n2

nlgga/, Z)Vxr(m).

Logo, para probar o resultado chega con ver que Vx7(m) = 0. Agora, na proba do
Teorema 4.3.1 vimos que 7(7) = nan, sendo 17 o campo de vectores curvatura normal
das follas de kerm,. Pero, como (M, g) é un produto warped, temos que as follas de
kerm, son esféricas e, polo tanto, Vx7(7) = 0. d
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Vimos no anterior resultado que a proxeccién dun produto warped satisfai a
ecuacién de Mobius e, ademais, tense que (VV7,)(X,Y, Z) = 0 para todo X,Y, Z €
I'kerf.. No seguinte resultado probamos que a estrutura de produto twisted nos
Teoremas 4.3.2 e 4.3.3 pode ser substituida pola de produto warped impofniendo que
a aplicacién f cumpra a condicion andloga & que satisfai 7.

Teorema 4.3.5 Sexa f : (Mi,g1) — (Ma,g2) unha submersion entre dias va-
riedades de Riemann (Mi,g1) e (Ma,g2) satisfacendo a ecuacion de Mdébius. Se
VVf(X,Y,Z) =0 para todo X,Y, Z € Tkerf., enton (M, g1) € localmente un pro-
duto warped (M} x M2, gi @ ¢g?), onde (Mi,g1) e (M2, g?) son dias variedades de
Riemann e f : M} x M? — M é a prozeccion.

Proba. Polo Teorema 4.3.2 a variedade (M1, ¢1) é localmente un produto twisted,
sendo as subvariedades integrais de ker f, totalmente umbilicas con campo de vec-
tores curvatura media n = —n:(jzz, onde 7(f) é o levantamento de 7(f) a (kerf.)*.
Logo, para mostrar que (M7, g1) ¢ localmente un produto warped chega con ver que
o campo de vectores 7 é paralelo no fibrado normal ao longo das variedades integrais

de ker f.. Dado un campo de vectores X € I'ker f,,

0= (VL)X 7(f) = Vx fif(f) — fo(Vx 7))

— Ux ) - F(Vx 7).
Logo ) - L |
Vx 7(f) = fo(Vx 7(f)) = f((Vx 7(f))

e, por tanto, para mostrar que n é paralelo no fibrado normal ao longo das subva-

2
riedades integrais de ker f., chega con ver que Vx 7(f) = 0 para todo X € T'ker f,.
Para iso, temos que, dados X,Y, Z € TI'ker f.,

0= (VVL)X.Y,Z) = Vx (VL)Y,2) ~ (V)(Vx V. 2)
—(V 1), Vi Z)
N (VY Z)) — (Vf*)((%x Y, Z)

(V£ (Vx 2)T)

= Vx (n:(;leZgl(K Z)) - n:(_fzmgl(éx Y,Z)
ﬂgl(yl %X Z)
ny —ng
1

- (Vx r(N)a(Y,2),
ny —noy
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1 1 1 1
onde (Vx Y)T e (Vx Z) son as compoientes de Vx Y e Vx Z en kerf,, respec-

2
tivamente. Asi, Vx 7(f) = 0 para todo X € I'ker f. e séguese da Proposicién 1.3.3
que (Mj, g1) é localmente un produto warped. O

A continuacién establecemos o anterior teorema, substituindo a hipétese sobre a
segunda forma fundamental por outra sobre o tensor de Ricci da variedade dominio.
Ao mesmo tempo, o seguinte resultado xeneraliza tamén o anterior, pois non nece-
sitamos supor que a aplicacién sexa unha submersion, chegando con que sexa unha
aplicacién de rango constante.

Teorema 4.3.6 Seza f: (M, g1) — (Ma, g2) unha aplicacion de rango constante
satisfacendo a ecuacion de Mobius. Suporiamos que Ricp, (X,U) = 0 para todo
X € Tkerf. e U € T'(kerf.)", onde Ricpr, denota o tensor de Ricci da variedade
(Mi,g1). Enton, (M, g1) € localmente un produto warped (N1 X Na, h1 + Ahg), onde
(N1,h1) e (Na, ha) son variedades de Riemann.

Proba.

Séguese do Teorema 4.3.2 que (Mj,g1) é localmente un produto twisted e, entén,
o Teorema 1.3.1 establece que (M7, g1) se pode expresar localmente como un pro-
duto warped (Ny x Na, h1 + A2hs), onde (Ny, h1) e (Na, he) son diias variedades de
Riemann.

O

4.4. Ecuaciéon de Mobius e aplicacions afins en xeome-
tria de Riemann

Nesta seccion estudiaremos condiciéns baixo as que unha aplicacion satisfacendo
a ecuacion de Mobius é totalmente xeodésica. Os resultados obtidos baséanse na
aplicacién da identidade de Bochner e estimaciéns na curvatura das variedades.
Durante toda esta seccién, restrinxiremos o noso estudio a variedades riemannianas.
Comezamos esta seccién con algin resultado preliminar.

Definicién 4.4.1 Sexa L : (Vi,(, )1) — (Vo,(, )2) unha aplicacién linear entre
dous espacios euclidianos. A aplicacion adzunta de L, que denotaremos por *L é a
tinica aplicacién linear *L : (Va, (, )2) — (V1,(, )1) que cumpre a igualdade

(z," Ly)r = (Lx, y)2
para todo par de vectores x € V] e y € V5.

O seguinte resultado proporcionanos unha relacion que se conece como a identi-
dade de Bochner.
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Lema 4.4.1 [25, Pax. 73] Sexa f : (M1, g1) — (M2, g2) unha aplicacion entre dias
variedades riemannianas. Enton,

SO = Y (VLB B, (VB Ey)

ij=1

- Z R, (foEs, f<Ej, f<Ej, [ E;)

1,j=1

+ D 91(Bar (Ei B Ej, (* fapy © fupy ) Ei)

i,j=1
+(div(7(f)))(p1),

onde App, || f«||* € o laplaciano da funcion || f«||* en (M1, 1), {E1,--+, En,} € unha
base ortonormal de (T, Mi,g1(p1)) e Ry, e Ry, son os tensores curvatura das
variedades (M, g1) e (Ma, g2), respectivamente.

Un 1ltimo resultado preliminar que precisamos € o seguinte lema, que se obtén
como un caso particular do teorema da diverxencia xeneralizado (ver [25, Péx. 70]).

Lema 4.4.2 Sexan (M, g1) unha variedade semiriemanniana orientada con forma
de volume py e (Ma,g2) unha variedade semiriemanniana. Sexa f : (My,g1) —
(Ms, g2) unha aplicacion diferenciable. Enton,

[ itmm+ [ w0 =0
My

My

Usando os dous resultados anteriores probamos o primeiro resultado, que nos
dé condiciéns suficientes para que unha aplicacién de rango constante satisfacendo
a ecuacion de Mobius sexa totalmente xeodésica.

Teorema 4.4.1 Sexa f: (Mi,g1) — (M2, g2) unha aplicacion de rango constante
satisfacendo a ecuacion de Mdébius. Suporiamos que (M, g1) € orientable, compacta
e ten curvatura de Ricci non-negativa e que (Ma, g2) ten curvatura seccional non-
positiva. Se

792(57 6) + dZU(T(f)) > Oa
onde r = dimkerf, > 2, enton [ € unha aplicacion afin.
Proba.

Sexa {X7i, -, Xy, } unha base ortonormal de (T}, M1, g1(p1)) formada por autovec-
tores unitarios da aplicacién * f,,, o fip, co correspondente conxunto de autovalores
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(non-negativos) {A1, - -, Ay, }. Obviamente, podemos supor que { X7, ---, X, } é unha
base de ker f,p,,. Entén, pola identidade de Bochner (Lema 4.4.1)

(AM1”f*H2) (p1) = Z92((Vf*)(Xi,Xj),(Vf*)(Xi,Xj))

ij=1

DN | =

— 3 Rug (£ X0, £. X5, £. X5, £.X0)

ij=1

+ Zl )\iRich (Xi, Xz)
i=1
+div(7(f)),

e asi

AP 1) = rga(6.) + div(r(1)) 2 0.

E dicir, ||f.]|? é unha funcién subharménica e como M; é unha variedade compacta
temos que || f«||* ¢ harménica. Logo, ctimprese a igualdade

ni

0 = 3 @((VE)Xn X)), (VL)X X))
2,j=r+1

=3 Rag (foXis £ X5, £ X5, £.X0)

ij=1

n1
+3 " NiRieyy, (X, X;)
=1

+7r92(8,€) + div(7(f)).

Entén, como consecuencia das hipéteses feitas,

Y (V)X X5), (V) (X, Xj)) =0,
ij=r+1
e asl,
1
§= ;T(f)-

Agora, aplicando o Lema 4.4.2, temos que 7(f) = 0, pois r > 2. Logo, probamos que
f é unha aplicacién afin. O
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Definimos agora o concepto de aplicacion riemanniana. Para o caso dunha sub-
mersién o feito de que esta sexa riemanniana consiste en particularizar a definicién
dada na seccién §4.1 para variedades de Riemann.

Definicién 4.4.2 Unha aplicacion f : (Mi,g1) — (Ma, g2) dise unha aplicacion
riemanniana se f € unha submersion e se cumpre que

gZ(f*Xa f*Y) = gl(Xa Y)

para todo par de campos de vectores X,Y € T'(ker f)*.

Particularizando o Lema 4.4.1 para o caso dunha aplicacién riemanniana obtemos
o seguinte resultado.

Lema 4.4.3 [25, Pax. 96] Sexa f : (M1,91) — (M2, g2) unha aplicacion rieman-
niana. Enton, en cada punto p € My satisfaise a relacion

,j=1

= Y Ran(£Xe £X, £.X) £ X0)

i,j=r+1

ni
+ Z RZ'C]\/[1 (Xi, Xl)
i=r+1

+div(r(f)) (1),

onde {X1, -, Xy, Xoi1, -+, Xpn,} € unha base ortonormal de (Tp, M1, g1(p1)) con
{X1,---, X;} base de Ker fip,.

O que resta desta secciéon dedicamolo a estudiar condiciéns para que unha apli-
cacién riemanniana que satisfai a ecuacion de M6bius sexa totalmente xeodésica.

Teorema 4.4.2 Seza [ : (My,91) — (Ms,g2) unha aplicacion riemanniana de

rango constante maior que dous satisfacendo a ecuacion de Mdobius. Suponamos que

M € unha variedade conera, Ricp, > A, Ky, < B e A> (rango(f) —1)B. Se
Cg2(§,€) + div(7(f)) = 0

para algunha constante C' < r, onde r = dimker f,, enton f é unha aplicacion afin.

Proba.
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Sexa {X1,---, Xy, X;41,- -+, Xy, } unha base ortonormal de (7}, M1, g1(p1)) tal que
{X1, -+, X, } é base de Kerf,p, . Entén, das hipéteses feitas, obtéfiense as desigual-
dades

— S Ran(fXe, £ X5, £.X5 £.X) > —(rango(f))(rango(f) — 1)B,
i, j=r+1

n1
Z Ricyr, (X, Xi) > (rango(f))A,
i=r+1

e a igualdade

> (V)X X5), (V) (X5, X))
ij=1

i,j=r+1

Agora, a partir do Lema 4.4.3 obtense a desigualdade

ni

0 > 79269+ Y @((V)(Xi X)), (V)X X))

ij=r+1
—(rango(f))(rango(f) — 1)B + (rango(f))A + div(7(f))(p1)

> rg2(§,€) + div(r(f))(p1)
> Cg2(& &) + div(r(f))(p1) = 0.
Enton,
Y (V)X X)), (V)(Xi, X;) =0,
4,j=r+1

r92(&, &) + div(T(f))(p1) = Cg2(§, &) + div(7(f))(p1) = 0.

Asi, f é unha aplicacion afin. O
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Teorema 4.4.3 Sexa f : (M1,91) — (Ma,g2) unha aplicacion riemanniana sa-
tisfacendo a ecuacion de Mobius. Suponamos que Mi € unha variedade coneza,
Ricyr, > A, Sey, < B engA > B. Se

Cg2(&,€) + div(7(f)) > 0

para algunha constante C' < r, onde r = dim ker f,, enton f € unha aplicacion afin.

Proba.
Sexa {X1,- -+, Xy, X;41,- -, Xy, } unha base ortonormal de (7}, M1, g1(p1)) de modo
que {X1, ---, X;} é base de Kerf,p, . Enton, séguese das hipéteses que
ni
— Y R (fXi, £ X5, X, [ X0) = =Sean, (pa),
ij=r+1
ni
Z Ricyr, (Xi, Xi) > (rango(f))A = naA,
i=r+1
e

Y 92((VE)(Xi, X5), (V) (X3, X)) = Coa(€,€) + div(r(£)) (p1)-

ij=1

Agora, a partir do Lema 4.4.3 obtemos as desigualdades

0

v

792(€,8) — B + na A + div(7(f))(p1)
> rg2(§, &) + div(r(f))(p1)
> Cg2(&,€) + div(r(f))(p1) = 0.

vV

Enton,

rg2(&,€) + div(7(f))(p1) = Cga(&, €) + div(7(f))(p1) = 0,

de onde se segue que £ = 0. Logo, f é unha aplicacién afin. (|

Para o caso dunha funcién con rango un podemos debilitar as hipéteses do teo-
rema, anterior.

Teorema 4.4.4 Sexa [ : (My,g91) — (Ma,g2) unha aplicacion riemanniana de
rango un satisfacendo a ecuacion de Mébius. Suporiamos que My € conexa e Ricyr, >

0. Se
Cg2(&, &) + div(r(f)) 20

para algunha constante C' < (ny — 1) enton f € unha aplicacion afin.
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Proba.
Sexa {X1, -, Xy,,~1, Xy, } unha base ortonormal de (7}, M1, g1(p1)) de modo que
{X1, -+, Xy,—1} sexa base de Kerf,,,. Entén,

RMz(f*Xm f*Xj7 f*Xj7 f*Xz) =0

Y (V)X X5), (V)X X))

i =1
= (m1 —1)g2(§, &) + 92((V fi) (X, Xin)5 (Vi) (X, X))

Entén, a partir do Lema 4.4.3 obtemos

o
v

(n1 —1)g2(&, &) + 92((V f:) (X, Xn), (V) (X, X)) + div(7(f))
(n1 —1)g2(§, &) + div(7(f))
> Cga(,€) + div(r(f)) > 0.

Asi, € =0e (Vfi)(Xn, X)) =0. Logo, f é unha aplicacién afin. O

Y
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