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Abstract

In order to study Riemannian manifolds, certain geometrical objects naturally associated
to the structure of the manifold (M, g) itself are broadly used. As an instance of such
geometrical objects, we have the different fiber bundles with basis (M, g) (for example, the
bundle of linear frames, the tangent bundle, the spheric tangent bundle, etc.), certain kinds
of local transformations on the manifold (which allow us to determine its symmetries) or
hypersurfaces which reflect certain properties of the ambient manifold. Among the latter,
geodesic spheres of sufficiently small radius, which are the starting point of this work, are
specially important.

The ambient manifold essentially influences the geometry of all its submanifolds. Such
influence can be precisely quantified by means of the Gauss Equation, which relates the
curvature of the submanifold to that of the ambient manifold. Conversely, both the intrin-
sic geometry and the extrinsic geometry of a submanifold provide geometrical obstructions
to the ambient manifold, which usually determine the latter, at least from a local point of
view.

In the special case of geodesic spheres, a wide range of results were obtained in [7], [13],
[14] and [20], where several properties of the geometry of the ambient manifold could be
deduced by imposing conditions on their intrinsic and extrinsic curvatures. In this work,
we are specially interested in the intrinsic geometry of geodesic spheres from two different
points of view: to what extent their intrinsic geometry is influenced by the geometry
of the ambient manifold and how the intrinsic properties of geodesic spheres completely
determine the geometry of the latter.

The curvature invariants of a Riemannian manifold are well known to be important
from the geometric point of view. Functions like the scalar curvature 7, the quadratic
norm of the Ricci tensor, ||p||?, and the quadratic norm of the curvature tensor, ||R||?,
were widely studied and used in the characterization of certain classes of Riemannian
manifolds. From the intrinsic point of view, a geodesic sphere has all these curvature
invariants. Not only does their study allow us to deduce properties of the geodesic spheres
themselves, but also we can use their information to determine the geometry of the ambient
manifold.

Our starting point in this work is the famous conjecture of Gray—Vanhecke [14] which
claims that it is possible to state that a Riemannian manifold is flat if the volume of all
its geodesic spheres is the same as the volume of an Euclidean sphere of the same radius.
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Despite having made many attempts to answer that question affirmatively, the general
case remains open.

As the volume is a function that does not provide enough geometrical information
about geodesic spheres in order to solve the former conjecture, the next step was to
integrate the intrinsic scalar curvature invartiants. Such integrals are known as total
scalar curvatures. Decisive information about the intrinsic curvature tensor of geodesic
spheres is involved in these integrals, which in several cases have been used successfully
to solve the analogous conjecture to that of Gray—Vanhecke [6], [7].

The purpose of our work is to study the total scalar curvatures of geodesic spheres
associated to second order curvature invariants: 72, ||p||?> and || R||?. Such a study will be
presented by giving the first four terms of the power series expansion of each of these total
curvatures for a general Riemannian manifold (lemmas 2.3.2, 2.4.2 and 2.5.2). Explicit
expressions for the model spaces are also included in Section 3.1.

Finally, comparison between the general results to that obtained for the model spaces
allows us to characterize the latter in the case of the total quadratic norm of the curvature
tensor (theorems 3.2.1, 3.2.6 and 3.2.8). Similar results are obtained for the total quadratic
norm of the Ricci tensor in low dimension.



Prefacio

Para estudiar as variedades de Riemann, habitualmente recérrese 6 uso de certos obxectos
xeométricos asociados de xeito natural & propia estructura da variedade (M, g). Exemplos
de tales obxectos son os distintos espacios fibrados tendo a (M, g) como base (asi, temos o
fibrado de referencias, o fibrado tanxente, o fibrado tanxente esférico, etc.), determinados
tipos de transformaciéns locais da variedade (que permiten establecer cales son as sias
simetrias) ou hipersuperficies que reflictan propiedades xeométricas da variedade ambiente.
Entre os ultimos, son de especial importancia as esferas xeodésicas de radio suficientemente
pequeno, as cales son o punto de partida deste traballo.

A variedade ambiente inflie de maneira esencial a xeometria de todas as sias subva-
riedades. Tal influencia pode ser cuantizada de xeito bastante preciso a partir da ecuacién
de Gauss, que relaciona a curvatura da subvariedade con aquela da variedade ambiente.
Reciprocamente, tanto a xeometria intrinseca como a xeometria extrinseca dunha sub-
variedade ponien obstrucciéns xeométricas & variedade ambiente que as contén, chegando
incluso moitas veces a determinar esta, polo menos dende o punto de vista local.

No caso particular de esferas xeodésicas, un amplo ntmero de resultados foron acadados
en [7], [13], [14] e [20]. A imposicién de condiciéns sobre as sias curvaturas intrinsecas e
extrinsecas serviu para deducir propiedades da xeometria da variedade ambiente. Neste
traballo estaremos especialmente interesados na xeometria intrinseca das esferas xeodésicas
dende dous puntos de vista: como se ve influenciada pola xeometria do espacio ambiente
e como as suas propiedades determinan completamente a xeometria do mesmo.

E ben cofiecida a importancia xeométrica dos invariantes da curvatura dunha variedade
Riemanniana. Funciéns tales como a curvatura escalar 7, a norma cuadrética do tensor
de Ricci ||p||* e norma cuadritica da curvatura ||R||?, foron amplamente estudiadas e
utilizadas na caracterizacion de certas clases de variedades Riemannianas. Dende o punto
de vista intrinseco, unha esfera xeodésica posie todos estes invariantes. O estudio dos
mesmos non s6 nos permite deducir propiedades das propias esferas xeodésicas, senén que
podemos trasladar a sua informacién 4 variedade ambiente para determinar tamén a sta
xeometria.

O punto de partida no noso traballo é a famosa conxetura de Gray—Vanhecke [14]. Esta
di que é posible determinar o cardcter plano dunha variedade cando o volume de todas as
stas esferas xeodésicas é o mesmo ¢6 dunha esfera euclidea do mesmo radio. Ainda que
foron feitas numerosas tentativas para respostar afirmativamente a esta cuestién, no caso
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xeral a conxetura permanece sen resolver.

Dado que o volume é unha funcién que non aporta a suficiente informacién xeométrica
da esfera xeodésica como para resolver a anterior conxetura, o seguinte paso foi inte-
grar os invariantes escalares da curvatura intrinseca. Tales integrais son o que se conece
como curvaturas escalares totais. Estas involucran de xeito decisivo informacién do tensor
de curvatura intrinseco da esfera xeodésica, chegando en certos casos, 4 posibilidade de
resolver a conxetura andloga & de Gray—Vanhecke [6], [7].

O propésito desta memoria é estudiar as curvaturas escalares totais das esferas xeodési-
cas asociadas és invariantes escalares de segunda orde: 72, ||p||? e || R||?. Tal procedemento
levarase a cabo dando unha expresion dos catro primeiros termos no desenrolo en serie de
Taylor de cada unha destas curvaturas totais para o caso dunha variedade Riemanniana
en xeral (lemas 2.3.2, 2.4.2 e 2.5.2). Tamén se inclien as expresiéns explicitas para os
espacios modelo na Seccién 3.1.

Finalmente, a comparacién dos resultados xerais cos obtidos para os espacios modelo
permitenos caracterizar os ltimos no caso da norma cuadratica total do tensor de curvatu-
ra (teoremas 3.2.1, 3.2.6 e 3.2.8). Resultados andlogos se obteran para a norma cuadrética
total do tensor de Ricci en dimensiéns baixas.



Indice Xeral

1 Introduccién

1.1

1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

Tensores basicos . . . . . . . ..
1.1.1 Variedades de Einstein . . . . . . . . . . . .. ... .. .. ...
Invariantes escalares da curvatura . . . . . . . . .. ... ... ..
A segunda forma fundamental . . . . . . .. ... L.
Coordenadas normais . . . . . . . ..o e e e e e e e e
Campos de vectores de Jacobi . . . . . . . .. ..o
Series de potencias . . . . . . . . ... e

2 Curvaturas totais de esferas xeodésicas

2.1 Volume de esferas xeodésicas . . . . . . . . . . ...
2.2 Curvatura escalar total . . . . . . . . . . ..o
2.3 Curvatura escalar cuadratica total . . . . . . . ... ... ... ... ...,
2.4 Norma cuadratica total do tensor de Ricei . . . . . . . . . .. ... ... ..
2.5 Norma cuadratica total do tensor de curvatura . . . .. .. ... ... ...
3 Aplicaciéns
3.1 Expresiéns explicitas nos espacios modelo . . . . . ... ..o
3.1.1 Variedades de curvatura seccional constante . . . . . . . . . .. ...
3.1.2 Variedades Kéhler de curvatura seccional holomorfa constante
3.1.3 Variedades cuaterniénicas Kéahler de curvatura Q-seccional constante
3.2 Caracterizacién dos espacios modelo . . . . . .. ... ... ... .. ...,

3.2.1 Variedades de curvatura seccional constante . . . . . . . . ... ...
3.2.2 Variedades K&hler de curvatura seccional holomorfa constante
3.2.3 Variedades cuaterniénicas Kéhler de curvatura Q-seccional constante

xiii

29
30
34
36
39
44

49
49
51

62
70
71

79






Capitulo 1

Introduccion

Neste capitulo introduciremos as ferramentas e convenios que precisaremos para o noso
estudio. Seguiremos, en maior medida, as notaciéns de [20], se ben os conceptos bésicos
estan asequibles en case calquera tratado adicado 6 estudio da xeometria de Riemann [18].

Sexa (M™, g) unha variedade de Riemann de dimensién n, sendo g o seu tensor métrico.
A conexién de Levi-Civita asociada denotarase por V e vén dada pola férmula de Koszul:

9(VxY,Z) = 5{Xg(Y,Z2) +Y9(Z,X) - Zg(X,Y)
—g(X, [Y7 ZD +9(K [ZvX]) +9(Z7 [Xv Y])}

onde X,Y, Z son campos de vectores en M.

1.1 Tensores basicos

Definimos o tensor de curvatura na variedade seguindo o convenio:

Rxy =Vixy) — [Vx,Vy]

onde X,Y son campos de vectores en M. A partir del, constriese o tensor de curvatura
de tipo (0,4) mediante

Rxyzw =g (RxyZ,W)

Este tensor é habitualmente dificil de manexar, polo que se recorre ds sias contracciéns.
Definese o tensor de curvatura de Ricci como a traza

pxy =tr{Z — RxzY}

Se m € M, o tensor de Ricci expresado nunha base ortonormal {eq,...,e,} de T,, M
escribese:
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n
(1.1) pxy(m) = Rxeyve,
i=1
onde X,Y € T,,M. O Lema 1.1.1 amosara que este é un tensor simétrico.
Definese tamén a curvatura escalar como a traza do tensor de Ricci, 7 = tr p, que de

novo, expresada nunha base ortonormal, se escribe como

n

(1.2) =Y pu

=1

Nos célculos que faremos para este traballo serd de vital importancia o uso de todas
as identidades que poidamos deducir do tensor de curvatura. O seguinte lema resume as
fundamentais.

Lema 1.1.1 Con respecto a unha base ortonormal {ei,...,e,} o tensor de curvatura
verifica as sequintes identidades:

Rijii = —Rjit = —Rijik = Ry
Rijri + Rigj + Rije =0
ViRjpr + Vi Ry + Vi Riji =0
A partir delas pddense deducir tamén:

> i ViRijii = Vipj — Vipjk
> Vipij =3 Vit
> ij Rijoy Rivjw = 5 2245 RijayRijow
>ij RijayViRajow = 5 225 RijayVaRijow

NI— N

Ademais, R;j actua como unha derivacion tensorial que anula a todas as funcions e verifica

2 2 _
Vii = Vii= — 1t

sobre calquera tensor covariante.

Como ultima nota introductoria, se w é un tensor, o seu laplaciano con respecto a
unha base ortonormal {ej,...,e,} en m € M, escribese:

Aw = zn:V?iw
i=1
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Sera o uso reiterado das anteriores definiciéns e identidades o que nos permitira realizar
os calculos explicitos dos primeiros termos do desenrolo en serie de Taylor do que mais
adiante introduciremos como curvaturas totais.

1.1.1 Variedades de Einstein

Unha variedade (M™,g),n > 2 dise unha variedade FEinstein, se o seu tensor de Ricci é
proporcional 6 tensor métrico, isto é,

(1.3) p=2Ag
onde A : M — R é unha funcién diferenciable. Contraendo a anterior igualdade, é claro
que A = I. Ademais, se n > 2, 7 resulta ser constante en virtude do Lema de Schur.

n

E importante sinalar que toda variedade Einstein é analitica en coordenadas normais
[9]. Ademais, como toda variedade Einstein verifica

pX.Y) =~ g(X.Y),

a norma do tensor de Ricci, [|p||? = doij=1 pgj, dunha variedade Einstein cumple que
2
2 T
pll” = —
n

En xeral, é posible detectar as variedades Einstein a partir da relacién anterior. Dado
que dita caracterizacion serd necesitada é longo desta memoria, é importante destacar:

Proposicién 1.1.2 [1] Para calquera variedade de Riemann M"™, con n > 2, temos que

1
2 2
lpll” = =7
n
con igualdade se e so se M é Einstein.

Observacién 1.1.3 Coa definicién dada anteriormente, todas as variedades de dimension
2 resultarian ser Einstein. Por esta razon, unha variedade Einstein de dimensién 2 é aquela
que verifica (1.3) esixindo ademais que A sexa constante. Asi, as variedades Einstein en
dimensién dous compdrtanse como as superfices de curvatura de Gauss constante.

En dimensién 3, a situacién non é tan rixida, ainda que o tensor de Ricci determina
por completo o tensor de curvatura:

_ T po _ pl
R—2R R

onde R? e R' son os tensores curvatura alxebraicos dados por:



4 1 Introduccién

RO(vav Z, W) = g(X, V)g(}/a Z) - g(X, Z)Q(Yv V)

Rl(X7Y7 Z7W) = Q(Xv V)p(Y,Z) _g(X7 Z)p(K V)

+p(X,V)g(Y, Z) — p(X, Z)g(Y,V)

A situacién en dimension 4 é moito méis complexa, se ben existen importantes relaciéns
entre a curvatura e a topoloxia da variedade subxacente (xeneralizaciéns do Teorema de
Gauss—Bonnet), que resultan especialmente simples cando a variedade é Einstein. Asi, a
caracteristica de Euler dunha variedade 4-dimensional compacta e orientada verifica [8]

1

M*) =

/M{TZ A Ypl? + |R|?} dM

(Véxase (1.4) para a definicién de || R||?).
Esta ecuacion resulta especialmente sinxela se a variedade é Einstein, pois en tal caso,
a integral de ||R||? é determinada completamente pola caracteristica de Euler de M*.

1.2 Invariantes escalares da curvatura

Un invariante escalar da curvatura é un polinomio nas compofientes do tensor de curvatura
e nas suas derivadas que non depende da eleccién da base ortonormal utilizada na sia
construcciéon. A orde dun invariante escalar da curvatura é o nimero total de derivadas
do tensor métrico involucradas nel. Nétese que o tensor de curvatura xa contén dias
derivadas da métrica.

A modo de exemplo, sinalar que xa apareceron nesta memoria tres invariantes escalares

da curvatura: a curvatura escalar, 7 = Z?j_l R;jij, o cadrado da curvatura escalar, 72,
=

n

ij=1
é un invariante escalar de primeira orde, 72 e ||p||? son invariantes de segunda orde. Sen
embargo, existen moitos invariantes escalares. De feito, unha base para os invariantes
escalares de baixa orde foi calculada usando a teoria dos invariantes de Weyl. O teorema
de Weyl implica que os invariantes escalares son precisamente as contracciéns totais nas

componentes do tensor de curvatura e nas suas derivadas covariantes.

e a norma do tensor de Ricci, |p[|? = X p?j. Coémpre salientar que, mentres que 7

Sexa I(k,n) o espacio de invariantes escalares da curvatura de orde 2k para unha
variedade de dimensién n. Tomemos m € M e {ey,...,e,} unha base de T,, M.

E ben conecido que se n > 2, I(1,n) é un espacio vectorial de dimensién un xerado
pola curvatura escalar 7.

Se n >4, I(2,n) é un espacio vectorial de dimensién catro xerado pola base:
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7_2

oll> = >3
(1.4) , .

IR = > Riy

Ar = Y Vir

Finalmente, para n > 6, o espacio dos invariantes de orde seis I(3,n) ten dimensién
17 e esta xerado pola seguinte base:

3
7pl?
7| R|?
p = > PijPikPik
(p@p,R) = > pijpriRiji
(p, R) = > pijRikir Rjkir
R = Y RijuiRijrsRiirs
R = > RijuRirksRjris
(1.5) Ivr|? = Y(Vir)?
IVpl? = Y(Vipjr)?
a(p) = > VipirV;pik
VR = Y(ViRjur)?
TAT
(Dp.p) = X piVigpis
(V2r,p) = (VE7)pij
(AR,R) = Y RijuViRiju
A%r

Noétense tamén as 1tiles ecuaciéns seguintes [12]:

1

S AR = (ARR)+ | VR|*
1

3 Allel* = {Ap,p) + (Vo]

E importante sinalar a existencia de moitas relaciéns entre os invariantes escalares da
curvatura 6 xeito da Proposicién 1.1.2, algunhas das cales seran amplamente utilizadas
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nesta memoria.

Recentemente, unha aplicacion interesante destes invariantes escalares foi obtida en
[17], onde se amosa que unha variedade de Riemann é localmente homoxénea se e sé se
todos os invariantes escalares da curvatura son constantes.

Remitimonos a [14] para mais informacién sobre estes invariantes. Asemade, consi-
deramos convinte sinalar neste punto que o estudio destes invariantes é un elemento es-
pecifico da xeometria de Riemann, presentando unha interpretacién radicalmente distinta
en xeometria indefinida [4], [5] e [11].

1.3 A segunda forma fundamental

A definicién do tensor de curvatura é aplicable a calquera variedade de Riemann en xeral.
Para subvariedades, e mais especificamente para hipersuperficies, a segunda forma funda-
mental, ou operador de configuracién permite relacionar a xeometria intrinseca da sub-
variedade con aquela do seu espacio ambiente.

Sexa (M, g) unha subvariedade de (M, g). Xa que o tensor métrico non é mais ca unha
restriccién do da variedade ambiente, denotaremos os dous coa mesma letra. A conexién
de Levi—Civita da subvariedade escribirase como V.

A segunda forma fundamental, II, é definida descomponendo V xY nas stias compo-
fientes tanxencial e normal & subvariedade segundo o isomorfismo canénico en cada punto
TpwM =T,,M & T,, M+, m € M, para obter,

VxY =VxY + I(X,Y)

onde X, Y son campos de vectores en M (ou calquera extensién sia a M). Por tanto,

II(X,Y) = (VxY)t

Se M é unha hipersuperficie, a segunda forma fundamental pode ser expresada como,

(X, Y)=0(X,Y)C
onde ¢ é un campo de vectores unitario normal & hipersuperficie. E claro entén que
todos os calculos que involucran a segunda forma fundamental dependen, a partir de aqui,
dun signo (segundo cal sexa o vector normal elexido), pero este signo nas férmulas que
necesitaremos cancelarase. Asi, o é un tensor de tipo (0,2) en M, que tamén se pode ver
como,

o(X,Y) = g(II(X,Y),()

O tensor o, que tamén recibe o nome de sequnda forma fundamental é metricamente
equivalente 6 operador de configuracion, T, dado por
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(1.6) o(X,Y) = g(TX,Y)

Ademais, verificase que,

(1.7) TX = -Vx(

A funcién curvatura media obtense como o invariante alxebraico do operador de con-
figuracién dado pola sia traza. Asi, con respecto a unha base ortonormal {es,...,e,} de
M, exprésase,

n
(1.8) h = g o(e;,e;)
1=2
A ecuacién bésica que relaciona a xeometria intrinseca coa extrinseca é a ecuacion de

Gauss, que mide a diferencia entre a curvatura da subvariedade e a do espacio ambiente
en termos da segunda forma fundamental:

(1.9) Rxyzw = Rxyzw + 0(X, Z)a(Y,W) — o(X,W)o(Y, Z)

sendo X,Y, Z, W campos de vectores en M. Deste xeito, a segunda forma fundamental
ten toda a informacién suplementaria para determinar a curvatura dunha subvariedade a
partir da curvatura da variedade ambiente.

1.4 Coordenadas normais

Dada unha curva v : I C R — M na variedade, denotaremos por % o campo de vectores
paramétrico no intervalo I con respeco a t, e por 7/ (t) = 'y*t(%) o vector tanxente da curva
~ correspondente 6 valor t do parametro. A derivada covariante dun campo de vectores
X denotarémola por V., X ou abreviadamante por X'.

Unha curva ~ dise unha zeodésica se:
/
V«/"}/ =0

Teorema 1.4.1 Sexan m € M ewv € T, M. Enton existe unha unica reodésica mazximal
Yo : I CR — M tal que v,(0) = m e ~,(0) = v.

A aplicacion exponencial é a aplicacién

expm : IyyM — M
v — (1)
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Tal aplicacién non esta definida, en xeral, en todo T, M, senén soamente nun entorno
estrelado da orixe, pero por comodidade de notacién omitiremos ese feito de agora en
diante.

Xeometricamente, o punto exp,,(v) estd na xeodésica -, a unha distancia [[v] de m.
Ademais, a aplicacién exponencial é un difeomorfismo local, dado que expy«0 = I1,, M, S€
identificamos T;,, M con Ty(T,,, M ). Isto significa que existe unha vecinanza U de 0 € T,,, M
e unha vecinanza V de m € M tal que exp,, : U — V é un difeomorfismo. Unha vecinanza
V deste estilo é o que se chama unha wvecinanza normal do punto m € M.

Agora consideremos S"!(r) = {x € T,,M : ||z|| = r} a esfera de radio r en T}, M. Se
o radio é tomado suficientemente pequeno como para que a esfera caia dentro da vecinanza
U definida anteriormente, a imaxe,

Gm(r) = expm(S"_l(r))

¢ unha hipersuperficie en M consistente nos puntos localizados a unha distancia xeodésica
r de m. Por tanto,

Gm(r)={pe M :d(m,p) =r}

Estas hipersuperficies son as esferas xeodésicas e constitien o obxectivo do noso traballo.
Para enfatizar que o radio se tomard suficientemente pequeno como para que a esfera
xeodésica estea dentro dunha vecinanza normal, habitualmente nos referiremos a elas como
pequenas esferas reodésicas. Nas paxinas seguintes amdsanse distintas esferas xeodésicas
sobre superficies con curvatura de Gauss constante e sobre superficies non homoxéneas.

Para cada p € Gy, (), existe un unico vector unitario u € T;,, M tal que p = expy, (ru).
Por tanto, existe unha tnica xeodésica parametrizada proporcionalmente 6 arco, y(t) =
expm (tu), conectando o centro da esfera xeodésica m co punto p da esfera. Tal xeodésica
chamase raio reodésico de m a p. En virtude do Lema de Gauss, o espacio tanxente a
G (r) en p é precisamente o conxunto de vectores en p que son ortogonales 6 raio xeodésico

~.
A bdla zeodésica de centro m e radio r definese de xeito natural como

Bp(r) ={p € M :d(m,p) <r}

E importante sinalar que as bdlas xeodésicas suficientemente pequenas corresponden
coas bélas métricas determinadas pola topoloxia da variedade (que certamente é metriza-
ble).

Para estudiar as esferas xeodésicas en vecinanzas normais cémpre un sistema de coor-
denadas axeitado. Dito sistema vird dado polas coordenadas normais de centro en m. A
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Figura 1.1: Distintas perspectivas dos dis-
cos xeodésicos nun cilindro (curvatura de
z Gauss K = 0). O radio méximo é r = .
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Figura 1.2: Distintas perspectivas dos dis-
cos xeodésicos nunha esfera (curvatura de
Gauss K = Os radios méximos son

).
rz%er:%r
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z

Figura 1.3: Distintas vistas dos discos
xeodésicos nunha pseudoesfera (curvatura
de Gauss K = —1). O radio méximo é
r=0.85
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Figura 1.4: Comparacién de dous discos
xeodésicos de radio » = 2.5 no plano de
Poincaré. Os dous discos son isométricos,
pero 6 estaren colocados en distintos pun-
tos, a deformacién que provoca a métrica
do plano hiperbdlico con respecto da
euclidea produce a impresién de que en-
tre eles hai diferencia de tamaio.
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Figura 1.5: Tres perspectivas de discos

= 3.5 no catenoide

de radio r

xeodésicos

(

).

curvatura negativa
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Figura 1.6: Discos xeodésicos no punto
plano da sela de mono. Radio maximo
r =
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s

1
» 2
90 (z,y)» sendo go a métrica euclidea.

Figura 1.7: Dous discos xeodésicos de radio r = 7 nos puntos (0,0) e (0, 1) no plano R?

dotado coa métrica g, ) = T pw—T g
10

sta construccién é como segue. Sexa exp,, a aplicacién exponencial e {ej,...,e,} unha
base ortonormal de T,,M. Cada punto p € V pode ser descrito de xeito tinico como
expm(v) con v € T, M. Descomponiendo v con respecto & base ortonormal dada pode-
mos escribir p = expm, (Z?:l xt (p)ei), onde z!(p),...,2"(p) veiien determinadas de xeito
tnico. De forma mais econémica, séese escribir,

n
' | expm g tle; =t
j=1

Este sistema de coordenadas asi obtido é o que se chama sistema de coordenadas nor-
mais con respecto 4 base {e1,...,e,} en m.

Finalmente, introduciremos dous conceptos mais que seran necesarios no estudio das
esferas xeodésicas. A funcion distancia radial, r, escribese en coordenadas normais como

n

r(p) =d(m,p) =Y _ 2'(p)’
i=1
O campo de vectores radial vén dado mediante

0 "zt 9

i=1




16 1 Introduccién

Este campo, localmente definido, coincide co gradiente da funcién distancia radial, gradr =
%. Ademais, 6 longo de cada xeodésica radial parametrizada por arco temos

<587“>~,(r) ='(r)

co cal, % ¢ un vector normal unitario de G,,(r) que apunta 6 exterior.

1.5 Campos de vectores de Jacobi

Sexa 7 : [a,b] — M unha xeodésica en M. Un campo de vectores X 6 longo de v é un
campo de vectores de Jacobi se satisfai a ecuacién diferencial de Jacobi

(1.11) X"+ Ry (X)=0

onde R, denota o operador de Jacobi definido por

(1.12) Ry(X) = Ryxy

E facil ver que este operador é autoadxunto, polo que, en virtude do cardcter definido posi-
tivo da métrica, é diagonalizable. O estudio dos seus autovalores constitie un importante
problema dentro da xeometria Riemanniana e semi—Riemanniana. Asi, o denominado
problema de Osserman consiste na determinacién das variedades (semi-)Riemannianas
que tefian operadores de Jacobi con autovalores constantes no fibrado unitario 4 variedade
[10]. Dun xeito mais xeral, os espacios simétricos Riemannianos estan caracterizados polas
propiedades de que os autovalores do operador de Jacobi 2, son constantes 6 longo de «y
e os seus autoespacios paralelos. O estudio separado de dmbalas ddas condiciéns d& lugar
a importantes clases de variedades Riemannianas [2].

Os campos de vectores de Jacobi estan fortemente relacionados coa curvatura da varie-
dade e seran a ferramenta fundamental do noso traballo. A siia interpretacion xeométrica
aparece vencellada 6 estudio das variacidons xeodésicas, no intento de atopar as curvas de
minima lonxitude unindo dous puntos dados.

Unha variacién dunha curva + é unha aplicacién:
I':[a,b] x (—e,e) — M
(s,t) —  I'(s,t)
tal que I'(s,0) = 7(s) para todo s. Fixadas constantes sg e o, a curva I'(sp, ) chdmase

transversal e a curva I'(,%o) lonxitudinal. Unha variacién dise unha variacién xeodésica
ou unha familia uniparamétrica de xeodésicas se toda curva lonxitudinal é unha xeodésica.



1.5 Campos de vectores de Jacobi 17

Chamamos campo de vectores variacional de I' 6 campo 6 longo de v que para cada s nos
da a velocidade da curva transversal I'(s,-). A seguinte proposicién proporciénanos unha
interpretacion xeométrica dos campos de vectores de Jacobi:

Proposicién 1.5.1 Un campo de vectores X ¢ longo dunha zeodésica vy € un campo de
vectores de Jacobi se e s6 se X € o campo de vectores variacional dunha variacion xeodésica
da curva 7.

Para aqueles campos de vectores de Jacobi X que verifican X (0) = 0, podemos obter
a expresion seguinte:

Proposicién 1.5.2 Sexa X un campo de vectores de Jacobi ¢ longo da zeodésica v con
condicidns iniciais X (0) =0 e X'(0) =v. Enton, X estd dado por

X(S) = €TP~(0)*s7/(0) (SU)
para todos os valores de s ¢ longo da xeodésica 7.

Por 1ltimo, salientar o feito de que, xa que todo campo de vectores de Jacobi é o
campo variacional dunha variacion xeodésica de -, podemos interpretar estes intuitiva-
mente dicindo que un campo de vectores de Jacobi 6 longo dunha xeodésica d4 unha indi-
cacién infinitesimal de como as xeodésicas vecinas se comportan con respecto da xeodésica
dada. Este feito é especialmente importante cando se consideran métricas de Lorentz na
formulacién xeométrica da Relatividade Xeral. Asi, unha familia de particulas en move-
mento inercial seguird traxectorias xeodésicas (libres de aceleracién), e os campos de Jacobi
permiten medir as aceleracions relativas que experimentan os observadores situados sobre
ditas xeodésicas [16]. Asi pois, as propiedades fisicas do sistema a estudiar transférmanse
en propiedades do operador de Jacobi (é dicir, da curvatura), co que o problema basico a
resolver é o de construir variedades Lorentzianas de tal xeito que a stia curvatura corres-
ponda cos valores preestablecidos polas propiedades do sistema.

O noso interés polos campos de Jacobi na realizaciéon do presente traballo, céntrase na
sta relacion cos campos de coordenadas normais. Para amosar esta relacion procedemos
como segue:

Sexan m € M e {ey,...,e,} unha base ortonormal de 7,,M. Denotemos as coorde-
nadas normais asociadas 4 base {ei,...,e,} en m por (x!,... 2"). Para un punto p €
G (1) consideramos o raio xeodésico v conectando m e p. Escribiremos 7(t) = expy, (tu)
sendo u € T, M, |Jul| = 1. Asi, p = expm(ru). O longo da xeodésica y podemos construir
de xeito natural tres campos de vectores:

En primeiro lugar, podemos simplemente restrinxir os campos coordenados correspon-
dentes 6 sistema de coordenadas normais {(%)'y(t) ey (8%1)7@)} 4 curva 7.

En segundo lugar, e supofiendo que v = +/(0) = e, podemos definir os campos de
vectores {F1(t), ..., E,(t)} onde cada E;(t) é obtido desplazando paralelamente e; 6 longo
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de . Nétese que con esta eleccién de e; temos que v/ (t) = F1(t) = (%)w(t)' Deste xeito,

aplicando o Lema de Gauss, T), G, (r) = 7/(r)* estd xerado por {Ea(r),..., E,(r)}.
Por dltimo, introduciremos unha base de campos de vectores de Jacobi 6 longo de +,
{Ya(),...,Y,(t)}, satisfacendo as condiciéns iniciais

(1.13) Y;(0) =0, Y/(0)=e;;, i€92,...,n}
Para valores de t suficientemente pequenos como para non chegar é primeiro punto

conxugado de m = v(0), 6 longo de v, temos que {Ya(t),...,Y,(t)} é base de v'(t)*.

Usando a Proposicién 1.5.2 é facil ver que

0
Yi(t) =t (1)
9z ) )

o que pon de manifesto a relacion existente entre os campos de Jacobi anteriormente cons-
truidos e os campos coordenados normais.

A continuacion, a relacién que hai entre os campos de vectores de Jacobi e a base
ortonormal paralela {Fi(t),..., E,(t)} permitenos derivar unha grande cantidade de in-
formacién sobre a xeometrfa da esfera no punto p. Sexa A(t) o endomorfismo de T,y Gy (2)
que expresa o cambio de base. Ponamos

(1.14) Yi(t) = A(t) Es(), i€{2,...,n}

Utilizando (1.11), (1.12), (1.13) e (1.14) obtemos que a familia de endomorfismos A(t)
satisfai a ecuacién de Jacobi matricial

(1.15) A"+ R,0A=0

(1.16) A(0)=0, A0)=1

Como aplicacién dos resultado anteriores, xa somos quen de expresar as funciéns
componentes do tensor métrico en coordenadas normais nun punto p = exp,,(ru) situado
sobre a esfera xeodésica Gy, (r) en termos do endomorfismo A. Claramente, g11(p) = 1, e,
aplicando o Lema de Gauss, g1;(p) =0, i € {2,...,n}. Por ltimo,

En consecuencia, as componientes do tensor métrico con respecto das coordenadas
normais venen dadas por

(1.17) w= 0= (5 1 (A )
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A funcion densidade de volume definese como

Om(p) = /det gp

polo que, como aplicacién de (1.17), temos

_ det (A(r))

rnfl

(1.18) Om (p)
Asemade, o operador de configuracion dunha esfera xeodésica vén dado por

To(p) X = (VX g) (p)

onde utilizamos (1.7) para o vector normal unitario entrante —%, dado por (1.10).
Tamén se verifica que

InYi ZVY2 =Vo Y, =Y/
tor or
Ent6n usando (1.14) chegamos a que
(1.19) T A=A
ou ben,
(1.20) Ton(p) = (A'A7") (r)

Contraendo o operador de configuracién segundo (1.8) obtemos unha nova expresién
para a curvatura media:

(det A)’

hin(p) = tr T(p) = tr (A’ A7Y) (r) = “det A (1)

Empregando (1.18), finalmente obtemos

(1.21) hon(p) = 222 4 Znl)

1.6 Series de potencias

Os campos de vectores de Jacobi son de vital importancia & hora de deducir informacion
sobre a curvatura da variedade. Na anterior seccién vimos como podiamos expresar os
conceptos xeométricos que nos interesan en funciéon do endomorfismo A. Sen embargo,
a ecuacion de Jacobi, que en ultima instancia nos permite expresar todos os anteriores
resultados, non é, en xeral, resoluble en termos elementais. Agora ben, podemos uti-
lizar esta para aproximar todas as expresions anteriores pola sia serie de Taylor, método
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que desenrolaremos no que segue. Véxase [20] para ampliar informacién e méis referencias.

Derivando a igualdade (1.19) séguese que

T A+ T, A= A"

co que empregando de novo (1.15), chegamos & ecuacion diferencial de Riccati

(1.22) T, +T:+R, =0

Para obter as férmulas correspondentes as series de potencias dos distintos tensores,
utilizaremos o método de Ledger. Para elo definimos

(1.23) C(r) =rTn(p)

Estéa claro que podemos facer o desenrolo en serie de potencias como

T 7"2
C(r)=C(0) + i C'(0) + 51 C"(0) +...

e tendo en conta que (1.22) é equivalente a

(1.24) rC'+C?*—~C+r*R, =0

tomando a derivada n-ésima e avaliando en r = 0 obtemos finalmente a férmula de re-
cursion de Ledger:

n

(1.25) (n — 1) C™(0) = —n (n — 1) R™=2)(0) — zn: < . ) c®0)c R (0),n e N
k=0

Empregando a férmula de recursion de Ledger obtemos un importante método para

derivar as expresiéns de todos os tensores de curvatura que necesitaremos para este tra-
ballo.

Tendo en conta que o noso obxectivo ultimo é o de atopar os primeiros termos no de-
senrolo en serie de Taylor das integrais dos invariantes escalares da curvatura das esferas
xeodésicas, precisamos conecer os correspondentes & segunda forma fundamental de ditas
esferas (Lema 1.6.1), & funcién densidade de volume (Lema 1.6.3) e 6 tensor curvatura na
sta forma de tipo (0,4), 6 tensor de Ricci e & curvatura escalar (lemas 1.6.5, 1.6.6 e 1.6.7).

O seguinte resultado consiste sinxelamente en empregar a férmula (1.25) xunto con
(1.23) e (1.6). A expresién obtida pode atoparse, por exemplo, en [7] e [12].
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Lema 1.6.1 [7] Sexa o(p) a sequnda forma fundamental da esfera zeodésica Gy, (1) en
p = expm(ru). Enton:

1 r r2

oij(p) = =0ij — 3 Rivju(m) — — (VuLRiuju) (M)
r 3 4
1 I ¢
3 2
—r (10 Vi Rivju + 15 CE:1 RwiuRC“J’“) (m)

4
~% (3 V2 o Ringu + = Zv ReviuReuju + 5 Zv RCWRM> (m)

c=1

(30 4 45 & 24 s
T man vuuuuRzuju + 7 Cz:l VuRcuiuvuRcuju + 7 Cz:l vuuRcm'uRcuju

24
+7 Z V RCU]URCU’LU + Z RcuduRcuzuRdUJu (m) + O (TG)

c,d=1

Tomando trazas na anterior ecuacién segundo a definicién (1.8) chegamos 6 seguinte

resultado.

Lema 1.6.2 [7] Sexa h(p) a curvatura media da esfera zeodésica G (r) en p = expy,(ru).
Enton:

n—1 r r?
h = - 5 Puu - uPun
0 = " L pam) = T (Vupua) (m)
—r? 1 p E R? (m)
10 uu uw Cd . cudu

o 2y +2Zn:VR R (m)
wuuPuu 3 et uLleudutleudu

24 \ 3
[ 30 45 &
20\ 7 VawwuPuu + 7 Z (VuReudu) 2 Z ViR eudu Reud

c,d=1 c,d=1

Z RevduRevenRaueu (m) +0 (7'6)

c,d,e=1
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Procedendo de xeito andlogo e utilizando agora (1.21), tense

Lema 1.6.3 [7] Seza 0,, a funcidn densidade de volume con respecto a unha carta normal
centrada en m € M. Se p = expp(ru), entdn:

r? e
Om(p) = 1= —pu(m)— = (Vupuu) (M)
6 12
4
T 3
+ﬂ —g V?mpuu + puu T Z Rcudu m
cd 1
o 2 ) 2 «
+1720 _g Viuupuu + gpuuvul)uu - g C%_:l vu"{:icuduRcudu (m)
’r‘6 ) 4 2 5 2
+ﬁ0 _? Vuuuupuu +3 puuvuupuu + 5 (VUPUU)

n

15
- = —— Z v cudu cudu ﬂ Z (VuRcudu)2
cd 1 c,d=1

n

2
Z RcuduRcueuRdueu + 5 Puu Z Rcudu (m) + @) (T7)
c,d,e=1 3 c,d=1

16

A continuacién calcularemos os desenrolos en serie de potencias dos tensores de cur-
vatura intrinsecos das esferas xeodésicas. Posteriormente, utilizaremos estes desenrolos
para calcular as series de potencias dos invariantes da curvatura e das curvaturas totais
de segunda orde, niicleo esencial deste traballo.

En primeiro lugar, cémpre o sinxelo resultado seguinte.

Lema 1.6.4 Con respecto d base paralela {En, ..., E,} temos:

2
T r
Rig(p) = Riju(m) + 37 (Vu Rijra) (m) + o (V2, Rijit) (m) + ...
2
T T
pii(p) = pij(m)+ T (Vupij) (m) + 5 (V2. pij) (m) + ...

r 2
T(p) = 7(m)+ i (Vu1)(m)+ 51 (Viu 7') (m)+...
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O lema anterior, xunto co Lema 1.6.1 permiten, por medio da ecuacién de Gauss (1.9),
obter o tensor de curvatura de Riemann dunha esfera xeodésica. En [7], obténse a seguinte
expansion ata o termo de grao 3 (R3). Nés necesitaremos un termo adicional.

Lema 1.6.5 Seza R o tensor de curvatura dunha pequena esfera zeodésica Gp,(r). Se
p = exppy(ru), enton:

Rijii(p) = R_ar™% + Ro(m) + Ri(m) r + Ro(m) r? + R3(m) r® + Ra(m)r* + O (r°)
onde os coeficientes R; verien dados por:
R o = 605 — 0udjk

1 1 1 1
Ry = Rijr — 5 Rjuwdix + 3 Rjurudin + 3 R djr — 3 Riukudji

3

1 1 1 1
Ry = VR — 1 Vuljuiudik + 1 VuRjukudi + 1 VuRiuiudjr — 1 VuRiukudji

1
Ry = QvguRz]kl v R]ulu5ik+1 V R]ukuéil'i_l V Rzuluéjk

10 0 0

1
_TO vguRiukuéjl Z Rcu]uRculuézk + Z RcuguRcuku(szl
+i§n:R wReutad —izn:R Reukudt — = RuutuRyuke + ~ Ritu R
5 it cuiutleuluYjk 45 s cuiutleukufjl 9 tuludljuku 9 tuku{ljulu
V R &—izn:VR R'5'—izn:VR~R 0;
wuutiuku 95l 79 p utleuludlcujuik 79 i udleujudteulufik
Zv RcukuRcu]u5zl + Zv Rcu]uRcuku(Szl + Zv RculuRcuzuéjk

1 n
+72 z_; VuRcuiuRculuéjk Z \% RcukuRcuzu5 Z \4 RcmuRcuku5jl

1 1 1 1
+E vuRjuluRiuku - ﬁ vuRjukuRiulu - E vuRiuluRjuku + E Vu]%iuk:u]%julu
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1 4 1 2

1 1
_% viuR]ukuRwlu - % ViuRzuluR]uku + % viuRzukuR]ulu

210 Zvuu culu cugu ik — 210 ZV RcujuRculu(Sik

1 — 1 &
+315 ;ViuRmmRmuéa + 315 ;ViuRcujuRmau
1 — 1 &
+m ;viuRculuRcuiufsjk + m ;VﬁuRcuchuluéjk
LZV 5 izn:VQR‘R Y
210 cuku cuiuYjl 210 - wudtcuivdleuku 95l
L S Riuta Vi Ryt + — Vo Rineu Vo
16 utYiulu V udljuku 16 utViuku VY udljulu
112 ZV RewjuVuReuubik + m ZV RewjuVuReukudil
1 n
+igg 2 VeReinVuFeundje 175 Zv Reuin ¥V Reutu 1
1 n
+ﬁ ZRleuRCuiuRcuku - 135 ZRzuluRcujuRcuku
1

Y Z R]ukuRcuzuRculu 135 Z RzukuRCUJuRculu

c=1

1 " 1 n
_% Z RcuduRculuRdujuéik - % Z RCUduRCujuRdulu(Sik
c,d=1 ed=1
1 1 n
+% Z RcuduRcukuRdu]uézl + — 945 Z RCUdURCUjuRduku(sil
c,d=1 cd=1
1 n
To15 Z Reudu Reutu Rauindjk + o= 945 Z ReuduReviuRaurudiik

c,d=1 c,d=1
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1

n n
_% Z RcuduRcuk’uRduiu(sjl - % Z RCUduRCu’iuRduku(sjl

c,d=1 c,d=1

En [7], ddbase o desenrolo en serie de potencias do tensor de Ricci dunha esfera
xeodésica ata a orde 3 (p3). De novo, nés empregaremos un termo adicional. Pola
definicién (1.1) temos:

Lema 1.6.6 Sexa p o tensor de Ricci dunha pequena esfera xeodésica Gp,(r). Se p =
expm(ru), enton:

Pij(p) = p—2 ™ + po(m) + pr(m) v + pa(m) r* + p3(m) r® + pa(m)r* + O (1°)

onde:

p—2 = (n—2)d;
~ 1 n
po = pij 3 Puudij — 3 Riuju
~ 1 n+1
P1r = vupij - Z vupuu52] - 4 vuRzUJu
~ 1 n+ 2
P2 = 5 Viung 10 Vzupuuéz] 0 v2 Riuju
n + 2
+9 puuRw]u - 45 Z Rcudu ) ZRcmuRCU]u
c,d=1
~ 1 1 on + 3 1
1 n —l— 3
+E puuvuRzuju - Z \Y Rcu]uRcmu
n + 3 R
Z \Y RcuzuRcu]u - % Z VuRcuduRcudu(sij
c,d=1
~ 1 1 n+4
P = ﬂ viuuupw - @ vﬁuuupuu(sl] 68 viuuuRWJU
1 1 n+4
+% vgupuuRWju + — 30 Puuv2 wuju 210 Zv RcujuRcuiu
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o n+ 4
210 ZV RcuchuJu - 105 dzlv cuduRcuduéij
c
1 n+4
+T6 vupuuvuRWJu - 112 Zv Rcuzuv Rcugu
R J—
T a (vuRcudu)2 61']' + — Z puuRcuiuRcuju
12 2= 135 £
2(n+4) < 1
W Z RcuduRcujuRduzu + — 135 Z RcuduRzu]u
c,d=1 c,d=1
9 n
_% Z RcuduRcueuRdueuézj
c,d,e=1

Finalmente con (1.2) chegamos a unha expresién xa deducida en [12] para a curvatura
escalar:

Lema 1.6.7 [12] Sexa T a curvatura escalar dunha pequena esfera zeodésica G, (r). Se
p = expp,(ru), enton:
F(p) = Toar 2+ T(m) + 7 (m) r + Ta(m) 12 + T3 (m) r® + Fy(m) r* + O (+°)

onde:

_ 2(n+1)
" = T— ——%— Puu

3
- n+ 2
B 1 n+3 1 2n+1 -
T2 = B} V?LuT T3 viupuu +3 9 2 Z RC“d“

c,d=1

_ 1, 4 1 ntl §
™ = 6 vuuu 18 wuuPuu + 6 PunV uPun — 1 Z VulteuduBReudu

c,d=1
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~ 1 n—+5 1
T4 = ﬂ viuuu’r - 84 viuuupuu 15 Vuupuupuu
243 & 1 2n+3 ¢
- 105 ;1V RevauRevdu + E (Vuﬂuu 2 - 112 Z \4 RCUdU
c d=1
2(2n + 3) -
puu Z Rcudu - f Z RcuduRcueuRdueu

c,d=1 c,d,e=1
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Capitulo 2

Curvaturas totais de esferas
xeodésicas

No capitulo anterior, rematamos dando os primeiros termos do desenrolo en serie de po-
tencias dos mais importantes tensores curvatura intrinsecos das esferas xeodésicas. Agora
utilizaremos eses resultados para calcular os invariantes de primeira e segunda orde. Pos-
teriormente integraremos as funcions resultantes para dar unha aproximacién en desenrolo
de serie de Taylor do que chamaremos as curvaturas totais de esferas xeodésicas. (Asumire-
mos, como anteriormente, que os tensores definidos nunha esfera xeodésica se denotaran
cun tilde).

Se ben os primeiros termos dos desenrolos correspondentes s invariantes escalares
considerados ( 7,72, ||p||, ||R]|?), xa eran cofiecidos en [7], para o noso estudio foi nece-
sario obter dous novos termos que seran explicitados 6 longo deste capitulo. Ademais,
escribiremos os seis primeiros termos correspondentes 6s desenrolos das stuas integrais.

Observacién 2.0.8 En primeiro lugar, sinalamos a razén da non inclusién no noso es-
tudio da informacién relativa 6 invariante escalar dado polo laplaciano da curvatura es-
calar. Recordemos para iso que nunha variedade de Riemann, o laplaciano dunha funcién
f: M — R vén dado por Af = div(grad f). O Teorema da Diverxencia asegura que

/M div(X) = /8 X

sendo U o vector unitario normal sainte de M. Tendo en conta que as esferas xeodésicas
non posuden borde,

/ AFdu = / div(gradT)du = / (gradT, g) =0
G (1) G (1) OGm (1) or

razén pola cal, no noso estudio non incluimos A7, xa que dita curvatura total non nos
aporta ningunha informacién.

29
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2.1 Volume de esferas xeodésicas

A orixe histérica do noso traballo é a famosa conxetura do volume de Gray-Vanhecke [14].
Tal conxetura afirma que é posible caracterizar os espacios localmente planos a partir do
volume das stias pequenas esferas xeodésicas. Sinalar que, ainda que se cofiecen numerosas
respostas parciais, esta conxetura non foi ata o momento resolta no caso xeral.

Ainda que nés non imos utilizar explicitamente o desenrolo en serie de Taylor do volume
de pequenas esferas xeodésicas, incluirémolo no noso estudio por razons de completitude,
e porque as ferramentas necesarias para o calculo das curvaturas totais seran similares
calculo deste.

De agora en diante denotaremos por

n

c nm?2
1=
B!

o volume da esfera unidade S"~'(1) no espacio euclideo R™. Aqui (%)! =T (2 + 1), onde

I' é a funcién gamma:
o0 o0 9
I'(a) :/ ettt dt :/ e U2 at
0 —00

Véxase [13] para unha discusién mais detallada deste cdlculo.

A continuacién esboézase a demostracién do calculo dos primeiros termos da serie de
Taylor do volume de esferas xeodésicas empregando esencialmente o método desenrolado
n [13] e [14].

Lema 2.1.1 [14] Seza (M, g) unha variedade de Riemann. Enton, o volume V(G (1))
dunha pequena esfera zeodésica de radio v no punto m € M é:

V(Gn(r) = coc1 ™ {1+ aar® +aurt + g’ + 0 (r")}

onde

1
a9 = —%T(m)
- A
a1 = o { g IR+ g5 P+ 757 = 5 T}<m>
1 Lo 1 sy , 4
_ _ RIZ+—
a6 n (n+2) (n—|—4){ 12067 270 I + 75p TIEIT+ 55557
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_ 2 . 5 o 5 < 1 )
“ogz PO PR e 0 ) = e B B 1 V7
1 , 1 1 , 1 1

— —alp) — — AT — (A

501 IVol* + 13 a(p) 591 IVR||" + 50 TAT+ 10 (Ap, p)
1 1

v 2 o - 2

T80 VTP~ g (AR RN g5 A T} (m)
Demostracion.

En [14] probouse que o elemento de volume dunha esfera xeodésica suficientemente pe-
quena G, (r) é r"~10,,du, sendo du o elemento de volume da esfera euclidea S"~1(1). En
consecuencia, o volume dunha esfera xeodésica é:

(2.1) rl /Sn_l O (exppm, (Tu))du

No primeiro capitulo acadamos os primeiros termos do desenrolo en serie de potencias
da funcién densidade de volume 6,,. Asi, chegamos a unha expresién do tipo:

Om(expm(ru)) =1+ 92(u) 1 + y3(u) r* + a(u) 1 + y5(w) r° + 76 (u) 0 + O (1)

onde os ~; correspéndense cos coeficientes dados no Lema 1.6.3. Substituindo en (2.1)
obtemos:

rt (cnl + 7‘2/ v (u)du + 7“3/ v3(u)du
Sn—1 Sn—1
+rd / Ya(uw)du + 7 / s (w)du + 1 /
Sn—1 Sn—1

~v6(u)du + O (r7))
Snfl

Empregamos agora unha férmula dada en [13] para a integracién de polinomios en
esferas. Sexan i1,...,1%; indices distintos. En primeiro lugar, debido as simetrias da esfera

(2.2) /Sn_l xfll . xz:du =0
se algiin j; é impar. Denotemos agora | = j1 + ... + ji, € definamos:

k)= (k—1)-...-31

para k par. Enton, cando ji,...,ji son todos pares:
2.3 Iy = e, J1). k)
(2:3) /Sl“" T S O ) (- 2)
Fixada unha base ortonormal {ej,...,e,} de T, M e un tensor w de tipo (0,k) en

T M, podemos escribir
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n n
Wy..ou — E e E mil- e ~mikwi1_._ik

i1=1 =1

sendo u = Y i | Tie;.

Logo, se k é impar, empregando (2.2) dedticese que

Sn—1

En particular, isto significa que

| mwdu= [ sudu=o
Snfl Snfl

Se k é par, non é dificil obter, empregando (2.2) e (2.3) que para os primeiros valores
pares de k é:

n
/ Wyudu = Cp1 E Wi
-1
S i=1
n n n
/ Wyuud = Cp—1 g Wiijj‘l' g Wijij+§ Wijji
Snfl

ij=1 ij=1 ij=1
n n n n
/ 1wuuuuuudu = Cp-1 g Wiijjkk + E Wiijkik + g Wiijkkj + E Wijijkk
s i k=1 irj k=1 i k=1 i k=1
n n n n
+ E Wijikjk + E Wijikkj + E Wijjikk + E Wijjkik
Zvjvkzl 27J7k:1 7’7]7k:1 l7j7k:1
n n n n
+ E Wijjkki + E Wijkijk + E Wijkikj + E Wijkjik
i, k=1 i k=1 i k=1 i, k=1
n n n
+ E Wijkjki T § Wijkkij T § Wijkkji
ijk=1 ijk=1 ij. k=1

Nestes intres sé resta facer a integraciéon dos ~;(u). Pero tendo en conta a expresién
anterior, e empregando reiteradamente o Lema 1.1.1, obténense os seguintes resultados:
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/_1 Puudu
/  Pudu

2
Viupuudu
Sn—

n
2
/ 1 > Rj,du
St =1

/ Pt
Snfl

/ (Vpun)? du
Sn—l

/ . Puuviul)uudu

4
- Vo Puudis

n

1,j=1

n
/ E RiujuRiukuRjukudu
n—1
ST G k=1

n
J) 2 (Vugdu

1,j=1

/5’”1 Z viuszuRw]udu

3,j=1

Cn—1
n

Cn—1
n(n +2)
2¢p-1
n(n+2)

Cn1 (3 2 2
— IR
=t (S IRIe + 1o1?)

Cn—1
n(n+2)(n+4)

Cn—1

n(n+2)(n+4)
Cn—1
n(n+2)(n+4)

—4(p@p,R) +4p+27TAT)

@2llel* + 72)

AT

(67]p* + 7° +8p)

Vol + 4V + 4a(p))

(6 (V?7,p) +2(Ap, p)

Cn—1
n(n+2)(n+4)

+4(p, ) — 12{p® p, ) + 16 (V°7, p) — 14| V|

(20a(p) —2(AR, R) — 6(Ap,p)

+5Hvru2+12ﬁ—2R—8E+9A2T)

n(n +Cg§<1vz +4) (6 {p. 1) +4{p@ p, R)

3
+3 7RI+ rlol?)

Cn— 9 . LT o
n(n+2)(1n_|_4) <2<p,R>—|— P+§R— R)
n(n +cg)_(1n+4) (BIIVR|? +11(|Vp|* — 10a(p))
o +C;)‘(1n+ 5 (5(AR B) +3(Ap, p) — 4(p, )

+2(p® p, R) — <v2r,p>—2ﬁ+2fz+8§>

sendo todas as demais integrais nulas por involucrar un ntimero impar de variables.
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Por tdltimo, considerando todas estas identidades e a definicion dos ;, operando chégase
o resultado requerido. O

2.2 Curvatura escalar total

Ainda que non a utilizaremos, por completidute, incluiremos a continuacién os primeiros
termos do desenrolo en serie de Taylor da curvatura escalar total, resultado que pode ser
atopado tamén en [12].

Definimos a curvatura escalar total dunha esfera xeodésica Gy, (r) como

(2.4) /Gm(r) T

Integrando 1.6.7 obtense:

Lema 2.2.1 [12] Seza (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Entdn

/ F=cpqg "t {a,g r2+ap+asr’+aurt+0 (r5)}
Gm(r)

onde

n—3) (n—2
ay = (=3 (n=2) 2575 )T(m)
1 (n+2)(n+3), .9 n2+5n+21 .,
= — R - e
@2 n(n+2){ 120 IR+ 15 ol
n?—Tn—-6 5 (n—3)(n—2)
- A
+ ™ T 50 T}(m)

N 1 n2—9n—-34 5 n?43n+17 1ol
LT nnt2) (nt4) 1296 270 p
(n+1)(n+2) s 4 (n*+9n—106)

N /N 7 R

T TIEIT 2835 P

4 (n2+9n—1 — 2 (n?2+9n—1 .
4 )<p®p,R>+ ( )<p,R>

945 315
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11n2499n —158 o 5n2+45n—278 =

4536 1134
n? —5n —22 5 n®+9n+188 )
1 IVTIF VA
(n—3)(n+12) (n+4)(n+5) 9
+ 112 a(p) 291 IVR|
(n—9)(n+2) n? +9n + 69
- 7A — (A
a0 AT T B
(n—3)(9n+38) (v >_n2+9n+6<AR R)
840 P 168 :
- -2
7(” 3) (n )AzT} (m)
112

Demostracion.

Como vimos anteriormente, o elemento de volume dunha esfera xeodésica suficientemente
pequena G, (r) é r" 10,,du sendo du o elemento de volume da esfera euclidea S™~1(1).
En consecuencia a definicién (2.4) transférmase en:

7=yt T expm, (ru))du
(25 L 7= o Capntrua

Agora ben, o desenrolo en serie de potencias das funciéns 7 e 6,, estd dado nos lemas
1.6.7 e 1.6.3 respectivamente. Facendo o producto de Cauchy destas duas series de poten-
cias chegamos a unha expresién do tipo:

(TO) (expm(ru)) = Toor 24 (2T +70)+ (3To+71) "
+ (T2 +nTo+7) P+ (T2 +13T0+ 72T+ 73) 7
+ (VT2 + 7470 + 3T + Y2 T2+ 74) 71+ O (r°)
onde o0s v; son os coeficientes da serie de 0,,,, e 0s T; os coeficientes da serie de 7.

Agora, procedemos de forma andloga ¢ feito no Lema 2.1.1, tendo en conta ademais
que

V2 rdu = =l Ar
Sn—1 n
2cn—1 2
u uPuud = Ty
. VuT Vyupuudu nn+2) IN&al
2 Cn—1 2
uu d = —— (2 ) A
/Sn_lp Vi Tdu n(n+2)( (V*1,p) + TAT)
Vi oordu = —L (2(V27,p) + | V7|* + 3 A7)

gn—1 e n(n + 2)
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Facendo operacions chégase 6 resultado. U

2.3 Curvatura escalar cuadratica total

En [7] obtense o desenrolo en serie de potencias do cadrado da curvatura escalar nunha
esfera xeodésica ata o termo de orde cero. Elevando é cadrado a serie obtida no Lema
1.6.7 conseguimos expresar dous termos adicionais que precisaremos neste traballo:

Lema 2.3.1 Sexa T a curvatura escalar dunha pequena esfera zeodésica G, (r). Se p =
expm (ru), enton:

?2(p) =1 4+ t~_2(m) r2 4 t~_1(m) rl 4 tNO(m) +1 (m)r+ %vg(m) 2+ 0 (7"3)

onde
ty = (n—1)7>%*n-2)?
Ty = 2(—2)(n—1) <T— 2(”;1)%)
~ 2
i1 = 2(n—-2)(n—1) (vuT _nt vupw>
o = m-Dm-2)v2r— 202 1)(”5 20 E3) 52
2
L 4(n+1) O + 2(3n°+n+4) o2
3 9
2(n—2)(n—1)2n+1) <
- 45 Z Rcudu
c,d=1
5o (n—1)(n—2) Vo (n—2)(n—1)(n+4) Vo
3 9
4 1
+27Vyr — (n+2) 7 Vupuu — %’HpuuvuT

n

) Z vu Rcudu Rcudu
c,d=1

(n—1)(n-2)(n+1
9

—i—(n2 + 1+ 2) puu VuPuu —
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7 _ (=1Dh-2) (n—1)(n—-2)(n+5)

e T o

2(n+3) 2(n+1)
5 3

4
Vv Puu

—+7 V?WT — T viupuu - Puu ViuT

2(n—1)(n—-2)B3n+2) <
105 2. Vi

2(3n%+5n+38)

15 Rcudu Rcudu

Puu viupuu -

c,d=1

3n2+5n+10

vuuu2
3 (Vupuu)

+ (vuT)2 - (n + 2)vuT Voupuu +

n n

n—1)(n-2)(2n+3 2 2n + 1)
_( i 56 it ) Z (VURCUdU)2 + 9 Tpiu Z Rcudu
c,d=1 c,d=1

4(n+1) 4(n?+1) <
_T piu + T Z puuRgudu
c,d=1

An—1)n—-2)2n+3) <&
4 (n—1)( — )( ) CgchuduRcueuRdueu

Demostracion.
Séguese trivialmente do Lema 1.6.7 que

Trexpm(ru)) = Trr 427 07r 2427 o7 r !

(?3 +27_9 ?2) + (2?0?1 +27_9 ?3) r
+ (427072 +27-27) >+ O (r?)

onde os 7; son os coeficientes do desenrolo de 7. O resultado obtense despois de substituir
cada T; polo seu valor e facer operacidns. O

Definimos a curvatura escalar cuadrdtica total dunha esfera xeodésica G,,(r) como

(2.6) / 72
Gm(r)

Integrando a serie de potencias obtida no lema anterior obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.3.2 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Entdn
/ 72 =cp ! {a_4 Tt asr?fag+ayr’ +0 (r3)}
m(r)

onde
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a_y=(Mn—-2)7°(n-1)>3

2
oy — _(n —5) (n ;nQ) (n—1) #(m)

1 (n—2) (n—1) (n*+13n+ 10) IR
W= n+2) 120
nt+10n3 +43n? —14n+120 , o, nt—14n3+29n? —60n — 188 ,
+ o™+ T
45 72
(n—>5) (n—2)%* (n—1)
— A
20 7o (m)
1 nt —18n3 +n? +132n — 428
g = — T
T n(n+2) (n+4) 1296
(n+2) (n®+4n? + 7n — 248) | H2+n4+6n3—55n2—324n—156 IR
- T T
270 P 720
+4 (n* +18n3 + 61n? + 2028 n + 580)
2835 p
4(n4+18n3+131n2+978n+720)< o T)
045 P& p,
2 (n* +18n3 —9n? 4+ 1387 + 20 . nt—10n3 —23n2 — 1000 — 540
+ ( )<p,R>+ Nl
315 112
(n—2) (n—1) (11n? +231n — 338) 3 (n—2) (n—1) (5n%+105n — 566) B
B 4536 B 1134
+n4+18n3+425n2—632n—|—1196 v ||2+n4+18n3—23n2+712n—|—300 )
(6%
224 P 112 P
(n—2) (n—1) (n+2) (n+19) 5 n'—14n3+5n% —4n — 396
— A
224 IVEI+ 120 T
+n4+18n3+131n2—142n+440<A >
105 ps P
(n—2) (n—1) (n*+21n+10)
_ AR,R
163 (AR, R)
(n—2) (9n° +40n% — 7T1n +470) _, (n—=5(n—-272m-1)
— A
* 840 (Vor ) 112 ™ (m)
Demostracion.

Considerando o elemento de volume dunha esfera xeodésica suficientemente pequena, a
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definicién (2.6) transférmase en:

72 =pnt 72 expm (ru))du
(2.7) /Gm(r)T = /Sn_l( Om) (expm(ru))d

Empregando o desenrolo en serie de potencias das funciéns 72 e 6,,, dado nos lemas
2.3.1 e 1.6.3, e facendo o seu producto de Cauchy obtemos:

(720, (expm(ru)) = t_gr t+ (72 tg+to)r 2+ (73 tg+ ?,1) rt
+ (74 toa+yatoo+ t~o) + (75 toa+ystoo+yetog + t~1) r
+ (’}’6 ;_4 + Y4 ;_2 + 73 ;_1 + v ;0 + ZQ) r? + O (7’3)
onde o0s ; son os coeficientes da serie de 0,,, e 0s t; os coeficientes da serie de 72.

Empregando agora o procedemento de demostraciéns anteriores (lemas 2.1.1 e 2.2.1),
a partir de (2.7), e utilizando a expresién

Vor)du = 2L ||vr|?
(V)
Sn—1 n

obtemos a férmula requerida despois de facer operacions. [l

2.4 Norma cuadratica total do tensor de Ricci

De novo, en [7] dése unha expresién da serie de potencias para ||p]|? ata o termo inde-
pendente. Utilizando o Lema 1.6.6, podemos explicitar dous termos adicionais de dita
serie:

Lema 2.4.1 Seza ||p|| a norma do tensor de Ricci dunha pequena esfera zeodésica Gy, ().
Se p = exppy(ru), entdn:

1PN () = 0-ar™ + @-2(m) 772 + o1 (m) 1= + @o(m) + 21(m) r + G2(m) 1 + O (r°)

onde

0_4 = (n—l)(n—2)2

02 = 2(n-2) <T_2(n3—|— D Puu>
n+ 2

E_l = 2 (’)’L — 2) <vu7- — vUpuu>
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00

01

02

2(n—2)(n+3 2
(n—2) v?uﬂ'_ ( 5)( )vzupuu_?)TPuu
n
5(n+2)
Hipl? =2 Y2+ =5 i
c=1

n

n®4+6n+4
Z pcdRcudu T Z Rcudu

c,d=1 c,d=1
n — n—2)(n+4 2
v?mu - ( )( ) viuupuu - *puuvuT
3 9 3
1 - - 5(n+3
_5 Tvupuu +2 Z pcdvupcd -4 Z pcuvupcu + (6) puuvupuu

c,d=1 c=1

n

2N —
Z pcdv Rcudu - ? Z vupcd]:icudu
c,d=1 c,d=1

n+1

n

Z vu Rcudu Rcudu
c,d=1

(n+1)(n+4)
18

1

n—2 n—2)(n+>
V4 ( >( ) vﬁuuupuu - S Tviupuu -

1 2
12 vuuuT 49 Y puuvuuT

3

n+4
+ ;1 pcdvuupcd 2 Zpau wPeu T 3 puuVQ Puu
c

n—|—2

n n
n
2
E pcdvuuRcudu - g E vuupcdRcudu
c,d=1 c,d=1

n

3n?+16n + 12 5
A 1D DA

1
RevauRevdu — §VUT vupuu
c,d=1

3n?2+16n+19 <«
112 Z (vuRcudu)2

c,d=1

on+ 21
_i_i

2

n

n
n+1
-2 g ( upcu + § upcd 2_ § vupcdv Reydu
c,d=1 c,d=1

T Z cudu — puu + Z PuuPedReudu
c,d=1 c,d=1
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2302 +16n+12) <«
( 945 ) Z RcuduRcueuRdueu

c,d,e=1 c,d,e=1

2(n+2) &
_(45) Z PcdRcueuRdueu +

Demostracion.
Tendo en conta a definicién

n
~12 _ ~2
Ioll* = E Pij
4,j=2
s6 hai que elevar 6 cadrado a serie obtida no Lema 1.6.6, de xeito andlogo a outros
lemas considerados anteriormente, e contraer os indices resultantes segundo a definicién
anterior. 0

Definese a norma cuadrdtica total do tensor de Ricci dunha esfera xeodésica Gy, (1)
cOmo

(2.8) / T&
Gm(r)

Integrando a serie de potencias obtida no lema anterior obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.4.2 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Entén

/ 121> = o1 " Hacar ™ taar 2+ ag + aar® + O (1) }
Gm(r

onde
ay = (n—2)%(n-1)
n—>5) (n—2)>
a_g = ! )67(1 )T(m)
1 n?—9n?—16n—-20 _
“w = n(n—l—?){_ 120 1%
n3+31n?—16n—-120 ., n3—13n>—16n+44 ,
+ loll” + T
45 72
(n—5) (71—2)2
— 20 AT 3 (m)
1 nd—17n? —112n—4 4
« = — T
2 n(n+2) (n+4) 1296
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(n+2) (n*+25n+ 14) (n+2) (n? —15n — 66)

o 2 2
270 Tllpl” + 0 7| R
4 (n®+187n% +395n +1310) . 2 (n+2) (n2+10n—10
+ ( )p+ ( )<p,R>
2835 315

2 (2n® +94n? — 2250 — 180) —

- R
YT (p®p, R)
(n+2) (11n2+103n+338)R (n+2) (5n2+253n+566)§
4536 1134
n? —9n? — 116 n + 120 5  n3+61n?—60n— 1238 5
+ e IV7I? + 51 IVl
n3 4+ 61n% + 164n + 330 nd —23n% — 88n — 118 9
+ D a(p) — 591 VR
+n3—13n2—56n+108 A +n3+47n2+80n—440<A >
120 T 105 PP
9n3 +143n% — 6801 + 940 ,_,
v
(n+2) (n> —11n — 10) (n—5) (n—2)?%
— A - A
168 (AR, R) 112 ™ (m)
Demostracion.

Considerando o elemento de volume dunha esfera xeodésica suficientemente pequena, a
definicién (2.8) transférmase en:

p|I? =t 7% expm(ru))du
(29) L WA= [ 7R ) tezpn )

Desenrolando en serie de potencias as funciéns ||p]|? e 6,,, (dadas nos lemas 2.4.1 e
1.6.3), e facendo o seu producto de Cauchy obtemos unha expresién do tipo:

(191%6m) (expm(ru)) = -ar™ + (y2@-a+0-2) 1>+ (y30-4 + 0-1) 7"

+(v40-4+720-2+00) + (V50-4 +730-2+720-1+01) "
+ (Y6 0-4 +740-2+730-1+7200 + 82) r* + O (r?)

onde os 7; son os coeficientes da serie de 6,,, e os g; os coeficientes da serie de ||p]|?.

Levando a cabo o mesmo procedemento de demostraciéns anteriores en (2.9), e uti-
lizando as igualdades
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n
/ ) Z Pij Vuupij du
S

3,j=1

Snfl "
=1
|3 (Vups)du
Snfl

ij=1

[ X

=1

/gn—l Z vupij Vu Rzugudu

ij=1

n
/ ) Puu Z Pij Rzuyudu
Sn—

ij=1

n
/ Z Pij RzukuRJukudu
SM i gk=1

n
/ ) Z Pij viuRiujudU
Sn—

,j=1

n
/Snl Z Viu,oij Riujudu

3,j=1

Cn—1
—= |pl”
mn

Cn—1 o 2
_&ml (9
n 1 2) 2p+ 7lpll*)
Cn—1
== |lpl?

n

Cn—1
A
- (Ap, p)

% ((V*7.0) + (8p.p) = (0 © p. B) + )
Cn—1

Vol

Cn— 1
s (FI9P+ 196P + a(a))

n(n+ 2)

% (31Vol* —2a(p))
Cn—1 R 2

sty @l n R+ 7lol?)

i (3100

sy () +3(800) + 2 0 R) —27)
Cn—1 1

e (2 (AR, R) + (Ap, p)

O resultado séguese agora operando. O
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2.5 Norma cuadratica total do tensor de curvatura

Utilizando o Lema 1.6.5 obténense dous termos madis ca no desenrolo en serie de potencias
que podemos atopar en [7]:

Lema 2.5.1 Seza ||R|| a norma do tensor de curvatura dunha pequena esfera meodésica
Gm(r). Se p = expy(ru), enton:

IR (p) = Boar ™" + Boz(m) r™2 + Boa(m) r~" + Bo(m) + Bi(m) v + Ba(m) r* + O (r%)

onde

s = 2(n—1)(n—2)

By = 4 (T—MPW>

3
~ 2
B—l = 4 <vu7— - i vupuu)
~ 4(n+3
ﬂ() = 2 VQQMLT - Q viu Puu + puu - Z pcdRcudu
b
cd 1
4(3n+59) «—
+HRH2 4 Z Rcdeu T Z Rcudu
c,d,e=1 c,d=1
> 2(n+4) 4
_ 23 3 =
b = 3 Vuuu 9 vuuupuu + 3puuvupuu

-2 Z pcdvuRcudu - g Z vupcdRcuclu +2 Z vu-lticdef-Rcdef

c,d=1 c,d=1 c,d.e,f=1
n n
2(2n 447
-8 Z Vu]%cdeu]%cdeu + (9) Z Vu]%cudu]:{cudu
c,d,e=1 c,d=1
~ 1 n + ) 8
ﬁQ = 6 viuuu’r viuuupuu + TE) puuvzupuu

4 40 n
s pcdviuRcudu -5 viupcdRcudu + viuRcdef Rcdef
5} 3
c,d=1 c,d=1 c,d,e,f=1
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n

1
Z viuRcuduRcudu + 5

n
4(5n + 137
—4 Z V12LuRcdeuRccleu + (105)

¢, d,e=1 c,d=1

(Vupuu)2

-2 Z VupedVuReudu + Z (vuRcdef)2_4 Z (vuRcdeu)2

c,d=1 c,d.e,f=1 c,d,e=1
5n+ 144 & 5 8 =
T8 Z (VuReudu)” — 45 P Z Revdu
c,d=1 c,d=1
8 n 4 n
_B Z pcdRcueuRdueu + § Z RcdechueuRdufu
c,d,e=1 c,d,e,f=1
8(5n+32)
+ (945) Z Rcudu RcueuRdueu
c,d,e=1
Demostracion.

Séguese da definicién

n
D2 72
IRI*= > Riu
1,5,k,1=2
elevando 6 cadrado a serie obtida no Lema 1.6.5 e contraendo os indices resultantes segundo
a férmula anterior. |

Definese a norma cuadrdtica total do tensor de curvatura dunha esfera xeodésica G, (1)
como

(2.10) / | B2
Gm(r)

Integrando a serie de potencias obtida no lema anterior obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.5.2 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Entdn
/ IR|? = cpey 7™ {a_ar™+asr 2 +ag+axr? +0 (rY)}
Gm(r

onde

ay = 2(n—-2)(n-1)
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2 (n* — 37n + 60)
45

0
IRII* +

1 59n% —93n — 1 5
ag = ol

n (n+2) 60
n?—11n+2 5, (n—>5)(n—2)
— A
+ 36 T 10 T}(?’TL)

1 n?—15n—22 5 n?>—4ln+4
Qo = — T — T
nn+2) (n+4) 648 135

lol?

59n% 4+ 151n + 126 8 (n*+357n — 1705)

360 2835
4 (2n2% 4 49n — 960 4 (n*4+42Tn—-95
A Lpoo T+ 2! )
945 315

nnWHQMn—1%2R 5n%wmmn—254é
2268 567

(n—2)(n—2>5)

9

p

T R|* +

(p, R)

n? —1239n + 626
56 112

+n2+55h1—2ﬂhm)_%BCWn2+21n—2@
56 p 112

+n2—11n—6 2 (n? — 133 n + 220)

50 TAT + 105 (Ap, p)

+9n2—|—273n—470 83n2 —133n — 10
420 84

+ Iv7* + IVol®

IVR]?

(V27,p) + (AR, R)

(n—>5) (n—2)
B A2T} (m)

Demostracion.
Como vimos, a definicién (2.10) interprétase como:

(211) J V=t [ (VR 0n) oy

Os desenrolos en serie de potencias de ||R|? e 6, foron dados nos lemas 2.5.1 e 1.6.3
respectivamente. O facer o producto de tales series quédanos:

(IBI?n) capm(r)) = Boar™ + (v2foa+Bg) 172+ (1 foa + By ) v
+ (74 B4+ Y2 Bo+ go) + (’75 B4+ 3 Bo+ Y2 B1+ El) r

+ (76 Ba+ 71 B2+ 7381+ 2 Fo + 52) r’ +0(r’)
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sendo o0s ; os coeficientes da serie de 6,,, e os 3; os coeficientes da serie de || R||?.
Procedendo de xeito andlogo 6 feito anteriormente e considerando

- 2 Cn—-1 2
E 2 du = ol
/n_l Rzgku U 7 ||R”

k=1
- 2 ‘n—1 : 2
oSS B = (200 )
/Snlp Z Rijp du 2t 2) (p, R) + 7[R
i,,k=1
/ En RijitRiuku Rjuiudu = ———1_ (p®p, Ry — 1}? +2R
gn—1 J J n(n +2) ’ 4
l7]7k7l:1
/ > Fulgeddn = = (3R +2(9plR - 2000
gn—1 . “ / n(n+2) \ 2
1,5,k=1
/ > (VuRiw)du = =L VEJ?
Sn—1 | n
’L)])k’lzl
n Cn—1 . 1 o o
uudlijkudliy ud = 2(A ’ - ’ o 2
/S"-u;k:lv R =~ ( (ARR) ~ (o, ) + 5 R+ R)
/ > VauRiguRigudu = “=1 (AR, R)
Sn—1 ! n
7’7]7k7l:1
obtemos a férmula requerida despois de facer operacions. O

Observacién 2.5.3 Consideramos importante sinalar que no proceso de obtencién dos
resultados anteriores foi necesario deducir unha serie de expresions relativas as integrais
das componentes da curvatura e as suas derivadas covariantes. Estas integrais permitiron
obter novas relaciéns entre os invariantes escalares da curvatura.

Por exemplo, de

- 2 _ Cn—1 2 2
An_lijZZI<VuRZUJu> tu = Ol BIVRI+ 1L - 10a(p)
/ S FuBelde =~ (2 1gRE 42wl — 200)
5" k=1 o n(n+2) \2

2 . Cn—1 2 2
[ Fupatn = e (ISP + 4972 + 40()
S (oo~ ot (Ligre )
[ Fupaan = St (L9 + I+ o)

=1
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deduicese

(i) 3||VR|?>+11]|Vp||* =10 a(p) > 0, con igualdade se e s6 se a variedade é localmente
simétrica.

(i) 3||VR|? +4||Vp||* — 4a(p) > 0, con igualdade se e s6 se a variedade é localmente
simétrica.

(iii) 2||VT|* + [|[Vpl|® + 2 a(p) > 0, con igualdade se e s6 se o tensor de Ricci é paralelo
ciclico.

(iv) [|[VT|>+4|Vp||? +4a(p) > 0, con igualdade se e s6 se o tensor de Ricci é paralelo.

No seguinte capitulo acadaremos unha aplicacion das expresions obtidas na carac-
terizacién dos espacios modelo. Outras aplicaciéns para o estudio das propiedades de
homoxeneidade local poden ser tamén deducidas, se ben o seu estudio estd mais alé do
propdsito desta memoria.



Capitulo 3
Aplicacidns

No capitulo anterior obtivemos os desenrolos en serie de Taylor das integrais dos invariantes
da curvatura de primeira e segunda orde en esferas xeodésicas ata o termo de orde dous.

Agora veremos como estas expresiéns nos serven para caracterizar en certos casos os
espacios modelo. Comenzaremos dando a expresion exacta das curvaturas totais en es-
feras xeodésicas para estes, e compararemos os seus desenrolos en serie de potencias cos
xa obtidos, para caracterizar un amplo niimero de casos nos mesmos.

O resultado esencial serd, de feito, a posibilidade de caracterizar os espacios modelo
mediante a norma cuadratica total do tensor de curvatura, e en dimensiéns baixas me-
diante a norma cuadrética total do tensor de Ricci. Isto d4 unha resposta afirmativa a un
analogo da conxetura de Gray—Vanhecke para o volume de esferas xeodésicas [14] no caso
das curvaturas totais, a primeira conecida ata o de agora sen asumir hip6teses adicionais.

Sinalar, por ultimo, que outras aplicaciéns dos desenrolos obtidos permiten resolver
cuestions relativas a homoxeneidade local ou formular resultados de comparacién. Sen
embargo, o seu desenrolo afastase dos obxectivos propios deste traballo.

3.1 Expresions explicitas nos espacios modelo

A ecuacién de Jacobi (1.11), en xeral, non pode ser resolta exactamente, razén pola cal,
na maior parte dos casos temos que conformarnos con dar as stas soluciéns sé dun xeito
aproximado mediante, por exemplo, un polinomio de Taylor.

En [20] tratase un nimero considerable de casos nos que tal ecuacién si pode ser resolta
en termos elementais, polo menos dun xeito teérico. Asi, unha variedade de Riemann
(M, g) dise un espacio localmente simétrico se VR = 0. Isto significa que os autoespacios
do operador de Jacobi R, son paralelos 6 longo de xeodésicas, e os seus autovalores cons-
tantes.

49
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Utilizando (1.15) non é dificil obter por induccién a seguinte expresién nun espacio
localmente simétrico analitico:

> o0 2k+1 .
(3.1) k’ﬂ k_ 1)k (rv/Ry) _sinry/R,

A =2 (D G B = 2 Ykt yE © R,

k=0 k=0

entendendo as ultimas igualdades como unha expresiéon formal do desenrolo en serie de
Taylor da primeira.
Con (1.19) deducese a partir de (3.1) que

(3.2) Tn(p) = /R, cot rv/R,

Utilizando (1.17), xunto con (3.1), é claro que:

1 0

(33) w=1 [\/}f} ?

Aplicando a férmula (1.18) & ecuacién (3.3) obtemos

(3.4) Om(p) = ! det <M>

Ainda que as expresions anteriores son explicitas e completas, non resolven de xeito
definitivo o problema de realizar calculos sobre esferas xeodésicas, na medida en que ainda
compre conecer mais exactamente o operador de Jacobi.

Unha variedade de Riemann (M, g) dise homoxénea dous puntos se para calesquera
p,q,p,q¢ € M verificando que d(p,q) = d(p’,q’) existe unha isometria ¢ de M tal que
ep) =p"ep(q) =4

Esta condicién é tan sumamente forte que as variedades homoxéneas dous puntos estan
totalmente clasificadas: unha variedade homoxénea dous puntos é localmente simétrica [19]
e asi, localmente isométrica a R™, a un espacio simétrico compacto de rango un, ou 0s seus
duais non compactos (os espacios simétricos compactos de rango un son S™, RP" CP",
HP" e o plano de Cayley, Cay P?).

No que segue, o noso obxectivo fundamental serd tratar de caracterizar os espacios
localmente isométricos a estes, que sera os que chamaremos espacios modelo.

Observacion 3.1.1 Tanto CP", HP" como o plano de Cayley son variedades que tenen
estructuras adicionais que fan que o seu grupo de holonomia se reduza respectivamente a
SU(n), Sp(1)-Sp(n) e Spin(9).

A nosa extratexia consistird en caracterizar os espacios simétricos compactos de rango
un e os seus duais non compactos a partir do seu grupo de holonomia e a sia expresién
para as curvaturas totais.
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Agora ben, se unha variedade de Riemann ten como grupo de holonomia un subgrupo
de Spin(9), ela mesma ¢é localmente isométrica a unha variedade plana de dimensién 16, 6
plano de Cayley ou 6 seu dual non compacto [14]. Esta é a razén pola cal non incluiremos
6 Plano de Cayley nas caracterizaciéns que realizaremos a continuacion.

3.1.1 Variedades de curvatura seccional constante

Sexa (M™,g),n > 2, unha variedade de Riemann.
Se Y, é un plano xerado por dous vectores linearmente independentes X,Y € T,, M,
definimos a curvatura seccional de X, como

Rxyxy
B(Zm) = KX, Y) 9(X. X)g(Y.Y) — g(X,Y)?

Pédese ver que, en efecto, esta definicién non depende da base elexida do plano X,,.
Por outra banda, a curvatura seccional dun plano tanxente corresponde coa curvatura de
Gauss no punto m da superficie obtida dentro da variedade 6 proxectar o plano X, pola
aplicacién exponencial.

Se K (3,,) é constante para todos os planos X,,, C T;,, M e para todos os puntos m € M,
M dise un espacio de curvatura seccional constante ou unha forma espacial real. Ademais,
un Lema de Schur establece que, se a curvatura seccional dunha variedade Riemanniana
conexa de dimensiéon maior ou igual ca tres é puntualmente constante, entén a variedade
ten curvatura seccional constante.

Proposicién 3.1.2 Sexa (M",g),n > 2, unha variedade Riemanniana conexa de cur-
vatura seccional constante \. Enton o tensor de curvatura de Riemann vén dado por

RxyZ =XMyg(X,2)Y —g(Y,2) X}

Reciprocamente, unha variedade cun tensor de curvatura como o anterior ten curvatura
seccional constante \.

En [1] podemos atopar o til resultado seguinte que caracteriza as variedades de cur-
vatura seccional constante en termos de certas relaciéns entre os invariantes escalares de
segunda orde. Véxase tamén [7].

Proposicién 3.1.3 [7] Para calquera variedade de Riemann M™, con n > 2 temos que
2
72
n(n —1)

con igualdade se e s6 se M ten curvatura seccional constante.

2
IR|I> = ——pl?, IR|* >
n—1

Se (M™, g) é un espacio de curvatura constante A, o operador de Jacobi redicese a

Ry=AI
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de xeito que asi, a ecuacién de Jacobi (1.11) toma a forma simple:

(3.5) X"+AX =0

sendo X ortogonal a /. Con respecto a unha base ortonormal paralela 6 longo de 7,
{E1 =+, Es,...,E,}, esta ecuacién diferencial pode ser resolta facilmente mediante a
teoria xeral de ecuaciéns diferenciais, chegdndose a que:

S (Ai costv/\ + B;sin tﬁ) E;(t) se A >0
X(t) =9 S, (Ait + B;) Eq(t) se A =0
Sy (Ajcosh /=X + B;sinhtv/=X) Ei(t) se A <0

As férmulas dos tensores que utilizaremos son agora ficiles de derivar a partir das
expresions anteriores, podéndoas obter dun xeito completo. Asi, a segunda forma funda-
mental dunha esfera xeodésica vén dada, en virtude de (3.2) por:

(3.6) og=cg

onde g é a métrica inducida na esfera, que denotaremos coa mesma letra, e

VI cot rvV/\ se A >0
c= %2 seA=0

vV—=Acothry/—\ se A <0

Empregando (3.4), chégase a que

(M)nil se A >0

A
(3.7) O = 1 se A=0
. n—1
(7&“3\;%:\) se A <0

Combinando (1.9), (3.6) e a Proposicién 3.1.2, obtemos o tensor de curvatura na esfera.
Contraendo segundo a definicién (1.1) tamén se obtén o tensor de Ricci:

(3.8) Rxyzw = ¢{g(X,2)g(Y, W) — g(X,W)g(Y,Z)}
(3.9) p = (n—2)cy

sendo X,Y, Z, W campos de vectores en G, (r), e ¢ = X + ¢2, é dicir,
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A
m se A >0
c= %2 se A =0
—A
sy eA<0
Volvendo a contraer en (3.9) obtemos
(3.10) T=(Mn-1)(n—-2)¢c

Unha vez que conecemos todos os tensores de curvatura, podemos deducir expresiéns
explicitas para as curvaturas totais de esferas xeodésicas. Empezamos coa curvatura es-
calar cuadrética total (comparese este resultado co obtido en [7]).

Lema 3.1.4 Sexa G,,(r) a esfera zeodésica centrada en m € M de radio r nunha varie-
dade de curvatura seccional constante A. Enton:

n—>s
~ inrv/A
2 =cpo1(n—1)%(n—2)? amrvAa , se A >0
/Gm(r) (n=1)"{n=2) VA

n—>5

il /X

/ 72 =coo1(n—1)2(n—2)? (sulr)\) , se A <0
Gm(T') V —)\

/ 2 =cp1(n—1)%(n—2)%r"0, seA=10
Gm(r)

Demostracion.

Elevando (3.10) 6 cadrado e multiplicando pola funcién de densidade (3.7) obtemos unha
expresién que non depende da direccién radial elexida. Por tanto, sé hai que integrar unha
funcién que é constante na esfera, o cal supén multiplicar esta por c,_1 7"~ !. Este célculo
directo leva 6 resultado que buscabamos. [l

O seguinte lema ¢é consecuencia da expresiéon explicita para o tensor de curvatura de
Ricci.

Lema 3.1.5 Sexa G, (r) a esfera zeodésica centrada en m € M de radio v nunha varie-
dade de curvatura seccional constante . Enton:

. n—>5
/ HEH2 =cp_1(n—1)(n— 2)2 (sm\;x\&) , se A >0
Gm(r)

. n—>5
Lo =@ (PR seaco
Gm(r) -
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/ 12> = cne1 (n— 1) (n — 2)%2 ¢ 75, se A=10
Gm(r)

Demostracién.

A igualdade (3.9) dinos en particular que o tensor de Ricci é un miiltiplo da matriz
identidade, e por tanto, a stia norma cuadrética non é maéis ca elevar 6 cadrado o seu
elemento diagonal e multiplicar por (n — 1), isto é,

1717 = (n = 1)(n — 2)°¢

resultado que tamén é evidente se empregamos a Proposicion 1.1.2.
Multiplicando pola densidade (3.7) e de novo observando que o resultado non depende
da direccion elexida, obtense inmediatamente o resultado. [l

Lema 3.1.6 Sexa G,,(r) a esfera zeodésica centrada en m € M de radio r nunha varie-
dade de curvatura seccional constante \. Enton:

. n—>5
/ IR|? =2cp_1 (n—1)(n—2) (W) ) seA>0
Gm(r)

sinhr\/—)\>n5 s X< 0

N2_C_n_ n—
[ IR =26 1) -2 (L

/ IR|?>=2¢p1 (n—1) (n—2)r">, se A=10
Gm(r

Demostracion.

A ecuacion (3.8) expresa o feito de que as esferas xeodésicas nunha variedade de curvatura
constante son tamén de curvatura seccional constante. E facil deducir, utilizando por
exemplo a Proposiciéon 3.1.3, que

IB? =2 (n—1)(n - 2)e*

de xeito que asi s resta multiplicar pola funcién densidade de volume (3.7) e observar
que, de novo, o resultado non depende da direccién. O
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3.1.2 Variedades Kahler de curvatura seccional holomorfa constante

Unha variedade 2n—dimensional dirase unha variedade complexa cando sobre ela sexa posi-
ble construir un sistema de coordenadas complexas, isto é, un atlas de homeomorfismos
valuados en C™ de tal xeito que os cambios de coordenadas sexan funciéns holomorfas. Tal
condicién supén unha reduccién do grupo estructural da variedade 6 grupo linear com-
plexo Gl(n,C). Asi, unha variedade dirase unha variedade case complezxa se o seu grupo de
estructura admite unha reduccién a Gi(n, C). Tal reduccién é equivalente & existencia dun
campo de tensores J de tipo (1,1) de tal xeito que J?> = —I. Este chamarase estructura
case complexa, e o par (M, J), variedade case complezxa.

A existencia dunha estructura case complexa non permite , en xeral, asegurar que unha
variedade é unha variedade complexa. De feito, unha condicién necesaria e suficiente para
que isto ocorra é que se anule o tensor de Nijenhuis [21], é dicir, [/, J] = 0, sendo

[J,J|(X,)Y)=[JX,JY]|-J[JX,Y]| - JX,JY] - [X,Y].
En tal caso, dirase que J é unha estructura complexa e que (M, J) é unha variedade com-

pleza.

Dicimos que unha métrica de Riemann ¢ en (M, J) é unha métrica case hermitica se
9(JX,JY) = g(X,Y), para calquera campos de vectores X,Y en M. Agora, o triple
(M, g,J) chdmase variedade case hermitica.

Nunha variedade case hermitica definese a forma de Kdahler como

QX,Y)=g(X,JY),

que é unha 2—forma non dexenerada. Dise que (g, J) é unha estrutura Kdhler se J é unha
estructura complexa e a 2—forma de Kéhler asociada é pechada. A expresion

29((VxJ)Y, Z) = —3dQUX,Y, Z) + 3dQUX, JY, JZ) + g(J X, [J, (Y, Z))

permite caracterizar as variedades Kahler mediante a propiedade VJ = 0.
Debido a esta ltima caracterizacién, podemos obter as identidades de Kdhler do tensor
de curvatura:

R(X,Y,JZ,JW) = R(JX,JY,Z, W) = R(X,Y, Z,W)

p(JX,JY) =p(X,Y)

para X, Y, Z, W campos de vectores arbitrarios. Esta condicién é fortemente restrictiva, xa
que, por exemplo, unha variedade Kéhler de curvatura seccional constante de dimension
complexa maior ca 1 é necesariamente plana. Isto significa que o estudio da curvatura
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seccional non é moi interesante no caso das variedades Kéhler, razén pola cal se introduce
o concepto moito mais convinte de curvatura seccional holomorfa.

A curvatura seccional holomorfa determinada por X é, por definicién, a curvatura
seccional do plano xerado por {X, JX}, e denotarase H(X).

Se H(X) é constante para todo X € T,,, M e todo m € M, a variedade dirase un espacio
de curvatura seccional holomorfa constante ou unha forma espacial compleza. Un analogo
do Lema de Schur establece que para que a curvatura seccional holomorfa sexa constante
nunha variedade Kahler conexa, é suficiente con que sexa puntualmente constante.

Proposicién 3.1.7 Sexa (M?",g,J),n > 2, unha variedade Kdhler de curvatura sec-
ctonal holomorfa constante p. Enton o tensor de curvatura vén dado por

RxvZ = D {9(X,2)Y —g(V.2)X
+9(JX, 2)JY — g(JY, 2)JX +29(JX,Y)JZ}

Reciprocamente, unha variedade Kdahler cun tensor de curvatura como o anterior ten cur-
vatura seccional holomorfa constante p.

De novo é posible caracterizar as variedades Kéhler de curvatura seccional holomorfa
constante en termos de certas relacidns entre os invariantes escalares de segunda orde.

Proposicién 3.1.8 [7] Se M é unha variedade Kdhler de dimension complexa n,
4
IR 2 =l
con igualdade se e sé se M ten curvatura seccional holomorfa constante.

Se (M?",g,.J) é unha variedade Kihler de curvatura seccional holomorfa constante s,

o operador de Jacobi é
" 0
R, =
=5 4 )
Asi, a ecuacién de Jacobi (1.11) escribese como:

(3.11) X"+ % (X +3g(Jy, X)Jv) =0

sendo X ortogonal a 7/.

Nunha variedade Kéahler sempre é posible construir unha J-base, é dicir, unha base
ortonormal da forma {ej, Jey,...,e,, Je,}. Ademais, en virtude do paralelismo da es-
tructura case complexa, tal base pode desplazarse paralelamente 6 longo dunha xeodésica
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resultando unha J-base paralela {E1, JE1,..., E,, JE,}.

Con respecto a unha J-base como a anterior, a ecuacién diferencial de Jacobi resultante
pode ser resolta exactamente:

(€1 cos £ + Dysin 1) Ty (1)

+ 3, (Ajcos t\/i+ Bjsin t\/in) E;(t)

+ 37 5 (Cicos t/p+ Djsin t\/;t) JE;(t) se >0
(Cl cosh t@ + D; sinh t@) JE(t)

+ > 5 (Ajcosh ty/—p + B;sinh t/—p) E;(t)
+ 30 5 (Cicosh t/—p + Djsinh t/=p) JE;(t) se p <0

A partir das férmulas xerais anteriores pédense de novo derivar as expresions exactas
de todos os campos de tensores considerados na esfera.

Mediante (3.2) deducimos que a segunda forma fundamental dunha esfera xeodésica
vén dada por:

(3.12) c=ag+bn®n

onde g é a métrica inducida na esfera, que denotaremos coa mesma letra, n é a 1-forma
dual de Jo/, é dicir, n(X) = g(X, Jy'(r)), X € Ty4)Gm(r) e os coeficientes a e b vefien
dados por

400*57’4 se >0
a =

@cothr@ se <0

—g tanrg se >0
b:

@tanhr@ se u <0

Agora, se empregamos (3.4), é sinxelo calcular a funcién densidade de volume para
variedades Kéhler de curvatura seccional holomorfa constante.

2n—1
Vi (2 sinr‘éﬁ> "

cos g | se u >0

(3.13) O =

2n—1
/=i ( 2 sinh r¥SE
cosh r 2“< Slf\/%f ) se <0
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Combinando (1.9), (3.12) e a Proposicién 3.1.7 obtemos o tensor de curvatura na esfera.

ﬁXYZW = (%

+%{¢nyzm@ncwv—ganCZkKJXJV)

+a?) {9(X, 2)g(Y, W) = g(X, W)g(V. 2)}

(3.14) +29(JX,Y)g(JZ, W)}
+ab{g(X, Z)n(Y)n(W) + g(Y,W)n(X)n(Z)
—g(X, Wn(Y)n(Z) — g(Y, Z)n(X)n(W)}

sendo X, Y, Z, W campos de vectores en Gy, (7).
Contraendo a anterior expresion,

(3.15) p=ag+bnen

onde

a = (n72)a2+(n+1)%+ab

b = — _ —
(n—3)a 1

Contraendo unha vez maéis en (3.15),

= @n-la+b
= (n—1){2(2n—1a*+ (n+ 1)p+4ab}

N

Substituindo os valores de a e b segundo o signo da curvatura seccional holomorfa,
chegamos, despois dalgins calculos, a que

2
2(n—1)< ‘/ﬁ\/ﬁ> <2n—1+sin2r§) se u >0

2 sin T

(3.16) 7

2
2(n — 1) (ﬁ) (21— sinh? 1¥5H) e p<0

Agora que conecemos todos os tensores de curvatura, podemos deducir as expresiéns
explicitas das curvaturas totais das esferas xeodésicas. Empezaremos pola curvatura es-
calar cuadratica total. O correspondente resultado para a curvatura escalar total pode
atoparse en [7].
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Lema 3.1.9 Sexa Gp,(r) a esfera zeodésica centrada en m € M de radio r nunha varie-
dade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante . Enton:

2
Gm(7)

2n—
r\f <2sm ﬁ) °

se >0
2 N
2
/ 72 = dcgpg(n—1)° <2n—1—sinh2”“>
2
m(r)
2n—5
/= 2sinh@ "
- cosh 5 N ) se <0

Demostracion.

Témese a ecuacién (3.16) e elévese 6 cadrado. O resultado hai que multiplicalo pola
funcién de densidade (3.13) e integralo nunha esfera. Pero como tal resultado non depende
da direccion elexida, a funcién resultante é constante, e por tanto, sé hai que multiplicar
o obtido polo volume da esfera, que é, cop—1 72" 1. A férmula acadada despois de facer
os calculos é o que afirma o lema. O

Empregando as expresiéns explicitas dos tensores de Ricci e de curvatura dunha esfera
xeodésica nunha variedade Kéhler deducimos os dous seguintes lemas.

Lema 3.1.10 Sexa G, (r) a esfera zeodésica centrada en m € M de radio r nunha varie-
dade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante . Enton:

Lo = -1 (- D@n - 1)+ 200 Dsit Y
Gm(r)

2n—5
2
+(n+1)sin4r\2/ﬁ> {( Sl\r;ﬁ ) ,  seu>0,

/ 121> = 4ean_1(n—1) ((n—l)(2n—l)—2( )smh2 F
Gm(r)

1A r\/—u>2 r/— 2sinh@ 2no
-~ ,  seu<O0.
2 2 el

+ (n+1) sin cosh
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Demostracion.

A expresion (3.15) indica que o tensor de Ricci é un tensor de tipo (0,2) representado por
unha matriz diagonal. Por tanto, calcular a sia norma non é mais que sumar os cadrados
dos elementos da siia diagonal, é dicir,

1% = @+ ) +2(n — 1)@

Substituindo os valores de @ e b segundo o signo da curvatura seccional holomorfa,
obtemos, despois de empregar algunhas identidades trigonométricas ben conecidas, que

A(n—1) < \/ﬁﬁ>4((n— 1)(2n —1)

2 sin TS

) +2(n — 1) sin? TL—I—(n—i—l)sm r‘éﬁ) se >0

1Pll” =
4

4(n — 1) (@) (n—1)(2n—1)

2sinh r 5

—2(n — 1) sinh? T@ + (n + 1) sinh? r@) se <0

Como en demostraciéns anteriores, multiplicamos esta funciéon pola funciéon de densi-
dade de volume (3.13) e integramos na esfera a funcién independente da direccién resul-
tante. Isto sé é multiplicar polo volume da esfera correspondente. O

Lema 3.1.11 Sexa G, (r) a esfera zeodésica centrada en m € M de radio r nunha varie-
dade Kahler de curvatura seccional holomorfa constante p. Enton:

/ IR|? = 4con_1(n—1) <2n—1+281n2r\/ﬁ
Gon(r) 2

2n—5
2 sinh 22
+(6n—1) Sin4r\2/ﬁ> coshr\Q/ﬁ< H\l/ﬁz ,  se >0,

/ IRI? = 4cani(n—1) <2n—1—2s,inh2“_“
Gm(”") 2

2n—>5
pt TV H \/ r/—u 2sinh@
, sep<0.
2 V—H

+ (6n —1) sin cosh

Demostracion.
Para calcular |R||?> tomaremos unha J-base {Ey = +/,JE1,...,E,, JE,}. Un célculo
inmediato lévanos a que
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n n n n n
IR|> = Z R%iJijJl +4 Z ZR(QJ‘iJijl +2 Z Z R%iijl

1,7,k,1=1 1,5,k=1 1=2 i,j=1k,l=2
n n n n n
Y S Bt 1Y S Bt S B
ijJkl Jijkl 15kl
1,k=1j,l=2 i=1 j,k,1=2 4,7,k,1=2

Empregando (3.14) e tendo en conta que n(e;) = (Jei,e;) =0 e n(Je;) = (Jey, Je;) =
014, temos as expresions:

fiJiJijJl = (% + a2> (0ik0j1 — 0i1051) + ab (64015011 + 0510101k — 0:10101% — 05k015017)
éJiJijl = 0
EJiijl = % (03651 — 0510i1)
oS _ (K 2 K
Ryijim = (Z +a > 0ik0j1 + 1 (004 + 20i081) + a b dji01:01x
EJijkl =0

R = (%M?) (Biki1 — S:18%)

de xeito que realizando os calculos, e de novo substituindo polos valores de a e b segundo
o valor correspondente da curvatura holomorfa, chegamos, despois de aplicar relaciéns
trigonométricas elementais, 6 seguinte resultado:

4
A(n—1) (%) (214252 1yE

2sin Y-

+(6n—1)sin4¥) se >0
IR|* =

2sinhr“2_” 2

4
A(n — 1) (‘/‘7> <2n 2 sinh2 Lk

+(6n—1) sinh4L2‘7) se <0

Multiplicando pola funcién densidade de volume (3.13) e polo volume da esfera euclidea
correspondente chégase 6 resultado requerido. O
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3.1.3 Variedades cuaterniénicas Kahler de curvatura Q-seccional cons-
tante

Unha estructura case cuaternionica V sobre unha variedade diferenciable M é un subfi-
brado 3—dimensional do fibrado de endomorfismos do fibrado tanxente, xerado localmente
por tres estructuras case complexas {.Ji, Ja, J3} de xeito que

Ji=Js=Ji=—I

Jid; = —JiJi = Ji

onde (4, j, k) é unha permutacién ciclica de (1,2,3). A unha base como {.J1, J2, J3} chama-
selle unha base adaptada. O par (M,V) denominase unha variedade case cuaternidnica.
Se ademais existe unha conexion libre de torsiéon V que deixa invariante a estructura case
cuaterniénica V, diremos que tal estructura V é unha estructura cuaterniénica e que o
par (M, V) é unha variedade cuaternidnica.

Unha métrica de Riemann g sobre M dise hermitica con respecto & estructura case
cuaterniénica V se

9(J; X, ;Y)=9g(X,)Y), i€{l,2,3}

para calquera campos de vectores X,Y na variedade e calquera base local adaptada
{J1,J2,J3} de V. Neste caso dicimos que (g,V) é unha estructura case cuaternionica
hermitica e que (M, g,V) é unha variedade case cuaternionica hermitica. Se alén disto,
V' é unha estructura cuaterniénica con respecto & conexién de Levi—-Civita determinada
por g, o par (g,V) chdmase estructura cuaterniénica Kdhler e a terna (M,g,V) unha
variedade cuaternionica Kahler. Nétese que toda variedade case cuaternionica ten como
dimensién un multiplo de 4.

Nunha variedade case cuaternionica hermitica o caracter invariante do fibrado V pola
conexion de Levi—Civita determinada por g é equivalente a que

VXJI = T(X)JQ —q(X)J3
VxJo = —r(X)J +p(X)J3
VxJs = qX)i —p(X)J)

para calquera campo de vectores X e calquera base local adaptada {.Ji, J2, J3}, e sendo
p,q,r 1-formas locais.

Definimos unha @-seccion nun punto m € M determinada por un u € 71,, M non nulo,
como o menor subespacio non trivial de T,, M que contén a u e é invariante baixo todos
os tensores de V. Por tanto, unha Q-seccién en m € M determinada por u € T,,M ¢é do
tipo:
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Qm(u) = {CLou + arJiu + asJou + agJsu : ag, a1, a9,a3 € R}

Dicimos que unha variedade cuaterniénica Kahler ten curvatura @Q-seccional constante
en m con respecto de u, se todos os planos de Q,,(u) tenen a mesma curvatura seccional
constante. Unha variedade cuaternionica Kdhler de curvatura Q-seccional constante ou
unha forma espacial cuaternionica é unha variedade cuaternionica Kéhler que ten cur-
vatura Q-seccional constante con respecto de todos os puntos e todas as direcciéns. Como
anteriormente, tamén temos un analogo 6 Lema de Schur: se a variedade ten dimensién
maior ou igual ca oito, é suficiente para que tena curvatura Q-seccional constante, con que
tena curvatura QQ-seccional constante con respecto a todas as direcciéns en cada punto.

En dimensién catro, as variedades cuaternionicas Kéhler correspéndense coas varieda-
des orientables, e a curvatura Q-seccional é constante se e s6 se o é a curvatura seccional.
Cando a dimensién é maior ou igual ca 8, verificanse dias propiedades importantes [21]:
por un lado, que a variedade é Einstein, e, en segundo lugar, que a curvatura seccional de
tales variedades é constante se e s6 se é nula.

Este tultimo feito motiva que s6 esteamos interesados en estudiar a curvatura Q-
seccional. O seguinte teorema caracteriza as variedades cuaterniénicas Kéhler de curvatura
QQ-seccional constante.

Proposicién 3.1.12 Sexa (M*",g,V),n > 2, unha variedade cuaterniénica Kdihler conexa
con curvatura QQ-seccional constante v. Enton, o tensor de curvatura ten a forma:

RxyZ = {o(X.2)Y (Y. 2)X}

3
+5 S AKX, ) IY = (LY, Z)IX +2g(LX,Y) i Z)
=1

para calquera base adaptada {Jy,J2, J3} do fibrado V. Reciprocamente, se o tensor de
curvatura dunha variedade cuaternionica Kdahler € como o anterior, enton a variedade ten
curvatura (Q-seccional constante v.

O seguinte resultado podemos atopalo en [7].

Proposicién 3.1.13 Se M ¢ unha variedade cuaternionica Kahler de dimension real 4n,
enton

on—+1
RIZ > 2
(R0 = 4n(n—|—2)27

e a igualdade cumplese se e s se M ten curvatura @QQ-seccional constante.
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Antes de continuar mencionaremos un resultado que serve para simplificar de forma
importante os calculos que imos facer a partir de agora.

Lema 3.1.14 [12] Sexa vy unha zeodésica nunha variedade cuaternidnica Kdhler (M, g, V')
e m un punto da zeodésicay. Suponamos {J1, Ja, Js} unha base local adaptada de V' nunha
vecinanza de m. Para calquera matriz real (aij)ij:l, existe unha base local adaptada
{J1,J2,J3} de V 6 longo da weodésica, tal que:

(m) = (a1 J1+ ag; J2+ as; J3) (m)

Ji
VyJi = 0

Podemos pois resumir o lema anterior dun xeito mais sinxelo para os nosos propdsitos
dicindo que existe unha base ortonormal paralela que se obtén por unha rotacion apropiada
da base {Jy, J2, J3} 6 longo de ~,

{Ey =+, hEy, oEy, J3Es, ... By, J1Ey, JoE,, J3E, }

4 cal chamaremos base adaptada 6 longo da zeodésica .

Suponiamos (M*", g, V) unha variedade cuaterniénica Kihler de curvatura Q-seccional
constante v. Neste caso, o operador de Jacobi vén dado por:

o VIg 0
By = ( 0 Zlin-a >

Tomando unha base adaptada 6 longo das xeodésicas, podemos escribir a ecuacién de
Jacobi como:

3
no, v / AN
(3.17) X"+ <X+3 ;g(m,X)Jm> =0
sendo X ortogonal a 7. Con esta elecciéon de base e denotando Jy = I, a ecuacién

diferencial resultante pode ser resolta exactamente para dar:

/

Z?:l (Al COS tg + B;sin tg) JiEq (t)

+30 > i—o (Cijcos t\/v + Djjsin t\/v) J; E;(t) sev >0

2 (AZ- cosh t\/? + B;sinh t\/T:’) JiEq(t)

{ +30 > o (Cyj cosh ty/=v + Djjsinh t/=v) J;E;(t) sev <0
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A partir das férmulas xerais anteriores poden de novo derivarse as expresions exactas
de todos os tensores na esfera.

Mediante (3.2) deducimos que a segunda forma fundamental dunha esfera xeodésica
vén dada por:

3
(3.18) Uzag—}-bZni@m

i=1
onde g é a métrica inducida na esfera e as 7; son as 1-formas duais de J;y/ definidas por
ni(X) = g(X, Jiy'(r)) para X € T,;)Gyn(r). Ademais, os coeficientes a e b vefien dados
por

g cotrg sev >0
a =

Y=~ cothr¥5~= sev <0

—g tanrg sev >0
b=

Y5~ tanh Y5~ se v <0

Agora, se empregamos (3.4), a funcién densidade de volume para variedades cu-
aterniénicas Kéahler de curvatura Q-seccional constante é

4n—1
. VU
2 sin r %=
cos3r‘?< rﬁ2> sev >0

(3.19) O =

4n—1
/= { 2 sinh r¥/=¥
cosh® r ”(SIHT2> sev <0

2 rv—v

Denotemos T' = Z?:l 1; @n;. Combinando (1.9), (3.18) e a Proposicién 3.1.12 obtemos
o tensor de curvatura na esfera.

Rxyzw = (5 +0*) {9(X. 2)g(Y. W) - g(X. W)g(Y. 2)}
3
7 D HgX, Z)g (LY. W) = g (Y, Z)g(Ji X, W)
i=1

(3.20) +29(LiX,Y)g(JiZ, W)}
3

+ab > {g(X, 2)ni(YV)m(W) + g(¥, W)ni(X)ni( Z)
=1
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—g(X, W)ni(Y)mi(Z) — g(Y, Z)mi(X)m:(W)}
+0* {T(X, Z)T(Y,W) - T(X,W)T(Y, Z)}

sendo X, Y, Z, W campos de vectores en Gy, (7).
Contraendo de novo,

3
(3.21) p=ag+b men
i=3
e onde

a = (n—2)a2+(n+7)2+3ab

b = (n—3)ab—?%+2b2

Contraendo unha vez mais en (3.21),

F=3(a+b)+4(n—1)a
Substituindo os valores de @ e b segundo o signo da curvatura Q-seccional, chegamos,
despois dalgins calculos, a que

( 2
2 (%) ((an 1)(4n—1) +3(2n — 1) sin? r¥Z

2sin r >

+3sin? r% tan2 r%) sev >0
(3.22) 7=

2
_ Vv B L B R
2 <ZSinhr‘/?) ((2n 1)(4n—1) —3(2n —1)sinh” r 5

+3 sinh? ¥ tanh? T—V;”) sev <0
\
A utilizacion das anteriores expresiéns permitiranos, igual que nos outros espacios
modelo, calcular explicitamente as férmulas das curvaturas totais nas esferas xeodésicas.
O seguinte lema danos a curvatura escalar cuadratica total de esferas xeodésicas. O
resultado correspondente & curvatura escalar total pode ser atopado en [7].

Lema 3.1.15 Seza Gy, (r) a esfera zeodésica centrada en m € M de radio r nunha varie-
dade cuaternionica Kdhler de curvatura Q-seccional constante v. Entin:



3.1.3 Variedades cuaterniénicas Kahler de curvatura Q-seccional constante 67

/ 2 o 4 <(2n—1)(4n—1)+3(2n—1)sin2 r\f
Gm("')

4n—>5
@ 2 cos? ry/v [ 2sin T\Qﬁ "
2 2 N

v
+3sin? r\g tan? r
sev >0, e

e
2

2 : rv/—v \ 475
S = _ 2sinh —Y—
+3sinh? riy tanh? riy cosh? " v 2
2 2 2 \/ =V

/ 2 _ 4 <(2n_1)(4n_1)_3(2n—1)sinh27”
G (7)

sev <0.

Demostracion.

As ecuaciéns (3.22) e (3.19) dannos unha expresién explicita da curvatura escalar e da
densidade de volume respectivamente. Cada unha delas, e por tanto o seu producto, é
independente de direcciéns radiais, polo que, 6 integrar nunha esfera sé hai que multiplicar
polo volume da esfera euclidea da mesma dimensién e do mesmo radio: ¢45,_1 rdn=1 Fgste
producto, é o resultado que garantiza o lema. O

Os dous lemas que seguen realizan o calculo explicito para a norma cuadratica total
do tensor de curvatura e a norma cuadratica total do tensor de Ricci. As expresiéns
finais gardan un certo grao de analoxia con aquelas obtidas para as variedades Kéahler, se
ben, neste caso, os cdlculos son bastante méis laboriosos e aparecen pequenas dificultades
adicionais polo feito de haber mais dunha estructura complexa.

Lema 3.1.16 Seza G, (1) a esfera zeodésica centrada en m € M de radio r nunha varie-
dade cuaternionica Kdhler de curvatura Q-seccional constante v. Enton:

/ 1B = deano (20— 1)%(4n—1)
Gm(r

+6(2n — 1) sin® T’\f +3(4n%44n —5)sin? r\f

+12sin? rﬁ tan? rﬁ + 3sin? rﬁtan"‘ rﬁ
2 2 2 2
4n-5
3 VU (25in r‘?) "

COS 7'7 \/;
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sev>0,e

[0 = e (@n-12an-
Gm(r)

Vv e
2

—6(2n — 1)*sinh? r 5
\/—1/>
2

Ve
2

+3(4n? +4n — 5)sinh?
Vot 4 AVt 4
2

—12sinh? r tanh? r

+ 3sinh? r tanh?® r

. /=5 \ 4n—>
v/—v [ 2sinh r 3
2 \ =V

cosh® r

se v <0.

Demostracion.

A expresién (3.21) significa que o tensor de Ricci é un tensor de tipo (0,2) representado
por unha matriz diagonal. Calcular a stia norma é, pois, sumar os cadrados dos elementos
da sia diagonal, é dicir,

IP1? = 3@ +b)” +4(n — 1)a”

Substituindo os valores de @ e b segundo o signo da curvatura Q-seccional, obtemos,
empregando algunhas identidades trigonométricas ben conecidas, que

4< .Wﬁ)él (2n —1)2(4n—1)

2sin r

2

+6(2n — 1)?sin ?”\2[4-3(47”& +4n — 5)sin’ r%

+12sin? r\ftan r\f—i—3sm r‘[tan r‘{) sev >0

I71* =

4 (%)4 (2n —1)2(4n —1)

2sinh r

—6(2n — 1)?sinh? r@ +3(4n% 4 4n — 5)sinh? r‘/?’

—12sinh* rg tanh? r@ + 3sinh? r@ tanh? r@) serv <0

Resta s6 multiplicar a anterior expresién por aquela obtida en (3.19) para a densidade
de volume e integrar na esfera a funcién independente da direccién resultante. (I
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Lema 3.1.17 Seza Gy, (1) a esfera zeodésica centrada en m € M de radio r nunha varie-
dade cuaternionica Kdhler de curvatura Q-seccional constante v. Enton:

/ IR|? = 4can_1 <(2n1)(4n1)
Gm(r)
Vv NG,

16(2n — 1) sin? 7“71/ +3(6n —5)(4n — sin’ 1
Nz N

+12sin? r\f tan? 7‘7 + 3sin? 7“7 tan r>

2

4n—5

3 ﬁ(2sinr‘?) "

cos® r4—— [ ———=
2 N

sev>0,e

[ IRE = e (@a- e -1
Gm(r)

Nf;”
)

—6(2n — 1) sinh? r\/? +3(6n —5)(4n — 1)sinh? r

—12sinh? TT tanh? T‘T + 3sinh? TT tanh? r

. —\ 4n—5
v/—v [ 2sinh rg
\/ =V

cosh® r

sev <0.

Demostracion.

No célculo de || R[> tomamos unha base adaptada 6 longo da xeodésica como a considerada
anteriormente. Isto significa que podemos descomponer cada sumatorio noutros catro,
cada un dos cales correspondente a considerar a estructura J;,i € {0,1,2,3} e sendo
Jo=1.

Organizanse os calculos dun xeito bastante similar a como faciamos para as variedades
Kéhler (se ben neste caso, as contas, en certo sentido, aparecen por triplicado). Ademais,
o tdltimo sumando de (3.20) involucra un termo que non tina andlogo en (3.14), ainda
que o tratamento deste ¢é relativamente simple. Despois de contraer o tensor de curvatura
segundo a definicién da norma cuadratica do tensor de curvatura e logo de longos célculos,
chégase 6 seguinte resultado:

IR|> = 4@2n—1)(4n—1)a*+482n—1)ab+24(2n+1)a?b?
+48ab® +120* +8(n+2)(2n — 1) a®b+24(n+ 1) abv
+24b% v + (20n? — 15n + 7) 12
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Substituimos os valores de a e b segundo o signo da curvatura Q-seccional e aplicamos
algunhas identidades trigonométricas elementais para chegar despois dalgunhas simplifi-
caciéns a que:

4 (QY ((Qn —1)(dn—1)

2sin TG
+6(2n — 1) sin? Tg +3(6n —5)(4n —1)sin’ 7‘4
+12sin? rg tan? r% + 3sin? rg tan? r%) sev >0

IR|* =

4 (2%)4 ((2n— )(4n — 1)

2

—6(2n — 1) sinh? r@ +3(6n —5)(4n — 1) sinh? r@

—12sinh? r¥s= tanh? r¥sE 4+ 3sinh? r¥s= tanh® T—V;”) serv <0
\

Como sempre, esta é unha funcién radial, o cal trivializa o feito de ter que integrala
nunha esfera xeodésica. Asi, despois de multiplicala pola densidade de volume (3.19) e
polo volume da esfera euclidea correspondente, unhas pequenas simplificaciéns lévannos 6
resultado establecido no enunciado do lema. O

3.2 Caracterizacion dos espacios modelo

En [14] pretendiase levar a cabo a caracterizacién dos espacios modelo a partir do volume
de pequenas esferas xeodésicas. Isto deu pé 4 conxetura de Gray-Vanhecke:

Se o volume de toda esfera zeodésica suficientemente pequena nunha variedade coincide
co volume dunha esfera euclidea do mesmo radio, enton a variedade € plana.

No caso xeral, esta conxetura non foi resolta ata o de agora, ainda que si nun amplo
numero de casos particulares.

Analogamente, tamén se poden establecer conxeturas semellantes para o resto dos es-
pacios modelo.

Intentos de obter caracterizacions similares mediante o uso de invariantes intrinsecos
ou extrinsecos (curvatura escalar total, norma cuadratica total da segunda forma funda-
mental, etc.) foron igualmente infructuosas (ver [7], [12]). Sé algins resultados completos
puideron ser acadados empregando méis dun invariante para a caracterizaciéon [7].
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Cabe pois preguntarse se a conxetura pode ser resolta para os invariantes da curvatura
de segunda orde. Como poremos de manifesto, tal caracterizacion é posible cando se em-
prega a norma cuadratica total do tensor de curvatura, ou, en dimensiéns baixas, coa
norma cuadratica total do tensor de Ricci.

Outras caracterizaciéns son posibles utilizando combinaciéns de dous invariantes da
curvatura, se ben, polo seu primordial interés, centrarémonos naquelas caracterizacions
que 86 involucran un 1nico invariante.

No que segue, todas as variedades seran de dimensién maior ou igual ca tres. Nas
variedades de dimension un, as pequenas esferas xeodésicas son pares de puntos illados, e
nas variedades de dimensiéon dous, as pequenas esferas xeodésicas son variedades planas
(pois son de dimensién un), co cal o estudio das curvaturas intrinsecas totais non nos
aporta nada.

3.2.1 Variedades de curvatura seccional constante

A partir das férmulas explicitas obtidas na Seccién 3.1.1 podemos caracterizar, nun amplo
numero de casos xerais, as variedades de curvatura constante comparando ditas expresiéns
explicitas cos desenrolos en serie de potencias obtidos no Capitulo 2.

Teorema 3.2.1 Sexa M unha variedade de Riemann de dimension n # 5. Se en toda

esfera xeodésica suficientemente pequena, [, ) |R||? coincide coa dunha variedade de
m

curvatura seccional constante A\, enton M ten curvatura seccional constante A.

Demostracion.
Para unha variedade de curvatura constante, facendo o desenrolo en serie de Taylor no
Lema 3.1.6:

(3.23) /G ()HEW = cn_lrn1{2<n—2<n—2>_<n—1><n;T§><n—5>A

(n—1)(n—2)(n—5)(5n —27)\2
* 180

O} (m)
Comparando (3.23) co Lema 2.5.2 obtemos que se n # 5,

T=n(n—1)A

Substituindo na féormula do Lema 2.5.2:
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J I L e

rd 372

2 (n? — 37n + 60)
45

1 (59n2—93n—10

R 2
T2 60 12"+

[l

TL2 n— 2 TL2 — n

_ nl{Z(n—l)(n—Q) (n—1)(n—2)(n—5)A
Cn_1T

rd 3r2

59n? — 93n — 10 2
RIZ 2
B (1 - 2ol

4n® +25n% +109n — 270 5 1 4
loll” =~
90n(n—1)(n+2) n

(n—1)(n—2)(n—>5)(5n —27)

v a 2400} (m)

e volvendo a comparar con (3.23) deducimos que:

5912 —93n — 10 2
R|I? — ——|lp|?
S0 1 2] Q|n n_lmn)

4n3 42502 +109n — 270 s 1
loll"=—=77] =0
90n(n—1)(n+2) n

Agora ben, as funciéns

5912 —93n — 10
Jn) = 60n(n + 2)

4n3 +25n2 +109n — 270
g(n) =
90n(n—1)(n+2)

son positivas cando n > 2, de xeito que empregando as proposiciéns 1.1.2 e 3.1.3, de-
ducimos que a variedade ten curvatura seccional constante. Por ultimo, usando que
7 =n(n — 1)\ chégase a que a sta curvatura é precisamente . ]

No caso de dimensién 5, o resultado que se obtén non é tan forte, pero ainda asi
podemos caracterizar en gran medida as variedades de curvatura seccional constante.
En primeiro lugar, substituindo nos lemas 3.1.4, 3.1.5 e 3.1.6 obtemos inmediatamente:
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Proposiciéon 3.2.2 Se M € unha variedade de curvatura seccional constante de dimension
cinco enton:

/ 2 1dd e, / 171% = 36 ca, / 1B? = 24¢4
G (7) Gm(r) Gm(r)

A proposicién anterior, en particular, significa que as integrais dos invariantes da cur-
vatura de segunda orde nunha variedade de curvatura constante de dimensién 5 son in-
dependentes da sta curvatura. Dado que un espacio é de curvatura seccional constante
se e 8O se as stas esferas xeodésicas son Einstein [7], a Observacién 1.1.3 dinos que, es-
encialmente, as curvaturas totais dos invariantes de segunda orde en dimensién 5 para
espacios de curvatura seccional constante s6 dependen da caracteristica de Euler e por
tanto constitien un invariante topoldxico. En consecuencia, é imposible caracterizar a
curvatura destas. Sen embargo, ainda asi podemos obter o seguinte resultado.

Teorema 3.2.3 Sexa M unha variedade de dimension 5. Se a norma cuadrdtica total do
tensor de curvatura de toda esfera xeodésica suficientemente pequena coincide coa dunha
variedade de dimension 5 de curvatura seccional constante, enton M ten curvatura sec-
ctonal constante.

Demostracion.
Comparando (3.23) para o caso de dimensién 5, coa Proposicién 3.2.2 séguese que:

1 (50 40 7
e = e+ o (3 |R||> - 5 pll? — 5 72> car* + 0 (r%)

1 (50 1 35 1
24 D B 2 L2 29 2_ 1. 2 4 6
C4+35{3 (HRH 2||PH )+ 9 (HpH £ T car 4+ 0 (1)

de onde

50 s 1o ) 35 (e 1)
3 (181 = 51012} + 3 (1ol = 5 72) =0

Asfi que, utilizando as proposiciéns 1.1.2 e 3.1.3 chégase a que M ten curvatura seccional
constante. O

Nétese que o teorema anterior, como era previsible, non asegura que as dias variedades
tenan a mesma curvatura.

Para a norma cuadratica total do tensor de Ricci os resultados obtidos son esen-
cialmente diferentes e s6 permiten respostar afirmativamente en dimensiéns baixas. As
demostraciéns obténense de xeito similar.
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Teorema 3.2.4 Sexa M unha variedade de Riemann de dimensionn € {3,4,6,7,8,9,10}.
Se en toda esfera xeodésica suficientemente pequena, me(r) IplI? coincide coa dunha va-
riedade de curvatura seccional constante A\, enton M ten curvatura seccional constante

A

Demostracién.
Para unha variedade de curvatura constante, desenrolando en serie de Taylor a férmula
do Lema 3.1.5:

n — n— 2 n — n — 2 n —
(3.24) /G ( ||5H2 — Cnlrn_l{( 1)7“(4 2) _ ( 1)( 6T22) ( 5)/\

(n—1)(n —2)%(n —5)(5n — 27)\2
+ 360 + O(TQ)} (m)

Comparando (3.24) co Lema 2.4.2 obtemos que se n # 5,

T=mn(n—1)A

Substituindo

rd 612

/ ||ﬁ||2 — Cnilrn—l {(n_ 1)(%—2) (TL— 1)(7&—2) (n_5))‘
Gm(r

1 n3 —9n2 —16n — 20
+ - IR|?
n (n+2) 120

n34+31n? —16n—120  ,
+ 15 ol

n2n_ 2n3— n2— n
TRAUEL USRS L +44))\2>+O(r2)}(m)

= ¢, "t { n—1n—-22 (m—1)(n—-2)%n—>5)\

rd 612

n?—9n* —16n — 20 IR|? 2 1ol
120 n(n + 2) n—1""

4n* + 11703 — 161 n? — 368 n + 540 H ”2_1 5
180n(n —1)(n + 2) P n’
N (n—1)(n—2)%(n—5)(5n — 27)
360

N+o (r2)} (m)
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Figura 3.1: Representacion gréafica das funciéns f e g.

de onde,

n3 —9n? —16n — 20 IR|? 2 oll?
120 n(n + 2) n—1"

4nt 411703 — 161 n% — 368 n + 540 ” HQ_E 2\ _ g
180n(n —1)(n+2) P n' )=

Agora ben, as funciéns
3 2
n°—9n* —16n — 20
f(n)=—
120n(n + 2)
4nt +117n3 — 16102 — 368 n + 540
g9(n) =
180n(n — 1)(n + 2)

son positivas cando n € {3,...,10} (Figura 3.1), de xeito que empregando as proposiciéns
1.1.2 e 3.1.3, deducimos que a variedade ten curvatura seccional constante. Por iltimo,
usando que 7 = n(n — 1)\ chégase a que a stia curvatura é precisamente . [l

De maneira similar 6 que sucedia para o caso da norma cuadratica total do tensor de
curvatura, obtemos un resultado parcial en dimensiéon 5.

Teorema 3.2.5 Sexa M unha variedade de dimension 5. Se a norma cuadrdtica total do
tensor de Ricci de toda esfera xeodésica suficientemente pequena coincide coa dunha va-
riedade de dimension 5 de curvatura seccional constante, enton M ten curvatura seccional
constante.
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Demostracion.
Comparando (3.24) para n = 5, coa Proposicién 3.2.2 séguese que:

36 Cq4

I
w
&
o
_l_

|

14
(171 =25 1olP = 3 77) crrt + 069

1[5 o L1y 0 290 o 1 5 4 6
5 15 (1R = 31612 ) + 22 (16l = 5 72) } eart 40

) 1 295 1
2L NRIZ = 21,112 499 2_ 1.2\ _

Asi que, utilizando as proposiciéns 1.1.2 e 3.1.3 chégase a que M ten curvatura seccional
constante. O

|
w
(@)
o
N
_l_

de onde,

De novo, a Proposicién 3.2.2 imposibilitanos a determinar exactamente a curvatura.

3.2.2 Variedades Kahler de curvatura seccional holomorfa constante

Neste apartado utilizaremos os resultados obtidos na Seccién 3.1.2 para caracterizar as
variedades Kéahler de curvatura seccional holomorfa constante.

Veremos que, de novo, a norma cuadratica total do tensor de curvatura caracteriza
totalmente a estas, mentres que a norma cuadratica total do tensor de Ricci sé serve para
caracterizar os espacios de dimension baixa.

O seguinte teorema proba a primeira de tales cuestions. A sitia demostraciéon é moi
similar & anteriormente realizada para as variedades de curvatura seccional constante.

Teorema 3.2.6 Sexa M wunha variedade Kdhler de dimension compleza n # 1. Se en
toda esfera xeodésica suficientemente pequena, me(r) |R||? coincide coa dunha variedade
Kahler de curvatura seccional holomorfa constante u, enton M ten curvatura seccional
holomorfa constante .

Demostracion.
Para unha variedade Kéhler de curvatura seccional holomorfa constante, facendo o desen-
rolo en serie de Taylor no Lema 3.1.11:

(3.25)/ ( IR|2 = Cinrzn_1{4(n—1i£2n—1) (n—l)(n—é-:Q)(2n—5)u

+(n —1)(10n3 — 27n% + 491 n — 90) 1>
360

00} (m)
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Comparando (3.25) co Lema 2.5.2 (ndtese que agora a dimensién real é 2n) obtemos
que,

T=nn+1)p

Substituindo na féormula do Lema 2.5.2:

/' Tk
Gm(r)

rd 3r2

9n-1 {4(” —1)@2n-1) (r—-1)(n+1)2n—5)u
C2n—1T

1 23612 — 1861 — 10 2 (4n? — T4n + 60)
R 2 2
2 1)%(4n? —22n+2
+n(n+ )*(4n n+ ),u2>—i—0(r2)}(m)
36
_ 2n_1{4(n—1)(2n—1) (n—=1)(n+12n—5u
= Cap—1T 4 - 2
r 3r
236n% — 186 — 10 4
RII2 — 2
T 01 2) (” I =gl >
4n3 +284n% — 293 n + 45 1oll? 1,
90n(n+1)(n+2) P n'
—1)(10n? — 27n* 4 491n — 90
+ (n )( n n n )M2+O(T2) (m)
360
e volvendo a comparar con (3.25) deducimos que:
236 n* — 186 — 10 4
IRII* = ——lplI?
240n(n + 2) n+1
4n? +284n% —293n + 45 5, 1,
lol2 = ~7%) =0
90n(n+1)(n+2) n

Agora ben, as funciéns

) 236n2 — 1861 — 10
n)=
240n(n + 2)
(n) 4n? +284n% —293n + 45
n)=
g 90n(n + 1)(n + 2)
son positivas cando n > 2, de xeito que empregando as proposiciéns 1.1.2 e 3.1.8, de-

ducimos que a variedade ten curvatura seccional holomorfa constante. Por tltimo, como
7 =n(n + 1) chégase a que a sia curvatura holomorfa é precisamente p. O
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O resultado analogo para a norma cuadratica total do tensor de Ricci, é, como ante-
riormente, méis frouxo, podéndose sé probar para dimensiéns baixas.

Teorema 3.2.7 Sexa M unha variedade Kdahler de dimension complexa n € {2,3,4,5}.
Se en toda esfera weodésica suficientemente pequena, me(T) IplI? coincide coa dunha va-
riedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante u, entéon M ten curvatura
seccional holomorfa constante p.

Demostracion.
Para unha variedade Kéhler de curvatura seccional holomorfa constante, facendo o desen-
rolo en serie de Taylor no Lema 3.1.10:

n—1)%2n— n—1)%(n n—
(3.26) / B = ey {4( 11«4(2 D (n=1X ;;)(2 5)u

n—1)(10n* — 3713 — 22n2 4+ 139n + 90) 1>
o= 260 ) +O(r2)}(m)

Comparando (3.26) co Lema 2.4.2 (de novo con dimensién real 2n) obtemos que,

T=n(n+1)u

Substituindo na féormula do Lema 2.4.2:

rd 372

n — 2 n — n — n n —
/ ||ﬁ||2 _ 62n17“2n_1{4( 1) (2 1) ( 1)( +1)(2 5)“

1 8nd —36m2 —32n—20, _ o
+ - IR
4n(n+1) 120

+8n3+124n2—32n—120 1ol
15 p
2 1)2(8n3 — 52n2 — 32 44
N n?(n+1)%(8n 72 n®—32n+ )u2>+0(r2)}(m)

2n-1 {4(n —1)?@2n—1) (n—1)(n+1)(2n—5)u

= C2p—1T
rd 372

8n3 —36n2 —32n— 20 4
- IR|I* = ——|lplI”
480n(n + 1) n+1

4nt +60n® 4+ 7302 — 52n — 45 e 1,
90n(n + 1)2 =T

n—1)(10n* — 37n3 — 22n% + 1391 + 90) >
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Figura 3.2: Representacion grafica das funciéns f e g.

e volvendo a comparar con (3.26) deducimos que:

~8n® —36n° —32n — 20 IR|? - 4 1ol
480n(n+1) n+1

4nt +60n% 4+ 73n? —52n — 45 5 1 4
5 lpll* = =77) =0
90n(n+1) n

Agora ben, as funciéns

8n3 —36m2 —32n—20

Jn) = 480n(n + 1)
4nt +60n% +73n% —52n —45
g(n): 2
90n(n+1)

son positivas cando n € {2,3,4,5} (Figura 3.2), de xeito que empregando as proposiciéns
1.1.2 e 3.1.8, deducimos que a variedade ten curvatura seccional holomorfa constante. Por
ultimo, como 7 = n(n + 1)u chégase a que a sta curvatura holomorfa é precisamente p.0J

3.2.3 Variedades cuaternionicas Kahler de curvatura Q-seccional cons-
tante

Para as variedades cuaternidnicas, a caracterizacion mediante as curvaturas totais das
esferas xeodésicas tamén pode ser feita de xeito andlogo és outros espacios modelo, se ben
tal caracterizacion é mais sinxela debido as fortes restricciéons que impdn sobre a curvatura
a existencia dunha estructura cuaterniénica Kéhler.
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Teorema 3.2.8 Sexa M unha variedade cuaternidnica Kdihler de dimensidn 4n. Se en
toda esfera xeodésica suficientemente pequena, me(r) |R||? coincide coa dunha variedade
cuaternionica Kdhler de curvatura @Q-seccional holomorfa constante v, enton M ten cur-
vatura Q-seccional holomorfa constante v.

Demostracion.
Para unha variedade cuaterniénica Kéhler de curvatura Q-seccional constante, facendo o
desenrolo en serie de Taylor no Lema 3.1.17:

~ 4(2n—-1)4n -1
[ IRE = et { A2
G (r) r
2(n+2)2n—1)4n—5)v
3r2
801t + 9213 + 2776 1% — 38511 + 945)1°
180

(3.27) !

00 b
Comparando (3.27) co Lema 2.5.2 (con dimensién real 4n) obtemos que,

T=4n(n+2)v

Substituindo na féormula do Lema 2.5.2:

B2 = an_1 [42n—-1)4dn—-1) 2(n+2)2n—1)(4n—>5)v
JIRE = e ) -

N 1 944n? — 372n — 10 IR|?
8n(2n+ 1) 60
2(16 2 — 148 n + 60

+ A pe

45
. 8n?(n+2)%(8n? —22n+1) ,

. )+ 06}

4n1{4(2n1)(4n1) 2(n+2)2n—1)(4n—5)v
= C4n—1T

rd 3r2

472n% — 1861 — 5 IR Sn+1
- 5 T
240n(2n + 1) 4n(n +2)?
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4n? —37Tn+15 s 1,
ol ==~
45n(2n+1) n

449203 4+ 2776 n% — 3851 945)12
N (80n* +92n° + 1878 3851 n + 945)v +O(r2)}(m)

e volvendo a comparar con (3.27) deducimos que:

472n% —186n — 5 5n+1
(1m- 54

240n(2n + 1) S dn(n+2
4n% —37n+15 S
_ = =0
T Bt <”'0” n’

Agora ben, se n > 1, a variedade é Einstein, e por tanto, o segundo sumando anilase.
Por outra banda, a funcion

) 472n% — 186n — 5
’]’L fry
240n(2n+1)

é positiva cando n > 1, de xeito que empregando as proposiciéns 1.1.2 e 3.1.13, deducimos
que a variedade ten curvatura Q-seccional constante. Como 7 = 4n(n+ 2)v chégase a que
a sua curvatura Q-seccional é precisamente v.

Por 1ltimo, como en dimensién 4, curvatura Q-seccional constante equivale a curvatura
seccional constante, o resultado redicese a un probado anteriormente (Teorema 3.2.1). OJ

Finalmente demostraremos o teorema analogo 6 anterior para a norma cuadratica total
do tensor de Ricci. Neste caso a caracterizacion pddese realizar completamente debido 6
caracter Einstein das variedades cuaternionicas Kéahler.

Teorema 3.2.9 Sexa M wunha variedade cuaternionica Kdhler de dimension 4n. Se en
toda esfera zeodésica suficientemente pequena, me(r) plI? coincide coa dunha variedade
cuaternionica Kdhler de curvatura @Q-seccional holomorfa constante v, enton M ten cur-
vatura Q-seccional holomorfa constante v.

Demostracion.

Para unha variedade cuaterniénica Kéhler de curvatura Q-seccional constante, facendo o
desenrolo en serie de Taylor no Lema 3.1.16:

/ ||ﬁH2 = ¢ _17047171 {4(2n_ 1)2(477“_ 1)
Gm(r)

ré

2(n+2)(2n —1)%(4n - 5)v
372
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N (160 n° + 104 n* — 1020 n3 + 32212 + 1421 n — 945)1/2
180

(3.28)
+0 (r%) }(m)
Comparando (3.28) co Lema 2.4.2,

T=4n(n+2)v

Substituindo na féormula do Lema 2.4.2:

n— 2 n — n n — 2 n — v
/ P12 = C4n_1r4"‘1{4(2 D*(4n—-1) 2(n+2)2n—-1)%(4n—-5)

r4 372
N 1 64n% — 144n? — 64n — 20 IR|?
8n(2n+1) 120
+64n3+496n2—64n—120 1ol
45 P
2n? 2)2(64n3 — 208 n? — 64n + 44
g e+ OIS - 208~ BAn ¥ )1/2>+O(r2)}(m)

— . An—1 42n—-12M4n—-1) 2(n+2)2n—1)2(4n -5
- 4n—1 A 3,2

16n® —32n? —16n — 5 5 Sn+1
- IRI® = T ——a 7
240n(2n+1) 4n(n+2)?

8n3+62n% —8n — 15 oll? 1,
45n(2n+1) P n

N (160 n° + 104 n* — 1020 n3 + 32212 + 1421 n — 945)1/>
180

£} (m)

e volvendo a comparar con (3.28) deducimos que:

1603 —32n? —16n—5 IR 5n+1
- - 53 T
240n(2n+1) dn(n+ 2)?

8n3 +62n? —8n—15 ” HQ_E 2\ _ g
5n2n+ 1) =T )=

Agora ben, como n > 1, a variedade é Einstein, e por tanto, o segundo sumando
anulase. Por outra banda, a funcién
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_16n3—32n2 —16n—5
240n(2n + 1)

f(n) =

non se anula cando n > 1, de xeito que empregando as proposiciéns 1.1.2 e 3.1.13, deduci-
mos que a variedade ten curvatura Q-seccional constante. Como 7 = 4n(n + 2)v chégase
a que a sua curvatura Q-seccional é precisamente v.

Para dimensién 4, o resultado dedicese do Teorema 3.2.4, xa que ter curvatura Q-
seccional constante equivale a ter curvatura seccional constante nesta dimensién. O

Observacién 3.2.10 Como foi visto anteriormente, as variedades cuaterniénicas Kéahler
son Einstein. Este feito produce grandes simplificaciéns nos desenrolos en serie de poten-
cias, podendo caracterizar todas as variedades cuaternionicas Kéhler a partir das curva-
turas escalares totais. De feito, pddense enunciar teoremas analogos 6s anteriores para o
volume, a curvatura escalar total e a curvatura escalar cuadratica total.

E madis: en [14] prébase que a conxetura do volume (e todas as sias variaciéns para
caracterizar os espacios modelo) son certas cando se asume, a maiores, que a variedade é
Einstein. Dado que as variedades cuaterniénicas Kéahler verifican esta ultima propiedade,
é sinxelo, como vimos, caracterizar estas a partir dos desenrolos en serie de potencias das
curvaturas totais.
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