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Introducción

Un problema clásico en Geometŕıa Diferencial es el estudio de una variedad dife-
renciable en la cual tenemos una división en estratos u hojas, es decir, una fo-
liación. Tiene especial importancia el estudio del espacio de hojas de la foliación
(la estructura transversa), el cual no tiene por qué ser una variedad diferenciable
(salvo si la foliación es simple). Este problema puede resolverse introduciendo
el concepto de espacio difeológico (ver [9]), que es una generalización de las va-
riedades diferenciables y nos permite dotar de una estructura diferenciable al
espacio de hojas de una foliación como espacio difeológico cociente. En esta
Memoria nos centraremos en este último concepto, pero además nos restringire-
mos al estudio de foliaciones de Lie sobre una variedad compacta. Para este
caso demostramos un teorema de G. Hector-E. Macias [9], que permite calcu-
lar expĺıcitamente el grupo de difeomorfismos del espacio de hojas. Haremos
una exposición de algunos resultados clásicos sobre foliaciones de Lie, para final-
mente centrarnos fundamentalmente en las foliaciones lineales en el toro Tn+1 y
en foliaciones que modelan sobre el grupo de Heisenberg. Más concretamente:

En el Caṕıtulo 1 recordamos la noción de fracción continua y sus propiedades
elementales. Analizamos la ecuación de Pell X2 − Y 2d = 1, que es una ecuación
clásica de Teoŕıa de Números, y resolvemos el problema de existencia de solu-
ciones no triviales utilizando propiedades elementales de las fracciones continuas.
Finalmente estudiamos las unidades del anillo Z[

√
d], que son la solución de una

ecuación entera que generaliza la ecuación de Pell. Su estructura como grupo
multiplicativo viene indicada por el teorema de las unidades de Dirichlet, que es
un teorema clásico de Álgebra.

En el Caṕıtulo 2 definimos el concepto de espacio difeológico, de Souriau
[16]. La noción de espacio difeológico incluye como caso particular las variedades
diferenciables y permite trabajar de manera natural con espacios de funciones
y coĺımites. Después damos las definiciones elementales, para posteriormente
analizar las construcciones básicas, tales como cocientes de espacios difeológicos
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que poseen una difeoloǵıa natural compatible con la del espacio difeológico donde
está definida la relación de equivalencia. Cabe destacar que en este caso nos se-
paramos de la topoloǵıa, dado que podemos tener cocientes con topoloǵıa trivial,
pero sin embargo la difeoloǵıa inducida en el cociente no es trivial. Finalmente in-
troducimos la generalización adecuada de grupo de Lie, es decir, grupo difeológico
y damos algunas propiedades elementales. La referencia básica es el art́ıculo de
Hector-Macias [9].

En el Caṕıtulo 3 nos centramos en el caso de espacios de hojas de foliaciones
de Lie sobre una variedad compacta, los cuales estarán dotados de la estructura
natural de espacio difeológico cociente. Comentamos algunos resultados básicos
de la teoŕıa de E. Fedida [4] y analizamos la estructura transversa a la foliación,
la cual vendrá modelada por una Q-variedad y cuyo espacio de hojas será difeo-
morfo (como espacio difeológico) al cociente G/Γ de un grupo de Lie por un
subgrupo finitamente generado. Demostramos una propiedad de levantamiento,
que generaliza la teoŕıa de cubiertas de grupos de Lie al caso de grupos dife-
ológicos, que aplicaremos en posteriores cálculos. En el caso de una foliación con
hojas densas demostramos de manera detallada un teorema de [9] que permite
hacer un cálculo efectivo del grupo de difeomorfismos (en sentido difeológico) de
la foliación de Lie. Deducimos algunas consecuencias de la propiedad de levan-
tamiento, concretamente cuándo dos foliaciones de Lie inducen espacios de hojas
difeomorfos. Observamos además que la 1-forma que define la foliación está de-
terminada por la foliación de Lie salvo un automorfismo del álgebra de Lie donde
modela la foliación.

En el Caṕıtulo 4 discutimos ciertas foliaciones lineales en el toro Tn+1, nor-
malmente con hojas densas. Empezamos haciendo un estudio sobre las folia-
ciones lineales con hojas densas en el toro T 2, para las que calculamos el grupo
de difeomorfismos del espacio de hojas y caracterizamos las foliaciones de Lie que
inducen espacios de hojas difeomorfos utilizando los resultados del Caṕıtulo 3,
reobteniendo un resultado de P. Donato [3] . Después generalizamos el resultado
anterior al caso de una foliación lineal de codimensión 1 en Tn+1 y al caso de
un flujo lineal de Lie con órbitas densas en el toro Tn+1. Este caso es especial-
mente importante, pues P. Caron [2] ha demostrado que para todo flujo de Lie
con hojas densas en una variedad compacta M , el grupo transverso es Rn, la
variedad M es difeomorfa a un toro Tn+1 y el flujo es conjugado a uno lineal.
Posteriormente analizamos el caso de foliaciones transcendentes estudiadas por
B. Herrera [5], donde observamos la rigidez de la foliación en el cálculo del grupo
de difeomorfismos del espacio de hojas, y extendemos un Lema de [5] a cualquier
foliación lineal en el toro Tn+1. Además debilitamos la condición de foliación



lineal transcendente por otra donde se siguen verificando las mismas propiedades
y acabamos el Caṕıtulo con una propiedad de levantamiento en el caso del toro
Tn+1.

En el Caṕıtulo 5 analizamos las foliaciones de Lie modeladas transversalmente
por el grupo de Heisenberg. En este caso no se pretende obtener resultados
generales sino mostrar las dificultades del cálculo ya en el caso nilpotente, cen-
trándonos en un ejemplo particular. Primero observamos la existencia de fo-
liaciones de Lie en variedades compactas que modelan sobre un grupo de Lie
nilpotente y que tienen asociadas un grupo de holonomı́a finitamente generado.
Después nos centramos en el cálculo del grupo de automorfismos del álgebra de
Lie de H3 que preservan una familia particular de subgrupos densos y finitamente
generados de H3. Entonces volvemos a calcular el grupo de difeomorfismos de
la foliación, el cual será isomorfo a una composición de productos semidirectos,
aśı como las foliaciones con espacios de hojas difeomorfos. En este caso tanto
los cálculos como los grupos finalmente obtenidos son más complicados, debido a
que nos exige calcular los isomorfismos de R2 que inducen automorfismos en un
cierto subgrupo denso en R2 (dado que H3 es una extensión central de R y R2),
después tenemos que calcular los isomorfismos de R que inducen automorfismos
en un cierto subgrupo denso en R y finalmente (lo que complica todo) analizar
las condiciones de compatibilidad entre los automorfismos de R2 y los de R para
que induzcan automorfismos en el grupo de Heisenberg.

Por último, quiero mostrar mi agradecimiento al Profesor Enrique Maćıas
Virgós, que ha dirigido esta tesina, por el tiempo empleado en resolver las dudas y
problemas que iban surgiendo durante su elaboración. También quiero agradecer
al Instituto de Matemáticas la concesión de una beca de colaboración con el
Departamento de Geometŕıa y Topoloǵıa en mi último año de carrera para la
realización de esta tesina.





Caṕıtulo 1

Preliminares algebraicos

1.1 Fracciones continuas.

En esta sección recordaremos la noción de fracción continua y sus propiedades
elementales las cuales serán aplicadas posteriormente en la ecuación de Pell. Para
profundizar más sobre las fracciones continuas ver [1].

1.1.1 Fracción continua de un número racional.

Consideremos un número racional α = a/b, con a entero y b entero positivo, a
y b coprimos. Por el algoritmo de Euclides sabemos que existe un par de únicos
enteros r1 y q verificando a = bq + r1 con 0 < r1 < b, por lo cual:

a

b
= q +

1
b
r1

.

Si ahora volvemos aplicar el algoritmo de Euclides a b y r1 obtenemos b = r1q1+r2
y 0 < r2 < r1 < b; por lo tanto, b

r1
= q1 +

r2
r1
. Por lo cual:

a

b
= q +

1

q1 +
1
r1
r2

.

9



10 1 Preliminares algebraicos

Repitiendo el proceso para r1 y r2 obtenemos r1 = r2q2+r3, 0 < r3 < r2 < r1 < b
y entonces r1

r2
= q2 +

r2
r3
. Luego:

a

b
= q +

1

q1 +
1

q2 +
1
r2
r3

.

Tras un número finito de n iteraciones del proceso llegamos a:

rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 < rn < rn−1 < ... < r1 < b,

de donde deducimos la siguiente expresión:

a

b
= q +

1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
1
. . .

qn−1 +
1

rn−1
rn

.

Verificándose lo siguiente: rn−1 = rnqn, rn+1 = 0. Finalmente tenemos la si-
guiente expresión:

a

b
= q +

1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
1
. . .

qn−1 +
1
qn

= [q; q1, q2, ..., qn],

donde q ∈ Z pero con qk ≥ 1 para todo k ≥ 1 y además qn > 1, y la cual se
denomina desarrollo del número racional α en fracción continua.

Ejemplo 1.1 Consideremos la fracción 10
7 . Entonces q = 1, q1 = 2 y q2 = 3;

r1 = 3 y r2 = 1. Luego:

10

7
= 1 +

1

2 + 1
3

= [1; 2, 3].
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1.1.2 Fracción continua de un número irracional.

Sea α un número irracional y sea q = [α] su parte entera; entonces α = q + 1
α1

con α1 > 1. Sea ahora q1 = [α1], entonces α1 = q1+
1
α2

con α2 > 1; sea q2 = [α2],

entonces α2 = q2 +
1
α3
, con α3 > 1. Tenemos:

α = q +
1

q1 +
1

q2 +
1

α3

.

Si continuáramos este proceso iterativo, tendŕıamos construida una sucesión de
números enteros q, q1, q2, ..., qn, ... donde q ∈ Z y qk ∈ Z+ ∀k ≥ 1. Entonces
llamaremos desarrollo en fracción continua del número irracional α a la siguiente
expresión:

α = q +
1

q1 +
1

q2 +
1

q3 +
.. .

= [q; q1, q2, ..., qn, ...].

Ejemplo 1.2 Sea e el número de Euler. Su desarrollo en fracción continua es:

[2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, ...].

1.1.3 Propiedades de las fracciones continuas.

Sea α un número real y [q; q1, q2, ..., qn, ...] su correspondiente desarrollo en frac-
ción continua. Denotemos por

δ0 =
q

1
; δ1 = q +

1

q1
=
qq1 + 1

q1

y

δn =
Pn
Qn

∀n ≥ 1,

donde Pn y Qn son el correspondiente numerador y denominador de la fracción
relativa al desarrollo en fracción continua truncado [q; q1, q2, ..., qn] del número
real α hasta el término n-ésimo.

Introduzcamos el convenio P−1 = 1, P0 = q, Q−1 = 0 y Q0 = 1. Entonces
tenemos las siguientes propiedades de verificación inmediata:
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1. El desarrollo de un número real α en fracción continua es único.

2. Sea α un número real y [q; , q1, q2, ...] su correspondiente desarrollo en frac-
ción continua, entonces:

α = q +
1

[q1; q2, q3, ...]
.

3. Se tiene

Pn = qnPn−1 + Pn−2;

Qn = qnQn−1 +Qn−2, ∀n ≥ 2.

4. Además

PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n+1;

PnQn−2 − Pn−2Qn = (−1)nqn, ∀n ≥ 2.

5. Pn y Qn son coprimos entre śı.

6. Por otra parte,

δn − δn−1 =
(−1)n+1

QnQn−1
;

δn − δn−2 =
(−1)nqn
QnQn−2

, ∀n ≥ 2.

7. Tenemos la siguiente ordenación para los Qn:

1 ≤ Q0 ≤ Q1 < Q2 < Q3 < ... < Qn < ...

y por lo tanto limn→∞Qn =∞.

8. Se cumple
lim
n→∞

(δn − δn−1) = 0.

9. La sucesión {δn}n∈N converge a α. Pero además se tiene la siguiente
acotación:

| α− δn |<
1

Q2
n

, (1.1)

la cual nos será útil más adelante, concretamente la utililizaremos en la
ecuación de Pell-Fermat.
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10. Tenemos las siguientes ordenaciones para las δn:

δ0 < δ2 < δ4 < ... < δ2k < ...

δ1 > δ3 > δ5 > ... > δ2k+1 > ... ∀k ≥ 1.

Además cualquier fracción δ2k de ı́ndice par es menor que cualquier fracción
de ı́ndice impar.

Para el siguiente teorema ver [1].

Teorema 1.3 Sea α un número real. Entonces α es un irracional cuadrático si
y sólo si su desarrollo en fracción continua es periódico.

Ejemplo 1.4 Consideremos α = 7+
√
53

2 , el cual es claramente mayor que 1.
Además verifica la ecuación X2 − 7X − 1 = 0, de donde deducimos α = 7 + 1

α .
Pero como α > 1, tenemos

[q; q1, q2, ...] = 7 +
1

[q; q1, q2, ...]
.

Por lo cual q = q1 = q2 = q3 = ..., pero como q = 7 concluimos:

α = [7; 7, 7, 7, ...].

1.2 La ecuación de Pell.

En esta sección esbozaremos la ecuación de Pell, también llamada ecuación de
Pell-Fermat, que es una ecuación clásica de teoŕıa de números y analizaremos
la estructura de las soluciones de la ecuación, las cuales relacionaremos en los
siguientes caṕıtulos con un cierto grupo de difeomorfismos.

Consideremos la ecuación entera

X2 − Y 2d = 1,

con
√
d ̸∈ Z. Ésta es la ecuación de Pell. Trataremos de hallar todos los pares

de soluciones enteras (x, y) de la ecuación de Pell-Fermat, para lo que primero
analizaremos el caso con x > 0 e y > 0. A partir de este caso se obtienen de
manera inmediata los demás casos, considerando entonces los pares de la forma
((−1)mx, (−1)ny) con m,n ∈ Z.
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1.2.1 Existencia de solución.

La primera pregunta que surge es: ¿Existen soluciones de la ecuación no triviales,
es decir, distintas de los pares (1, 0) y (−1, 0)?

Teorema 1.5 Siempre existe al menos una solución (x, y) con x > 1 e y > 0
de la ecuación de Pell.

Demostración:
Sea
√
d = [q; q1, q2, ...] el desarrollo en fracción continua correspondiente. Sean

δn = Pn/Qn con n ≥ 0 los truncamientos del desarrollo en fracción continua de
α correspondientes. Entonces por (1.1) tenemos

|
√
d− Pn

Qn
|< 1

Q2
n

,

de lo cual deducimos:

| Pn −Qn
√
d |< 1

Qn

y por lo tanto, dado que Qn es positivo por serlo
√
d,

Pn < Qn
√
d+

1

Qn
.

Pero ahora si le sumamos Qn
√
d obtenemos:

Pn +Qn
√
d < 2Qn

√
d+

1

Qn
,

con lo cual si multiplicamos por | Pn −Qn
√
d |< 1

Qn
obtenemos finalmente:

| P 2
n − dQ2

n |< 2
√
d+ 1.

Ahora si consideramos n impar y suficientemente grande por la propiedad (10)
de las fracciones continuas tenemos

0 < P 2
n − dQ2

n < 2
√
d+ 1,

pues δn tiende a
√
d > 0. Como sólo hay un número finito de enteros entre 0

y 2
√
d + 1, deducimos que tiene que existir un número natural entero entre 0 y

2
√
d+ 1 que se repita infinitas veces. Sea este número k. Entonces tenemos que

existen infinitos enteros impares naturales n tales que verifican la ecuación:

P 2
n −Q2

nd = k.
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Denotaremos por (xn, yn) los pares de enteros positivos soluciones de la ecuación
X2 − Y 2d = k.

Consideremos ahora estos pares de enteros respecto al módulo k:

[xn] ≡ xn(mod k), [yn] ≡ yn(mod k),

siendo [xn] e [yn] las clases de resto de xn e yn módulo k respectivamente. En-
tonces es claro que los pares (xn, yn) sólo pueden tomar a lo sumo k2 valores
módulo k, por lo cual ha de existir un par (α, β) que se repite infinitas veces
en la sucesión {([xn], [yn])}n∈N . Luego tenemos infinitos pares enteros positivos
(x′n, y

′
n) verificando:

(x′n, y
′
n) ≡ (α, β)(mod k)

y
x′n

2 − y′n
2
d = α2 − β2d = k.

Consideremos dos soluciones distintas (x′l, y
′
l) y (x′m, y

′
m) de estas ecuaciones.

Entonces:

(x′l + y′l
√
d)(x′m − y′m

√
d) = x′lx

′
m − y′ly′md+ (x′my

′
l − x′ly′m)

√
d,

pero
x′m ≡ x′l ≡ α(mod k)

y
y′m ≡ y′l ≡ β(mod k).

Por lo cual obtenemos:

x′lx
′
m − y′my′ld ≡ α2 − β2d ≡ 0(mod k)

y
x′ly

′
m − x′my′l ≡ αβ − βα ≡ 0(mod k).

Finalmente tenemos:

(x′l + y′l
√
d)(x′m − y′m

√
d) = k(u+ v

√
d),

donde u, v ∈ Z. Análogamente:

(x′l − y′l
√
d)(x′m + y′m

√
d) = k(u− v

√
d).

Multiplicando la dos últimas igualdades obtenemos:

k2 = k2(u2 − dv2),
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por lo cual

u2 − dv2 = 1.

Pero como hab́ıamos obtenido infinitos pares (x′n, y
′
n) tenemos que también exis-

ten infinitos pares (u, v) con u, v ∈ Z. De donde ha de existir un (u0, v0) con
v0 ̸= 0 porque si no u0 = ±1. Es claro que entonces podemos elegir un (u0, v0)
con u0 > 1 y v0 > 0.

Q.E.D.
Nota

Apartir de ahora y por conveniencia vamos a denotar los pares enteros (x, y)
soluciones de la ecuación de Pell por x+ y

√
d.

1.2.2 La ecuación X2 − Y 2d = −1.

Si consideramos la ecuación

X2 − Y 2d = −1,

análoga a la ecuación de Pell pero para −1, puede no existir ningún par de enteros
que la verifiquen.

Ejemplo 1.6 La ecuación:

X2 − Y 23 = −1,

no puede tener soluciones enteras. Se puede ver de manera inmediata que el
par (2, 1) es una solución mı́nima de la ecuación de Pell para d = 3. Si nuestra
ecuación tuviera soluciones enteras tendŕıa que existir un par de enteros (a, b) tal
que:

(a+ b
√
3)2 = 2 +

√
3,

lo cual se ve por cálculos directos que es falso.

En cambio, si consideramos la ecuación:

X2 − Y 22 = −1,

vemos que el par (1, 1) verifica la ecuación.
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1.2.3 Estructura de las soluciones de la ecuación de Pell.

Es claro que el conjunto

Z[
√
d] = {a+ b

√
d : a, b ∈ Z}

forma un anillo con la suma y multiplicación usuales. Dado un elemento a+b
√
d ∈

Z[
√
d] entenderemos por su conjugado el elemento

a+ b
√
d = a− b

√
d ∈ Z[

√
d].

Lema 1.7 El conjunto de soluciones de la ecuación de Pell forma un grupo con
la multiplicación.

Demostración:
Basta tener en cuenta que un elemento de Z[

√
d] es solución de la ecuación

de Pell si y sólo si al multiplicarlo por su conjugado da la unidad 1 ∈ Z[
√
d]. Y

además si un elemento es solución de la ecuación de Pell entonces su inverso es su
conjugado. Sean x, y ∈ Z[

√
d] soluciones de la ecuación de Pell, entonces xx = 1

e yy = 1, pero ahora, como el conjugado de un producto es el producto de los
conjugados obtenemos:

xyxy = xxyy = 1× 1 = 1.

Q.E.D.
Tratemos de ver esto último de una manera más clara: Para ello consideremos la
siguiente aplicación N :Z[

√
d] −→ Z, a la cual llamaremos norma, dada por

N(a+ b
√
d) = a2 − b2d.

Se puede ver de manera inmediata que la norma es multiplicativa, es decir:

N(αβ) = N(α)N(β), ∀α, β ∈ Z[
√
d].

Utilizando la multiplicatividad de la norma se ve que un elemento de Z[
√
d]

es una unidad en el anillo si y sólo si tiene norma ±1. Pero observemos que
los elementos de norma 1 son justamente las soluciones de la ecuación de Pell.
Además en el caso Z[

√
3], tal y como vimos antes en el ejemplo 1.6, no existen

soluciones enteras de la ecuación X2 − Y 23 = −1, por lo cual las unidades son
exactamente son todas las soluciones de la euación de Pell.

La siguiente pregunta que nos surge es: ¿Qué estructura tiene el grupo de las
soluciones de la ecuación de Pell con la multiplicación?
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Teorema 1.8 Todas las soluciones x+ y
√
d con x > 1, y > 0, de la ecuación de

Pell son de la forma:

x+ y
√
d = (x0 +

√
dy0)

n, n ∈ Z+,

donde x0 + y0
√
d es la solución positiva más pequeña de la ecuación de Pell con

x0 > 1 e y0 > 0.

Demostración:
Es claro que existe una solución mı́nima positiva de entre las soluciones de

la ecuación de Pell con x > 1 e y > 0. Sea ésta x0 + y0
√
d. Supongamos ahora

una solución x+ y
√
d con x > 1 e y > 0 que no fuese una potencia positiva de la

solución mı́nima. Entonces ha de existir un n0 ∈ Z+ tal que se pueda realizar el
siguiente encajamiento estricto:

(x0 + y0
√
d)n0 < x+ y

√
d < (x0 + y0

√
d)n0+1,

puesto que x0 + y0
√
d era la solución mı́nima y x0 + y0

√
d > 1. Observemos que

x0 > y0
√
d pues x20 − y20d = 1, de donde deducimos:

x0 =
√
1 + y20d > y0

√
d.

Por lo cual x0− y0
√
d > 0. Y si multiplicamos el encajamiento que teńıamos por

(x0 + y0
√
d)n0 obtenemos:

(x0+y0
√
d)n0(x0−y0

√
d)n0 < (x+y

√
d)(x0−y0

√
d)n0 < (x0+y0

√
d)n0+1(x0−y0

√
d)n0 ,

que al simplificar da
1 < w + z

√
d < x0 + y0

√
d.

La última desigualdad es debida a que tanto x0 + y0
√
d como x+ y

√
d son solu-

ciones de la ecuación de Pell, siendo w + z
√
d otra solución, debido a que el

producto de soluciones es solución.

Lema 1.9 Se verifica w > 1.

Demostración:
En efecto, puesto que 1 < w+ z

√
d vemos que w ̸= 1, pues si no por verificar

la ecuación de Pell tendŕıamos z = 0 y entonces 1 = w +
√
dz, x + y

√
d =

(x0 + y0
√
d)n0 , lo cual es una contradicción. Luego w ̸= 1. Pero además w > 0,
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sin más que hacer un razonamiento por inducción y teniendo en cuenta que si
a+b
√
d y c+e

√
d son soluciones de la ecuación de Pell con a > 0, c > 0, entonces

el producto de las dos también vuelve a tener la primera coordenada mayor que
cero.

Q.E.D.
Analicemos finalmente qué ocurre para los posibles valores de z:

1. Si z = 0 entonces w = 1. Por lo cual x+y
√
d = (x0+y0

√
d)n0 con n0 ∈ Z+,

que es una contradicción con nuestra hipótesis inicial.

2. Si z > 0, seŕıa una contradicción pues hab́ıamos elegido x0+ y0
√
d solución

mı́nima entre las del tipo x+y
√
d con x > 1 e y > 0, pero ahora tendŕıamos

1 < w + z
√
d < x0 + y0

√
d con w, z > 1.

3. Si z < 0, entonces tenemos w − z
√
d > 1, porque w > 1, w + z

√
d > 1 y

al multiplicarlas obtenemos que w2 − z2d > 1. Lo cual vuelve a ser una
contradicción pues w + z

√
d es solución de la ecuación de Pell.

Finalmente hemos llegado a una contradicción que surge de suponer que alguna
de las soluciones de la ecuación de Pell con x > 0 e y > 0 no era de la forma
(x0 + y0

√
d)n0 con n0 ∈ Z+.

Q.E.D.

Corolario 1.10 Las soluciones de la ecuación de Pell con x e y enteros arbi-
trarios son de la forma:

±(x0 + y0
√
d)n, n ∈ Z,

que tiene una estructura de grupo Z2 × Z.

Además tenemos el siguiente teorema, ver [1]

Teorema 1.11 Sea d > 1 un número natural exento de cuadrados, y sea h el
peŕıodo del desarrollo en fracción continua de

√
d. Entonces todas las soluciones

enteras positivas de la ecuación X2 − Y 2d = 1 son pares (xn, yn) de la forma

xn = Phn−1, yn = Qhn−1, ∀n ∈ Z+, hn par,

donde Pk, Qk denotan los numeradores y denominadores del la fracción corres-
pondiente al truncamiento del desarrollo en fracción continua de

√
d hasta el

lugar k-ésimo.
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Ejemplo 1.12 Consideremos la ecuación de Pell X2 − Y 222 = 1. Si calculamos
el desarrollo en fracción continua de

√
d =

√
22 obtendremos [4; 1, 2, 4, 2, 1, 8],

por lo cual h = 6 y por lo tanto xn = P6n−1 e yn = Q6n−1 son soluciones de la
ecuación de Pell con x > 0 e y > 0. Si tomamos n = 1 obtenemos P5 = 197 y
Q5 = 42.

Entonces la solución mı́nima de la ecuación de Pell con x > 1, y > 0 es
197 + 42

√
22.

1.3 Unidades del anillo Z[
√
d].

Calcular las unidades del anillo Z[
√
d] es equivalente a encontrar los elementos

de la forma x+ y
√
d, con x, y ∈ Z, para los cuales se verifica x2 − y2d = ±1. Es

decir, si α = x + y
√
d, hay que encontrar los elementos α ∈ Z[

√
d] para los que

N(α) = ±1.

1.3.1 Estructura de las unidades

Observemos que la ecuación N(α) = 1 es justamente la ecuación de Pell. Si deno-
tamos por U(Z[

√
d]) a las unidades del anillo Z[

√
d], finalmente hemos obtenido

lo siguiente:

Proposición 1.13 α ∈ U(Z[
√
d]) si y sólo si N(α) = ±1.

Ahora bien, la ecuación N(α) = −1 puede no tener ninguna solución. Pero en
caso de tener una solución β es claro que β2 es solución de la ecuación de Pell
debido a la multiplicatividad de la norma.

Proposición 1.14 Las unidades del anillo Z[
√
d] tienen estructura de grupo

Z2 × Z con la multiplicación.

Demostración:

Claramente si no hay ninguna solución de la ecuación N(α) = −1 entonces
las unidades del anillo Z[

√
d] son justamente las soluciones de la ecuación de Pell,

las cuales teńıan por el corolario 1.10 estructura Z2 × Z.
En general, supongamos que existe alguna solución u + v

√
d de la ecuación

N(α) = −1 (podemos suponer u > 0, de lo contrario multiplicaŕıamos por −1);
entonces consideremos la aplicación biyectiva que a un α perteneciente al conjunto
de soluciones de la ecuación X2 − Y 2d = 1 lo lleva en α(u+ v

√
d) que pertenece

al conjunto de soluciones de la ecuación X2 − Y 2d = −1.
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Está bien definida debido a la multiplicatividad de la norma. Es biyectiva
con inversa multiplicar por −(u − v

√
d). Dado que u + v

√
d es solución de la

ecuación X2− Y 2d = −1, entonces (u+ v
√
d)2 es solución de la ecuación de Pell

X2 − Y 2d = 1, debido a la multiplicatividad de la norma, por lo cual:

(u+ v
√
d)2 = ±(x0 + y0

√
d)n0 , n0 ∈ Z;

pero entonces:

u+ v
√
d =

√
±(x0 + y0

√
d)n0 ,

y dado que x0 > 0, vemos que

u+ v
√
d = +

√
(x0 + y0

√
d)n0 ,

porque de lo contrario u+ v
√
d no seŕıa un número real. Finalmente

u+ v
√
d = (x0 + y0)

n0
2 , n0 ∈ Z,

donde vemos que n0 tiene que ser impar pues de lo contrario u+v
√
d seŕıa solución

de la ecuación de Pell. Sea n1 = [n0/2], es decir, n0 = 2n1 + 1. Consideremos
ahora

u1 + v1
√
d = (u+ v

√
d)(x0 + y0

√
d)−n1 ,

donde u1 + v1
√
d vuelve a ser solución de la ecuación de Pell debido a la multi-

plicatividad de la norma. Además

(u1 + v1
√
d)2 = x0 + y0

√
d.

Si consideramos ahora la aplicación biyectiva que a un ±(x0 + y0
√
d)n solución

de la ecuación X2−Y 2d = 1 lo lleva en ±(x0+y0
√
d)n(u1+v1

√
d) que pertenece

al conjunto de soluciones de la ecuación X2 − Y 2d = −1, vemos que el conjunto
de soluciones de la ecuación N(α) = ±1 es de la forma:

±(u1 + v1
√
d)n, n ∈ Z,

que tiene una estructura de grupo Z2 × Z con la multiplicación.

Q.E.D.
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Ejemplo 1.15 Consideremos el anillo Z[
√
2], entonces las soluciones de la ecuación

N(α) = 1 son de la forma

±(3 + 2
√
2)n, n ∈ Z.

Sin embargo las soluciones de la ecuación N(α) = ±1 son de la forma

±(1 + 1
√
2)n, n ∈ Z.

Y además
(1 + 1

√
2)2 = 3 + 2

√
2.

1.3.2 El Teorema de las unidades de Dirichlet.

Sea Q(α) una extensión algebraica de Q de grado n, siendo α un elemento al-
gebraico sobre Q. Sea {σi : i = 1, 2, ..., n} el grupo de los morfismos de cuerpos
entre Q(α) y C. Definimos:

N :Q(α)→ Q

por

N(β) =
n∏
i=1

σi(β).

Está bien definida por la teoŕıa de Galois y es multiplicativa. En el caso de
Q(
√
d), β = u+ v

√
d, con u, v ∈ Z, tendremos

N(β) = u2 − v2d.

Sea B ⊂ Q(α) el conjunto de ráıces de polinomios con coeficientes enteros y
coeficiente principal uno que están en la extensión algebraica Q(α) de Q. Se
puede ver que B es un anillo, al que se le llamará anillo de los enteros algebraicos
de Q(α) sobre Z. Si β ∈ B entonces N(β) ∈ Z. Además las unidades del anillo
B son justamente las soluciones de la ecuación N(β) = ±1. Tenemos el siguiente
teorema cuya demostración se puede ver en [8], [17] ó [15].

Teorema 1.16 Sea Q(α) una extensión algebraica de grado n sobre Q, sea B el
anillo de enteros algebraicos de Q(α) sobre Z, y sea P(X) el polinomio mı́nimo
mónico de α sobre Q. Si la ecuación P (X) = 0 sobre C tiene t soluciones reales
α1, ..., αt y 2s soluciones complejas β1, ..., βs, β1, ..., βs, entonces las unidades del
anillo B forman un grupo con la multiplicación isomorfo a T ×Zs+t−1, donde T
es un grupo de torsión finito formado por las ráıces de la unidad que están en
Q(α).
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Ejemplo 1.17 En el caso de Q(
√
d) con

√
d ̸∈ Z y d > 0, tenemos que las únicas

ráıces de la unidad son ±1, por lo cual T = Z2; y además el polinomio mı́nimo
de α tiene dos ráıces reales

√
d, −

√
d, por lo cual t = 2 y s = 0. De donde

deducimos, por el Teorema de las unidades de Dirichlet, que las unidades de B
tienen la estructura Z2 × Z como grupo con la multiplicación.





Caṕıtulo 2

Espacios difeológicos

En este caṕıtulo introduciremos la noción de espacio difeológico, las definiciones
y propiedades elementales que ésta conlleva, para posteriormente aplicarlas en el
caso de espacios difeológicos cocientes de una variedad por una foliación de Lie
con hojas densas, la cual nos permitirá construir un nuevo invariante diferenciable
asociado a este tipo de foliaciones. Finalmente se realizarán algunas aplicaciones
en ejemplos concretos, que se resolverán utilizando la ecuación de Pell. Las
demostraciones aqúı expuestas están esbozadas en [9].

2.1 Definiciones elementales.

Sea M un conjunto. Una aplicación de conjuntos de un abierto U ⊂ Rn en M
con n ≥ 0 se llamará carta (o placa, o curva generalizada) en M . Denotaremos
por αU una carta con dominio U .

Definición 2.1 Una difeoloǵıa de clase C∞ sobre un conjunto M será una colec-
ción P de cartas α:Uα ⊂ Rnα →M , nα ≥ 0, verificando los siguientes axiomas:

1. Cualquier aplicación constante c:U ⊂ Rn →M,n ≥ 0, está en P.

2. Si α ∈ P está definida en un abierto U ⊂ Rn y h:V ⊂ Rm → U es una
aplicación diferenciable C∞, entonces α ◦ h ∈ P.

3. Sea α:U ⊂ Rn → M,n ≥ 0, una aplicación tal que cada t ∈ U posee un
entorno Ut con α|Ut

∈ P; entonces α ∈ P.

25
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El axioma 1 garantiza que P ̸= ∅; el axioma 2 nos permite hacer cambios de
coordenadas dentro de P; el axioma 3 nos permite pegar las cartas.

Para definir una difeoloǵıa sobre un conjuntoM , nos llega con dar un conjunto
de generadores, es decir, una familia de cartas G sobreM . Entonces consideramos
la difeoloǵıa P =< G > formada por las constantes y por todas aplicaciones
α:U → M tales que ∀t ∈ U ∃Ut con α|Ut

= β ◦ h, para algún β ∈ G y algún
cambio de coordenadas h.

Definición 2.2 Sean (M,P), (N,Q) dos espacios difeológicos. Una aplicación
F :M → N se dirá diferenciable cuando F ◦ α ∈ Q, ∀α ∈ P.

Claramente nos llega con comprobar esta condición para unos generadores de P.
Denotaremos por D(M,N) el conjunto de aplicaciones diferenciables entre

(M,P) y (N,Q). Un difeomorfismo del espacio difeológico (M,P) será una apli-
cación diferenciable con inversa diferenciable. El conjunto de difeomorfismos de
un espacio difeológico se denotará por Diff(M).

Ejemplo 2.3 SeaM una variedad diferenciable, con dimM = m <∞, entonces
las cartas coordenadas φ−1:φ(W) ⊂ Rm → W ⊂ M generan una difeoloǵıa, la
cual está formada por las aplicaciones diferenciables usuales α:U ⊂ Rn →M,n ≥
0. Para dos variedades diferenciables M , N tenemos D(M,N) = C∞(M,N), el
conjunto de aplicaciones diferenciables en el sentido usual.

2.2 Construcciones básicas.

2.2.1 Cocientes.

Uno de los aspectos más interesantes de los espacios difeológicos es que incluyen
los espacios cocientes, como el espacio de hojas de una foliación.

Sea (M,P) un espacio difeológico; si ∼ es una relación de equivalencia en el
conjunto M , denotemos por M/ ∼ al conjunto cociente. Vamos a considerar en
M/ ∼ la difeoloǵıa generada por las aplicaciones π◦α con α ∈ P y π la proyección
canónica, la denotaremos por P/ ∼. Observemos que la proyección canónica es
diferenciable. Se verifica la siguiente propiedad universal.

Proposición 2.4 Una aplicación F : (M/ ∼,P/ ∼) → (N,Q) es diferenciable
si y sólo si F ◦ π es diferenciable.
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Demostración:

⇒ Por composición de diferenciables.

⇐ Hay que ver que dada una carta βU de M/ ∼ entonces F ◦ βU es una
carta de (N,Q). Pero podemos suponer que βU está en los generadores, es decir,
βU = π ◦ αU con αU una carta en M . Pero como F ◦ π es diferenciable por
hipótesis y αU es una carta de M entonces F ◦ π ◦ αU = F ◦ βU es una carta en
(N,Q), que era lo que queŕıamos comprobar.

Q.E.D.
Analicemos ahora el siguiente ejemplo tomado de [6] en el cual tenemos un espacio
cociente con dos estructuras difeológicas no difeomórficas.

Ejemplo 2.5 Sobre [0,+∞) podemos definir dos estructuras difeológicas P1 y
P2 respectivamente inducidas por las identificaciones:

π1:R→ [0,+∞), π1(x) =| x |1,

y

π2:R
2 → [0,+∞), π2(v) =| v |2 .

No son difeomórficas. Veámoslo:

Supongamos que fueran difeomórficas. Sea F : ([0,+,∞),P2) → ([0,+,∞),P1)
un difeomorfismo entre los dos espacios difeológicos. Sea F−1 su inversa. Ob-
servemos que las estructuras difeológicas de R2 y R admiten como generadores
la carta identidad de ellos mismos. Además tenemos que F ◦ π2 va de R2 con la
difeoloǵıa usual en ([0,+∞),P1), entonces si consideramos la carta identidad de
R2 tenemos, por definición de difeoloǵıa cociente, que F ◦ π2 ◦ idR2 localmente
tiene que ser igual a π1 ◦ α siendo α una carta de R, donde α:U ⊂ R2 → R es
diferenciable en sentido usual.

En particular para t = (0, 0) existe esa aplicación f . Análogamente ha de
existir una aplicación diferenciable g:V ⊂ R → R2, definida en un entorno de
f(0, 0), tal que (F−1 ◦ π1 ◦ idR)|V = π1 ◦ g.

Ahora por continuidad g ◦ f estará bien definida en un entorno U del (0, 0).
Análogamente f ◦ g estará bien definida en un entorno V de f(0, 0). Pero como
f ◦ g se tiene que proyectar en idπ1(V ) y dado que es diferenciable deducimos que
f ◦ g = ±id|V . Pero entonces f se convierte en una submersión local en el (0, 0)
de donde deducimos que existen puntos distintos del entorno U del (0, 0) en R2

que van al f(0, 0) por f . Por lo cual existen puntos distintos del 0 en [0,+∞)
que por F van al [f(0, 0)], lo cual es una contradicción.
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2.2.2 Difeoloǵıas inicial y final.

Definición 2.6 Sea M un conjunto, (N,Q) un espacio difeológico, f :M →
(N,Q) una aplicación de conjuntos; podemos definir la difeoloǵıa inicial sobre
M, se denotará por f∗Q, a la difeoloǵıa generada por las cartas β tales que
f ◦ β ∈ Q. Es la mayor difeoloǵıa para la cual f es diferenciable.

Proposición 2.7 Una aplicación F : (S,P)→ (M,f∗Q) es diferenciable si y sólo
si f ◦ F es diferenciable.

Demostración:
⇒ Por composición de diferenciables.
⇐ Sea α ∈ P, entonces f ◦ F ◦ α ∈ Q, por lo cual F ◦ α ∈ f∗Q. Luego F es

diferenciable.
Q.E.D.

Como caso particular tenemos las subvariedades:

Definición 2.8 Sea (M,P) un espacio difeológico. Dado un subconjunto arbi-
trario N ⊂ M entonces podemos definir la difeoloǵıa inducida por (M,P) en
N mediante la difeoloǵıa inicial y la inclusión natural i:N → (M,P). Entonces
(N, i∗P) es una subvariedad de (M,P), formada por las cartas α:U ⊂ Rn →M
tales que α(U) ⊂ N .

De hecho todas las subvariedades son débilmente embebidas, en el siguiente
sentido:

Proposición 2.9 Una aplicación S → N ⊂ M es diferenciable si y sólo si
S →M es diferenciable.

Definición 2.10 Sea N un conjunto, (M,P) un espacio difeológico, f : (M,P)→
N una aplicación de conjuntos; entonces se define la difeoloǵıa final sobre N, se
denotará por f∗P, como la difeoloǵıa generada por las cartas f ◦ α con α ∈ P.

Otra vez tenemos la siguiente propiedad universal, de demostración análoga
a las anteriores.

Proposición 2.11 Una aplicación F : (N, f∗P) → (S,Q) es diferenciable si y
sólo si F ◦ f es diferenciable.

La difeoloǵıa cociente definida en la subsección 3.2.1 es un caso particular de
esta construcción.
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Definición 2.12 Sean (M,P), (N,Q) espacios difeológicos. Se define la difeo-
loǵıa producto en M × N como la difeoloǵıa generada por las aplicaciones α ×
β:U × V →M ×N , donde αU ∈ P, βV ∈ Q.

Claramente las proyecciones y las inclusiones son diferenciables.

2.2.3 Otras construcciones categóricas.

Las notaciones de este apartado están tomadas de [11].
Sean J y C dos categoŕıas pequeñas (en general J será un conjunto de

ı́ndices). Sea c un objeto de C, definamos el funtor ∆c:J → C dado por

(∆c)(j) = c ∀j ∈ Obj(J )

y
(∆c)(f) = 1c ∀f ∈ HomC(j, j′), j, j′ ∈ Obj(J ).

Nótese que dar una transformación natural entre ∆c y ∆d con c, d ∈ Obj(C)
equivale a dar un f ∈ HomC(c, d).

Definición 2.13 Sea F :J → C un funtor entre las dos categoŕıas. Llamaremos
(en caso de que exista) coĺımite de F a un par (c, v) con c ∈ Obj(C) y una
transformación natural v:F → ∆c verificando la siguiente propiedad univeral:

Para cualquier otro par (d,w) con d ∈ Obj(C) y una transformación natural
w:F → ∆d, entonces existe una única transformación natural ∆u:∆c→ ∆d tal
que ∆u ◦ v = w.

En general denotaremos c = ColimF .

Proposición 2.14 Si existe el coĺımite entonces es único salvo una equivalencia
natural.

Proposición 2.15 En la categoŕıa de los espacios difeológicos D existe el coĺımite.

Demostración:
Sea J una categoŕıa pequeña de ı́ndices y sea F :J → D un funtor. Sea el

conjunto
M =

⨿
j∈Obj(J )

F (j).

Consideremos en M la difeoloǵıa P generada por ij ◦ βj , ∀j ∈ Obj(J ) siendo
ij :F (j)→M las inclusiones canónicas y βj una carta en (F (j),Pj) ∈ D.
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Consideremos en M la relación de equivalencia dada por:

sean x ∈ F (j) e y ∈ F (k) con j, k ∈ Obj(J ), entonces ij(x) ∼ ik(y) si y sólo si
existe f ∈ HomJ (j, k) tal que ik(y) = ik ◦ F (f)(x).

Se comprueba de manera directa que la relación de equivalencia está bien
definida dado que J es una categoŕıa.

Consideremos en M/ ∼ la difeoloǵıa cociente P/ ∼ dada por la de M . Sea
L = (M/ ∼,P/ ∼) ∈ Obj(D) y sea v:F → ∆L dada por vj :F (j) → L con vj =
π ◦ ij , ∀j ∈ Obj(J ) y siendo π:M → L la proyección canónica. Se comprueba
de manera directa que v está bien definida.

Sea (N,w) otro par formado por un espacio difeológico (N,Q) y una trans-
formación natural w:F → ∆N . Definamos la transformación natural ∆u:∆L→
∆N dada por la única aplicación f :M → N inducida por las wj = u◦ ij :F (j)→
N . De esta manera tenemos una aplicación de conjuntos f :M → N , pero además
es diferenciable pues wj ∈ HomD(F (j), N). Además pasa al cociente u:L → N ,
dado que w:F → ∆N era una transformación natural, y como f :M → N era
diferenciable deducimos que u es diferenciable, por definición de difeoloǵıa co-
ciente.

Q.E.D.
Observemos que las inclusiones canónicas de F (j) en ColimF son diferenciables.

Proposición 2.16 Sea D la categoŕıa de espacios difeológicos. Sea J una cate-
goŕıa pequeña y un funtor F :J → D. Entonces una aplicación u: (ColimF,P)→
(N,Q) es diferenciable si y sólo si u ◦λj es diferenciable ∀j ∈ Obj(J ), siendo λj
la inclusión canónica de F (j) en ColimF .

Demostración:

Inmediata.

Ejemplo 2.17 Un ejemplo de coĺımite es el ĺımite directo. Sea (Mi,Pi) una
colección de espacios difeológicos entonces podemos considerar la unión disjunta
M =

⨿
Mi, con la difeoloǵıa generada por las aplicaciones λ ◦α, donde α ∈ Pi y

λi:Mi →M la inclusión natural. Más generalmente, sea λij :Mi →Mj un sistema
dirigido en la categoŕıa de conjuntos; entonces se puede definir un nuevo conjunto
al que llamaremos ĺımite directo de los Mi, es decir, M = lim

−→
Mi = (

⨿
Mi)/ ∼ el

cociente de la unión disjunta de losMi por la relación dada por λik(xi) = λjk(xj).
Entonces podemos dotar aM de una difeoloǵıa que seŕıa la dada por la difeoloǵıa
cociente de la difeoloǵıa de la unión disjunta de los Mi.
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Observemos que las inclusiones canónicas de Mi en lim
−→

Mi son diferenciables.

Además una aplicación F : (lim
−→

Mi,P) → (N,Q) es diferenciable si y sólo si

F ◦ λi es diferenciable para cualquier ı́ndice i, siendo λi la inclusión canónica de
Mi en lim

−→
Mi.

2.2.4 Difeoloǵıa funcional.

Consideremos el conjunto D(M,N) de las aplicaciones diferenciables entre dos es-
pacios difeológicos. Vamos a definir la difeoloǵıa funcional sobre D(M,N) dando
un conjunto de generadores.

Definición 2.18 Tomemos como conjunto de generadores el conjunto formado
por todas las aplicaciones α:U ⊂ Rn → D(M,N), n ≥ 0, tales que la aplicación
α∧:U ×M → N dada por α∧(t, x) = α(t)(x) ∈ N es diferenciable en sentido
difeológico.

Notemos que U tiene la estructura diferenciable usual de un abierto de Rn y
U ×M la estructura difeológica del producto.

Observemos entonces que la función evaluación ev:M ×D(M,N)→ N definida
por ev(m, f) = f(m) es diferenciable. Entonces tenemos el siguiente difeomorfis-
mo natural:

Proposición 2.19 Los espacios difeológicos D(M,D(N,P )) y D(M×N,P ) son
difeomorfos mediante la equivalencia natural que existe entre ambos conjuntos.

Demostración:

Construyamos Φ:D(M,D(N,P )) → D(M × N,P ). Si F :M → D(N,P )
definimos Φ(F ) como

Φ(F )(x, y) = F (x)(y), (x, y) ∈M ×N.

Primero la aplicación está bien definida, es decir, si F ∈ D(M,D(N,P ))
entonces Φ(F ) ∈ D(M × N,P ), sin más que utilizar las definiciones. Veamos
ahora que la aplicación es diferenciable con inversa diferenciable. Sea una carta
αU en D(M,D(N,P )), entonces por definición tenemos que la aplicación α∧:U×
M → D(N,P ) es diferenciable. Pero por definición de aplicación diferenciable
tenemos que para cualquier carta βV en M y γW en N la aplicación:

(t, r, s) ∈ U × V ×W : 7→ α(t)(β(r))(γ(s)) ∈ P
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es diferenciable. Pero entonces dada una carta arbitraria βV × γW del conjunto
natural de generadores de la difeoloǵıa productoM×N y una carta arbitraria αU
en la difeoloǵıa funcional D(M,D(N,P )) la aplicación (Φ◦α)∧U de U×M×N → P
es diferenciable, que era justo lo que queŕıamos probar. Para ver que la inversa
de Φ es diferenciable se hace de manera simétrica.

Q.E.D.

2.3 Grupos difeológicos.

En esta sección introduciremos la noción de grupo difeológico que es la generali-
zación natural de grupo de Lie. Enunciaremos sus propiedades elementales, para
posteriormente aplicarlas en el cálculo del grupo de difeomorfismos del espacio de
hojas de una foliación de Lie con hojas densas, el cual será difeomorfo en sentido
difeológico al cociente de un grupo de Lie simplemente conexo por un subgrupo
denso y numerable.

2.3.1 Definición y primeros resultados.

Definición 2.20 Un grupo difeológico (G,P) es un espacio difeológico dotado
de una estructura de grupo tal que la aplicación división:

δ:G×G → G
(x, y) 7→ xy−1

es diferenciable.
De la definición se sigue que cualquier subgrupo algebraico de un grupo dife-

ológico es un grupo difeológico con la difeoloǵıa inducida. También es claro que
el producto de dos grupos difeológicos es un grupo difeológico con la difeoloǵıa
producto.

Proposición 2.21 Todo grupo cociente de un grupo difeológico con la difeoloǵıa
cociente es un grupo difeológico.

Demostración:
Consideremos dos cartas de la forma π ◦ α, π ◦ β con α, β cartas en el grupo

difeológico y siendo π la proyección canónica. Entonces δ(π◦α, π◦β) = π◦δ(α, β),
donde δ es la operación división en el grupo difeológico y δ es la operación división
en el grupo difeológico cociente. La cual es diferenciable por composición de
diferenciables.
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Q.E.D.

Proposición 2.22 El producto libre de grupos difeológicos es un grupo dife-
ológico con la difeoloǵıa engendrada por las difeoloǵıas de los grupos difeológicos.

Demostración:

Sea {(Gj ,Pj)}j∈J una familia de grupos difeológicos. Sea G = ∗Gj el pro-
ducto libre en la categoŕıa de grupos de la familia de grupos {Gj}j∈J .

Vamos a dotar a G de una difeoloǵıa. Tomemos como generadores las cartas
αj1 ∗ · · · ∗ αjn :Uj1 × · · · × Ujn → G, jk ∈ J , ∀k ∈ {1, · · · , n}, ∀n ∈ Z+, dadas por

αj1 ∗ · · · ∗ αjn(t1, · · · , tn) = αj1(t1) ∗ · · · ∗ αjn(tn)

con αjk ∈ Pjk .
Veamos que con esta difeoloǵıa G es un grupo difeológico. Para ello conside-

remos la operación de división δ:G×G→ G dada por δ(x, y) = x∗y−1 ∀x, y ∈ G.
Sean dos cartas α = αj1 ∗· · ·∗αjm y β = βk1 ∗· · ·∗βkn del conjunto de generadores,
entonces

δ(α, β) = αj1 ∗ · · · ∗ αjm ∗ β−1
kn
∗ · · · ∗ β−1

k1
,

el cual vuelve estar en el conjunto de generadores pues β−1
kl
∈ Pkl dado que Gkl

era un grupo difeológico. Por lo cual G con la difeoloǵıa inducida por la familia
de grupos difeológicos {(Gj ,Pj)}j∈J es un grupo difeológico.

Q.E.D.
Es inmediato comprobar que las inclusiones ij : (Gj ,Pj)→ (G,P) son diferencia-
bles ∀j ∈ J . Tenemos la siguiente propiedad universal para el producto libre de
grupos difeológicos.

Proposición 2.23 Dado un grupo difeológico (H,Q) y una familia de homo-
morfismos de grupos difeológicos {hj : (Gj ,Pj) → (H,Q)}j∈J , existe un único
homomorfismo de grupos difeológicos h: (G,P) → (H,Q) verificando h ◦ ij = hj
∀j ∈ J .

Demostración:

Dado que G es el producto libre de los grupos Gj y todas las aplicaciones hj
son de grupos, entonces por la propiedad universal de grupo libre existe una única
h:G→ H tal que h ◦ ij = hj ∀j ∈ J . Además está dada por h(xj1 ∗ · · · ∗ xjn) =
hj1(xj1) · · ·hjn(xjn), ∀xjk ∈ Gjk y ∀k ∈ {1, · · · , n}.
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Veamos que h es diferenciable. Sea una carta α = αj1 ∗· · ·∗αjn en el conjunto
de generadores de P, entonces h(α) = hj1(αj1) · · ·hjn(αjn), la cual es una carta en
(H,Q), pues hj1(αj1), · · ·hjn(αjn) eran cartas en (H,Q) y el producto de cartas
en (H,Q) es una carta en (H,Q), dado que (H,Q) es un grupo difeológico. Luego
h es diferenciable. La unicidad de h está forzada por la propiedad universal de
grupo libre.

Q.E.D.

Proposición 2.24 Sea G la categoŕıa de grupos difeológicos, J una categoŕıa
arbitraria y F :J → G un funtor, entonces existe G = ColimF .

Demostración:
Para construir ColimF se procedeŕıa de manera análoga a la del Teorema

2.15, pero en vez de considerar la unión disjunta de los grupos difeológicos
(F (j),Pj) habŕıa que considerar el producto libre dotado de la difeoloǵıa induci-
da por la de los grupos difeológicos (F (j),Pj). Ahora la relación de equivalencia
está dada por: xj1 ∗ · · · ∗ xjn ∼ yk1 ∗ · · · ∗ ykn si j1, · · · , jn, k1, · · · , kn ∈ Obj(J ) y
yk1 ∗ · · · ∗ ykn = F (f1)(xj1) ∗ · · · ∗ F (fn)(xjn) donde fs ∈ HomJ (js, ks).

Q.E.D.
Nota

En general, si F :J → G y Olv(F ):J → D es el funtor olvido de F entonces
ColimF ̸= ColimOlv(F ) como objetos de la categoŕıa de espacios difeológicos.

Como caso particular de coĺımite de grupos difeológicos tenemos el ĺımite
directo de grupos difeológicos y su propiedad univeral. Análogamente tenemos
las siguientes propiedades de demostración semejante.

1. Sea H un grupo algebraico, (G,P) un grupo difeológico y f :H → G un
homomorfismo de grupos, entonces (H, f∗P) es un grupo difeológico.

2. Sea H un grupo algebraico, (G,P) un grupo difeológico y f :G → H un
homomorfismo de grupos, entonces (H, f∗P) es un grupo difeológico.

2.3.2 Ejemplos.

Ejemplo 2.25 El grupo lineal general.
Consideremos el sistema dirigido GL(1) → GL(2) → GL(3) → · · · de homo-

morfismos de grupos de Lie, donde:

GL(n) −→ GL(n+ 1)
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A 7→
(
A 0
0 1

)
son isomorfismos encajados entre grupos de Lie. Entonces como los homomor-
fismos del sistema dirigido son de grupos difeológicos tenemos, por el Teorema
2.24, que GL(∞) = lim

−→
GL(n) es un grupo difeológico con la difeoloǵıa dada por

el sistema dirigido anterior.
Consecuentemente son subgrupos difeológicos también O(∞), SO(∞), U(∞)

y Sp(∞).

Ejemplo 2.26 Sea Fα la foliación sobre el toro T 2 definida por las rectas de
pendiente irracional α. Dado que el espacio de hojas Tα es el cociente de un grupo
abeliano abeliano difeológico entonces, por el Teorema 2.21, el espacio de hojas
Tα es un grupo abeliano difeológico. Además es isomorfo como grupo difeológico
(ver caṕıtulo cuatro) al cociente R/Γα de grupos abelianos difeológicos, donde
Γα ⊂ R es el subgrupo denso {mα+ n:m,n ∈ Z}.

Proposición 2.27 Sea M una variedad diferenciable de dimensión finita. En-
tonces el grupo de difeomorfismos Diff(M) es un grupo difeológico con la difeoloǵıa
inducida por la de D(M,M).

Demostración:
Para ver que la división es diferenciable nos llega con ver que el producto y

la inversión son diferenciables. Veamos que el producto es diferenciable, es decir,
que la composición es diferenciable. Sean αU , βV cartas en D(M,M); para ver
que π ◦ (αU , βV ) es una carta en D(M,M) tomemos una carta arbitraria γW en
M y comprobemos que la aplicación:

U × V ×W → M

(t, r, s) 7→ π(αU (t), βV (r))(γW (s)) = α(t)(β(r)γ(s))

es diferenciable. Pero esa aplicación no es más que la composición de: idU ×
(β∧ ◦ (idV × γ)) y de idV × α∧, las cuales son inmediatamente diferenciables. Y
dado que Diff(M) tiene la difeoloǵıa inducida por la de D(M,M) deducimos que
la composición es diferenciable.

Veamos ahora que la inversión I: Diff(M) → Diff(M) es diferenciable. Dada
una carta αU en Diff(M), las aplicaciones α∧ e (Iα)∧ son inversas, pero ahora
bien como αU es una carta en Diff(M) tenemos que la aplicación:

α:U ×M → U ×M
(t,m) 7→ (t, α(t)(m))
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es biyectiva claramente. Observemos que como M es una variedad diferenciable
y U es un abierto de Rn, entonces U ×M también es una variedad diferenciable.
Además su diferencial tiene rango máximo, pues si calculamos el determinante
de la jacobiana en un punto (t,m) obtenemos el determinante de la jacobiana del
difeomorfismo α(t) en el punto m. Finalmente podemos aplicar el Teorema de
la función inversa para variedades concluyendo que su inversa es diferenciable.
Pero su inversa es justamente Iα, por lo cual la aplicación I: Diff(M) → Diff(M)
es diferenciable.

Q.E.D.
Nota

Para que en el grupo de difeomorfismos de una variedad la composición sea
diferenciable sólo hemos necesitado recurrir a la estructura difeológica de la va-
riedad. El problema está en la inversión. En general, para un espacio difeológico
arbitrario necesitaremos recurrir a algo paralelo al Teorema de la función inversa.
Por ejemplo, en la sección 3.3 veremos que Diff(G/Γ) es un grupo difeológico.
Otra manera de esquivar el problema es considerar sobre Diff(M) la difeoloǵıa
generada por las cartas α tales que α:U × M → U × M dada por α(t, x) =
(t, α(t)(x)) ∈ U ×M es un difeomorfismo entre espacios difeológicos.



Caṕıtulo 3

Foliaciones de Lie

En este caṕıtulo nos centraremos en el estudio de variedades diferenciables com-
pactas donde está dada una foliación de Lie con hojas densas. Nos dedicaremos
al cálculo de un invariante del espacio de hojas para posteriormente concretarlo
en ejemplos.

3.1 Definiciones básicas.

Definición 3.1 SeaM una variedad diferenciable conexa y compacta de dimen-
sión finita. Sea ωx:TxM → g una 1-forma sobre M que toma valores en un
álgebra de Lie g, tal que:

1. ω tiene rango máximo (igual a la dimensión de g);.

2. dω + 1
2 [ω, ω] = 0, es decir ω[X,Y ] = [ω(X), ω(Y )] ∀X,Y ∈ X (M).

Entonces el Kerωx determina una distribución en M completamente integrable;
la foliación F asociada a la distribución se llama g-foliación de Lie.

Proposición 3.2 Dar una g-foliación de Lie enM es equivalente a dar 1-formas
ω1, ..., ωn (n = dim g) no singulares sobre M , tales que dωk =

∑
ckijωi ∧ωj donde

ckij son las constantes de estructura del álgebra de Lie g para una cierta base.

Demostración:
=⇒ Sea ω la 1-forma que toma valores en el álgebra de Lie g, sea B una

base de g. Entonces ω se puede descomponer en n 1-formas respecto a la base B.
Pero como dω = −1

2 [ω, ω], al escribir esta condición en coordenadas y teniendo en

37
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cuenta que si α⊗ v y β⊗w son 1-formas con valores en g (siendo α y β 1-formas
usuales de la variedad M) entonces [α ⊗ v, β ⊗ w] = α ∧ β ⊗ [v, w], deducimos
que dωk =

∑
ckijωi ∧ ωj . Pero además que ω sea no singular se traduce en la

independencia de las 1-formas.
⇐= Similar.

Q.E.D.
Se tienen las siguientes propiedades (ver [4], [14] ó [10]).

1. Aplicación desenrolladora.

Existe una cubierta regular p:M → M tal que el levantamiento p∗F de la
foliación F a M es una foliación simple definida por un fibrado localmente
trivial D:M → G, siendo G el único grupo de Lie simplemente conexo con
álgebra de Lie g.

2. Homomorfismo de holonomı́a.

Sean x0 ∈M,x0 ∈M puntos base fijados tales que p(x0) = x0 y D(x0) = e
(=neutro de G). Consideremos el morfismo de grupos h:π1(M,x0) → G
dado por h[α] = D(α(1)), α(0) = x0 y p(α) = α. Para el cual se verifica
que Kerh = π1(M).

Además la aplicación D es h-equivariante, es decir,

D(x[α]) = D(x)h[α], ∀x ∈M. ∀[α] ∈ π1(M),

Nótese que D(x[α]) está bien definido pues Kerh = π1(M) y M es una
cubierta regular.

Al grupo Γ = im h se le llamará el grupo de holonomı́a y actúa sobre G
mediante traslaciones por la derecha.

Proposición 3.3 Los espacios difeológicos M/F y G/Γ son difeomorfos.

Demostración:
Observemos que tenemos el siguiente diagrama:

M
D−→ G

p ↓ ↓
M −→ M/F ∼= G/Γ

Veamos entonces que podemos definir una aplicación biyectiva entre M/F
y G/Γ diferenciable con inversa diferenciable. Sea Φ:M/F → G/Γ definida
mediante Φ([x]) = (π ◦D)(x) con [x] ∈M/F , x un representante de [x] en M y
x ∈ p−1(x). Está bien definida, pues basta observar dos cosas:
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1. Si x, y ∈ p−1(x), x ∈M , dado que M es una cubierta regular, tenemos que
ha de existir [α] ∈ π1(M) tal que x[α] = y; pero entonces D(y) = D(x)γ
con γ ∈ Γ, de donde π ◦D(x) = π ◦D(y).

2. Si x, y ∈ M representan la misma clase L en el espacio de hojas M/F
entonces π ◦D(x) = π ◦D(y) con x ∈ p−1(x) y y ∈ p−1(y).

En efecto, podemos elegir x, y ∈M tal que estén en la misma componente
conexa de p∗L; dado que D:M → G era un fibrado entonces por D se
proyectan en el mismo elemento de G y por π ◦D se proyectan en el mismo
elemento de G/Γ.

Además Φ es diferenciable. Para ello simplemente hay que tener en cuenta que
D:M → G era un fibrado localmente trivial con fibras las componentes conexas
de p∗L y que M era un espacio de recubrimiento de M , porque entonces somos
capaces de levantar localmente la aplicación Φ:M/F → G/Γ a una aplicación
diferenciable de U en V, siendo U y V abiertos de M y G respectivamente.

Observemos que la inversa Ψ:G/Γ → M/F viene dada por Ψ([g]) = [p(z)]
con z ∈ D−1(g), y se comprueba de manera análoga que está bien definida y que
es diferenciable.

Q.E.D.
Entonces el espacio de hojas de la foliación F es el cociente G/Γ, donde G es el
único grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de Lie g, y Γ un subgrupo
numerable de G. Además todas las hojas son difeomorfas, y son densas en M si
y sólo si Γ es denso en G. En el caso no denso tenemos:

1. Fibración básica.

Sea Γ la clausura de Γ en G y sea Γe la componente conexa del neutro.
Entonces las clausuras N = L de las hojas de F son fibras del fibrado
localmente trivialB:M →W , conW = G/Γ yB(x) = [D(x)] con p(x) = x.

2. Álgebra de Lie estructural.

Consideremos ahora la foliación F0 determinada por las hojas de F en N .
Entonces F0 vuelve a ser una h-foliación de Lie con hojas densas, siendo h
el álgebra de Lie del grupo de Lie Γe.

3. Sea ahora H el único grupo de Lie simplemente conexo con álgebra de Lie
h. Para la foliación inducida F0 tenemos también la cubierta p0:N → N ,
la aplicación desenrolladora D0:N → H, y el homomorfismo de holonomı́a
h0:π1(N) → H, con Γ0 = im h0 el grupo de transformaciones para p0, el
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cual es un subgrupo denso de H porque las hojas de la foliación son densas
en N.

El álgebra de Lie g no es intŕınseca, pero h śı lo es; dado que la cubierta
de M depende solamente de π1(L), otra aplicación desenrolladora D1:M → G1

inducirá un difeomorfismo d:G→ G1 dado por d(g) = D1(x) con D(x) = g, que
es un isomorfismo de grupos restringido a Γ, por lo cual d es un isomorfismo de
grupos de Lie cuando las hojas son densas.

Ejemplo 3.4 Foliaciones lineales en el toro.
Consideremos la foliación Fα en el toro T 2 definida por la 1-forma cerrada

ω = dy − αdx. El grupo Γα es el grupo de ciclos de ω. Tenemos M = T 2

y F = Fα. Entonces la cubierta regular es M = R2, por lo cual p∗Fα = Lα
siendo Lα las rectas de R2 con pendiente α y p:R2 → T 2 = R2/Z2 la proyección
canónica. El fibrado (trivial) D:R2 → R está definido por D((x, y)) = αx − y.
Como π1(M) ∼= Z × Z, el homomorfismo de holonomı́a h:Z × Z → R está
definido por h(a, b) = a+ bα. El grupo de holonomı́a es im h = Γ = Γα y por la
Proposición 3.3 tenemos R/Γα = T 2/Fα = Tα. Dado que las hojas son densas
debido a que Γα es denso en R tenemos que la fibración básica es la dada por
B:M → {1} con B(x) = 1 para todo x ∈ M . Dado que Γα = R tenemos que el
álgebra de Lie estructural es R.

3.2 Propiedad de levantamiento.

Sea G un grupo de Lie simplemente conexo, sea Γ un subgrupo numerable arbi-
trario de G. Sea π la proyección canónica de G en G/Γ (el espacio de clases por
la izquierda).

Proposición 3.5 Sea f :G/Γ → G/Γ diferenciable en sentido difeológico, en-
tonces existe F :G→ G diferenciable tal que π ◦ F = f ◦ π.

Demostración:
Localmente es cierto por definición de difeoloǵıa cociente, es decir, dado un

punto arbitrario x ∈ G existe un entorno abierto Ux y una aplicación diferenciable
Fx:Ux → G tal que π ◦ Fx = f ◦ πUx .

Consideremos ahora {(y, Fx(y) : y ∈ Ux} ⊂ G × G, que es el grafo de una
función diferenciable de Ux en G, por lo cual es una subvariedad embebida de
Ux×G. Definamos una distribución en Ux×G de la siguiente manera: un punto
arbitrario de Ux×G se escribirá de manera única como (y, Fx(y)h) donde y ∈ Ux
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y h ∈ G. Sea (v, w) un vector del espacio tangente al grafo de Fx en el punto
(y, Fx(y)) ∈ Ux × G; entonces (v, (dR)h(w)) ∈ TyUx × TFx(y)hG. Conseguimos
aśı definir una distribución en Ux × G. Además es integrable pues por cada
(y, z) ∈ Ux × G pasa una variedad integral que seŕıa un trasladado del grafo Fx
por un cierto h ∈ G.

Podemos extender esta distribución en Ux ×G a una distribución en G×G.
Para ello observemos que para cada x ∈ G podemos hacer la misma construcción,
entonces definimos una distribución en G×G definiéndola en cada abierto de la
forma Ux × G. Veamos que de hecho tenemos bien definida una distribución en
G × G. Sean x, y ∈ G tales que Ux ∩ Uy ̸= ∅, sea z ∈ Ux ∩ Uy y V ⊂ Ux ∩ Uy
una componente conexa que contiene a z, entonces dado que Fx, Fy restringidos
a V son levantamientos locales de f , V es conexo y Γ numerable, obtenemos que
Fx, Fy difieren en una traslación por la derecha por un elemento de Γ. De donde
concluimos que la distribución está bien definida. Además es integrable, porque
lo era localmente.

Consideremos ahora e ∈ G y un elemento x0 ∈ G tal que [x0] = f([e]).
Entonces existe una única variedad conexa maximal G̃ de la distribución pasando
por (e, x0).

Lema 3.6 La variedad integral G̃ es un espacio recubridor de G donde la apli-
cación recubridora π: G̃ → G es la composición de la inclusión i: G̃ → G × G y
de la proyección en la primera componente p1:G×G→ G.

Demostración:
Se tiene que π: G̃→ G es diferenciable, pues es la composición de aplicaciones

diferenciables.
Claramente es una submersión, por lo cual es abierta.
También es sobreyectiva. Supongamos que no es sobreyectiva, sea y pertene-

ciente a la frontera de p1(G̃), tomemos un entorno Uy (podemos suponer que
p1(G̃)

∩
Uy e Uy son conexos) y un levantamiento local Fy de f . Entonces

{(z, Fy(z)): z ∈ Uy} es una variedad integral de la distribución. Como p1(G̃)
∩
Uy

es conexo y abierto tenemos que G̃ tiene que ser localmente de la forma
{(z, Fy(z)h: z ∈ p1(G̃)

∩
Uy}, pero entonces vemos inmediatamente que

G = G̃∪{(z, Fy(z)h): z ∈ Uy} es una variedad conexa integral que contiene estric-
tamente a G̃, que era una variedad conexa integral maximal de la distribución.
Lo cual es una contradicción.

Veamos que es espacio de recubrimiento. Hay que ver que para cada punto
x ∈ G existe un entorno abierto Ux tal que π−1(Ux) se descompone en una unión
disjunta de abiertos de G̃ tal que cada uno se aplica homemórficamente sobre Ux.
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Por simetŕıa de razonamientos nos llega con hacerlo para el neutro de G. Existe
un único levantamiento local Fe:Ue → G de f , siendo Ue un entorno del neutro,
verificando Fe(e) = x0. Entonces Ũe = {(x, Fe(x)) : x ∈ Ue} es un entorno
abierto de (e, x0) en G̃, π(Ũe) = Ue y además:

π−1(Ue) =
⨿
γ∈∆

Ũeγ,

siendo ∆ = {γ ∈ Γ : (e, x0γ) ∈ G̃}, que es no vaćıo (e ∈ ∆), y Ũeγ =
{(x, Fe(x)γ) : x ∈ Ue}.

Luego π: G̃→ G es un espacio recubridor de G.
Q.E.D.

Pero ahora como G es simplemente conexo deducimos que π tiene que ser un
difeomorfismo. Y por lo tanto la aplicación F :G→ G definida mediante p2 ◦ i ◦
π−1(x) para todo x ∈ G está bien definida, es diferenciable y es un levantamiento
de f definido en todo G.

Q.E.D.
Tal y como se ve en la demostración, el levantamiento es único una vez que fijamos
la imagen de un punto. Por tanto si f es un difeomorfismo, su levantamiento es
también es un difeomorfismo de G.

Corolario 3.7 Sea G un grupo de Lie simplemente conexo, Γ un subgrupo de G
numerable, U un abierto de Rn, n ≥ 0, difeomorfo a Rn y Γ1 otro subgrupo de G
numerable. Sea f :U×G/Γ→ U×G/Γ1 una aplicación diferenciable de espacios
difeológicos; entonces existe una aplicación diferenciable F :U × G → U × G tal
que π1 ◦ F = f ◦ π, es decir, F es un levantamiento de f .

3.3 El grupo Diff(G/Γ).

A partir de ahora vamos a considerar G/Γ como el espacio cociente de clases
laterales por la izquierda. En el caso de clases laterales por la derecha los razo-
namientos seŕıan análogos. Las demostraciones de este apartado están esbozadas
en [9].

3.3.1 El grupo difeológico Diff(M/F).

Proposición 3.8 Sea M/F = G/Γ el espacio de hojas de una foliación de
Lie con hojas no necesariamente densas sobre una variedad compacta. En-
tonces Diff(M/F) es un grupo difeológico con la difeoloǵıa inducida por la de
D(M/F ,M/F).
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Demostración:

Sea α:U ⊂ Rn → Diff(M/F) ⊂ D(M/F ,M/F) una carta, es decir, una apli-
cación tal que α:U ×G/Γ→ U ×G/Γ, α(t, [g]) = (t, α(t)([g])), es diferenciable.
Para demostrar que la inversión es diferenciable sólo hay que comprobar que α
es un difeomorfismo, porque entonces (α)−1 = (Iα).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el abierto U ⊂ Rn es difeo-
morfo a Rn. Entonces, por el corolario 3.7, tenemos que la aplicación α puede
ser levantada a una aplicación F :U × G → U × G con F (t, g) = (t, ζ(t, g)) tal
que [ζ(t, g)] = α(t)([g]).

Ahora fijemos un t ∈ U . Desde que α(t)−1 es un difeomorfismo de G/Γ
se puede levantar a algún difeomorfismo λ del grupo de Lie G. Dado que la
composición λ ◦ ζ(t,−) toma valores en la identidad desplazado por elementos
de Γ a la derecha, pero Γ es grupo numerable, tenemos que la aplicación al
multiplicarla por la inversión a la izquierda tiene que ser constante porque G es un
grupo de Lie conexo. Por lo cual λ◦ζ(t,−) = Rγ . Análogamente ζ(t,−)◦λ = Rµ.
De donde concluimos que ζ(t,−) es un difeomorfismo.

Finalmente aplicando el Teorema de la función inversa para variedades pode-
mos concluir que F es difeomorfismo, pero entonces como F−1 es un levantamien-
to de (α)−1 tenemos que (Iα) es diferenciable.

Q.E.D.

3.3.2 Cálculo del invariante Diff(G/Γ).

Sea AutΓ(G) ⊂ Aut(G) = Aut(g) el grupo de automorfismos del grupo de Lie G
que preservan Γ, y consideremos el producto-semidirecto AutΓ(G)|× G definido
de la siguiente manera:

(θ1, g1)(θ2, g2) = (θ1 ◦ θ2, g1θ1(g2)).

Además tenemos el siguiente isomorfismo de grupos en la imagen:

i: Γ −→ AutΓ(G)|×G

γ 7→ (iγ , γ
−1)

donde iγ es el automorfismo interior de G dado por g ∈ G 7→ γgγ−1.

Lema 3.9 La imagen del grupo Γ mediante i es un subgrupo normal del producto
semidirecto AutΓ(G)|×G.
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Demostración:
i es homomorfismo de grupos porque

(iγ , γ
−1)(iµ, µ

−1) = (iγ ◦ iµ, γ−1iγ(µ
−1)) = (iγµ, (γµ)

−1).

Sea (θ, g) ∈ AutΓ(G)| ×G y (iγ , γ
−1) ∈ i(Γ). Entonces:

(θ, g)(iγ , γ
−1)(θ, g)−1 = (θ, g)(iγ , γ

−1)(θ−1, θ−1(g−1)) = (iθ(γ), θ(γ)
−1).

Pero como θ preserva Γ deducimos que i(Γ) es normal.
Q.E.D.

Ahora si identificamos Γ con su imagen obtenemos el siguiente teorema cuya
demostración está esbozada en [9].

Teorema 3.10 Si Γ es denso en G, entonces Diff(G/Γ) es isomorfo como grupo
difeológico al grupo difeológico cociente (AutΓ(G)|×G)/Γ.

Demostración:
Sea φ un levantamiento de un difeomorfismo de G/Γ; tal como vimos antes

en la Proposición 3.5 φ es un difeomorfismo de G. Observemos que φ(g)−1φ(gγ),
fijado γ ∈ Γ, es una función diferenciable de G que toma valores en Γ y por lo
cual tiene que ser constante por ser Γ numerable y G conexo. Si hacemos este
razonamiento para todo γ ∈ Γ obtenemos:

φ(gγ) = φ(g)θ(γ), ∀g ∈ G, ∀γ ∈ Γ,

siendo θ una función de Γ en Γ. Pero como θ no depende del elemento g ∈ G
que estemos considerando, si hacemos g = e obtenemos: θ(γ) = φ(e)−1φ(γ).
Llamemos θ = θφ = L−1

φ(e) ◦ φ, en donde vemos que θ es diferenciable de G en G,
y de hecho:

Lema 3.11 θ es un automorfismo de grupos de Lie que induce un automorfismo
de grupos al restringir a Γ.

Demostración:

1. Es un homomorfismo de grupos de Lie que aplica Γ en Γ.

Es diferenciable, pues es la composición de dos aplicaciones diferenciables.
Además aplica Γ en Γ, pues φ conserva las clases por la izquierda. Es de
grupos, dado que :

φ(γ1γ2) = φ(γ1)θ(γ2) = φ(e)θ(γ1)θ(γ2), ∀γ1, γ2 ∈ Γ,
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pero entonces

φ(e)θ(γ1)θ(γ2) = φ(γ1γ2) = φ(e)θ(γ1γ2),

de donde deducimos que θ es de grupos al restringir a Γ, pero como Γ es
denso en G, concluimos que θ es un homorfismo de grupos de Lie.

2. Además es un difeomorfismo de G pues es la composición de los difeomor-
fismos φ y L−1

φ(e).

3. Además es biyectivo de Γ en Γ; para ver ésto, sólo hace falta ver que es
sobreyectivo pues el resto ya está visto. Si no fuera sobreyectivo entonces
habŕıa un elemento g ∈ G con g ̸∈ Γ tal que θ(g) ∈ Γ, es decir, que
pertenecen a distintas clases en G/Γ, pero entonces [φ(g)] = [φ(e)], lo cual
es una contradicción pues φ es el levantado de un difeomorfismo de G/Γ.

Luego de hecho θ ∈ AutΓ(G), que era lo que queŕıamos demostrar.
Q.E.D.

Finalmente:

Lema 3.12 Dos difeomorfismos φ, ψ de G, que pasan al cociente, inducen el
mismo difeomorfismo en G/Γ si y sólo si θψ = iµθφ con µ = ψ(e)−1φ(e) ∈ Γ.

Demostración:
⇒ Si φ y ψ inducen el mismo automorfismo en G/Γ, como φ = Lφ(e) ◦ θφ y

ψ = Lψ(e) ◦ θψ, tenemos

(Lφ(e) ◦ θφ)(Lψ(e) ◦ θψ)−1 = Rµ, µ ∈ Γ,

debido a que pasaŕıa al cociente como la la aplicación constante c:G/Γ→ G/Γ
dada por c([x]) = [e], ∀x ∈ G. Despejando:

Lφ(e)θφ = RµLψ(e)θψ.

Además si evaluamos en el neutro obtenemos:

µ = ψ(e)−1φ(e),

dado que θφ y θψ son automorfismos de grupos, que dejan el neutro fijo. Luego:

θψ = L−1
ψ(e)R

−1
µ Lφ(e)θφ = L−1

ψ(e)Lφ(e)R
−1
µ θφ,
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por lo cual

θψ = LµR
−1
µ θφ, µ ∈ Γ;

dado que Ra y Lb conmutan ∀a, b ∈ G.
⇐ Son cálculos directos.

Q.E.D.
Vamos ahora a construir un aplicación biyectiva entre los espacios difeológicos
Diff(G/Γ) y (AutΓ(G)|× G)/Γ. Con el siguiente lema quedará demostrado el
teorema.

Sea Φ:Diff(G/Γ) −→ (AutΓ(G)|×G)/Γ definida mediante

Φ(φ) = [(θφ, φ(e))].

Lema 3.13 La aplicación Φ está bien definida, es de grupos, es biyectiva y
además es diferenciable con inversa diferenciable. Es decir, es un isomorfismo
de grupos difeológicos.

Demostración:

1. Está bien definida.

Sean φ y ψ difeomorfismos de G que representan levantamientos del mismo
difeomorfismo de G/Γ. Entonces por lo que vimos en el Lema 3.12 tenemos
que θψ = Lµ ◦ R−1

µ ◦ θφ, donde µ = ψ(e)−1φ(e) ∈ Γ y θφ, θψ ∈ AutΓ(G).
Por lo tanto:

(θψ, ψ(e)) = (iµ, µ
−1)(θφ, φ(e)),

luego (θφ, φ(e)) y (θψ, ψ(e)) definen el mismo elemento en el grupo cociente
(AutΓ(G)| ×G)/Γ.

2. Sea ζ = φ◦ψ con ζ, φ, ψ ∈ Diff(G/Γ); si φ y ψ son levantamientos de φ y ψ
respectivamente, entonces ζ = φ◦ψ es un levantamiento de ζ. Observemos
también que si φ = Lφ(e)θφ y ψ = Lψ(e)θψ, entonces

φ ◦ ψ = Lφ(e)θφLψ(e)θψ = Lφ(e)Lθφ(ψ(e))θφθψ = Lφ(e)θφ(ψ(e))θφθψ,

por lo cual φ ◦ ψ(e) = φ(e)θφ(ψ(e)) y θφ◦ψ = θφ ◦ θψ. Pero por otra parte:

(θφ, φ(e))(θψ, ψ(e)) = (θφθψ, φ(e)θφ(ψ(e))),

de donde deducimos que Φ es de grupos.
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3. Es biyectiva.

Sea φ que se aplica en el neutro del grupo cociente (AutΓ(G)|×G)/ Γ. En-
tonces φ = L−1

γ ◦ iγ = R−1
γ , γ ∈ Γ, pero entonces φ = idG/Γ. Por tanto

Φ es inyectiva. Por otro lado es sobreyectiva, porque dado un elemento
[(θ, g)] del grupo cociente del producto semidirecto tomemos un represen-
tante (θ, g) ∈ AutΓ(G)|× G . Entonces es claro que φ = Lg ◦ θ pasa a un
difeomorfismo φ del cociente G/Γ y que φ se aplica por Φ en [(θ, g)].

4. Veamos que es diferenciable.

Sea αU una carta de Diff(G/Γ). Podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que U es un abierto de Rn difeomorfo a Rn. Por lo cual, por el corolario
3.7, αU :U ×G/Γ→ U ×G/Γ se puede levantar a una aplicación diferen-
ciable βU :U × G → U × G. Pero ahora la aplicación λ∧:U × G → G × G
definida mediante

λ∧(t, g) = (βU (t)(e)
−1βU (t)(g), βU (t)(e))

es diferenciable. Luego λ:U → AutΓ(G)×G dada por

λ(t) = (LβU (t)(e)−1 ◦ βU (t), βU (t)(e))

es una carta en AutΓ(G) × G. Pero como es un levantamiento de Φ ◦ αU ,
deducimos que Φ es diferenciable.

5. Para ver que la inversa también es diferenciable en sentido difeológico se
procede de manera análoga.

Q.E.D.

Corolario 3.14 (a la demostración)
Sean G y G′ grupos de Lie simplemente conexos, sean Γ y Γ′ dos subgrupos

densos numerables en G y G′ respectivamente. Entonces G/Γ y G′/Γ′ son difeo-
morfos si y sólo si existe un isomorfismo de grupos de Lie θ de G en G′ tal que
θ establezca un isomorfismo de grupos entre Γ y Γ′.

Corolario 3.15 Si Γ es denso en G, entonces D(G/Γ, G/Γ) es difeomorfo como
espacio difeológico al cociente (EndΓ(G)|×G)/ Γ.

Además en el caso de que G sea abeliano entonces D(G/Γ, G/Γ) tiene estruc-
tura de anillo y el difeomorfismo se convierte en un isomorfismo de anillos (en
general no conmutativos) y las unidades de este anillo son justamente Diff(G/Γ).
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Nota

Es sencillo ver que tanto el grupo AutΓ(G) como el monoide EndΓ(G) son
invariantes de la foliación F (Γ denso en G). Es decir si la foliación F tuviera
asociado otro subgrupo Γ′ en G, el cual seŕıa necesariamente denso en G por
serlo Γ, tendŕıamos: AutΓ(G) ∼= AutΓ′(G) como grupos y EndΓ(G) ∼= EndΓ′(G)
como monoides. Además en el caso abeliano EndΓ(G) tiene una estructura de
anillo (en general no conmutativo) que tiene por unidades AutΓ(G) y entonces el
isomorfismo de monoides se transforma en un isomorfismo de anillos.

3.3.3 Consecuencias de la propiedad de levantamiento.

Los cálculos efectuados en la sección anterior nos permiten obtener los siguientes
resultados como consecuencias de la propiedad de levantamiento.

Proposición 3.16 Sea M una variedad diferenciable compacta en la que están
dadas dos foliaciones de Lie F y F ′ con hojas densas. Entonces los espacios dife-
ológicos M/F y M/F ′ son difeomorfos si y sólo si g ∼= g′ y existe un isomorfismo
de grupos de Lie de G en G′ que lleva Γ en Γ′.

Demostración:

Si M/F es difeomorfo a M/F ′ entonces por la Proposición 3.3 tenemos que
los espacios difeológicos G/Γ y G′/Γ′ son difeomorfos. Pero por el corolario 3.14
tenemos que existe un isomorfismo de grupos de Lie θ de G en G′ que establece
un isomorfismo de grupos entre Γ y Γ′.

Q.E.D.

Corolario 3.17 Sea M una variedad compacta, sean F y F ′ dos foliaciones de
Lie. Entonces M/F es difeomorfo a M/F ′ si y sólo si existe una cubierta regular
M y dos fibrados localmente triviales D:M → G y D′:M → G que induzcan las
foliaciones p∗F y p∗F ′ respectivamente y que los morfismos de holonomı́a de D
y D′ sobre π1(M) coincidan.

Demostración:

⇐ Consideremos el siguiente diagrama:

M
D−→ G

θ−→ G
D′
←− M

p ↓ ↓ ↓ ↓ p
M −→ G/Γ ∼=M/F ∼=M/F ′ ∼= G/Γ′ ←− M

(3.1)
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con D(x) = D′(x) = e, x ∈ M y siendo θ el automorfismo de grupos de Lie
que lleva Γ en Γ′.

Luego θ ◦D y D′ verifican los requisitos.
⇒ Por la Proposición 3.3, M/F es difeomorfo a G/Γ y M/F ′ es difeomorfo

a G/Γ. Q.E.D.

Corolario 3.18 Si tenemos una foliación de Lie sobre una variedad compacta
con hojas densas inducida por dos 1-formas ω y ω′ con valores en un álgebra de
Lie g entonces ω = θ∗ ◦ ω′, siendo θ∗ un automorfismo del álgebra de Lie g.

Demostración:
Consideremos el diagrama 3.1 de la Proposición 3.17 con F = F ′ y Γ = Γ′.

Sea [D]:M/F → G/Γ el difeomorfismo inducido por D, [D′]:M/F → G/Γ′ el
difeomorfismo inducido por D′ y [θ]:G/Γ → G/Γ′ el inducido por θ; entonces
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M/F id−→ M/F
[D] ↓ ↓ [D′]
G/Γ

[θ]−→ G/Γ′

del cual deducimos que [θ ◦D] = [D′] por lo cual θ ◦D = Rγ′ ◦D′, pero como las
dos env́ıan x al neutro, tenemos que

θ ◦D = D′.

Finalmente θ∗ ◦ ω = ω′.
Q.E.D.

Nota
Observemos que en el caso denso una foliación de Lie sólo puede modelar

sobre un álgebra de Lie, pues el isomorfismo entre los grupos de holonomı́a se
podŕıa extender a un isomorfismo entre los grupos de Lie simplemente conexos.
Aunque puede darse el caso de que una foliación de Lie con hojas densas se le
pueda asociar distintos grupos de holonomı́a (conjugados).





Caṕıtulo 4

Aplicación a las foliaciones
lineales en el toro Tn+1

En este caṕıtulo consideraremos foliaciones lineales en el toro T 2, para las que cal-
cularemos el grupo de difeomorfismos del espacio de hojas. Estos cálculos están
hechos en [3], pero nosotros aplicaremos el resultado general de Hector y Macias
que hemos visto en el teorema 3.10 del caṕıtulo anterior . Después generalizare-
mos los resultados de Donato [3] en dos direcciones, a los casos de foliaciones
lineales de codimensión uno y de flujos lineales en un toro Tn con órbitas densas.
Las foliaciones lineales en el toro Tn fueron estudiadas por ElKacimi y Azeddine
Tihami para el cálculo de cohomoloǵıas bigraduadas en [7].

En general entenderemos por foliación lineal F en el toro Tn una foliación in-
ducida por la foliación trivial de Rn que está generada por un subespacio vectorial
V ⊂ Rn.

4.1 Foliaciones lineales en el toro T 2.

Vamos a considerar la foliación lineal en el toro dada en el ejemplo 2.26 mediante
el núcleo de una 1-forma cerrada. Trataremos de calcular los difeomorfismos
(como espacio difeológico) del espacio de hojas, aśı como otras foliaciones de
Lie sobre el toro cuyo espacio de hojas sea difeomorfo al espacio de hojas de la
foliación inicial; para hacer esto aplicaremos el Teorema 3.3 y el corolario 3.14.
Estos cálculos están hechos por Donato en [3].

Consideremos el cociente T 2 = R2/Z2. Sea la 1-forma cerrada en R2 dada
por ω = dy − αdx, α un número irracional, la cual induce una 1-forma en el

51
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cociente. La foliación Fα que define en el toro tiene sus hojas densas. Llamemos
Tα al espacio difeológico dado por el cociente:

Tα =
R2

R(1, α) + Z2
,

de grupos difeológicos. Sea Γα = {m + nα : m,n ∈ Z} ⊂ R, el cual es un sub-
grupo denso de R. Entonces tenemos que los grupos difeológicos Tα y R/Γα son
isomorfos como grupos difeológicos, pues basta tener en cuenta que el difeomor-
fismo dado en 3.3 en este caso es de grupos.

4.1.1 Clasificación de los toros Tα.

Nótese que desde el punto de vista algebraico siempre tenemos:

Proposición 4.1 Para cualesquiera α, β ∈ R irracionales, los grupos cocientes
de R/Γα y R/Γβ son isomorfos como grupos algebraicos.

Demostración:

Para ver esto llega con ver que existe un isomorfismo de R como grupo
abeliano que induce un isomorfismo entre Γα y Γβ. Basta tener en cuenta que R
es un Q-espacio vectorial. Distingamos dos casos:

1. ⟨1, α⟩Q = ⟨1, β⟩Q.
Dado que {1, α} es un conjunto linealmente independiente sobreQ, entonces
por el Lema de Zorn lo podemos completar a una base B de R como Q-
espacio vectorial. Pero ahora, si substituimos α por β obtenemos una nueva
base B′ de R. Entonces podemos definir el Q-endomorfismo lineal f :R→ R
sobre la base B mediante f(α) = β y f(b) = b si b ∈ B y b ̸= α. Además f
es claramente inyectiva, sobreyectiva (pues B′ es otra base de R) y aplica
isomórficamente Γα en Γβ.

2. Supongamos que el conjunto {1, α, β} es linealmente independiente sobre
Q.

Otra vez por el Lema de Zorn lo podemos completar a una base B. Ahora
volvemos a definir un Q-endomorfismo lineal f :R → R sobre la base B
mediante f(α) = β, f(β) = α y f(b) = b si b ∈ B − {α, β}. Además f es
claramente inyectiva, sobreyectiva (pues lleva la base B en ella misma) y
aplica isomórficamente Γα en Γβ.



4.1 Foliaciones lineales en el toro T 2. 53

Como f es isomorfismo Q-lineal entonces también es isomorfismo de grupos
abelianos y śı cumple los requisitos que queŕıamos.

Q.E.D.
Sean Tα y Tβ dos toros irracionales. Entonces todo difeomorfismo φ ∈ Diff(Tα, Tβ),
se puede levantar a un difeomorfismo de R, por ser R un grupo de Lie simple-
mente conexo y Tα, Tβ cocientes de R por subgrupos numerables de R, tal y
como vimos en 3.5, es decir:

R
f−→ R

↓ πα ↓ πβ
Tα

φ−→ Tβ

La igualdad πα ◦ f = φ ◦ πβ, se traduce en que para todo x ∈ R y para todo
m+ nα ∈ Γα existe p+ qβ ∈ Γβ verificando:

f(x+m+ nα) = f(x) + p+ qβ.

Ahora, tal y como vimos en el corolario 3.14, f ha de inducir un isomorfismo
θ = −f(0) + f de Γα en Γβ, el cual es la restricción de un automorfismo (de
grupos de Lie) de R.

Pero los únicos automorfismos de grupos (con la suma) continuos de R en R
son los de la forma θ(x) = λx para un escalar λ ∈ R− {0}.

Además, como Γα y Γβ son grupos abelianos libres, el isomorfismo θ res-
tringido a ellos estará determinado por la imagen de los generadores:(

p
q

)
=

(
a c
b d

)(
m
n

)
,

con a, b, c, d,m, n, p, q ∈ Z y donde estamos identificando p + qβ =

(
p
q

)
y m +

nα =

(
m
n

)
, pues estamos tomando como bases {1, α} y {1, β}.

Dado que tiene que ser un isomorfismo de grupos abelianos libres, la primera
condición que obtenemos es:

det

(
a c
b d

)
= ±1,

es decir: ad− bc = ±1.
Pero ahora bien, la imagen del 1 ∈ Γα es justamente

λ1 = λ = a+ bβ,
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y la otra condición que queda es que λα = c+dβ, de donde sacamos la condición
α(a + bβ) = (c + dβ). Entonces el difeomorfismo φ vendrá de un difeomorfismo
f de R definido mediante f(x) = (a+ bβ)x+ r, con r ∈ R.

Diremos que dos números irracionales α, β están relacionados móduloGL(2, Z)
si y sólo si

α = A ∗ β =
c+ dβ

a+ bβ
(4.1)

con A =

(
a c
b d

)
∈ GL(2, Z). Claramente es una relación de equivalencia.

Finalmente hemos obtenido el siguiente teorema; que está demostrado en [3].

Teorema 4.2 Dos toros irracionales son difeomorfos, y de hecho isomorfos (co-
mo grupos difeológicos) si y sólo si α ∼ β módulo GL(2, Z).

4.1.2 Cálculo de los difeomorfismos del toro irracional Tα.

Como Γα = {m+nα : m,n ∈ Z} (α irracional) es un subgrupo denso finitamente
generado de R y dado que R es un grupo de Lie simplemente conexo, por el
Teorema 3.10, tenemos:

Diff(Tα) = (AutΓα(R)|×R)/Γα,

donde Γα = {(iγ , γ−1) : γ ∈ Γα} y donde iγ era la conjugación interior por
γ. Ahora bien, como R es abeliano la conjugación por γ se transforma en la
identidad, por lo cual:

(AutΓα(R)|×R)/Γα = AutΓα(R)|× (R/Γα) = AutΓα(R)|× Tα.

Nuestro problema principal ahora es calcular AutΓα(R) el cual es equivalente a
cacular los λ ∈ R − {0} tales que multiplicar por λ induce un automorfismo en
Γα. Está claro que la composición al pensarlos como escalares se transforma en
la multiplicación usual.

Teorema 4.3 Supongamos que α es un irracional no cuadrático. Entonces el
grupo AutΓα(R) es isomorfo a Z2.

Demostración:
Sea φ un automorfismo de R que induce un automorfismo en Γα y que esté

asociado a un escalar λ ∈ R−{0}. Entonces la imagen del 1 está en Γα, es decir,
λ1 ∈ Γα. Luego λ = m+ nα con m,n ∈ Z. Ahora bien, la imagen de α también
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pertenece a Γα, luego λα = (m+ nα)α = p+ qα y entonces nα2 +mα = p+ qα.
Dado que α no es cuadrático deducimos: n = p = 0 y m = q, de donde sacamos
λ = m con m ∈ Z. Pero como λ induce un automorfismo de Γα, entonces λ

−1 =
1
m ∈ Γα de donde deducimos m = ±1 y λ = ±1. Luego AutΓα(R) = {±id}.

Q.E.D.

Lema 4.4 Supongamos que α es un irracional cuadrático con α =
√
d para un

d ∈ Z+. Entonces el grupo AutΓα(R) es isomorfo a Z2 × Z.

Demostración:
Si φ es un automorfismo de R que induce un automorfismo de Γα, y está

asociado a λ ∈ R − {0}, tenemos que la imagen del 1 está en Γα, es decir,
λ = m + nα con m,n ∈ Z. Teniendo en cuenta que φ−1 también induce un
automorfismo de Γα y que está asociado a λ−1, volvemos obtener que λ−1 ∈ Γα.
Pero entonces, recordando que la norma:

N :Z[
√
d] −→ Z,

dada porN(a+b
√
d) = a2−b2d era multiplicativa, obtenemos que λ es una unidad

del anillo Z[
√
d] y que N(λ) = ±1. Para esta ecuación se hab́ıa demostrado en

el Teorema 1.14 que la estructura como grupo multiplicativo de las unidades era
Z2 × Z.

Además, si un elemento de Γα es una unidad en el anillo, es decir, tiene
norma ±1, entonces es inmediato comprobar que induce un homomorfismo de
grupos de Γα en Γα; pero como su inverso también está en Γα, y vuelve inducir
un homomorfismo de grupos de Γα en Γα, deducimos que una unidad del anillo
establece un isomorfismo de Γα de grupos con la suma. Luego finalmente:

AutΓα(R) = Z2 × Z.

Q.E.D.

Teorema 4.5 Supongamos que α es una irracionalidad cuadrática. Entonces el
grupo AutΓα(R) es isomorfo a Z2 × Z.

Demostración:
En el caso general de una irracionalidad cuadrática α, siempre se puede supon-

er

α =
p+ r

√
d

q
, p, q, r ∈ Z, d ∈ Z+,

√
d ̸∈ Z.
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De hecho podemos considerar

α =
p+
√
d

q
, p, q ∈ Z, d ∈ Z+,

√
d ̸∈ Z,

sin más que pasar r para dentro de la ráız y cambiarle el signo, si es necesario, a
p ó a q.

Consideremos un automorfismo φ de R que induzca un automorfismo de Γα
y que esté asociado a un λ ∈ R−{0}. Dado que λ y λ−1 inducen automorfismos
de Γα, volviendo a calcular la imagen del 1, deducimos que tanto λ, λ−1 ∈ Γα.
Por lo cual:

λ, λ−1 ∈ Z + Z p+
√

d
q

⊂ 1

q
(Z + Z√

d),

donde Zx indica el grupo abeliano libre generado por x. Pero si λ = m+n
√
d

q
entonces

λ−1 = q
m− n

√
d

m2 − n2d
, m, n ∈ Z.

Haciendo el mismo razonamiento para λn para cualquier n ∈ Z vemos que λn ∈
1
q (Z+Z

√
d). Ahora haciendo una construcción análoga a la de la norma obtenemos

la aplicación:

N :
1

q
(Z + Z√

d) −→
1

q2
Z,

dada por

N(
m+ n

√
d

q
) =

m2 − n2d
q2

que vuelve a ser multiplicativa.
De donde deducimos N(λ) = ±1. En efecto, en otro caso tendŕıamos

| N(λ) |< 1 ó | N(λ−1) |< 1. Podemos suponer que | N(λ) |< 1; en caso contrario
razonaŕıamos con λ−1. Entonces tendŕıamos:

N(λn) = N(λ)n ∈ 1

q
Z ∀n ∈ Z+,

y se tiene N(λ) ∈ (−1, 1); lo cual es una contradicción, pues 1
qZ es discreto.

Luego N(λ) = ±1.
Vemos entonces que si un λ ∈ 1

q (Z +Z√
d) induce un automorfismo de Γα ha

de verificar la ecuación N(λ) = ±1.
Para terminar nos hará falta un resultado similar al Teorema de estructura

1.14 para los elementos x del anillo Z[
√
d] que verificaban la ecuación N(x) = ±1,
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y volveremos a tener una proposición similar a la del corolario 1.10 para este caso.
De lo que se sigue inmediatamente que en el caso general de una irracionalidad
cuadrática se tiene

AutΓα(R) = Z2 × Z.

Lema 4.6 Todas las soluciones (xn, yn) de la ecuación N(x) = 1 con xn > 1 e
yn > 0, que inducen automorfismo en Γα son de la forma

(
x20 − y20d

q
)n, n ≥ 1,

donde (x20 − y20d)/q es la solución mı́nima entre las que tienen x > 1 e y > 0.

Demostración:
Supongamos que existe algún λ ̸= ±1 en el grupo multiplicativo. Entonces

por verificar la ecuación:
x2n − y2nd

q2
= 1,

de nuevo se volveŕıa a ver que el conjunto de los β ∈ Γα que inducen automorfis-
mos en Γα, el cual es un subgrupo multiplicativo de R, tiene estructura Z2 × Z.
La demostración seŕıa análoga a la del Teorema 1.8 de estructura de las soluciones
de la ecuación de Pell, teniendo encuenta que si λ está en el grupo multiplicativo
entonces −λ y λ también están.

Veamos ahora que, de hecho, existe algún λ ̸= ±1 en el grupo multiplicativo.
Para ello tomemos d′ = q2d. Ahora, si consideramos la ecuación de Pell:

X2 − Y 2d′ = 1,

sabemos que existe alguna solución distinta de ±1. Sea por ejemplo (x0, y0) una
de ellas. Consideremos

f :R −→ R

x 7→ (x0 + y0q
√
d)x.

Entonces λ = x0 + y0q
√
d induce un automorfismo f de R, pero además induce

un automorfismo de Γα. Para ello veamos que f(Γα) ⊂ Γα. Lo único que hay
que comprobar es que λ1, λα ∈ Γα.

1. λ1 = λ ∈ Γα:

Como λ = x0 + y0q
√
d, es inmediato que está en Z + Z p+

√
d

q

.
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2. λα ∈ Γα:

Tenemos que

λα = x0
p+
√
d

q
+ y0q

√
d
p+
√
d

q
= x0

p+
√
d

q
+ py0

√
d+ y0d ∈ Z +Z p+

√
d

q

.

Pero ahora como λ−1 = x0−y0q
√
d, haciendo un razonamiento simétrico volvemos

a concluir que f−1(Γα) ⊂ Γα. Luego de hecho λ induce un automorfismo de Γα.

Q.E.D.
Nota

Otra manera de demostrar el Teorema 4.6 es viendo que si α = a+b
√
d

c donde

a, b, c ∈ Z con m.c.d.{a, b, c} = 1 y si β = detA
√
d donde A =

(
a b
c 0

)
, entonces

G/Γα ∼= G/Γβ. Dado que SL(2, Z) actúa transitivamente sobre el conjunto de
números irracionales β tales que G/Γα ∼= G/Γβ mediante la acción dada en
la sección 4.1, basta tener en cuenta que toda matriz A de GL(2, R) con coefi-
cientes en Z y con m.c.d.{a11, a12, a21, a22} = 1 se puede transformar mediante

operaciones de matrices elementales en una matriz de la forma

(
n 0
0 1

)
.

Corolario 4.7 El grupo Diff(Tα) es isomorfo a:

1. Z2|× Tα si α es un irracional no cuadrático.

2. (Z2 × Z)|× Tα si α es un irracional cuadrático.

4.2 Foliaciones lineales de codimensión uno en T n+1.

Sea Tn+1 = Rn+1/Zn+1. Tomemos coordenadas (x1, . . . , xn, y) en Rn+1 y con-
sideremos la 1-forma exacta en Rn+1 dada por ω = dy − α1dx1 − · · · − αndxn
siendo alguno de los α1, · · · , αn un número irracional. Define una 1-forma ce-
rrada en el cociente Tn+1 y por lo tanto tendrá asociada una foliación F en
Tn+1. Consideremos el diagrama:

Rn+1 D−→ R
p ↓ ↓
Tn+1 −→ Tn+1/F ∼= R/Γ
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donde D(x1, . . . , xn, y) = y − α1x1 − · · · − αnxn. Entonces dD = p∗ω y el
homomorfismo de holonomı́a

h:π1(T
n+1, p(O)) ∼= Zn+1 → R

está dado por

h(k1, . . . , kn+1) = kn+1 − α1k1 − · · · − αnkn,

siendo O el origen de Rn+1 y k1, . . . , kn+1 ∈ Z. Entonces vemos inmediatamente
que Γ = ⟨1, α1, . . . , αn⟩. Pero además como Γ contiene al 1 y algún número
irracional, deducimos que Γ es denso en R, consecuentemente la foliación F es
de hojas densas.

4.2.1 Clasificación de los espacios de hojas.

Ahora de nuevo nos va interesar calcular el grupo Diff(R/Γ), pero también nos va
a interesar calcular los grupos difeológicos R/Γ′ con Γ′ otro subgrupo abeliano
libre de tipo finito y denso en R, tales que sean difeomorfos en sentido difeológico
a R/Γ.

Para calcular Diff(Tn+1/F) vamos a tener que considerar R y los subgrupos
Γ ⊂ R finitamente generados y densos. Como Γ es un subgrupo finitamente
generado, contenido en un grupo abeliano sin torsión deducimos que Γ es un
grupo abeliano libre con una base formada por un número finito de elementos.
Sea B = {β0, ..., βm} una base del grupo abeliano libre Γ (n ≥ m ≥ 1).

Lema 4.8 Podemos restringirnos a considerar el caso de un subgrupo Γ abeliano
libre de R con base B = {1, α1, ..., αm}.

Demostración:

Si Γ = ⟨β0, β1, ..., βm⟩ consideremos el automorfismo de R:

φ:R −→ R

x 7→ β−1
0 x .

Lleva Γ en β−1
0 Γ = Γ′, que tiene como base B′ = {1, α1, ..., αm}, siendo αk =

β−1
0 βk, 1 ≤ k ≤ m.

Como R/Γ y R/Γ′ son isomorfos como grupos difeológicos tenemos que
AutΓ(R) = AutΓ′(R) (por ser isomorfos sobre R mediante el automorfismo que
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consiste en multiplicar por β0), y se sigue que Diff(R/Γ) y Diff(R/Γ′) son iso-
morfos.

Q.E.D.

Ahora, volviendo a utilizar la condición de levantamiento, vemos de nuevo
que los subgrupos abelianos libres Γ′ de R tales que R/Γ′ es difeomorfo R/Γ son
aquéllos para los que existe un λ ∈ R−{0} tal que λ, λα1, ..., λαm es una base de
Γ′. Al igual que en el toro de dimensión dos, veremos esta condición como una
cierta relación de equivalencia dada por una acción de GL(m+ 1, Z).

Sea la acción de GL(m+ 1, Z) sobre la base {α1, α2, . . . , αm} dada por:

A ∗

 α1
...
αm

 =
1

d

 a12 + a22α1 + · · ·+ a(m+1)2αm
...

a1(m+1) + a2(m+1)α1 + · · ·+ a(m+1)(m+1)αm

 =

 β1
...
βm


siendo d = a11 + a21α1 + · · · + a(m+1)1αm. La acción está bien definida porque
{1, α1, . . . , αm} son linealmente independientes sobre Q. Finalmente tenemos la
siguiente proposición, de demostración análoga a 4.1

Proposición 4.9 Sean Γ = ⟨1, α1, . . . , αm⟩ y Γ′ = ⟨1, β1, . . . , βm⟩ dos grupos
abelianos libres del mismo rango. Entonces los grupos cocientes R/Γ y R/Γ′ son
isomorfos como grupos algebraicos.

También tenemos el siguiente teorema, de demostración análoga a la del Teorema
4.2:

Teorema 4.10 Sean Γ = ⟨1, α1, . . . , αm⟩ y Γ′ = ⟨1, β1, . . . , βm⟩ dos grupos abelianos
libres del mismo rango y con sus respectivas bases. Entonces R/Γ es difeomor-
fo a R/Γ′ si y sólo si (α1, . . . , αm) está relacionado con (β1, . . . , βm) módulo
GL(m+ 1, Z).

4.2.2 Cálculo de Diff(T/F).

Lema 4.11 Sea A la clausura ı́ntegra sobre Z de una extensión de grado finito
Q(β) de Q. Supongamos que λi ∈ 1

qA ∀i ∈ Z, para algún q ∈ Z+. Entonces

λ, λ−1 ∈ A, es decir, λ es una unidad de A.

Demostración:
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Tenemos que A es un dominio de Dedekind, es decir, un dominio donde todo
ideal de A se factoriza como producto de ideales primos.

Se denomina ideal fraccionario de A a todo submóduloM (sobre A) contenido
en el cuerpo de fracciones K de A, para el cual existe un elemento v ∈ K tal que
M = vI, siendo I un ideal de A.

Recordemos (ver [8], [17]) que si tenemos un dominio A y K es su cuerpo de
fracciones, entonces: A es dominio de Dedekind si y sólo si el conjunto de ideales
fraccionarios de A forman un grupo con la multiplicación de ideales.

Además, por ser dominio de Dedekind, todo submódulo (sobre A) de tipo
finito contenido en Q(β) es un ideal fraccionario, es decir, que se factoriza como
producto de ideales primos (los cuales pueden estar elevados a potencias negati-
vas).

Sean

(q) = Pm1
1 · · ·Pms

s y (λ) = Qn1
1 · · ·Q

nt
t , m1, . . . ,ms, n1, . . . , nt ∈ Z

las factorizaciones en potencias de ideales primos de los A-módulos generados por
q y λ respectivamente. Como qλn ∈ A ∀n ∈ Z deducimos que m1, . . . ,ms ∈ Z+

y n1 = · · · = nt = 0. Por lo cual (λ) = A, de donde se sigue que λ es una unidad
de A .

Q.E.D.

Teorema 4.12 El grupo AutΓ(R) es isomorfo a

Z2 × Z×
r)
· · · ×Z, r ∈ N.

Demostración:
Supongamos que λ ∈ R−{0} induce un automorfismo en Γ, consideremos los

siguientes casos:

1. Supongamos que la base B del grupo abeliano libre Γ es una base algebraica
sobre Q de una extensión Q(β) de grado finito sobre Q.

Supongamos además que el número de ráıces reales del polinomio mı́nimo
de β sobre Q es t, y el número de ráıces complejas del polinomio mı́nimo
sobre Q de β es 2s. Entonces por el Teorema 1.16, tenemos que el grupo
de unidades del anillo de la clausura ı́ntegra A de Q(β) sobre Z con la
multiplicación es isomorfo a:

Z2 × Z×
s+t−1)
· · · ×Z.
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El grupo de torsión es Z2 debido a que las únicas ráıces de la unidad sobre
R son ±1.
Dado que Γ es un Z-módulo de tipo finito y del mismo rango que la clausura
ı́ntegra de Q(β) sobre Z, deducimos que para un q ∈ Z+ adecuado tenemos
que Γ ⊂ 1

qA, por lo cual:

λ, λ−1 ∈ 1

q
A.

Como además qλn ∈ A ∀n ∈ Z, deducimos por el Lema previo que λ, λ−1 ∈
A. Ahora bien, es claro que el subgrupo multiplicativo AutA(R) de R es
el grupo de las unidades de A, que tiene una estructura de grupo con la
multiplicación isomorfa a

Z2 × Z×
s+t−1)
· · · ×Z.

Pero además, como hemos visto ahora, si un λ ∈ AutΓ(R) entonces λ ∈
U(A), es decir:

AutΓ(R) ⊂ AutA(R),

por lo cual

AutΓ(R) = Z2 × Z×
r)
· · · ×Z, r ∈ N.

El problema es que ahora no conocemos el valor de r, pero śı que sabemos
que 0 ≤ r ≤ s+ t− 1.

2. Supogamos ahora que B no es la base de ninguna extensión algebraica sobre
Q. Entonces dividamos B en la unión disjunta de dos conjuntos:

B = BA ⨿BT

donde BA está formado por los elementos algebraicos de B y BT por los
transcendentes.

Distingamos dos casos:

(a) Supongamos que BT = ∅, es decir BA = B.

Como el 1 ∈ BA volvemos a deducir que si λ ∈ R − {0} induce un
automorfismo de Γ entonces λn ∈ Γ ∀n ∈ Z.
Ahora, dado que los elementos de BA son algebraicos y un número fini-
to, podemos considerar una extensión algebraica de grado finito sobre
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Q que contenga a BA, de hecho podemos considerar una extensión
mı́nima entre las que contienen a BA, sea ésta Q(β).

Sea A la clausura algebraica de Q(β) sobre Z. Por razonamientos
análogos a los anteriormente hechos volvemos a deducir que λ ∈ U(A),

por lo cual: AutΓ(R) = Z2 × Z×
r)
· · · ×Z, r ∈ N .

(b) BT ̸= ∅.
Sea un λ ∈ R−{0} que induce un automorfismo de Γ. Entonces, como
siempre, tenemos λ ∈ Γ y de nuevo tenemos también que λn ∈ Γ, ∀n ∈
Z.

Pero, como Γ es un grupo abeliano libre de tipo finito, deducimos que
tiene que haber una combinación lineal finita sobre Z de {1, λ1, ..., λn}
igualada a cero y con algún coeficiente distinto de cero. De donde
deducimos que λ tiene que ser algebraico sobre Q. Luego λ es combi-
nación lineal sobre Z de elementos de BA. Entonces, como la multipli-
cación de elementos algebraicos sobre Q vuelve a ser algebraico sobre
Q, deducimos que λ establece un automorfismo del grupo abeliano
libre ⟨BA⟩.
Ahora tomemos un elemento transcendente t ∈ BT . Entonces, dado
que λ ̸= 0 es algebraico, deducimos que λt es transcendente. La matriz
asociada a λ respecto de la base {BA, BT } tendrá la forma:(

λBA
∗

0 λBT

)
,

donde λBA
es la matriz con coeficientes enteros asociada al isomor-

fismo de grupos abelianos libres que induce λ en ⟨BA⟩ y por lo cual
pertenece a GL(k, Z), siendo k el número de elementos de BA, es de-
cir, det(λBA

) = ±1. De donde deducimos λ ∈ GL(n,Z) si y sólo si
λBA

∈ GL(k, Z) y λBT
∈ GL(n− k, Z). Por lo cual λ tiene que trans-

formar la base del grupo abeliano libre ⟨BT ⟩ en otra base del grupo
abeliano libre ⟨BT ⟩ más una parte algebraica, la cual no importa.

Luego

AutΓ(R) ⊂ Aut⟨BA⟩(R),

pero por lo visto antes:

Aut⟨BA⟩(R) = Z2 × Z×
r)
· · · ×Z, r ∈ N,
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de donde deducimos

AutΓ(R) = Z2 × Z×
r′)
· · · ×Z, r′ ∈ N.

Vemos tanto en el caso 1) como en el 2) que el grupo de automorfismos
de R que fijan Γ estará contenido en el grupo de unidades de la clausura
ı́ntegra A de una extensión finita de Q, por lo cual será isomorfo a :

Z2 × Z×
r)
· · · ×Z, r ∈ N.

Q.E.D.

Nota

Otra manera de demostrar el Teorema es tener en cuenta que EndΓ(R) es un
anillo por ser R un grupo de Lie abeliano. Pero además en este caso también es
un anillo conmutativo, el cual es un Z-módulo de tipo finito. Por tanto estará
contenido en alguna clausura ı́ntegra A sobre Z de una extensión finita de cuerpos
de Q. Pero, como grupo, AutΓ(R) se corresponde con el grupo de las unidades del
anillo EndΓ(R), el cual está contenido en el grupo de las unidades de A; entonces

vemos que tiene que ser isomorfo a Z2 × Z×
r)
· · · ×Z, con r ∈ N .

La ventaja de la primera demostración es que nos da un método efectivo para
calcular AutΓ(R) como se verá después en los ejemplos.

Corolario 4.13 El grupo Diff(R/Γ) es isomorfo a (Z2 × Z×
r)
· · · ×Z)|× R/Γ,

para algún r ∈ N.

Ejemplo 4.14 Consideremos B = 1
⨿
BT , con BT un conjunto finito de elemen-

tos transcendentes y tal que el conjunto B es linealmente independiente sobre Q.
Entonces, como vimos antes, los λ ∈ R − {0} que inducen automorfismo sobre
Γ =< B > tienen que pertenecer a < BA >= Z e inducir un automorfismo sobre
< BA >= Z. Luego λ = ±1. Por lo cual:

Diff(R/Γ) ∼= Z2|×R/Γ.

Ejemplo 4.15 Si consideramos B = {1, 3
√
2, 3
√
4} entonces se puede ver que la

clausura ı́ntegra A de Q( 3
√
2) sobre Z es justamente Γ =< B >. El polinomio
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mı́nimo mónico de 3
√
2 sobre Z tiene dos ráıces complejas y una real (s = 1 y

t = 1). Entonces como Γ = A tenemos que

AutΓ(R) ∼= U(Γ) ∼= Z2 × Zs+t−1 = Z2 × Z,

por lo cual

Diff(R/Γ) ∼= (Z2 × Z)|×R/Γ.

Ejemplo 4.16 Consideremos ahora B = {1,
√
2, e, (1+

√
2)e}, y sea Γ =< B >.

Entonces tenemos BA = {1,
√
2} y BT = {e, (1 +

√
2)e}.

Como hab́ıamos visto antes, si un λ ∈ R − {0} indućıa un automorfismo de
Γ, entonces λ ∈< BA > e induce un automorfismo en BA. Pero, como vimos,
< 1,

√
2 > es la clausura ı́ntegra de Q(

√
2) sobre Z. Además el grupo de unidades

de Z[
√
2] se descompone en

{±1} × {(1 +
√
2)n, n ∈ Z}.

Como multiplicar por 1 +
√
2 induce un automorfismo sobre < BT > (porque

B′ = {(1 +
√
2)e, (1 +

√
2)2e} es otra base del grupo abeliano libre engendrado

por BT ), obtenemos que:

AutΓ(R) ∼= {±1} × {(1 +
√
2)n, n ∈ Z},

y

Diff(R/Γ) ∼= (Z2 × Z)|×R/Γ.

4.3 Foliaciones lineales de dimensión uno en T n+1.

La importancia de las foliaciones lineales de dimensión uno con hojas densas en
el toro Tn+1 nos la indican los siguientes teoremas de Caron, ver [2]:

Teorema 4.17 Sea M una variedad compacta de dimensión n + 1 en la que
está dado un flujo con órbitas densas que modela sobre un álgebra de Lie g de
dimensión n. Entonces g es isomorfa al álgebra de Lie abeliana Rn.

Teorema 4.18 Sea M una variedad compacta de dimensión n + 1 en la que
está dado un flujo con órbitas no compactas que modela sobre el álgebra de Lie
abeliana Rn. Entonces M es difeomorfa a Tn+1 y la foliación asociada al flujo
por el difeomorfismo se transforma en una foliación lineal.
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Sea Tn+1 = Rn+1/Zn+1. Tomemos coordenadas (x1, . . . , xn, y) en Rn+1, y con-
sideremos la 1-forma exacta en Rn+1 con valores en el álgebra de Lie abeliana
Rn dada por ω = (dx1 + α1dy, . . . , dxn + αndy) con α1, . . . , αn números reales.
La forma ω induce una 1-forma cerrada en el toro Tn+1 y por lo tanto tendrá
asociada una foliación F en Tn+1. Consideremos el siguiente diagrama:

Rn+1 D−→ Rn

p ↓ ↓
Tn+1 −→ Tn+1/F ∼= R/Γ

donde D(x1, . . . , xn, y) = (x1 + α1y, . . . , xn + αny). Entonces dD = p∗ω y el
homomorfismo de holonomı́a

h:π1(T
n+1, p(O)) ∼= Zn+1 → Rn

está dado por

h(k1, . . . , kn+1) = (k1 + kn+1α1, . . . , kn + kn+1αn),

siendo O el origen de Rn+1 y k1, . . . , kn+1 ∈ Z. Entonces vemos inmediatamente
que

Γ = ⟨e1, . . . , en, (α1, . . . , αn)⟩,

siendo e1, . . . , en la base canónica de Rn.

4.3.1 Preliminares.

En nuestro caso analizamos cocientes de Rn por subgrupos densos y numerables,
que en el toro son además finitamente generados por serlo el grupo fundamental
del toro.

Lema 4.19 Sea Γ un subgrupo discreto de Rn. Entonces el rango de Γ es menor
o igual que n.

Demostración:
Supongamos que el rango del grupo abeliano Γ fuera estrictamente mayor

que n. Consideremos un subgrupo Γ′ de Γ de rango n. Dado que Γ era discreto
tenemos que Γ′ también es discreto. Sea B = {β1, · · · , βn} una base del grupo
abeliano libre Γ′, entonces B es también una base de Rn, porque en otro caso
tendŕıamos 0 = a1β1 + · · · + anβn con a1, · · · , an ∈ R y alguno de ellos distinto
de cero, pero esto contradice que Γ′ era discreto (pues habŕıa elementos de Γ′
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tan próximos al neutro como quisiéramos). Entonces si cocientamos Rn por Γ′

obtenemos un toro de dimensión n. Pero ahora el grupo abeliano Γ/Γ′ actúa de
manera propiamente discontinua sobre el toro. Pero como el toro es compacto
deducimos que Γ/Γ′ tiene que ser finito, de donde se sigue que el rango de Γ es
el mismo que el de Γ′.

Q.E.D.

Lema 4.20 Un subgrupo Γ de Rn es denso en Rn si y sólo si para cualquier
aplicación lineal sobreyectiva (continua) f :Rn → R se tiene que f(Γ) es denso
en R.

Demostración:
⇒ Como f es continua tenemos que f(Γ) ⊂ f(Γ).
⇐ Dado que la adherencia de Γ es un subgrupo (de Lie) de Rn, veamos que

la componente conexa V de Γ que contiene al origen tiene que ser un subespacio
vectorial de Rn de dimensión m ≥ 1. En otro caso Γ seŕıa discreto en Rn y el
rango de Γ seŕıa menor o igual que n por el Lema 4.3.1. Si una de las bases de
Γ fuera una base para Rn, tendŕıamos que al proyectar en la dirección de uno
de los vectores de la base nos saldŕıa un subgrupo discreto de R. En otro caso
proyectando en una dirección ortogonal a los elementos de una de las bases de Γ
obtenemos el cero. Aśı, en los dos casos se contradice la hipótesis (que la imagen
de Γ mediante cualquier proyección sobre R es densa), luego la dimensión de V es
igual ó mayor que 1. Si cocientamos Rn por el subespacio vectorial V , obtenemos
Rn/V ∼= Rn−m y (Γ + V )/V ⊂ Rn−m es discreto en Rn−m. Entonces, volviendo
a repetir el anterior razonamiento al par (Rn−m,Γ+ V/V ), podemos definir una
aplicación g:Rn−m → R lineal, continua y sobreyectiva tal que g(Γ + V/V ) es
discreto. Ahora, si consideramos la proyección canónica π:Rn → Rn/V ∼= Rn−m,
la aplicación f = g ◦ π:Rn → R es lineal, continua, sobreyectiva y verifica que
f(Γ) es discreto. Lo cual es una contradicción.

Q.E.D.

Proposición 4.21 El grupo abeliano libre Γ = ⟨e1, . . . , en, (α1, . . . , αn)⟩ es denso
en Rn si y sólo si el subgrupo abeliano libre ⟨1, α1, . . . , αn⟩ tiene rango n+ 1.

Demostración:
⇒ Supongamos que ⟨1, α1, . . . , αn⟩ no tiene rango n + 1. Entonces tenemos

una combinación lineal con coeficientes enteros tal que

m0 +m1α1 + · · ·+mnαn = 0,
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donde m0, . . . ,mn ∈ Z y alguno es distinto de cero. Entonces si consideramos la
aplicación lineal f :Rn → R definida por f(ei) = mi, 1 ≤ i ≤ n, vemos que

f(Γ) = ⟨m1, . . . ,mn,−m0⟩,

el cual es discreto y contradice el Lema previo 4.20.
⇐ Si Γ no fuese denso entonces por el Lema previo 4.20 ha de existir alguna

aplicación f :Rn → R tal que f(Γ) no es denso en R; por tanto f(Γ) es discreto.
Pero entonces dado que los únicos subgrupos discretos de R son los que poseen
un único generador independiente, tenemos que f(Γ) = ⟨β⟩. Por lo cual f(ei) =
aiβ, ∀i ∈ {1, . . . , n}, f((α1, . . . , αn)) = mβ con m, a1, . . . , an ∈ Z y β ∈ R.
Observemos que β ̸= 0 y algún ai es distinto de cero, pues f es sobreyectiva.
Pero entonces tenemos

a1α1β + · · ·+ anαnβ = mβ,

y dividiendo por β obtenemos

a1α1 + · · ·+ anαn = m.

Finalmente, como m, a1, . . . , an ∈ Z y ai ̸= 0, deducimos que ⟨1, α1, . . . , αn⟩ tiene
rango estrictamente menor que n+ 1. Lo cual es una contradicción.

Q.E.D.
Dado que la imagen de π1(T

n+1) por el morfismo de holonomı́a h es un grupo
abeliano libre en Rn, entonces para que la imagen sea densa ha de ser h inyectivo,
es decir, las hojas de la foliación de Lie han de ser simplemente conexas (π1(L) =
Kerh). De hecho, una hoja cerrada seŕıa difeomorfa a S1, que no puede ser
densa.

Componiendo con un automorfismo de Rn podemos suponer que la imagen de
h es el grupo abeliano libre engendrado por Γ = ⟨e1, . . . , en, (α1, . . . , αn)⟩, donde,
por la Proposición 4.21, {1, α1, . . . , αn} han de ser linealmente independientes
sobre Q.

4.3.2 Clasificación de los espacios de hojas.

Para calcular Diff(Tn+1/F) será útil e interesante calcular las foliaciones lineales
de dimensión uno en Tn+1 tales que el espacio de hojas es difeomorfo a Tn+1/F .

Proposición 4.22 Sean F y F ′ dos flujos lineales densos en el toro Tn+1, que
estarán asociados a vectores (1, α1, . . . , αn) y (1, β1, . . . , βn). Entonces Tn+1/F
es difeomorfo a Tn+1/F ′ si y sólo si (α1, . . . , αn) está relacionado con (β1, . . . , βn)
módulo GL(n+ 1, Z).



4.3 Foliaciones lineales de dimensión uno en Tn+1. 69

Demostración:
Como Tn+1/F es difeomorfo a Rn/Γ y Tn+1/F ′ es difeomorfo a Rn/Γ′,

siendo Γ = ⟨e1, . . . , en, (α1, . . . , αn)⟩ y Γ′ = ⟨e1, . . . , en, (β1, . . . , βn)⟩, entonces
por el corolario 3.14 tendremos que ver la existencia de un automorfismo θ de Rn

que lleva Γ en Γ′ es equivalente a que v = (α1, . . . , αn) y w = (β1, . . . , βn) estén
relacionados módulo GL(n+ 1, Z).

Sea φ un automorfismo de Rn que induzca un isomorfismo de Γ en Γ′. En-
tonces la matriz asociada a φ respecto la base canónica de Rn será

A =

 a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

 .

Como A(ej) tiene que estar en Γ′ deducimos que

(a1j , . . . , anj) = (b1j + cjβ1, . . . , bnj + cjβn)

con bij , cj ∈ Z para todo i, j ∈ {1, · · · , n}.
Ahora AvT también tiene que estar en Γ′, por lo cual

(AvT ) =

 d1 + cn+1β1
...

dn + cn+1βn

 ,

de donde obtenemos las ecuaciones:

(b11 + c1β1)α1 + · · ·+ (b1n + cnβ1)αn = d1 + cn+1β1,

...

(bn1 + c1β1)α1 + · · ·+ (bnn + cnβ1)αn = dn + cn+1βn.

Despejando β1, · · · , βn obtenemos:

β1 =
d1 − b11α1 − · · · − b1nαn
−cn+1 + c1α1 + · · ·+ cnαn

,

...

βn =
dn − bn1α1 − · · · − bnnαn
−cn+1 + c1α1 + · · ·+ cnαn

.
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Pero como A tiene que inducir un isomorfismo en los grupos abelianos libres,
entonces si B es la matriz asociada al isomorfismo de Γ en Γ′ que induce A
respecto a las bases {e1, . . . , en, v} y {e1, . . . , en, w}, tenemos

B =


b11 · · · b1n d1
...

...
...

bn1 · · · bnn dn
c1 · · · cn cn+1

 ,

donde B = (bij) ∈ GL(n+ 1, Z).
Recordemos que la acción de GL(n+1, Z) sobre v = (α1, . . . , αn) estaba dada

por:

F ∗

 α1
...
αn

 =
1

d

 f12 + f22α1 + · · ·+ f(m+1)2αm
...

f1(m+1) + f2(m+1)α1 + · · ·+ f(m+1)(m+1)αm

 =

 β1
...
βn

 ,

con F ∈ GL(n+ 1, Z) y d = f11 + f21α1 + · · ·+ f(n+1)1αn.
Por lo cual:

F =


−cn+1 d1 · · · dn
c1 −b11 · · · −bn1
...

...
...

cn −b1n · · · −bnn

 .

Pero como detB = ±1 si y sólo si detF = ±1, deducimos que existe un auto-
morfismo de Rn que induce un isomorfismo de Γ en Γ′ si y sólo si v y w están
relacionados módulo GL(n+ 1, Z).

Q.E.D.

4.3.3 Cálculo de Diff(T/F).

Teorema 4.23 Sea F una foliación lineal de dimensión 1 con hojas densas en
el toro Tn+1, la cual estará asocida a un vector director (1, α1, . . . , αn). Entonces
el grupo AutΓ(R

n) es isomorfo a AutH(R), siendo H el grupo abeliano libre de
R con base {1, α1, . . . , αn}.

Demostración:
Calcular las matrices A ∈ GL(n,R) que inducen un automorfismo en Γ,

por lo visto en 4.22, es equivalente a calcular las matrices F ∈ GL(n + 1, Z)
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tales que mediante la acción de GL(n + 1, Z) sobre (α1, . . . , αn) dejan el vector
v = (α1, . . . , αn) invariante. Es decir, hay que calcular el estabilizador de la
acción de GL(n+ 1, Z) en el vector v.

Tal y como vimos en la Proposición 4.10, un subgrupo abeliano libre de R de
rango n+ 1 y con base {1, β1, . . . , βn} era isomorfo sobre R a otro subgrupo con
base {1, λ1, . . . , λn} si y sólo si el vector (β1, . . . , βn) estaba relacionado con el
vector (λ1, . . . , λn) módulo GL(n+ 1, Z). Por lo cual calcular los automorfismos
de R que inducen automorfismos sobre el grupo abeliano libre generado por
{1, β1, . . . , βn} es equivalente a hallar el estabilizador de la acción de GL(n+1, Z)
sobre el vector (β1, . . . , βn).

Finalmente deducimos que AutΓ(R
n) es isomorfo a AutH(R), que por el Teo-

rema 4.12 es isomorfo a Z2 × Z×
r)
· · · ×Z para algún r ∈ N .

Q.E.D.

Corolario 4.24 Sea F una foliación lineal de dimensión 1 sobre el toro Tn+1

con hojas densas. Entonces

Diff(Tn+1/F) ∼= Z2 × Z×
r)
· · · ×Z|× (Tn+1/F),

con r ∈ N . Además r ≤ n.

Demostración:

Para el isomorfismo basta tener en cuenta que Tn+1 es abeliano (por lo cual
un automorfismo interior se transforma en la identidad) y los isomorfismos de los
teoremas 3.3 y 4.23. Para la acotación de r tener en cuenta los teoremas 4.12 y
4.23.

Q.E.D.

4.4 Foliaciones lineales transcendentes en el toro T n+1.

Una foliación lineal de dimensión 1 ≤ k ≤ n + 1 en Tn+1 está asociada a la
foliación trivial determinada por un subespacio lineal dimensión k en Rn+1. De
acuerdo con [5] damos la siguiente definición.

Definición 4.25 Llamaremos foliación transcendente a cualquier foliación lineal
sobre el toro Tn, de dimensión k < n+ 1, tal que el subespacio invariante que la
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genera tiene una base: 
v1 = (α1

1, α
1
2, α

1
3, . . . , α

1
n, 1)

...
vk = (αk1 , α

k
2 , α

k
3 , . . . , α

k
n, 1)

tal que el conjunto {αji} es algebraicamente independiente sobre Q. A la base
B = {v1, . . . , vk} la llamaremos base de transcendencia.

Nota
Toda foliación transcendente es densa, dado que la foliación generada por uno

de los vectores de una de las bases de transcendencia (por lo visto en la sección
anterior) ya es densa en Tn+1.

Tenemos las siguientes caracterizaciones de las foliaciones lineales transcen-
dentes. La primera de las cuales está comentada en [5] en el caso bidimensional.

Lema 4.26 Un subespacio vectorial V ⊂ Rn+1 genera una foliación transcen-
dente en el toro Tn+1 si y sólo si el subespacio W ortogonal a V genera una
foliación transcendente en el toro Tn+1.

Demostración:
Observemos que llega con demostrar una implicación.
⇒ Si el subespacio V ⊂ Rn+1 tiene codimensión uno, consideremos el vector

producto vectorial w = v1∧· · ·∧vn de una de las bases de transcendencia asociada
a V , es decir

w = det


e1 . . . en en+1

α1
1 . . . α1

n 1
...

...
...

αn1 . . . αnn 1

 .

Dado que el conjunto {αji} era algebraicamente independiente sobre Q, obte-
nemos que las coordenadas de w son algebraicamente independientes sobre Q (en
particular wn ̸= 0) y por tanto la última coordenada del vector z = w−1

n w es 1 y
verifica las condiciones.

Supongamos ahora que el subespacio V tiene codimensión k + 1 y que una
base B de transcendencia de V está formada por los vectores

v1 = (α1
1, . . . , α

1
n, 1)

...
vn−k = (αn−k1 , . . . , αn−kn , 1)
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Observemos que podemos completar B con un conjunto de vectores {v′1, . . . , v′k+1}
tal que el conjunto B1 = {v1, . . . , vn−k, v′1, . . . , v′k+1} es una base de transcen-
dencia de Rn+1 (por la numerabilidad del conjunto de números reales que son
algebraicamente dependientes sobre Q(t1, . . . , tr) con t1, . . . , tr ∈ R). Entonces
si consideramos el producto vectorial wi = (wi1, . . . , w

i
n) del conjunto de vectores

B1 − {v′i}, tenemos que W = {z1, . . . , zk+1} donde zi = (win)
−1wi verifica las

condiciones requeridas.

Q.E.D.

Lema 4.27 Sea (Tn+1,F) una foliación lineal de codimensión k. Entonces la
foliación F es transcendente si y sólo si puede ser definida por una 1-forma ω
con valores en el álgebra de Lie abeliana Rk

ω =

 dx1 + β11dxk+1 + · · ·+ βn−k1 dxn+1
...

dxk + β1kdxk+1 + · · ·+ βn−kk dxn+1

 ,

tal que el conjunto {βji } sea algebraicamente independiente sobre Q.

Demostración:

⇒ Sea V el subespacio vectorial de Rn+1 que genera la foliación F . Entonces
por el Lema 4.26 el subespacio vectorial W ortogonal a V también admite una
base de transcendencia, sea ésta {w1, . . . , wk}, con

w1 = (α1
1, . . . , α

1
n, 1)

...
wk = (αk1 , . . . , α

k
n, 1)

siendo el conjunto {αji} algebraicamente independiente sobre Q.

Si consideramos la 1-forma cerrada ω definida en Rn+1 que toma valores en
el álgebra de Lie abeliana Rk definida por

ω =

 dxn+1 + α1
1dx1 + · · ·+ α1

ndxn
...

dxn+1 + αk1dx1 + · · ·+ αkndxn

 ,

define una 1-forma cerrada α en Tn+1 con valores en el álgebra de Lie abeliana
Rk e induce la foliación F , por ser {w1, . . . , wk} una base de W . Entonces si
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consideramos el diagrama de la Proposición 3.3

Rn+1 D−→ Rk

p ↓ ↓
Tn+1 −→ Rk/Γ ∼= Tn+1/F

con

D(x1, . . . , xn+1) =

 xn+1 + α1
1x1 + · · ·+ α1

nxn
...

xn+1 + αk1x1 + · · ·+ αknxn

 ,

tenemos dD = ω y el grupo de holonomı́a Γ asociado a la foliación F estará
determinado por las imágenes de los generadores de π1(T

n+1), es decir

Γ = ⟨(α1
1, . . . , α

k
1), . . . , (α

1
n, . . . , α

k
n), (1, 1, . . . , 1)⟩.

Ahora, como {(α1
1, . . . , α

k
1), . . . , (α

1
k, · · · , αkk)} es una base de Rk (su determinante

es distinto de cero por ser el conjunto {αji} algebraicamente independiente sobre
Q), podemos considerar el isomorfismo lineal A de Rk definido por

A

α1
1
...
αk1

 = e1, . . . , A

α1
k
...
αkk

 = ek,

siendo {e1, . . . , ek} la base canónica de Rk. Entonces tomemosβ11
...
β1k

 = A

α1
k+1
...

αkk+1

 , . . . ,

βn−k1
...

βn−kk

 = A

αn1
...
αnk


y βn+1−k

1
...

βn+1−k
k

 = A

 1
...
1

 .

Como el conjunto {αji} era algebraicamente independiente sobre Q, deducimos

que el conjunto {βji } es algebraicamente independiente sobre Q y verifica las
condiciones exigidas.
⇐ Similar.

Q.E.D.
Posteriormente en [5] se demuestra un lema (el cual analizaremos en la siguiente
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sección 4.31) para foliaciones transcendentes con la ayuda de otro lema que es
un caso particular del Teorema 3.10 de Hector y Macias. Esto sirve a B. Herrera
(en el caso transcendente) para caracterizar como ±id los automorfismos del
álgebra de Lie transversa Rk asociados a difeomorfismos de (Tn+1,F) (dado que
un difeomorfismo de (Tn+1,F) induce un difeomorfismo del espacio de hojas, que
por el Teorema 3.10 está asociado canónicamente a un automorfismo del grupo de
Lie Rk salvo una traslación) y dar condiciones que le permiten observar el carácter
trivial del Haz Conmutante en foliaciones transversalmente paralelizables tales
que la adherencia de una hoja es una foliación lineal transcendente.

Nosotros caracterizaremos los automorfismos del álgebra de Lie transversa
asociados a difeomorfismos de (Tn+1,F) como ±id (haciendo otra demostración
distinta a la hecha en [5]) y donde debilitaremos la condición de que la foliación
lineal sea transcendente.

Proposición 4.28 Sea (Tn+1,F) una foliación lineal de codimensión k definida
por la 1-forma en Rn+1

ω =

 dx1 + β11dxk+1 + · · ·+ βn+1−k
1 dxn+1

...
dxk + β1kdxk+1 + · · ·+ βn+1−k

k dxn+1

 .

Supongamos que cualquier polinomio con k(n+1−k) variables y coeficientes en Q
que se anule sobre el conjunto {βji } tiene grado mayor estricto que 2. Entonces si
φ ∈ Aut(Tn+1,F), el automorfismo que induce sobre el álgebra de Lie transversa
sólo puede ser ±id.

Demostración:

Observemos que para la 1-forma ω el grupo de holonomı́a Γ está dado por

Γ = ⟨e1, . . . , ek, (β11 , . . . , β1k), . . . , (βn+1−k
1 , . . . , βn+1−k

k )⟩.

Haciendo un razonamiento similar al hecho en el Teorema 4.22 deducimos que si
A es la matriz asociada a un isomorfismo lineal de Rk respecto la base canónica
que induce un automorfismo en Γ, tendrá la siguiente formam11 + c11β

1
1 + · · ·+ c1n+1−kβ

n+1−k
1 · · · m1k + ck1β

1
1 + · · ·+ ckn+1−kβ

n+1−k
1

...
...

mk1 + c11β
1
k + · · ·+ c1n+1−kβ

n+1−k
k · · · mkk + ck1β

1
k + · · ·+ ckn+1−kβ

n+1−k
k

 ,
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con mij , c
j
i ∈ Z. Ahora con las condiciones A(Γ) ⊂ Γ deducimos condiciones de

dependencia algebraica sobre Q para el conjunto {βji }, las cuales están dadas por
polinomios en k(n + 1 − k) variables con coeficientes en Q y de grado menor o
igual que 2, salvo si cji = 0 con 1 ≤ j ≤ k y 1 ≤ i ≤ n+ 1− k. También tenemos
que mij = 0 si i ̸= j. Luego la matriz A es diagonal, con todos los términos
mii de la diagonal iguales. Pero como tiene que inducir un automorfismo en Γ,
deducimos que la inversa de A tiene que ser del mismo tipo; por lo cual mii = ±1
con 1 ≤ i ≤ k. Finalmente tenemos que el isomorfismo lineal de Rk asociado a
A tiene que ser ±id.

Q.E.D.
Nota

Observemos que para una foliación lineal transcendente los automorfismos
del álgebra de Lie transversa son ±id, pues por el Lema 4.27, tenemos que la
foliación tiene asociada una 1-forma ω del tipo del Lema 4.28, siendo el conjunto
{βji } algebraicamente independiente sobre Q.

De hecho, para lo que acabamos de demostrar sólo hemos necesitado que si
φ ∈ Aut(Tn+1,F), entonces φ induce un difeomorfismo en el espacio de hojas
Tn+1/F . Es decir, de acuerdo con el Teorema 3.10, tenemos:

Corolario 4.29 Sea F una foliación en Tn+1 asociada a una 1-forma ω en las
hipótesis del Lema 4.28. Entonces Diff(Tn+1/F) ∼= {±1}|× Tn+1/F .

Si denotamos por βj =

 βj1
...
βjk

 con 1 ≤ j ≤ n + 1 − k, entonces tenemos la

siguiente proposición, de cálculos semejantes a las proposiciones 4.22 y 4.28.

Proposición 4.30 Sean F y F ′ dos foliaciones de codimensión k en el toro Tn+1

asociadas a 1-formas en las condiciones del Lema 4.28, definidas por vectores

βj =

 βj1
...
βjk

 y γj =

 γj1
...
γjk

, 1 ≤ j ≤ k respectivamente. Entonces los espacios de

hojas de las foliaciones son difeomorfos si y sólo si

γ = (A+ βB)−1(C + βD),

siendo A,B,C,D matrices dadas por las siguientes condiciones: A ∈ Mk×k(Z),
B ∈M(n+1−k)×k(Z), C ∈Mk×(n+1−k)(Z), D ∈M(n+1−k)×(n+1−k)(Z) y

M =

(
A C
B D

)
∈ GL(n+ 1, Z).
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4.5 Análisis y consecuencias finales.

A partir de ahora, dado que no supone restricción ninguna, supondremos que una
aplicación diferenciable φ:Tn+1/F → Tn+1/F ′ lleva la hoja F de F que pasa
por p(O) en la hoja F ′ de F ′ que pasa por p(O), siendo O el origen de Rn+1 y
p:Rn+1 → Tn+1 la proyección canónica. Además F y F ′ serán foliaciones lineales
en el toro Tn+1 y tendrán asociadas aplicaciones desenrollantes D:Rn+1 → Rk

(con grupo de holonomı́a Γ) y D′:Rn+1 → Rl (con grupo de holonomı́a Γ′).

En [5] se demuestra un lema para foliaciones transcendentes o para foliaciones
lineales tales que el subespacio vectorial que las genera admita una base de vec-
tores con flujos asociados compactos o densos. Nosotros lo generalizaremos para
una foliación lineal arbitraria en Tn+1.

Lema 4.31 Sea (Tn+1,F) una foliación lineal, sea φ̃ ∈ Aut(Tn+1,F). Entonces
la aplicación inducida en homotoṕıa φ̃∗:π1(T

n+1) → π1(T
n+1) que se extiende

de manera canónica a una aplicación lineal de Rn+1 (mediante los puntos finales
de los levantamientos de π1(T

n+1) en Rn+1 a partir del origen de Rn+1) deja
invariante el subespacio vectorial de Rn+1 que genera la foliación.

Demostración:

Distingamos dos casos.

1. Supongamos que la foliación F es de hojas densas en Tn+1.

Sea φ̃: (Tn+1,F) → (Tn+1,F) y sea λ̃: (Rn+1, p∗F) → (Rn+1, p∗F) un le-
vantamiento de φ̃. No es restricción suponer que λ̃ deja fijo el origen de
Rn+1. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Rn+1 λ̃−→ Rn+1

D ↓ ↓ D
Rk

θ−→ Rk ,

donde θ es un automorfismo lineal de Rk que deja invariante el grupo de
holonomı́a de la foliación. Dado que Γ es denso en Rk y que la aplicación
diferenciable φ:Tn+1/F → Tn+1/F inducida por φ̃ es un difeomorfismo,
por aplicación directa del Teorema 3.10 tenemos que θ es un isomorfismo
lineal de Rk. Observemos que φ̃∗:π1(T

n+1) → π1(T
n+1) está dada por

los valores de λ̃ sobre los vectores de Rn+1 con coordenadas enteras. En-
tonces el isomorfismo de grupos abelianos φ̃∗:Z

n+1 → Zn+1 admite una
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única extensión a un isomorfismo lineal φ̃∗:R
n+1 → Rn+1. Consideremos

el siguiente diagrama de aplicaciones lineales

Rn+1 φ̃∗−→ Rn+1

D ↓ ↓ D
Rk

θ−→ Rk

Como el diagrama conmuta para los elementos de la base canónica de Rn+1,
ya que se corresponden con los puntos finales de los levantamientos de una
base del grupo fundamental de Tn+1 a partir del origen de Rn+1, vemos
que el diagrama conmuta, por la linealidad de las aplicaciones involucradas.
Pero entonces φ̃∗(KerD) = KerD, que es el subespacio invariante que
genera la foliación F .

2. En el caso no denso se procedeŕıa igual, teniendo en cuenta que la adheren-
cia de una de las hojas seŕıa un toro Tm, y entonces tendŕıamos el siguiente
diagrama conmutativo

π1(T
n+1)

φ̃∗−→ π1(T
n+1)

i ↑ ↑ i
π1(T

m)
θ−→ π1(T

m) ,

donde i:π1(T
m)→ π1(T

n+1) es la inclusión canónica (que es inyectiva) y θ
es la restricción de φ̃∗ a π1(T

m). Ahora, como θ deja invariante el espacio
asociado a la foliación deducimos, por la conmutatividad del diagrama, que
φ̃∗ deja invariante el espacio asociado la foliación.

Q.E.D.
Nota

Tal como se observa en la demostración, nos basamos sólo en la conmutativi-
dad de diagramas y en que las aplicaciones son lineales. Por lo tanto el Lema
sigue siendo cierto si sólo suponemos que φ̃: (Tn+1,F)→ (Tn+1,F ′) es una apli-
cación diferenciable (F ′ es otra foliación lineal en Tn+1), caso en que θ seŕıa un
endomorfismo lineal por el corolario 3.15. El homomorfismo inducido en homo-
toṕıa llevaŕıa el espacio vectorial asociado a F en el espacio vectorial asociado a
F ′.

Por el difemorfismo dado en la Proposición 3.3 entre Tn+1/F y Rk/Γ, tene-
mos que una aplicación diferenciable φ̃: (Tn+1,F) → (Tn+1,F ′) define dos apli-
caciones diferenciables φ:Tn+1/F → Tn+1/F ′ y ψ:Rk/Γ → Rl/Γ′, que por el
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corolario 3.7 definen un único levantamiento (una vez que fijemos la imagen de
un punto) ψ̃: (Rk,Γ)→ (Rl,Γ′).

Además, dada una aplicación diferenciable φ:Tn+1/F → Tn+1/F ′, existe un
único levantamiento (una vez que fijemos la imagen de un punto) ψ̃: (Rk,Γ) →
(Rl,Γ′). Pues bien, tenemos:

Proposición 4.32 Dada una aplicación diferenciable φ:Tn+1/F → Tn+1/F ′

existe un levantamiento φ̃: (Tn+1,F) → (Tn+1,F ′) de φ. En este caso el levan-
tamiento ya no tiene por qué ser único, aunque fijemos la imagen de un punto.

Además en el caso de que φ sea difeomorfismo, entonces se puede encontrar
un levantamiento φ̃ que sea difeomorfismo.

Demostración:

Distingamos dos casos:

1. Supongamos que la foliación F es de hojas densas en Tn+1. Consideremos
el único levantamiento ψ̃: (Rk,Γ)→ (Rl,Γ′) asociado a φ que lleva el origen
de Rk en el origen de Rl , siendo Γ y Γ′ los grupos de holonomı́a asocia-
dos a respectivas aplicaciones equivariantes (lineales) D y D′. Entonces
completaremos el siguiente diagrama

(Rn+1, π1(T
n+1)) (Rn+1, π1(T

n+1))
D ↓ ↓ D′

(Rk,Γ)
ψ̃−→ (Rl,Γ′) ,

donde ψ̃ es una aplicación lineal, por una aplicación inmediata del Teorema
3.10. Puesto que D(π1(T

n+1)) y D′(π1(T
n+1)) son grupos abelianos libres,

podemos hacer la descomposición:

π1(T
n+1) = Ker(D′)⊕H,

siendo H un subgrupo abeliano libre que por D′ se aplica isomórficamente
en Γ′. Sea pr′:π1(T

n+1) → H la proyección canónica. Consideramos el
homomorfismo de grupos λ̃:π1(T

n+1)→ π1(T
n+1) dado por λ̃(t) = pr′ ◦ ψ̃◦

D(t), t ∈ π1(Tn+1). Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

π1(T
n+1)

λ̃−→ π1(T
n+1)

D ↓ ↓ D′

Γ
ψ̃−→ Γ′ .
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Observemos que λ̃ admite una única extensión a una aplicación lineal

λ̃: (Rn+1, π1(T
n+1))→ (Rn+1, π1(T

n+1))

dado que una base del grupo abeliano libre π1(T
n+1) es también una base

del espacio vectorial Rn+1. Luego tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo de aplicaciones lineales

(Rn+1, π1(T
n+1))

λ̃−→ (Rn+1, π1(T
n+1))

D ↓ ↓ D′

(Rk,Γ)
ψ̃−→ (Rl,Γ′) ,

por lo cual λ̃ env́ıa el subespacio vectorial asociado a la foliación F en el
subespacio vectorial asociado a la foliación F ′. Pero como λ̃(π1(T

n+1)) ⊂
π1(T

n+1), la matriz asociada a λ̃ tiene todas las coordenas enteras re-
specto de las bases canónicas. Por lo tanto, induce una aplicación en el
toro φ̃: (Tn+1,F) → (Tn+1,F ′) que es un levantamiento de φ:Tn+1/F →
Tn+1/F ′.

2. Supongamos que F no es de hojas densas. Sean T, T ′ las respectivas ad-
herencias de las hojas de F y F ′ que pasan por p(O). Sean F0 y F ′

0 las
foliaciones inducidas por F y F ′ en T y T ′ respectivamente. Dado que Tn+1

y T son grupos de Lie abelianos, tenemos que D induce un isomorfismo de
grupos de Lie entre Tn+1/ T y Rk/Γ (análogamente D′ para Tn+1/ T ′ y
Rl/Γ′). Además tenemos las aplicaciones diferenciables

φ:Tn+1/ T → Tn+1/ T ′ y φ1:T/F0 → T ′/F ′
0,

inducidas por φ. Por el apartado anterior existe un levantamiento φ̃1: (T,F0)→
(T ′,F ′

0) de φ1. Entonces tenemos la siguiente aplicación diferenciable

φ̃:Tn+1/T × (T,F0)→ Tn+1/T ′ × (T ′,F ′
0)

dada por φ̃ = (φ, φ̃1).

Con el siguiente lema queda demostrada la proposición.

Lema 4.33 Tn+1/ T × (T,F0) es isomorfo como grupo de Lie a (Tn+1,F).

Demostración:
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Supongamos que la dimensión de T es m. Consideremos el fibrado p:Tn+1 →
Tn+1/ T ∼= Tn+1−m. Dado que π2(T

n+1−m) = π0(T ) = {0}, tenemos la siguiente
sucesión exacta corta de grupos abelianos

π1(T )
i−→ π1(T

n+1)
p−→ π1(T

n+1−m).

Pero como π1(T
n+1−m) es proyectivo, la sucesión es rota. Si consideramos ahora

la sucesión exacta corta de grupos abelianos inducida por la anterior tenemos

Rm
i−→ Rn+1 p−→ Rn+1−m,

donde las matrices asociadas a i y p respecto de las bases canónicas tienen to-
das las coordenadas enteras. Como p:Tn+1 → Tn+1−m admite una sección σ
(análogamente para i tenemos una retracción de grupos ϵ) tenemos que p:Rn+1 →
Rn+1−m admite una sección σ cuya matriz asociada respecto de las bases canónicas
tiene todas las coordenadas enteras (análogamente para ϵ). Entonces si consi-
deramos el isomorfismo de grupos de Lie

θ:Rn+1 → Rn+1−m ×Rm

dado por θ(x) = (p(x), ϵ(x)), con inversa θ−1(u, v) = i(u) + σ(v), pasa a los
repectivos cocientes

θ:Tn+1 → Tn+1−m × Tm.
Además, como i(F0) ⊂ F , tenemos que el isomorfismo de grupos de Lie respeta
las foliaciones. Q.E.D.

Finalmente la propiedad de levantamiento nos permite concluir los siguientes
corolarios:

Corolario 4.34
La aplicación canónica Aut(Tn+1,F) −→ Diff(Tn+1/F) es sobreyectiva.

Corolario 4.35
Tn+1/F ∼= /Tn+1/F ′ si y sólo si existe φ ∈ Diff(Tn+1) tal que φ(F) ⊂ F ′.

Y finalmente combinando este último corolario con el lema 4.31, podemos
concluir:

Corolario 4.36
Tn+1/F ∼= /Tn+1/F ′ si y sólo si existe φ ∈ Gl(n+1, Z) que aplica isomórficamente
el espacio vectorial asociado la foliación F en el espacio vectorial asociado a la
foliación F ′.
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Nota
Cabe destacar que en las secciones anteriores hab́ıamos hecho las clasificaciones
difeológicas de los espacios de hojas, pero a la vista del corolario 4.35, hemos
clasificado las foliaciones lineales en el toro que son conjugadas en sentido habi-
tual.

Además hemos dado dos tipos de clasificaciones: la primera en función del
grupo de holonomı́a asociado a la foliación y la segunda en función del subespacio
vectorial que la genera.

Nota
Podemos observar cierta analoǵıa entre los teoremas de clasificación de los es-
pacios de hojas y del grupo de difeomorfismos del espacio de hojas asociado
a foliaciones lineales de codimensión uno y a los flujos lineales, lo cual no nos
debeŕıa sorprender: dado que si A es una matriz de Gl(n + 1, Z) que aplica
isomórficamente el subespacio vectorial asociado a una foliación en el subespacio
vectorial asociado a la otra foliación (ver 4.36), entonces la traspuesta también
está en Gl(n+1, Z) y aplica isomórficamente el ortogonal asociado a una foliación
en el ortogonal asociado a la otra foliación.



Caṕıtulo 5

Foliaciones Nilpotentes

En este Caṕıtulo mostraremos cómo el caso nilpotente es considerablemente más
complicado que el caso abeliano estudiado hasta ahora. Nos limitaremos a dar
algunos resultados para el grupo de Heisenberg H3, en el que vamos a consi-
derar una familia particular de subgrupos densos y finitamente generados Γ, para
posteriormente calcular el grupo Diff(H3/Γ). Tenemos el siguiente Teorema [13]

Teorema 5.1 Sea G un grupo de Lie resoluble y simplemente conexo. Sea Γ ⊂ G
un subgrupo finitamente generado de adherencia uniforme en G. Si Γ posee algún
subgrupo polićıclico de adherencia uniforme en G entonces existe al menos una
variedad compacta M con una G-foliación de Lie F y que tiene por grupo de
holonomı́a Γ.

Como H3 es nilpotente y los subgrupos de H3 que vamos a considerar son den-
sos (en particular tienen adherencia uniforme) y polićıclicos entonces estarán
asociados a variedades compactas con foliaciones de Lie que modelan sobre H3.
De hecho dado que H3 es nilpotente podŕıamos haber utilizado otro resultado
anterior de [12]

Teorema 5.2 Sea G un grupo de Lie nilpotente y simplemente conexo. Sea
Γ ⊂ G un subgrupo denso y finitamente generado de G. Entonces existe un grupo
de Lie M(Γ) nilpotente y simplemente conexo, y un homomorfismo sobreyectivo
de grupos de Lie φ:M(Γ)→ G que aplica isomórficamente un subgrupo Γ′ discreto
y uniforme de M(Γ) en Γ.

Por lo cual, la variedad compacta y homogénea M(Γ)/Γ′ verifica las condiciones.

83
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5.1 El Grupo de Heisenberg.

Consideremos en R3 la siguiente operación:

(x, y, z)(x′, y′, z′) = (x+ x′, y + y′, z + z′ + xy′).

Con esta operación R3 tiene estructura de grupo de Lie no abeliano, al cual se le
llama el grupo de Heisenberg H3, que además es simplemente conexo.

Ahora vamos considerar un subgrupo Γ ⊂ H3 finitamente generado y denso.
Trataremos de dar condiciones para ver cuando H3/Γ es difeomorfo como espacio
difeológico a H3/Γ

′, siendo Γ′ otro subgrupo de H3 en las mismas condiciones
que Γ. Después trataremos de calcular Diff(H3/Γ).

5.1.1 Automorfismos de Lie de H3.

Dado que el grupo de Heisenberg es simplemente conexo tenemos un isomorfismo
natural:

Aut(H3) ∼= Aut(g),

siendo g el álgebra de Lie de H3 y Aut(g) los automorfismos del álgebra de Lie,
es decir, los automorfismos lineales de g que conservan el producto corchete. El
isomorfismo está dado de la siguiente forma:

φ ∈ Aut(H3 ) 7→ (dφ)e ∈ Aut(g). (5.1)

Lema 5.3 El álgebra de Lie del grupo de Heisenberg es isomorfa al álgebra de Lie
de las matrices de orden 3× 3 triangulares superiores y donde todos lo términos
de la diagonal son cero.

Demostración:
Para ello basta tener en cuenta que H3 es isomorfo (como grupo de Lie) al

subgrupo cerrado de GL(3, R) formado por las matrices triangulares superiores y
donde los términos de la diagonal son todos 1. Ahora, como el álgebra de Lie de
GL(3, R) es R(3) y la exponencial de R(3) en GL(3, R) es la exponencial usual
de matrices, tenemos que una matriz A ∈ R(3) está en el álgebra de Lie de H3

si y sólo si exp(tA) ∈ H3 para todo t ∈ R. Finalmente por cálculos directos
deducimos el enunciado del lema.

Q.E.D.
La exponencial exp: g → H3 está dada expĺıcitamente por

exp(X) = I + X +
1

2
X2
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y es por tanto un difeomorfismo (como ocurre con todos los nilpotentes simple-
mente conexos).

Lema 5.4 Si v es un campo de vectores invariante a la izquierda que en el neutro
vale v = (v1, v2, v3) ∈ R3 entonces

v(x,y,z) = (v1, v2, xv2 + v3).

Además, si v′ es otro campo de vectores invariante a la izquierda que en el neutro
vale v′ = (v′1, v

′
2, v

′
3) ∈ R3 entonces

[v, v′] = (0, 0, v1v
′
3 − v′1v3).

Finalmente:

Proposición 5.5 Todo automorfismo de Lie φ de H3 es de la forma φ(x, y, z) =

(a11x+ a12y, a21x+ a22y, b1x+ b2y +∆z + a12a21xy +
1

2
a11a21x

2 +
1

2
a12a22y

2),

y su diferencial en el neutro es

φ∗ ≡

 a11 a12 0
a21 a22 0
b1 b2 ∆

 ,

donde a11, a12, a21, a22, b1, b2 ∈ R y ∆ = a11a22 − a12a21 ̸= 0.

Demostración:
La condición de que un automorfismo lineal φ∗: g → g sea un automorfismo

de álgebras de Lie es:

[φ∗(v), φ∗(v
′)] = φ∗[v, v

′].

Si hacemos la siguiente identificación:

φ∗ ≡

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

al imponerle a φ∗ que conserve el corchete nos aparecen las condiciones a13 =
a23 = 0 y a33 = a11a22 − a12a21. Denotemos a partir de ahora a31 = b1, a32 = b2
y ∆ = a33, y dado que φ∗ es isomorfismo tenemos además que ∆ ̸= 0.
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Consideremos el diagrama conmutativo:

H3
φ−→ H3

exp ↑ ↑ exp
g

φ∗−→ g

Entonces como H3 es simplemente conexo podemos levantar el automorfismo de
álgebras de Lie φ∗ a un único automorfismo de Lie de H3 cuya diferencial en el
neutro es justamente φ∗. Utilizando el diagrama vemos que φ:H3 → H3 está
dado por la fórmula del enunciado.

Q.E.D.

5.1.2 Una familia particular de subgrupos densos y finitamente
generados.

Sea α =
√
d con d ∈ Z+ y

√
d ̸∈ Z, y sea Γα = ⟨1, α⟩ ⊂ R. Sea Γ = Γ(α) =

{(x, y, z):x, y, z ∈ Γα}.
Es inmediato comprobar que Γ es un subgrupo de H3. Además es finitamente

generado por:

B = {(1, 0, 0), (α, 0, 0), (0, 1, 0), (0, α, 0), (0, 0, 1), (0, 0, α)},
sin más que tener en cuenta que cualquier elemento (m+nα,m′+n′α,m′′+n′′α)
se escribe

(1, 0, 0)m(α, 0, 0)n(0, 1, 0)m
′
(0, α, 0)n

′
(0, 0, 1)m

′′
(0, 0, α)n

′′
.

Además es denso en H3, pues los subgrupos de Γ de la forma (Γα, 0, 0), (0,Γα, 0)
y (0, 0,Γα) son densos en los subgrupos de H3 de la forma (P, 0, 0), (0, Q, 0) y
(0, 0, R). Como estos últimos subgrupos deH3 engendranH3 y por la continuidad
de la operación concluimos que Γ es denso en H3.

Recordemos que dado un grupo G se entend́ıa por el centro de G

Z(G) = {g ∈ G : ga = ag ∀a ∈ G},

el cual era un subgrupo normal de G.

Proposición 5.6
Z(H3) = {(0, 0, z) : z ∈ R}

y
Z(Γ) = {(0, 0,m+ nα) : m,n ∈ Z} = Γ ∩ Z(H3).
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Al igual que en el toro interesa saber cuando dos subgrupos Γ = Γ(α) y
Γ′ = Γ(β) inducen cocientes de H3 difeomorfos.

Teorema 5.7 Sea Γ′ = Γ(β) = {(x, y, z) ∈ H3:x, y, z ∈ Γβ} otro subgrupo denso
y finitamente generado de H3 asociado a β ̸∈ Q = {(x, y, z) ∈ H3:x, y, z ∈ Γβ}.
Si H3/Γ ∼= H3/Γ

′ entonces Γ = Γ′.

Demostración:

Dado que Γ′ tiene que ser un subgrupo de H3 deducimos que Γβ también
es un anillo. Si H3/Γ ∼= H3/Γ

′ entonces por el corolario 3.15 EndΓ(H3) ∼=
EndΓ′(H3) como monoides. Además el centro de EndΓ(H3) es isomorfo como
anillo a EndΓα(R), análogamente el centro de EndΓ′(H3) es isomorfo como anillo
a EndΓβ

(R). Pero entonces tenemos la siguiente cadena de isomorfismos de anillos

Z[α] ∼= EndΓα(R)
∼= EndΓβ

(R) ∼= Z[β],

donde el primer isomorfismo θ1:Z[α] → EndΓα(R) está dado por θ1(γ):Z[α] →
Z[α] con θ1(γ)(x) = γx. El segundo isomorfismo θ2: EndΓα(R)→ EndΓβ

(R) está
dado por θ2(f) = λ ◦ f ◦ λ−1 (siendo λ un isomorfismo entre Z[α] y Z[β]). Y el
último isomorfismo θ3: EndΓβ

(R)→ Z[β] está dado por θ3(g) = g(1). Por lo cual
si θ = θ3 ◦ θ2 ◦ θ1 tenemos

θ(γ) = γ ⊂ Γβ.

Razonando de manera análoga deducimos Γβ ⊂ Γα y por lo tanto Γβ = Γα.

Q.E.D.

5.2 El grupo Diff(H3/Γ).

Supongamos que d ∈ Z+ y que α =
√
d ̸∈ Z. Apartir de ahora vamos considerar

Γ un subgrupo denso y finitamente generado de H3 asociado a α, es decir, Γ =
Γ(α) = {(x, y, z) ∈ R3:x, y, z ∈ Γα}.

Para calcular Diff(H3/Γ) vamos necesitar calcular el grupo AutΓ(H3). Una
vez que tengamos esto, aplicaremos la fórmula del Teorema 3.10 y habremos
terminado.

Para calcular el grupo AutΓ(H3) lo que vamos hacer es trabajar con Aut(g)
y después mediante el isomorfismo natural dado en 5.1 lo pasaremos a Aut(H3).
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5.2.1 La acción de AutΓ(H3) sobre H3.

En esta subsección nos va interesar ver el isomorfismo del Teorema 3.10 en función
de los automorfismos del álgebra de Lie, para poder expresar de una manera más
simplificada el grupo Diff(M/F).

El automorfismo interior iγ con γ = (x, y, z) ∈ Γ de H3 viene dado por
iγ(x

′, y′, z′) = (x′, y′, z′ + xy′ − x′y). Ahora si pasamos este automorfismo de
Lie de H3 a un automorfismo del álgebras de Lie g mediante la diferencial en el
neutro obtenemos:

(diγ)e ≡

 1 0 0
0 1 0
−y x 1

 ,

donde x, y ∈ Γα.

La acción de AutΓ(H3) sobre H3 se puede pasar mediante el isomorfismo
natural a una acción de Aut(g) sobre H3. Y entonces obtenemos que

Diff(H3/Γ) ∼=
AutΓ(g)|×H3

Γ
,

donde un elemento γ = (γ1, γ2, γ3) ∈ Γ en la última igualdad representa el
elemento

(

 1 0 0
0 1 0
−γ2 γ1 1

 , (−γ1,−γ2,−γ3 + γ1γ2)), γ1, γ2, γ3 ∈ Γα,

en el producto semidirecto AutΓ(g)|×H3, es decir, las clases

(

 1 0 0
0 1 0
−γ2 γ1 1

 , (−γ1,−γ2, γ3)), γ1, γ2, γ3 ∈ Γα.

Por lo cual tenemos que en el cociente un par (φ, g1) está en la misma clase
que otro par (ψ, g2) si y sólo si existe un γ = (γ1, γ2, γ3) ∈ Γ tal que:

((dφ)e, g1) = (M(γ1, γ2)(dψ)e, g2γ
−1),

donde M(γ1, γ2) =

 1 0 0
0 1 0
−γ2 γ1 1

.
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Observemos que el grupo Z(Γ) = {(0, 0, γ) : γ ∈ Γα} es normal en H3. Si
consideramos ahora:

Γ/Z(Γ) = {(

 1 0 0
0 1 0
−γ2 γ1 1

 , [(γ1, γ2, 0)]) : γ1, γ2 ∈ Γα},

dado que Z(Γ) es normal en Z(H3) y Z(H3) es normal en H3, deducimos que
Z(Γ) es normal en H3. Pero además como un elemento de AutΓ(g) fija Z(Γ)
podemos definir una acción

A: AutΓ(g)×H3/Z(Γ)→ H3/Z(Γ)

dada por A(f, [g]) = [f(g)]. Si hacemos la identificación de Γ/Z(Γ) con el grupo
abeliano Γ+ = {(Γα,Γα)}, tenemos

Teorema 5.8

Diff(H3/Γ) ∼=
AutΓ(g)|A × (H3/Z(Γ))

Γ+

5.2.2 Cálculo del grupo AutΓ(H3).

Sea entonces un φ ∈ Aut(H3) que induzca un automorfismo de Γ. Entonces la
diferencial en el neutro, φ∗ tendrá como matriz asociada

φ∗ ≡

 a11 a12 0
a21 a22 0
b1 b2 ∆

 ,

con ∆ = a11a22 − a12a21 ̸= 0. Como vimos antes en 5.19, φ(x, y, z) =

(a11x+a12y, a21x+a22y, b1x+b2y+∆z+a12a21xy+
1

2
a11a21x

2+
1

2
a12a22y

2). (5.2)

La primera condición natural que surge es que φ(Γ) ⊂ Γ. Pero como Γ
es un grupo finitamente generado, esta condición se traduce en las siguientes
condiciones de verificación inmediata:

1. φ(1, 0, 0) ∈ Γ si y sólo si a11, a21 ∈ Γα y b1 +
1
2a11a21 ∈ Γα.

2. φ(0, 1, 0) ∈ Γ si y sólo si a12, a22 ∈ Γα y b2 +
1
2a12a22 ∈ Γα.

3. φ(0, 0, 1) ∈ Γ si y sólo si ∆ ∈ Γα.
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4. φ(α, 0, 0) ∈ Γ si y sólo si b1α+ 1
2a11a21α

2 ∈ Γα (las condiciones que faltan
aqúı ya se deduciŕıan de las anteriores).

5. φ(0, α, 0) ∈ Γ si y sólo si b2α+ 1
2a12a22α

2 ∈ Γα (las condiciones que faltan
aqúı ya se deduciŕıan de las anteriores).

6. φ(0, 0, α) ∈ Γ, la cual no aporta ninguna condición nueva.

Estas condiciones son equivalentes a que φ(Γ) ⊂ Γ. Pero de hecho, dado
que φ es un automorfismo de H3, para que φ induzca un automorfismo de Γ
necesitamos verificar que Γ ⊂ φ(Γ), lo cual es equivalente a que φ−1(Γ) ⊂ Γ. Es
decir, debemos deducir unas condiciones análogas para φ−1 ∈ Aut(H3).

Para ello observemos que la inversa de la matriz asociada a φ∗ dado en 5.2.2
es:

φ−1
∗ ≡

 a22∆
−1 −a12∆−1 0

−a21∆−1 a11∆
−1 0

(−b1a22 + b2a21)∆
−2 (−b2a11 + b1a12)∆

−2 ∆−1

 .

Haciendo el mismo razonamiento que haćıamos para φ∗ y φ, lo hacemos ahora
para (φ∗)

−1 = (φ−1)∗ y φ−1. Por lo cual obtenemos las siguientes condiciones
análogas:

1. a22∆
−1,−a21∆−1 ∈ Γα y (b2a21 − b1a22 − 1

2a22a21)∆
−2 ∈ Γα.

2. −a12∆−1, a11∆
−1 ∈ Γα y (−b2a11 + b1a12 − 1

2a11a12)∆
−2 ∈ Γα.

3. ∆−1 ∈ Γα.

4. ((b2a21 − b1a22)α− 1
2a22a21α

2)∆−2 ∈ Γα.

5. ((−b2a11 + b1a12)α− 1
2a11a12α

2)∆−2 ∈ Γα.

6. φ−1(0, 0, α) ∈ Γ, la cual no aporta ninguna condición nueva.

Lo primero que observamos tras esta numerosa lista de ecuaciones es que el
determinante ∆ es una unidad en el anillo Z[

√
d] = Z[α]. Teniendo en cuenta

esto obtenemos

Lema 5.9 El automorfismo φ dado en 5.2 induce un automorfismo en Γ si y
sólo si verifica la siguiente lista de ecuaciones:

1. a11, a12, a21, a22 ∈ Γα.
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2. ∆ ∈ U(Z[
√
d]).

3. b1 +
1
2a11a21 ∈ Γα.

4. b2 +
1
2a12a22 ∈ Γα.

5. b2a21 − b1a22 − 1
2a22a21 ∈ Γα.

6. −b2a11 + b1a12 − 1
2a11a12 ∈ Γα.

7. b1α+ 1
2a11a21α

2 ∈ Γα.

8. b2α+ 1
2a12a22α

2 ∈ Γα

9. (b2a21 − b1a22)α− 1
2a22a21α

2 ∈ Γα.

10. (−b2a11 + b1a12)α− 1
2a11a12α

2 ∈ Γα

Ahora si hacemos la identificación:

A =

(
a11 a12
a21 a22

)

teniendo en cuenta que ∆ = detA ∈ U(Z([
√
d])) y haciendo unas pequeñas

modificaciones en las ecuaciones donde aparece ∆ como denominador, llegamos
a lo siguiente:

Proposición 5.10 Un automorfismo φ de H3 induce un automorfismo en Γ si y
sólo si la matriz asociada a φ∗ dada en 5.2.2 verifica las siguientes condiciones:

A ∈ GL(2,Γα). (5.3)

b1 +
1

2
a11a21 ∈ Γα. (5.4)

b2 +
1

2
a12a22 ∈ Γα. (5.5)

b2a21 − b1a22 −
1

2
a22a21 ∈ Γα. (5.6)

−b2a11 + b1a12 −
1

2
a11a12 ∈ Γα. (5.7)

1

2
a11a12(α

2 − α) ∈ Γα. (5.8)



92 5 Foliaciones Nilpotentes

1

2
a11a21(α

2 − α) ∈ Γα. (5.9)

1

2
a22a12(α

2 − α) ∈ Γα. (5.10)

1

2
a22a21(α

2 − α) ∈ Γα. (5.11)

5.3 Representación matricial de AutΓ(H3).

Trataremos de analizar más profundamente las ecuaciones de la Proposición 5.10
para ver qué vectores b = (b1, b2) ∈ R2 son compatibles con las matrices A ∈
GL(2,Γα). Evidentemente puede pasar que para distintas matrices en GL(2,Γα)
haya distintos vectores b ∈ R2.

Para proseguir con nuestros razonamientos vamos a necesitar distinguir los
casos en que d sea par ó impar.

5.3.1 Caso en el que d es par.

Consideremos el anillo Z[
√
d]. Un elemento del anillo se puede pensar como un

par de números enteros a + b
√
d = (a, b) ∈ Z2. Entonces podemos hacer una

extensión de la paridad usual al anillo Z[
√
d]. Diremos que un (a, b) ∈ Z[

√
d]

tiene paridad tipo:

1. (P, P ) si a y b son pares.

2. (P, I) si a es par y b es impar.

3. (I, P ) si a es impar y b es par.

4. (I, I) si a y b son impares.

Observamos que ahora hay cuatro tipos de paridades. Análogamente en Z
teńıamos unas leyes para la suma y la multiplicación de números pares e im-
pares, ahora tenemos unas leyes análogas, de deducción inmediata sin más que
tener en cuenta que d es par, que son las siguientes:

Para la suma tenemos:

(I, I) (P, I) (I, P ) (P, P )
(I, I) (P, P ) (I, P ) (P, I) (I, I)
(P, I) (I, P ) (P, P ) (I, I) (P, I)
(I, P ) (P, I) (I, I) (P, P ) (I, P )
(P, P ) (I, I) (P, I) (I, P ) (P, P )
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y para la multiplicación tenemos:

(I, I) (P, I) (I, P ) (P, P )
(I, I) (I, P ) (P, I) (I, I) (P, P )
(P, I) (P, I) (P, P ) (P, I) (P, P )
(I, P ) (I, I) (P, I) (I, P ) (P, P )
(P, P ) (P, P ) (P, P ) (P, P ) (P, P ) .

De acuerdo con estas leyes vamos a probar el siguiente lema.

Lema 5.11 Una unidad del anillo Z[
√
d] ha de tener paridad (I, I) ó (I, P ).

Demostración:

Una unidad del anillo Z[
√
d] tiene que verificar la ecuación x2 − y2d = ±1, y

como d es par deducimos que la unidad tiene que ser del tipo (I, I) ó (I, P ).

Q.E.D.

Se sigue inmeditamente de las ecuaciones que teńıamos en la proposición
5.10 que si un automorfismo φ de H3 induce un automorfismo de Γ entonces
b = (a31, a32) tiene que verificar:

b ∈ (
1

2
Γα,

1

2
Γα) ⊂ R2.

Veamos qué matrices A ∈ GL(2,Γα) que estén asociadas a un automorfismo
de H3 que induzca un automorfismo en Γ tienen asociado un b ∈ (12Γα,

1
2Γα).

Lema 5.12 Si b = (b1, b2) ⊂ R2 está asociado un automorfismo de H3 que
induce un automorfismo en Γ entonces:

b1, b2 ∈ Γα
⨿

(
1

2
α+ Γα),

donde el signo
⨿

significa unión disjunta.

Demostración:

Analicemos el caso de b1, dado que el caso de b2 es análogo.

Se sigue directamente de las ecuaciones de la proposición 5.10 que b1 ∈ Γα si y
sólo si 1

2a11a21 ∈ Γα. Supongamos entonces que b1 ̸∈ Γα, es decir,
1
2a11a21 ̸∈ Γα.

Entonces pueden pasar tres cosas:
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1. 1
2a11a21 =

1
2 + γ con γ ∈ Γα.

De donde deduciŕıamos utilizando la ecuación (5.4) de la Proposición 5.10
que:

(
1

2
+ γ)(α2 − α) ∈ Γα;

pero entonces 1
2(α

2−α) ∈ Γα. Observemos que α es del tipo (P, I) y por las
leyes de la multiplicación y la suma para paridades obtenemos que α2 − α
es del tipo (P, I), por lo que

1

2
(α2 − α) ̸∈ Γα.

Lo cual es una contradicción.

2. 1
2a11a21 =

1
2(1 + α) + γ con γ ∈ Γα.

De donde deducimos que b1 = 1
2(1 + α) + γ′ con γ′ ∈ Γα. Volviendo a

utilizar la ecuación (5.4) de la Proposición 5.10 deducimos que:

(
1

2
(1 + α) + γ)(α2 − α) ∈ Γα,

pero entonces 1
2(1+α)(α

2−α) ∈ Γα. Observemos que α es del tipo (P, I) y
por las leyes de la multiplicación y la suma para paridades obtenemos que
α2 − α es del tipo (P, I) y 1 + α es del tipo (I, I), por lo que:

1

2
(1 + α)(α2 − α) ̸∈ Γα.

Lo cual es una contradicción.

3. Luego la única posiblidad que nos queda es que

1

2
a11a21 =

1

2
α+ γ,

con γ ∈ Γα. Que era lo que queŕıamos demostrar.

Q.E.D.
De hecho tenemos

Lema 5.13 Se verifica lo siguiente:

1. b1 ∈ Γα si y sólo si 1
2a11a21 ∈ Γα.
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2. b1 ∈ (12α+ Γα) si y sólo si 1
2a11a21 ∈ (12α+ Γα).

Y análogamente para b2:

1. b2 ∈ Γα si y sólo si 1
2a12a22 ∈ Γα.

2. b2 ∈ (12α+ Γα) si y sólo si 1
2a12a22 ∈ (12α+ Γα).

Teorema 5.14 Supongamos que d es par y denotemos por J los elementos del
anillo que tienen paridad (I, I) ó (I, P ). Entonces un automorfismo φ de H3

induce un automorfismo de Γ si y sólo si la matriz asociada a φ∗ pertenece a uno
de los siguientes tipos:

1.  (P, I) J 0
J (P, P ) 0

1
2α+ Γα Γα ∆


ó

 J (P, P ) 0
(P, I) J 0

1
2α+ Γα Γα ∆

 .

2.  J (P, I) 0
(P, P ) J 0
Γα

1
2α+ Γα ∆


ó

 (P, P ) J 0
J (P, I) 0
Γα

1
2α+ Γα ∆

 .

3.  J (P, I) 0
(P, I) J 0

1
2α+ Γα

1
2α+ Γα ∆


ó
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 (P, I) J 0
J (P, I) 0

1
2α+ Γα

1
2α+ Γα ∆

 .

4.  J (P, P ) 0
(P, P ) J 0
Γα Γα ∆


ó

 (P, P ) J 0
J (P, P ) 0
Γα Γα ∆

 .

Siendo detA = ∆ una unidad en el anillo Z[
√
d].

Demostración:
Tal y como vimos en el Lema 5.13 vamos a tener que analizar cuatro casos,

según los valores de b1 y b2 (dependiendo si están en Γα o si por el contrario están
en 1

2α+ Γα).

1. Supongamos b1 =
1
2α+γ y b2 = γ′ con γ, γ′ ∈ Γα. Para evitar complejidad

de cálculos y por no suponer ningún tipo de restricción supongamos que
b1 = 1

2α y b2 = 0. Entonces de acuerdo con el Lema 5.13 tenemos que
a11a21 = (P, I) y a12a22 = (P, P ), pero entonces por las leyes de multipli-
cación de paridades en el anillo Z[α] obtenemos las siguientes posibilidades:

a11a21 = (P, I) ⇒



a11 = (I, I), a21 = (P, I) (1)
ó

a11 = (P, I), a21 = (I, I) (2)
ó

a11 = (P, I), a21 = (I, P ) (3)
ó

a11 = (I, P ), a21 = (P, I) (4)
y

a12a22 = (P, P ) ⇒



a12 = a22 = (P, I) (1)
ó

a12 = (P, P ) (2)
ó

a22 = (P, P ) (3) .
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Por lo cual tenemos doce nuevos casos, que estarán determinados por las
condiciones cruzadas (i)(j). Esencialmente va haber dos tipos de casos y
por lo tanto dos tipos de razonamientos.

Analicemos el caso en que tenemos a11 = (I, I) y a21 = (P, I) y a12 =
a22 = (P, I). Entonces si calculamos el determinante de A obtenemos por
las leyes de las paridades para la suma y la multiplicación:

detA = det

(
a11 a12
a21 a22

)
= (I, I)(P, I)− (P, I)(P, I) = (P, I).

Una de las condiciones para que el isomorfismo del álgebra de Lie de H3

esté asociado a un automorfismo de H3 que induzca un isomorfismo en Γ
es (Proposición 5.10) que ∆ = detA sea una unidad en Γα. Pero ahora por
el Lema 5.11 tenemos que ∆ ha de tener paridad tipo (I, I) o (I, P ). Lo
cual es una contradicción, por lo cual este caso no se puede dar.

Razonando de manera análoga en los casos (2)(1), (3)(1), (4)(1) obtenemos
que estos casos tampoco son posibles.

En los casos (2)(2), (3)(2), (1)(3), (4)(3) hay un coeficiente de la matriz de
A cuyo tipo de paridad desconocemos, pero probando con todos los tipos
de paridades del anillo para ese coeficiente y volviendo a razonar con el
determinante como en los casos anteriores obtenemos que estos casos no
son posibles.

En los casos (1)(2) con a22 = (P, I) ó a22 = (P, P ), (4)(2) con a22 = (P, I) ó
a22 = (P, P ), (2)(3) con a12 = (P, I) ó a12 = (P, P ), (3)(3) con a12 = (P, I)
ó a12 = (P, P ) volviendo a razonar con el determinante como en los casos
anteriores obtenemos que estos casos no son posibles.

Finalmente nos quedan los casos (1)(2) con a22 = (I, I) ó a22 = (I, P ),
(4)(2) con a22 = (I, I) ó a22 = (I, P ), (2)(3) con a12 = (I, I) ó a12 = (I, P ),
(3)(3) con a12 = (I, I) ó a12 = (I, P ) en los que ∆ tiene el mismo tipo
de paridad que una unidad, y de hecho es una unidad del anillo Z[α], pero
entonces por comprobación directa de las condiciones de la Proposición 5.10
obtenemos que de hecho el isomorfismo del álgebra de Lie de H3 asociado
a (b1, b2) y A está inducido por un automorfismo de H3 que induce un
automorfismo en Γ.

Finalmente hemos obtenido que la diferencial (dφ)e del automorfismo de
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H3 tiene que tener una de las formas siguientes: (P, I) (I, I) ó (I, P ) 0
(I, I) ó (I, P ) (P, P ) 0

1
2α+ Γα Γα ∆


ó

 (I, I) ó (I, P ) (P, P ) 0
(P, I) (I, I) ó (I, P ) 0

1
2α+ Γα Γα ∆

 ,

siendo detA = ∆ una unidad del anillo Z[
√
d].

2. Supongamos ahora que b1 ∈ Γα y b2 ∈ 1
2α+ Γα.

Entonces mediante un razonamiento totalmente análogo al anterior lle-
gamos a que la diferencial del automorfismo tiene que tener una de las
formas siguientes: (I, I) ó (I, P ) (P, I) 0

(P, P ) (I, I) ó (I, P ) 0
Γα

1
2α+ Γα ∆


ó

 (P, P ) (I, I) ó (I, P ) 0
(I, I) ó (I, P ) (P, I) 0

Γα
1
2α+ Γα ∆

 ,

siendo detA = ∆ una unidad del anillo Z[
√
d].

3. Supongamos ahora que b1 ∈ 1
2α+ Γα y que b2 ∈ 1

2α+ Γα.

Entonces de acuerdo con el último Lema 5.13 tenemos que a11a21 = (P, I) y
a12a22 = (P, I), pero entonces por las leyes de multiplicación de paridades
en el anillo Z[α] obtenemos las siguientes posibilidades:

a11a21 = (P, I) ⇒



a11 = (I, I), a21 = (P, I) (1)
ó

a11 = (P, I), a21 = (I, I) (2)
ó

a11 = (P, I), a21 = (I, P ) (3)
ó

a11 = (I, P ), a21 = (P, I) (4)
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y

a12a22 = (P, I) ⇒



a12 = (I, I), a22 = (P, I) (1)
ó

a12 = (P, I), a22 = (I, I) (2)
ó

a12 = (P, I), a22 = (I, P ) (3)
ó

a12 = (I, P ), a22 = (P, I) (4)

Ahora hay que analizar 16 posibles casos. Pero razonando otra vez con la
paridad de ∆ = detA, que (Proposición 5.10) tiene que ser una unidad y
con el tipo de paridad de una unidad que tiene que ser de tipo (I, I) o (I, P )
por el Lema 5.11 volvemos a descartar la mayor parte de los casos, quedando
otros casos que verificarán todas las condiciones de la Proposición 5.10 y
por lo cual el automorfismo del álgebra de Lie de H3 asociado a (b1, b2) y
A estará inducido por un automorfismo de H3 que induce un automorfismo
en Γ.

Finalmente obtenemos que la diferencial (dφ)e del automorfismo de H3

tiene que tener una de las formas siguientes:

 (I, I) ó (I, P ) (P, I) 0
(P, I) (I, I) ó (I, P ) 0

1
2α+ Γα

1
2α+ Γα ∆


ó

 (P, I) (I, I) ó (I, P ) 0
(I, I) ó (I, P ) (P, I) 0

1
2α+ Γα

1
2α+ Γα ∆

 ,

siendo ∆ = detA una unidad del anillo Z[
√
d].

4. Caso en el que b1, b2 ∈ Γα. Entonces tenemos lo siguiente:

b1 ∈ Γα ⇒ a11a21 = (P, P )⇒



a11 = a21 = (P, I) (1)
ó

a11 = (P, P ) (2)
ó

a21 = (P, P ) (3)
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y

b2 ∈ Γα ⇒ a12a22 = (P, P )⇒



a12 = a22 = (P, I) (1)
ó

a12 = (P, P ) (2)
ó

a22 = (P, P ) (3)

Ahora tenemos 9 casos para analizar, pero volviendo a razonar de manera
análoga con ∆ = detA, el cual tiene que ser una unidad, y con el tipo de
paridad de una unidad y ∆, concluimos que la diferencial en el neutro del
automorfismo de Lie deH3 que conserva Γ ha que tener una de las siguientes
formas y de hecho verificará todas las condiciones de la Proposición 5.10: (I, I) ó (I, P ) (P, P ) 0

(P, P ) (I, I) ó (I, P ) 0
Γα Γα ∆


ó

 (P, P ) (I, I) ó (I, P ) 0
(I, I) ó (I, P ) (P, P ) 0

Γα Γα ∆

 ,

siendo ∆ = detA una unidad del anillo Z[
√
d].

Teniendo en cuenta que J denota los elementos que tienen paridad (I, I) ó (I, P ),
entonces un automorfismo de H3 induce un automorfismo en Γ si y sólo si su
diferencial en el neutro pertenece a uno de los tipos indicados en el enunciado del
Teorema.

Q.E.D.
Observemos que en el enunciado del Teorema, la inversa de una matriz del tipo
(1) es una del tipo (2), mientras que la inversa de una del tipo (3) ó (4) es una
del tipo (3) ó (4) repectivamente.

5.3.2 Caso en el que d es impar.

Consideremos el anillo Z[
√
d]. Un elemento del anillo se puede pensar como un

par de números enteros a+b
√
d = (a, b) ∈ Z2. Entonces podemos hacer de nuevo

una extensión de la paridad usual al anillo Z[
√
d] como hicimos en 5.3.1.
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Observemos de nuevo que vuelve haber cuatro tipo de paridades. Análogamente
como antes volvemos a tener unas leyes para la suma y la multiplicación de ele-
mentos del anillo Z[

√
d].

Para la suma tenemos:

(I, I) (P, I) (I, P ) (P, P )
(I, I) (P, P ) (I, P ) (P, I) (I, I)
(P, I) (I, P ) (P, P ) (I, I) (P, I)
(I, P ) (P, I) (I, I) (P, P ) (I, P )
(P, P ) (I, I) (P, I) (I, P ) (P, P )

Para la multiplicación tenemos:

(I, I) (P, I) (I, P ) (P, P )
(I, I) (P, P ) (I, I) (I, I) (P, P )
(P, I) (I, I) (I, P ) (P, I) (P, P )
(I, P ) (I, I) (P, I) (I, P ) (P, P )
(P, P ) (P, P ) (P, P ) (P, P ) (P, P ) .

Razonando análogamente a lo hecho antes, es decir, por paridades llegaŕıamos
a los siguiente lemas y al siguiente teorema.

Lema 5.15 Una unidad del anillo Z[
√
d] ha de tener paridad (P, I) ó (I, P ).

Lema 5.16 Si b = (b1, b2) ⊂ R2 está asociado un automorfismo de H3 que
induce un automorfismo en Γ entonces:

b1, b2 ∈ Γα
⨿

(
1

2
(1 + α) + Γα),

donde el signo
⨿

significa unión disjunta.

De hecho tenemos

Lema 5.17 Se verifica lo siguiente:

1. b1 ∈ Γα si y sólo si 1
2a11a21 ∈ Γα.

2. b1 ∈ (12(1 + α) + Γα) si y sólo si 1
2a11a21 ∈ (12(1 + α) + Γα).

Y análogamente para b2:

1. b2 ∈ Γα si y sólo si 1
2a12a22 ∈ Γα.
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2. b2 ∈ (12(1 + α) + Γα) si y sólo si 1
2a12a22 ∈ (12(1 + α) + Γα).

Teorema 5.18 Si denotamos por K los elementos que tienen paridad (P,I) ó
(I,P), un automorfismo de H3 induce un automorfismo en Γ si y sólo si su dife-
rencial en el neutro pertenece a uno de lo siguientes tipos:

1.  (I, I) K 0
K (P, P ) 0

1
2(1 + α) + Γα Γα ∆


ó

 K (P, P ) 0
(I, I) K 0

1
2(1 + α) + Γα Γα ∆

 .

2.  K (I, I) 0
(P, P ) K 0
Γα

1
2(1 + α) + Γα ∆


ó

 (P, P ) K 0
K (I, I) 0
Γα

1
2(1 + α) + Γα ∆

 .

3.  K (I, I) 0
(I, I) K 0

1
2(1 + α) + Γα

1
2(1 + α) + Γα ∆


ó

 (I, I) K 0
K (I, I) 0

1
2(1 + α) + Γα

1
2(1 + α) + Γα ∆

 .
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4.  K (P, P ) 0
(P, P ) K 0
Γα Γα ∆


ó

 (P, P ) K 0
K (P, P ) 0
Γα Γα ∆

 .

Siendo ∆ = detA una unidad del anillo Z[
√
d].

Observemos que la inversa de una matriz del tipo (1) es una del tipo (2),
mientras que la inversa de una del tipo (3) ó (4) es una del tipo (3) ó (4) repec-
tivamente.

5.4 Estructura de los grupos AutΓ(H3) y Diff(G/Γ).

Dado que el grupo de automorfismos de Lie de H3 es isomorfo canónicamente
al grupo de automorfismos del álgebra de Lie g de H3, nos dedicaremos a ver
la estructura del grupo AutΓ(H3) pensándolo como el subgrupo de Aut(g) que
hemos obtenido en el apartado anterior.

Ahora si consideramos las matrices A2×2, las cuales son la primera caja de una
matriz tres por tres que proviene de la diferencial en el neutro de un automorfismo
de H3 que induce un automorfismo en Γ, entonces forman un subgrupo H de
GL(2,Γα), dado que si B y C son matrices asociadas a las diferenciales en el
neutro de dos automorfismos de Heisenberg entonces (BC)2×2 = B2×2C2×2. Por
ejemplo en el caso impar tenemos que el subgrupo H está generado por las
matrices

F,

(
0 1
−1 0

)
,

(
1 0
0 u

)
,

(
1 0
0 −1

)
,

(
1 1 + α
0 1

)
,

(
1 −(1 + α)

1− α α2

)
,

siendo

F = {A =

(
K (P, P )

(P, P ) K

)
: A ∈ SL(2,Γα)},
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y siendo u una unidad de Γα tal que {u,−1} generen todas las unidades de Γα.
Entonces tenemos que AutΓ(H3) es isomorfo al grupo generado por las matricesF11 F12 0

F21 F22 0
0 0 1

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 −1

 ,

 1 0 0
0 u 0
0 0 u

 ,

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ,

 1 1 + α 0
0 1 0

1
2(1 + α) 0 1

 ,

 1 −(1 + α) 0
1− α α2 0

1
2(1 + α) 1

2(1 + α) 1

 ,

 1 0 0
0 1 0
1 0 1

 ,

 1 0 0
0 1 0
α 0 1

 ,

 1 0 0
0 1 0
0 1 1

 ,

 1 0 0
0 1 0
0 α 1

 .

Sea H1 = {A ∈ H : detA = 1}, el grupo generado por las matrices

F,

(
0 1
−1 0

)
,

(
1 1 + α
0 1

)
,

(
1 −(1 + α)

1− α α2

)
.

Entonces tenemos

Teorema 5.19 AutΓ(H3) se puede ver como un producto ”muy torcido” de Z2×
Z (el grupo de unidades de Γα), H1 (un subgrupo de SL(2,Γα)) y el grupo
abeliano Γ+ = (Γα,Γα).

De lo que deducimos:

Teorema 5.20 El grupo Diff(H3/Γ) es isomorfo al producto semidirecto de H
y H3/Z(Γ), donde la acción de H sobre H3/Z(Γ) es la inducida por la acción
de AutΓ(H3) sobre H3. Entonces Diff(H3/Γ) es isomorfo a un producto ”muy
torcido” de Z2 × Z, el subgrupo H1 y el grupo H3/Z(Γ).

Demostración:
Sea H el subgrupo generado por las matricesF11 F12 0

F21 F22 0
0 0 1

 ,

 0 1 0
1 0 0
0 0 −1

 ,

 1 0 0
0 u 0
0 0 u

 ,

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 ,

 1 1 + α 0
0 1 0

1
2(1 + α) 0 1

 ,

 1 −(1 + α) 0
1− α α2 0

1
2(1 + α) 1

2(1 + α) 1

 .
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Entonces por el Teorema 5.8 tenemos que

Diff(G/Γ) ∼= (AutΓ(g)|A ×H3/Z(Γ)) /Γ
+,

pero todo elemento de AutΓ(g)|A×H3/Z(Γ) se puede representar por una terna

(A, γ+, [g]) = (Aγ+ , [g]) ∈ AutΓ(g)|A ×H3/Z(Γ),

con A ∈ H, [g] ∈ H3/Z(Γ), γ
+ ∈ Γ+, Aγ+ =Mγ+A siendo

Mγ+ =

 1 0 0
0 1 0
γ+1 γ+2 1

 .

Ahora si tomamos un elemento arbitrario (B, [h]) ∈ AutΓ(g)|A × H3/Z(Γ),
al multiplicarlo a la izquierda por un γ+ ∈ Γ+ adecuado siempre podemos trans-
formar la matriz B en una del grupo H, debido a que la primera caja de orden
2 de B induce un automorfismo en el grupo abeliano (Γα,Γα). Pero entonces es
claro que (B, [h]) y (C, [k]) con B,C ∈ H y [h], [k] ∈ H3/Z(Γ) representarán el
mismo elemento en el cociente si y sólo si B = C y [h] = [k]. Por lo cual un
conjunto de representantes del cociente es

R = {(A, [g]) : A ∈ H y [g] ∈ H3/Z(Γ)}.

Y por lo cual Diff(G/Γ) es el producto semidirecto de H y H3/Z(Γ), pero como
H ∼= H, y H era un ”producto torcido” de H1 y Z2×Z deducimos que Diff(G/Γ)
es un ”producto torcido” de H1, Z2 × Z y de H3/Z(Γ).

Q.E.D.

5.5 Caso en el que Γα es un subanillo con unidad.

Sea Γα un Z-módulo (de rango finito y mayor estricto que 1) de R el cual además
es un subanillo con unidad de R. Entonces si consideramos el subgrupo denso y
numerable del grupo de Heisenberg

Γ = {(γ1, γ2, γ3, ) : γ1, , γ2, γ3 ∈ Γα},

el cual es grupo por ser Γα grupo abeliano y anillo. Entonces volviendo hacer una
extensión de la paridad usual de Z al anillo Γα haciendo razonamientos análogos
a los hechos en 5.3 volveŕıamos a deducir unos teoremas de estructura análogos
a los teoremas 5.19 y 5.20:
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Teorema 5.21 El subgrupo de automorfismos de H3 que inducen automorfismos
en Γ se puede ver como un producto ”muy torcido” de Z2×Z×· · ·r×Z (el grupo
de unidades de Γα y r + 1 menor o igual que el rango de Γα), H1 (un subgrupo
de SL(2,Γα)) y el grupo abeliano (Γα,Γα).

Consecuentemente:

Teorema 5.22 El grupo Diff(H3/Γ) es isomorfo al producto semidirecto de H
(siendo H un subgrupo de GL(2,Γα)) y H3/Z(Γ). Entonces Diff(H3/Γ) es iso-
morfo a un producto ”muy torcido” de Z2 × Z × · · ·r × Z (r + 1 menor o igual
que el rango de Γα), un subgrupo H1 de SL(2,Γα) y el grupo H3/Z(Γ).

Análogamente tenemos el siguiente teorema de demostración análoga al Teo-
rema 5.7.

Teorema 5.23 Sean Γα y Γβ dos anillos con unidad, finitamente generados
y densos de R. Sean Γ = {(x, y, z) ∈ R3:x, y, z ∈ Γα} y Γ′ = {(x, y, z) ∈
R3:x, y, z ∈ Γβ} sus respectivos subgrupos asociados densos y finitamente gene-
rados de H3. Si H3/Γ ∼= H3/Γ

′ entonces Γ = Γ′.

5.6 Nota final.

Otra manera de atacar el problema de la estructura del grupo Diff(M/F) en
el caso de un grupo nilpotente H, pero que plantea esencialmente las mismas
dificultades, es considerar la extensión central

Z(H)→ H → H/Z(H) = H ′,

que induce la extensión central

Z(Γ)→ Γ→ Γ/Z(Γ) = Γ′.

Por densidad, Z(Γ) = Γ ∩ Z(H). Mediante una sección adecuada de conjun-
tos s:H ′ → H tal que s(Γ′) ⊂ Γ, podemos descomponer H como un producto
torcido H ′ × Z(H) con la operación inducida por una forma ω ∈ H2(H ′, Z(H)).
Análogamente ω|Γ′×Γ′ ∈ H2(Γ′, Z(Γ)) nos dará un isomorfismo entre Γ y Γ′ ×
Z(Γ).

Por tanto Diff(H/Γ) podrá descomponerse en una parte ∆ ∈ Diff(Z(H)/Z(Γ))
(caso abeliano), otra parte A ∈ Diff(H ′/Γ′) (caso nilpotente con una longitud
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inferior de la serie central ascendente), y una aplicación b:H → Z(H) que haga
compatibles A y ∆, más una nueva condición (asociada a b) para garantizar que
el automorfismo determinado por A, ∆ y b lleve Γ en Γ.

Sin embargo, las dificultades técnicas de esta aproximación son las mismas
que las que hemos discutido.
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