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Introduccion

Un problema clésico en Geometria Diferencial es el estudio de una variedad dife-
renciable en la cual tenemos una divisién en estratos u hojas, es decir, una fo-
liacién. Tiene especial importancia el estudio del espacio de hojas de la foliacion
(la estructura transversa), el cual no tiene por qué ser una variedad diferenciable
(salvo si la foliacién es simple). Este problema puede resolverse introduciendo
el concepto de espacio difeolégico (ver [9]), que es una generalizacién de las va-
riedades diferenciables y nos permite dotar de una estructura diferenciable al
espacio de hojas de una foliacién como espacio difeolégico cociente. En esta
Memoria nos centraremos en este ultimo concepto, pero ademas nos restringire-
mos al estudio de foliaciones de Lie sobre una variedad compacta. Para este
caso demostramos un teorema de G. Hector-E. Macias [9], que permite calcu-
lar explicitamente el grupo de difeomorfismos del espacio de hojas. Haremos
una exposicién de algunos resultados clasicos sobre foliaciones de Lie, para final-
mente centrarnos fundamentalmente en las foliaciones lineales en el toro 77t! y
en foliaciones que modelan sobre el grupo de Heisenberg. Mds concretamente:

En el Capitulo 1 recordamos la nocién de fraccién continua y sus propiedades
elementales. Analizamos la ecuacién de Pell X? — Y?2d = 1, que es una ecuacién
clésica de Teoria de Numeros, y resolvemos el problema de existencia de solu-
ciones no triviales utilizando propiedades elementales de las fracciones continuas.
Finalmente estudiamos las unidades del anillo Z[v/d], que son la solucién de una
ecuacién entera que generaliza la ecuacién de Pell. Su estructura como grupo
multiplicativo viene indicada por el teorema de las unidades de Dirichlet, que es
un teorema clasico de Algebra.

En el Capitulo 2 definimos el concepto de espacio difeolégico, de Souriau
[16]. La nocién de espacio difeolégico incluye como caso particular las variedades
diferenciables y permite trabajar de manera natural con espacios de funciones
y colimites. Después damos las definiciones elementales, para posteriormente
analizar las construcciones bésicas, tales como cocientes de espacios difeoldgicos



que poseen una difeologia natural compatible con la del espacio difeolégico donde
esté definida la relacién de equivalencia. Cabe destacar que en este caso nos se-
paramos de la topologia, dado que podemos tener cocientes con topologia trivial,
pero sin embargo la difeologia inducida en el cociente no es trivial. Finalmente in-
troducimos la generalizacién adecuada de grupo de Lie, es decir, grupo difeolégico
y damos algunas propiedades elementales. La referencia bésica es el articulo de
Hector-Macias [9].

En el Capitulo 3 nos centramos en el caso de espacios de hojas de foliaciones
de Lie sobre una variedad compacta, los cuales estaran dotados de la estructura
natural de espacio difeolégico cociente. Comentamos algunos resultados basicos
de la teoria de E. Fedida [4] y analizamos la estructura transversa a la foliacion,
la cual vendra modelada por una @-variedad y cuyo espacio de hojas serd difeo-
morfo (como espacio difeoldgico) al cociente G/I' de un grupo de Lie por un
subgrupo finitamente generado. Demostramos una propiedad de levantamiento,
que generaliza la teoria de cubiertas de grupos de Lie al caso de grupos dife-
olégicos, que aplicaremos en posteriores calculos. En el caso de una foliacién con
hojas densas demostramos de manera detallada un teorema de [9] que permite
hacer un célculo efectivo del grupo de difeomorfismos (en sentido difeolégico) de
la foliacién de Lie. Deducimos algunas consecuencias de la propiedad de levan-
tamiento, concretamente cuando dos foliaciones de Lie inducen espacios de hojas
difeomorfos. Observamos ademas que la 1-forma que define la foliacion esta de-
terminada por la foliacién de Lie salvo un automorfismo del algebra de Lie donde
modela la foliacion.

En el Capitulo 4 discutimos ciertas foliaciones lineales en el toro 7"*!, nor-
malmente con hojas densas. Empezamos haciendo un estudio sobre las folia-
ciones lineales con hojas densas en el toro T2, para las que calculamos el grupo
de difeomorfismos del espacio de hojas y caracterizamos las foliaciones de Lie que
inducen espacios de hojas difeomorfos utilizando los resultados del Capitulo 3,
reobteniendo un resultado de P. Donato [3] . Después generalizamos el resultado
anterior al caso de una foliacién lineal de codimensién 1 en T+ y al caso de
un flujo lineal de Lie con érbitas densas en el toro T, Este caso es especial-
mente importante, pues P. Caron [2] ha demostrado que para todo flujo de Lie
con hojas densas en una variedad compacta M, el grupo transverso es R", la
variedad M es difeomorfa a un toro 7"*! y el flujo es conjugado a uno lineal.
Posteriormente analizamos el caso de foliaciones transcendentes estudiadas por
B. Herrera [5], donde observamos la rigidez de la foliacién en el célculo del grupo
de difeomorfismos del espacio de hojas, y extendemos un Lema de [5] a cualquier
foliacién lineal en el toro 7"*!. Ademaés debilitamos la condicién de foliacién



lineal transcendente por otra donde se siguen verificando las mismas propiedades
y acabamos el Capitulo con una propiedad de levantamiento en el caso del toro
Tn—i—l‘

En el Capitulo 5 analizamos las foliaciones de Lie modeladas transversalmente
por el grupo de Heisenberg. En este caso no se pretende obtener resultados
generales sino mostrar las dificultades del cdlculo ya en el caso nilpotente, cen-
trandonos en un ejemplo particular. Primero observamos la existencia de fo-
liaciones de Lie en variedades compactas que modelan sobre un grupo de Lie
nilpotente y que tienen asociadas un grupo de holonomia finitamente generado.
Después nos centramos en el calculo del grupo de automorfismos del algebra de
Lie de Hs que preservan una familia particular de subgrupos densos y finitamente
generados de Hs. Entonces volvemos a calcular el grupo de difeomorfismos de
la foliacién, el cual serd isomorfo a una composiciéon de productos semidirectos,
asi como las foliaciones con espacios de hojas difeomorfos. En este caso tanto
los calculos como los grupos finalmente obtenidos son més complicados, debido a
que nos exige calcular los isomorfismos de R? que inducen automorfismos en un
cierto subgrupo denso en R? (dado que H3 es una extensién central de R y R?),
después tenemos que calcular los isomorfismos de R que inducen automorfismos
en un cierto subgrupo denso en R y finalmente (lo que complica todo) analizar
las condiciones de compatibilidad entre los automorfismos de R? y los de R para
que induzcan automorfismos en el grupo de Heisenberg.

Por 1ltimo, quiero mostrar mi agradecimiento al Profesor Enrique Macias
Virgos, que ha dirigido esta tesina, por el tiempo empleado en resolver las dudas y
problemas que iban surgiendo durante su elaboraciéon. También quiero agradecer
al Instituto de Matematicas la concesién de una beca de colaboracién con el
Departamento de Geometria y Topologia en mi ultimo ano de carrera para la
realizacién de esta tesina.






Capitulo 1

Preliminares algebraicos

1.1 Fracciones continuas.

En esta seccion recordaremos la nocién de fraccién continua y sus propiedades
elementales las cuales seran aplicadas posteriormente en la ecuacién de Pell. Para
profundizar més sobre las fracciones continuas ver [1].

1.1.1 Fraccién continua de un ntimero racional.

Consideremos un numero racional o« = a/b, con a entero y b entero positivo, a
y b coprimos. Por el algoritmo de Euclides sabemos que existe un par de tinicos
enteros 1 y q verificando a = bq + 1 con 0 < r; < b, por lo cual:

T=q+
;=4

:‘@‘ —

Si ahora volvemos aplicar el algoritmo de Euclides a by r1 obtenemos b = r1q1+72
y 0 < ro <7y < b; por lo tanto, % =q + % Por lo cual:

a 1
p It T
QI‘Fﬁ
r2
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10
Repitiendo el proceso para r1 y o obtenemos r; = roga+713, 0 <13 <19 <711 < b

y entonces % =q2+ % Luego:

92+ 5

73
Tras un ntmero finito de n iteraciones del proceso llegamos a:

Tneo =Tn1qn-1+7Tn, 0<r, <rp_1<..<r <b,

de donde deducimos la siguiente expresién:

a_
p 97 ]
q1 + 1
q2 + 1
q3 +

1
Qn—1+ 7T

™n

Verificandose lo siguiente: r,-1 = rpqpn, ™41 = 0. Finalmente tenemos la si-

guiente expresién:

=[q;q1,92, .-, qnl,

a_
p -4t T
q + 1
q2 + 1
q3 +

dn—1 + qin
donde ¢ € Z pero con g > 1 para todo k > 1 y ademds ¢, > 1, y la cual se
denomina desarrollo del nimero racional o en fraccion continua.

Ejemplo 1.1 Consideremos la fraccion 1—70. Entonces g =1, g1 =2y q2 = 3;

ry =3y re = 1. Luego:

10 1
-1+ =[1;2,3].
7 243 [ ]
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1.1.2 Fraccién continua de un nuimero irracional.

Sea o un ntmero irracional y sea ¢ = [a] su parte entera; entonces o = ¢ + a%
con a > 1. Sea ahora q; = [ay], entonces a; = q1 +0712 con ag > 1; sea qa = [aa],

entonces as = q2 + a%, con a3 > 1. Tenemos:

1
a=q¢+t——
Q+—
q2 + —
ag
Si continudramos este proceso iterativo, tendriamos construida una sucesién de
ntimeros enteros ¢, qi,qs, ..., qn,... donde ¢ € Zy qu € Z* Vk > 1. Entonces
llamaremos desarrollo en fraccion continua del nimero irracional o a la siguiente
expresion:
=g+ . 1 =@ a, 92,00, -]

Gt
@+ ——
q+ -

Ejemplo 1.2 Sea e el numero de FEuler. Su desarrollo en fraccién continua es:

(2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,...].

1.1.3 Propiedades de las fracciones continuas.

Sea o un ndmero real y [¢; q1, 42, ---, ¢n, -] su correspondiente desarrollo en frac-
cién continua. Denotemos por

I gqn+1

o= si=q+—
1 q 7

P,
Op = — VYn > 1,
Q

n
donde P, y @, son el correspondiente numerador y denominador de la fracciéon
relativa al desarrollo en fraccién continua truncado [¢;q1, g2, ..., ¢n] del nimero
real « hasta el término n-ésimo.
Introduzcamos el convenio P_1 =1, Py = ¢q, Q-1 = 0y Qg = 1. Entonces
tenemos las siguientes propiedades de verificaciéon inmediata:
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. El desarrollo de un nimero real o en fraccién continua es unico.

. Sea o un numero real y [¢;, g1, 2, ...] su correspondiente desarrollo en frac-

cién continua, entonces:

1
a=qt —
[q15 42,43, -]
. Se tiene
Pn = QnPn—l + Pn—2;
Qn = QnQn—l + Qn—2a Vn > 2.
. Ademas

PnQn—l - Pn—lQn = (_1)n+1;
PnanQ - Pnf2Qn = (—1)”qn, n > 2.

. P, v @, son coprimos entre si.

. Por otra parte,

_1\n+1
577, - 5n—1 = L;
Qnanl
(=1)"qy
5n - 5n— A vn > 2.
2 QnQn—2

. Tenemos la siguiente ordenacién para los Qy:

1<Qo<Q1<@Q2<Q3<...<Qp < ..

y por lo tanto lim,_, o, @, = 00.

. Se cumple

lim ((Sn - nfl) = 0.

n—oo

. La sucesién {0y }nen converge a a. Pero ademds se tiene la siguiente

acotacion: )
la— 0y |< =, (1.1)

la cual nos sera util mas adelante, concretamente la utililizaremos en la
ecuacion de Pell-Fermat.
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10. Tenemos las siguientes ordenaciones para las dy,:
0p < 0g < 0g < oo < 0o < ...

01 > 093>85 > ... > Oopy1 > ... VE>1.

Ademsds cualquier fraccién do5 de indice par es menor que cualquier fraccién
de indice impar.

Para el siguiente teorema ver [1].

Teorema 1.3 Sea o un numero real. Entonces o es un irracional cuadrdtico si
y solo si su desarrollo en fraccion continua es periddico.

Ejemplo 1.4 Consideremos a = HT V53 " e] cual es claramente mayor que 1.
Ademés verifica la ecuaciéon X? — 7X — 1 = 0, de donde deducimos o = 7 + é
Pero como a > 1, tenemos

1
a0, ] =T+ ——.
[ a1, g2, -]
Por lo cual ¢ = q1 = g2 = q3 = ..., pero como ¢ = 7 concluimos:
a=[7;7,7,7,..].

1.2 La ecuacion de Pell.

En esta seccién esbozaremos la ecuacién de Pell, también llamada ecuacion de
Pell-Fermat, que es una ecuacién clésica de teoria de nimeros y analizaremos
la estructura de las soluciones de la ecuacién, las cuales relacionaremos en los
siguientes capitulos con un cierto grupo de difeomorfismos.

Consideremos la ecuacién entera

X2 _Yvid=1,

con Vd ¢ 7. Esta es la ecuacién de Pell. Trataremos de hallar todos los pares
de soluciones enteras (z,y) de la ecuacién de Pell-Fermat, para lo que primero
analizaremos el caso con > 0 e y > 0. A partir de este caso se obtienen de
manera inmediata los demas casos, considerando entonces los pares de la forma
((=1)"z, (=1)"y) con m,n € Z.
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1.2.1 Existencia de solucién.

La primera pregunta que surge es: ;Existen soluciones de la ecuacién no triviales,
es decir, distintas de los pares (1,0) y (—1,0)?

Teorema 1.5 Siempre existe al menos una solucion (z,y) con x>1e y >0
de la ecuacion de Pell.

Demostracion:
Sea vd = [9; q1, q2, -..] el desarrollo en fraccién continua correspondiente. Sean
Op = Pp/Qy con n > 0 los truncamientos del desarrollo en fraccién continua de

a correspondientes. Entonces por (1.1) tenemos
P, 1
|Vd - 2" < 55,
Qn Q7
de lo cual deducimos: 1
| P, n — Qn\/g |< -
n
y por lo tanto, dado que @,, es positivo por serlo v/d,
1
Qn

Pero ahora si le sumamos Q,v/d obtenemos:

P, < QuVd+

1
Qn’

con lo cual si multiplicamos por | P, — QnVd |< & obtenemos finalmente:

Py + QuVd < 2Q,Vd +

| P2 —dQ? |< 2vVd + 1.

Ahora si consideramos n impar y suficientemente grande por la propiedad (10)
de las fracciones continuas tenemos

0< P2—dQ? <2Vd+1,

pues 6, tiende a Vd > 0. Como sélo hay un nimero finito de enteros entre 0
y 2¢/d + 1, deducimos que tiene que existir un nimero natural entero entre 0 y
2v/d+1 que se repita infinitas veces. Sea este numero k. Entonces tenemos que
existen infinitos enteros impares naturales n tales que verifican la ecuacion:

P2 —Q%d=k.
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Denotaremos por (x,,y,) los pares de enteros positivos soluciones de la ecuacién
X2 -Y?d=k.
Consideremos ahora estos pares de enteros respecto al médulo k:
[zp] = xp(mod k),  [yn] = yn(mod k),

siendo [x,] e [yn] las clases de resto de z,, e y, mddulo k respectivamente. En-
tonces es claro que los pares (z,,y,) sélo pueden tomar a lo sumo k? valores
médulo k, por lo cual ha de existir un par («,3) que se repite infinitas veces
en la sucesion {([xy], [yn]) }nen. Luego tenemos infinitos pares enteros positivos
(x},,yl,) verificando:

(@ Yn) = (o, B)(mod k)

oy %d=0a?— B =k

n

Consideremos dos soluciones distintas (z7,v;) y (z,,v,,) de estas ecuaciones.
Entonces:

(z] + yiVad) (@), — Yo Vd) = 2120, — Yymd + (2] — iy )V,

pero

Por lo cual obtenemos:

zjzl — 1yl yid = o® — 3%d = 0(mod k)

xyr, — oy = aff — fa = 0(mod k).

Finalmente tenemos:
(&7 + yVad) (2, — Y Vd) = k(u +0Vd),
donde u,v € Z. Andlogamente:
(a7 = yVd) (@), + ypVd) = k(u — vVd).
Multiplicando la dos tltimas igualdades obtenemos:

K =k (u® — dv®),
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por lo cual

u? —dv® = 1.

Pero como habfamos obtenido infinitos pares (7, y},) tenemos que también exis-
ten infinitos pares (u,v) con u,v € Z. De donde ha de existir un (ug, vg) con
vg # 0 porque si no ug = +1. Es claro que entonces podemos elegir un (ug, vo)
con ug > 1y vy > 0.
Q.E.D.

Nota

Apartir de ahora y por conveniencia vamos a denotar los pares enteros (z,y)
soluciones de la ecuacién de Pell por z + y/d.

1.2.2 La ecuacién X2 —Y2d = —1.
Si consideramos la ecuacién
X2 Y% =-1,

analoga a la ecuacién de Pell pero para —1, puede no existir ningtin par de enteros
que la verifiquen.

Ejemplo 1.6 La ecuacién:
X2 _v?3=-1,

no puede tener soluciones enteras. Se puede ver de manera inmediata que el
par (2,1) es una solucién minima de la ecuacién de Pell para d = 3. Si nuestra
ecuacién tuviera soluciones enteras tendria que existir un par de enteros (a, b) tal
que:

(a+bV3)2 =2+ V3,

lo cual se ve por célculos directos que es falso.
En cambio, si consideramos la ecuacion:

X% _yv?2=-1,

vemos que el par (1,1) verifica la ecuacién.
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1.2.3 Estructura de las soluciones de la ecuacion de Pell.

Es claro que el conjunto
ZIVd) ={a+bVd : a,be Z}

forma un anillo con la suma y multiplicacién usuales. Dado un elemento a+bvd e
Z [\/&] entenderemos por su conjugado el elemento

a+bVd=a—-bVde Z[Vd.

Lema 1.7 El conjunto de soluciones de la ecuacion de Pell forma un grupo con
la multiplicacion.

Demostracion:

Basta tener en cuenta que un elemento de Z[v/d] es solucién de la ecuacién
de Pell si y sélo si al multiplicarlo por su conjugado da la unidad 1 € Z [\/3] Y
ademas si un elemento es solucién de la ecuacién de Pell entonces su inverso es su
conjugado. Sean x,y € Z [\/&] soluciones de la ecuacién de Pell, entonces 2T = 1
e yy = 1, pero ahora, como el conjugado de un producto es el producto de los
conjugados obtenemos:

ryzy = rxyy =1 x 1 =1.
Q.E.D.

Tratemos de ver esto ultimo de una manera mas clara: Para ello consideremos la
siguiente aplicacion N: Z [\/&] — Z, a la cual llamaremos norma, dada por

N(a+bVd) = a® — b%d.
Se puede ver de manera inmediata que la norma es multiplicativa, es decir:
N(aB) = N(a)N(B), Va,B € Z[Vd).

Utilizando la multiplicatividad de la norma se ve que un elemento de Z[V/d]
es una unidad en el anillo si y sélo si tiene norma +1. Pero observemos que
los elementos de norma 1 son justamente las soluciones de la ecuacién de Pell.
Ademaés en el caso Z [\/Z’;], tal y como vimos antes en el ejemplo 1.6, no existen
soluciones enteras de la ecuacién X2 — Y23 = —1, por lo cual las unidades son
exactamente son todas las soluciones de la euacién de Pell.

La siguiente pregunta que nos surge es: ;Qué estructura tiene el grupo de las
soluciones de la ecuacion de Pell con la multiplicacion?
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Teorema 1.8 Todas las soluciones x +yv/d con x > 1, y > 0, de la ecuacidén de
Pell son de la forma:

x +y\/§ = (xo + \/3y0)”, nezt,

donde zo + yoVd es la solucidn positiva mds pequeria de la ecuacion de Pell con
g >1 ey > 0.

Demostracion:

Es claro que existe una solucién minima positiva de entre las soluciones de
la ecuacién de Pell con z > 1 e y > 0. Sea ésta z¢ + yov/d. Supongamos ahora
una solucién z +yv/d con > 1 e y > 0 que no fuese una potencia positiva de la
solucién minima. Entonces ha de existir un ng € Z7 tal que se pueda realizar el
siguiente encajamiento estricto:

(o + yoVad)"™ < x4+ yvVd < (zg + yoVd)"o+,

puesto que g + yO\/;i era la solucién minima y zg + yo\/g > 1. Observemos que
zo > yov/d pues 23 — y2d = 1, de donde deducimos:

Por lo cual zg — yov/d > 0. Y si multiplicamos el encajamiento que tenfamos por
(zo + yo/d)™ obtenemos:

(oo Vd)" (zo—yoVd)"™ < (z+yVd)(zo—yoVd)"™ < (zo+yoVd)" " (zo—yoVad)™,

que al simplificar da
1 <w+2Vd < 2o+ yoVd.

La tltima desigualdad es debida a que tanto g + yov/d como x + y+/d son solu-
ciones de la ecuacién de Pell, siendo w + zv/d otra solucién, debido a que el
producto de soluciones es solucién.

Lema 1.9 Se verifica w > 1.

Demostracion:

En efecto, puesto que 1 < w + 2v/d vemos que w # 1, pues si no por verificar
la ecuacién de Pell tendriamos z = 0 y entonces 1 = w + Vdz, = + yvVd =
(xo + yov/d)™, lo cual es una contradiccién. Luego w # 1. Pero ademés w > 0,
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sin mas que hacer un razonamiento por induccién y teniendo en cuenta que si
a+bVdy c+evd son soluciones de la ecuacién de Pell con a > 0, ¢ > 0, entonces
el producto de las dos también vuelve a tener la primera coordenada mayor que
cero.

Q.E.D.
Analicemos finalmente qué ocurre para los posibles valores de z:

1. Siz = 0 entonces w = 1. Por lo cual a:—i—y\/g = (xo—i—yo\/g)"o conng € ZT,
que es una contradiccién con nuestra hipotesis inicial.

2. Si z > 0, serfa una contradiccién pues habiamos elegido o + yov/d solucién
minima entre las del tipo z+y+v/d con > 1 e y > 0, pero ahora tendriamos
1 < w4 2vd < zg + yov/d con w, z > 1.

3. Si z < 0, entonces tenemos w — zv/d > 1, porque w > 1, w+ 2v/d > 1y
al multiplicarlas obtenemos que w? — 22d > 1. Lo cual vuelve a ser una
contradiccién pues w + 2+v/d es solucién de la ecuacién de Pell.

Finalmente hemos llegado a una contradiccion que surge de suponer que alguna
de las soluciones de la ecuacién de Pell con x > 0 e y > 0 no era de la forma
(zg + yoV/d)™ con ng € Z7.

Q.E.D.

Corolario 1.10 Las soluciones de la ecuacion de Pell con x e y enteros arbi-
trarios son de la forma:

+(zo + yox/g)”, neJz,
que tiene una estructura de grupo Zs X Z.
Ademas tenemos el siguiente teorema, ver [1]

Teorema 1.11 Sea d > 1 un nidmero natural exento de cuadrados, y sea h el
periodo del desarrollo en fraccion continua de Vd. Entonces todas las soluciones
enteras positivas de la ecuacion X? —Y?d = 1 son pares (xn,y,) de la forma

In = Phn—17 Yn = th—la Vin € Z+) hn par,

donde Py, Qi denotan los numeradores y denominadores del la fraccion corres-
pondiente al truncamiento del desarrollo en fraccion continua de v/d hasta el
lugar k-ésimo.
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Ejemplo 1.12 Consideremos la ecuacién de Pell X2 — Y222 = 1. Si calculamos
el desarrollo en fraccién continua de v/d = v/22 obtendremos [4;1,2,4,2,1, 8],
por lo cual h = 6 y por lo tanto z,, = FPsn,—1 € ¥y, = Qsn—1 son soluciones de la
ecuacion de Pell con z > 0 e y > 0. Si tomamos n = 1 obtenemos Ps = 197 y
Q5 = 42.

Entonces la solucién minima de la ecuacion de Pell con z > 1, y > 0 es
197 + 42+/22.

1.3 Unidades del anillo Z[/d].

Calcular las unidades del anillo Z[v/d] es equivalente a encontrar los elementos
de la forma = + yv/d, con z,y € Z, para los cuales se verifica 2 — y2d = +1. Es
decir, si & = z 4+ yV/d, hay que encontrar los elementos a € Z [v/d] para los que
N(a) = £1.

1.3.1 Estructura de las unidades

Observemos que la ecuacién N(«) = 1 es justamente la ecuacién de Pell. Si deno-
tamos por U(Z[/d]) a las unidades del anillo Z[/d], finalmente hemos obtenido
lo siguiente:

Proposicién 1.13 « € U(Z[V/d)) si y sdlo si N(a) = +1.

Ahora bien, la ecuacién N(a) = —1 puede no tener ninguna solucién. Pero en
caso de tener una solucién 3 es claro que 52 es solucién de la ecuacién de Pell
debido a la multiplicatividad de la norma.

Proposicién 1.14 Las unidades del anillo Z[v/d] tienen estructura de grupo
Zo X Z con la multiplicacion.

Demostracion:

Claramente si no hay ninguna solucién de la ecuacién N(«) = —1 entonces
las unidades del anillo Z[v/d] son justamente las soluciones de la ecuacién de Pell,
las cuales tenian por el corolario 1.10 estructura Zs x Z.

En general, supongamos que existe alguna solucién u + vv/d de la ecuacién
N(a) = —1 (podemos suponer u > 0, de lo contrario multiplicariamos por —1);
entonces consideremos la aplicacién biyectiva que a un « perteneciente al conjunto
de soluciones de la ecuacién X2 — Y2d = 1 lo lleva en a(u + vv/d) que pertenece
al conjunto de soluciones de la ecuacién X? — Y?2d = —1.
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Esté bien definida debido a la multiplicatividad de la norma. Es biyectiva
con inversa multiplicar por —(u — vv/d). Dado que u + vv/d es solucién de la
ecuaciéon X2 —Y?2d = —1, entonces (u 4 vv/d)? es solucién de la ecuacién de Pell
X? —Y?d =1, debido a la multiplicatividad de la norma, por lo cual:

(u+vVd)? = £(xo + yoVd)™, ng € Z;

pero entonces:

u+ovVd = \/i(xo + yoVd)"o,

y dado que xg > 0, vemos que

u+ovvd = +1/ (o + yovVd)mo,

porque de lo contrario u + vv/d no serfa un nimero real. Finalmente

o
2

u—l—vx/g:(:vo—kyo) , mng € 4,

donde vemos que ng tiene que ser impar pues de lo contrario u+wvv/d serfa solucién
de la ecuacién de Pell. Sea n; = [ng/2], es decir, nyp = 2n; + 1. Consideremos
ahora

ul + Ul\/g = (u+ vﬁ)(xo + yO\/g)—m’

donde uy + v1v/d vuelve a ser solucién de la ecuacién de Pell debido a la multi-
plicatividad de la norma. Ademés

(u1 + ’111\/8)2 =20+ yo\/&.

Si consideramos ahora la aplicacién biyectiva que a un #(zq 4 yov/d)" solucién
de la ecuacién X2 —Y?2d = 1 lo lleva en (29 4+ y0Vd)™ (u1 +v1v/d) que pertenece
al conjunto de soluciones de la ecuacién X? — Y?2d = —1, vemos que el conjunto
de soluciones de la ecuaciéon N(a) = +1 es de la forma:

+(ug + le/ﬁ)", neE Zz,

que tiene una estructura de grupo Z, x Z con la multiplicacién.
Q.E.D.
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Ejemplo 1.15 Consideremos el anillo Z[v/2], entonces las soluciones de la ecuacién
N(a) =1 son de la forma

+(3+2V2)", neZ
Sin embargo las soluciones de la ecuacién N(«a) = £1 son de la forma
+(1+1V2)", neZ

Y ademdas

(1+1v2)% =3+ 2v2.

1.3.2 El Teorema de las unidades de Dirichlet.

Sea Q(«) una extensién algebraica de @ de grado n, siendo « un elemento al-
gebraico sobre Q. Sea {o; : i =1,2,...,n} el grupo de los morfismos de cuerpos
entre Q(a) y C. Definimos:

N:Q(a) —» Q

por
N(B) =] o:(8)-
i=1

Esta bien definida por la teoria de Galois y es multiplicativa. En el caso de
Q(Vd), B =u+vVd, con u,v € Z, tendremos

N(B) = u® — v%d.

Sea B C Q(«) el conjunto de raices de polinomios con coeficientes enteros y
coeficiente principal uno que estén en la extensién algebraica Q(«) de Q. Se
puede ver que B es un anillo, al que se le llamara anillo de los enteros algebraicos
de Q(«) sobre Z. Si § € B entonces N(f3) € Z. Ademads las unidades del anillo
B son justamente las soluciones de la ecuaciéon N () = £1. Tenemos el siguiente
teorema cuya demostracién se puede ver en [8], [17] 6 [15].

Teorema 1.16 Sea Q(«) una extension algebraica de grado n sobre Q, sea B el
anillo de enteros algebraicos de Q(«) sobre Z, y sea P(X) el polinomio minimo
monico de a sobre Q). Si la ecuacion P(X) = 0 sobre C tiene t soluciones reales
ai, ..., y 25 soluciones complejas B, ..., Bs, Bi, ..., Bs, entonces las unidades del
anillo B forman un grupo con la multiplicacion isomorfo a T x Z*Tt=1, donde T
es un grupo de torsion finito formado por las raices de la unidad que estdn en

Q(a).
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Ejemplo 1.17 En el caso de Q(v/d) con v/d ¢ Z y d > 0, tenemos que las tinicas
raices de la unidad son +1, por lo cual T' = Zs; y ademas el polinomio minimo
de « tiene dos raices reales \/ﬁ, —\/&, por lo cual ¢t = 2y s = 0. De donde
deducimos, por el Teorema de las unidades de Dirichlet, que las unidades de B
tienen la estructura Z x Z como grupo con la multiplicacién.






Capitulo 2

Espacios difeolégicos

En este capitulo introduciremos la nocién de espacio difeoldgico, las definiciones
y propiedades elementales que ésta conlleva, para posteriormente aplicarlas en el
caso de espacios difeoldgicos cocientes de una variedad por una foliacién de Lie
con hojas densas, la cual nos permitira construir un nuevo invariante diferenciable
asociado a este tipo de foliaciones. Finalmente se realizaran algunas aplicaciones
en ejemplos concretos, que se resolveran utilizando la ecuacién de Pell. Las
demostraciones aqui expuestas estdn esbozadas en [9].

2.1 Definiciones elementales.

Sea M un conjunto. Una aplicacién de conjuntos de un abierto U C R™ en M
con n > 0 se llamard carta (o placa, o curva generalizada) en M. Denotaremos
por ay una carta con dominio U.

Definicion 2.1 Una difeologia de clase C*° sobre un conjunto M serd una colec-
cién P de cartas a: U, C R™ — M, n, > 0, verificando los siguientes axiomas:

1. Cualquier aplicacion constante c¢:U C R™ — M,n > 0, estd en P.

2. Si a € P esta definida en un abierto U C R" y h:V C R™ — U es una
aplicacién diferenciable C°°, entonces cco h € P.

3. Sea a:U C R™ — M,n > 0, una aplicacién tal que cada t € U posee un
entorno Uy con oy, € P; entonces a € P.

25
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El axioma 1 garantiza que P # (); el axioma 2 nos permite hacer cambios de
coordenadas dentro de P; el axioma 3 nos permite pegar las cartas.

Para definir una difeologia sobre un conjunto M, nos llega con dar un conjunto
de generadores, es decir, una familia de cartas G sobre M. Entonces consideramos
la difeologia P =< G > formada por las constantes y por todas aplicaciones
a:U — M tales que Vi € U 3U; con aqy, = B o h, para algin 8 € G y algin
cambio de coordenadas h.

Definicién 2.2 Sean (M, P), (N, Q) dos espacios difeolégicos. Una aplicacion
F: M — N se dira diferenciable cuando Foa € Q, Va € P.

Claramente nos llega con comprobar esta condicién para unos generadores de P.

Denotaremos por D(M, N) el conjunto de aplicaciones diferenciables entre
(M,P)y (N, Q). Un difeomorfismo del espacio difeolégico (M, P) serd una apli-
cacion diferenciable con inversa diferenciable. El conjunto de difeomorfismos de
un espacio difeoldgico se denotard por Diff(M).

Ejemplo 2.3 Sea M una variedad diferenciable, con dim M = m < oo, entonces
las cartas coordenadas ¢~ !: (W) C R™ — W C M generan una difeologfa, la
cual estd formada por las aplicaciones diferenciables usuales a: U C R™ — M, n >
0. Para dos variedades diferenciables M, N tenemos D(M,N) = C*°(M, N), el
conjunto de aplicaciones diferenciables en el sentido usual.

2.2 Construcciones basicas.

2.2.1 Coclentes.

Uno de los aspectos maés interesantes de los espacios difeolégicos es que incluyen
los espacios cocientes, como el espacio de hojas de una foliacién.

Sea (M, P) un espacio difeolégico; si ~ es una relacién de equivalencia en el
conjunto M, denotemos por M/ ~ al conjunto cociente. Vamos a considerar en
M/ ~ la difeologia generada por las aplicaciones moa con o € P y 7 la proyeccién
canénica, la denotaremos por P/ ~. Observemos que la proyeccién candnica es
diferenciable. Se verifica la siguiente propiedad universal.

Proposicién 2.4 Una aplicacion F : (M/ ~,P/ ~) — (N, Q) es diferenciable
sty solo si Fom es diferenciable.
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Demostracion:

= Por composicion de diferenciables.

< Hay que ver que dada una carta Sy de M/ ~ entonces F o iy es una
carta de (IV, Q). Pero podemos suponer que [y estd en los generadores, es decir,
By = moay con ay una carta en M. Pero como F o 7 es diferenciable por
hipdtesis y ap es una carta de M entonces F oo oy = F o By es una carta en
(N, Q), que era lo que queriamos comprobar.

Q.E.D.

Analicemos ahora el siguiente ejemplo tomado de [6] en el cual tenemos un espacio
cociente con dos estructuras difeolégicas no difeomérficas.

Ejemplo 2.5 Sobre [0,+00) podemos definir dos estructuras difeolégicas Py y
Ps respectivamente inducidas por las identificaciones:

7T1:R—>[0,+OO), 7T1($) :’.%"1,

79 R?2 — [0, +00), ma(v)=|v]a.
No son difeomorficas. Veamoslo:

Supongamos que fueran difeomoérficas. Sea F: ([0,4,00),P2) — ([0,4,00),P1)
un difeomorfismo entre los dos espacios difeoldgicos. Sea F~! su inversa. Ob-
servemos que las estructuras difeolégicas de R?> y R admiten como generadores
la carta identidad de ellos mismos. Ademds tenemos que F o 7 va de R? con la
difeologia usual en ([0, +00),P1), entonces si consideramos la carta identidad de
R? tenemos, por definicién de difeologia cociente, que F o my o idp2 localmente
tiene que ser igual a 7 o « siendo « una carta de R, donde c: U C R?> — R es
diferenciable en sentido usual.

En particular para ¢ = (0,0) existe esa aplicacién f. Andlogamente ha de
existir una aplicacién diferenciable ¢: V' C R — R?, definida en un entorno de
£(0,0), tal que (F~1om o idR)y =71 0g.

Ahora por continuidad g o f estard bien definida en un entorno U del (0,0).
Andlogamente f o g estard bien definida en un entorno V de f(0,0). Pero como
J o g se tiene que proyectar en idy, (y) y dado que es diferenciable deducimos que
f og = *idpy. Pero entonces f se convierte en una submersién local en el (0,0)
de donde deducimos que existen puntos distintos del entorno U del (0,0) en R?
que van al f(0,0) por f. Por lo cual existen puntos distintos del 0 en [0, +00)
que por F' van al [f(0,0)], lo cual es una contradiccion.
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2.2.2 Difeologias inicial y final.

Definicién 2.6 Sea M un conjunto, (N, Q) un espacio difeolégico, f:M —
(N, Q) una aplicacién de conjuntos; podemos definir la difeologia inicial sobre
M, se denotard por f*Q, a la difeologia generada por las cartas ( tales que
fop e Q. Eslamayor difeologia para la cual f es diferenciable.

Proposicién 2.7 Una aplicacion F: (S,P) — (M, f*Q) es diferenciable si y sélo
si f o F es diferenciable.

Demostracion:

= Por composicion de diferenciables.

< Sea o € P, entonces foFoa € Q, porlo cual Foa € f*Q. Luego F es
diferenciable.

Q.E.D.

Como caso particular tenemos las subvariedades:

Definicién 2.8 Sea (M, P) un espacio difeolégico. Dado un subconjunto arbi-
trario N C M entonces podemos definir la difeologia inducida por (M, P) en
N mediante la difeologia inicial y la inclusién natural i: N — (M, P). Entonces
(N,i*P) es una subvariedad de (M, P), formada por las cartas c:U C R" — M
tales que a(U) C N.

De hecho todas las subvariedades son débilmente embebidas, en el siguiente
sentido:

Proposicién 2.9 Una aplicacion S — N C M es diferenciable si y solo si
S — M es diferenciable.

Definicién 2.10 Sea N un conjunto, (M, P) un espacio difeoldgico, f: (M,P) —
N una aplicacién de conjuntos; entonces se define la difeologia final sobre N, se
denotard por f,P, como la difeologia generada por las cartas f o« con a € P.

Otra vez tenemos la siguiente propiedad universal, de demostracion anédloga
a las anteriores.

Proposicién 2.11 Una aplicacion F: (N, f,P) — (S,Q) es diferenciable si y
sélo si F o f es diferenciable.

La difeologia cociente definida en la subseccién 3.2.1 es un caso particular de
esta construccion.
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Definicién 2.12 Sean (M, P), (N, Q) espacios difeolégicos. Se define la difeo-
logia producto en M x N como la difeologia generada por las aplicaciones o x
B:UxV — M x N, donde ay € P, By € Q.

Claramente las proyecciones y las inclusiones son diferenciables.

2.2.3 Otras construcciones categoricas.

Las notaciones de este apartado estdn tomadas de [11].
Sean J y C dos categorias pequenas (en general J serd un conjunto de
indices). Sea ¢ un objeto de C, definamos el funtor Ac: 7 — C dado por

(Ac)(j) = ¢ Vj € Obj(T)

(Ac)(f) = 1. Vf € Home(4, §1), J,j! € Obj(T).

Nétese que dar una transformacién natural entre Ac y Ad con ¢,d € Obj(C)
equivale a dar un f € Home(c, d).

Definicion 2.13 Sea F': J — C un funtor entre las dos categorias. Llamaremos
(en caso de que exista) colimite de F' a un par (¢,v) con ¢ € Obj(C) y una
transformacion natural v: ' — Ac verificando la siguiente propiedad univeral:
Para cualquier otro par (d,w) con d € Obj(C) y una transformacién natural
w: F — Ad, entonces existe una 1nica transformacién natural Au: Ac — Ad tal
que Auov = w.
En general denotaremos ¢ = Colim F'.

Proposicion 2.14 Si existe el colimite entonces es unico salvo una equivalencia
natural.

Proposiciéon 2.15 En la categoria de los espacios difeoldgicos D existe el colimite.

Demostracion:
Sea J una categoria pequena de indices y sea F: J — D un funtor. Sea el
conjunto
M= I FG).
7€0bj(7)

Consideremos en M la difeologia P generada por i; o 3;, Vj € Obj(J) siendo
i;: F(j) — M las inclusiones canénicas y ; una carta en (F(j),P;) € D.
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Consideremos en M la relacién de equivalencia dada por:
sean x € F(j) e y € F(k) con j,k € Obj(J), entonces i;(x) ~ ix(y) si y sélo si
existe f € Hom7(j, k) tal que ix(y) = ix o F(f)(x).

Se comprueba de manera directa que la relacién de equivalencia esta bien

definida dado que J es una categoria.
Consideremos en M/ ~ la difeologia cociente P/ ~ dada por la de M. Sea
L=(M/~,P/~) e Obj(D)y seav:F— AL dada por v;: F'(j) — L con v; =
moi;, Vj € Obj(J) y siendo m: M — L la proyeccién canénica. Se comprueba
de manera directa que v estd bien definida.

Sea (N, w) otro par formado por un espacio difeolégico (N, Q) y una trans-
formacién natural w: F — AN. Definamos la transformacién natural Au: AL —
AN dada por la tnica aplicacién f: M — N inducida por las wj = woi;: F(j) —
N. De esta manera tenemos una aplicacién de conjuntos f: M — N, pero ademés
es diferenciable pues w; € Homp(F(j), N). Ademads pasa al cociente u: L — N,
dado que w: FF — AN era una transformacién natural, y como f: M — N era
diferenciable deducimos que u es diferenciable, por definicién de difeologia co-
ciente.

Q.E.D.
Observemos que las inclusiones candnicas de F(j) en Colim F' son diferenciables.

Proposicién 2.16 Sea D la categoria de espacios difeoldgicos. Sea J una cate-
goria pequena y un funtor F: J — D. Entonces una aplicacion u: (Colim F, P) —
(N, Q) es diferenciable si y sélo siuo\; es diferenciable Vj € Obj([J), siendo \;
la inclusion candnica de F(j) en Colim F'.

Demostracion:
Inmediata.

Ejemplo 2.17 Un ejemplo de colimite es el limite directo. Sea (M;,P;) una
coleccion de espacios difeoldgicos entonces podemos considerar la unién disjunta
M =[] M;, con la difeologia generada por las aplicaciones Ao «, donde o € P; y
Ait M; — M la inclusion natural. Mds generalmente, sea \;j: M; — M; un sistema
dirigido en la categoria de conjuntos; entonces se puede definir un nuevo conjunto
al que llamaremos limite directo de los M;, es decir, M = h_n)le = (I M;)/ ~ el
cociente de la unién disjunta de los M; por la relacién dada por \ix(x;) = Aji(x;).
Entonces podemos dotar a M de una difeologia que seria la dada por la difeologia
cociente de la difeologia de la unién disjunta de los M;.
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Observemos que las inclusiones candénicas de M; en h_r)an son diferenciables.
Ademds una aplicacién F': (h_rr}l M;,P) — (N, Q) es diferenciable si y sélo si

F o \; es diferenciable para cualquier indice ¢, siendo \; la inclusién canénica de
M; en lim M;.
—

2.2.4 Difeologia funcional.

Consideremos el conjunto D(M, N) de las aplicaciones diferenciables entre dos es-
pacios difeolégicos. Vamos a definir la difeologia funcional sobre D(M, N') dando
un conjunto de generadores.

Definicion 2.18 Tomemos como conjunto de generadores el conjunto formado
por todas las aplicaciones a: U C R™ — D(M, N), n > 0, tales que la aplicacién
a™:U x M — N dada por a(t,z) = a(t)(z) € N es diferenciable en sentido
difeoldgico.

Notemos que U tiene la estructura diferenciable usual de un abierto de R" y
U x M la estructura difeoldgica del producto.

Observemos entonces que la funcién evaluaciéon ev: M x D(M, N) — N definida
por ev(m, f) = f(m) es diferenciable. Entonces tenemos el siguiente difeomorfis-
mo natural:

Proposicién 2.19 Los espacios difeolégicos D(M,D(N, P)) y D(M x N, P) son
difeomorfos mediante la equivalencia natural que existe entre ambos conjuntos.

Demostracion:
Construyamos ®:D(M,D(N,P)) — D(M x N,P). Si F:M — D(N,P)
definimos ®(F') como

O(F)(z,y) = F(z)(y), (z,y) € M xN.

Primero la aplicacién estd bien definida, es decir, si F' € D(M,D(N, P))
entonces ®(F') € D(M x N, P), sin mas que utilizar las definiciones. Veamos
ahora que la aplicacion es diferenciable con inversa diferenciable. Sea una carta
ay en D(M, D(N, P)), entonces por definicién tenemos que la aplicacién a”: U x
M — D(N, P) es diferenciable. Pero por definicién de aplicacién diferenciable
tenemos que para cualquier carta 8y en M y vy en N la aplicacion:

(t,r,s) €U XV x Wi a(t)(B(r))(v(s)) € P
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es diferenciable. Pero entonces dada una carta arbitraria By X vy del conjunto
natural de generadores de la difeologia producto M x N y una carta arbitraria ag
en la difeologfa funcional D(M, D(N, P)) la aplicacién (Poa))y de UXM xN — P
es diferenciable, que era justo lo que queriamos probar. Para ver que la inversa
de ® es diferenciable se hace de manera simétrica.

Q.E.D.

2.3 Grupos difeolodgicos.

En esta seccién introduciremos la nociéon de grupo difeolégico que es la generali-
zacion natural de grupo de Lie. Enunciaremos sus propiedades elementales, para
posteriormente aplicarlas en el calculo del grupo de difeomorfismos del espacio de
hojas de una foliacién de Lie con hojas densas, el cual serd difeomorfo en sentido
difeolégico al cociente de un grupo de Lie simplemente conexo por un subgrupo
denso y numerable.

2.3.1 Definicion y primeros resultados.

Definicién 2.20 Un grupo difeoldgico (G,P) es un espacio difeolégico dotado
de una estructura de grupo tal que la aplicacién division:

0:GxGE — G

(z,y) — ay™!
es diferenciable.

De la definicién se sigue que cualquier subgrupo algebraico de un grupo dife-
olégico es un grupo difeoldgico con la difeologia inducida. También es claro que
el producto de dos grupos difeolégicos es un grupo difeoldgico con la difeologia

producto.

Proposicién 2.21 Todo grupo cociente de un grupo difeolégico con la difeologia
cociente es un grupo difeologico.

Demostracion:

Consideremos dos cartas de la forma 7o a, w0 8 con «, 3 cartas en el grupo
difeolégico y siendo 7 la proyeccién canénica. Entonces §(moa, 7o) = mod(a, 3),
donde 6 es la operacién divisién en el grupo difeolégico y 6 es la operacién division
en el grupo difeolégico cociente. La cual es diferenciable por composicién de
diferenciables.
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Q.E.D.

Proposicion 2.22 El producto libre de grupos difeoldgicos es un grupo dife-
olégico con la difeologia engendrada por las difeologias de los grupos difeoldgicos.

Demostracion:

Sea {(G},Pj)}jes una familia de grupos difeolégicos. Sea G = xG; el pro-
ducto libre en la categoria de grupos de la familia de grupos {G;};c.

Vamos a dotar a G de una difeologia. Tomemos como generadores las cartas
aj kx g Uy x - x U — G, g € J,Vk € {1,---,n}, Vn € Z*, dadas por

Oéjl koo *ajn(tlv"',tn) = ajl(tl) kX ooe *O[jn(tn)

con oy, € Pj,.

Veamos que con esta difeologia G es un grupo difeoldgico. Para ello conside-
remos la operacién de divisién 6: G x G — G dada por §(x,y) = rxy~! Va,y € G.
Sean dos cartas o = aj, x- - -xaj,, v B = B, *- - -x B, del conjunto de generadores,
entonces

—1 —1
5(a,ﬂ):aj1*-~-*ajm*ﬂkn *ox B

el cual vuelve estar en el conjunto de generadores pues ﬁk_l le Py, dado que Gy,
era un grupo difeolégico. Por lo cual G con la difeologia inducida por la familia
de grupos difeoldgicos {(G;,P;)}jecs es un grupo difeoldgico.

Q.E.D.
Es inmediato comprobar que las inclusiones i;: (G, P;) = (G, P) son diferencia-
bles Vj € J. Tenemos la siguiente propiedad universal para el producto libre de
grupos difeoldgicos.

Proposicién 2.23 Dado un grupo difeolégico (H,Q) y una familia de homo-

)
morfismos de grupos difeoldgicos {hj: (G}, Pj) — (H,Q)}jes, existe un tnico
homomorfismo de grupos difeologicos h: (G, P) — (H, Q) verificando hoij = h;
VjedJ.
Demostracion:

Dado que G es el producto libre de los grupos G y todas las aplicaciones h;
son de grupos, entonces por la propiedad universal de grupo libre existe una tinica
h:G — H tal que hoi; = h; Vj € J. Ademas esta dada por h(xj *---*xx;,) =
hjy (24,) -+ hj (4,), Vo, € Gy, y VE € {1,---,n}.
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Veamos que h es diferenciable. Sea una carta o = a, *---* v, en el conjunto
de generadores de P, entonces h(a) = hj, (oj,) - - - hj, (a,), la cual es una carta en
(H,Q), pues hj, (aj,), - hj,(aj,) eran cartas en (H, Q) y el producto de cartas
en (H, Q) es una carta en (H, Q), dado que (H, Q) es un grupo difeolégico. Luego
h es diferenciable. La unicidad de h esta forzada por la propiedad universal de
grupo libre.

Q.E.D.

Proposicion 2.24 Sea G la categoria de grupos difeolégicos, J una categoria
arbitraria y F: J — G un funtor, entonces existe G = Colim F'.

Demostracion:

Para construir Colim F' se procederia de manera andloga a la del Teorema
2.15, pero en vez de considerar la union disjunta de los grupos difeolégicos
(F'(j),P;) habria que considerar el producto libre dotado de la difeologia induci-
da por la de los grupos difeolégicos (F(j),P;). Ahora la relacién de equivalencia
estd dada por: @j, s -« % Tj, ~ Y, ko x Y, SL g1, Jns k1, kn € ODJ(T) y
Yk * kY, = F(f1)(zj,) * - x F(fy)(z),) donde fs € Homy (js, ks).

Q.E.D.
Nota

En general, si F: J — G y Olv(F): J — D es el funtor olvido de F' entonces
Colim F' # Colim Olv(F’) como objetos de la categoria de espacios difeolégicos.

Como caso particular de colimite de grupos difeoldgicos tenemos el limite
directo de grupos difeoldgicos y su propiedad univeral. Andlogamente tenemos
las siguientes propiedades de demostraciéon semejante.

1. Sea H un grupo algebraico, (G,P) un grupo difeolégico y f: H — G un
homomorfismo de grupos, entonces (H, f*P) es un grupo difeolégico.

2. Sea H un grupo algebraico, (G, P) un grupo difeolégico y f:G — H un
homomorfismo de grupos, entonces (H, f.P) es un grupo difeolégico.
2.3.2 Ejemplos.

Ejemplo 2.25 El grupo lineal general.
Consideremos el sistema dirigido GL(1) - GL(2) — GL(3) — --- de homo-

morfismos de grupos de Lie, donde:

GL(n) — GL(n+1)
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A 0
A|—>(01)

son isomorfismos encajados entre grupos de Lie. Entonces como los homomor-
fismos del sistema dirigido son de grupos difeolégicos tenemos, por el Teorema
2.24, que GL(x) = h_rr)l GL(n) es un grupo difeolégico con la difeologia dada por

el sistema dirigido anterior.
Consecuentemente son subgrupos difeolégicos también O(o0), SO(00), U(00)

y Sp(o0).

Ejemplo 2.26 Sea F, la foliacién sobre el toro T2 definida por las rectas de
pendiente irracional a. Dado que el espacio de hojas T, es el cociente de un grupo
abeliano abeliano difeolégico entonces, por el Teorema 2.21, el espacio de hojas
T, es un grupo abeliano difeolégico. Ademas es isomorfo como grupo difeolégico
(ver capitulo cuatro) al cociente R/T',, de grupos abelianos difeolégicos, donde
'y C R es el subgrupo denso {ma +n:m,n € Z}.

Proposiciéon 2.27 Sea M una variedad diferenciable de dimension finita. En-
tonces el grupo de difeomorfismos Diff(M) es un grupo difeolégico con la difeologia
inducida por la de D(M,M).

Demostracion:

Para ver que la divisién es diferenciable nos llega con ver que el producto y
la inversién son diferenciables. Veamos que el producto es diferenciable, es decir,
que la composicion es diferenciable. Sean «y, By cartas en D(M, M); para ver
que 7o (o, fy) es una carta en D(M, M) tomemos una carta arbitraria vy en
M y comprobemos que la aplicacion:

UxVxW — M
(t,r,s) = w(au(t), Bv(r))(yw(s)) = a)(B(r)y(s))

es diferenciable. Pero esa aplicacién no es més que la composicién de: idy X
(B" o (idy x 7)) y de idy x o”, las cuales son inmediatamente diferenciables. Y
dado que Diff(M) tiene la difeologia inducida por la de D(M, M) deducimos que
la composicion es diferenciable.

Veamos ahora que la inversién I: Diff(M) — Diff(M) es diferenciable. Dada
una carta ag en Diff(M), las aplicaciones o e (Ia)" son inversas, pero ahora
bien como ay es una carta en Diff(M) tenemos que la aplicacién:

aUxM — UxM
(t,m) = (t,at)(m))
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es biyectiva claramente. Observemos que como M es una variedad diferenciable
y U es un abierto de R", entonces U x M también es una variedad diferenciable.
Ademsds su diferencial tiene rango méaximo, pues si calculamos el determinante
de la jacobiana en un punto (¢, m) obtenemos el determinante de la jacobiana del
difeomorfismo «(t) en el punto m. Finalmente podemos aplicar el Teorema de
la funcién inversa para variedades concluyendo que su inversa es diferenciable.
Pero su inversa es justamente I, por lo cual la aplicacién I: Diff(M) — Diff(M)
es diferenciable.
Q.E.D.

Nota

Para que en el grupo de difeomorfismos de una variedad la composicién sea
diferenciable sélo hemos necesitado recurrir a la estructura difeolégica de la va-
riedad. El problema estd en la inversién. En general, para un espacio difeolégico
arbitrario necesitaremos recurrir a algo paralelo al Teorema de la funcién inversa.
Por ejemplo, en la seccién 3.3 veremos que Diff(G/T") es un grupo difeoldgico.
Otra manera de esquivar el problema es considerar sobre Diff(M) la difeologia
generada por las cartas « tales que @:U x M — U x M dada por a(t,z) =
(t,a(t)(z)) € U x M es un difeomorfismo entre espacios difeolégicos.



Capitulo 3

Foliaciones de Lie

En este capitulo nos centraremos en el estudio de variedades diferenciables com-
pactas donde esta dada una foliacién de Lie con hojas densas. Nos dedicaremos
al calculo de un invariante del espacio de hojas para posteriormente concretarlo
en ejemplos.

3.1 Definiciones basicas.

Definicion 3.1 Sea M una variedad diferenciable conexa y compacta de dimen-
sién finita. Sea wy:T,M — ¢ una 1-forma sobre M que toma valores en un
algebra de Lie g, tal que:

1. w tiene rango maximo (igual a la dimensién de g);.
2. dw + w,w] =0, es decir w[X,Y] = [w(X),w(Y)] VX,Y € X(M).

Entonces el Ker w, determina una distribucién en M completamente integrable;
la foliacién F asociada a la distribucion se llama g-foliacion de Lie.

Proposiciéon 3.2 Dar una g-foliacion de Lie en M es equivalente a dar 1-formas

Wi, ..., wn, (n=dimg) no singulares sobre M, tales que dwy, = > cfjwi Awj donde
cfj son las constantes de estructura del dlgebra de Lie g para una cierta base.

Demostracion:
= Sea w la 1-forma que toma valores en el dlgebra de Lie g, sea B una
base de g. Entonces w se puede descomponer en n 1-formas respecto a la base B.
1

Pero como dw = — 35w, w], al escribir esta condicién en coordenadas y teniendo en

37
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cuenta que si a @ v y S ®w son 1-formas con valores en g (siendo a y 8 1-formas
usuales de la variedad M) entonces [a@ @ v, @ w] = a A 8 ® [v,w], deducimos
que dwyp = Zcf’jwi A wj. Pero ademds que w sea no singular se traduce en la
independencia de las 1-formas.
<= Similar.
Q.E.D.
Se tienen las siguientes propiedades (ver [4], [14] 6 [10]).

1. Aplicacién desenrolladora.

Existe una cubierta regular p: M — M tal que el levantamiento p*F de la
foliacién F a M es una foliacién simple definida por un fibrado localmente
trivial D: M — @G, siendo G el tinico grupo de Lie simplemente conexo con
algebra de Lie g.

2. Homomorfismo de holonomia.

Sean xg € M,Tg € M puntos base fijados tales que p(Tg) = o y D(Tg) = e
(=neutro de G). Consideremos el morfismo de grupos h:m (M, zg) - G
dado por hla] = D(@(1)), @(0) = o y p(@) = a. Para el cual se verifica
que Ker h = 71 (M).

Ademas la aplicacién D es h-equivariante, es decir,
D(z[a]) = D(z)hla], Vz € M. V]a] € m (M),

Nétese que D(z[a]) estd bien definido pues Kerh = (M) y M es una
cubierta regular.

Al grupo I' = im h se le llamara el grupo de holonomia y actia sobre G
mediante traslaciones por la derecha.

Proposicién 3.3 Los espacios difeolégicos M/F y G/ T son difeomorfos.

Demostracion:
Observemos que tenemos el siguiente diagrama:
M 2 a
pl I

M — M/F =G/T
Veamos entonces que podemos definir una aplicacién biyectiva entre M/F
y G/T diferenciable con inversa diferenciable. Sea ®: M/F — G/T definida
mediante ®([z]) = (7 o D)(T) con [z] € M/F, x un representante de [z] en M y
7 € p~!(x). Estd bien definida, pues basta observar dos cosas:
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1. Siz, 5 €pl(x), » € M, dado que M es una cubierta regular, tenemos que
ha de existir [a] € 71 (M) tal que Z[a] = 7; pero entonces D(y) = D(T)y
con v € I', de donde 7 o D(T) = w o D(g).

2. Si x,y € M representan la misma clase L en el espacio de hojas M/F
entonces 7o D(T) =71 o D(y) conT € p~1(x) yy € p~L(y).

En efecto, podemos elegir Z,7 € M tal que estén en la misma componente
conexa de p*L; dado que D: M — G era un fibrado entonces por D se
proyectan en el mismo elemento de G y por wo D se proyectan en el mismo
elemento de G/ T.

Ademds ® es diferenciable. Para ello simplemente hay que tener en cuenta que
D: M — G era un fibrado localmente trivial con fibras las componentes conexas
de p*L y que M era un espacio de recubrimiento de M, porque entonces somos
capaces de levantar localmente la aplicacién ®: M/F — G/I' a una aplicacién
diferenciable de U en V, siendo U y V abiertos de M y G respectivamente.

Observemos que la inversa V:G/I' — M/F viene dada por ¥([g]) = [p(2)]
con z € D7Y(g), y se comprueba de manera andloga que estd bien definida y que
es diferenciable.

Q.E.D.

Entonces el espacio de hojas de la foliacién F es el cociente G/T", donde G es el
Unico grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie g, y I' un subgrupo
numerable de G. Ademés todas las hojas son difeomorfas, y son densas en M si
y s6lo si I' es denso en G. En el caso no denso tenemos:

1. Fibracién basica.

Sea T la clausura de I' en G y sea I'. la componente conexa del neutro.
Entonces las clausuras N = L de las hojas de F son fibras del fibrado
localmente trivial B: M — W, con W = G/T y B(z) = [D(%)] con p(T) = =.

2. Algebra de Lie estructural.

Consideremos ahora la foliacién Fy determinada por las hojas de F en N.
Entonces Fy vuelve a ser una h-foliaciéon de Lie con hojas densas, siendo h
el 4lgebra de Lie del grupo de Lie T,.

3. Sea ahora H el tinico grupo de Lie simplemente conexo con algebra de Lie
h. Para la foliacién inducida Fy tenemos también la cubierta py: N — N,
la, aplicacién desenrolladora Do: N — H, y el homomorfismo de holonomia
ho:m(N) — H, con I'g = im hg el grupo de transformaciones para pg, el
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cual es un subgrupo denso de H porque las hojas de la foliacién son densas
en N.

El algebra de Lie g no es intrinseca, pero h si lo es; dado que la cubierta
de M depende solamente de (L), otra aplicacién desenrolladora Di: M — G
inducira un difeomorfismo d: G — G; dado por d(g) = Di(x) con D(z) = g, que
es un isomorfismo de grupos restringido a I', por lo cual d es un isomorfismo de
grupos de Lie cuando las hojas son densas.

Ejemplo 3.4 Foliaciones lineales en el toro.

Consideremos la foliacién F, en el toro T2 definida por la 1-forma cerrada
w = dy — adz. El grupo TI'y es el grupo de ciclos de w. Tenemos M = T2
y F = F,. Entonces la cubierta regular es M = R2, por lo cual p*F, = L,
siendo L, las rectas de R? con pendiente o y p: R? — T? = R?/Z? la proyeccién
canénica. El fibrado (trivial) D: R? — R est4 definido por D((x,y)) = az — y.
Como 7 (M) = Z x Z, el homomorfismo de holonomia h:Z x Z — R esta
definido por h(a,b) = a + ba.. El grupo de holonomia es im h =1 =T, y por la
Proposicién 3.3 tenemos R/T, = T2 /Fo = T,. Dado que las hojas son densas
debido a que I', es denso en R tenemos que la fibracién béasica es la dada por
B: M — {1} con B(z) = 1 para todo x € M. Dado que I', = R tenemos que el
algebra de Lie estructural es R.

3.2 Propiedad de levantamiento.

Sea GG un grupo de Lie simplemente conexo, sea I" un subgrupo numerable arbi-
trario de G. Sea 7 la proyeccién canénica de G en G/ T" (el espacio de clases por
la izquierda).

Proposicién 3.5 Sea f:G/T" — G/T diferenciable en sentido difeoldgico, en-
tonces existe F: G — G diferenciable tal que mo F = fom.

Demostracion:

Localmente es cierto por definicién de difeologia cociente, es decir, dado un
punto arbitrario z € G existe un entorno abierto U, y una aplicacién diferenciable
Fp:U, — Gtalque mo F, = fomy,.

Consideremos ahora {(y, F,.(y) : y € Uy} C G x G, que es el grafo de una
funcién diferenciable de U, en G, por lo cual es una subvariedad embebida de
U; X G. Definamos una distribucién en U, x G de la siguiente manera: un punto
arbitrario de U, x G se escribird de manera tnica como (y, F;(y)h) donde y € U,
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y h € G. Sea (v,w) un vector del espacio tangente al grafo de F, en el punto
(y, F(y)) € Uz x G; entonces (v, (dR)p(w)) € TyUy X Tp,,nG. Conseguimos
asi definir una distribucién en U, x G. Ademd&s es integrable pues por cada
(y,z) € U, x G pasa una variedad integral que serfa un trasladado del grafo F,
por un cierto h € G.

Podemos extender esta distribucién en U, x G a una distribucién en G x G.
Para ello observemos que para cada x € G podemos hacer la misma construccion,
entonces definimos una distribucién en G x G definiéndola en cada abierto de la
forma U, x G. Veamos que de hecho tenemos bien definida una distribucién en
G x G. Sean z,y € G tales que U, NU, # 0, sea z € U, NU, y V C U, NU,
una componente conexa que contiene a z, entonces dado que F, Fy restringidos
a V son levantamientos locales de f, V' es conexo y I' numerable, obtenemos que
F,, F, difieren en una traslacién por la derecha por un elemento de I'. De donde
concluimos que la distribucién esté bien definida. Ademaés es integrable, porque
lo era localmente.

Consideremos ahora e € G y un elemento zy € G tal que [zo] = f([e]).

Entonces existe una tnica variedad conexa maximal G de la distribucién pasando
por (e, xo).

Lema 3.6 La variedad integral G es un espacio recubridor de G donde la apli-
cacion recubridora m: G — G es la composicion de la inclusion i:G — G X G y
de la proyeccion en la primera componente p1: G X G — G.

Demostracion:

Se tiene que 7: G — Ges diferenciable, pues es la composicién de aplicaciones
diferenciables.

Claramente es una submersion, por lo cual es abierta.

También es sobreyectiva. Supongamos que no es sobreyectiva, sea y pertene-
ciente a la frontera de pl(é), tomemos un entorno U, (podemos suponer que
pl(é) N Uy, e Uy son conexos) y un levantamiento local F, de f. Entonces
{(2, Fy(2)): z € U,} es una variedad integral de la distribucién. Como p;(G) N U,
es conexo y abierto tenemos que G tiene que ser localmente de la forma
{(z, Fy(2)h: 2z € p1(G)NU,}, pero entonces vemos inmediatamente que
G = GU{(z, Fy(2)h): z € Uy} es una variedad conexa integral que contiene estric-
tamente a C:‘, que era una variedad conexa integral maximal de la distribucién.
Lo cual es una contradiccién.

Veamos que es espacio de recubrimiento. Hay que ver que para cada punto
r € G existe un entorno abierto U, tal que 7~!(U,) se descompone en una unién
disjunta de abiertos de G tal que cada uno se aplica homemérficamente sobre U,.
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Por simetria de razonamientos nos llega con hacerlo para el neutro de G. Existe
un unico levantamiento local F,.: U, — G de f, siendo U, un entorno del neutro,
verificando F.(e) = zo. Entonces U, = {(z,F.(z)) : € U.} es un entorno
abierto de (e, z) en G, 7(U.) = U, y ademés:

ﬂ-il(Ue) = H (7;77
yEA

siendo A = {y € T : (e,x07) € G}, que es no vacio (e € A), y Uy =
{(z, Fe(z)y) : @ € Ue}.
Luego m: G — G es un espacio recubridor de G.

Q.E.D.
Pero ahora como G es simplemente conexo deducimos que 7 tiene que ser un
difeomorfismo. Y por lo tanto la aplicacion F: G — G definida mediante ps 04 o
7~ 1(z) para todo = € G est4 bien definida, es diferenciable y es un levantamiento
de f definido en todo G.

Q.E.D.
Tal y como se ve en la demostracién, el levantamiento es iinico una vez que fijamos
la imagen de un punto. Por tanto si f es un difeomorfismo, su levantamiento es
también es un difeomorfismo de G.

Corolario 3.7 Sea G un grupo de Lie simplemente conexo, I' un subgrupo de G
numerable, U un abierto de R™, n > 0, difeomorfo a R"™ y 'y otro subgrupo de G
numerable. Sea f:U xG/T — U xG/T'1 una aplicacion diferenciable de espacios
difeologicos; entonces existe una aplicacion diferenciable F:U x G — U x G tal
que Ty o F'= fom, es decir, F' es un levantamiento de f.

3.3 El grupo Diff(G/T).

A partir de ahora vamos a considerar G/T' como el espacio cociente de clases
laterales por la izquierda. En el caso de clases laterales por la derecha los razo-
namientos serian andlogos. Las demostraciones de este apartado estan esbozadas
en [9].

3.3.1 El grupo difeolégico Diff(M/F).

Proposicién 3.8 Sea M/F = G/T el espacio de hojas de una foliacion de
Lie con hojas no necesariamente densas sobre una variedad compacta. En-
tonces Diff(M/F) es un grupo difeolégico con la difeologia inducida por la de
D(M/F,M/F).
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Demostracion:

Sea a: U C R" — Diff(M/F) C D(M/F,M/F) una carta, es decir, una apli-
cacién tal que : U x G/T' — U x G/ T, a(t, [g]) = (t,a(t)([g])), es diferenciable.
Para demostrar que la inversion es diferenciable s6lo hay que comprobar que @
es un difeomorfismo, porque entonces (@)~ = (Ia).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el abierto U C R" es difeo-
morfo a R™. Entonces, por el corolario 3.7, tenemos que la aplicacion @ puede
ser levantada a una aplicaciéon F:U x G — U x G con F(t,g) = (t,((t,g)) tal
que [C(t,9)) = a(t)([g))-

Ahora fijemos un ¢t € U. Desde que a(t)™" es un difeomorfismo de G/T’
se puede levantar a algin difeomorfismo A del grupo de Lie G. Dado que la
composicién A o ((t, —) toma valores en la identidad desplazado por elementos
de I' a la derecha, pero I' es grupo numerable, tenemos que la aplicacion al
multiplicarla por la inversion a la izquierda tiene que ser constante porque G es un
grupo de Lie conexo. Por lo cual Ao((t, =) = R,. Analogamente ((t, =)o\ = R,,.
De donde concluimos que ¢(¢, —) es un difeomorfismo.

Finalmente aplicando el Teorema de la funcién inversa para variedades pode-
mos concluir que F es difeomorfismo, pero entonces como F~! es un levantamien-

-1

to de (@)~! tenemos que (Ia) es diferenciable.
Q.E.D.

3.3.2 Calculo del invariante Diff(G/T).

Sea Autr(G) C Aut(G) = Aut(g) el grupo de automorfismos del grupo de Lie G
que preservan I', y consideremos el producto-semidirecto Autp(G)[x G definido
de la siguiente manera:

(61, 91)(02, g2) = (61 0 02, g161(g2))-
Ademsds tenemos el siguiente isomorfismo de grupos en la imagen:
i:I' — Autp(G)x G

v (i)
1

donde i, es el automorfismo interior de G' dado por g € G — ygvy™".

Lema 3.9 La imagen del grupo I' mediante i es un subgrupo normal del producto
semidirecto Autp(G)|x G.
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Demostracion:
1 es homomorfismo de grupos porque

(i,y,’y_l)(iu, M_l) = (i'y © iuv'y_li’y(ﬂ_l)) = (i'yuv ('7:“)_1)'
Sea (6, g) € Autr(G)| x Gy (iy,7 ') € i(I'). Entonces:

(0.9) (i, 7 1)(0,9) ™" = (8,9) (65,7 )(07,07 (g ™)) = (ingy), 0(7) 7).

Pero como 6 preserva I' deducimos que i(I") es normal.

Q.E.D.
Ahora si identificamos I'" con su imagen obtenemos el siguiente teorema cuya
demostracién esta esbozada en [9].

Teorema 3.10 Si I es denso en G, entonces Diff(G/T") es isomorfo como grupo
difeolégico al grupo difeoldgico cociente (Autr(G)x G)/T.

Demostracion:

Sea ¢ un levantamiento de un difeomorfismo de G/T'; tal como vimos antes
en la Proposicién 3.5 ¢ es un difeomorfismo de G. Observemos que ¢(g) o (g7),
fijado v € T', es una funcién diferenciable de G que toma valores en I' y por lo
cual tiene que ser constante por ser I' numerable y G conexo. Si hacemos este
razonamiento para todo v € I'" obtenemos:

o(g7) =9(9)0(v), VgelG, VyeT,

siendo 6 una funcién de I" en I'. Pero como 6 no depende del elemento g € G
que estemos considerando, si hacemos g = e obtenemos: 6(v) = o(e) " tp(7).

Llamemos ¢ = 0, = L;(le) o ¢, en donde vemos que 6 es diferenciable de G en G,

y de hecho:

Lema 3.11 0 es un automorfismo de grupos de Lie que induce un automorfismo
de grupos al restringir a L.

Demostracion:

1. Es un homomorfismo de grupos de Lie que aplica I" en T.

Es diferenciable, pues es la composicion de dos aplicaciones diferenciables.
Ademsds aplica I en I', pues ¢ conserva las clases por la izquierda. Es de
grupos, dado que :

e(ny2) = e(1)0(12) = v(€)0(m)0(r2), Ym,72 €T,
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pero entonces

©(€)0(11)0(72) = e(1172) = w(e)f(1172),

de donde deducimos que 6 es de grupos al restringir a I', pero como I' es
denso en G, concluimos que € es un homorfismo de grupos de Lie.

2. Ademis es un difeomorfismo de G pues es la composicién de los difeomor-

-1
fismos ¢ y ch(e)'

3. Ademsds es biyectivo de I' en I'; para ver ésto, sélo hace falta ver que es
sobreyectivo pues el resto ya estd visto. Si no fuera sobreyectivo entonces
habria un elemento g € G con g ¢ T tal que 0(g) € T, es decir, que
pertenecen a distintas clases en G/ T', pero entonces [p(g)] = [¢(e)], lo cual
es una contradiccién pues ¢ es el levantado de un difeomorfismo de G/T.

Luego de hecho 0 € Autp(G), que era lo que querfamos demostrar.
Q.E.D.

Finalmente:

Lema 3.12 Dos difeomorfismos @, ¢ de G, que pasan al cociente, inducen el
mismo difeomorfismo en G/T si y sélo si 0y = i,0, con p=p(e) Lp(e) € T.

Demostracion:
= Si ¢ y ¢ inducen el mismo automorfismo en G//T', como ¢ = L) 00,y
¥ = Lye) © by, tenemos

(Li(e) © 0p) (Lypey © 0p) " = Ry, peT,

debido a que pasaria al cociente como la la aplicacién constante ¢:G/T' — G/ T’
dada por ¢([z]) = [e], Yz € G. Despejando:

L‘p(e)&p = R“L¢(6)9¢.
Adema3s si evaluamos en el neutro obtenemos:
w=1(e) " ole),

dado que 60, y 0, son automorfismos de grupos, que dejan el neutro fijo. Luego:

—1 -1 -1 -1
Oy = Lw(e)RH Loyl = Lw(e)Lw(e)Ru O,
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por lo cual
0y = LuR;,"0,, peT;

dado que R, y L conmutan Va,b € G.
< Son célculos directos.
Q.E.D.
Vamos ahora a construir un aplicacién biyectiva entre los espacios difeolégicos
Diff(G/T) y (Autr(G)|x G)/T. Con el siguiente lema quedard demostrado el
teorema.

Sea ®: Diff(G/I') — (Autr(G)|x G)/T" definida mediante
() = [(6p, p(e))]-

Lema 3.13 La aplicacion ® estd bien definida, es de grupos, es biyectiva y
ademds es diferenciable con inversa diferenciable. Es decir, es un isomorfismo
de grupos difeoldgicos.

Demostracion:

1. Est4 bien definida.

Sean ¢ y 9 difeomorfismos de G que representan levantamientos del mismo
difeomorfismo de G/ I". Entonces por lo que vimos en el Lema 3.12 tenemos
que Oy = L, o R;l 0 0,, donde pu = (e) lp(e) € Ty 0,,0, € Autp(G).
Por lo tanto:

(b, 9(e) = (igr ™) (0, 0(€)),
luego (6, p(€)) y (0,1 (e)) definen el mismo elemento en el grupo cociente

(Autr(G)| x G)/T.

2. Sea ( = po con (, B, ¢ € Diff(G/T); si ¢y 1 son levantamientos de p y 9
respectivamente, entonces ¢ = ¢ o1 es un levantamiento de (. Observemos
también que si ¢ = Ly )0, y ¥ = Ly )0y, entonces

P oV = Lowe)boLipe) by = Lip(e) Lo, (v(e) 0ol = Loe)o,(v(e)) b
por lo cual po)(e) = p(e)f,(Y(e)) y Opop = 0, 0 by. Pero por otra parte:

(O, 0(€))(0y, Y(e)) = (0,04, p(e)0,(¥(e))),

de donde deducimos que ® es de grupos.



3.3 El grupo Diff(G/T). 47

3. Es biyectiva.

Sea @ que se aplica en el neutro del grupo cociente (Autp(G)x G)/T'. En-
tonces p = L;l Oy = R;l,v € I', pero entonces ¥ = idg,r. Por tanto
® es inyectiva. Por otro lado es sobreyectiva, porque dado un elemento
[(8,9)] del grupo cociente del producto semidirecto tomemos un represen-
tante (0,9) € Autp(G)[x G . Entonces es claro que ¢ = Ly o § pasa a un
difeomorfismo @ del cociente G/TI" y que P se aplica por ® en [(6,g)].

4. Veamos que es diferenciable.

Sea oy una carta de Diff(G/T"). Podemos suponer sin pérdida de generali-
dad que U es un abierto de R™ difeomorfo a R™. Por lo cual, por el corolario
3.7, ay:U x G/T' — U x G/T se puede levantar a una aplicacién diferen-
ciable B;:U x G — U x G. Pero ahora la aplicacién \:U x G — G x G

definida mediante

N\, 9) = (Bu(t)(e) ™ Bu(t)(9), Bu(t)(e))
es diferenciable. Luego A\:U — Autr(G) x G dada por

A(t) = (Lgy ()1 © Bu(t), Bu(t)(e))

es una carta en Autp(G) x G. Pero como es un levantamiento de ® o ay,
deducimos que @ es diferenciable.

5. Para ver que la inversa también es diferenciable en sentido difeolégico se
procede de manera andloga.

Q.E.D.

Corolario 3.14 (a la demostracion)

Sean G y G’ grupos de Lie simplemente conezos, sean I' y I dos subgrupos
densos numerables en G y G’ respectivamente. Entonces G/T y G'/T’ son difeo-
morfos si y solo si existe un isomorfismo de grupos de Lie 0 de G en G’ tal que
0 establezca un isomorfismo de grupos entre I' y I".

Corolario 3.15 SiT' es denso en G, entonces D(G/T',G/T') es difeomorfo como
espacio difeoldgico al cociente (Endp(G)[x G)/T.

Ademds en el caso de que G sea abeliano entonces D(G/T',G/T) tiene estruc-
tura de anillo y el difeomorfismo se convierte en un isomorfismo de anillos (en
general no conmutativos) y las unidades de este anillo son justamente Diff(G/T').
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Nota

Es sencillo ver que tanto el grupo Autp(G) como el monoide Endp(G) son
invariantes de la foliacién F (I" denso en G). Es decir si la foliacién F tuviera
asociado otro subgrupo IV en G, el cual serfa necesariamente denso en G por
serlo I', tendriamos: Autr(G) = Autp/(G) como grupos y Endr(G) = Endp (G)
como monoides. Ademds en el caso abeliano Endr(G) tiene una estructura de
anillo (en general no conmutativo) que tiene por unidades Autr(G) y entonces el
isomorfismo de monoides se transforma en un isomorfismo de anillos.

3.3.3 Consecuencias de la propiedad de levantamiento.

Los célculos efectuados en la seccién anterior nos permiten obtener los siguientes
resultados como consecuencias de la propiedad de levantamiento.

Proposiciéon 3.16 Sea M una variedad diferenciable compacta en la que estdn
dadas dos foliaciones de Lie F y F' con hojas densas. Entonces los espacios dife-
olégicos M/ F y M/ F' son difeomorfos si y sdlo si g = g y existe un isomorfismo
de grupos de Lie de G en G’ que lleva T’ en T".

Demostracion:
Si M/F es difeomorfo a M/F' entonces por la Proposicién 3.3 tenemos que
los espacios difeolégicos G/ Ty G'/T” son difeomorfos. Pero por el corolario 3.14
tenemos que existe un isomorfismo de grupos de Lie 6§ de G en G’ que establece
un isomorfismo de grupos entre I' y I".
Q.E.D.

Corolario 3.17 Sea M una variedad compacta, sean F y F' dos foliaciones de
Lie. Entonces M/ F es difeomorfo a M/F' siy sdlo si existe una cubierta reqular
M y dos fibrados localmente triviales D: M — G y D': M — G que induzcan las
foliaciones p* F y p*F' respectivamente y que los morfismos de holonomia de D
y D" sobre (M) coincidan.

Demostracion:
< Consideremos el siguiente diagrama:

D 0 D’

M = G — G — M
Pl { { Ip (3.1)
M — G/T =M/FEM/F =G/T' + M
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con D(x) = D'(z) = e, z € M y siendo 6 el automorfismo de grupos de Lie
que lleva I" en T".

Luego 6 o D y D’ verifican los requisitos.

= Por la Proposicién 3.3, M/F es difeomorfo a G/T'y M/F' es difeomorfo
aG/T. Q.E.D.

Corolario 3.18 §i tenemos una foliacion de Lie sobre una variedad compacta
con hojas densas inducida por dos 1-formas w y W' con valores en un dlgebra de
Lie g entonces w = 0, o', siendo 0, un automorfismo del dlgebra de Lie g.

Demostracion:

Consideremos el diagrama 3.1 de la Proposicién 3.17 con F = F' y I = T".
Sea [D]: M/F — G/T el difeomorfismo inducido por D, [D']: M/F — G/T" el
difeomorfismo inducido por D' y [0]: G/T — G/TI” el inducido por 6; entonces
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

M/F % MJF

D] 4 VDA

a/vr Y g
del cual deducimos que [# o D] = [D’] por lo cual #o D = R, o D', pero como las
dos envian z al neutro, tenemos que

QoD =D

Finalmente 8, o w = W'.
Q.E.D.

Nota

Observemos que en el caso denso una foliacién de Lie sélo puede modelar
sobre un &lgebra de Lie, pues el isomorfismo entre los grupos de holonomia se
podria extender a un isomorfismo entre los grupos de Lie simplemente conexos.
Aunque puede darse el caso de que una foliacién de Lie con hojas densas se le
pueda asociar distintos grupos de holonomia (conjugados).






Capitulo 4

Aplicaciéon a las foliaciones
lineales en el toro 77!

En este capitulo consideraremos foliaciones lineales en el toro T2, para las que cal-
cularemos el grupo de difeomorfismos del espacio de hojas. Estos calculos estan
hechos en [3], pero nosotros aplicaremos el resultado general de Hector y Macias
que hemos visto en el teorema 3.10 del capitulo anterior . Después generalizare-
mos los resultados de Donato [3] en dos direcciones, a los casos de foliaciones
lineales de codimensién uno y de flujos lineales en un toro 7™ con 6rbitas densas.
Las foliaciones lineales en el toro T™ fueron estudiadas por ElKacimi y Azeddine
Tihami para el calculo de cohomologias bigraduadas en [7].

En general entenderemos por foliacién lineal F en el toro 7" una foliacién in-
ducida por la foliacion trivial de R™ que estd generada por un subespacio vectorial
V C R".

4.1 Foliaciones lineales en el toro T2.

Vamos a considerar la foliacién lineal en el toro dada en el ejemplo 2.26 mediante
el nicleo de una 1-forma cerrada. Trataremos de calcular los difeomorfismos
(como espacio difeolégico) del espacio de hojas, asi como otras foliaciones de
Lie sobre el toro cuyo espacio de hojas sea difeomorfo al espacio de hojas de la
foliacion inicial; para hacer esto aplicaremos el Teorema 3.3 y el corolario 3.14.
Estos célculos estan hechos por Donato en [3].

Consideremos el cociente T? = R?/Z?. Sea la 1-forma cerrada en R? dada
por w = dy — adz, a un numero irracional, la cual induce una 1-forma en el

51
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cociente. La foliacién F, que define en el toro tiene sus hojas densas. Llamemos
T, al espacio difeolégico dado por el cociente:

R2

To= s,
R(1,a) + 22

de grupos difeolégicos. Sea I'y, = {m +na : m,n € Z} C R, el cual es un sub-
grupo denso de R. Entonces tenemos que los grupos difeolégicos T, y R/ I’y son
isomorfos como grupos difeoldgicos, pues basta tener en cuenta que el difeomor-
fismo dado en 3.3 en este caso es de grupos.

4.1.1 Clasificaciéon de los toros 7.

Nétese que desde el punto de vista algebraico siempre tenemos:

Proposiciéon 4.1 Para cualesquiera o, B € R irracionales, los grupos cocientes
de R/T'w y R/T'g son isomorfos como grupos algebraicos.

Demostracion:

Para ver esto llega con ver que existe un isomorfismo de R como grupo
abeliano que induce un isomorfismo entre I', y I'g. Basta tener en cuenta que R
es un Q-espacio vectorial. Distingamos dos casos:

L (La)g = (1, Blq-

Dado que {1, a} es un conjunto linealmente independiente sobre ), entonces
por el Lema de Zorn lo podemos completar a una base B de R como (-
espacio vectorial. Pero ahora, si substituimos « por 3 obtenemos una nueva
base B’ de R. Entonces podemos definir el Q-endomorfismo lineal f: R — R
sobre la base B mediante f(a) =8y f(b) =bsibe By b# a. Ademas f
es claramente inyectiva, sobreyectiva (pues B’ es otra base de R) y aplica
isomoérficamente I'y, en I'g.

2. Supongamos que el conjunto {1,a, 3} es linealmente independiente sobre
Q.
Otra vez por el Lema de Zorn lo podemos completar a una base B. Ahora
volvemos a definir un @Q-endomorfismo lineal f: R — R sobre la base B
mediante f(a) =6, f(B) =ay f(b) =bsib e B—{a,f}. Ademas [ es
claramente inyectiva, sobreyectiva (pues lleva la base B en ella misma) y
aplica isomoérficamente I'y, en I'g.
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Como f es isomorfismo @-lineal entonces también es isomorfismo de grupos
abelianos y si cumple los requisitos que queriamos.
Q.E.D.
Sean T, y T dos toros irracionales. Entonces todo difeomorfismo ¢ € Diff(T,, T3),
se puede levantar a un difeomorfismo de R, por ser R un grupo de Lie simple-
mente conexo y Ti,, T cocientes de R por subgrupos numerables de R, tal y
como vimos en 3.5, es decir:

R L R
1 Ta lms
T > Tp
La igualdad 7, o f = ¢ o mg, se traduce en que para todo x € R y para todo
m + na € Iy existe p + ¢ € I'g verificando:
flx+m+na) = f(z)+p+qb.

Ahora, tal y como vimos en el corolario 3.14, f ha de inducir un isomorfismo
6 = —f(0) + f de I'y en I'g, el cual es la restriccién de un automorfismo (de
grupos de Lie) de R.

Pero los tnicos automorfismos de grupos (con la suma) continuos de R en R
son los de la forma 6(z) = Az para un escalar A € R — {0}.

Ademss, como I'y, y I'g son grupos abelianos libres, el isomorfismo 6 res-
tringido a ellos estara determinado por la imagen de los generadores:

py_[(a c m
q B b d n ’
con a,b,c,d,m,n,p,q € Z y donde estamos identificando p + ¢85 = <§) ym+

no = (7:), pues estamos tomando como bases {1,a} y {1, }.

Dado que tiene que ser un isomorfismo de grupos abelianos libres, la primera
condicién que obtenemos es:
a c
det =41
‘ (b d) |
es decir: ad — bc = +£1.
Pero ahora bien, la imagen del 1 € I',, es justamente

Al =)\ =a+bB,
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y la otra condicién que queda es que Aa = ¢+ dfB, de donde sacamos la condicién
ala+ bB) = (¢ + dp). Entonces el difeomorfismo ¢ vendra de un difeomorfismo
f de R definido mediante f(x) = (a +b8)z +r, con r € R.

Diremos que dos nimeros irracionales «, 3 estan relacionados médulo GL(2, Z)

si y solo si
c+dp

a+bs

a=Axfp= (4.1)

a ¢

b d
Finalmente hemos obtenido el siguiente teorema; que estd demostrado en [3].

con A = € GL(2,Z). Claramente es una relacién de equivalencia.

Teorema 4.2 Dos toros irracionales son difeomorfos, y de hecho isomorfos (co-
mo grupos difeoldgicos) si y sdlo si o ~ 3 mdédulo GL(2, 7).

4.1.2 Calculo de los difeomorfismos del toro irracional 7,.

ComoT'y, = {m+na: m,n € Z} («airracional) es un subgrupo denso finitamente
generado de R y dado que R es un grupo de Lie simplemente conexo, por el
Teorema 3.10, tenemos:

Diff(T,) = (Autr, (R)}x R)/Ta,

donde T'y = {(iy,7"!) : v € 'y} y donde i, era la conjugacién interior por
~. Ahora bien, como R es abeliano la conjugacién por 7 se transforma en la
identidad, por lo cual:

(Autr, (R)jx R)/Ts = Autr, (R)x (R/Ts) = Autr, (R)[x Ta.

Nuestro problema principal ahora es calcular Autp, (R) el cual es equivalente a
cacular los A € R — {0} tales que multiplicar por A induce un automorfismo en
I'w. Esta claro que la composicién al pensarlos como escalares se transforma en
la multiplicacién usual.

Teorema 4.3 Supongamos que o es un irracional no cuadrdtico. Entonces el
grupo Autr, (R) es isomorfo a Zs.

Demostracion:

Sea ¢ un automorfismo de R que induce un automorfismo en 'y, y que esté
asociado a un escalar A € R —{0}. Entonces la imagen del 1 estd en Iy, es decir,
Al € I'y,. Luego A = m + na con m,n € Z. Ahora bien, la imagen de a también
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pertenece a Iy, luego Aa = (m + na)a = p + ga y entonces na? +ma = p + qa.
Dado que a no es cuadratico deducimos: n = p =0 y m = ¢, de donde sacamos
A =m con m € Z. Pero como \ induce un automorfismo de I'y, entonces A\~ =
L €T, de donde deducimos m = £1 y A = £1. Luego Autrs(R) = {+id}.
Q.E.D.

Lema 4.4 Supongamos que o es un irracional cuadrdtico con o = v/d para un
d € Z*t. Entonces el grupo Autr, (R) es isomorfo a Zy X Z.

Demostracion:

Si ¢ es un automorfismo de R que induce un automorfismo de I'y, y esta
asociado a A € R — {0}, tenemos que la imagen del 1 estd en I'y, es decir,
A = m 4+ na con m,n € Z. Teniendo en cuenta que ¢~ también induce un
automorfismo de I'y y que estd asociado a A™!, volvemos obtener que A\~ € I,
Pero entonces, recordando que la norma:

N:Z[Vd) — Z,

dada por N(a+bv/d) = a®>—b*d era multiplicativa, obtenemos que A es una unidad
del anillo Z[V/d] y que N(\) = £1. Para esta ecuacién se habfa demostrado en
el Teorema 1.14 que la estructura como grupo multiplicativo de las unidades era
Z2 X Z.

Ademsds, si un elemento de I'y, es una unidad en el anillo, es decir, tiene
norma =+1, entonces es inmediato comprobar que induce un homomorfismo de
grupos de I'y, en I',; pero como su inverso también estd en I',, y vuelve inducir
un homomorfismo de grupos de I'y, en 'y, deducimos que una unidad del anillo
establece un isomorfismo de I',, de grupos con la suma. Luego finalmente:

Autra (R) =ZJy X Z.
Q.E.D.

Teorema 4.5 Supongamos que a es una irracionalidad cuadrdtica. Entonces el
grupo Autr, (R) es isomorfo a Zy X Z.

Demostracion:
En el caso general de una irracionalidad cuadrética «, siempre se puede supon-
er

p—i—r\@
o= —

, pqreEZdeZNigZ.
q
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De hecho podemos considerar

p+Vd
o =

q

, pqc€ZdeZt gz,

sin mas que pasar r para dentro de la raiz y cambiarle el signo, si es necesario, a
poagq.
Consideremos un automorfismo ¢ de R que induzca un automorfismo de T,
y que esté asociado a un A € R — {0}. Dado que A y A~! inducen automorfismos
de T, volviendo a calcular la imagen del 1, deducimos que tanto A\, A\~ € T',.
Por lo cual: .
Mt eZ+Z,,4C 5(Z+Z\/g),

q

donde Z, indica el grupo abeliano libre generado por x. Pero si A = %M

entonces

. om— nvd
e T n2d
Haciendo el mismo razonamiento para A" para cualquier n € Z vemos que A" €
%(Z +Z /7). Ahora haciendo una construcciéon andloga a la de la norma obtenemos
la aplicacién:

A1 m,n € Z.

1 1

dada por
m+nvd,  m?—n%d

N( q )_ q2

que vuelve a ser multiplicativa.

De donde deducimos N(A) = 1. En efecto, en otro caso tendriamos
| N(\) |< 16| N(A™1) |< 1. Podemos suponer que | N(A) |< 1; en caso contrario
razonarfamos con A~!. Entonces tendriamos:

1
N\ =N\"€-Z VneZ",
q

y se tiene N(\) € (—1,1); lo cual es una contradiccién, pues %Z es discreto.
Luego N(A) = 1.

Vemos entonces que siun A € (Z+ 2 v/g) induce un automorfismo de I', ha
de verificar la ecuacién N(\) = £1.

Para terminar nos hara falta un resultado similar al Teorema de estructura
1.14 para los elementos « del anillo Z[v/d] que verificaban la ecuacién N(x) = +1,
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y volveremos a tener una proposicion similar a la del corolario 1.10 para este caso.
De lo que se sigue inmediatamente que en el caso general de una irracionalidad
cuadratica se tiene

Autr (R) = Zy x Z.

Lema 4.6 Todas las soluciones (xy,yn) de la ecuacion N(z) =1 con z, > 1 e
Yn > 0, que inducen automorfismo en L'y son de la forma

wf — yod
q

(

)", nm=1,

donde (23 — y3d)/q es la solucién minima entre las que tienen x > 1 e y > 0.

Demostracion:
Supongamos que existe algin A # +1 en el grupo multiplicativo. Entonces
por verificar la ecuacion:
Tyl
S =,
q
de nuevo se volveria a ver que el conjunto de los 8 € I', que inducen automorfis-
mos en ['y, el cual es un subgrupo multiplicativo de R, tiene estructura Zy x Z.
La demostracién seria anéloga a la del Teorema 1.8 de estructura de las soluciones
de la ecuacion de Pell, teniendo encuenta que si A estd en el grupo multiplicativo
entonces —\ y A también estan.
Veamos ahora que, de hecho, existe algin A 41 en el grupo multiplicativo.
Para ello tomemos d’ = ¢?d. Ahora, si consideramos la ecuacién de Pell:

X?-Y?%d =1,

sabemos que existe alguna solucién distinta de +1. Sea por ejemplo (xg, yo) una
de ellas. Consideremos

ffR — R
r — (04 yogVd)z.
Entonces A = xg + yogv/d induce un automorfismo f de R, pero ademés induce
un automorfismo de I'y. Para ello veamos que f(I'y) C I'y. Lo tnico que hay
que comprobar es que Al, A\a € T',.
1. A1=)XeTl,:
Como A = g + yogV/d, es inmediato que estd en Z + Z i

q
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2. da el

Tenemos que

+Py0\/g+yod €EZ+Z, yi-

q

d d d
Aa = ﬂﬂop + Vd + yoq\/gp +qf = xop +qf

Pero ahora como A~! = z¢—ypgV/d, haciendo un razonamiento simétrico volvemos
a concluir que f~1(I'y) C I'y. Luego de hecho A induce un automorfismo de T',.
Q.E.D.

Nota
Otra manera de demostrar el Teorema 4.6 es viendo que si a = %C\/E donde
a,b,c € Z con m.c.d.{a,b,c} = 1ysi 3 = det Av/d donde A = (CCL 8), entonces

G/Ty = G/Ts. Dado que SL(2,Z) actia transitivamente sobre el conjunto de
nimeros irracionales § tales que G/I'y, = G/I'3 mediante la acciéon dada en
la seccién 4.1, basta tener en cuenta que toda matriz A de GL(2, R) con coefi-
cientes en Z y con m.c.d.{a11,a12,a21,a22} = 1 se puede transformar mediante

. . . n 0
operaciones de matrices elementales en una matriz de la forma ( 0 1 >

Corolario 4.7 El grupo Diff(Ty,) es isomorfo a:
1. Zs|x Ty, si « es un irracional no cuadrdtico.

2. (Za x Z)[x Ty si « es un irracional cuadrdtico.

4.2 TFoliaciones lineales de codimensién uno en 77!,

Sea T = Rn1/Zn*1 Tomemos coordenadas (z1,...,2,,y) en R"! y con-
sideremos la 1-forma exacta en R™™! dada por w = dy — aypdxry — -+ — apdxy,
siendo alguno de los a7, -+, a, un numero irracional. Define una 1-forma ce-

rrada en el cociente 77" y por lo tanto tendrd asociada una foliacién F en
T+, Consideremos el diagrama:
D
Rn+1 = R

pl \
™t — T/F =R/T
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donde D(z1,...,2n,y) = y — aqxy — -+ — apTy. Entonces dD = p*w y el
homomorfismo de holonomia

h:my (T p(O)) = 2" - R

esta dado por

h(k’l, ey kn+1) = k‘n+1 — Oéllﬁ — = Oznk‘n,
siendo O el origen de R"*' v ky,...,k,+1 € Z. Entonces vemos inmediatamente
que I' = (1,aq,...,a,). Pero ademds como I' contiene al 1 y algin nimero

irracional, deducimos que I' es denso en R, consecuentemente la foliaciéon F es
de hojas densas.

4.2.1 Clasificacién de los espacios de hojas.

Ahora de nuevo nos va interesar calcular el grupo Diff(R/T"), pero también nos va
a interesar calcular los grupos difeolégicos R/T” con IV otro subgrupo abeliano
libre de tipo finito y denso en R, tales que sean difeomorfos en sentido difeolégico
aR/T.

Para calcular Diff(T™!/F) vamos a tener que considerar R y los subgrupos
I' C R finitamente generados y densos. Como I' es un subgrupo finitamente
generado, contenido en un grupo abeliano sin torsién deducimos que I' es un
grupo abeliano libre con una base formada por un ntimero finito de elementos.
Sea B = {fo, ..., Bm } una base del grupo abeliano libre I (n > m > 1).

Lema 4.8 Podemos restringirnos a considerar el caso de un subgrupo I' abeliano
libre de R con base B = {1, a1, ..., }.

Demostracion:
SiT = (Bo,P1, - Bm) consideremos el automorfismo de R:

R — R

r o= Byl

Lleva T' en B;'T' = I", que tiene como base B’ = {1, a1, ...,ay,}, siendo oy, =
By B, 1 <k < m.

Como R/T y R/T’ son isomorfos como grupos difeoldgicos tenemos que
Autp(R) = Autp/(R) (por ser isomorfos sobre R mediante el automorfismo que
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consiste en multiplicar por fy), y se sigue que Diff(R/T") y Diff(R/I”) son iso-
morfos.

Q.E.D.

Ahora, volviendo a utilizar la condicién de levantamiento, vemos de nuevo
que los subgrupos abelianos libres I de R tales que R/ T es difeomorfo R/ T son
aquéllos para los que existe un A € R— {0} tal que A, Aoy, ..., Aay, es una base de
I. Al igual que en el toro de dimensién dos, veremos esta condicién como una
cierta relacién de equivalencia dada por una accién de GL(m + 1, 7).

Sea la acciéon de GL(m + 1, Z) sobre la base {a1, as,...,an} dada por:

a1 a12 + a0 + -+ Aep41)20m B
A x : = - : = :

Q| —

Om A1 (m+1) T A2(m+1)¥1 + -+ Qnt1) (m+1)Xm Brm

siendo d = a1 + as1a1 + -+ - + A(m41)1Om- La accién esté bien definida porque
{1,a1,...,am,} son linealmente independientes sobre (). Finalmente tenemos la
siguiente proposicién, de demostracién andloga a 4.1

Proposicién 4.9 Sean T' = (1,01,...,am) y IV = (1,51,...,Bm) dos grupos
abelianos libres del mismo rango. Entonces los grupos cocientes R/T y R/ T son
isomorfos como grupos algebraicos.

También tenemos el siguiente teorema, de demostracién andloga a la del Teorema
4.2:

Teorema 4.10 SeanT = (1,a1,...,apm) yI' = (1,51, ..., Bm) dos grupos abelianos
libres del mismo rango y con sus respectivas bases. Entonces R/ T es difeomor-
fo a R/T si y sdlo si (a1,...,am) estd relacionado con (Bi,...,Bm) mddulo
GL(m+1,2%).

4.2.2 Cailculo de Diff(T/F).

Lema 4.11 Sea A la clausura integra sobre Z de una extension de grado finito
Q(B) de Q. Supongamos que \' € éA Vi € Z, para algin q € ZT. Entonces
MATL e A, es decir, \ es una unidad de A.

Demostracion:
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Tenemos que A es un dominio de Dedekind, es decir, un dominio donde todo
ideal de A se factoriza como producto de ideales primos.

Se denomina ideal fraccionario de A a todo submddulo M (sobre A) contenido
en el cuerpo de fracciones K de A, para el cual existe un elemento v € K tal que
M = vZ, siendo Z un ideal de A.

Recordemos (ver [8], [17]) que si tenemos un dominio A y K es su cuerpo de
fracciones, entonces: A es dominio de Dedekind si y sélo si el conjunto de ideales
fraccionarios de A forman un grupo con la multiplicacién de ideales.

Ademads, por ser dominio de Dedekind, todo submédulo (sobre A) de tipo
finito contenido en Q(/3) es un ideal fraccionario, es decir, que se factoriza como
producto de ideales primos (los cuales pueden estar elevados a potencias negati-
vas).

Sean

(@) =P™---P" y (N)=Q7"--Qr, mi,...,mgni,....,nt € Z

las factorizaciones en potencias de ideales primos de los A-mdédulos generados por
q y X respectivamente. Como ¢g\" € A Vn € Z deducimos que m1,...,mg € Z+
yny=---=mn; =0. Por lo cual () = A, de donde se sigue que A es una unidad
de A .

Q.E.D.

Teorema 4.12 FEl grupo Autp(R) es isomorfo a

Zyx Zx ) xZ renN.

Demostracion:
Supongamos que A € R— {0} induce un automorfismo en I', consideremos los
siguientes casos:

1. Supongamos que la base B del grupo abeliano libre I es una base algebraica
sobre () de una extensién Q(/3) de grado finito sobre Q.

Supongamos ademés que el niimero de raices reales del polinomio minimo
de (8 sobre @ es t, y el nimero de raices complejas del polinomio minimo
sobre ) de B es 2s. Entonces por el Teorema 1.16, tenemos que el grupo
de unidades del anillo de la clausura integra A de Q(B) sobre Z con la
multiplicacién es isomorfo a:

s+t—1)

Loy X ZX XJZ.
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El grupo de torsién es Z5 debido a que las tnicas raices de la unidad sobre
R son +1.

Dado que I' es un Z-médulo de tipo finito y del mismo rango que la clausura
integra de Q(f3) sobre Z, deducimos que para un ¢ € Z+ adecuado tenemos
que I' C %A, por lo cual:

Mle—A

SN

Como ademés g\" € A Vn € Z, deducimos por el Lema previo que \, \"! €
A. Ahora bien, es claro que el subgrupo multiplicativo Aut4(R) de R es
el grupo de las unidades de A, que tiene una estructura de grupo con la
multiplicacién isomorfa a

s+t—1)

Lo X Z X XZ.

Pero ademads, como hemos visto ahora, si un A € Autp(R) entonces \ €
U(A), es decir:
Autr(R) C Auta(R),

por lo cual
Autp(R) = Za x Zx ", xZ, reN.

El problema es que ahora no conocemos el valor de r, pero si que sabemos
que 0 <r<s+t—1.

. Supogamos ahora que B no es la base de ninguna extensién algebraica sobre

Q. Entonces dividamos B en la unién disjunta de dos conjuntos:
B=B,1I By

donde B4 esta formado por los elementos algebraicos de B y Br por los
transcendentes.

Distingamos dos casos:

(a) Supongamos que B = (), es decir B4 = B.
Como el 1 € By volvemos a deducir que si A € R — {0} induce un
automorfismo de I' entonces \™ € I' Vn € Z.

Ahora, dado que los elementos de B4 son algebraicos y un ntimero fini-
to, podemos considerar una extensién algebraica de grado finito sobre
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() que contenga a By, de hecho podemos considerar una extension
minima entre las que contienen a B4, sea ésta Q(f3).

Sea A la clausura algebraica de Q(f) sobre Z. Por razonamientos
andlogos a los anteriormente hechos volvemos a deducir que A € U(A),

por lo cual: Autp(R) = Zy x ZX ", xZ, reN.
Br # 0.

Seaun A € R—{0} que induce un automorfismo de I'. Entonces, como
siempre, tenemos A € I' y de nuevo tenemos también que A" € I',Vn €
Z.

Pero, como I' es un grupo abeliano libre de tipo finito, deducimos que
tiene que haber una combinacién lineal finita sobre Z de {1, !, ..., A"}
igualada a cero y con algin coeficiente distinto de cero. De donde
deducimos que A tiene que ser algebraico sobre ). Luego A es combi-
nacién lineal sobre Z de elementos de B 4. Entonces, como la multipli-
cacién de elementos algebraicos sobre ) vuelve a ser algebraico sobre
Q, deducimos que A establece un automorfismo del grupo abeliano
libre (B4).

Ahora tomemos un elemento transcendente t € Br. Entonces, dado
que A # 0 es algebraico, deducimos que At es transcendente. La matriz
asociada a A respecto de la base { By, Br} tendrd la forma:

AB, *
( 0 )\BT) ’
donde Ap, es la matriz con coeficientes enteros asociada al isomor-
fismo de grupos abelianos libres que induce A en (B4) y por lo cual
pertenece a GL(k, Z), siendo k el nimero de elementos de B4, es de-
cir, det(Ap,) = 1. De donde deducimos A € GL(n,Z) si y sélo si
Mg, € GL(k,Z) y A, € GL(n—k, Z). Por lo cual X tiene que trans-
formar la base del grupo abeliano libre (Br) en otra base del grupo
abeliano libre (B7) més una parte algebraica, la cual no importa.
Luego
Autr(R) C Aut<BA>(R),

pero por lo visto antes:

Autp,)(R) = Za X Zx sz ren,
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de donde deducimos

AutF(R):ZQXZX T) X7, r’ € N.

Vemos tanto en el caso 1) como en el 2) que el grupo de automorfismos
de R que fijan I' estara contenido en el grupo de unidades de la clausura
integra A de una extension finita de @, por lo cual serd isomorfo a :

Lo X LX -T-)- xXZ, r € N.

Q.E.D.

Nota

Otra manera de demostrar el Teorema es tener en cuenta que Endr(R) es un
anillo por ser R un grupo de Lie abeliano. Pero ademaés en este caso también es
un anillo conmutativo, el cual es un Z-médulo de tipo finito. Por tanto estara
contenido en alguna clausura integra A sobre Z de una extensién finita de cuerpos
de Q. Pero, como grupo, Autp(R) se corresponde con el grupo de las unidades del
anillo Endr(R), el cual estd contenido en el grupo de las unidades de A; entonces

. . r)
vemos que tiene que ser isomorfo a Zy X Zx -+ xZ,conr € N.
La ventaja de la primera demostracién es que nos da un método efectivo para
calcular Autr(R) como se verd después en los ejemplos.

Corolario 4.13 El grupo Diff(R/T") es isomorfo a (Zy x Zx ", xZ)x R/ T,
para algun r € N.

Ejemplo 4.14 Consideremos B = 1] By, con B un conjunto finito de elemen-
tos transcendentes y tal que el conjunto B es linealmente independiente sobre Q.
Entonces, como vimos antes, los A € R — {0} que inducen automorfismo sobre
I' =< B > tienen que pertenecer a < B4 >= Z e inducir un automorfismo sobre
< By >=Z. Luego A = £1. Por lo cual:

Diff(R/T) & Zo|x R/T.

Ejemplo 4.15 Si consideramos B = {1, v/2, v/4} entonces se puede ver que la
clausura integra A de Q(+/2) sobre Z es justamente I' =< B >. El polinomio
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minimo ménico de /2 sobre Z tiene dos raices complejas y una real (s = 1y
t = 1). Entonces como I' = A tenemos que

Autp(R) 2 UT) =2 Zy x 25T = Zy x Z,

por lo cual

Diff(R/T) & (Zo x Z)|x R/T.

Ejemplo 4.16 Consideremos ahora B = {1,v/2,e, (1++/2)e}, ysea =< B >.
Entonces tenemos By = {1,v/2} y Br = {e, (1 + v2)e}.

Como habfamos visto antes, si un A € R — {0} inducia un automorfismo de
I', entonces A €< B4 > e induce un automorfismo en B,. Pero, como vimos,
< 1,v/2 > es la clausura integra de Q(1/2) sobre Z. Ademds el grupo de unidades
de Z[v/2] se descompone en

{£1} x {1 +V2)", ne Z}.

Como multiplicar por 1 + /2 induce un automorfismo sobre < Br > (porque
B' = {(1 +v2)e, (1 + /2)%¢} es otra base del grupo abeliano libre engendrado
por Br), obtenemos que:

Autr(R) = {£1} x {(1+V2)", ne Z},
Diff(R/T) = (Zy x Z)[x R/ T.

4.3 Foliaciones lineales de dimensién uno en 771!,

La importancia de las foliaciones lineales de dimensién uno con hojas densas en
el toro 7! nos la indican los siguientes teoremas de Caron, ver [2]:

Teorema 4.17 Sea M wuna variedad compacta de dimension n + 1 en la que
estd dado un flujo con drbitas densas que modela sobre un dlgebra de Lie g de
dimension n. Entonces g es isomorfa al dlgebra de Lie abeliana R™.

Teorema 4.18 Sea M una variedad compacta de dimension n + 1 en la que
estd dado un flujo con orbitas no compactas que modela sobre el dlgebra de Lie
abeliana R". Entonces M es difeomorfa a T™ vy la foliacion asociada al flujo
por el difeomorfismo se transforma en una foliacion lineal.
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Sea Tt = R+l /Z7+1 Tomemos coordenadas (x1,...,Z,,y) en R y con-
sideremos la 1-forma exacta en R"*! con valores en el dlgebra de Lie abeliana
R" dada por w = (dx1 + a1dy,...,dz, + apdy) con ay,...,a, nimeros reales.
La forma w induce una 1-forma cerrada en el toro 77! y por lo tanto tendra
asociada una foliacién F en T"*+!. Consideremos el siguiente diagrama:

Rt 2 R
pl I
™t — T"/F =R/T

donde D(x1,...,2pn,y) = (1 + @1y, ..., 2y + any). Entonces dD = p*w y el
homomorfismo de holonomia

h:m (T p(0)) = 2" — R"
estd dado por

h(ki,. .. kny1) = (k1 + kpg1oa, ..o by + kppran),

siendo O el origen de R"*' y k1,..., k.41 € Z. Entonces vemos inmediatamente
que

L'={(e1,...,en, (a1,...,00)),
siendo eq,...,e, la base candnica de R™.

4.3.1 Preliminares.

En nuestro caso analizamos cocientes de R™ por subgrupos densos y numerables,
que en el toro son ademas finitamente generados por serlo el grupo fundamental
del toro.

Lema 4.19 Sea I un subgrupo discreto de R"™. Entonces el rango de I' es menor
o igual que n.

Demostracion:
Supongamos que el rango del grupo abeliano I' fuera estrictamente mayor
que n. Consideremos un subgrupo I'V de I" de rango n. Dado que I' era discreto

tenemos que I también es discreto. Sea B = {f1,--,3,} una base del grupo
abeliano libre I, entonces B es también una base de R", porque en otro caso
tendriamos 0 = a181 + -+ - + anfBy, con ay,---,a, € Ry alguno de ellos distinto

de cero, pero esto contradice que I era discreto (pues habria elementos de I
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tan préximos al neutro como quisiéramos). Entonces si cocientamos R"™ por I
obtenemos un toro de dimensién n. Pero ahora el grupo abeliano I'/ T acttia de
manera propiamente discontinua sobre el toro. Pero como el toro es compacto
deducimos que I'/T” tiene que ser finito, de donde se sigue que el rango de I es
el mismo que el de I".

Q.E.D.

Lema 4.20 Un subgrupo I' de R™ es denso en R™ si y solo si para cualquier
aplicacion lineal sobreyectiva (continua) f: R — R se tiene que f(I') es denso
en R.

Demostracion:

= Como f es continua tenemos que f(T') C f(T).

< Dado que la adherencia de T' es un subgrupo (de Lie) de R"™, veamos que
la componente conexa V de I' que contiene al origen tiene que ser un subespacio
vectorial de R"™ de dimensiéon m > 1. En otro caso I' seria discreto en R" y el
rango de I' seria menor o igual que n por el Lema 4.3.1. Si una de las bases de
I" fuera una base para R, tendriamos que al proyectar en la direccién de uno
de los vectores de la base nos saldria un subgrupo discreto de R. En otro caso
proyectando en una direccién ortogonal a los elementos de una de las bases de I'
obtenemos el cero. Asi, en los dos casos se contradice la hipdtesis (que la imagen
de I mediante cualquier proyeccién sobre R es densa), luego la dimensién de V' es
igual 6 mayor que 1. Si cocientamos R por el subespacio vectorial V', obtenemos
R"/V =2 R™ y (I'+V)/V C R" ™ es discreto en R"~™. Entonces, volviendo
a repetir el anterior razonamiento al par (R"~™,T' + V/V), podemos definir una
aplicacién g: R"™™ — R lineal, continua y sobreyectiva tal que g(I' + V/V) es
discreto. Ahora, si consideramos la proyeccién canénica : R™ — R"/V = R*™™
la aplicacién f = g o m: R™ — R es lineal, continua, sobreyectiva y verifica que
f(I") es discreto. Lo cual es una contradiccion.

Q.E.D.
Proposicién 4.21 El grupo abeliano libre I' = (e1, ..., en, (a1,...,ay)) es denso
en R™ siy solo si el subgrupo abeliano libre (1,aq,...,ay) tiene rango n + 1.
Demostracion:
= Supongamos que (1,1, ...,a,) no tiene rango n + 1. Entonces tenemos

una combinacién lineal con coeficientes enteros tal que

mg +miay + -+ mpa, =0,
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donde my,...,m, € Z y alguno es distinto de cero. Entonces si consideramos la
aplicacién lineal f: R™ — R definida por f(e;) = m;, 1 < i < n, vemos que

f(r) = <m1> <oy My, _m0>7

el cual es discreto y contradice el Lema previo 4.20.

< Si I no fuese denso entonces por el Lema previo 4.20 ha de existir alguna
aplicacién f: R™ — R tal que f(I') no es denso en R; por tanto f(I') es discreto.
Pero entonces dado que los tnicos subgrupos discretos de R son los que poseen
un unico generador independiente, tenemos que f(I') = (5). Por lo cual f(e;) =
a;B8, Vi € {1,...,n}, f((aa,...,a)) = mpB con m,aq,...,a, € Zy f € R.
Observemos que 8 # 0 y algin a; es distinto de cero, pues f es sobreyectiva.
Pero entonces tenemos

aro1f + -+ apan B = mp,
y dividiendo por 8 obtenemos
ajay + -+ apoy = m.

Finalmente, como m, ay,...,a, € Z y a; # 0, deducimos que (1, a1, ..., ay) tiene
rango estrictamente menor que n + 1. Lo cual es una contradiccién.
Q.E.D.
Dado que la imagen de 71(7™*!) por el morfismo de holonomia h es un grupo
abeliano libre en R™, entonces para que la imagen sea densa ha de ser h inyectivo,
es decir, las hojas de la foliacién de Lie han de ser simplemente conexas (71 (L) =
Kerh). De hecho, una hoja cerrada serfa difeomorfa a S', que no puede ser
densa.
Componiendo con un automorfismo de R"™ podemos suponer que la imagen de

h es el grupo abeliano libre engendrado por I' = (ey, ..., ey, (a1,...,ay)), donde,
por la Proposicién 4.21, {1,aq,...,a,} han de ser linealmente independientes
sobre Q.

4.3.2 Clasificacién de los espacios de hojas.

Para calcular Diff(T"*!/F) ser4 1til e interesante calcular las foliaciones lineales
de dimensién uno en 7"*! tales que el espacio de hojas es difeomorfo a T/ F.

Proposicién 4.22 Sean F y F' dos flujos lineales densos en el toro T™ L, que
estardn asociados a vectores (1,a1,...,an) y (1,B1,...,6n). Entonces T" Y/ F
es difeomorfo a T | F' siy sélo si (a1, ..., ay,) estd relacionado con (B1,. . ., Bn)
mddulo GL(n+ 1, 7).
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Demostracion:

Como T"1/F es difeomorfo a R"/T y T" ! /F" es difeomorfo a R"/T",
siendo I' = (eq,...,en, (a1,...,a0)) y IV = (e1,...,en,(B1,...,0n)), entonces
por el corolario 3.14 tendremos que ver la existencia de un automorfismo 6 de R"
que lleva T en IV es equivalente a que v = (ay,...,a,) y w = (B1,..., Bn) estén
relacionados médulo GL(n + 1, Z).

Sea ¢ un automorfismo de R"™ que induzca un isomorfismo de I" en I”. En-
tonces la matriz asociada a ¢ respecto la base canénica de R™ sera

ayyp -+ Qip
A— . .

Gn1 - Qnn

Como A(e;) tiene que estar en IV deducimos que

(a1js s ang) = (bij +¢jB1, .., bnj + ¢ifBn)

con b;j,c; € Z para todo i,j € {1,---,n}.
Ahora AvT también tiene que estar en I, por lo cual

dy + cny151
(AvT) = :

)

dp, + Cn-‘rl/Bn

de donde obtenemos las ecuaciones:
(bi1 +c1Bri)oa + -+ (bin + enfr)an = di+ cuy1bi,

(bnl + Clﬁl)al +---+ (bnn + Cnﬁl)an = dn + Cn+16n-
Despejando Sy, - - -, B, obtenemos:

dy —briag — -+ = bipay
)
—Cp+1 tCray + -+ cpay

B =

dp — bprag — -+ = bppay

ﬁn:

—Cpt1t+C1ay + -+ Cnan'
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Pero como A tiene que inducir un isomorfismo en los grupos abelianos libres,
entonces si B es la matriz asociada al isomorfismo de I" en I que induce A

respecto a las bases {e1,...,en,v} v {e1,...,en, w}, tenemos
b1 -+ bin Ay
B—| : : : 7
bnl o bnn dn
c1 + Cp  Cpyl
donde B = (bZJ) S GL(TL + 1, Z).
Recordemos que la accién de GL(n+1, Z) sobre v = (o, ..., a;) estaba dada
por:
a; . Ji2 + fear + -+ fangr)20m b1
F . = — N g .
* : d : . ’
Qn Jime1) T fomyyor + -+ flmt 1) (me1)Om Bn
con FeGL(n+1,2)yd= fi1+ fora1 + -+ f(n+1)1an.
Por lo cual:
_Cn+1 dl R dn
e C‘l =bi1 - —bm
Cn —b1n o —bun

Pero como det B = +1 si y sélo si det F' = £1, deducimos que existe un auto-
morfismo de R"™ que induce un isomorfismo de I' en I si y sélo si v y w estén
relacionados médulo GL(n + 1, 7).

Q.E.D.

4.3.3 Calculo de Diff(T/F).

Teorema 4.23 Sea F una foliacion lineal de dimension 1 con hojas densas en
el toro T" 1, la cual estard asocida a un vector director (1,ax1,...,ay). Entonces
el grupo Autp(R"™) es isomorfo a Auty(R), siendo H el grupo abeliano libre de
R con base {1,a1,...,an}.

Demostracion:
Calcular las matrices A € GL(n,R) que inducen un automorfismo en T,
por lo visto en 4.22, es equivalente a calcular las matrices F' € GL(n + 1,7)
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tales que mediante la accién de GL(n + 1, Z) sobre (aq,...,ay) dejan el vector
v = (aq,...,q,) invariante. Es decir, hay que calcular el estabilizador de la
accién de GL(n +1,Z) en el vector v.

Tal y como vimos en la Proposicion 4.10, un subgrupo abeliano libre de R de

rango n + 1 y con base {1, 31,..., (s} era isomorfo sobre R a otro subgrupo con
base {1,A1,..., Ay} siy s6lo si el vector (B1,...,05,) estaba relacionado con el
vector (A1,...,A,) médulo GL(n+ 1, Z). Por lo cual calcular los automorfismos

de R que inducen automorfismos sobre el grupo abeliano libre generado por
{1, 1, ..., Bn} es equivalente a hallar el estabilizador de la accién de GL(n+1, Z)
sobre el vector (81, ..., Bn).

Finalmente deducimos que Autp(R") es isomorfo a Auty(R), que por el Teo-

rema 4.12 es isomorfo a Zs X Zx 7. X Z para algan r € N.
Q.E.D.

Corolario 4.24 Sea F una foliacién lineal de dimension 1 sobre el toro T™H!
con hojas densas. Entonces

DIff (T F) = Zy x Zx - x Zp (T ) F),
conr € N. Ademds r <n.

Demostracion:

Para el isomorfismo basta tener en cuenta que T"*! es abeliano (por lo cual
un automorfismo interior se transforma en la identidad) y los isomorfismos de los
teoremas 3.3 y 4.23. Para la acotacion de r tener en cuenta los teoremas 4.12 y
4.23.

Q.E.D.

4.4 Foliaciones lineales transcendentes en el toro 77!,

Una foliacién lineal de dimensién 1 < k < n + 1 en T"H! estd asociada a la
foliacién trivial determinada por un subespacio lineal dimensién k en R"*!. De
acuerdo con [5] damos la siguiente definicién.

Definicion 4.25 Llamaremos foliacion transcendente a cualquier foliacion lineal
sobre el toro T, de dimensién k < n + 1, tal que el subespacio invariante que la
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genera tiene una base:

— (ol Al Al 1
v = (a1,05,03,...,0,,1)

v, = (a¥, 0k 0k ... ok 1)
tal que el conjunto {a{ } es algebraicamente independiente sobre (). A la base
B = {vy,...,v;} la llamaremos base de transcendencia.

Nota

Toda foliacién transcendente es densa, dado que la foliacién generada por uno
de los vectores de una de las bases de transcendencia (por lo visto en la seccién
anterior) ya es densa en 771,

Tenemos las siguientes caracterizaciones de las foliaciones lineales transcen-
dentes. La primera de las cuales esta comentada en [5] en el caso bidimensional.

Lema 4.26 Un subespacio vectorial V. C R"™! genera una foliacién transcen-
dente en el toro T™ si y solo si el subespacio W ortogonal a V genera una
foliacion transcendente en el toro T 1.

Demostracion:

Observemos que llega con demostrar una implicacién.

= Si el subespacio V' C R™! tiene codimensién uno, consideremos el vector
producto vectorial w = v; A- - - Av, de una de las bases de transcendencia asociada
a V, es decir

€1 cee En En4l
al ... ol 1
w = det .
n n
of oy 1

Dado que el conjunto {ag } era algebraicamente independiente sobre (), obte-
nemos que las coordenadas de w son algebraicamente independientes sobre @ (en
particular w,, # 0) y por tanto la tltima coordenada del vector z = w,, !
verifica las condiciones.

wesly

Supongamos ahora que el subespacio V tiene codimensién k£ + 1 y que una
base B de transcendencia de V estd formada por los vectores

vy = (ad,...,ak 1)

U = (Y75, ...«
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Observemos que podemos completar B con un conjunto de vectores {v1, ..., v}
tal que el conjunto By = {v1,...,0q_k, 0], .. ,U;_H} es una base de transcen-
dencia de R™*! (por la numerabilidad del conjunto de niimeros reales que son
algebraicamente dependientes sobre Q(t1,...,t,) con t1,...,t. € R). Entonces
si consideramos el producto vectorial w® = (wi, ..., w!) del conjunto de vectores
By — {v}}, tenemos que W = {z1,...,2p11} donde z; = (w?) lw’ verifica las
condiciones requeridas.

Q.E.D.

Lema 4.27 Sea (T, F) una foliacién lineal de codimension k. Entonces la
foliacion F es transcendente si y solo si puede ser definida por una 1-forma w
con valores en el dlgebra de Lie abeliana R*

dry + Bldrgy + -+ ﬂ?_kdaznﬂ
w = : ,
dzy + BEdzgsr + - + Bg_kd$n+1

tal que el conjunto {Bf} sea algebraicamente independiente sobre Q.

Demostracion:
= Sea V el subespacio vectorial de R™*! que genera la foliacién F. Entonces
por el Lema 4.26 el subespacio vectorial W ortogonal a V' también admite una

base de transcendencia, sea ésta {wi,...,wy}, con
| 1

wy = (ag,...,q,,1)
_ k k

wi = (af,...,ap,1)

siendo el conjunto {04{ } algebraicamente independiente sobre Q.
Si consideramos la 1-forma cerrada w definida en R™*! que toma valores en
el dlgebra de Lie abeliana R* definida por

drny1 + aldry + - + aldz,
w= : ;
dzni1 + fdry + -+ + akday,

define una 1-forma cerrada o en T"*! con valores en el dlgebra de Lie abeliana
RF e induce la foliacién F, por ser {wi,...,wi} una base de W. Entonces si
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consideramos el diagrama de la Proposicién 3.3

D
‘Rn+1 ‘Rk

pl l
Tm+1 N Rk/r g{Tn+1ﬁF

con L L

Tpt+1 +oq21 + -+ oy

D(x17~-->xn+1): )

Tp41 + alfxl R ozf;xn
tenemos dD = w y el grupo de holonomia I' asociado a la foliaciéon F estard
determinado por las imagenes de los generadores de 7y (T"11), es decir

L= {((a},....;o), ..., (ak,...,aF), (1,1,...,1)).

n’ n

Ahora, como {(ad,...,a}),...,(a}, -, aF)} es una base de R¥ (su determinante
es distinto de cero por ser el conjunto {a?} algebraicamente independiente sobre
Q), podemos considerar el isomorfismo lineal A de R* definido por

o] ay,
Al @ | =e,...,A| ¢ | =eg,
o o
siendo {ey,...,er} la base canénica de R¥. Entonces tomemos
1 1 n—=k n
£ Qk+1 1 aq
=4 : e : =A]| :
1 k n—k n
Br Qi k o
1-k
r 1
: =A|:
n+1—k
B 1

Como el conjunto {af } era algebraicamente independiente sobre @), deducimos
que el conjunto {Bf } es algebraicamente independiente sobre @ y verifica las
condiciones exigidas.
< Similar.
Q.E.D.

Posteriormente en [5] se demuestra un lema (el cual analizaremos en la siguiente
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seccién 4.31) para foliaciones transcendentes con la ayuda de otro lema que es
un caso particular del Teorema 3.10 de Hector y Macias. Esto sirve a B. Herrera
(en el caso transcendente) para caracterizar como +id los automorfismos del
algebra de Lie transversa R asociados a difeomorfismos de (T, F) (dado que
un difeomorfismo de (T"*!, F) induce un difeomorfismo del espacio de hojas, que
por el Teorema 3.10 estd asociado canénicamente a un automorfismo del grupo de
Lie R* salvo una traslacién) y dar condiciones que le permiten observar el caracter
trivial del Haz Conmutante en foliaciones transversalmente paralelizables tales
que la adherencia de una hoja es una foliacién lineal transcendente.

Nosotros caracterizaremos los automorfismos del algebra de Lie transversa
asociados a difeomorfismos de (T"*!, F) como 4id (haciendo otra demostracién
distinta a la hecha en [5]) y donde debilitaremos la condicién de que la foliacién
lineal sea transcendente.

Proposicién 4.28 Sea (T, F) una foliacion lineal de codimension k definida
por la 1-forma en R"1

day + Bldaggs + -+ B Fda,
w = .

dxy, + Bidagsr + -+ B da,

Supongamos que cualquier polinomio con k(n+1—k) variables y coeficientes en Q
que se anule sobre el conjunto {B]} tiene grado mayor estricto que 2. Entonces si
© € Aut(T"H, F), el automorfismo que induce sobre el dlgebra de Lie transversa
solo puede ser tid.

Demostracion:
Observemos que para la 1-forma w el grupo de holonomia I" esta dado por

T ={e1, ... en (B, ..., BL),. .., (BFTI7F, . pptiky),

Haciendo un razonamiento similar al hecho en el Teorema 4.22 deducimos que si
A es la matriz asociada a un isomorfismo lineal de R respecto la base canénica
que induce un automorfismo en I', tendra la siguiente forma

101 1 n+1—k ka1 k n+1—k
)

1451 1 n+l—k k31 k nt1—k
M1+ C1B -+ By e Mk + B e By
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con m;j, cz € Z. Ahora con las condiciones A(I') C I" deducimos condiciones de
dependencia algebraica sobre ) para el conjunto { Bf }, las cuales estan dadas por
polinomios en k(n + 1 — k) variables con coeficientes en @) y de grado menor o
igual que 2, salvo si CZ =0conl1<j<kyl<i<n+1-—k También tenemos
que m;; = 0 si ¢ # j. Luego la matriz A es diagonal, con todos los términos
my; de la diagonal iguales. Pero como tiene que inducir un automorfismo en I,
deducimos que la inversa de A tiene que ser del mismo tipo; por lo cual m;; = £1
con 1 < i < k. Finalmente tenemos que el isomorfismo lineal de RF asociado a
A tiene que ser +id.
Q.E.D.

Nota

Observemos que para una foliacion lineal transcendente los automorfismos
del algebra de Lie transversa son +id, pues por el Lema 4.27, tenemos que la
foliacién tiene asociada una 1-forma w del tipo del Lema 4.28, siendo el conjunto
{B7} algebraicamente independiente sobre Q.

De hecho, para lo que acabamos de demostrar sélo hemos necesitado que si
¢ € Aut(T""1 F), entonces ¢ induce un difeomorfismo en el espacio de hojas
T"*1/F. Es decir, de acuerdo con el Teorema 3.10, tenemos:

Corolario 4.29 Sea F una foliacion en T™! asociada a una 1-forma w en las
hipétesis del Lema 4.28. Entonces Diff(T"1/F) = {+1}|x T/ F.

8
Si denotamos por 3; = : con 1 < j <n+1-—k, entonces tenemos la
By
siguiente proposicion, de calculos semejantes a las proposiciones 4.22 y 4.28.

Proposicién 4.30 Sean F y F' dos foliaciones de codimensién k en el toro T"+!
asociadas a 1-formas en las condiciones del Lema 4.28, definidas por vectores

it "
Bj = : yvi =1 : |, 1< 7 <k respectivamente. Entonces los espacios de
C\B/S A\ _ .
hojas de las foliaciones son difeomorfos si y solo si

v=(A+BB)"(C +BD),
siendo A, B,C, D matrices dadas por las siguientes condiciones: A € Myxr(Z),

B € Mpi1-iyxk(Z), C € Myxng1-1)(Z2), D € Mpi1—pyx(n+1-k)(Z) ¥

A C
M = <B D) € GL(n+1,2).
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4.5 Anadlisis y consecuencias finales.

A partir de ahora, dado que no supone restriccién ninguna, supondremos que una
aplicacién diferenciable ¢: T/ F — Tn1/F" lleva la hoja F de F que pasa
por p(O) en la hoja F’ de F’ que pasa por p(O), siendo O el origen de R"*! y
p: R"t1 — T+ |a proyeccién canénica. Ademés F y F' seran foliaciones lineales
en el toro T"*! y tendran asociadas aplicaciones desenrollantes D: R"*1 — RF
(con grupo de holonomia I') y D’: R**' — R! (con grupo de holonomia I").

En [5] se demuestra un lema para foliaciones transcendentes o para foliaciones
lineales tales que el subespacio vectorial que las genera admita una base de vec-
tores con flujos asociados compactos o densos. Nosotros lo generalizaremos para
una foliacién lineal arbitraria en 77+,

Lema 4.31 Sea (T, F) una foliacion lineal, sea ¢ € Aut(T™, F). Entonces
la aplicacion inducida en homotopia @7 (T™) — w1 (T™1) que se extiende
de manera candnica a una aplicacion lineal de R™ ! (mediante los puntos finales
de los levantamientos de m (T"Y) en R a partir del origen de R"*') deja
invariante el subespacio vectorial de R™ ' que genera la foliacion.

Demostracion:
Distingamos dos casos.

1. Supongamos que la foliacién F es de hojas densas en 77!

Sea @: (T, F) — (T, F) y sea A: (R, p*F) = (R™"1,p*F) un le-

vantamiento de . No es restriccién suponer que A deja fijo el origen de
R™!. Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

Rl AL pnel

D] +D

RE % RE
donde 6 es un automorfismo lineal de R* que deja invariante el grupo de
holonomia de la foliacién. Dado que T es denso en R* y que la aplicacién
diferenciable o: "1 /F — T"!/F inducida por @ es un difeomorfismo,
por aplicacion directa del Teorema 3.10 tenemos que 6 es un isomorfismo
lineal de R*. Observemos que @:m (T"!) — 7 (T"!) estd dada por
los valores de A sobre los vectores de B! con coordenadas enteras. En-
tonces el isomorfismo de grupos abelianos p,: Z"t! — Z"*! admite una
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tinica extensién a un isomorfismo lineal @,: R"*! — R"*!. Consideremos
el siguiente diagrama de aplicaciones lineales

Rn+1 ﬂ Rn+1

D] D

RF % Rk
Como el diagrama conmuta para los elementos de la base canénica de R* 1,
ya que se corresponden con los puntos finales de los levantamientos de una
base del grupo fundamental de 7"t a partir del origen de R"*!, vemos
que el diagrama conmuta, por la linealidad de las aplicaciones involucradas.
Pero entonces ¢.(Ker D) = Ker D, que es el subespacio invariante que
genera la foliacion F.

2. En el caso no denso se procederia igual, teniendo en cuenta que la adheren-
cia de una de las hojas seria un toro 7™, y entonces tendriamos el siguiente
diagrama conmutativo

™ (Tn-‘rl) £> T (Tn-i-l)
it 1

(T Lo

donde 4: 711 (T™) — m1(T™1) es la inclusién canénica (que es inyectiva) y @
es la restriccién de @, a 71 (T™). Ahora, como 6 deja invariante el espacio
asociado a la foliacién deducimos, por la conmutatividad del diagrama, que
vx deja invariante el espacio asociado la foliacién.

Q.E.D.
Nota
Tal como se observa en la demostracién, nos basamos solo en la conmutativi-
dad de diagramas y en que las aplicaciones son lineales. Por lo tanto el Lema
sigue siendo cierto si s6lo suponemos que @: (T, F) — (T"*1 F') es una apli-
cacién diferenciable (F’ es otra foliacién lineal en T"*1), caso en que 6 serfa un
endomorfismo lineal por el corolario 3.15. El homomorfismo inducido en homo-
topia llevaria el espacio vectorial asociado a F en el espacio vectorial asociado a
F'.
Por el difemorfismo dado en la Proposicién 3.3 entre 7"+ /F y R¥/T, tene-
mos que una aplicacién diferenciable @: (T, F) — (T, F') define dos apli-
caciones diferenciables : "1 /F — T /F' v 4. R*/T — R'/T’, que por el
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corolario 3.7 definen un tnico levantamiento (una vez que fijemos la imagen de
un punto) ¢: (R¥.T') — (R, T").

Ademds, dada una aplicacién diferenciable o: 77!/ F — T/ F' | existe un
tinico levantamiento (una vez que fijemos la imagen de un punto) v: (R¥,T') —
(R!,T"). Pues bien, tenemos:

Proposicién 4.32 Dada una aplicacion diferenciable o: T/ F — T/ F
eziste un levantamiento @: (T F) — (T™, F') de . En este caso el levan-
tamiento ya no tiene por qué ser unico, aunque fijemos la imagen de un punto.

Ademds en el caso de que ¢ sea difeomorfismo, entonces se puede encontrar
un levantamiento ¢ que sea difeomorfismo.

Demostracion:
Distingamos dos casos:

1. Supongamos que la foliacién F es de hojas densas en T *!. Consideremos
el tinico levantamiento ¢: (R¥,T') — (R!,T") asociado a ¢ que lleva el origen
de R* en el origen de R' , siendo I' y IV los grupos de holonomia asocia-
dos a respectivas aplicaciones equivariantes (lineales) D y D’. Entonces
completaremos el siguiente diagrama

(R™, m (1) (R m(T)
Dl ) 1D
(R S (mLr)

donde 1E es una aplicacion lineal, por una aplicaciéon inmediata del Teorema
3.10. Puesto que D(m(T™1)) y D' (71 (T™1)) son grupos abelianos libres,
podemos hacer la descomposicién:

(T = Ker(D') @ H,

siendo H un subgrupo abeliano libre que por D’ se aplica isomérficamente
en I'. Sea pr':m(T™') — H la proyeccién canénica. Consideramos el
homomorfismo de grupos A: i (T™+1) — 1 (T™+1) dado por A(t) = pr’otpo
D(t), t € m(T™"!). Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

T (Tn-l-l) i) 1 (TTL-I-I)
Dl 1D

r N r
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Observemos que X admite una tnica extensién a una aplicacion lineal
X (R, (T7HY) — (R, (1741

dado que una base del grupo abeliano libre 71 (T"*!) es también una base
del espacio vectorial R"*!. Luego tenemos el siguiente diagrama conmuta-
tivo de aplicaciones lineales

(Rn-i-l’ ™ (Tn-i-l)) i) (Rn-&-l’ T (Tn+1))
Dl 1D

(RF,T) -, (RLT) ,

por lo cual X envia el subespacio vectorial asociado a la foliacién F en el
subespacio vectorial asociado a la foliacién F’. Pero como A(mi (T"1)) C
7 (T, la matriz asociada a X tiene todas las coordenas enteras re-
specto de las bases canodnicas. Por lo tanto, induce una aplicacién en el
toro @: (T", F) — (T"1, F’) que es un levantamiento de @: T !/ F —
T

2. Supongamos que F no es de hojas densas. Sean T,T" las respectivas ad-
herencias de las hojas de F y F' que pasan por p(O). Sean Fy y F| las
foliaciones inducidas por F y ' en T y T’ respectivamente. Dado que 77!
y T son grupos de Lie abelianos, tenemos que D induce un isomorfismo de
grupos de Lie entre 7"/ T y RF/T (andlogamente D’ para T"+1 /T’ y
R'/T"). Ademés tenemos las aplicaciones diferenciables

T T T T vy o1 T/Fy— T F,

inducidas por ¢. Por el apartado anterior existe un levantamiento ¢1: (T, Fp) —
(T', F}) de 1. Entonces tenemos la siguiente aplicacién diferenciable

G: T T x (T, Fo) — T T x (T, Fy)

dada por ¢ = (@, ¢1)-

Con el siguiente lema queda demostrada la proposicion.
Lema 4.33 T/ T x (T, Fy) es isomorfo como grupo de Lie a (T"*1, F).

Demostracion:
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Supongamos que la dimensién de 7" es m. Consideremos el fibrado p: 77! —
Tt/ T = T =m Dado que mo (T 1"™) = 7o(T) = {0}, tenemos la siguiente
sucesion exacta corta de grupos abelianos

m(T) = (T L oy (T,

Pero como 71 (T™+17™) es proyectivo, la sucesién es rota. Si consideramos ahora
la sucesién exacta corta de grupos abelianos inducida por la anterior tenemos

R™ L> Rn+1 i) Rn+1—m’
donde las matrices asociadas a ¢ y p respecto de las bases candnicas tienen to-
das las coordenadas enteras. Como p: 77! — T"+H1=™ admite una seccién o
(andlogamente para i tenemos una retraccién de grupos €) tenemos que p: R"*1 —
R™1=™ admite una seccién o cuya matriz asociada respecto de las bases canénicas
tiene todas las coordenadas enteras (andlogamente para €). Entonces si consi-
deramos el isomorfismo de grupos de Lie

g: Rt — gntl-m o pm

dado por §(z) = (p(z),e(z)), con inversa 6~ '(u,v) = i(u) + o(v), pasa a los
repectivos cocientes

G: T — e
Ademas, como i(Fp) C F, tenemos que el isomorfismo de grupos de Lie respeta
las foliaciones. Q.E.D.

Finalmente la propiedad de levantamiento nos permite concluir los siguientes
corolarios:

Corolario 4.34
La aplicacion candnica Aut(T"!, F) — Diff(T"+1/F) es sobreyectiva.

Corolario 4.35
Tt ) F = /T F siy sélo si eviste ¢ € Diff(T"1) tal que p(F) C F'.

Y finalmente combinando este 1ltimo corolario con el lema 4.31, podemos
concluir:

Corolario 4.36

T F e )T F siy sélo si existe o € Gl(n+1, Z) que aplica isomdrficamente
el espacio vectorial asociado la foliacion F en el espacio vectorial asociado a la
foliacion F'.
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Nota
Cabe destacar que en las secciones anteriores habiamos hecho las clasificaciones
difeolégicas de los espacios de hojas, pero a la vista del corolario 4.35, hemos
clasificado las foliaciones lineales en el toro que son conjugadas en sentido habi-
tual.

Ademads hemos dado dos tipos de clasificaciones: la primera en funcién del
grupo de holonomia asociado a la foliacién y la segunda en funcién del subespacio
vectorial que la genera.

Nota
Podemos observar cierta analogia entre los teoremas de clasificacién de los es-
pacios de hojas y del grupo de difeomorfismos del espacio de hojas asociado
a foliaciones lineales de codimensién uno y a los flujos lineales, lo cual no nos
deberia sorprender: dado que si A es una matriz de Gi(n + 1,Z) que aplica
isomérficamente el subespacio vectorial asociado a una foliacién en el subespacio
vectorial asociado a la otra foliacién (ver 4.36), entonces la traspuesta también
estd en Gl(n+1, Z) y aplica isomérficamente el ortogonal asociado a una foliacién
en el ortogonal asociado a la otra foliacion.



Capitulo 5

Foliaciones Nilpotentes

En este Capitulo mostraremos cémo el caso nilpotente es considerablemente més
complicado que el caso abeliano estudiado hasta ahora. Nos limitaremos a dar
algunos resultados para el grupo de Heisenberg Hs, en el que vamos a consi-
derar una familia particular de subgrupos densos y finitamente generados I', para
posteriormente calcular el grupo Diff(H3/I"). Tenemos el siguiente Teorema [13]

Teorema 5.1 Sea G un grupo de Lie resoluble y simplemente conexo. Seal' C G
un subgrupo finitamente generado de adherencia uniforme en G. Si ' posee algin
subgrupo policiclico de adherencia uniforme en G entonces existe al menos una
variedad compacta M con una G-foliacion de Lie F y que tiene por grupo de
holonomia T'.

Como Hj es nilpotente y los subgrupos de Hs que vamos a considerar son den-
sos (en particular tienen adherencia uniforme) y policiclicos entonces estardn
asociados a variedades compactas con foliaciones de Lie que modelan sobre Hjs.
De hecho dado que Hjs es nilpotente podriamos haber utilizado otro resultado
anterior de [12]

Teorema 5.2 Sea G un grupo de Lie mnilpotente y simplemente conexo. Sea
I' C G un subgrupo denso y finitamente generado de G. Entonces existe un grupo
de Lie M(T") nilpotente y simplemente conexo, y un homomorfismo sobreyectivo
de grupos de Lie o: M(T') — G que aplica isomdrficamente un subgrupo I discreto
y uniforme de M (') en T.

Por lo cual, la variedad compacta y homogénea M (I")/I" verifica las condiciones.

83
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5.1 El Grupo de Heisenberg.

Consideremos en R? la siguiente operacién:
(z,y,2) @y, ") = (@ + 2,y +y, 2 + 2" +ayf).

Con esta operacién R? tiene estructura de grupo de Lie no abeliano, al cual se le
llama el grupo de Heisenberg Hs, que ademads es simplemente conexo.

Ahora vamos considerar un subgrupo I' C Hj finitamente generado y denso.
Trataremos de dar condiciones para ver cuando H3/T" es difeomorfo como espacio
difeolégico a Hs/T', siendo I"” otro subgrupo de Hs en las mismas condiciones
que I'. Después trataremos de calcular Diff(Hs/T").

5.1.1 Automorfismos de Lie de Hs.

Dado que el grupo de Heisenberg es simplemente conexo tenemos un isomorfismo
natural:
Aut(Hy) = Aut(g),

siendo g el dlgebra de Lie de H3 y Aut(g) los automorfismos del dlgebra de Lie,
es decir, los automorfismos lineales de g que conservan el producto corchete. El
isomorfismo estd dado de la siguiente forma:

v € Aut(Hs) — (dy). € Aut(g). (5.1)

Lema 5.3 El dlgebra de Lie del grupo de Heisenberg es isomorfa al dlgebra de Lie
de las matrices de orden 3 X 3 triangulares superiores y donde todos lo términos
de la diagonal son cero.

Demostracion:

Para ello basta tener en cuenta que Hj es isomorfo (como grupo de Lie) al
subgrupo cerrado de GL(3, R) formado por las matrices triangulares superiores y
donde los términos de la diagonal son todos 1. Ahora, como el dlgebra de Lie de
GL(3,R) es R(3) y la exponencial de R(3) en GL(3, R) es la exponencial usual
de matrices, tenemos que una matriz A € R(3) esta en el dlgebra de Lie de Hs
si y sélo si exp(tA) € Hs para todo t € R. Finalmente por cédlculos directos
deducimos el enunciado del lema.

Q.E.D.
La exponencial exp: g — Hs estd dada explicitamente por

1
exp(X) =1+ X+ §X2
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y es por tanto un difeomorfismo (como ocurre con todos los nilpotentes simple-
mente conexos).

Lema 5.4 SiU es un campo de vectores invariante a la izquierda que en el neutro
vale v = (v1,v2,v3) € R entonces

V(g,y,z) = (v1, v, TV2 + v3).

Ademds, siv' es otro campo de vectores invariante a la izquierda que en el neutro
vale v' = (v}, vh,v}) € R3 entonces

[@’ W] = (07 07 Ul’Ué - U/IU?))'
Finalmente:

Proposicién 5.5 Todo automorfismo de Lie ¢ de Hs es de la forma o(z,y,2) =

1 9 1 9
(@112 + a12y, a21 + azy, biz + by + Az + ajpanixy + 5011a212” + S a12a22y )s

y su diferencial en el neutro es

a1 a2z O
px=1aan ax 0|,
by by A

donde a11,a12,a21,a22,b1,b2 € R y A = ajraz — aizaz1 # 0.

Demostracion:
La condicién de que un automorfismo lineal ¢,: g — ¢ sea un automorfismo
de algebras de Lie es:

[« (v), u (V)] = @[V, V].

Si hacemos la siguiente identificacién:

ailp a2 ai13
Y« = | a21 a2 a23 |,
az;p as2 ass

al imponerle a @, que conserve el corchete nos aparecen las condiciones a3 =
a3 = 0y agz = ai1a99 — ajeaz1. Denotemos a partir de ahora azy = by, aze = by
v A = ass, y dado que ¢, es isomorfismo tenemos ademads que A # 0.
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Consideremos el diagrama conmutativo:

Hy 2 Hy
exp T T exp
g — g

Entonces como H3 es simplemente conexo podemos levantar el automorfismo de
algebras de Lie ¢, a un dnico automorfismo de Lie de Hs cuya diferencial en el
neutro es justamente .. Utilizando el diagrama vemos que ¢: H3 — Hj esté
dado por la formula del enunciado.

Q.E.D.

5.1.2 Una familia particular de subgrupos densos y finitamente
generados.

Sea o =+vdcond e Zt yd¢g Z,ysealy, = (1,a) C R. SeaT = TI'(a) =

{(z,y,2):x,y,z € Ty}
Es inmediato comprobar que I es un subgrupo de Hs. Ademas es finitamente
generado por:

B =1{(1,0,0),(e,0,0),(0,1,0),(0,,0),(0,0,1),(0,0,)},

sin més que tener en cuenta que cualquier elemento (m+na, m’+n’'a, m” +n"a)
se escribe

"

(1,0,0)™ (e, 0,0)™(0,1,0)™ (0, v, 0)™ (0,0,1)™" (0,0, )"

Ademas es denso en Hs, pues los subgrupos de I' de la forma (T, 0,0), (0,T,,0)
y (0,0,T",) son densos en los subgrupos de Hs de la forma (P,0,0), (0,Q,0) y
(0,0, R). Como estos ultimos subgrupos de Hz engendran H3 y por la continuidad
de la operacion concluimos que I' es denso en Hj.

Recordemos que dado un grupo G se entendia por el centro de G

Z(G)={9€G : ga=ag Ya e G},
el cual era un subgrupo normal de G.
Proposicion 5.6

Z(Hs) ={(0,0,2) : z € R}

Z(T)={(0,0,m+na) : myne Z} =1InNZ(Hs).
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Al igual que en el toro interesa saber cuando dos subgrupos I' = I'(a) y
I" = T'($) inducen cocientes de Hj difeomorfos.

Teorema 5.7 Sea I' =T'(8) = {(z,y,2) € H3:x,y,z € '3} otro subgrupo denso
y finitamente generado de Hs asociado a 8 ¢ Q = {(x,y,2) € Hz:x,y,z € I'g}.
Si H3/T' = Hs/T" entonces ' =T1".

Demostracion:

Dado que I' tiene que ser un subgrupo de Hj deducimos que I'g también
es un anillo. Si Hs/T' = Hj3/T entonces por el corolario 3.15 Endp(Hs) =
Endp/(H3) como monoides. Ademés el centro de Endp(H3) es isomorfo como
anillo a Endr_ (R), andlogamente el centro de Endp/(H3) es isomorfo como anillo
a Endr, (R). Pero entonces tenemos la siguiente cadena de isomorfismos de anillos

Zla] = Endr, (R) 2 Endr, (R) 2 Z[8],

donde el primer isomorfismo 6;: Z[a] — Endr, (R) esta dado por 6;(7v): Z[a] —
Zla] con 61(7y)(z) = yx. El segundo isomorfismo 0: Endr, (R) — Endr,(R) estd
dado por O2(f) = Ao f o A™! (siendo A un isomorfismo entre Z[a] y Z[3]). Y el
tiltimo isomorfismo 03: Endr, (R) — Z[B] esta dado por 03(g) = g(1). Por lo cual
si 6 = 03 o 65 0 01 tenemos

9(’}/) =vC Fﬁ.

Razonando de manera andloga deducimos I'g C I', y por lo tanto I'g = I',.
Q.E.D.

5.2 El grupo Diff(H;3/T).

Supongamos que d € Zt y que a = /d & Z. Apartir de ahora vamos considerar
I" un subgrupo denso y finitamente generado de Hg asociado a «, es decir, I' =
L(a) = {(z,y,2) € R¥:x,y,2 € Tn}.

Para calcular Diff(H3/T") vamos necesitar calcular el grupo Autp(Hs). Una
vez que tengamos esto, aplicaremos la férmula del Teorema 3.10 y habremos
terminado.

Para calcular el grupo Autp(Hs) lo que vamos hacer es trabajar con Aut(g)
y después mediante el isomorfismo natural dado en 5.1 lo pasaremos a Aut(Hs).
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5.2.1 La accién de Autp(Hj) sobre Hj.

En esta subseccién nos va interesar ver el isomorfismo del Teorema 3.10 en funcién
de los automorfismos del dlgebra de Lie, para poder expresar de una manera mas
simplificada el grupo Diff(M/F).

El automorfismo interior i, con v = (x,y,2) € I' de Hs viene dado por
iy(2', Y, 2") = (2, ¢, 2" + zy’ — 2'y). Ahora si pasamos este automorfismo de
Lie de H3 a un automorfismo del algebras de Lie ¢ mediante la diferencial en el

neutro obtenemos:
1 0 0
(diy)e = 0 1 01,
-y x 1
donde z,y € T'y,.

La accién de Autr(Hs) sobre H3 se puede pasar mediante el isomorfismo
natural a una accién de Aut(g) sobre Hs. Y entonces obtenemos que

Autp(g) ’X Hs

donde un elemento v = (y1,72,73) € I' en la tltima igualdad representa el
elemento

1 0 0
(( 0 1 0) (=71 =72, =13 +172)), 71572:73 € Lo,
12 M 1

en el producto semidirecto Autp(g)[x Hs, es decir, las clases

1 0 O
( 0 1 0 7(_715_72773))7 Y1,72,73 € [y.
72 m 1

Por lo cual tenemos que en el cociente un par (p, g1) estd en la misma clase
que otro par (¢, ga) si y sélo si existe un v = (v1,72,7v3) € I tal que:

((dp)es g1) = (M (y1,72)(deb)e, g2y ),

1 0 0
donde M(~y1,v2)=[ 0 1 0].
-2 m 1
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Observemos que el grupo Z(I') = {(0,0,v) : v € 'y} es normal en Hs. Si
consideramos ahora:

1 0 0
I'/Z(I) = {(< 0 1 0) [(r1,72,0)]) + .2 € Taly
72 m 1

dado que Z(I") es normal en Z(H3) y Z(Hs) es normal en Hs, deducimos que
Z(T') es normal en Hs. Pero ademés como un elemento de Autr(g) fija Z(I")
podemos definir una accién

A: Autr(g) x Hs/ Z(T) — H;/ Z(T)

dada por A(f,[g]) = [f(g)]- Si hacemos la identificacién de I'/ Z(T") con el grupo
abeliano I't = {(T'y,T's)}, tenemos

Teorema 5.8
~ Autr(g)a x (H3/ Z(1'))

Diff(Hs/T) -

5.2.2 Calculo del grupo Autr(Hs).

Sea entonces un ¢ € Aut(H3) que induzca un automorfismo de I'. Entonces la
diferencial en el neutro, ¢, tendrd como matriz asociada

air a2 O
px=|a ax 0],
by by A

con A = ajrase — ajzaz; # 0. Como vimos antes en 5.19, ¢(z,y,2) =

1 1
(a11z4+a12y, a1 zx+ay, b1x+bgy+Az+a12a21xy+§a11a21x2+§a12a22y2). (5.2)

La primera condicién natural que surge es que ¢(I') € I". Pero como I
es un grupo finitamente generado, esta condicién se traduce en las siguientes
condiciones de verificacion inmediata:

1. 90(1,0,0) elsiy sélo si a1, a91 € Iy y by + %anagl ely,.
2. gO(O, 1, O) elsiy sélo si aqs, a9 € Iy y by + %algam ely,.

3. ©(0,0,1) e ' si y s6lo si A € T,,.
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4. p(a,0,0) € ' siy sélo si bya + %a11a21a2 € I'y (las condiciones que faltan
aqui ya se deducirian de las anteriores).

5. ¢(0,a,0) € T si y sélo si baar + %a12a22a2 € I'y (las condiciones que faltan
aqui ya se deducirfan de las anteriores).

6. ©(0,0,) € T, la cual no aporta ninguna condicién nueva.

Estas condiciones son equivalentes a que ¢(I') C I'. Pero de hecho, dado
que ¢ es un automorfismo de Hj, para que ¢ induzca un automorfismo de I’
necesitamos verificar que I' C ¢(T'), lo cual es equivalente a que (') C T'. Es
decir, debemos deducir unas condiciones andlogas para ¢! € Aut(Hs).

Para ello observemos que la inversa de la matriz asociada a ¢, dado en 5.2.2

es: 1 1
o YAN —a19A~ 0

= —ag A1 apn At 0
(—=bragy + boag1)A™2  (—bai1 + brajp) A2 AL

Haciendo el mismo razonamiento que haciamos para ¢, y ¢, lo hacemos ahora

para (px)" ' = (¢« y o1 Por lo cual obtenemos las siguientes condiciones

analogas:
1. apA~! —an A1 €Ty vy (boasy — brags — %aggagl)A_2 eTl,.
2. —apA L an ATt eTl, vy (—bsayr + brais — %allalg)A_Q €Tl,.
3. A7l eT,.
4. ((beag1 — biage)a — %a22a21a2)A_2 el,.
5. ((=b2aq1 + braje)a — %analga?)A_z eTl,.
6. ©~1(0,0,a) €T, la cual no aporta ninguna condicién nueva.

Lo primero que observamos tras esta numerosa lista de ecuaciones es que el
determinante A es una unidad en el anillo Z[v/d] = Z[a]. Teniendo en cuenta
esto obtenemos

Lema 5.9 El automorfismo ¢ dado en 5.2 induce un automorfismo en I' si y
solo si verifica la siguiente lista de ecuaciones:

1. ai1,a12,a21,a2 € I'y.
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2. A cU(Z[Vd)).

3. b1+ %anam el,.

4. bo + Laipaz € Ty,

5. boagy — biagy — %azgagl ely,.

6. —bsai + braiz — jaiia1z € Ly

7. bio + gariagia® € Ty

8. bha + %algagzoﬂ el

9. (baag1 — brage)a — %a22a21a2 el,.

10. (—=ba1 + biajz)a — %a11a12a2 el
Ahora si hacemos la identificacion:
A (all Cle)
az a2
teniendo en cuenta que A = det A € U(Z([V/d])) y haciendo unas pequefias

modificaciones en las ecuaciones donde aparece A como denominador, llegamos
a lo siguiente:

Proposicion 5.10 Un automorfismo ¢ de Hs induce un automorfismo en 1" si y
solo si la matriz asociada a @x dada en 5.2.2 verifica las siguientes condiciones:

A € GL(2,T,). (5.3)

by + %anagl c T, (5.4)

b+ gaan € Ta (5.5)

boasy — brags — %a22a21 e T, (5.6)
~byany +biary — ganony € Ta. (5.7)

1
§a11a12(a2—oz) e T, (5.8)
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1
5&11&21(062 — Oé) c Fa. (5.9)
1
5&22(112(012 — Oé) e I',. (510)
1
5@22&21(0[2 —a) € T, (5.11)

5.3 Representacién matricial de Autp(Hs).

Trataremos de analizar mas profundamente las ecuaciones de la Proposicién 5.10
para ver qué vectores b = (by,by) € R? son compatibles con las matrices A €
GL(2,T,). Evidentemente puede pasar que para distintas matrices en GL(2,T,)
haya distintos vectores b € R?.

Para proseguir con nuestros razonamientos vamos a necesitar distinguir los
casos en que d sea par 6 impar.

5.3.1 Caso en el que d es par.

Consideremos el anillo Z[v/d]. Un elemento del anillo se puede pensar como un
par de nimeros enteros a + bv/d = (a,b) € Z?. Entonces podemos hacer una
extensién de la paridad usual al anillo Z[v/d]. Diremos que un (a,b) € Z[d]
tiene paridad tipo:

1. (P,P) si ay bson pares.

2. (P,I) si a es par y b es impar.
3. (I,P) siaesimpary b es par.
4. (I,I) si ay b son impares.

Observamos que ahora hay cuatro tipos de paridades. An&alogamente en Z
tenfamos unas leyes para la suma y la multiplicacién de nimeros pares e im-
pares, ahora tenemos unas leyes analogas, de deduccién inmediata sin méas que
tener en cuenta que d es par, que son las siguientes:

Para la suma tenemos:

| (I,I) (PI) (I,P) (PP)
(I,I) | (P,P) (I,P) (P, I) (I,I)
(P,I) | (I,P) (P,P) (I,I) (PI)
(,pP)| (PI) (I,I) (P,P) (I,P)
(P,P)| (I,I) (P, I) (I,P) (P,P)
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y para la multiplicaciéon tenemos:

| (LD (PI) (I,P) (PP)
(L,1) | (I,P) (PI) (I,I) (PP)
(PI)| (P,I) (P,P) (P,I) (PP)
(L,P) | (I,I) (RI) (I,P) (PP)

(P,P)| (P,P) (P,P) (PP) (PP

De acuerdo con estas leyes vamos a probar el siguiente lema.
Lema 5.11 Una unidad del anillo Z[\/d) ha de tener paridad (I,1) 6 (I, P).

Demostracion:
Una unidad del anillo Z[v/d] tiene que verificar la ecuacién 2% — y?d = £1, y
como d es par deducimos que la unidad tiene que ser del tipo (I,I) 6 (I, P).
Q.E.D.

Se sigue inmeditamente de las ecuaciones que teniamos en la proposiciéon
5.10 que si un automorfismo ¢ de Hj3 induce un automorfismo de I' entonces
b = (as1,asz) tiene que verificar:

1 1
be (=T, -T,) C R%
(2 @ g a)

Veamos qué matrices A € GL(2,T,) que estén asociadas a un automorfismo

de Hj3 que induzca un automorfismo en I' tienen asociado un b € (%Fa, %Fa).

Lema 5.12 Si b = (b1,b2) C R? estd asociado un automorfismo de Hs que
induce un automorfismo en I' entonces:

1
biby € To [] (G + Ta),
donde el signo ] significa unidn disjunta.

Demostracion:

Analicemos el caso de by, dado que el caso de by es andlogo.

Se sigue directamente de las ecuaciones de la proposicién 5.10 que by € I'y siy
sélo si %anagl € I'y. Supongamos entonces que by ¢ I',, es decir, %anagl gT,.
Entonces pueden pasar tres cosas:
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1. %(1110,21 = % + v con v €T,,.
De donde deducirfamos utilizando la ecuacién (5.4) de la Proposicién 5.10

que:

1
(5 +9)(a? —a) € Ty;
pero entonces %(a —a) € I'y. Observemos que « es del tipo (P, I) y por las
leyes de la multiplicacién y la suma para paridades obtenemos que a? — a
es del tipo (P, I), por lo que

2

%(042 —a) ¢T,.

Lo cual es una contradiccién.

2. %anagl = %(1 + Oé) + vy con vy € |

De donde deducimos que by = 1(1+ a) + 9 con v/ € Ty. Volviendo a
utilizar la ecuacién (5.4) de la Proposicién 5.10 deducimos que:

1
(501 +0) +7)(@” ~a) €T,
pero entonces 3(1+a)(a?—a) € I'y. Observemos que « es del tipo (P, 1)y

por las leyes de la multiplicacién y la suma para paridades obtenemos que

a? — a es del tipo (P, I) y 1 + a es del tipo (I,1), por lo que:

S +a)(0” —a) g Ta.

Lo cual es una contradiccion.

3. Luego la tnica posiblidad que nos queda es que

1 - 1 +
2a11a21 = 204 e

con v € I'y. Que era lo que queriamos demostrar.

Q.E.D.
De hecho tenemos

Lema 5.13 Se verifica lo siguiente:

1. by €Ty si y solo si %auagl el,.
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2. b1 € (%a +Ty) siy sélo si %allagl € (%a +Ty).
Y andlogamente para bs:
1. b €'y, sty solo si %0420/22 el,.
2. by € (%oz +Ty) siy sdlo si %a12a22 c (%a +T4).
Teorema 5.14 Supongamos que d es par y denotemos por J los elementos del

anillo que tienen paridad (I,1) ¢ (I,P). Entonces un automorfismo ¢ de Hj
induce un automorfismo de I' si y solo si la matriz asociada a s pertenece a uno

de los siguientes tipos:

1.
(P, 1) J 0
J (P,P) 0
ja+ly To A

(=N

J (P,P) 0
((P,I) J 0).

(=N

(=N
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(P, 1) J
( J (P, 1)

%a—l—FQ %a+Fa A

|

J (PP
((P, Py J

'y 'y A

J (P,P) 0

( (P, P) J 0
Ta To A

Siendo det A = A una unidad en el anillo Z[\/d].

Demostracion:

) |

Tal y como vimos en el Lema 5.13 vamos a tener que analizar cuatro casos,
segun los valores de by y be (dependiendo si estédn en I'y, 0 si por el contrario estan

en sa +I'y).

1. Supongamos b; = %a +~y by =7+ con v,q! € T'y. Para evitar complejidad
de célculos y por no suponer ningin tipo de restriccién supongamos que
b = %a y b = 0. Entonces de acuerdo con el Lema 5.13 tenemos que
arrazr = (P, I) y ajease = (P, P), pero entonces por las leyes de multipli-
cacién de paridades en el anillo Z[a] obtenemos las siguientes posibilidades:

an = (I,1), asn = (P, I)
6
air = (P, I), az = (I,1)
a11a91 = (P, I) = 6
air = (P, I), az = (I, P)
6
a1 = (I, P), az = (P, I)
y
a2 =ap = (PI) (1)
o
120929 = (P, P) = alg = (P, P) (2)
o

agy = (P, P)

(3)

(1)
(2)
(3)
(4)
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Por lo cual tenemos doce nuevos casos, que estaran determinados por las
condiciones cruzadas (i)(j). Esencialmente va haber dos tipos de casos y
por lo tanto dos tipos de razonamientos.

Analicemos el caso en que tenemos a1 = ([,1) y ag1 = (P, 1)y a2 =
aza = (P,I). Entonces si calculamos el determinante de A obtenemos por
las leyes de las paridades para la suma y la multiplicacién:

det A = det (“” ‘”2> = (I,)(P,I) — (P,I)(P,I) = (P,I).
az; a2

Una de las condiciones para que el isomorfismo del algebra de Lie de Hj
esté asociado a un automorfismo de H3 que induzca un isomorfismo en I’
es (Proposicion 5.10) que A = det A sea una unidad en I',. Pero ahora por
el Lema 5.11 tenemos que A ha de tener paridad tipo (I,I) o (I, P). Lo
cual es una contradiccion, por lo cual este caso no se puede dar.

Razonando de manera analoga en los casos (2)(1), (3)(1), (4)(1) obtenemos
que estos casos tampoco son posibles.

En los casos (2)(2), (3)(2), (1)(3), (4)(3) hay un coeficiente de la matriz de
A cuyo tipo de paridad desconocemos, pero probando con todos los tipos
de paridades del anillo para ese coeficiente y volviendo a razonar con el
determinante como en los casos anteriores obtenemos que estos casos no
son posibles.

En los casos (1)(2) con age = (P, I) 6 asa = (P, P), (4)(2) con ags = (P, I) 6
azy = (P, P), (2)(3) con a2 = (P,I) 6 a12 = (P, P), (3)(3) con a1z = (P, )
6 a1g = (P, P) volviendo a razonar con el determinante como en los casos
anteriores obtenemos que estos casos no son posibles.

Finalmente nos quedan los casos (1)(2) con age = (I,1) 6 aze = (I, P),
(4)(2) con agy = (I,1) 6 age = (I, P), (2)(3) con a;a = (I,I) 6 a2 = (I, P),
(3)(3) con a2 = (I,I) 6 a12 = (I,P) en los que A tiene el mismo tipo
de paridad que una unidad, y de hecho es una unidad del anillo Z[«a], pero
entonces por comprobacién directa de las condiciones de la Proposicion 5.10
obtenemos que de hecho el isomorfismo del dlgebra de Lie de H3 asociado
a (b1,b2) y A estd inducido por un automorfismo de H3 que induce un
automorfismo en I

Finalmente hemos obtenido que la diferencial (dy). del automorfismo de
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Hj tiene que tener una de las formas siguientes:
(P,1) (I,1)o (L, P) O
(I.I)6(I,P)  (PP) 0
fa+T, Ty A

(P 1) (I, 1) (I, P) 0
sa+T, Ly A

siendo det A = A una unidad del anillo Z[/d].

((I,I)é(I,P) (P, P) 0)

. Supongamos ahora que by € I'y y by € %a +Iy,.

Entonces mediante un razonamiento totalmente andlogo al anterior lle-
gamos a que la diferencial del automorfismo tiene que tener una de las

formas siguientes:
(I,1)6 (I,P) (P, 1) 0
( (P, P) (I,1)6 (I,P) O)

Ly ja+ly A

(I,1) 6 (I, P) (P, 1) 0
Iy ja+T, A

siendo det A = A una unidad del anillo Z[/d].

( (P, P) (I,1)6 (I,P) 0)

. Supongamos ahora que b; € %a + Ty vy que be € %a +I'y.

Entonces de acuerdo con el iltimo Lema 5.13 tenemos que ajja91 = (P, 1)y
ajzaze = (P, I), pero entonces por las leyes de multiplicacién de paridades
en el anillo Z[a] obtenemos las siguientes posibilidades:

ai :/(I, I), ag = (P, 1) (1)

ail = P7I)7 (121:(_[,.[) (2)
ai1a91 = (P, I) = )

(
a11:/(P,I), CL21:(I,P) (3)
(

I,P), aglz(P,I) (4)
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y
a9 :,(I,I), ag9g = (P, I) (1)
a1 = (P, I), ago = (I,I) (2)
a12a29 = (P, I) = 6
CL12:,(P,I), a22:(I7P) (3)
a2 = (I, P), azy = (P, 1) (4)

Ahora hay que analizar 16 posibles casos. Pero razonando otra vez con la
paridad de A = det A, que (Proposicién 5.10) tiene que ser una unidad y
con el tipo de paridad de una unidad que tiene que ser de tipo (I, ) o (I, P)
por el Lema 5.11 volvemos a descartar la mayor parte de los casos, quedando
otros casos que verificaran todas las condiciones de la Proposiciéon 5.10 y
por lo cual el automorfismo del algebra de Lie de Hj3 asociado a (by,b2) y
A estard inducido por un automorfismo de H3 que induce un automorfismo
en I

Finalmente obtenemos que la diferencial (dy). del automorfismo de Hj
tiene que tener una de las formas siguientes:

(P,1I) (I,I)o6(I,P) 0
sa+T, sa+T, A

((I,I)o’(I,P) (P, 1) 0)

(I,1) 6 (I, P) (P, 1) 0
ta+T, ta+T, A

( (P, I) (I,I)6 (I,P) 0)

siendo A = det A una unidad del anillo Z[v/d].
4. Caso en el que by, by € I',. Entonces tenemos lo siguiente:

apn =ag = (P,I) (1)
o
bl S Fa = a11a91 = (P, P) = a1l = (P, P) (2)

’

o

agl = (P, P) (3)
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y
ag =agp = (PI) (1)
o
bg c Fa = 12099 = (P, P) = alg = (P, P) (2)
o
agy = (P, P) (3)

Ahora tenemos 9 casos para analizar, pero volviendo a razonar de manera
andloga con A = det A, el cual tiene que ser una unidad, y con el tipo de
paridad de una unidad y A, concluimos que la diferencial en el neutro del
automorfismo de Lie de H3 que conserva I" ha que tener una de las siguientes
formas y de hecho verificara todas las condiciones de la Proposicién 5.10:

(I,I)6 (I,P) (P, P) 0
( (P, P) (I,1)6 (I,P) O)

FCV Fa A

(I,1)6 (I,P) (P, P) 0

(P,P) (I,I)é(I,P) 0
( ro Ty A)’

siendo A = det A una unidad del anillo Z[v/d].

Teniendo en cuenta que J denota los elementos que tienen paridad (I,1) 6 (I, P),
entonces un automorfismo de Hs induce un automorfismo en I' si y sélo si su
diferencial en el neutro pertenece a uno de los tipos indicados en el enunciado del
Teorema.

Q.E.D.
Observemos que en el enunciado del Teorema, la inversa de una matriz del tipo
(1) es una del tipo (2), mientras que la inversa de una del tipo (3) 6 (4) es una
del tipo (3) 6 (4) repectivamente.

5.3.2 Caso en el que d es impar.

Consideremos el anillo Z [\/&] Un elemento del anillo se puede pensar como un
par de nimeros enteros a+bvd = (a,b) € Z2. Entonces podemos hacer de nuevo
una extensién de la paridad usual al anillo Z[v/d] como hicimos en 5.3.1.
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Observemos de nuevo que vuelve haber cuatro tipo de paridades. Andlogamente
como antes volvemos a tener unas leyes para la suma y la multiplicacién de ele-
mentos del anillo Z[/d).

Para la suma tenemos:

| () (PI) (I,P) (PP)
(1,I) | (P,P) (I,P) (P, I) (I,I)
(PI)| (I,P) (P,P) (I,I) (PI)
(1,pP) | (P,I) (1,I) (P,P) (I,P)
(P,P)| (I,I) (PI) (I,P) (PP)
Para la multiplicacién tenemos:
| (I,I) (PI) (I,P) (PP)
(1,1) | (P,P) (I,I) (I,I) (PP
(pI) | (I,I) (I,P) (PI) (P P)
(,pP)| (I,I) (PI) (I,P) (PP)

(P,P)| (P,P) (P,P) (P,P) (PP

Razonando analogamente a lo hecho antes, es decir, por paridades llegariamos
a los siguiente lemas y al siguiente teorema.

Lema 5.15 Una unidad del anillo Z[\/d] ha de tener paridad (P,I) 6 (I, P).

Lema 5.16 Si b = (b1,ba) C R? estd asociado un automorfismo de Hs que
induce un automorfismo en I' entonces:

1
bi,by € Ta J[(5(1 + ) + Ta),
donde el signo ] significa union disjunta.
De hecho tenemos

Lema 5.17 Se verifica lo siguiente:

1. by €'y sty solo si %anagl ely,.

2. b € (%(1 +a)+Ty) siy sdlo si %anagl € (%(1 +a)+T,).
Y andlogamente para bs:

1. bg €'y, sty solo si %algagg ely,.
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2. by € (3(1+ ) +Ty) siy sdlo si zarnas € (3(1+ ) +T4,).

Teorema 5.18 Si denotamos por K los elementos que tienen paridad (P,I) ¢
(L,P), un automorfismo de Hs induce un automorfismo en I' si y sdlo si su dife-
rencial en el neutro pertenece a uno de lo siguientes tipos:

" (I,1) K 0
( K (P,P) 0 )
3(1

+a)+T, T4 A

il+a)+Ty T, A
2
K (I,1) 0
((P,P) K 0)
I, 3(1+a)+0, A

(P, P) K 0
( K (I,1) 0)
I, 3(1+a)+Tl, A
3
K (I,1) 0
( (I,1) K 0)
t1+a)+Ta 3(14+a)+Ta A
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(=N

(P,P) K 0
( K (PP o) .
T, r, A

Siendo A = det A una unidad del anillo Z[\/d).

Observemos que la inversa de una matriz del tipo (1) es una del tipo (2),
mientras que la inversa de una del tipo (3) 6 (4) es una del tipo (3) 6 (4) repec-
tivamente.

5.4 Estructura de los grupos Autp(Hs) y Diff(G/T).

Dado que el grupo de automorfismos de Lie de Hj es isomorfo candénicamente
al grupo de automorfismos del dlgebra de Lie ¢ de H3, nos dedicaremos a ver
la estructura del grupo Autr(Hs) pensiandolo como el subgrupo de Aut(g) que
hemos obtenido en el apartado anterior.

Ahora si consideramos las matrices Aax2, las cuales son la primera caja de una
matriz tres por tres que proviene de la diferencial en el neutro de un automorfismo
de Hj3 que induce un automorfismo en I', entonces forman un subgrupo H de
GL(2,T,), dado que si B y C son matrices asociadas a las diferenciales en el
neutro de dos automorfismos de Heisenberg entonces (BC)ax2 = Bax2Cax2. Por
ejemplo en el caso impar tenemos que el subgrupo H estd generado por las
matrices

E(C0) o) (o 8) 6 )Gl T

siendo
F={A= <(P{{P) (P}{P)> A€ SL2.Ta)},
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y siendo u una unidad de 'y, tal que {u, —1} generen todas las unidades de T',.
Entonces tenemos que Autr(Hs) es isomorfo al grupo generado por las matrices

Fii Fip 0 01 0 1 0 0
(Fgl F22 0),(1 0 0),(0 u 0),
0 0 1 0 0 —1 0 0 u
1 0 0 1 l+a 0 1 —(14+a) 0
(0 -1 0),( 0 1 O),(l—a a? 0),
0 0 -1 il+a) 0 1 s(1+a) 3(1+a) 1

1 00 1 0 0 100 1 0 0
o1 0],{o1o0],lo1 o], [0 1 0].
101 a 0 1 01 1 0 a 1

Sea Hy = {A € H : det A = 1}, el grupo generado por las matrices

F’<—01 (1))’(3 141—a>’(1ia _(10;_(1))'

Entonces tenemos

Teorema 5.19 Autp(Hs) se puede ver como un producto "muy torcido” de Za X
Z (el grupo de unidades de I'y), Hi (un subgrupo de SL(2,T,)) y el grupo
abeliano T = (T, Ty).

De lo que deducimos:

Teorema 5.20 FEl grupo Diff(Hs/T') es isomorfo al producto semidirecto de H
y Hs/ Z(I"), donde la accion de H sobre Hs/ Z(T') es la inducida por la accion
de Autr(Hs) sobre Hs. FEntonces Diff(Hs/T') es isomorfo a un producto “muy
torcido” de Zy x Z, el subgrupo Hy y el grupo Hs/ Z(T').

Demostracion:
Sea H el subgrupo generado por las matrices

Fi1 s O 01 O 1 0 0 1 0 0
F21 FQQ 0 s 1 0 0 s 0 u O y 0 -1 0 N
0 0 1 0 0 -1 0 0 wu 0O 0 -1

1 1+a 0 1 —(14+a) 0
0 1 o), 1-« a? 0].
F(1+a) 0 1 s(1+a) $(1+a) 1
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Entonces por el Teorema 5.8 tenemos que
Diff(G/T) = (Autr(g)|a x Hs/ Z(I)) /T,
pero todo elemento de Autr(g)|4 x Hs/ Z(T') se puede representar por una terna

(A7, [9]) = (Ay+, [g]) € Autr(g)|a x Hs/ Z(T),
con Ae H, [g] € H3/ Z(T'),v" e T*, A+ = M, A siendo

1 0 0
M,=[0 1 0.
o1

Ahora si tomamos un elemento arbitrario (B, [h]) € Autr(g)|a x Hs/ Z(T),
al multiplicarlo a la izquierda por un v € I't adecuado siempre podemos trans-
formar la matriz B en una del grupo H, debido a que la primera caja de orden
2 de B induce un automorfismo en el grupo abeliano (I'y, 'y ). Pero entonces es
claro que (B, [h]) y (C,[k]) con B,C € H y [h],[k] € H3/ Z(T) representaran el
mismo elemento en el cociente si y sélo si B = C' y [h] = [k]. Por lo cual un
conjunto de representantes del cociente es

R={(Alg]): AcHy [g] € H3/ Z(T)}.

Y por lo cual Diff(G/T) es el producto semidirecto de H y H3/ Z(T'), pero como
H = H,y H era un ”producto torcido” de Hy y Z3 x Z deducimos que Diff(G/T")
es un ”producto torcido” de Hy, Zy x Z y de Hs/ Z(I).

Q.E.D.

5.5 Caso en el que I', es un subanillo con unidad.

Sea I', un Z-mdédulo (de rango finito y mayor estricto que 1) de R el cual ademds
es un subanillo con unidad de R. Entonces si consideramos el subgrupo denso y
numerable del grupo de Heisenberg

I'={(71,72,73,) : 71.,72,73 € Ta},

el cual es grupo por ser I', grupo abeliano y anillo. Entonces volviendo hacer una
extension de la paridad usual de Z al anillo I, haciendo razonamientos andlogos
a los hechos en 5.3 volverifamos a deducir unos teoremas de estructura analogos
a los teoremas 5.19 y 5.20:
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Teorema 5.21 El subgrupo de automorfismos de Hs que inducen automorfismos
en T' se puede ver como un producto "muy torcido” de Zo X Z x ---" X Z (el grupo
de unidades de 'y, y 7+ 1 menor o igual que el rango de Ty ), Hy (un subgrupo
de SL(2,Ty)) y el grupo abeliano (T'y,Ty).

Consecuentemente:

Teorema 5.22 FEl grupo Diff(H3/T') es isomorfo al producto semidirecto de H
(siendo H un subgrupo de GL(2,T,)) y Hs/ Z(T'). Entonces Diff(Hs/T') es iso-
morfo a un producto "muy torcido” de Zy x Z x -7 x Z (r+ 1 menor o igual
que el rango de T, ), un subgrupo Hy de SL(2,T'y) y el grupo H3/ Z(T).

Andlogamente tenemos el siguiente teorema de demostracién andloga al Teo-
rema 5.7.

Teorema 5.23 Sean I'y y I'g dos anillos con unidad, finitamente generados
y densos de R. Sean T' = {(x,y,2) € R>x,y,z € T} yI' = {(x,9,2) €
R3:z,y,2z € I's} sus respectivos subgrupos asociados densos y finitamente gene-
rados de Hs. Si H3/ T = H3/T' entonces ' =T".

5.6 Nota final.

Otra manera de atacar el problema de la estructura del grupo Diff(M/F) en
el caso de un grupo nilpotente H, pero que plantea esencialmente las mismas
dificultades, es considerar la extensién central

Z(H)— H— H/Z(H)=H',
que induce la extensién central
ZIO)—=T —=T/ZT)=T".

Por densidad, Z(I') = I' N Z(H). Mediante una seccién adecuada de conjun-
tos s: H — H tal que s(I") C T', podemos descomponer H como un producto
torcido H' x Z(H) con la operacién inducida por una forma w € H?(H', Z(H)).
Andlogamente wip/ v € H 2(I’, Z(I')) nos dara un isomorfismo entre I' y I' x
Z(T).

Por tanto Diff(H/T") podra descomponerse en una parte A € Diff(Z(H)/ Z(I"))
(caso abeliano), otra parte A € Diff(H'/T") (caso nilpotente con una longitud
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inferior de la serie central ascendente), y una aplicaciéon b: H — Z(H) que haga
compatibles A y A, mds una nueva condicién (asociada a b) para garantizar que
el automorfismo determinado por A, A y b lleve I" en I'.

Sin embargo, las dificultades técnicas de esta aproximacién son las mismas
que las que hemos discutido.
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