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Abstract

The notion of curvature played a basic role in the development of geometry since the
XIX century with the initial work of many mathematicians, among them Gauss and Rie-
mann. Even though the curvature tensor of a semi-Riemannian manifold carries a lot of
information, it is a difficult object to deal with. Therefore, many attempts have been
done in considering other kinds of objects which, being easier to handle, somehow reflect
the properties of the curvature tensor. Among those objects, curvature operators have
received much attention for the last years. Indeed, motivated by a conjecture of Osser-
man in the 90’s [23], spectral properties of Jacobi operators, generalized Jacobi operators,
skew-symmetric curvature operators, Szab6 operators, ... have been considered.

The so-called Osserman problem consists of the characterization of those (semi)-Rie-
mannian manifolds whose Jacobi operators have constant eigenvalues on the (pseudo)-
unit sphere bundle. Due to the complexity of this problem, it is usually considered under
additional conditions on the manifold (such us being locally symmetric, Kahler, etc). Our
purpose in this work is to contribute to the study of the Osserman problem by imposing
two kind of restrictions on the geometry of the manifold: the first one is on the local
structure of the manifold, which should correspond to a twisted product, being the second
a condition on the curvature tensor, which should be expressed by a Clifford module
structure.

More precisely, this work is organized as follows. In Chapter 1 we fix the notation and
recall some basic definitions to be used in the sequel. Pointwise Osserman manifolds are
considered in Chapter 2, with special attention to the four-dimensional case. This is the
main concern of Chapter 3, were we prove the following

Theorem 3.4.1 Let (P, g) a 4-dimensional semi-Riemannian manifold with a local struc-
ture of a twisted product, then P is pointwise Osserman if and only if it is a space of
constant sectional curvature.

The theorem above is a consequence of the following property: A 4-dimensional mani-
fold with the local structure of a warped product is self-dual if and only it it is anti-self-dual.

Chapter 4 is devoted to study semi-Riemannian manifolds whose curvature tensor is
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expressed by a Clifford module structure, i.e.,

R(X,Y)Z = )\0(<Y,Z>X—<X,Z>Y)

Y ((JZ-X, VY — (LY, 2V X + 2(J; X, Y)JiZ>
=1

where )\, ..., A, are (nonzero) real functions and Ji, ..., J, are linear operators satisfying:
JiJj—‘riJi = 0, Z%]
<X, Y >+<X, ;Y > = 0, Vie{l,...v}
J? = ¢id, Vie{l,...,v}, e =+1.

The purpose of this chapter is to show that, under mild conditions, a semi-Riemannian
manifold as above is indeed globally Osserman and locally symmetric, as stated in the
following

Proposition 4.2.2 A connected semi- Riemannian manifold with dimension different from
2, 4, 8 and 16, whose curvature tensor is given by a Clifford module structure, is a globally
Osserman space.

Theorem 4.2.1 A connected semi-Riemannian manifold with dimension different from
2, 4, 8 and 16, whose curvature tensor is given by a Clifford module structure, is a locally
symmetric space.

It is worth mentioning at this point that the consideration of semi-Riemannian mani-
folds whose curvature tensor is given by a Clifford module structure is motivate by [14] and
[15], where the tight relation between Osserman manifolds and Clifford module structures
is pointed out through the consideration of Osserman algebraic curvature tensors.

Finally, an Appendix which contains a short program in Mathematica is attached. This
allows to perform the calculus of the principal geometric objects related with curvature,
such as the curvature tensor, the Ricci tensor, the Jacobi operator, the eigenvalues of
Jacobi operator,... needed in this work. We also show some examples of Osserman metrics
with interesting properties.



Prefacio

O concepto de curvatura desempena un papel fundamental na Xeometria, principalmente a
partir do século XIX cando, a raiz dos traballos de Gauss e, posteriormente, de Riemann,
alcanza o seu auxe en canto a comprensién e estudio. Neste ambito de traballo, que
a grandes rasgos podemos dicir, prolongase ata os nosos dias, xorde na década dos 90
motivado por unha conxetura proposta por R. Osserman en [23], un novo aspecto a estudiar
do tensor curvatura: a invarianza dos autovalores do Operador de Jacobi respecto da
direccion considerada e do punto base na variedade. Os intentos de resolucién da conzetura
de Osserman abriron novos campos de investigacion e motivaron diversos enfoques para o
estudio de variedades semi-riemannianas en xeral, e moi en concreto do tensor curvatura.
Nesta lina englobase este traballo.

Debido & dificultade do problema de Osserman en Xeometria Semi-Riemanniana, é
frecuente reducir o campo de actuaciéon imponendo condiciéns sobre a xeometria da va-
riedade. Esta é precisamente a tarefa que levamos a cabo neste contexto. Por un lado
imponemos condiciéns sobre a dimension e a estructura local da variedade, analizando o
caso de variedades con estructura local de producto deformado en dimensién catro. No
segundo caso, consideraremos variedades onde o tensor de curvatura satisfai a condicion
especial de ser expresado por medio dunha estructura de médulo de Clifford. No referente
as variedades verificando a primeira das condiciéns anteriores, probamos un resultado
xeral:

Unha variedade 4-dimensional con estructura local de producto warped é auto-dual se
e s0 se é anti-autodual (e, por tanto, localmente conforme a unha variedade chd).

Como consecuencia, obtemos o primeiro resultado deste traballo en relacién é problema
de Osserman:

Teorema 3.4.1 Sexa (P, g) unha variedade semi-riemanniana de dimension 4 que local-
mente € un producto twisted. Enton P € puntualmente Osserman se e soamente se tén
curvatura seccional constante.

Este teorema supdén o obxectivo do Capitulo 3, que se fundamenta no estudio de
propiedades de variedades que verifican a condicién de Osserman en cada punto, asi coma
na andlise minuciosa do tensor de Weyl para espacios con estructura local de producto
deformado.
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No Capitulo 4 abordamos o estudio de variedades semi-riemannianas con estructura
de médulo de Clifford, é dicir, variedades nas que o tensor curvatura se expresa como
combinacién linear de certo tipo de tensores curvatura como,

R(X,Y)Z = )\0<<Y,Z>X—(X,Z>Y)

13 e ((JiX, DVIY — (LY, Z)JiX + 2(J: X, Y)JiZ>
=1

onde Ag,..., A, son funciéns reais que non se anulan e Ji,...,J, son operadores verifi-
cando:
JiJ;+ J;Ji = 0, i F
<X Y >4+< X, ;Y > = 0, Vie{l,...v}
J?2 = «id, Vie{l,...,v}, e =+1.

O principal resultado do Capitulo 4 amosa que este tipo de variedades son de feito global-
mente Osserman e localmente simétricas:

Proposicién 4.2.2 Toda variedade semi-riemanniana conexa con dimension distinta de
2,4, 8 e 16, na que o tensor curvatura vén dado por unha estructura de modulo de Clifford,
€ globalmente Osserman.

Teorema 4.2.1 Toda variedade semi-riemanniana conexa con dimension distinta de 2, 4,
8 e 16, na que o tensor curvatura vén dado por unha estructura de modulo de Clifford, €
un espacio localmente simétrico.

Consideramos importante sinalar neste intre que a elecciéon desta familia de tensores
curvatura estd motivada por traballos como [15] e resultados sobre tensores de curvatura
alxébricos de [14], onde se mostra que, baixo certas hipdteses, eses son precisamente os
tensores curvatura alxébricos que verifican a propiedade de Osserman a nivel alxébrico.

Dun xeito resumido, esta memoria estructirase como segue: no Capitulo 1 fixamos
a notacidon que empregaremos e recordamos algins conceptos béasicos que nos seran de
utilidade. Ademais, introducimos obxectos que serdn a base do noso estudio, como son
os mddulos de Clifford, e veremos algunhas das sdas propiedades. A continuacién, no
Capitulo 2, analizamos algins casos particulares de variedades Osserman por presentaren
unha interese especial, ademais, sentamos as bases para poder desenvolver o Capitulo 3.
Os capitulos 3 e 4 estdn adicados, respectivamente, 6 estudio das variedades de Osserman
con estructura local de producto deformado e baixo a condicién de vir o tensor curvatura
definido por unha estructura de médulo de Clifford, como xa se matizou anteriormente.

No Apéndice preséntase un cédigo de programa implementado en Mathematica, que
permite facer os cdlculos dos principais obxectos xeométricos relacionados coa curvatura,
como son: tensor curvatura, tensor de Ricci, operador de Jacobi, autovalores do Operador
de Jacobi,... Este programa acompdnase de algiin exemplo de métrica de Osserman cos
calculos correspondentes.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo de preliminares persegue o obxectivo de introducir os conceptos basicos en
que se fundamenta este traballo, asi como senta-las bases da terminoloxia e notacién que
se empregara 6 longo dos capitulos restantes. A Seccién 1.1 estd adicada preferentemente a
repasar alguns conceptos bésicos co fin de fixar a notacién, para na Seccién 1.2 introducir
as definiciéns de wvariedades de Osserman puntuais e globais, asi como dar condicidns
suficientes para a sia equivalencia. Sera na Seccién 1.3 onde introduciremos as estructuras
de mddulos de Clifford, dando algunhas das stias propiedades méis elementais, amosando
os exemplos mais sinxelos onde atoparmos estas estructuras e ponendo de manifesto a
relacién que existe entre elas e a condicién de Osserman.

1.1 Introduccion

Tomando como punto de partida unha variedade semi-riemanniana (M, g) de dimensién n e
signatura (p, q), p, ¢ > 0, ambas arbitrarias, comezamos dando unha serie de definiciéns que
permiten fixar a notacién e nomenclatura a empregar; para iso tomamos como referencias
bésicas [23], [14] e [10]. A primeira delas hérdase da xeometria de Lorentz utilizada na
Teoria da Relatividade:

Definicién 1.1.1 Sexa (M,g) unha variedade semi-riemanniana, un vector x € T,M
diremos que €

— temporal se g(x,z) <0

— espacial se g(z,x) >0

— nulo se g(z,x) =0 ex #0
— non nulo se g(x,z) # 0

e ademais, a un vector non nulo x tal que | g(z,x) |= 1 chamarémoslle unitario.
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Denotamos por S, (M), S (M) e S,(M) os conxuntos
(M) = {zeT,M:g(z,x)=—1}
SH(M) = {zeT,M:g(z,x)=1}
(M) = {zecTpM:[g(z2) =1}

de vectores unitarios temporais, espaciais e non nulos, respectivamente, do espacio tan-
xente & variedade no punto p. O analogo para campos de vectores sera:

ST(M) = |J S, (M)={XeTM: g(X,X)=-1}
peEM
STM) = |J SFM)={XeTM: g(X,X)=1}
pEM
S(M) = | Sp(M)={X eTM: |g(X,X)| =1}
peEM

chamados fibrados unitarios temporal, espacial e non nulo da variedade (M, g), respecti-
vamente. En xeral, notardnse os vectores con letras latinas minusculas: z,y, z,v,w,..., €
os campos de vectores coas correspondentes maiusculas: X,Y, Z, V., W, ...

Dada a variedade semi-riemanniana (), g), tense determinada de forma tnica a cone-
zion de Levi—Civita asociada a (M, g) como a conexién simétrica que fai paralela a métrica
g. A formula de Koszul danos a expresion de tal conexion:

29(VxY,2) = X(9(Y,2)) +Y(9(X,2)) - Z(9(X,Y))

(1.1) —g(X, [V, Z2)) + g(Y, [Z, X]) + 9(Z,[X, Y])

onde XY, Z son campos de vectores sobre M. Unha vez temos unha conexién sobre M,
definimos o tensor curvatura de tipo (1, 3) segundo:

(1.2) R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vixy|Z

que verifica as identidades:

(1.3) R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z

(1.4) R(X,)Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =0

(1.5) (VxR)(Y,Z)V + (VyR)(Z,X)V + (VzR)(X,Y)V =0

para X,Y, Z,V campos de vectores en M, onde [, | denota o corchete de Lie de campos

de vectores en M. A identidade (1.4) é cofiecida co nome de Primeira Identidade de
Bianchi ou Identidade de Bianchi Alxébrica e (1.5) co de Sequnda Identidade de Bianchi
ou Identidade de Bianchi Diferencial.

En ocasidéns consideraremos o tensor curvatura de tipo (0,4) asociado:

R(X,Y,Z,V) = g(R(X,Y)Z,V)
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que, ademais, cumple:

(1.6) R(X,Y,Z,V)=R(Z,V,X,Y)
(1.7) R(X,Y,Z,V)=—R(X,Y,V,Z)

de novo para X,Y, Z,V campos sobre M.

Debido 4 dificultade que entrafia traballar con un campo de tensores tipo (1,3) ou (0,4),
ténense definido obxectos mais sinxelos que permiten recuperar informacién relevante sobre
o tensor curvatura. Entre eles, o mais significativo é a curvatura seccional. Asi, definese
a curvatura seccional sobre os planos non dexenerados, é dicir, sobre os planos Il que
verifican g(x,z)g(y,y) — g(x,y)? # 0, onde = e y son vectores que xeneran o plano II,
como segue:

R(z,y,y, )
9(@,2)9(y,y) — 9(z,y)?

A importancia do concepto de curvatura seccional radica non s6 en que permite dar unha
interpretacion xeométrica da curvatura como a curvatura da superficie tanxente 6 plano
considerado, senén que, ademais, é posible reconstruir o tensor curvatura a partir da
curvatura seccional dos planos do espacio tanxente.

K(IT) =

Unha consecuencia importante do feito de non estar a curvatura seccional definida
sobre toda a Grassmanniana de 2-planos en cada punto, é que non esti necesariamente
acotada, nin toma valores nun conxunto conexo de R. Tanto asi, que a posibilidade
de extender con continuidade dita funcién a toda a Grassmanniana é equivalente & stua
acotacién, o que sé é posible se K é constante [6], [18].

Resultara de vital importancia para o desenvolvemento desta memoria o emprego de
dias contracciéns do tensor curvatura, definense o tensor de Ricci e a curvatura escalar
como

Ric(X,Y) =tr{Z — R(Z, X)Y}

Sc = tr(Ric),

respectivamente. Localmente, para unha referencia ortonormal FE1,..., E,, o tensor de
Ricci podese expresar do seguinte xeito:

n
Ric(X,Y) = Z ep, R(E;, X, Y, E;)
=1
e a curvatura escalar:
n n
Sc=Y epRic(E;,E;) = Y epen R(E;, E;, E;, Ej)
i=1 ij=1

onde eg, = g(Ek, Ex), para todo k =1,...,n.
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Unha situaciéon na que a curvatura da variedade é relativamente simple, é aquela na
que o tensor de Ricci pode expresarse coma un multiplo escalar do tensor métrico, é dicir

Ric=Ag

onde A € R. Neste caso A = dhsn =7 © dicimos que a variedade é Einstein. Para dimM = 2,
temos que toda superficie cumple que Ric = Ag para algunha funcién A, polo que a
propiedade de ser Einstein é equivalente & constancia da curvatura de Gauss. Analoga-
mente, a anulacién do tensor de Weyl en dimM = 3 (véxase Observacién 2.2.6) permite
amosar que unha variedade 3-dimensional é Einstein se e s6 se a curvatura seccional é
constante. Sen embargo, para dimM > 4, a situacién cambia radicalmente e as variedades
Einstein estdn lonxe de ser determinadas.

Sexa z € T, M e consideremos a aplicacién linear

R(-,2)z: T,M — T,M
x +— Rz, 2)z

Dado que g(R(x,z2)z,2) = 0 e g(R(z,2)z,x) = 0, podemos restrinxir o percorrido da
aplicacién anterior 6 subespacio ortogonal a z e considerar asi a aplicacion

R(-,2)z: 2t — 2t

Estamos agora en condiciéns de introducir o operador de Jacobi na seguinte

Definicién 1.1.2 Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana e Z € S(M). A restric-
ciéon Ry : Z+ — Z* da aplicacién linear R(-, Z)Z a Z+ denominase operador de Jacobi
con respecto a Z:

RzX = R(X,2)Z, con X € Z+.

Observacién 1.1.1 Para campos de vectores X,Y € Z+ temos

g(RZX7Y) - g(R(X,Z)Z,Y):g(R(Z,Y)X,Z)
= g(R(Y,Z)Z,X):g(RZKX)

logo o operador de Jacobi é unha aplicaciéon autoadxunta.

Por ser o operador de Jacobi unha aplicacién autoadxunta, no caso en que a métrica sexa
definida positiva, serd diagonalizable. En xeral, a situaciéon non é tan sinxela, podendo
presentar Rx autovalores complexos ou raices miltiples do seu polinomio minimo. Ade-
mais, é importante sinalar que o espectro de Rx non determina completamente o operador
de Jacobi en métricas indefinidas, sendo preciso o estudio dos polinomios minimos de Rx.
Esta consideracién achéganos & seguinte seccion.
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1.2 Variedades de Osserman

Coma na seccién anterior, partimos dunha variedade semi-riemanniana (M, g), conside-
ramos un campo de vectores Z € S(M), e denotamos por Ry : Z+ — Z+ o operador
de Jacobi asociado. Como comentabamos 6 remate da seccién precedente, no caso de
ser (M, g) unha variedade riemanniana, o operador de Jacobi Rz é diagonalizable, sen
embargo, isto non é certo en xeral para métricas g non definidas. E por iso que damos a
seguinte definicién xeral

Definicién 1.2.1 Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana e p € M.

i) (M, g) dise Osserman temporal (resp. Osserman espacial) en p se o polinomio carac-
terfstico de R, é independente de z € S, (M) (resp. z € S, (M)) ; equivalentemente,
se os autovalores de R, son constantes en S, (M) (resp. z € S,f (M)).

ii) (M,g) dise Jordan-Osserman temporal (resp. Jordan-Osserman espacial) en p se a
forma canénica de Jordan de R, é independente de z € S, (M) (resp. z € S, (M)).

No caso riemanniano as dias condiciéns da definicién quedan reducidas 4 constancia
dos autovalores do operador de Jacobi en S,(M), por termos garantida a sta diagonaliz-
abilidade. Sen embargo, ambas definiciéns son diferentes en xeometria semi-riemanniana.

O seguinte teorema simplifica a situaciéon en que nos achamos, pois amosa que é equi-
valente a condiciéon Osserman temporal e espacial:

Teorema 1.2.1 [10, Teorema 1.2.1] Seza (M, g) unha variedade semi-riemanniana e p €
M. Enton (M,g) é Osserman temporal en p se e sé se é Osserman espacial en p.

Unha demostracién deste feito pédese ver, por exemplo, en [10]. Este teorema da coheren-
cia 4 seguinte definicién, que vén a substituir & Definicion 1.2.1:

Definicién 1.2.2 Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana. Entén (M, g) é Osser-
man en p € M se é Osserman temporal e espacial en p.

Hai que ter en conta que o polinomio caracteristico do operador de Jacobi R, non tén que
ser constante para z € S,(M), pois pode ser diferente segundo o vector z sexa espacial ou
temporal, ¢ dicir, z € S, (M) ou z € Sl'f (M). De feito, no caso mdis sinxelo dun espacio
de curvatura seccional constante c, tense que R, = c- Id se z € S;(M) eR,=—c-Idse

z € 8, (M).

Observaciéon 1.2.2 Sen embargo, as condiciéns Jordan-Osserman espacial e temporal
non son equivalentes [14],[10, Observacién 1.2.6.].

Un primeiro resultado concerninte & condicién puntual de ser Osserman é o seguinte:

Proposicién 1.2.3 [10, Proposicion 1.2.1] Sezxa (M, g) unha variedade semi-riemanniana.
Se (M,g) é Osserman en p € M entén é Einstein en p.
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Demostracion.

Sexa (M, g) Osserman espacial en p. Entén o polinomio caracteristico f,(t) = det(R, —
t-Id) = > c;t’, do operador de Jacobi R,, non depende de z € S;(M). A traza de
R, étr(R;) = —cp—2 e, por outro lado, tr(R;) = Ric(z, z), de onde segue que Ric(z,z) =
—Cn—2, co que o tensor de Ricci é independente de z € S, (M). Pero de aqui dediicese que
Ric = A\g, A € R, empregando o seguinte resultado. O

Lema 1.2.4 [19] Seza (M, (,)) un espacio vectorial cun producto interior indefinido (,)
e ¢ unha forma bilinear sobre V.

i) Se ¢(x,x) = 0 para todo vector nulo x € V entdn ¢ = A(,), onde X € R.

ii) Se |p(xz,x)| < k, onde k € R para todo vector unitario temporal x € V (respectiva-
mente unitario espacial), enton ¢ = \(,), con A € R.

iii) Se | ¢(z,x) |< ki, onde k € R para todo vector unitario temporal(resp. espacial)
x eV ed(y,y) > ks € R para todo vector unitario espacial (resp. temporal) y € V
enton ¢ = A(,), onde X € R.

Ata agora a condicién de ser Osserman considerouse como unha condicién meramente
alxébrica, definida sobre un so punto. As definiciéns seguintes extenden esta condicién a
toda a variedade de dous modos diferentes: puntual e globalmente, se ben, como veremos
miis adiante, en ocasiéns ambas condiciéns son equivalentes.

Definicién 1.2.3 Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana. Diremos que (M, g) é
puntualmente Osserman se (M, g) é Osserman en cada punto p € M.

Definicién 1.2.4 Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana. Diremos que (M, g) é
globalmente Osserman se os autovalores de (Z, Z) Rz son constantes en S(M) (i.e., son
independentes da direccién z € S;,—L(M ) e do punto base p € M).

En vista das dudas definicidns anteriores, é obvio que a condicién de ser globalmente
Osserman é mais restrictiva que a de ser puntualmente Osserman, sen embargo, o seguinte
teorema, proporciona condiciéns sobre a variedade coas que ambas equivalen.

Para unha variedade (M, g) puntualmente Osserman, tense, pola proposicién 1.2.3, que
¢ Einstein en cada punto p € M. Se ademais engadimos a M a hipétese de conexidade e
n > 3, entén, polo Lema de Schur, (M, g) é unha variedade Einstein: Ric = A g, para un
A € R, concretamente A = %

Teorema 1.2.5 [10, Teorema 1.3.1] Seza (M, g) unha variedade semi-riemanniana cone-
za puntualmente Osserman tal que

i) o operador de Jacobi Ry ten un unico autovalor en cadap € M e dimM > 3, ou
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it) o operador de Jacobi Ry ten dous autovalores distintos, reais con multiplicidade
constante ou ben complexos, en cada p € M e dimM > 4,

enton (M, g) € globalmente Osserman.

A demostracién deste teorema pédese atopar en [10].

1.3 Modbdulos de Clifford

No estudio do operador de Jacobi e, en concreto, do caracter Osserman de variedades rie-
mannianas, xorden naturalmente, como veremos nesta seccién, certas estructuras coneci-
das co nome de mddulos de Clifford, e estas presentan certas propiedades que son obxecto
de estudio deste traballo.

1.3.1 Definiciéns

Comezamos dando as primeiras definiciéns a nivel alxébrico sobre espacios vectoriais,
facendo asi unha primeira aproximacion as estructuras no espacio tanxente a unha varie-
dade nun punto, que identificamos co espacio vectorial considerado, para, posteriormente,
extende-las a toda a variedade.

Definiciéon 1.3.1 Sexa V un espacio vectorial de dimensién n. Unha estructura de modulo
de Clifford(v) real en V, con v < n, é unha coleccién de aplicaciéns lineares J; en V' con
un conxunto de xeneradores {J1,...,J,} verificando a relacion de Clifford:

(1.8) JiJj + JjJi =-2 5@']‘ Id

As estructuras de médulo de Clifford aparecen de forma natural en espacios de moi
diversa natureza; pasando por alto o caso trivial ¥ = 0 no que calquera espacio vec-
torial satisfai vacuamente as condiciéns da definicidn, veremos agora algins exemplos
sinxelos. O mais simple deles é o plano complexo, no que consideramos como J; a mul-
tiplicacién pola unidade imaxinaria i. A relacién de Clifford satisfaise trivialmente, pois
i? = —1, e asf temos no plano complexo un exemplo de estructura de médulo de Clifford(1).
Andlogamente, unha estructura complexa definida nun espacio vectorial arbitrario, détao
dunha estructura de mddulo de Clifford(1). Este feito é esperable, pois a relacién de

Clifford no caso v = 1 queda reducida a JZ = —Id.

Definiciéon 1.3.2 Sexa V un espacio vectorial de dimensién n. Unha estructura de modulo
de Clifford(v,n) real zeneralizada en V', con v +n < n, é unha coleccién de aplicaciéns

lineares en V con un conxunto de xeneradores {Ji,...,J,, Hy,...,Hy} verificando as
condicions:

JiJij+JjJi = —265id i,j=1,...,v
(19) HZHJ+H]H1 = 25”’Ld ,7=1,...,1m

JiH;+H;J; = 0 1=1,...,.v j3=1,...,n
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Comparando as definiciéns 1.3.1 e 1.3.2, é doado xustificar a segunda coma xenera-
lizaciéon da primeira, e asi podemos aplicar cada un dos exemplos anteriores a este novo
caso. Pero agora temos tamén estructuras relativamente sinxelas que verifican as novas
condiciéns e non as anteriores. Tales estructuras son as estructuras producto: Sendo V un
espacio vectorial, unha estructura producto sobre V' é unha aplicacién linear J : V —
V verificando J? = id. E obvio que tal J dota a V dunha estructura de mddulo de
Clifford(0, 1) zeneralizadal[5].

1.3.2 CIiff(2), CIliff(3) e outras estructuras sinxelas

No apartado anterior consideramos os casos mais sinxelos, correspondentes a unha es-
tructura complexa ou producto. Neste epigrafe atendemos o caso seguinte, analizando os
modulos de Clifford con dous xeneradores. O seguinte exemplo de estructura de moédulo
de Clifford, o que corresponde a dous xeneradores {.Ji, J2}, tamén o podemos atopar nun
espacio coilecido: o espacio cuaternionico. Consideramos o espacio R* no que definimos
duas aplicaciéns i, j verificando i2 = —Id, j2 = —Id,i0j + j oi = 0 e unha terceira apli-
cacion k composicién das duas anteriores: k = j ot e que denotamos k = ij. Entre estas
aplicaciéns coa notacién establecida temos as conecidas relaciéns do espacio cuaternionico.
Se consideramos J; = i, JJo = j verificanse as relaciéns (1.8) da definicién. Obsérvese que
considerando os xeneradores Ji, Jo temos unha estructura de mdédulo de Clifford(2), pero
basta considerar a composicién de ambas aplicacidons para obter unha terceira que au-
tomaticamente dota 6 espacio dunha estructura de mddulo de Clifford(3). Comentaremos
de novo este feito mais adiante, en relacién as restriccions que unha estructura de médulo
de Clifford impén sobre a dimensién do espacio.

Algo similar sucede cando tratamos coas estructuras de médulos de Clifford xeneral-
izados. O exemplo mais sinxelo que atopamos con algunha estructura producto é o espacio
paracuaternionico[12]: partindo dun espacio vectorial V', temos definidas tres estructuras
J1, Jo, J3 anticonmutativas e de forma que Ji e Js son paracomplexas e J3 = J1Jo. Definido
deste xeito, é doado ver que un espacio paracuaterniénico postue unha estructura de modulo
de Clifford(1,2) zeneralizada.

1.3.3 Obstruccidons a existencia de moédulos de Clifford nunha variedade

O feito de non poder definir unha estructura cuaterniénica nun espacio vectorial de di-
mensiéon par arbitraria, fai pensar que, no caso mais xeral dos mddulos de Clifford,
poidamos atopar tamén importantes restriccidons para a sia existencia. E importante
sinalar que toda estructura de médulo de Clifford(r) admite métricas adaptadas, i.e.,
existe un producto interior (,) tal que

(x,dy) + (px,y) = 0,Vo € {J1,...,J,}.

Polo tanto, as posibles obstrucciéns xeneralizan as conecidas & existencia de estructuras
Hermiticas, para-Hermiticas, cuaterniénicas, para-cuaterniénicas, etc. O seguinte teorema
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amosa cales son esas restriccidns sobre a dimension para un médulo de Clifford cun ntimero
de estructuras arbitrario:

Teorema 1.3.1 [1] Sexa n = 2"ngy, con ng impar. Un espacio vectorial V, de dimension
n, admite unha estructura de mddulo de Clifford(v) se e sé se v < p(r), onde

p(i+4) = p(i)+38
p(i) = 2°—1, i=0,1,2,3.

Deste teorema deducimos inmediatamente que a dimensién dun espacio vectorial con
estructura de moédulo de Clifford ten que ser par. Se particularizamos o teorema 6s ca-
sos Clifford(2) e Clifford(3), obtemos que é necesario un espacio vectorial de dimensién
multiplo de 4 para definir sobre el unha estructura cuaterniénica. Atendendo a un comen-
tario anterior, pédese observar que a dimension necesaria para albergar unha estructura
de médulo de Clifford(2) ou de médulo de Clifford(3) é 4k para algin k € Z, é dicir, a
mesma en ambos casos, como era de esperar, xa que dados dous xeneradores dunha estruc-
tura de médulo de Clifford(2), a composicién deles proporciona un novo xenerador que,
cos anteriores, da lugar a un médulo de Clifford(3). Na seguinte seccién daremos algiins
exemplos de tensores Osserman con estas estructuras, pero antes amosaremos unha taboa
que resultard ilustrativa das restricciéns que nos ofrece o Teorema 1.3.1.

Na tdboa apréciase cémo os espacios vectoriais de dimensién impar non admiten estruc-
turas deste tipo, como xa advertimos anteriormente. Ademais, o crecemento é aproximado
a exponencial da dimensién fronte a v(r), asi, precisamos unha dimensién igual a 4096
para albergar un mdédulo de Clifford(24), por exemplo, mentres basta dimensién 2 para
dotar 6 espacio dunha estructura complexa. O feito de que en dimensién 4 e 8 existan
tédolos posibles médulos de Clifford, esté relacionado coa paralelizabilidade das esferas S3
e S7. En dimensién 16, sen embargo, non ocorre o analogo, a pesar de comportarse esta
dimensiéon tamén dun xeito especial no Teorema 4.0.4.
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Dimensién r p(r) Estructuras que admite

n

0 0 0

1 1 0

2 1 1 ClLiff(1)

3 0 0

4 2 3 Cliff(1), Cliff(2), Cliff(3)

) 0 0

6 1 1 Cliff(1)

7 0 0

8 3 7 Clif(1), Cliff(2), ..., Clff(7)
9 0 0

10 1 1 Cliff(1)

11 0 0

12 2 3 CIiff(1), Cliff(2), CLiff(3)

13 0 0

14 1 1 Cliff(1)

15 0 0

16 4 8 Cliff(1),Cliff(2),. . . ,CLiff(8)

18 1 1 CIiff(1)

20 2 3 Cliff(1), CLff(2)

24 3 7 Cliff(1), CILiff(2), ..., CLfi(7)
32 5 9 Cliff(1), Cliff(2), ..., Cliff(9)
64 6 11 Cliff(1), Cliff(2), ..., CIliff(11)
128 7 15 Cliff(1), Cliff(2), ..., Cliff(15)
256 8 16 Cliff(1), Cliff(2), ..., Cliff(16)
512 9 17 Cliff(1), CLff(2), ..., CLiff(17)
1024 10 19 Cliff(1), CLff(2), ..., ClLiff(19)
2048 11 23 Cliff(1), CLiff(2), ..., ClLff(23)
4096 12 24 Cliff(1), CLiff(2), ..., ClLiff(24)

1.3.4 Exemplos de tensores curvatura alxébricos Osserman

Adicaremos este apartado a varios exemplos que permitirdn relacionar en casos sinxelos
os médulos de Clifford coa condicién de ser Osserman. Para iso facemos un achegamento
dende o punto de vista alxébrico, equivalente a considerar o exemplo no espacio tanxente

4 variedade nun punto.

Sexa V' un espacio vectorial, a unha aplicacién cuadrilinear ¢ : V x V x V xV — R
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verificando
¢(a:,y,z,w) = —qﬁ(y,m,z,w) = —qb(:c,y,w,z)
gb(x,y, va) = ¢(szv$7y)
¢($, y’ Z’ w) —"_ ¢(y7 Z7 x7 w) + ¢<z7 x’ y7 w) = O

para x,y, 2, w € V chamdmoslle tensor de curvatura alzébrico. No caso en que tefiamos un
producto interior en V', sexa este (, ), definimos sobre (V, (,)) a aplicacién ¢ : VxVxV —
V' de forma unica como (¢(z,y, z),w) = ¢(x,y, z,w), para x,y, z,w € V; referirémonos a
esta nova aplicacién tamén co nome de tensor de curvatura alzébrico, se ben do contexto
deducirase en cada caso de cal dos dous estamos a falar. De xeito analogo a como se
definiron o operador de Jacobi e a propiedade de ser Osserman nun punto, faise para o
tensor curvatura alxébrico, asi, ¢, : 2zt — 2+ é 0 operador de Jacobi de ¢ para un vector
non nulo z € V; e ¢ dise Osserman se o polinomio caracteristico de ¢, é independente
de z € V, con z espacial ou temporal, pero, en xeral, non independente do cardcter
de z. Atendendo a esta terminoloxia, os seguintes exemplos amosan casos sinxelos que

atoparemos como componentes de exemplos mais complicados en capitulos posteriores.

Exemplo 1.3.2 Sexa (V,(,)) un espacio vectorial cun producto interior. Definimos un
tensor curvatura alxébrico R® : V x V x V — V como

RO(z,y)z = (y,z)x — (z, 2)y

Para un vector unitario z € V o operador de Jacobi vén dado por R = (z,2)Id; polo
tanto R? é Osserman e postie como tinico autovalor (z, z).

Noétese que a expresion que define o tensor curvatura deste exemplo é a correspondente
6 tensor curvatura nun punto dunha variedade onde a curvatura seccional é constante e
igual a 1. En xeral, temos que calquera variedade con curvatura seccional constante nun
punto p é Osserman en p.

Exemplo 1.3.3 Sexa (V,J) un espacio vectorial complexo e (,) un producto hermitico
con respecto a J, ie., (Jx,y) + (z,Jy) = 0 para calesquera z,y € V. Neste contexto
definimos o tensor curvatura alxébrico R : V x V x V. — V en funcién do producto
interior (,) e a estructura complexa J:

R (x,y)z = (Jx, 2)Jy — (Jy, 2)Jx + 2(Jz,y)J 2

para vectores x,y,z € V. O operador de Jacobi RZJ , para z € V vector unitario é

R} =

z

{ —3(z, z)id mno subespacio (Jz)

0 no subespacio (Jz)t Nzt

co cal, o tensor é Osserman con autovalores 0 e —3 e autoespacios asociados de dimensions
1 e n — 2 respectivamente.
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Os dous tensores curvatura alxébricos anteriores non sé estan relacionados con certos
espacios modelo, senén que proporcionan a clave para obter a estructura xeral de calquera
tensor curvatura alxébrico. Asi, denotamos por R(V') o espacio dos tensores curvatura
alxébricos, sexa S(V') o espacio dos tensores de tipo (0, 2) simétricos e A(V') o espacio dos
tensores de tipo (0, 2) antisimétricos. Definimos

Rg(xvyvsz) = ¢(y, Z)¢(‘T7w) - qﬁ(x,z)cb(y,w)
Rﬁ(l’,y, sz) = 1/1(?47 Z)w(l.?w) - 1/1(357 Z)w(yaw) - 2¢($7y)¢(27w)

onde ¢ é un tensor simétrico e ¥ antisimétrico. Sexa
S(V):=(RS:9€S)

A(V) == (R} ¢ € A)
Tense o seguinte teorema

Teorema 1.3.4 [14, Teorema 1.8.2] Sexa V' un espacio vectorial cun producto interior de
signatura arbitraria, enton R(V) =S(V) = A(V).

Exemplo 1.3.5 Dado un espacio vectorial V', cun producto interior (, ), e unha estructura
paracompleza(ou sexa, unha estructura producto na que os autoespacios correspondentes
6s autovalores 1 e —1 tenen a mesma dimensién), dicimos que o producto interior (,)
é parahermitico se (Jx,y) + (x,Jy) = 0. Nesta situacién definimos a aplicacién R’ :
V xV xV — V como

R (z,y)z = (Ju,2)Jy — (Jy, 2)Jz + 2(Jz,y)J z

onde x,y,z € V. O operador de Jacobi asociado tamén é Osserman con autovalores 0 e 3
e autoespacios de dimensiéns 1 e n — 2 & vista da expresién seguinte

R} =

z

{ 3(z,z)id no subespacio (Jz)

0 no subespacio (Jz)* N z+

Os tres exemplos anteriores ilustran cémo se comporta o operador de curvatura co-
rrespondente és casos mais sinxelos de variedades de Osserman:

— (M, g) é un espacio de curvatura seccional constante ¢ se e s6 se R = cR° [23], [27]

— (M,g,J) é unha variedade Ké&hler de curvatura seccional holomorfa constante ¢ se
e s6 se [2]
R=2(R"~R)
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— (M, g,J) é unha variedade para-Kéhler de curvatura seccional paraholomorfa cons-
tante ¢ se e sé se [9]

R=2(R"+R)

Analizamos agora o caso moito méis xeral dunha variedade cunha estructura de médulo
de Clifford xeneralizada, e facémolo mediante o seguinte teorema:

Teorema 1.3.6 Sexa (V,(,)) un espacio vectorial cun producto interior e estructura de
modulo de Clifford(v,n). Sexa {Ji,...,Jy,,H1,...,Hy} unha familia de zeradores verifi-

cando a relacion de Clifford. Para os escalares Ao, ..., Ay, fi1, ..., lly definimos o tensor
"1
_ 0 Ji _
R=\R +Z;3(>\o— R +Z Xo)R
1=

que € un tensor curvatura alrébrico con operador de Jacobi

( A\1(z,2)id no subespacio {J1z)

Az, z)id  no subespacio (J,z)

R, =< pi(z,2)id no subespacio (Hyz)

pn(z, 2)id  no subespacio (H,z)

Xo(z, z)id  no subespacio (z,J1z,...,Jyz, H1z, ... ,an)L

e, polo tanto, € Osserman.

Demostracién.

O resultado séguese dos exemplos 1.3.2, 1.3.3 e 1.3.5, tendo en conta que, dado que a
métrica é adaptada as estructuras Ji,...,J,, Hy,..., Hy, os subespacios (z), (J12), ...,
(Juz), (H1%), ..., (Hyz) son dous a dous ortogonais.

1.3.5 Relacidon coas métricas de Osserman

Os exemplos da seccién anterior proporcionan unha ampla variedade de tensores curvatura
alxébricos Osserman con calesquera autovalores, pero cémpre preguntarse se existiran
variedades nas que se realicen estes tensores curvatura.

Dado que podemos considerar o tensor curvatura alxébrico como o tensor curvatura da
variedade M definido no espacio tanxente a un punto p € M, podemos extender o tensor
empregando coordenadas normais, de xeito que o tensor alxébrico inicial, sexa a realizacion
no punto p € M do tensor curvatura asociado a unha métrica semi-riemanniana definida
nunha vecinanza normal de p € M.



14 1 Preliminares

Asi, se R é un tensor curvatura alxébrico, M = R", {ey,...,e,} unha base ortonormal,
definimos o tensor métrico g na bola unidade con centro en § mediante a seguinte expresién

g= Z dij + ZR(ei, ej,er,e)rial b datda? + O(a?)
irj k.l

O tensor curvatura asociado a g asi definida, coincide con R na orixe.

Sen embargo, existen resultados que amosan que non é posible, en xeral, atopar unha
variedade riemanniana que realice os tensores de curvatura anteriores en tédolos seus
puntos:

Teorema 1.3.7 [25] Sexa (M,g,J) unha variedade case-Hermitica de dimension n > 4
con tensor curvatura

R =XR"+ MR’

onde Mg, A1 son funcidns reais con Ao non constantemente nula. Enton \g = A\ e M €
localmente isométrica a CP(n/2) ou ¢ seu dual non compacto.

O resultado tamén é valido para dimensién 4 asumindo que Ay ou A; sexa constante.
Esta nova hipdtese é necesaria, pois Olszak atopou exemplos, como veremos no seguinte
capitulo, de variedades case-Hermiticas de dimensién 4 co tensor curvatura R = \gR° +
MR’ con A\g e A\; non constantes.

O resultado anterior foi xeneralizado por Gilkey para a situacion mais xeral onde a
curvatura estd dada por certos médulos de Clifford [13].



Capitulo 2

Variedades puntualmente
Osserman en dimension 4

Neste capitulo trataremos o caso particular de variedades de dimensién 4, poniendo de
manifesto o especial que resulta o comportamento destas variedades fronte 4 condicién
de Osserman. Dunha banda temos, Proposicién 1.2.3, que toda variedade Osserman é
Einstein, polo que o interese no estudio do caracter Einstein é certamente relativo neste
aspecto. Por outro lado, como se amosa no Teorema 1.2.5, a dimensién 4 supén unha
situacion particular na andlise da relacién entre as variedades Osserman e puntualmente
Osserman.

Neste segundo capitulo, continuamos introducindo algins conceptos que seran impor-
tantes no Capitulo 3, para iso descomponemos o tensor curvatura en tensores ortogonais
respecto a unha certa métrica, e serd unha desas componentes, o tensor de Weyl, a que
nos permitird deducir resultados de interese. A introducir este tensor e algunhas das stas
propiedades esta adicada a Seccion 2.2.1. Na Seccién 2.2.2, relacionaremos o tensor de
Weyl coa condicién de Osserman, amosando resultados de vital importancia para o desen-
volvemento do Capitulo 3. Pero antes de introducirmonos nestes aspectos, recordamos na
Seccién 2.1 alguns resultados conecidos sobre as variedades 4-dimensionais de Osserman, 6
tempo que amosamos exemplos conecidos de variedades puntualmente Osserman que non
son globalmente Osserman.

2.1 Variedades puntualmente e globalmente Osserman

Comentabamos no Capitulo 1 6 dar as definiciéns sobre as condiciéns de Osserman global
e puntual, como a primeira delas é mais restrictiva que a segunda. Asi, toda variedade
globalmente Osserman tamén o é puntualmente. Ademais, dabamos condiciéns suficientes
no Teorema 1.2.5 para a equivalencia de ambas condiciéns en dimensiéns maiores que 4.
Resulta de interese, polo tanto, presentar exemplos de variedades 4-dimensionais puntual-
mente Osserman que non sexan globalmente Osserman.

15
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Cémpre sinalar neste punto que as condiciéns puntual e global de Osserman son equi-
valentes en xeometria Lorentziana [10]. Polo tanto, no que segue unicamente prestaremos
atencion 6s casos riemanniano e de signatura (— — ++). As variedades riemannianas que
verifican a condicién global de Osserman en dimensién 4 foron clasificadas por Chi, quen
demostrou que se corresponden localmente cos espacios de curvatura seccional constante
ou as variedades Kéhler de curvatura seccional holomorfa constante [4]. Un resultado
andlogo non é certo en signatura (— — ++), onde se presentan numerosos exemplos de
variedades non simétricas que verifican a condicién global de Osserman. Tales exemplos
baséanse no feito de que os operadores de Jacobi non son necesariamente diagonalizables.
Sen embargo, asumindo esta iltima condicién, Blazi¢, Bokan e Z. Raki¢ probaron que
as variedades 4-dimensionais de Osserman con operadores de Jacobi diagonalizables son
localmente isométricas a un espacio de curvatura seccional constante, unha variedade
Kaéhler indefinida de curvatura seccional holomorfa constante ou unha variedade para-
Kéahler de curvatura seccional paraholomorfa constante [3].

Continuando os derradeiros resultados do Capitulo 1, podemos dicir que, neste mesmo
senso, adquire especial importancia o resultado seguinte de Olszak, que ofrece unha familia
de variedades que son puntualmente Osserman pero non globalmente, pois as funcions Ag,
A1 determinan os autovalores dos operadores de Jacobi e, como se deduce do teorema
anterior, do Teorema 1.3.6 e dos resultados da seccién 1.3.5, non son necesariamente
constantes.

Teorema 2.1.1 [21, Teorema 1] Sezxa (M, J,g) unha variedade kihleriana Bochner chd de
dimensidn 4. Ademais, a curvatura escalar Sc non se anula en todo M e non é constante.
Sexa g = €7g, onde 0 = —log(C-Sc), C = cte > 0. Entén a variedade Hermitica (M, J, g)
¢ un espacio complezo zeneralizado, i.e., o tensor curvatura é da forma R = \gR°+ M1 R”,
para a que A1 % 0 en calquera punto de M e Ay non € constante.

Finalmente, sinalemos que o mellor xeito que conecemos para dar exemplos de varieda-
des que non son globalmente Osserman pero si puntualmente, ofrécenolo o Teorema 2.2.11
que veremos 6 remate do capitulo, pois, atendendo a este, basta dar variedades Einstein
e auto-duais non globalmente Osserman. Polo tanto, temos aqui unha fonte de exemplos
que acada especial relevancia no caso de dimension 4.

2.2 Condicion puntual de Osserman e auto-dualidade

2.2.1 Tensor de Weyl

Esta seccién estd adicada a introducir o tensor de Weyl, que nos permitird avanzar no
estudio de variedades puntual e globalmente Osserman.
Dado V un espacio vectorial n-dimensional con base {e1,...,e,}, definimos os bivec-
tores como os elementos da forma
E a5 e; N\ ej

1<j



2.2.1 Tensor de Weyl 17

para a;; € R. Nétese que o sumatorio representa unha suma ordeada e, ademais, enten-
deremos que e; A e; = —e; A e;. Denotamos o espacio dos bivectores en V por A%V, que é

un espacio vectorial de dimension ( g )
Existen grandes analoxias de tipo alxébrico entre o espacio dos bivectores e o espacio
das 2-formas, tense de feito
A2V* = (AZV)* = {w AV — R:iwé linear}
= {w:V®V — R:wé linear e antisimétrica}

= {w:V xV — R:wé bilinear e antisimétrica}

Pretendemos relacionar a antisimetria dos bivectores coa antisimetria que presenta o
tensor curvatura nos primeiro e segundo argumentos e nos terceiro e cuarto. Se fixamos
dous vectores x,y e pensamos o tensor de curvatura alxébrico R como a aplicacién

R(z,y) : A*(T,M) — R

temos reflexada a antisimetria nos dous ultimos argumentos de R co emprego dos bivec-
tores. Deste mesmo xeito, podemos facer o correspondente para x e ¥y, pensandoo como
un bivector z Ay, e teriamos asf un endomorfismo que denotaremos R en A2(T, »M) (de
agora en diante abreviaremos con Ag):

R : AX(T,M) — A*(T,M)

Sen embargo, e pese a ter representadas nesta aplicacion as dias antisimetrias mencionadas
anteriormente, faltanos estructura alxébrica sobre o espacio para ter en conta tddalas
simetrias do tensor curvatura.

Observacién 2.2.1 [17, Lema 8.18] Sexa AJQD o espacio de bivectores sobre o espacio tan-
xente T, M dunha variedade semi-riemanniana (M, g)

i) Definese un producto interior ((,)) en A]% mediante
<<:E Ny, 2z N\ w>> = <R0((L', y)Z, ’LU> = <33, w><y7 Z> - <£E, Z><y7 U)>

ii) Unha base ortonormal {e,...,e,} en T, M induce unha base ortonormal {e; A e; :

i< j}en (A2 ((,)))

iii) Definimos, no espacio dos endomorfismos simétricos de AIQ,, un producto interior
mediante

(((A,B))) :==Tr(Ao B)
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Esta observacion proporciénanos a estructura que nos permite relacionar cada tensor
curvatura alxébrico en (T,M, (,)) cun endomorfismo autoadxunto en (A2, ((,))). Dado un
tensor curvatura

R(x,y, z,w) := (R(x,y)z, w)

definese un endomorfismo

R: A2

2
p AP

verificando a condicién

As{ definido, R é un endomorfismo autoadxunto, xa que R(z,y,z,w) = R(z,w, z,y) polas
simetrias do tensor curvatura alxébrico. Hai que ter en conta que, con esta definicién, o
endomorfismo non reflexa que o tensor curvatura verifica a Primeira Identidade de Bianchi,
mentres ese € precisamente un dos requisitos na definicion de tensor curvatura alxébrico.
Denotamos por R o conxunto dos tensores de curvatura alxébricos, e por R o conxunto
de endomorfismos de A? asociados a tensores de R; asi, a correspondencia

R — R
R — R

é bixectiva, trivialmente.

Observacién 2.2.2 Nesta correspondencia biunfvoca, o endomorfismo asociado a R° é
precisamente a identidade
R < R

R® — RO=1Id

como se deduce das definiciéns anteriores.

Definicién 2.2.1 Sexan A, B tensores simétricos de tipo (0,2). Definese o producto de
Kulkarni-Nomizu como segue:

(Ae B)(z,y,z,w) = A(x,w)B(y,z)+ Ay, z)B(z,w)
—A(z,2)B(y,w) — A(y,w)B(z, 2)

Asi definido, e é un producto exterior simétrico e para calesquera A, B tensores simétricos
de tipo (0,2) tense que A e B é un tensor curvatura alxébrico.

Empregaremos este producto para expresar a forma das diferentes componentes do
tensor curvatura que nos dan os dous teoremas seguintes

Teorema 2.2.3 [17, Teorema 8.21] R descomponse en tres subespacios ortogonais respecto
da métrica (((,)))
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onde

Z\o/g : Aé simétrico, TrqyA = O})

Podemos facer unha descomposicion andloga para R = U & Z & VW, onde U estd
xenerado por R’(= geg) e Z estd xenerado polos tensores da forma Ae g, con A simétrico

e de traza cero.

Teorema 2.2.4 [17, Teorema 8.24] As comporientes do tensor curvatura verien dadas por

U = ok
Z = ﬁ(Ric—%g)og
W= R—U—ZzR—Cong—ﬁ(Ric—%g) .y
Cada unha destas componentes tén un significado xeométrico, e a stia anulacién impén
fortes condiciéns sobre a xeometria da variedade. A componente que nos interesa para

calculos posteriores é o tensor de Weyl, que vimos de denotar por W. O seguinte corolario
resume algunhas propiedades das componentes anteriores do tensor curvatura

Corolario 2.2.5 [17, Corolario 8.25] Sezxa (M, g) unha variedade riemanniana n-dimen-

sional, con n > 3. Tense:
i) (M,g) ten curvatura constante se e sé se Z =W = 0.
ii) (M,g) é Finstein se e s¢ se Z = 0.
iii) Se =0 U =0.
i) Ricg=0U=2=0.
Demostracion.

i) Sabemos que se unha variedade ten curvatura seccional constante, o seu tensor cur-
vatura é un multiplo de R?, co que as compoiientes Z e W son nulas. Reciprocamente,
se as compoiientes Z e W son nulas, o tensor curvatura é un miltiplo de R, co cal
a variedade ten curvatura constante.

ii) Unha variedade é Einstein se e s6 se Ric = %g, e esta condicién equivale a que
Z = 0 dada a expresién de Z do Teorema 2.2.4.

iii) Dedtcese directamente da expresién de U dada no Teorema 2.2.4.
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iv) De novo atendemos &s expresiéns de U e Z que nos proporciona o Teorema 2.2.4. Se
Ric = 0, necesariamente temos que S. = 0, anuldndose a compofiente Z, e,por iii),
S. = 0 equivale a U = 0. Reciprocamente, se U = 0 temos que S. = 0, o cal, unido
a que Z = 0 implica que o tensor de Ricci é nulo, outra vez polo Teorema 2.2.4.

O

Observacién 2.2.6 Nunha variedade 3-dimensional o tensor de Weyl é nulo, dado que o
tensor de Ricci determina completamente a curvatura da variedade (omitimos os detalles
da proba por brevidade [17, Corolario 8.25]).

Observacidén 2.2.7 Dos apartados i) e iz7) do corolario anterior extrdese que unha va-
riedade ten curvatura seccional constante se e s6 se é Einstein e W = 0. Este feito
empregarémolo na proba do principal resultado do Capitulo 3.

O tensor de Weyl estd relacionado coa clase conforme da métrica, como veremos nos
seguintes resultados que enunciamos. Pero antes, recordamos que dias métricas en M,
g, g, dinse conformemente equivalentes se os dngulos tenen a mesma magnitude medidos
coas diias métricas, é dicir, se existe unha funcién escalar ¢ tal que § = e~ %%g.

Corolario 2.2.8 [17, Corolario 8.28] Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana de
dimension n, con n > 3, tense:

— g € conformemente equivalente a unha métrica de Finstein se e s se
e?Ric+ (n — 2)V?(e?)
€ un maltiplo escalar de g para certa eleccion de .

— Se g é unha métrica de Einstein, enton § = e~ 2?g é unha métrica de Einstein se e
s6 se V2(e?) = \g para unha funcién escalar \.

Onde V? representa a sequnda derivada covariante.

Este teorema débese a H.Weyl, e vén a completar, xunto 6 seguinte, a relacién comentada
anteriormente entre a conformidade da métrica e o tensor de Weyl.

Teorema 2.2.9 [17, Lema 8.30] O tensor de Weyl dun tensor curvatura é conformemente
invariante, esto é, dadas g, conformemente equivalentes (§ = e~%g), tense W = 1% para
os tensores de tipo (0,3), e W = e 2°W para os tensores de tipo (0,4). En particular,
W =0 se g € localmente conformemente chd.
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Teorema 2.2.10 [17, Teorema 8.31] Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana de
dimension n. Sen >4 , g é conformemente chd se e s¢ se W = 0. Para o caso en que
n =3, g € conformemente chd se

(VxO)Y, 2) = (VyCO)(X, Z)

para calesquera campos de vectores X,Y,Z. Onde C denota o tensor de Schouten (R =

Ceg+W).

Co enunciado deste tltimo teorema, de J.A.Schouten, pechamos a presente seccién na
que introducimos o tensor de Weyl, para, na seccién vindeira, relaciona-lo coa condiciéon
de Osserman dunha variedade.

2.2.2 Condicién de Osserman e auto-dualidade

Sexa V un espacio vectorial n-dimensional cun producto interior (,) de signatura (v,n).
Denotamos por v, o elemento de volume. O producto interior que definimos na Obser-
vacién 2.2.1, pédese expresar tamén do seguinte xeito equivalente:

(21) <<ez A ej’ek /\€l>> — det < <€i,6k> (ei’el> )

(ej,ex) (ej,er)

A signatura da métrica ((,)) depende da signatura da métrica (,) de V. Consideremos
{e1,e2,e3,e4} unha base ortonormal de (V,{(,)), e {e!,e? e e} a base dual asociada.
Independentemente da signatura de (, ),

B={elne? el ned el Net,e? ned e? Net,ed Aelt)

é unha base ortonormal de A2V*. Asi, temos que, se a métrica (,) é riemanniana, tamén
((,)) sera definida positiva, pois ((v,v)) > 0, Vv € B; sen embargo, se g é unha métrica
de Lorentz, temos que ((,)) ten signatura (3,3), pois, asumindo e; temporal e es, e3, €4
espaciais,

(et net el ne?)) = (el Aed el ned)) = (el Aetel net)) = —1
((e2nede2 ned)) = ((e2net e net)) = ((e3Anet e net)) =1

Por 1ltimo, no caso en que g teha signatura (— — ++), a signatura de ((,)) serd (4,2), xa
que, sendo e, ey vectores temporais e eg, €4 vectores espaciais,

(et Aedet ned)) = ((etnetet net)) = ((e2 Aed e? Aed))
= ({2 Net et net)) =1

(et ne? el Ae?)) = ((eBnete3net)) =1
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Introducimos o operador estrela de Hodge * como o isomorfismo
w0 ARy — ARy

definido por a A *8 = ((«, B)) v, para todo «, 3 € A*V*. Asi, o operador verifica *? =
(=1)E=R)t0Td, 500

O contexto de maior interese para nés sera o de dimensién 4, no que o operador * admite
unha interpretacién moi concreta para o caso riemanniano en funcién da bi-ortogonalidade
do espacio: fixada unha orientacién no espacio (tomemos a xa asumida v,), dados el el
elementos bésicos, *(e’ Ae/) é o bivector dado por ek Nel onde €, e! son ambos ortogonais
a e, el e de forma que e A el AeF A€l ten a mesma orientacién que vg. Nunha variedade
semi-riemanniana pdodese dar a mesma interpretaciéon, como se deduce da expresién que
define o operador de Hodge, salvo que é necesario variar a orientacién segundo sexa o
cardcter (espacial ou temporal) dos vectores do dominio. Tamén en dimensién 4, temos
que ** = Id se a métrica é definida ou de signatura (2, 2). No caso lorentziano o operador
de Hodge * define unha estructura complexa no espacio, pois teriamos *? = —Id.
Restrinxirémonos ds casos riemanniano e de signatura (2,2), asi, baixo estas condiciéns,
o operador de Hodge é autoadxunto, como se deduce da sta definicién, pois

((a,#B)vg =aNsx=aANf=xxaAf=((xx,[)v

Nesta situacién, A2V* descomponse en suma ortogonal dos autoespacios correspon-
dentes 6s autovalores 1 (AL = {a € A?V* :xa=a})e—1(A_ = {a € A?V* : xa = —a}):

AV = A, @A

Chamaremos autoduais as 2-formas de A, e anti-autoduais 4s de A_.

Temos asi descomposto o espacio A2V* en suma directa de dous subespacios de di-
mension 3. Para os calculos que faremos na seguinte seccidn, cémpre conecer unha base
de cada un dos autoespacios. Distinguimos os dous casos a estudiar:

Caso riemanniano

Sexa (V, (,)) un espacio vectorial con producto interior definido positivo Coma antes
{e1, e, e3,e4} é unha base ortonormal positivamente orientada e {e!, e?, 3, e*} a base dual
da precedente. Temos para os espacios Ay e A_ que, recordemos, son riemannianos, as
seguintes bases ortonormais:

Ay = ({(eAe2+e3net)/vV2, (et Ned—e2 net)/V2,

(
(el Net +e2 ned)/V2})

Al = ({(ePAe2—enet)/V2, (el AP +et Aet)/V2,
(e! net —e2 A ed)/V2})

(2.2)
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Non faremos a proba de que estes elementos forman unha base ortonormal, mais, con
finalidade ilustrativa da dependencia que poste a signatura de ((,)) da signatura de g,
faremos os calculos para un dos vectores en cada caso:

<<61/\63—e2/\e4 elned—e

2Ae
—cinet dna-gnety)
{er,e1)  (e1,e3) (e2,e2)  (e2,eq)
_ _ 1 1 _
_det<<€;{g1) <€£3)>+det<(el/,zz> (64»\/Z4>>+0+0_2+2_1
V2 V2 V2 V2

Polo tanto, o vector considerado é unitario. Vexamos que é ortogonal és outros dous
vectores que componen a base de A :

<< elne?+ednet elped—e?net >>

V2 ’ V2
(er,e1)  {e1,es) (es,eq)  ({es,e2) (e1,e4)  (e1,e2)
=d6t< <e£1> <e£3> )*det( <e§4> <e£2> )* det( <e£4> <e£2> )
2 2 2 2 2 2
(es,e1)  {es,es)
+d€t< (e (eten ) =0,
V2 V2
<<61/\e4\—/&-562/\637 elned 26 Ne >>
(er,e1)  (e1,es) (e2,e4)  (e2,e2) (e1,e4)  (e1,e2)
= det ( (ez\;/,gﬁ (e;/,gw ) + det < <€;/,g4> <€;/:g2> > + det ( <€4\1/724> <€>1/722> )
V2 V2 V2 V2 V2 V2

(e2,e1)  (ez,e3)
+d€t< (e;/,g1> (e;,/,g3> ) = 07
V2 V2

co que o vector el A e —e? Aet é unitario e ortogonal a el Ae? +e3net eel Aet e Aed.

Caso semi-riemanniano con métrica de signatura (— — ++)

Sexa (V,(,)) espacio vectorial con producto interior de signatura (— — 4++). Sexa
{e1,€2,e3,e4} unha base ortonormal positivamente orientada, sendo e, es vectores uni-
tarios temporais, e base dual asociada {e!,e? e, e*}. Ay e A_ son agora dous espacios
lorentzianos de signatura (— — +). Pédese comprobar, mediante célculos sinxelos, que os
seguintes bivectores forman unha base ortonormal para cadanseu autoespacio:

et ner+e3net)/V2, (el Ned+e2 Aet)/V2,
(el net —e2 ned)/V2}))
Al = ({(ePAe2—enet)/V2, (el ned —e2 Aet)/V2,
(e! Net +e2 ned)/V2})

A+:

(2.3)
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O igual que para variedades riemannianas faremos os calculos correspondentes a un
dos vectores, para ver que é unitario e ortogonal és outros dous elementos da base de A,.

<< elned+e2net elned4e2net > >

V2 ’ V2
(61/{1> (61/{3> <€i/7§2> <€i/7§4>
_ _ 1 1 _
= det < @ <637§3> ) + det ( <e47§2> <e47g4> > +0+0=-3-L1=—1
V2 V2 V2 V2
<<el/\e2\—/0—§e3/\e4’ el/\eS\—/&—§eQ/\e4>>
<€:\l/’§1> <€i/,§S> <€f/:§2> <€is/:§4> <€i/7§2> <€i/,§4>
= det < <€2’§1> <e2733> ) +d€t< <ei/’§2> <ei/’§4> ) +d€t < <62132> (62,g4> )
V2 V2 2 2 V2 V2
(63761> (63763>
+det< Vo) (eres ) =0
V2 V2
<<el/\e4\;§ez/\e3 ’ el/\e3j§ez/\e4 >>
(61/{0 (61/{?) <€i>/:§2> <€i>/:§4> <€1}§2> <€1/7§4>
=det< <e4¢,§1> <e£3> >+det< <82¢,§2> <ef/’§4> >+d€t< <e4¢,§2> (enen) )
2 2 2 2 2 V2
(es.e1)  (es,es)
+det< <€;{ZI> (6;/,23> ) == 0
V2 V2

Consideremos agora as restricciéns do tensor de Weyl W a A, e A_, e denotémolas
por W, e W_, respectivamente. Enton estamos en condiciéns de dar a seguinte definicién

Definicién 2.2.2 Sexa (V, (,)) un espacio vectorial 4-dimensional cun producto interior
definido positivo ou indefinido de signatura (2,2). Sexa R un tensor curvatura alxébrico.
Entén, o triple (V, (,), R) dise autodual se W_ = 0 e anti-autodual se W, = 0.

Extendendo a definicién anterior para variedades

Definicién 2.2.3 Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana, diremos que (M, g) é
autodual (resp., anti-autodual) se estd orientada e o tensor curvatura é auto-dual (resp.,
anti-autodual) en cada punto p € M.

O seguinte teorema mostra a estreita relacién que existe entre a autodualidade (ou
anti-autodualidade) e a condicién de Osserman para métricas riemannianas e de signatura
(— — +++) en dimensién 4, sendo nesta onde radica o noso interese polo estudio do tensor
de Weyl.
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Teorema 2.2.11 [10, Teoremas 2.1.8 e 4.2.5] Sexa (M, g) unha variedade 4-dimensional
riemanniana ou de signatura (2,2). Entén equivalen

- (M, g) € puntualmente Osserman.

— Localmente existe unha orientacion de M para a que € Einsten e autodual ( ou
anti-autodual).

o) longo deste capitulo, estudiando variedades de dimensién 4, e moi en concreto no
teorema precedente, analizamos unicamente os casos de signatura (+ + ++) e (— — ++),
quedando sen tratar s6 o caso lorentziano. O motivo deste enfoque é que o caso lorentziano
ten unha relevancia moi limitada, pois unha variedade de Lorentz é autodual ( ou anti-
autodual) se e s6 se W = 0. Ademais, as variedades puntualmente Osserman lorentzianas
son precisamente as de curvatura seccional constante; é por isto, por estaren totalmente
determinadas, que non temos para o caso de signatura (— + ++) un teorema analogo 6
Teorema 2.2.11 que, se ben seria certo, non aportaria ningunha informacién por termos
garantido que tanto as variedades puntualmente Osserman coma as Einstein e autoduais
( ou anti-autoduais) coinciden cos espacios de curvatura seccional constante.
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Capitulo 3

Variedades puntualmente
Osserman con estructura local de
producto deformado

O obxectivo principal deste capitulo é probar que unha variedade de dimensién 4 con
estructura local de producto deformado é puntualmente Osserman se e s6 se é un espacio
de curvatura seccional constante. Para iso, na Seccién 3.1 recordamos as definiciéns e
propiedades bésicas, tales como a expresién da curvatura e o tensor de Ricci, dos productos
warped e twisted. Empregamos a Seccién 3.2 para achegarmos algunhas propiedades
bésicas do tensor de Weyl nunha variedade producto warped. Na Seccién 3.3 probaremos
o resultado pretendido cando a estructura local da veriedade é de producto warped, para,
na Seccién 3.4, concluir finalmente o resultado para productos twisted.

3.1 Productos deformados

No estudio da xeometria semi-riemanniana, un tema que cobra especial importancia é o
estudio de variedades producto. A partir de dias variedades semi-riemannianas (M, gas)
e (N, gn), podemos considerar a variedade producto M x N dotada da métrica producto
gum D gn. Esta nova variedade M x N herda moitas propiedades de M e N, polo que
sup6én un modo moi axeitado de proporcionar exemplos aumentando a dimensién. Sen
embargo, esta estructura é tremendamente rixida, e é tan forte a dependencia que tenen
as propiedades de M x N das variedades que a componen, i.e., de M e N, que non é moi
habitual atopar novos exemplos con propiedades interesantes mdis alé das que presentan
M e N. Mais, o que en principio poden parecer pequenos cambios na métrica dunha
variedade producto, estende en gran medida o seu interese & hora de proporcionar exem-
plos caracteristicos. En concreto, énos de interese o estudio de variedades producto nas
que a métrica sofre unha modificacion homotética ou conforme na componente métrica
correspondente a unha das dudas variedades, ponamos N.
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Definicién 3.1.1 Sexan (M, gur) e (N, gn) dias variedades semi-riemannianas, f unha
funcién diferenciable positiva definida en M, f : M — R™. Definese o producto warped
P = M x; N como a variedade producto M x N equipada coa métrica

g=7"(gm) ® (f om)*c*(gn)

onde 7 denota a proxeccién candnica de P en M e o a correspondente proxeccion de P
en N.

As variedades producto warped tefien interese dende moitos puntos de vista da xeo-
metria, destacando a importancia que presentan & hora de buscar exemplos de variedades
con propiedades que se conservan mediante transformacions conformes. En particular, este
tipo de variedades aparecen en exemplos modelo do espacio-tempo da teoria relativista, e
foron estudiados dende o punto de vista da curvatura dun modo sistematico en [23].

Unha xeneralizacién dos productos warped, para a cal empregaron a nomenclatura de
productos twisted, foi introducida en [24]. A definicién deste novo tipo de variedades é a
que segue:

Definicién 3.1.2 Sexan (M, gn) e (N,gn) dias variedades semi-riemannianas e sexa
f : M x N — RT unha funcién positiva definida no producto M x N. Definese o
producto twisted de ambas variedades como a variedade producto M x N dotada coa
métrica

g="7"gu ® flogn

ondem: M XN — Meo:MxN— N son as proxecciéns candnicas.

Nétese que se f: M x N — R é unha funcién tal que f(p,:) : N — R é constante
para todo p € M, entén M x ¢ N é un producto warped, pois a funcién de deformacién f
s6 depende de M. E por isto que consideramos os productos twisted unha xeneralizacién
dos productos warped, e atendendo a esta, daremos 6 longo da seccién certas propiedades,
nun primeiro lugar para productos twisted, presentando consecutivamente cada resultado
particularizado a productos warped.

A continuaciéon enunciamos o seguinte teorema que permite caracterizar o tipo de
variedade: producto directo, producto warped e producto twisted segundo a xeometria das
foliaciéns candnicas respectivas, £/ (foliacién canénica horizontal) e £y (foliacién canénica
vertical), da variedade P = M x N.

Proposicién 3.1.1 [24, Proposicién 3| Sexa (P = M x N, g) unha variedade semi-rie-
manniana tal que as folicacions candnicas Ly e L se intersecan perpendicularmente.
Enton g é a métrica dun

i) producto twisted M x, N se e sé se Lps é unha foliacion totalmente zeodésica e Ly
unha foliacion totalmente umbilica,
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i) producto warped M x§ N se e s6 se Ly € unha foliacion totalmente zeodésica e Ly
€ unha foliacion totalmente esférica,

ii1) producto directo M x N se e s6 se Ly e L son foliacion totalmente zeodésicas.

Certos conceptos tipicos da xeometria diferencial euclidea de dimensién 3, como son
o gradiente ou o laplaciano, ou en xeral da xeometria euclidea en dimension arbitraria,
como o hessiano, admiten unha xeneralizacién & xeometria semi-riemanniana (véxase,
por exemplo [11]). Nunha variedade semi-riemanniana (M, g) consideremos unha funcién
f: M — R. O gradiente de f, que denotamos por V f definese como segue:

(VI,X)=df(X)=Xf, VX exX(M)

é dicir, o gradiente de f é o campo de vectores metricamente equivalente a df ou, con
outra terminoloxfa, V f = fdf. Definimos agora o hessiano de f como a segunda derivada
covariante, H/(X,Y) = VxVy f, tendo as seguintes igualdades

HY(X,Y)=XYf—(VxY)f = (Vx(Vf),Y)

Empregando esta férmula prébase sen dificultade que o hessiano é un tensor de tipo (0, 2)
simétrico. Por tultimo, definimos o laplaciano de f, Af, en funcién do hessiano, coma a
contracién deste, é dicir,

Af = Cip(H')

ou, equivalentemente, Af = div(V f) onde a diverxencia, div, dun campo de vectores X
vén dada por divX =), (Vg X, E;) para {E;}; base ortonormal de X(M).

Estes conceptos seran utilizados para expresar a xeometria dunha variedade producto
P = M x;y N cunha alteracién na métrica, ben sexa un producto twisted en xeral ou
un producto warped en concreto, en base & xeometria das variedades factores (M, gyr) e
(N, gn). Denotaremos por VM e V¥ as conexiéns de Levi-Civita de (M, gus) e (N, gn),
e faremos os calculos coa funcién £ = log(f), o que permite traballar mais comodamente
coas expresiéns que irdn aparecendo. Asi, a conexién de Levi-Civita V de P vén dada por

Proposicién 3.1.2 [7, Proposicién 1.3.1.] Sexa P = M x N un producto twisted, X,Y €
X(M) eU,V € X(N) campos de vectores. A conexion da variedade producto P describese
en funcion das conexions dos factores M e N como seque

i) VxY € o levantado a M x N de VY
i) VxU = X (&)U
ii) VyV = VNV + UV + V(U — g(U, V)VE

Agora particularizamos o resultado para productos warped, mantendo a mesma no-
tacion, salvo que preferimos obter os cdlculos en funcién de f no canto de £, por considerar
que deste xeito resultara mais intuitivo. Este criterio serd mantido en vindeiros célculos.
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Proposicién 3.1.3 [22, Proposicion 35] En P = M Xy N producto warped, con X,Y €
X(M) eU,V € X(N), a conexion de Levi-Civita vén dada por:

i) VxY € o levantado a M x N de VY.
ii) VxU =VyX =30,
iii) nor(VyV) = f%gradf.
w) tan(VyV) € o levantado a M x N de VN V.

onde tan e nor denotan, respectivamente, as componentes de ViV tanzencial e normal a
N.

Unha vez conecida a conexién de Levi-Civita, a curvatura exprésase tamén en termos
da xeometria dos factores:

Proposicién 3.1.4 [7, Proposicién 1.3.4.] Para P = M x; N producto twisted, a cur-
vatura estd completamente determinada por:

i) R(X,Y)Z

RM(X,Y)Z

i) R(X,U)Y = (HS(X,Y) + X(§)Y ()U
g(U,V)(X(VE+ (X)) — XV (U
XUV - XV(U

+ 9(VE,VE(g(V. W)U —

+ HS(UW)V — HS(V,W)U

+ g(U,W)hg(V) g(V.W)hs(U)
+

_|_

iti) R(U, X))V
iv) R(U,V)X

v) R(U,V)W = RN(U, V)W g(U, W)V

WUV = V(U)
(V()g(U, W) = U()g(V,W))VE

onde denotamos por X,Y,7Z € X(M) e U,V,W € X(N) os campos de vectores, e por RM ¢
RYN os tensores curvatura de M e N respectivamente. Ademais, h¢(X) = Vx(V¢) denota
0 hessiano de & en P e HS a aplicacién linear que cumple HS(X,Y) = g(h$(X),Y) e que
tamén chamamos hessiano.

Proposicién 3.1.5 [22, Proposicion 42] En P = M x ¢ N producto warped, con X,Y, Z €
X(M) e U, V,W € X(N), e tensor curvatura R, temos

i) R(X,Y)Z ¢ o levantado a M x N de RM(X,Y)Z en M.
it) R(X,U)Y = MU, sendo HY o hessiano da funcion f.
iii) R(X,Y)U =R(U,V)X =
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iv) R(U,X)V = Ly (grad f).

v) R(U,V)W = RN(U, V)W + 24Lgdd) (g W)V — (v, W)U).

Por dltimo, das proposiciéns anteriores podemos obter as respectivas expresions do
tensor de Ricci

Proposicién 3.1.6 [7, Proposicién 1.3.6.] Sexa P = M™ x; N™ un producto twisted.
Para X,Y € X(M) e V,W € X(N) campos de vectores en M e N temos

i) Ric(X,Y) = Ric"(X,Y) - n(X ()Y (&) + HS(X,Y))
i) Ric(X,V)=(1-n)XV(£)

=

i) Ric(V,W) = RicN(V,W) + (2—n)(V(¢)
+ (n—2)g(V,

(&) + HE(V, W)
)9(VE, VE) — g(V,W)AL

3

onde A& € o laplaciano de & en P e n = dimN.

Corolario 3.1.7 [22, Corolario 43| Sexa P = M™ x y N un producto warped, n = dim N,
para X, Y € X(M) e U,V € X(N), verificase:

i) Ric(X,Y) = Ric™(X,Y) - $H/(X,Y)
i) Ric(X,U) =0

iii) Ric(U,V) = Ric™ (U, V) = (U, V) (2L 4 (n — 1) loredLgradh) )

sendo Apsf o Laplaciano de f en M.

Se ben os productos twisted son unha xeneralizacién dos productos warped, en ocasions
unha variedade P = M x y N que é un producto twisted non é mais ca un producto warped
de (M,gy) e (N,7*gn), onde T é unha aplicacién conforme. E por isto que, en certos
casos, non se gana en xeneralidade considerando productos twisted en vez de productos
warped, e convén evitar este caso, pois, se ben non aporta situacions novas, si complica
os calculos.

Teorema 3.1.8 [8, Teorema 1] Sexa M x ;N un producto twisted con dimN > 1. Enton,
Ric(X,V) = 0 para calesquera X,V con X tanzente a M eV tanzente a N se e sd se
M x ¢ N pddese expresar como un producto warped M x ¢ N de (M, gn) e (N,gn), onde
gn € unha métrica conformemente equivalente a gy .

O seguinte corolario amosa unha condicién suficiente para que o producto twisted sexa
simplemente un producto warped. Tal condicién resulta de gran utilidade por mor da
sinxeleza que presenta & hora de traballar con ela.



32 3 Variedades puntualmente Osserman con estructura local de producto deformado

Corolario 3.1.9 [8, Corolario 1] Sexa P = M x; N, con dimN > 1, unha variedade
semi-riemanniana que € un producto twisted. Enton, se (P, g) € Finstein, pddese expresar
como un producto warped.

Observacién 3.1.10 Dado un producto twisted P = M Xy N que sexa puntualmente
Osserman e con dimN > 1, é necesariamente un producto warped. Este feito séguese da
Proposicion 1.2.3, que nos sitiia nas hipéteses do corolario anterior.

3.2 O tensor de Weyl en productos warped

Unha vez presentadas na seccién anterior as expresiéns da curvatura e o tensor de Ricci
para productos deformados, restrinximos o noso estudio na seccién actual a variedades de
dimensién 4 con estructura de producto warped. Cémprenos conecer, para os cilculos que
levaremos a cabo, algunhas propiedades do tensor de Weyl en variedades verificando tales
condicidns.

En xeral, a expresion do tensor de Weyl para A, B, C, D campos de vectores da varie-
dade é

W(A7B707D) = R(A,B,C,D) Be {g(B C)Q(A ) g(A, C)g(B,D)}
—1{Ric(B,C)g (A D) — Ric(A,C)g(B, D)
+9(B,C)Ric(A, D) — g(A,C)Ric(B, D)}

O seguinte lema simplifica, en certos casos, o tensor de Weyl para productos warped

Lema 3.2.1 Sexa P = M x; N un producto warped de variedades semi-riemannianas, e
denotamos con X,Y,Z € X(M), U, V,W € X(N) campos de vectores ortogonais dous a
dous. Enton tense

i) W(X,U,V,IW) =0
i) W(X,U,UV)=0
iWi) W(X,Y,U,V) =0
iv) W(X,U,Y,V)=0
v) W(X,Y,Y,U) =0
vi) W(X,Y,Z,U) =0

vit) W(X,U,V,X) = —5 g(X, X)Ric(U,V)
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Demostracion.
Nos casos 1), 1ii),vi) temos, pola ortogonalidade dos campos de vectores, W(-,,-,:) =
R(-,+,-,-), que é nulo nos tres casos pola Proposicién 3.1.5,iii). No caso i) temos

W(X,U,UV) = R(X,UUYV)
—3{Ric(U,U)g(X,V) — Ric(X,U)g(U,V)
+9(U, U)Ric(X,V) — g(X,U)Ric(U,V)}
+5 {9(U.U)g(X, V) = g(X,U)g(U,V)}
= R(X,U,U,V) - 39(UU)Ric(X,V)=0
pola Proposicién 3.1.5 e o Corolario 3.1.7. Para iv),
W(X,U0,Y,V) = R(X,U,)Y,V)=—-R(U,X,Y,V)
~g(RU, X)Y,V) = g (50, v) =0

Para v) temos
W(X,Y,Y,U) = R(X,Y,Y,U)-g(Y,Y)Ric(X,Y)
= R(Y,U,X,Y)=—-R(U,Y,X,Y)
— —g(RUY)XY) = g (L520y) =0
Por 1ltimo, o caso vii)
W(X,UV,X) = R(X,UV,X)-19(X,X)Ric(U,V)
= g(R(U,X)X,V) - 1g(X,X)Ric(U,V)
g(EX vy — Lg(X, X)Rie(U, V)
= —19(X,X)Ric(U,V)

3.3 Variedades puntualmente Osserman con estructura lo-
cal de producto warped

O obxectivo desta seccidn é probar o teorema seguinte, que se vera xeneralizado 6 remate
do capitulo:

Teorema 3.3.1 Seza (P, g) unha variedade semi-riemanniana de dimension 4 que local-
mente € un producto warped. Enton, P € puntualmente Osserman se e so se ten curvatura
seccional constante.
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A proba do teorema obterase a partir do Teorema 2.2.11 e o seguinte teorema interme-
dio que postie certo interés por si mesmo, pois amosa a equivalencia entre a autodualidade
e a anti-autodualidade en variedades que son productos warped.

Teorema 3.3.2 Un producto warped P = M xy N de dimension 4 € autodual se e so se
€ anti-autodual.

Demostracion.
Para probar este teorema iremos analizando un a un tédolos casos posibles de productos
warped de variedades que tefian dimensién 4 e con signaturas (+ + ++) ou (+ + ——).

(P, g) ten estructura de producto warped riemanniano

Recordemos que unha base de A2V * para P variedade riemanniana vén dada pola expresién
(2.2):

(3.1) Ay = <{Ei = (At Aet)/V2, B = (e AP Fe2 net)/V2,

3.1
Ef = (' Net £ A e3)/V2})

Entén as componentes do tensor de Weyl para unha variedade riemanniana arbitraria
de dimensién 4 tenen a expresion:

Wi = tW(elre?+enet el e +ed net)
= 5 (Wiz12 + Waaza + 2 Wiazs)
W, = %I/V(e1 Ne2 —e3Netel e —eP ned)

5 (Wia12 + Waaza — 2 Wiazs)

Wsy, = Wl ned —e?netel ned —e? Aet)
= 3 (Wiziz + Waaoa — 2 Wiz24)
Wy = %W(el/\€3+e2/\e4,el/\e3+e2/\e4)

= 5 (Wizis + Waaoa + 2 Wigos)

Wi = Wil net+e?ned el net+e?ned)
= 5 (Wia1a + Wasaz + 2 Wias)
Wey = %W(el/\64—62/\63,61/\64—62/\63)

= 5 (Wia1a + Wazaz — 2 Wiaos)

W = Wl re?+ednet el ned—e? net)
= 5 (Wiz13 — Wizaa + Wsa13 — Waaa)
Wo = lW(el/\e2 —eSNet el e +e? net)

5 (Wi213 + Wizaq — Wag13 — Wag24)
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Wik = W' ne?+e3net el net +e2 Aed)
= % (Wi214 + Wigas + Waa14 + Wag3)
Wi, = %W(el/\€2—63/\64,61/\64—62/\63)

5 (Wia14 — Wizaz — Waara + Waaos)

Woy = W' ned —e2netiel net +e? Aed)
= % (Wis14 + Wigas — Waara — Wago3)
Wy = %W(el/\€3+€2/\64,61/\64—62/\63)

= 5 (Wisia — Wizas + Waara — Waaog)

Con fin de comprobar que WJ = £W;;, Vi,j = 1,2,3, examinamos a continuacién

mediante apartados as distintas posibilidades no producto.

(P, g) ten estructura de producto warped riemanniano de tipo 1+ 3

Sexa {e1,e2,e3,e4} unha base ortonormal de P con {e;} base de M e {ea,es3,eq} base
de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de célculos directos, obtense que as
componentes non nulas do tensor de Weyl venien dadas por:

Wiziz = Rigia — 56+ % (Ric11 + Ricag)
Wizis = Riziz — ?C + 3 (Ric11 + Ricsz)
Wisia = Rig14 — j + % (Ric11 + Ricaq)
Wases = Rasas — 2+ 4 (Ricos + Ricss)
Wasosa = Rosos — gc + % (Ricaa + Ricaq)
Wagss = Ragza — %° + 5 (Ricss + Ricay)
Wizis = 3Ricas

Wigis = jRicy

Wisia = 5Rics

Wasas = Rosos + 5 Ricay

Wassa = Raszq — %Ricm

Wazs = Rouza+ g Ricas

onde Ric;j = Ric(e;,e;) e Ryjr = R(ej,ej, ex, e).
Comparando as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
qué componentes do tensor de Weyl son nulas nos calculos precedentes, obtemos:
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Wi
Ws,
W
Wi
Wi
W

S(Wig12 + Waasa + 2 Wiaza) = £ (Wiaro + Waaza) = Wy
S(Wis1s + Waaog — 2 Wizas) = 5 (Wisis + Waaza) = Wi,
S (Wia1a + Wasas + 2 Wigag) = 5 (Wiara + Wasas) = Wi,
(W13 — Wigos + Waarz — Wagaa) = 3(Wia1z — Waaza) = W,
3 (W14 + Wigag + Wasrs + Wagag) = 5 (Wiz1a + Waazs) = Wi,
T(Wig1a + Wizas — Waara — Waang) = 3(Wigta — Waazg) = W

Asi, chegamos a que a matriz asociada a W, : A2 — A? vén dada por:

(3.2)

W+:

Wlil W;+5 W;é Wi Wi Wi
Wl 3 W23 W33 Wl 3 W23 W33

(P, g) ten estructura de producto warped riemanniano de tipo 2 + 2

Sexa {ej,e9,€3,€
de N. A partir

4} unha base ortonormal de P con {ej,es} base de M e {e3,esq} base
do Lema 3.2.1, e tras unha serie de calculos directos, obtense que as

componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Comparando
qué componentes

Wi
Was
Wis
Wi
Wi
Was

Wia212 Ri212 — % + % (Ric11 + Ricag)
Wisis = Rizis — 25+ 4 (Rici1 + Ricss)
Wisia = Rig14 — % (Ric11 + Ricaq)
Wasos = Rasag — 2 + 5 (Ricos + Ricss)
Wasos = Rosoq — % + % (Ricaa + Ricayq)
Wsa3s = Raaza — % + 5 (Ricss + Ricua)
Wisia = 3Ricsy

Wagas = 3Ricsy

Wizas = Rizoz + 1 Ricio

Wiaza = Risoa + 5Rici2

as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
do tensor de Weyl son nulas nos calculos precedentes, obtemos:

= 1 (Wiz12 + Waaza + 2 Wiasa) = 3(Wiora + Waaza) = W3
= 5 (Wis1s + Waaza — 2Wisaa) = 5(Wizis + Waaza) = W,
= %(W1414 + Wasasg + 2 W1423) = §(W1414 + W2323) _ W373
= L (Wi213 — Wizaa + Waarz — Wagea) = 0= Wi,

= L (Wi214 + Wiza3 + Waa1a + Wases) = 0 = Wiy

- %(W1314 + Wisaz — Wagi4 — Wayas)

= 5 (3 Ricsa + Wizos — Waaia — 3 Ricss) = —Wy
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Asi, chegamos a

Jr
le&
I/VlJ2

(3.3) W, =

Wy Wi

Wi W W
W1_2 W22_ _I/V_23
W13 _W23 W33

(P, g) ten estructura de producto warped riemanniano de tipo 3 + 1

Sexa {ej,e2,€e3,e4} unha base ortonormal de P con {ej,ez,e3} base de M e {es} base
de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de célculos directos, obtense que as
componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Wi212
Wi313
W14
Wa323
Wag24
Wis434

Wi213
Wi223
Wi323
Wh424
W34
Wa434

Comparando as respectivas

Rio1p — 26+ 1
= Risiz— 2+ 3
= Rigqq — s@ <42
= Rogoz — 25+ 3
= Rosq— 2+ 3
= Raygs— 25+ 3

= Rio3+ *RZCQS
= Rig3 — 5 Rici3
= Rizs + sRicia
= Riygoq + 5 Ricy2
= R34+ 5Ricis
= Roy3q + 5 Rices

(RicH + RiCQQ)
(Ric11 + Ricss)
(RicH + RiC44)
(Ricaa + Ricss)
(RiCQQ + R’iC44)
(Ricss + Ricayq)

componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
qué componentes do tensor de Weyl son nulas nos calculos precedentes, obtemos:

Wi = L (Wia1a + Waaga + 2 Wiaze) = 2 (Wig1o + Waaga) = W3

W = 5 (Wizis + Waaza — 2Wizaa) = 5(Wiziz + Waaza) = Wiy

Wit = 2(Wia1a + Wagos + 2 Wiaes) = & (Wiara + Wasas) = Wi

Wih = (W21 — Wizaa + Waarz — Waaoa) = 3 (Wizig — Waaa) = Wi,
Wi = %(W1214 + Whaa3 + W14 + Wago3) = §([/[/1223 + Waga) = Wi
Wb = 2(Wis1a + Wiges — Waara — Waazs) = 5(Wiges — Waara) = —Wo,

Asi, chegamos a

Wi W Wi
(3.4) We=| Wi, Wiy Wi | =
Wi Wi Wi

Wi W Wy
W12_ W22_ - VV;QS
- W13 - W23 W33
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(P, g) ten estructura de producto warped semi-riemanniano

Unha base de A2V* vén dada pola expresién (2.3):

Ay {Ei (e'Ne2+e3Net)/V2,EX = (' AeP £ e Aet)/V2,

(3.5)
Ef =(e'NetFe2 Al )/V2})

onde é importante recalcar que Eli é espacial, mentres que EQi e E3i son temporais.
Nesta base as componentes do tensor de Weyl autodual e anti-autodual, para calquera
variedade de dimensién 4 con métrica de signatura (2,2), tenen a expresion:

Wi = s(W(etre2+e3net el Ne?+e3 net))
= 5 (Wiz2i2 + Waaza + 2Wi234)

Wi = t(W(etnet—ednet el ne? —eP Aet))
= % (W1212 + Waaga — 2Wi234)

Wa = 2 (W(elned+e2net el ned+e? Aet))
= 3 (Wigiz + Waaza + 2Wizn4)

Wy = %( (e!ned —e? net el e —e? net))
= 7 (Wiziz + Waaza — 2Wizn4)

Wi = %(W(el/\€4—€2/\63,61/\64—62/\63))
= 3 (Wia1a + Wazaz — 2Wian3)

Wi = %(W(el/\€4+62/\e3,el/\e4+e2/\63))
= 5 (Wi414 + Wazaz + 2Wi423)

Wi = %(We Ne2+ e Netel Ned+e? Net))
= 5 (Wi213 + Wiaag + Wag13 + Wiaga4)

Wi = %( (el Ne? —e3 Net el Ned e/\e4))
= 7 (W23 — Wizos — W3413 + Wia04)

Wi = %(We Ne2+ e Netel Net —e? N e?))
= 5 (Wiz21a — Wiaa3 + Wag14 — Wiaga3)

Wi = %( (e!ne? —e>net el Net +e2 neP))
= 5 (Wi21a + Wiaa3 — W3414 — Wy23)

Wiy = %(We ANed+e* Netel Net —e? N e?))
= 5 (Wiz1a — Wizaz + Wagrg — Waga3)

Wos = 3 (W(elhed—e?2 net el Net +e2 Aed))
= % (W1314 + Wiges — W2414 — Was3)
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Comprobamos que W;“

=W,

Vi,j =

ij 0

1,2,3,4 en cada un dos casos:

(P, g) ten estructura de producto warped semi-riemanniano de tipo 1+ 3, onde
a signatura esta dada por ((+),(+ — —))

Sexa {e1(—),e2(—),e3(+),eq

Wi212
Wi313
Wha14
Wa3za3
Was24
W34

Wia24
Wia3a
Way3a

Wi213
Wi223
W33

(+)} unha base ortonormal de P con {e4} base de M e
{e1,€2,e3} base de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de calculos directos,
obtense que as componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Ri212 — Sc _ % (chll + RZCQQ)
Ri313 + 25 + % (Ric11 — Ricss)
Rig1a + 25 + % (RZCH — RZC44)
Ro3o3 + 25 + % (RZCQQ — R’Lng)
Rogo4 + ? + % (Ricaa — Ricay)
Raasa — 5° + 5 (Ricss + Ricay)
5 Ricia
%Riclgz,
%Ri023

1 .
Ri213 — 5 Ricas
Ri293 + 5 Ricis

1 .
Ri323 + 5 Ricio

Comparando as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
nos calculos precedentes que algunhas componentes do tensor de Weyl son nulas, obtemos:

Wi = 5
Wi = 5(
W = 5
Wi = 5(
Wi = 5
Wy = 5

Wi212 + Wagzq + 2Wia34) =
Wiz13 + Wagos + 2Wi3py) =
Wia14 + Wagaz — 2Wig23) =
Wi213 + Wiaog + Waa13 + Wagzs) =
Wi214 — Wiz + Wag1q — Wage3) =
Wiz1a — Wizaz + Waara — Waags) =

(Wi212 + Wagsq) =
5(Wiz13 + Wagay) =
2 (Wigra + Wagas) =

\»—l w\»—l

2
1
2

l(VV1213 + Wagq) =
L(—~Wiaos + Wagna) = —Wp3
(=Wisa3 + Waq14) =

Wiy
W
W3
Wiy

—Was

Asi, chegamos a que a matriz asociada a W, : A2 — A2 pédese escribir como segue:

(3.6)

Wi, Wi Wi Wiy
- W2 3 W33 Wl 3 W2 3
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(P, g) ten estructura de producto warped semi-riemanniano de tipo 1+ 3, onde
a signatura esta dada por ((—),(—+ +))

Sexa {e1(—),e2(—),e3(+),ea(+)} unha base ortonormal de P con {e;} base de M e
{ea,e3,e4} base de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de calculos directos,
obtense que as componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Wiziz = Risiz — 5¢ — 3 (Riciy + Ricyo)
Wisis = Rz + 2 + 5 (Rici1 — Ricss)
Wista = Rigua+ 5 + % (Ric1y — Ricay)
Wasas = Rasos + 2 + 5 (Ricos — Ricss)
Wosos = Rosos + 25+ % (Ricos — Ricas)
Wagzs = Ragza — 5° + 5 (Ricss + Ricas)
W1213 = —*R’L'ng

Wi2is = —5Ricy

Wigis = —%Ri034

Wasas = Rozpa — 5 Rics

Wasss = Rossa — 5 Ricoy

Wazs = Rouza+ g Ricas

Comparando as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
nos calculos precedentes que algunhas componentes do tensor de Weyl son nulas, obtemos:

Wi = (Wia12 + Waaza + 2Wiosa) = 3(Wio1a + Waaza) = W3
Wah = 5(Wists + Waaza +2Wiz24) = 5(Wizis + Waaaa) = W,
Wit = 2(Wiaia + Wagoz — 2Wian3) = 3(Wiara + Wasag) = Wag
Wiy = 5(Wi21s + Wizaa + Waars + Wasaa) = 5(Wizis + Waaza) = W,
Wit = 2(Wia1a — Wizas + Waara — Waaag) = 5(Wigra — Waaas) = Wi
Wit = 2(Wigia — Wigas + Waara — Waazg) = 5(Wigra — Waazs) = W

Asi, chegamos a

whows we\ (W wp W
_W13 _W23 _W33 _W13 _W23 _W33

(P, g) ten estructura de producto warped semi-riemanniano de tipo 2+ 2, onde
a signatura estd dada por ((++),(——))

Sexa {e1(—),ea(—),es3(+),es(+)} unha base ortonormal de P con {e3,eq} base de M e
{e1,e2} base de N. A partir do Lema 3.2.1), e tras unha serie de célculos directos, obtense
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que as componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Wiziz = Riz12 — ;% 3 (Rici1 + Ricys)
Wisis = Rizi3+ gc + % (Rici1 — Ricss)
Wigia = Ruigia+ 2 + 5 (Rici1 — Ricaa)
Wagas = Ragog + 25+ % (Ricga — Ricss)
Wosos = Rosos + 25+ % (Ricos — Ricas)
Wagss = Rz — % + 5 (Ricss + Ricas)
Wises = 3Ricis

Wisgs = 5Ricy

Wizl = Rizi— 5Ricsy

Wogos = Rogoq — %Ri034

Comparando as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
nos célculos precedentes que algunhas componentes do tensor de Weyl son nulas, obtemos:

Wi =
Wy =
Wi =
Wi =
Wi =
Was

NN NI NI NI NI NI

Asi, chegamos a

Wi212 + Waaza + 2Wig34) =
Wiz + Waaoa + 2Wisa4) =

( (Wi212 + Wagzs) = W3
( 5 (Wiz13 + Wagaq) = Wi,
(Wiara + Wasas — 2Wiae3) = 5(Wiara + Wasas) = Wiy
(Wi213 + Wizaa + Waarz + Waaza) = 0 = Wiy
(
(
(

N[ D[

Wig1a — Wizas + Waara — Waags) = 0= Wi

Wizia — Wisaz + Wagra — Waaas)
Wisia — 3 Ricss + 5 Ricsy — Waagz) = Woy

whows wh (W W W
_W13 Va3 _W33 _W13 _W23 _W33

(P, g) ten estructura de producto warped semi-riemanniano de tipo 2+ 2, onde
a signatura esta dada por ((——), (++))

Sexa {e1(—),ea(—),es3(+),es(+)} unha base ortonormal de P con {e1,e2} base de M e
{e3,e4} base de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de calculos directos, obtense
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que as componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

RZCll + chzg

( )
( )
(chll — RZC44)
( )
( )
(Ricss + Ricay)

Wi212 Ri212 — ;% 3
Wisis = Risiz+ 560 +3
Wigta = Ruga+ 35+ 3
Wases = Rosas+ 55+ 3
Wosps = Rososa+ 25+ 1
W3434 Razs — 55+ 3
Wisia = —3Rics

Wasgoy = —%Ri034

Wises = Rises+ 3Ricia
Wiaes = Risos + 5Ricio

Comparando as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
nos célculos precedentes que algunhas componentes do tensor de Weyl son nulas, obtemos:

Wi
Wss
Wiy
Wi
Wi
Was

N[N N[ N[ NI D= N[

Asi, chegamos a

Wi212 + Waaza + 2Wig34) =
Wiz + Waaoa + 2Wisa4) =
Wiaia + Wasaz — 2Wig23) =

+ + +
_W13 Va3 _W33

(
(
(
(W13 + Wizaa + Waa1z + Waaza) = 0= W,
(
(W
(

N[ D[

5(Wi313 + Wagzq) =
(W1414 + Wazas) =

Wiz1a — Wizaz + Waara — Waagz) = 0= Wiy

1314 — Wi323 + Wos14 — W2423)
—*RZC34 — Wises + Waq14 + chg4) =

—Was

Wy o W
W Wy
- Wl 3 W2 3

(Wha12 + Wagzs) =

Wn
Was
= Wi

(P, g) ten estructura de producto warped semi-riemanniano de tipo 2+ 2, onde
a signatura esta dada por ((+—), (+-))

Sexa {e1(—),ea(—),es3(+),esa(+)} unha base ortonormal de P con {e1,e3} base de M e
{ea,e4} base de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de calculos directos, obtense
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que as componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Wi212 Ri212 — ;% 3 (Rici1 + Ricys)
Wizis = Rigiz+ % + % (Rici1 — Ricss)
Wigia = Ruigia+ 2 + 5 (Rici1 — Ricaa)
Wagas = Ragog + 25+ % (Ricga — Ricss)
Wosos = Rosos + 25+ % (Ricos — Ricas)
W434 Raasa — 5° + 5 (Ricss + Ricay)
Wisia = —3Rico

W2334 = —%R’L.ngl

Wisos = Risos + gRicis

Wiaza = Ruigsa + 5Ricis

Comparando as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
nos célculos precedentes que algunhas componentes do tensor de Weyl son nulas, obtemos:

Wi
Wss
Wiy
Wi
Wi

+

Asi, chegamos a

(3.10) W, =

Wi212 + Waaza + 2Wig34) =
Wiz + Waaoa + 2Wisa4) =
Wiaia + Wasaz — 2Wig23) =

1214 — Wi223 + Waq14 —

NI N[N NI NI NI NI~

Wiz1a — Wizaz + Wagi4 —

+ + +

(
(
(
(W13 + Wizaa + Waa1z + Waaza) = 0= W,
(W
(
(

N[ D[

5(Wi313 + Wagzq) =
(W1414 + Wasa3)

W3423)

—*RZC24 — Whoo3 + W3414 + chz4) =-Wi;

Wago3) = 0= Wy

Wn o Wi
= we
W13 _W23

(Wha12 + Wagzs) =

Wi
Was

_WBB

(P, g) ten estructura de producto warped semi-riemanniano de tipo 3+ 1, onde
a signatura estd dada por ((— — +),(+))

Sexa {e1(—),e2(—),e3(+),ea(+)} unha base ortonormal de P con {ej, es,e3} base de M
e {e4} base de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de cdlculos directos, obtense
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que as componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Wi212
Wis13
Wi414
Wa3za3
Was24
W34

Wi213
Wi223
Wi323
Wha24
Wi434
Waas4

Rio12 — 3¢ — L (Ric11 + Rica)
Riz13 + 2¢ + 1 (Ric11 — Ricss)
Rig1a + 3¢ + 1 (Rici1 — Ricas)
Rosas + 2¢ + 1 (Ricay — Ricss)
Rogoq + % + 5 (Ricos — Ricua)
R3azq — 2¢ + 1 (Ricgs + Ricas)

Ri213 — 531023
Rigo3 + 5 Ricys
Ri323 + 5 Ricio
Ris24 + § Riciy
R34 + 3 Ricis
Rouza + 3 Ricos

Comparando as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
nos célculos precedentes que algunhas componentes do tensor de Weyl son nulas, obtemos:

Wit =3
Was = 3
Wy = 3
Wi =3
Wi =3
Wah =3

Asi, chegamos a

Wi
(3.11) Wi=| -Wj
_ng

Wiz1a — Wiaa3 + Wagig — Wages) = 5
Wigia — Wiz + Woara — Waazsg) = 5(—Wigas + Waara) = —Wyy

(Wha12 + Wagzs + 2Wio34) = %(Wmlz + Way34) = W3

(Wizis + Woaos + 2Wiga4) = 3

(Wia1a + Wasaz — 2Wiag3) = 5(Wiara + Wagas) = Wi,

(Wiz1s + Wiaza + Waais + Waaoa) = 3(Wiziz + Waaza) = W,
(

(

5(W1313 + Wagay) = W,

1 (—Wigos + Waana) = —Wi3

Wiy Wi W W Wy
W Was = W W W
_W23 _W33 W13 W23 _W33

(P, g) ten estructura de producto warped semi-riemanniano de tipo 3+ 1, onde
a signatura est4 dada por ((+ + —),(—))

Sexa {e1(—),e2(—),e3(+),es(+)} unha base ortonormal de P con {ez,e3,e4} base de M
e {e1} base de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de cdlculos directos, obtense
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que as componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Wi212
Wi313
W14
Wa3z23
Was24
W3434

Wi213
Wi214
Wis14
Wasza4
Wassa
Wau34

Rio1p — 3¢ — 1
Riziz + 3¢ + 3
Riga+ 26+ 3
Rosas + 2¢ + 3
Rosos + 26 + 3
Ragss — 55+ 5

Ri213 — 3 Ricos
Ri214 — 5 Ricay
Ri314 — 3 Ricsy
Ra324 — 5 Ric3y
Rossq — s Ricos
Roza + 3 Ricos

(chn + chzg)
( )
( )
(RZCQQ — RZng)
( )
( )

Ricss + Ricyy

Comparando as respectivas compofientes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
nos calculos precedentes que algunhas componentes do tensor de Weyl son nulas, obtemos:

Wi = 2(Wia12 + Waaza + 2Wioss) = 3(Wiota + Waaza) = W3
Wah = 3(Wizis + Waaoa + 2Wisaa) = 3(Wizis + Waaa) = Wo,
Wi = %(W1414 + Wages — 2Wig03) = §(1/1/1414 + Wasag) = Wi
Wi = %(W1213 + Whooq + Waq13 + Wagaq) = l(W1213 4 Waas) = W5
Wit = 3(Wia1a — Wisos + Waara — Waang) = £ (Wig1a — Waaas) = Wi
Wi = 5(Wisia — Wizas + Waara — Waanz) = £ (Wigia — Waaaz) = W
Asi, chegamos a
Wi Wi Wi W Wo Wh
(3.12) wo = —wiy —wiy —wi | = g -, W
W —Wa - Wiy Wy —Wa

Temos, pois, que en calquera dos casos posibles anteriores, séguese que W1 = 0 se e

soamente se W~

= 0, sen mdis que considerar as expresions (3.2), ...,

Demostracion do Teorema 3.3.1.

(3.12). 0

Para demostrar o teorema basta ver que se (M, g) é puntualmente Osserman ent6n ten
curvatura seccional constante, pois a implicacién inversa obtémola a partir do Exemplo
1.3.2 do Capitulo 1. Suponemos pois (M, g) puntualmente Osserman. O Teorema 2.2.11
permitenos concluir que (M, g) é Einstein e autodual ou anti-autodual.
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O Teorema 3.3.2 garantenos a equivalencia entre a autodualidade e a anti-autodualida-
de para o caso que nos ocupa. Isto engadido a que M é autodual ou anti-autodual, 1évanos
a que é ambas cousas. Entén W = 0. Se temos en conta agora que a variedade é Einstein,
estas duas condiciéns equivalen a que a variedade ten curvatura seccional constante, como
vimos na Observacion 2.2.7. O

3.4 Producto twisted e condicion de Osserman

Unha vez disponemos das expresions do tensor de Ricci sobre os distintos tipos de campos
de vectores de P, e apoidandonos no Corolario 3.1.9, podemos xeneralizar o Teorema 3.3.1
a productos twisted.

Teorema 3.4.1 Seza (P, g) unha variedade semi-riemanniana de dimension 4 que local-
mente € un producto twisted, é dicir, (P,g) = (M X N,gm & f2gn). Tense que P €
puntualmente Osserman se e s6 se ten curvatura seccional constante.

Demostracion.

Se a curvatura seccional é constante xa vimos que a variedade é puntualmente Osserman.
Suponiamos pois que (P, g) é puntualmente Osserman, para probar a outra implicacién.
Distinguiremos dous casos:

Caso a: dim N> 1
Por ser (P, g) puntualmente Osserman, temos polo Teorema 2.2.11 que (P, g) é Einstein e
autodual ou anti-autodual. Pero por ser a variedade Einstein e dimN > 1, polo Corolario
3.1.9 deducimos que a variedade pédese considerar como un producto warped de (M, gar)
e (N,gn). Chegados a este punto, s6 resta aplicar o Teorema 3.3.1 para concluir que a
variedade ten curvatura seccional constante.

Caso b: dim N=1
Agora non poderemos empregar o Corolario 3.1.9 por non acharmonos nas sias hipdteses.
E por isto que neste caso faremos as contas de xeito andlogo a como fixemos para productos
warped no Teorema 3.3.2, é dicir, veremos que se dim/N = 1, o caracter autodual equivale
6 anti-autodual, e, dado que a variedade é puntualmente Osserman por hipétese, temos
garantido polo Teorema 2.2.11 que cumple unha das ddas condiciéns. Asi pois, teremos
que a variedade ten tensor de Weyl nulo, e iso unido a que é Einstein, de novo polo
Corolario 3.1.9, implica que ten curvatura seccional constante.

Para comezar vexamos un lema analogo 6 Lema 3.2.1 para un producto twisted P =
M x ¢ N con dimN =1

Lema 3.4.2 Sexa P = M x; N un producto twisted con dimN =1, X,Y,Z € X(M) e
U € X(N) campos de vectores ortogonais dous a dous. Enton:

i) W(X,Y,Y,U) =0
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i) W(X,Y,Z,U) =0

Demostracién.
Facemos os cédlculos para os dous casos:

W(X,Y,Y,U) = R(X,Y,Y,U)
—3{Ric(Y,Y)g(X,U) — Ric(X,Y)g(Y,U)
+9(Y,Y)Ric(X,U) — g(X,Y)Ric(Y,U)}
= R(X,Y,Y,U)+ g(Y,Y)Ric(X,U) =0

Vimos de aplicar en primeiro lugar a ortogonalidade entre X,Y, Z, U e, na tultima igual-
dade, as proposicions 3.1.4,i e 3.1.6,ii.

W(X,Y,Z,U) = R(X,Y,ZU)
—2{Ric(Y, Z)g(X,U) — Ric(X, Z)g(Y,U)
+9(Y, Z)Ric(X,U) — g(X, Z)Ric(Y,U)}
+5{9(Y, 2)9(X,U) — g(X, Z)g(Y,U)}
= R(X,Y,Z,U)=0

Onde empregamos, de novo, a ortogonalidade de X,Y, Z,U e a Proposicién 3.1.4. O

Unha vez temos feito os cdlculos deste lema, recuperamos as expresions das componen-
tes do tensor de Weyl da demostracién do Teorema 3.3.2 para comprobar que W, =0 <
W_ = 0. Comprobamos que as compoiientes do tensor de Weyl autodual e anti-autodual
se anulan simultaneamente, e para iso empregamos o mesmo sistema que na demostracién
do Teorema 3.3.2, analizamos un a un as distintas posibilidades para o producto twisted,
tendo en conta que neste caso a dimensiéon de N é 1.

(P, g) ten estructura de producto twisted riemanniano de tipo 3+ 1

Unha base de A2V* vén dada pola expresién (3.1). Logo as compofentes do tensor de
Weyl tenen a expresion:

Wi = %(W1212 + Ws434 + 2Wi234)
Wi = %(W1212 + W3aza — 2W1234)
Wi = 2(Wisiz + Woaos — 2Wiz24)
Wiy = 2(Wis1z + Woaos + 2Wiz24)
Wik = %(W1414 + Wasas + 2Wi423)
Wiz = %(W1414 + Wasaz — 2Wi423)
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Wio13 — Wigoa + W13 — Wag04)
Wi213 + Wi22a — Wag13 — Wago4)

(
(
(Wi214 + Wiz + W3414 + W3s23)
(Wi214 — Wiga3 — Wag14 + W3y23)
(

Wiz14 + Wizaz — Wagrs — Wag3)
Wys = 5(Wis1a — Wizes + Wag14 — Wagas)
Sexa {e1, ea, e3, e4} unha base ortonormal de P con {ej, ez, e3} base de M e {e4} base

de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de célculos directos, obtense que as
componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

S
w
NI NI NI N N N

Wizi2 = Rizi2— % + 5 (Ricn + Ricag)
Wisis = Rizis — 2 + 5 (Riciy + Ricss)
Wista = Rua— % +5 (Ricn + Ricyq)
Wasas = Rogos — F + % (Ricog + Ricss)
Wasaa = Roaos — ? % (Ricoa + Ricay)
W3434 = Rgazq — % % (Ricss + Ricayq)
Wiziz = Riois+ 5 Ricas
Wia3 = Ri23 — %Riclg
Wisas = Risas + 5 Ricio
Wisas = Rigoa+ 5Ricio
Wiaza = Ruissa + 5Ricis
Waszs = Roaza + 5 Rics

onde Ric;j = Ric(e;,e;) e Rijr = R(ei, ej, ex, er).
Comparando as respectivas componientes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
qué componentes do tensor de Weyl son nulas nos calculos precedentes, obtemos:

Wi = %(W1212 + Wiagsqg + 2 Wiagy) = %(Wmlz + Waggs) = Wy
W2—5 = %(W1313 + Wagoq — 2 Wiso4) = l(W1313 + Wagas) = Wiy
Wih = 2(Wiara + Wazog + 2 Wiaaz) = 5 (Wiara + Wasas) = Wi
Wit = $(Wia1s — Wisoa + Wi — Waaa) = 5(Wiors — Waana) = Wiy
Wit = S(Wia1a + Wizaz + Waara + Waaoz) = 3 (Wizos + Waara) = —Wp,
Wb = 2(Wig1a + Wizes — Woara — Waazs) = 3(Wigos — Woara) = —Wog
Asi, chegamos a
Wiy Wiy, Wi Wi W —Wg
(3.13) Wy = Wf; W;g W2+3 — W Wy —Wi
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(P, g) ten estructura de producto twisted semi-riemanniano de tipo 3 + 1

Para os dous casos en que a métrica do producto twisted é indefinida temos unha base de
A2V* que vén dada pola expresién (3.5). Nesta base temos calculadas as compoiientes,

recordamos a sia expresién:

Wi =
Wi =
Wi =
Woo =

SIS
TR oSS

(Wi212 + Waaza + 2 Wigsa)

1
2
3 (W12 + Wagss — 2 Wiasa)

Wi3z13 + Wagoa + 2 Wigas
Wi3z13 + Wagoq — 2 Wigas

NI— NI NI N

( )
( )
(Wi414 + Wagas — 2 Wiga3)
(W1414 + Wagas + 2 Wigo3)

Wi213 + Wi224 + W3413 + Wia04
Wi213 — Wio4 — W3413 + W3404

Wi214 + Wi223 — W3g14 — W3yo3

Wis1a — Wisas + Wag14 — Wagos
Wi314 + Wisaz — Wag1a — Wasos

NI NI= N NI N N

( )
( )
(Wig14 — Wiga3 + Wagrq — Wayo3)
( )
( )
( )

(P, g) ten estructura de producto twisted semi-riemanniano de tipo 3+ 1, onde
a signatura esta dada por ((— — +),(+))

Sexa {e1(—),e2(—),e3(+),es(+)} unha base ortonormal de P con {ej, ey, e3} base de M
e {e4} base de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de célculos directos, obtense

que as compoientes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Wi212
Wi313
W14
Wa3z23
Was24
W3434

Wi213
Wi223
Wis23
Wia24
Wha34
Wa434

Ri212 — ? — 1 (Ric11 + Ricyy)
= R1313 + < % (RZCH — RZng)
= Riga + 55 + 5 (Rici1 — Ricya)
= Rogoz + 5 + % (Ricoa — Ricss)
= Roso + 55 + 5 (Ricys — Ricya)

R3434 — f % (RZng + RZC44)

= Rizi3 — 5 Ricag
Ri293 + 5 Rici3
Ri3a3 + 3 Ricya
Ry424 + 5 Ric1o
R34 + 3 Ricis
= Rous4 + 3 Ricas
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Comparando as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
nos calculos precedentes que algunhas componentes do tensor de Weyl son nulas, obtemos:

Wi = %(Wulz + Wagsqg + 2Wiasg) = %(Wmm + Way34) = W3

Wi = 2(Wisiz + Woaos + 2Wizoa) = 3(Wizis + Waaos) = W

Wi = 3 (Wira + Wasaz — 2Wiaas) = 3(Wiara + Wasag) = Wig

Wi %(W1213 + Wigoa + Wag13 + Wagos) = l(VV1213 + Wa424) = W1,
Wit = $(Wiz1a — Wigas + Wagra — Waans) = 3(—Wiazz + Waara) = Wi,
Wi = 2(Wisia — Wizas + Woara — Waasz) = 3(—Waigas + Waara) = —Wog

Asi, chegamos a

whows wh (W W g
_Wl3 _W23 — VY33 Wl3 W23 _W33

(P, g) ten estructura de producto twisted semi-riemanniano de tipo 3+ 1, onde
a signatura esta dada por ((++ —),(—))

Sexa {e1(—),e2(—),e3(+),ea(+)} unha base ortonormal de P con {eg,e3,e4} base de M
e {e1} base de N. A partir do Lema 3.2.1, e tras unha serie de calculos directos, obtense
que as componentes non nulas do tensor de Weyl venen dadas por:

Wiz2iz = Ri212 — ? - % (Ric11 + Ricag)
Wisis = Rz + 2 + 5 (Rici1 — Ricss)
Wisa = Riga+ 25+ 5 (Ricin — Ricaa)
Wasas = Rasos + 2 + 5 (Ricos — Ricss)
Wosos = Rosos + 25+ 5 (Ricos — Ricas)
Wagzs = Rsaza — 5 + 5 (Ricss + Ricas)
Wiziz = Rioig — 5 Ricos
Wizia = Rigia — 5Ricos
Wisya = Riz14— lRZ'C;34
Wasga = Rogoa — 5Ricss
Wasss = Rassa — 5 Ricy
Wasza = Rossa + 5Ricos

Comparando as respectivas componentes autoduais e anti-autoduais, e comprobando
nos célculos precedentes que algunhas componentes do tensor de Weyl son nulas , obtemos:
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Wi = $(Wia12 + Waaza + 2Wiasa) = 5(Wio1a + Waaza) = W3
Woh = 2(Wizis + Waaoa + 2Wizoa) = $(Wig1z + Waana) = Wi,
Wi = %(W1414 + Wasaz — 2Whga3) = %(W1414 + Wagaz) = Wy
Wih = 5(Wia1s + Wizaa + Waarz + Waaza) = 5(Wiziz + Waaaa) = Wiy
Wit = 2(Wig1a — Wiaes + Waara — Waaos) = 2(Wigra — Waaes) = Wi
Was = 5(Wisia = Wisas + Woara — Waazs) = 5 (Wizna — Waazs) = Wy
Asi, chegamos a
Wi W, W Wno Wno Wg
(3.15) Wi = —Wl‘g _WQ‘Z _W;z;) [ —w, —w, W,
1T ) BT QT g

Temos, deste xeito, que en calquera dos tres casos anteriores, a variedade é autodual
se e s6 se é anti-autodual, como se segue das expresiéns (3.13), (3.14), (3.15). O
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Capitulo 4

Variedades con tensor curvatura
definido por un mdédulo de Clifford

Para motivar este capitulo e, en conxunto, todo este traballo, debemos referirnos obriga-
toriamente 6 problema de Osserman, o cal xorde coa conxetura que Robert Osserman fixo
en [23], segundo a cal toda variedade riemanniana globalmente Osserman é homoxénea-
dous-puntos. As tarefas encaminadas a resolver a conxetura acarrearon unha profunda
andlise do operador de Jacobi e da condiciéon de Osserman, non s6 en xeometria rieman-
niana, sendn, en xeral, para métricas indefinidas: o noso dmbito de estudio. En 1993,
P.Gilkey, A.Swann e L.Vanhecke [15] proponen como método de achegamento un estudio
en dudas etapas a raiz dun teorema andlogo 6 Teorema 1.3.6 tinicamente con estructuras
complexas. Estes dous pasos serian: en primeiro lugar amosar que a condicién de ser
Osserman puntual implica a existencia da estructura de moédulo de Clifford, caso onde se
conecen os autovalores e autoespacios do operador de Jacobi, e , en segundo lugar, com-
probar qué tensores de curvatura alxébricos deste tipo son de feito tensores de curvatura
de variedades riemannianas. Nesta linea de actuacién, Y. Nikolayevsky [20] proba os dous
teoremas seguintes:

Teorema 4.0.3 [20, Teorema 1] Sexa R un tensor curvatura alzébrico Osserman e A un
autovalor simple do operador de Jacobi. Enton existe un operador J : R® — R"™ ortogonal
antisimétrico tal que RxJX = \||X|[?JX para todo X € R™.

Teorema 4.0.4 [20, Teorema 2| Unha variedade riemanniana M con estructura real de
mddulo de Clifford(v) é homozénea-dous-puntos, salvo nos casos

i) n=2;
i) n=4;
i) n=8,3<v<7;

) n=16, v =8.

93
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A proba do Teorema 4.0.4 baséase en demostrar que unha tal variedade é localmente
simétrica, para, unha vez feito, aplicar o

Lema 4.0.5 [15, Lema 2.3] Se unha variedade riemanniana M € puntualmente Osserman
e localmente simétrica, entén M € localmente isométrica a un espacio homozxéneo-dous-
puntos.

Este modo de actuacién non permite resolver a conxetura de Osserman no caso semi-
riemanniano, pois, xa de comezo, non temos un lema analogo 6 Lema 4.0.5. Sen embargo, si
podemos xeneralizar para métricas indefinidas o resultado correspondente 6 Teorema 4.0.4,
incluso cunha estructura mais flexible, a de médulo de Clifford xeneralizada, onde temos
tanto estructuras case-complexas como case-paracomplexas. Comprobar esta afirmacién
¢ o cometido deste capitulo. Comezaremos por uns lemas na Seccién 4.1 que nos abriran
as portas para demostrar o teorema principal na Seccién 4.2.

4.1 Consideracidons xerais sobre os modulos de Clifford

Nesta seccién daremos algunhas propiedades béasicas sobre os espacios que soportan unha
estructura de médulo de Clifford. Para iso presentamos dous apartados: o primeiro deles
estd adicado a unha serie de lemas de caracter alxébrico que posiden unha destacada
importancia no desenvolvemento da proba do principal resultado deste capitulo, o Teorema
3.3.1 que veremos na seguinte seccion. O segundo dos apartados que comentabamos é
tamén un resultado previo 6 Teorema 3.3.1, que describe o comportamento da métrica e
a conexion fronte a unha estructura complexa ou paracomplexa.

4.1.1 Propiedades alxébricas dos mdédulos de Clifford

Trataremos, como vimos de mencionar, de ver algunhas propiedades puramente alxébricas
dos espacios dotados de estructura de médulo de Clifford.

Dado que estamos interesados no estudio de propiedades, en principio, nun espacio
vectorial, suporemos, por comodidade, que este espacio vectorial é R", sen quedar com-
prometida a xeneralidade dos resultados por mor desta eleccién, xa que as propiedades que
empregaremos seran, unicamente, aquelas propias dun espacio vectorial. Estes resultados
que damos a continuacion, baséanse na existencia de direccions ortogonais a outras fixadas
previamente, é por iso que temos certas restricciéns na dimensién do espacio; asi, supore-
mos n > 3v, o cal, polo Teorema 1.3.1 supén eliminar n = 2,4,8(3 < v < 7),16(6 < v < 8)
entre os casos onde poidamos definir estructuras de médulo de Clifford.

Por brevidade, establecemos a notacién JX = ({J1X,...,J,X}), que empregaremos
ata o remate do capitulo.

Lema 4.1.1 Sexza S = {(X,Y): X,Y # 0, X LJY}. Entén existe ' C S, S" # 0, aberto
e verificando (X,Y) € S'= JXNJY =0.
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Demostracion.
Sexa R={(X,Y): JXNJY = 0}. R é aberto en R*". Tomamos (E1,..., E,) unha base
arbitraria de R™. Definimos:

Gy (X,Y) = det(JX‘JY‘Eo(QVH)

...‘Eo(n)>, UES(n).

Entén
(4.1) R= ) &' (R\{0})

oeS(n)
e R é aberto. Existen Xo,Yp € R"™ cumplindo XoLJYy e JXo()JYy = 0. Fixamos
Yy € R™"\{0}. O conxunto dos X € R™ tales que (X,Yp) € R é o conxunto seguinte
(usamos que J? = +1d,Vi=1,...,v)

JYy = {(lar i+ ...+ ) (BiJi+ ...+ BuJ) Yo
aty. .., 00, 01,..., 0, € R}
= {(aah+...+a ) (BrJ1+ ...+ Budy) Yo;
al,...,ozl,,ﬂl,...,ﬁl,GR,a%—k...—{—ag:l}

Da expresién anterir deducimos que dim.J?Yy = 2v — 1. Por outro lado, dado que n > 3v,
temos que dim (JYp)™ = n — v > 2v . Polo tanto, existe Xo € (JYp)" \J2Yp, e con esta
eleccién temos que J X[ JYy = 0 e XoLJYy. Definimos S’ := R[S e temos probado
que S’ # () e S’ aberto en S. O

Os lemas seguintes supofien un pequeno estudio sobre ortogonalidade, baseado en
propiedades que presenta un espacio vectorial onde temos definidas unha serie de es-
tructuras, complexas ou para-complexas, que anticommutan. Esta serd unha ferramenta
fundamental, facéndoa extensiva ¢ fibrado tanxente dunha variedade, 4 hora de estudiar
estructuras de médulo de Clifford(xeneralizada) definida sobre variedades. A importancia
destes lemas radica en que xustifican a densidade de certos conxuntos que cumpren os re-
quisitos de ortogonalidade apropiados, e asi, bastard con probar os nosos cometidos para
estes conxuntos, e, por densidade, serd certo para todo o espacio.

Lema 4.1.2 O conzunto
S={U:3X,YLU,JU tal que XL1Y,JY, (X,X)(Y,Y)—(X,Y)?#0}
€ denso en R™.

Demostracién.
Nas nosas hipéteses n > 2v + 3.

S = {U:3X,YLU,JU | XL1Y,JY; (X, X)(Y,Y) — (X,Y)? £ 0}
= {U:3X,YLU,JU | X1Y,JY, [ X|[Y] # 0}
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Veremos que {U : |U|| #0} € S . Sexa U € R" tal que |U| # 0. Entén (U) e (U)+ son
non dexenerados, 6 igual que ({U, JU}) e ({U, JU})*. Polo tanto, podemos escoller X,Y €
(U, JUN con || X]| # 0,]|Y]|| # 0 tal que X 1Y, JY, xa que dim{{U,JU, X,JX}) <
2v 4 2. Dado que {U : ||U|| # 0} é denso en R™, S é denso en R™. O

Lema 4.1.3 Para 1 <k <wv {U:3Y,||Y|| #0,ULJY,J(JiY)} € denso en R™.

Demostracion.
Veremos que {U : ||U|| # 0} C {U :3Y,||Y|| #0,ULJY,J(J;Y)}, coma fixemos no lema
anterior. Sexa U € R™ tal que ||U|| # 0, o subespacio ({JU, J(J,U)})* é non dexenerado.

Agora, como dim{({JU,J(J,U)})*+ > n — 2v, pero nas nosas hipéteses n > 2v , logo
para todo U en R”" tal que |U|| # 0, existe Y ,||Y|| # 0, tal que UL JY, J(JY). O

Lema 4.1.4 O conzunto {U : 3Y,||Y||#0 | ULJY,J(JY),J(JsY)}, con1 <k # s <
v fizados, € denso en R™.

Demostracién.

De forma anéloga a como fixemos nos dous lemas precedentes vemos que {U : |[U|| # 0} C
{U:3Y Y| #0 | ULJY,J(JY),J(J;Y)}. Sexa U € R™, |[U]| # 0, temos n > 3v — 1
, dim{{JU, J(J,U), J(JU)}Y) < 3v —1 e {JU, J(JyU), J(JsU) )L é non dexenerado, ast
que podemos escoller Y verificando ||Y| #0e UL JY, J(JY), J(JsY). O

4.1.2 Propiedades diferenciais dos médulos de Clifford

Para traballar con estructuras de médulo de Clifford, convén saber cémo se compor-
tan a métrica e a conexién da variedade con respecto a unha estructura complexa ou
para-complexa. Con este fin ddmos o seguinte resultado, que permitird facer célculos en
sucesivas probas, simplificindoos de xeito considerable:

Lema 4.1.5 Sexa (M, (,),J) unha variedade semi-riemanniana e J unha estructura case-
complexa ou case-paracomplexa. Para calesquera X,Y,Z campos de vectores verificase:

i) (VxJ)JY = —J(VxJ)Y
i) (VxJ)Y,Z) = —(Y,(VxJ) Z)

iii) (VxJ)Y,Y) = (VxJ)Y,JY) =0
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Demostracion.
i)
(Vx)JY = VxJJY —JVxJY =—-JVxJY +JJVxY
= —J(VxJ)Y
i)
(Vx )Y, Z) + (Y, (VxJ) Z)
= <VXJY7 Z) = (IVxY,Z) +(Y,VxJZ) —(Y,JVxZ)
= (VxJY,Z)+ (Y, VxJZ)+ (VxY,JZ)+ (JY,VxZ)
= Vx(JY, Z) + Vx(Y,JZ) = Vx ((JY. Z) + (Y, JZ)) = 0

iii) Tendo en conta que ((VxJ)Y,Y) = —((VxJ)Y,Y), séguese que 0 = ((VxJ)Y,Y).
Por outro lado, como

(Vx )Y, JY) = —(J (VxJ)Y,Y) = (VxJ) JY,Y) = —(JY, (VxJ)Y),

temos finalmente que ((VxJ)Y,JY) = 0. O

4.2 Variedades con estructura de modulo de Clifford xene-
ralizada

Sexa (M,g) unha variedade semi-riemanniana de dimensién n e signatura (p,q), p,q > 0,
con tensor de curvatura dado pola expresién:

R(X,Y)Z = )\0<<Y,Z>X—(X,Z>Y)

(4.2)
3261 ( (X, ZVJY — (.Y, Z) ;X + 2(Ji X, Y)JZ»Z>

onde Mg, ..., A, son funciéns reais que non se anulan e Ji,...,J, son operadores verifi-
cando:

Jidj+Jjdi o= 0, iF]
<JX,)Y>+< X ;Y > = 0, Vie{l,...v}
J? = eid, Vie{l,...,v}, ==l

Unha variedade nestas condiciéns dise que ten estructura de mddulo de Clifford zenerali-
zada.

Seguindo a linea de estudio que vimos de comentar, o seguinte teorema supén unha
xeneralizacién dos resultados de [15] referentes a médulos de Clifford.
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Teorema 4.2.1 Nas condicidns precedentes, exceptuando os casosn = 2,4, 8 (3 <v <
7), 16 (6 <v <8), tense VR = 0.

Demostracion.

Comezamos a demostracién facendo un primeiro calculo que facilitaréd algunhas contas pos-
teriores. Achamos a derivada covariante dun tensor da forma 77 (X,Y,Z) = (JX,Y)JZ
con J : TM — T M estructura case-complexa ou case-paracomplexa adaptada & métrica:

(VWwI') (XY, Z) = Vy({(JX,Y)JZ)— (JVyX,Y)JZ
(JX,VyY)JZ - (JX,Y)J (VyZ)
(Vv{IX,Y))JZ + (JX,Y)(VyJZ)
(JVvX,Y)JZ - (JX,VyY)JZ —(JX,Y)J (VyZ)
= (Vy(JX,Y) - (JX,VyY))JZ
(JX,Y)(VyJZ - J(VvZ)) - (JVyX,Y)]Z
(VvIX,YVIZ +(JX,Y)(VvJ])Z - (JVyX,Y)JZ
(Vv )X, YVVIZ+{(JX,Y)(VyJ])Z

Asi, temos: (VyT7) (X,Y,Z) ={((VvJ)X,Y)JZ + (JX,Y) (VvJ) Z que empregaremos
nos calculos que seguen.

Agora podemos atopar sen dificultades a expresién da derivada covariante da cur-

vatura:
(VuR) (X,Y)Z = U(/\o)<<Y, Z)X — (X, z>y)
1 14
T3 ; eiU(Mi) <<Jz’X7 Z) LY — (Y, Z)J; X + 2(J; X, Y>JZ-Z>
(4.3)

1 1%
+3 ; ei)\i(((VUJi) X, )Y + (J:X, Z) (VuJi) Y

—~((Vudi) Y, Z)Ji X — (LY, Z) (VuJi) X
F2(Vudi) X, YV Z + 2{JiX,Y) (Vi Ji) z)

onde empregamos que R é paralelo.

Unha vez temos calculada a expresiéon da derivada covariante da curvatura, emprega-
mos a Sequnda Identidade de Bianchi, é dicir, sumamos ciclicamente en X, Y, U e igualamos
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a cero. Acto seguido facemos Z =Y para obter:

0 = U(\o) (<Y,Y>X (X, Y)Y)

LS U\ ((JZ-X, YVLY — (LY, X)X + 2(Ji X, Y>JiY>

+ o+

DY (<(VUJi) X Y)Y + gJ;i XY (Vuldi)Y — (Vudi) Y, Y)J; X
— (LY, Y)Y (Vud) X +2(Vudi) X, Y) LY + 205X, Y) (Vi Jy) Y)
X()\o)(<U, Y)Y — (v, Y>U>
LS X (\) ((JiY, YVIU — (LU, Y)Y + 2(JY, U>JZ~Y>
+ iy, ei)\i<<(VXJi) Y, YVIU + (Y, Y) (VxJi) U — (Vx i) U, Y)Y
— (BUYY (Vxd)) Y + 2((Vx i) Y, UVLY + 200, U) (Vx i) Y)
+ Y(/\o)((X, YU — (U,Y>X>
LYW 6V (N) (<J,~U, YVIEX — (X, Y VLU + 2(J;U, X>JZ-Y>
Lyw ei)\i(«VyJi) U, Y)JiX + (U Y) (Vydi) X — (Vydi) X, YU
— (XYY (Vy ) U+ 2((Vy ) U, X) LY + 2(J;U, X) (Vy Jy) Y)

Simplificamos esta expresion tendo en conta os resultados do Lema 4.1.5:

0 = Ul (<Y, YYX — (X, Y>Y> + X (No) (<U, Y)Y — (v, Y>U)
+Y(/\0)<<X, YU — (U, Y)X)

+3 [eiU()\i)UiX, VLY + e XY, U)LY
=1

(4.4) T

1
+§ ; €N |:(3<(VUJ1') X, Y)+3((VxJ;) Y, U)

(U, YV X — (X, Y)JU + 2(J;U, X>JZ-Y)}

F2(Vy J) U, X)) JY + 305X, Y) (Vo i) Y

—((Vy ) Y, U)JiX + (Vy i) Y, X) ;U + (J;iY, X) (Vy J;) U
(LY, UY (Vydi) X + 200U, X) (Vy Ji) Y

F3(TY, U (Vi i) Y]

Se facemos o producto interior da expresién anterior por X, obtemos:
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0 = UQo)((X, X)(VY) = (X,1)2) + X (o) ({(X, V)(¥,0) = (¥, Y){U, X))

+Y (M) <<X, YWX, U — (X, X)(Y, U>) ) [U(/\i)(JZ-X, YWY, X)
FXONTY, UMTY, X) + Y () (LU, X) (Y, X>}
i Ze, [ (Vo) X,Y) +3(Vx ) Y, U)

+2((Vy Ji) U, X)) (J;iY, X) + 3(Ji X, Y){((Vu Ji) Y, X)
+3(J;Y, ><(VXJ1‘)Y7X>+2<JanX><(vYJi)YaX>
+<(VyJi) Y, X)(JiU, X) + ((Vy J;) U, X)(J;Y, X)
—(LY, U)(Ty i) X, X)|

Simplificando esta expresién, de novo cos resultados do Lema (4.1.5), e reordeando:
0 = UO)((X, X)(VY) = (X,7)?)
+X (o) (X Y)Y, U) = (¥, Y)(U, X))
+me< xXwamenw

(4.5) —l—ZeZ[ WY, X2 + X(\)(LY, UY (Y, X)

+Y (A)<JUX><JYX}+ZQ [ (Vi) X, Y)

(V) Y, U) + 2((Vy Ji) v X)) (J;Y, X)
Y, UN(Vx i) X,Y) — (JiX, UN(Vy J;) Y, X)

Se nesta expresion tomamos X 1L JY chegamos a:

0 = UR)((X, X)(VY) - (X,7)?)
+X (o) ((X, Y)Y, 1) = (¥, V){U, X))
(4.6) +W%N< Y)(X,U) = (X, X)(Y,0))

—Zez (Vo) X, Y)Y, U) + (Vy ;) Y, X)(J: X, U))
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Dado que a métrica é non dexenerada, podemos sacar U factor comtn para obter:

0 = (<X7 X><Yv Y> - <X7 Y>2) VAo + (Y(/\O)<X7Y> - X(A0)<Yv Y>) X

(4.7) + (X (A0)(X,Y) = Y (M) (X, X)) Y

—iem ((Vx ) X, Y)TY + (VyJ) Y, X)J: X)

Afrontamos agora 7 etapas consecutivas que nos levaran 6 resultado pretendido:

ETAPA 1: )\g é constante

Da tltima das expresiéns dedticese que para X LJY e (X, X)(Y,Y)—(X,Y)? # 0 (esta
condicién equivale a que X e Y estdn nun plano non dexenerado), o vector Vg pertence
6 subespacio ({X,Y,JX,JY}).

Tomando Z € § = {U : 3X,Y LU, JU/X LJY, (X, X)(Y,Y) # 0} coma no Lema 4.1.2,
necesariamente Z(\g) = 0. Dado que S é denso en R”(polo Lema 4.1.2), deducimos que
Ao € constante.

ETAPA 2: Para calquera X e € {1,...,v} tense: (VxJ;) X € JX.

Fixamos Xy € R" e k € {1,...,v}. Tendo en conta a ETAPA 1, a expresién (4.7)
queda:

v
D e ((VxJ) X, Y)VLY + (Vy i) Y, X)JiX) =0
i=1
Como vimos na demostracién do Lema 4.1.1, podemos escoller Yy de forma que Xy LJYy
e JXo[JYo = 0, é dicir, de forma que, para cada punto, os campos de vectores J; X,
oo JuXo, J1Y0, ..., JLYy sexan linearmente independentes. Con esta escolla particular,
da igualdade anterior obtemos directamente ((V x,Jx) Xo, Yo) = 0.

Queremos ver que (Vx,Ji) Xo LY paratodo Y € (JX)*, e asi, teremos (Vx,Jx) Xo €
((JXO)L)L = J Xy, que é o que pretendemos probar.
Notaremos por Sx, o seguinte subespacio vectorial

Sxo = {Y : XoLJY}

Sexan V, W C R™ abertos, de forma que se cumple VxW C R = {(X,Y) : JX(JY =0},
sabemos que V' e W existen porque na demostracién do Lema 4.1.1 vimos que R é aberto,
e ademais podemos facelo de forma que (Xo,Yp) € V x W.

Para todo Y € Sx, ()W temos que (Xo,Y) € R()S. Pero Sx, é subespacio vectorial
de R"™, e W é aberto en R", asi que (Xy,Y) € R() S para todo Y € Sx,. Dado que Sx, =
(JXo)*, e a eleccién de Xq foi arbitraria, temos probado o resultado:(Vx.J;) X € JX.

ETAPA 3: \; é constante para todo i € {1,...,v}.
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Fixamos k € {1,...,v}. Na expresién 4.5 tomamos X = J;Y,ULJ X, JY e obtemos:

exU N ) (J3Y, JpY)? Ze@ i (2((Vudi) Y, Y)
(Vv )Y, U) + <(vle) U, YWY, JY))
Simplificando:

UMY, Y)? = A (Y, Y) (2((Vudi) 1Y, Y)
+<(ijyjk) Y, U> + <(Vka) U, JkY><JkY, JkY>)

Para U con norma distinta de cero é posible escoller X, Y verificando: X = J,Y, U L
JX,JY e ||Y] # 0. Neste caso temos:

UOWELY)

" 2<(VUJk) JiY, Y> + <(ijyjk) Y, U> + <(Vyjk) U, JkY>

Vexamos agora que os tres sumandos da dereita da igualdade son nulos:

i) (Vudg) JiY,Y) = 0 por Lema 4.1.5

i) (VyJdgp) U, JiY) = —(U,(VyJg) JyY) = (U, Ji (VyJ)Y) Pero pola ETAPA 2:
(VyJr)Y € JY, por outro lado ULJ(J,Y), pois X = JY e ULJX, asi que U L
Jip (VyJi)Y

iii) Analizamos agora o termo ((V ;v Ji)Y,U). Polarizando obtemos:

(Vyaay i) Y+ 4Y) = (Vyde)Y + (Vo i) (DY)
+ (Vka) (JkY) + (ijka) Y

Pero:
(VerJkka) Y+ JY)e JY +J,Y) CJY + J(JY)

(VyJ)Y € JY
(ijka) (JkY) S J(JkY)

e de aqui deducimos que (Vy J) (JiY) + (Vv Ji) Y € JY + J(JiY).

Temos que U LJY, J(J;Y),e UL (VyJi) (JiY) polo visto en ii). De esto e a conclusién
precedente obtemos que UL (Vj,yJi) Y, que era o que buscabamos.

Polo tanto, U(\x) = 0 para U tal que |U|| # 0, pero como {U : |U]| # 0} é denso en
R™, concluimos que )\, é constante, e o resultado é certo para todo k € {1,...,v}, xa que
foi escollido arbitrariamente.

Proposicién 4.2.2 Toda variedade semi-riemanniana conexa, na que o tensor curvatura
vén dado pola expresion 4.2 € globalmente Osserman.
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Demostracion.
Séguese das etapas 1 e 3 anteriores. O

ETAPA 4: Para calquera X ei € {1,...,v}, (VxJ;) X descomponse como combinacién
linear de J1 X, ..., J,X con coeficientes lineares.

Tendo en conta as etapas 1 e 3, e tomando vectores X, U LJY, a expresién (4.4) queda
reducida a:

D it €N [(3<(VUJ1') X,Y)+3((Vx i) Y, U) + 2((Vy Ji) U, X)) JiY
+2<JZ‘U,X> (Vy.]l) Y| =0.

Fixamos k € {1,...,v}, escollemos U = J; X, con || X|| # 0, entre os X, U LJY, o cal é
posible sempre que ||Y|| # 0. Con vectores nestas condiciéns temos (empregando notacién
de Einstein):

(4.8) (VyJp)Y = b (Y)Y
. 1 id
(V) = > M B((Vix) X, Y)
g 2(Jp X, Ju X) ; T

+3(Vx )Y, Jp X) + 2((Vy J;) Jp X, X))

onde se observa que os az son lineares en Y.

Vexamos agora o caso en que |Y|| = 0. Pola ETAPA 2 sabemos que (VyJi)Y €
JY, logo existen coeficientes que expresan (VyJi)Y en funcién de J1Y,...,J,Y e son
continuos. Por outro lado, temos que as o} son continuas en {U : ||U| # 0}. Definimos,
para Y tal que [|Y|| = 0:

ol (V) = lim af(2)

I1Zl#0

Extendidas deste xeito, as aj, son lineares en Y.

Observacién 4.2.3 As funciéns « definidas na ETAPA 4 verifican para calquera i,k €
{1,..., v} eia}; + ekaf = 0. Para ver que isto é certo, collamos Y vector unitario espacial:

—6ai (V) = ((Vy Jp) Y, JiY) = (Vy Y, J;Y) — (JVyY, J;Y)
—ex 0B (Y) = (Vy ) Y, 1Y) = (Vy LY, J;Y) — (;iVyY, JY)
6l (V) + el (Y) = (L VyY, LY) + (L VyY, JtY)
— ((Vy LY, J;Y) + (Vy J;Y, J,Y))
= Vy (LY, J;Y) =0

De forma similar demdstrase o resultado para vectores unitarios temporais, e, por
linearidade, exténdese a {Y : ||Y|| # 0}. Logo, por continuidade, a todo o espacio.
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Observacién 4.2.4 As funciéns aﬁ son nulas para todo 7 € 1,...,v. Sexa X un vector
non nulo. Entén, polo Lema 4.1.5:

—€i(X, X)oi(X) = (X, ;iX)al(X) = (Vx i) X, JiX) =0

De novo por continuidade extendemos o resultado a todo o espacio.

ETAPA 5: Cando A, # s, o (X) = 0.

Polarizando na expresion (4.8):

(Vxivp) (X +Y)=a, (X +Y) (X +Y)

tense que
(VxJi) (X) + (Vy i) (V) + (VxJi) (V) + (Vy Ji) (X)
= o, (X)Ji(X) + o (V) Ji(Y) + o (X) Ji(Y) + 0 (V) Ji(X)
(49) (VxJi) (V) + (T3 i) (X) = ab(X) S (V) + a (V) Ji(X)

e isto é certo para todo k € {1,...,v} e X, Y vectores de R".
Fixamos k € {1,...,v}.
Tomando na expresién (4.4) X LJY, U = J,Y, con ||Y]| # 0, a férmula redticese a:

0 = B (JiY, JiY) (VxJi)Y — e i (JiY, JiY) (Vy Jip) X
S € N ((Vy )Y, Y)Y X + 37 ehi|(3(Vyy i) X, Y)
©O3((Vxd) Y, JRY) + 2((Vy i) Y, X)) LY 4 2000k Y, X) (Vy Jy) Y]

e de aqui:

(4.10) 3(Vxdp)Y — (VyJi) X = < €ihi AF (V)X + ok (X, Y)JZ-Y)
=1

onde as o son funciéns dadas polas expresién anterior que non empregaremos de agora en
adiante.

Por continuidade, (4.10) tamén é certa para Y con [|Y]| = 0.

Restrinximos agora os vectores X,Y s do conxunto S’ do Lema 4.1.1, e asi, de (4.9)
e (4.10) obtemos

~ (3N + i _;
(VyJi) X = Z (Z}\ka}C(Y)JiX +0.(X, Y)JiY>
i=1
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A escolla que fixemos dos vectores X, Y permitenos intercambialos sen mais que pedir
| X # 0, e, de (4.9) e (4.10) intercambiando X e Y, temos:

SO V=D VI
(Vydi) X =) ( k4)\ b (X) ;Y + 68 (X, Y)Jix>
i—1 k

Nas expresiéns anteriores 55-’“ e ;. son funciéns continuas, determinadas polos célculos,
pero que non empregaremos e por iso non as explicito.
Como 1 X,...,J,X, 1Y, ..., J,Y son linearmente independentes, obtemos:

e ak(X)JZY>

SN EIVET
(4.11) (Vydp) X = (Z/\kak(Y)JiX +
=1

dado que esto é certo para (X,Y) € S, polo Lema 4.1.1 e repetindo o argumento empre-
gado na ETAPA 2, concluimos que é certo para todo (X,Y) € S.

Fixamos 1 < k # s < v para escollermos X,Y coma no Lema 4.1.4, é dicir, X L
JY, J(JY),J(JsY), con || X|| # 0. Multiplicamos (4.11) por JsX e chegamos a:

F A (1) (—e0) (X, X)

(VyJi) X, J.X) = 5]

Vimos que (VyJi) X, JsX) + (VyJs) X, JpX) = 0, asi que:

3As + A

3+ As 4
Sk (Y) () (X, X) + T

i,k B (V) (—er)(X, X) =0

dado que esa(Y) + eraf = 0, reducimos a expresién anterior 4 seguinte:

_3)\k + As s

3s + Ak
I ai(Y)es + ——a

4)\ Z(Y)GS = 0

de onde obtemos que aj (Y) = 0 ou A\, = £A,.

ETAPA 6: o (X) = 0 se A\ # As.

Sabemos pola etapa anterior que o} (X) = 0 se A\ # s, co cal s6 resta verificar que
a(X) = 0 para A\, = —\,. Fixamos, pois, 1 < k # s < v tales que A\, = —A,(de non
existir s e k nestas condiciéns, o enunciado satisfaise vacuamente).

Trala ETAPA 5 a expresién (4.11) queda reducida a:

i 1 %
(VyJp) X = Z ak(Y)Jin > SO (V)X
A=Ak A==k
(4.12)
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con X 1JY.
Agora tomamos na expresién (4.5) vectores U, X, Y tales que U LJX, JY, co cal queda:

Z 260 (JiY, X){((VyJi) X,Y) =0
e substituindo pola expresién (4.12):
; 1
2261 (J;Y, X) ( > AWK Y+ Y SalU)X, Y>) 0

JiA =N Jihj=—X\;

Polo Lema 4.1.4, podemos tomar Y = Jy X + J; X de forma que se siga verificando
ULJX,JY, e asi:

Z 2eii (i (Ju X + JoX), )( 3 (U)X, X + JX)
] )\]—)\

+ Z foz JXJkXJrJX))

Analicemos agora os diferentes termos que componen esta expresion:

<Ji(JkX + JSX),X> = —<JkX + Js X, JZ‘X> = (Gkéik + 65(5,‘5)<X,X>

> jsn @ (U)(T; X, T X)
= 5)\ =2\ O (U)(JkX J}cX> + 5>\ =\ Z(U)<J3X, JSX>
= (D= (—er) @i (U) + dx,=, (—es)af (U)) (X, X)
Reparamos en que o producto destas dias expresions é sempre nulo, pois a primeira seria

distinta de cero se i = k ou ¢ = s, pero en calquera destes dous casos é cero a segunda.
Vexamos que sucede co outro termo:

Zj/\ A\ (U)(JX T X + Js X) =
= 570, 0 (U)X, T X) + B3, 0F (U)X, T X)
En definitiva temos, xuntando estes calculos:

> ie €ii (erdik + €50is) (Ox,=—a, (—€s)af(U)
+5/\i:*)\k( k) (U)) <X X) =0

Simplificamos a expresion considerando vectores X non nulos:

)\k(—es)az + /\5(—6k)()4§ =0
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Como €07, + eko/; =0:
— A€y + )\sesaf =0

Por tanto aj(U) = 0 ou Ay = Ay.

ETAPA 7: (VxR) (X,Y)X =0

Empregando os resultados obtidos nas etapas anteriores, e substituindo a expresion
(4.8) en (4.3):

(VxR) (X, =

S 2((Vx i) X, Y)JiX +2(J;i X, (V,X) J;i X

VX J) X, X)TY 4+ (X, X) (VxJ)Y

( xJi) Y, X)JiX — (J;Y, X) (vXJi)X>

— SV 9N (3(Vxdi) X, V)X +3(JiX,Y) (VxJ;) X)

=Y ahi (V) X, Y) X + (LX,Y) (Vi) X)

= S (0] (X)X Y)IX + (X, V)l (X)J;X)

= 3o @M X,Y) el (X)X + 307y @il JiX, Y )al (X)X
=11 6N X, Y )a ( JLX + >0 € <JjX7Y>O4§(X)JiX
= 52051 (ehiod (X) + ¢ Az0l(X) ) <JjX7Y>Jl-X

=Y, (eim (X) - eixoﬂf(X)) (J;X,Y)J X

= E;'/,jzl (A = Aj) €iax ( WX Y) X =0

/\

A tltima igualdade dase, posto que, ou ben \; = A;, ou ben af (X) =0, pola ETAPA 6.
O lema seguinte remata a demostracién do teorema. O

Lema 4.2.5 Sexa (M, g) unha variedade semi-riemanniana,V a conezxion de Levi-Civita
de (M, g) e R o seu tensor de curvatura. Enton son equivalentes:

i) VR=0
ii) (VxR)(X,Y)X =0, VX,Y € X(M)
Demostracion.
i)= ii) Obvio.
ii)= i)
0= (Vaxsoy42R) (X + BY +72,V) (X + BY +~2)
=...+afy[(VxR) (Y, V)Z+ (VxR)(Z,V)Y + (VyR) (X,V) Z]
[+ (VvR)(Z,V)Y +(VzR) (X, V)Y + (VzR) (Y, V) X] +
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Empregando a Segunda Identidade de Bianchi chegamos a:

0 = (VxR)(Y,V)Z+[(VzR) (X, V)Y + (VyR) (Z,X)Y]
Y [(VxR) (Y,V) Z + (VyR) (X,Y) Z] + (VyR) (Z,V) X
+(V2R) (X, V)Y +[(VyR) (Z,V) X + (Vv R) (Y, Z) X]

= 2(VxR)(Y,V)X +2(VzR) (X,V)Y +2(VyR) (Z,V) X

Onde empregamos a Primeira Identidade de Bianchi na segunda igualdade.
(4.13) (VxR) (Y, V)Z+ (VyR)(Z, V)X + (VzR)(X,V)Y =0
Intercambiamos V e Z:
(4.14) (VxR)(Y,Z)V+(VyR)(V,Z) X +(VyR) (X, Z2)Y =0
Restando (4.13) e (4.14):
0 = (VxR)(Y,\V)Z - (VxR)(Y,Z)V + (VyR)(Z,V) X
—(VyR)(V,2) X + (VzR) (X, V)Y — (Vv R) (X, 2) Y
(VxR)(V,2)Y +2(VyR)(Z,V) X + (VxR)(Z,V)Y =0
(VxR)(V,2)Y +(VyR)(Z, V)X =0

Sumando (4.13) e a Primeira Identidade de Bianchi chegamos a:

(4.15) 2(VxR)(V,2)Y + (VyR) (X, Z2)V + (VxR) (Y, V)Z =0
Intercambiando V e Z:
(4.16) (VxR)(Z, V)Y +(VyR) (X,V)Z+ (VxR)(Y,Z)V =0

Sumando as ddas expresiéns anteriores:
(VyR) (X, Z2)V +(VxR)(Y,V)Z+ (VyR)(X,V)Z+ (VxR)(Y,Z)V =0

Facendo X =Y
(VxR) (X, 2)V+(VxR)(X,V)Z =0

Na expresién (4.15) facemos X =Y
2(VxR)(Z, V)X +(VxR)(X,V)Z+ (VxR)(X,Z)V =0
Entén
(VxR)(Z, V)X =0
0=(Vx+vR) (V. Z2)(X+Y) = (VxR)(V,2)Y +(VyR)(V,Z) X
= 2(VxR)(V.2)Y
Polo tanto (VxR) (V,Z)Y = 0 para calesquera X,Y, Z campos de vectores en M. O



O Operador de Jacobi

O operador de Jacobi desempefia un papel fundamental no estudio da xeometria dunha variedade, en
concreto no estudio das xeodeésicas e variacions de curvas. Ademais, o operador de Jacobi ten interese por
si mesmo, como mostra este traballo, e, en ocasions, permite deducir moitas propiedades da variedade
cofiecendo o seu espectro. Sen embargo, o calculo do operador de Jacobi adoita ser longo e tedioso; é por
isto que decidimos implementar un programa en Mathematica que realice esas contas. Partindo da expre-
sion da métrica en coordenadas locais, programamos en calculo simbdlico para obter a expresion do
operador de Jacobi e dos seus autovalores. Deste xeito, cofiecendo a expresién en coordenadas da métrica
da variedade, cofiecemos a matriz correspondente 6 operador de Jacobi e os seus autovalores.

En canto & estructura do programa, esta dividido en diferentes bloques pois, dado que para calcular o
operador de Jacobi a partir da métrica € necesario calcular nun primeiro lugar os simbolos de Christoffel,
en segundo lugar o tensor curvatura, despois fixar un vector e, por ultimo, calcular o operador de Jacobi
asociado a ese vector, dividimos o programa como segue:

m Simbolos de Christoffel

Neste apartado calculamos os simbolos de Christoffel T" a partir da expresién da métrica.

der[i_, n_: 4] :=Derivative ee Array [KroneckerDelta[#, i] &, n];

r'[g_][coor__] :

Module[{i, 3. k, I, nablas, inversa, n = Length[List[coor]]},

nablas = Table[der[i, n][g] [coor], {i, n}];
inversa = Inverse[g[coor]];

Table[

Zinversa[[k, 11] (nablas[[i, j, 11] +nablas[[j, i, 11] -nablas[[I, i, j1]1)/
1=1

2, (i, n}, (.0}, ko, my]]s

m Curvatura

Este apartado poste un considerable interese propio, pois nel calculamos as compofientes do tensor cur-
vatura da variedade, que pode ser interesante en moitos casos, por exemplo, deduciriamos de inmediato se
a variedade é cha sen mais que executar este apartado do programa. En ocasions convén considerar o
tensor curvatura de tipo (1,3), se ben noutros casos compre empregar o tensor curvatura de tipo (0,4), por
este motivo calculamos ambos nas funcién R(tensor (1,3)) e Rc(tensor(0,4)). Asemesmo, e ainda que non
é necesario para o calculo do operador de Jacobi, podemos calcular o tensor de Ricci, o cal, como vimos 6
longo do traballo, poste unha gran importancia no estudio da xeometria da variedade; segundo contra-
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iamos R ou Rc temos as respectivas funcions Ricci ou Riccic. Tamén aqui calculamos a curvatura seccional
para calesquera dous vectores fixados que se introducen como argumentos.

R[g_][coor__] :=
Module[{i, j., k, s, m, gama, gamaAux, matdersim, n = Length[List[coor]]},

gama = Evaluate[r[g] ee Array[Slot, n]] &;
matdersim = Table[der[s, n] [gama] [coor], {S, N}];
gamaAux = gama[coor] ;

Table[matdersim[[i, J,k,s1]-

n
matdersim[[J, 1, Kk, S]] +Z (gamaAux[[jJ, k, m]] gamaAux[[i, m, S]] -
m=1

gamaAux[[i, k, m]] gamaAux[[j, m, s11) . (i, n}, {§. N}, {k, n}, (s, n}]]

Rc[g_][coor__] := Module[{i .3, Kk, 1,s, curvatura, n = Length[{coor}]},
curvatura = R[g] [coor] ;
Table[Zcurvatura[ [i,J, k, 111g[coor][[l, s11,
1=1

(i, 4}, (3. 4. (k. 4}, (s, 4]

Ricci[g] [coor__] := Module[{i, J., k, n=Length[{coor}]},
curvatura = R[g] [coor] ;
Table[Zcurvatura[[k, i,J. ki1, {i,n}, {4, n}]]
k=1
Riccic[g][coor__] := Module[{i .3, Kk, 1, n=Length[{coor}]},

curvatura = Rc[g] [coor] ;
inversa = Inverse[g[coor]];

n n
Table[ZZinversa[[k, 11] curvatura[[i, k, I, J11, {i, n}, {J., n}”
k=11=1

K[g] [coor__][vectorl_][vector2_] :=

Module[{i, J., k, I, n=Length[{coor}]}, curvatura = Rc[g] [cooOr];

n n

iz ivectorl[[i]] vectorl[[1]]

i=1j=1 k=l I=1
vector2[[J]] vector2[[k]] curvatural[[i, j, k, I]]]/

(vectorl-g [coor] .vectorl vector2.g[coor] .vector2 -

(vectorl.g[coor] .vector2)?) ]
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Derivada covariante do tensor curvatura

O presente apartado non esta relacionado estrictamente co operador de Jacobi, pois permite calcular a
derivada covariante do tensor curvatura e, desta forma, comprobar se a variedade é localmente simétrica, o
cal, como vimos no Capitulo 4 deste traballo estd moi en relacién coa constancia dos autovalores do
operador de Jacobi, i.e., coa condicion de Osserman.

DR[g_][coor__] := Module[

{i, j, k, I, a, b, curvatura, cur, christoffel, matder, n = Length[{coor}]},
curvatura = Evaluate[R[g] ee Array[Slot, n]] &;

matder = Table[der[i, n] [curvatura] [coor], {i, n}];

cur = curvaturafcoor];

christoffel = r[g] [coor];

Table[matder[[a, i, j, k, 11] +Zcur[[i, J, k, b]] christoffel[[a, b, 1]] -
b=1

Zchristoffel[[a, i,bllcur[[b, J, k, 11]-
b=1

n
Zchristoffel[[a,j, b]] cur[[i, b, k, 177 -
b=1

n
Zchristoffel[[a, k, b1 cur[[i, j,b, 177,
b=1

(i, ny, (3.}, (K, N}, (01, Ny, qa, Ny |

m Operador de Jacobi

Este derradeiro apartado esta adicado & que en principio era 0 noso obxectivo: calcular o operador de
Jacobi J. Co fin de profundizar no seu estudio, calcula os seus autovalores e o polinomio caracteristico, o
cal permite estudiar a condicién de Osserman, tanto o aspecto puntual coma global, no aberto coordenado.

Jlg_]l[coor__1[Vv_] := Module[{i, J, k, s, curvatura, n = Length[List[coor]]},
curvatura = R[g] [coOr] ;
Transpose[

Table[iicurvatura[[i,j, K, s11VILi11VIIK]]l, {i, N}, {s, n}]]];
Jolkel

pcaracteristico[g_][coor__][V_] :=
Module[{n = Length[{coor}]}, Det[J[g] [coor] [V] - A IdentityMatrix[n]]]

autovalores[g_][coor__]1[Vv_] := Module[{jacobi},
jJacobi = J[g][coor] [V]:
Eigenvalues[jacobi]]
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Exemplos

Co fin de mostrar como funciona o programa, presentamos algins exemplos de célculos realizados con el.
Para empezar vexamos 0s célculos realizados sobre un espacio cofiecido e cunha xeometria relativamente
simple: o espacio hiperbdlico en R*.

m Espacio hiperbdlico 4-dimensional
De comezo introducimos a expresion da métrica:

g[xX_,y_, z_, t_] = ldentityMatrix[4] / t?
1 1 1 1
{{t—z, 0, 0, 0}, {o, = 0, 0}, {o, 0, = 0}, {0, 0,0, t—z}}

A continuacion calculamos certos elementos de interese, coma o tensor curvatura de tipo (1,3) e o correspon
dente tensor de Ricci

RIGIX, Y. Z, t]
{{tt0.0, 0,05, {0, 0,0, 0, (0,0, 0,0, {0, 0,0, 03},

{{o, i, 0, 0}, {,i, 0, 0, 0}, (0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0,0},

{{o. 0, = 0}, {0, 0,0, 0}, {tiz 0,0, 0}, {0, 0,0, 0},
1

{{0. 0,0, i}, (0. 0.0, 0. {0, 0,0, 0}, {-—, 0,0, 0}}},

{{{o. =0 of. {tl—z 0,0, 0}, {0, 0,0, 0}, {0, 0,0, 0},
({0, 0,0, 0}, {0, 0,0, 0}, {0, 0, 0, 0}, {0, 0,0, 0},

{10, 0,0, 05, {0, 0, tl—2 of. {o. _tiz’ 0, 0}, (0, 0,0, 0}},

{10,0,0,0, {0, 0,0, tl—z}, (0, 0,0, 0}, {o, tiz 0, 0}}},
{{{o. o, ’tiz’ 0f, {0, 0,0, 0}, {tl—z 0,0, 0}, (0, 0,0, 0}},

—
—~—
o
o

1 1
+0.01. {0, 0. -, 0}, {0. . 0,0, (0,0,0, 0},
({0, 0,0, 0}, (0,0,0,0}, {0,0,0, 0}, {0, 0,0, 0},

1

{10, 0,0, 0}, (0,0,0, 0, {0, 0,0, tl—z}, {o.0. - —. o}}},
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{{{o 0,0 7%2} {0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, 0} {tz 0,0 o}}
{{0 0, 0, 0} {0 0,0 _t_Z}' {0, 0, 0, 0} {o, tiz,o 0}}

{10, 0, 0.0, (0,0,0, 0, {0, 0.0, ,i}, {0, 0. tlz, o}},

({0, 0,0, 0}, {0,0,0,0}, {0, 0, 0,0}, {0, 0,0, 0}}}|

DR[Q][X, Y, z, t] = Table[0, {i, 4}, {J, 4}, {k, 4}, {1, 4}, {m, 4}]
True

Vemos que 0 espacio hiperbdlico ten curvatura seccional constante -1:

KI[g]l[X, VY, z, €] [{Vvl, v2, v3, v4}][{wl, w2, w3, wa}] // Simplify
-1

O operador de Jacobi e os seus autovalores:

v = {vl, v2, v3, v4};
JI91[X, Y, z, €] [v] // Simplify

{{ v2?2 4 v3% i v42 viv2 vliv3 vliv4 viv2  vi®iv3%iv42 v2v3 v2v4

2 e e e } { e 2 e e } ’
viv3 v2v3 vi? +v22 1 v42  v3v4 vivd v2v4 v3v4 v1? +v2? 1 v3?
{ t2 ? t2 T t2 ’ t2 } ’ { tZ ? t2 ? t2 T t2 }}

autovalores[g] [X, V¥, z, t] [V]

{ v1? ov2? _v3? _wva? v1? ov2? Sv3? _wva? v1? o v2? Jv3? w42
0

© ’ © ’ © )
Para comprobar que os autovalores son constantes, restrinximonos 8s vectores da esfera unitaria, logo:

normal = Factor[v.g[X, V¥, z, t].Vv] » 1;
Factor[autovalores[g] [X, V¥, z, t]1[{Vvl, v2, v3, v4}]] //- normal

{0, -1, -1, -1}

m Métrica de Osserman con polinomio minimo A3

Das variedades de Osserman en R, a maioria tefien polinomio minimo A%e non resulta doado dar a
expresion local dunha métrica de Osserman con polinomio minimo A3. En [26] méstrase cOmo sempre que

% #+ 0 a métrica que vén dada por:
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zF, (X,Y) a b O
B a tf, (x,y) Ob of, ofx
g(X,y,z,t = b 0 00,onde6y+axf,
0 b 0o

ten polinomio minimo A3. Empregando este programa atopamos unha xeralizacién na expresion desta
métrica, que é a seguinte:

regra = a_. Derivative[0, 1] [f11][X_, Y_] +a_. Derivative[l, O] [f22][x_, Yy ] - O;

g[xX_,y_,z_,t ]=

(cz+d) f11[x, y] + J11[X, Y] f12[x, Y] b 0
f12[x, y] (ct+e) F22[x, y] +J22[x,y] O b |._
b 0 0 0]’

0 b 0O

Factor[autovalores[g]l [X, ¥, z, t1[{Vvl, v2, v3, v4}]] //- regra

{0, 0,0, 0}

J=J[9]1[%X,Y,z, €][{Vvl, v2, V3, v4}] //- regra;
J2 =Factor[j-j] //- regra // Simplify

{10, 0,0, 03, (0,0, 0,0,
{7—3 ((:2v22 (vl (4bv3+2vl (d+cz) f11(x, y] +Vv2 (d+cz) F22[x, y] +2Vv1 jl1(x, y])
4b

110D [X, y}2+v1 (2bv3+ (dvl+ev2+ctv2+cvlz) fl1(x, y] -3Vv2F12(x, y] +
dv2F22(x, y] +cv2zF22[x, y] +vljll(x, y]) F11Y [x, y] £2220 [x, y] +
v2 (2bv4d + (e+ct) vIFll(x, y] -vl1Fl12(x, y] +ev2T22[x, y] +

- (1,0 2
ctv2T22(x, y] +v2j22(x, y]) 22 X, Y] ))

1
— (c2v1v2 (vl (3bv3+2vl (d+cz) Fl1[X, y] +v2 (d+cz) F22[x, y] + 2Vl J11[X, Y])
4b

1109 x, y}2+ (bviv3+bv2v4+vl (dvl+ev2+ctv2+cvlz) fll[x, y] -
3viv2fl2(x, y] +dvliv2Tf22(x, y] +cvlv2zf22[x, Y] +v12jll[x, y])
F110Y [x, y] £220% [x, y] +v2 (3bv4+ (e+ct) VIFLL[X, y] - vIFI2[x, y] +
ev2T22(x, y] + ctv2F22[x, y] + V2 j22(x, y]) F2259 [x, y]z)) , 0, 0},

1
{—3 (c2v1v2 (vl (3bv3+vl(d+cz) f11[x, y] -v2Ffl2(x, y] +dv2f22[x, y] +
4b

cv2zf22(x,y] +v1ljll(x, y]) 11 (X, y]2 +

(bvlv3+bv2v4+ (e+ct)viv2Ffll(x, y] -3vliv2fl2[x, y] +dvlv2f22(x, y] +
ev2? 22 (x, y] +ctv2? 22 [x, y] +cvliv2z 22X, y] +v22j22[x, y])
F110Y (x, y] £22% [x, y] +v2 (3bv4+ (e+ct) vIFIL[X, y] +
2 (e+ct) V2T22(X, y] +2Vv2 j22[x, y]) F221% [x, y}z) ) )
1
R ((:2v12 (vl (2bv3+vl (d+cz) f11[x, y] -v2fl2(x, y] +dv2f22[x, y] +
4b
cv2zT22(x, y] +v1jll(x, y]) 11 [X, y}z +
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V2 (2bv4+ (e+ct) VIFLIL(X, y] - 3VLFL2(x, y] +dVv1F22(x, y] + e v2 F22(x, y] +
ctv2F22(x, y] +cvlzF22[x, y] +Vv2j22(x, y]) F11%Y [x, y] 2210 [x, y] +
V2 ((e+ct)vifll(x, y] +2 (2bv4d+ (e+ct) v2T22(x, y] +V2J22[X, Y]))

2210 [x, y}z)), 0, 0}}

Desta expresion é posible deducir cando o polinomio minimo é A%, dando condicions necesarias e sufi-
cientes sobre as funciéns fy1, fy», i € as constantes b, c, d, e. Finalmente obtemos:

- e . .. . . ;. ) o
-Condicion necesaria e suficiente para que o polinomio minimo non sexa A3 é que — f;;(X,y)=0
ay

Calculando as compofientes do tensor curvatura, tamén obtemos que, se :—y f1111(x,y)=0, a variedade é cha

se e SO se:

-2b ;—y f12(x,y)=0

—c% f11(x, ) fra(x, y) f22(x.y) +
2
2b{b(d +¢2) 2= fra(x, y) - (X, Y) 55 frax, ) +b(-2 7

m Métrica de Osserman diagonal

9 9
ax ay

fia(x, Y) + (@ +¢t) 2 fo(x, y))} =0

Presentamos neste exemplo unha métrica moi sinxela, pois € cha, pero que non o semella vendo a sta

expresion en coordenadas locais.

(X2 + y2) -
0

g[x_,y_,z_,t]

0
0

1

0

(x+y?) ™

0
0

autovalores[g] [X1, X2, y1, y2][v] // Simplify

{0, 0,0, 0}

RIgI[x1, x2, y1, y2]

{{{{0,
{10,
{{0,
({0,

{{1{0,
{{0,
{10,
{{0,

{{{0,
({0,
({0,
{10,

{{{0,
{{0,
{10,
{{0,

o

eNelNelNeoNoNeNolNeoNoNolNolNelNoNolNeo

(=]

[eNecNelNeoNeolNeNeoNeolNoNeNolNoNolNeoNol

. 03,
> 0},
» 0},
. 0},
» 03,
» 0},
. 0},
. 0},
» 0},
. 0},
. 0},
» 03,
. 0},
. 0},
> 03,
» 0},

{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,

o

eNelNelNeolNolNeNolNeoNoNoNolNelNoNolNeo

/7 Simplify

{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,

O0000D0000000O0O0O0OP0L

0},

> 03,
» 0},
. 0},
0},
» 0},
. 0},
. 0},

0},

. 0},
. 0},
» 03,

0},

. 0},
> 03,
» 0},

OOO(DOOOOOOO(DOOO.‘<D

[eNeNeNeoNoNeNoloNeoNoNoNeNoNoNe el

. 03,
> 0},
» 0},
. 0},

0},

» 0},
. 0},
. 0},

0},

. 0},
. 0},
» 03,

0},

. 0},
> 0},
» 0},

{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,
{0,

OOOOOOOOOOOOOOO.‘<D

[eNeNeNeoNoNeNoloNeoNoNoNeNoNoNeNel

0
0

» 01},
> 01},
» 01},
» 0313,
» 011,
» 011},
» 0}3,
» 0313,
» 011,
» 0}3,
» 0}3,
> 0313},
» 01},
» 0}3,
> 01},
» 0311}

(2+€)" 0
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m Familia 1 de métricas Osserman en R*

Este ¢ outro exemplo dunha métrica Osserman en R*, en que la métrica depende de todalas coordenadas.

0 0 0 K[x] h[t]
_ 0 0 fly] m[z] 0

Yz 1= 0 fyimizr arz iz

k[x] h[t] 0 I[z,t] bz, t]

JI91[X, Yy, z, €] [{vl, v2, v3, v4}] // Simplify

1

o0 .

(v3va (-21[z, t) [ty m[z] +h[t] m[z] (201®Y [z, t] -b™O [z, t]) +m[z] (-h'[t]

[t]2K[x] m[Z]

(a®b iz, ] -21%%9(z, t]) +h(t] (@2 [z, t] -21"D [z, t] +bZ0 [z, 1])))),
1

(v32 (20[z, ey h[t)m[z] +h{t]m[z] (-2019Y [z, €] + bV [z, t]) +
2h[t]?Kk([x] m[z]

m
miz) (h'[t] (a%Y [z, €] -2119 [z, 1]) -
hit) (a2 [z, t] 213V [z, £] +b2:0 [z, t]))))},

{o, 0, !

- (V42 (21(z, t] ' (E] m (2] +h{t]m(z] (210D [z, €] + b0 [z, £]) +
2f[y] h[(t] m[z]

m(z) (h'[t] (a®Y [z, t] -2119 [z, t]) -
hit] (a®? [z, €] -210Y [z, ] +b>0 [z, £])))),

(v3va (-21[z, t] h[t]m[z] +h[t]m' [z] (20%V [z, ] -b®-O [z, 1)) +
miz] (-h'[t] (%Y [z, €] -219 [z, t]) +

hit) (a®? (z, t] 21 [z, t] + b2 [z, t]))))}. (0, 0, 0, 0}, {0, 0, 0, O}

autovalores[g] [X, V¥V, z, t] [{Vv1, v2, V3, v4}]
{0, 0,0, 0}

m Familia 2 de métricas Osserman en R*

Neste caso temos unha métrica de signatura (2,2), que 6 igual que no exemplo anterior depende de tédalas
coordenadas.

fll[x, yl f12[x, y] c[z] a[t]

.| F12[x, y]1 T22[x, y] b[z] d[t]
g[X_, Y .Z_, t_] -= c[z] b[Z] 0 0
a[t] d[t] 0 0

autovalores[g] [X, V¥, z, t] [{Vv1, v2, V3, v4}]
{0, 0, 0, 0}
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m Familia 3 de métricas Osserman en R*

fli[x] 0 0 a[x]
0 f22 0
glX_ .,y .z ,t 1= 0 OD/] 0 EEQ :

a[x] clyl bfz] O

autovalores[g] [X, V¥, Zz, t] [V]

{0, 0,0, 0}

JI91[x,y, z, €] [{vl, v2Z, v3, v4}]

{10, 0,0,0}, (0,0,0, 0},

, b’ a’[X] a[x] f11'[x]
[viva a(x]b(z] a[x]b(z] fir'(x) 2 (512, ™ e Fia0es
b(z)* 2b(2z]2 f11[x] biz]
, b [z] (C’“’] - w)
vav3 b'(z] c'ly] cly]b'[z]f22'[y] bz 2biz) f220y]
b(z)? 2b[z]2 f22[y] b[z]
' ’ s ' brz] (22 M)
v12 _a [X] b [z] N a[x] b’ [z] f11' [x] . blz] 2b[z] F1l[x] .
b[z]? 2b[z]2 f11[x] blz]
: b(z) (S SV L
o | Plziclyl cly)b(z] f22'1y] blzl  2blz] f22(y]
1 ' * ’0}, {0, 0,0, 0}}

bz]? 2b[z]? f221y] biz]
m Métricas Osserman en R?

Partimos dunha métrica en R

_[911[x, y1 912[X, y] )
gbx_.y_I= (912[x, yl 922[x,yl /|’
v = {vl, v2};

regra := Factor[v.g[X, y]-Vv] » 1;

Calculamos os autovalores do operador de Jacobi, e vemos que non depende do vector v:

Factor[autovalores[g] [X, Y]1[{vl, v2}1] //. regra // Simplify

2
{o. [g110x, y1 (92120 (x, y) 922V [x, y] - 29227 [x, y) 9127 [x, y] + 9227 [x, y]7) «

2O, y1 + 29124 [x, y]

912(x, y] (922%" (x, y] g11
(2912 (x, y] -g22"?V x, y]) -911%Y [x, y] (29129 %, y] + 9227 [x, y])) +

2912(x, y1? (911%? [x, y] - 2912V [x, y] + g22%% [x, y]) +
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9221, y1 (911 1x, y1* + 911+ [x, y1 (-2912°%V 1x, y] +g22 0 1, y1) -
2911(x, y1 (9217 [x, y] -2g12Y [x, y1 + 9229 (x, y1] || /
2
(4 (9121x, y12 - g11(x, y1 922(x, y1) | }
Polo tanto, temos que en R? toda métrica é puntualmente Osserman. Se escollemos gl11, g12 e g22 de
forma que o operador de Jacobi dependa do punto en que nos achamos, temos un exemplo dunha variedade

puntualmente Osserman que non é globalmente Osserman, exemplos similares vimos no Capitulo 2 en
dimension 4.

m Exemplo de comprobacién

Ata agora demos certos exemplos de métricas de Osserman, e achamos algunha das stas propiedades.
Mais, debido a que traballamos con calculo simbolico, podemos facer certo tipo de comprobaciéns compara
ndo expresions obtidas para os diferentes elementos. Para ilustrar este feito propofiemos un exemplo:

Sexa

hiz, t]1?gll[x, y] h[z, t]*g12[x,y] 0 O

gIX_,Vy .,z ,t ]=|hlz. t1%912[x, y] h[z, t]*g22[x,y] 0 O
0 0 10

01

0 0
autovalores[g] [X, V¥, Z, €] [{Vv1l, v2, V3, Vv4}]
RIOI[X, Y, Z, t]

Obtendo as expresions dos autovalores e do tensor curvatura e comparandoas, chégase a que R* con esta
métrica é Osserman con autovalores nulos se e sé se é cha.
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