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Abstract

In order to study Riemannian manifolds, certain geometrical objects naturally associated
to the structure of the manifold are usually considered. Curvature is, by far, the more
broadly studied of those objects since the very beginning of Riemannian Geometry. Curva-
ture largely influences the geometrical properties of the manifold and can even determine
its topology. Nevertheless, the curvature of a manifold is often difficult to handle and, as
a consequence, certain simplifications are used. In this work, we will focus on what are
known as scalar curvature invariants and their role in determining the local geometry of
a manifold.

Apart from curvature, certain submanifolds naturally associated to the metric structure
are used in the study of Riemannian manifolds. As an instance, we have the geodesic
spheres of sufficiently small radius. It is well known that the curvature of a geodesic
sphere (or any submanifold, in general) is determined from the curvature of the ambient
manifold by means of the Gauss Equation. Conversely, it is important to know how the
geometry of small geodesic spheres influences, or even determines, the geometry of the
ambient manifold. This question was deeply discussed in [6] and [13] among others. The
purpose of this memory is to contribute to the answer of the former problem, and try to
determine to what extent scalar curvature invariants of small geodesic spheres characterize
the geometry of the ambient manifold.

Since geodesic spheres are compact manifolds and scalar curvature invariants are real
valued functions, it is meaningful to integrate the scalar curvature invariants along geodesic
spheres. These will be generically called total scalar curvatures and they are the main
concern of this work.

Previously, in [9] and [10], the study of second order total scalar curvatures (that is, the
integrals along geodesic spheres of second order scalar curvature invariants) was carried
out. In this memory we will revise those results and extend our consideration to third
order curvature invariants. More precisely, the work is structured as follows:

In Chapter 1 we introduce the notation and preliminary concepts to be used throughout
this work. Section 1.1 is devoted to cover some basic definitions and in Section 1.2 the
notions of scalar curvature invariants is introduced, with special attention to the first,
second and third order curvature invariants. In sections 1.3, 1.4 and 1.5 we introduce the
tools which are necessary to establish the power series expansion of the curvature tensor
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and its covariant derivatives in a small geodesic sphere. This task will be accomplished in
Section 1.6. Then, we recall in Section 1.7 some basic notations about several classes of
manifolds which will be specially relevant in the rest of the work. Finally, in Section 1.8
we point out some generalities about integration on manifolds that will be used later for
the particular case of geodesic spheres.

Chapter 2 is completely devoted to total scalar curvatures. They are defined in Section
2.1 where some further properties are established, together with several general methods
for getting their power series expansions. The power series expansions for the scalar
curvature invariants of first, second and third order are given afterwards. Then, these are
integrated to obtain the corresponding formulae for the total scalar curvatures throughout
theorems 2.4.18 to 2.4.30.

Chapter 3 is devoted to the study of comparison results by means of total scalar
curvatures. We describe in Section 3.1 a general procedure to use in the subsequent
sections and we state the theorems that will provide the characterizations of the model
spaces using the total scalar curvatures of geodesic spheres. Section 3.2 recalls the results
obtained in [9] and [10]. We emphasize

Corollary 3.2.2 Let M be a Riemannian manifold of dimension n # 5 with holonomy
adapted to a model space. If in each sufficiently small geodesic sphere G, (r), me(T) ||§H2
is the same as for a geodesic sphere of the same radius in that model space then, the
manifold is locally isometric to that model space.

Section 3.3 is devoted to study third order total scalar curvatures. The main result of
this section is stated as follows

Theorem 3.3.1 Let M be a Riemannian manifold of dimension n # 7 with holonomy
group adapted to a model space. They are equivalent:

(i) for all sufficiently small geodesic sphere me(r) 7| R||? coincides with the correspond-
ing total scalar curvature in a geodesic sphere of the same radius in the model space.

(ii) for all sufficiently small geodesic sphere me(T) (p, ﬁ) coincides with the corresponding
total scalar curvature in a geodesic sphere of the same radius in the model space.

(iii) for all sufficiently small geodesic sphere me(T) R coincides with the corresponding
total scalar curvature in a geodesic sphere of the same radius in the model space.

(iv) M is locally isometric to that model space.

We note at this point that the two previous theorems require the dimension to be
different from 5 and 7 respectively. This is the case because for these dimensions, the
second and third order total scalar curvatures respectively, are topological invariants in
manifolds of constant sectional curvature. Hence, a characterization from the geometrical
point of view is impossible. Even so, we can state partial results such as those of Subsection
3.3.4. Section 3.1 deals with this subject from a more general point of view.



In the remaining parts of Section 3.3 some partial results for third order scalar curva-
ture invariants are stated, assuming additional hypotheses either on the curvature or on
the dimension. In an imprecise way we could state:

If (M, g) is an FEinstein manifold and a second or third order total scalar curvature not
mwvolving covariant derivatives of the curvature tensor coincides with the corresponding
total scalar curvature in a model space, then the manifold is locally isometric to that
model space.

Finally, formulae for scalar curvature invariants and total scalar curvatures including
two further terms in the power series expansion are shown in the appendices. Moreover,
explicit expressions for the model spaces are given.






Prefacio

No estudio das variedades de Riemann recérrese habitualmente 6 emprego de certos ob-
xectos xeométricos asociados de xeito natural & estructura da variedade. A curvatura
¢é claramente o mais importante de tales obxectos, e desde o comenzo da Xeometria de
Riemann é con diferencia o méis amplamente investigado. A curvatura influencia en
grande medida as propiedades xeométricas da variedade e incluso en ocasiéns pode chegar
a determinar a sia topoloxia. Sen embargo, a curvatura da variedade a miudo é dificil de
manexar e como consecuencia recorrese a certas simplificacions da mesma. Nesta memoria
centrarémonos no que se conece como os invariantes escalares da curvatura e na repercusién
que estes tenen para determinar a xeometria local dunha variedade.

A marxe da curvatura, tamén se fai uso no estudio das variedades de Riemann de certas
subvariedades naturalmente asociadas & estructura métrica de tal variedade. Un exemplo
disto son as esferas xeodésicas de radio suficientemente pequeno. E ben sabido que a cur-
vatura dunha esfera xeodésica (ou de calquera subvariedade en xeral) estd determinada a
partir da curvatura da variedade ambiente segundo a Ecuacion de Gauss. Reciprocamente,
é importante saber ata que punto a xeometria das pequenas esferas xeodésicas influencia,
ou incluso determina, a xeometria da variedade ambiente. Esta pregunta foi amplamente
abordada en [6] e [13] entre outros.

As esferas xeodésicas de radio suficientemente pequeno son variedades de Riemann
compactas. Como tales, tefien asociado un tensor de curvatura, e en consecuencia, in-
variantes da curvatura. O propdsito desta memoria é contribuir & resposta do anterior
problema e tratar de determinar en que medida os invariantes escalares da curvatura de
pequenas esferas xeodésicas caracterizan a xeometria da variedade ambiente.

Dado que as esferas xeodésicas son variedades compactas e os invariantes da curvatura
son funciéns definidas na variedade, ten siso integrar os invariantes da curvatura en es-
feras xeodésicas. Tales valores que denominaremos xenericamente curvaturas totais son o
obxecto principal deste traballo.

Con anterioridade, en [9] e [10] levouse a cabo o estudio das curvaturas totais de
segunda orde, é dicir, das integrais 6 longo de esferas xeodésicas de invariantes escalares da
curvatura de segunda orde. Ali se probou que certos invariantes caracterizan a xeometria
das variedades homoxéneas dous puntos. Nesta memoria revisamos tales resultados e
ampliamos o estudio ata os invariantes de terceira orde. Mais concretamente, o traballo
estructirase como segue:
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No Capitulo 1 introdicese toda a notacién e conceptos previos para o resto do traballo.
Comenzamos na Seccién 1.1 dando as definiciéns dos tensores de curvatura bésicos para
posteriormente definir na Seccién 1.2 os invariantes da curvatura de primeira, segunda
e terceira orde. Kstes non so seran o obxecto de estudio nas esferas xeodésicas senén
que ademais apareceran nas férmulas en desenvolvemento de potencias que empregaremos
para os resultados de caracterizacién. Nas secciéns 1.3, 1.4 e 1.5 introducimos, de feito,
as ferramentas necesarias para dar o desenvolvemento en serie de potencias do tensor de
curvatura e das sias derivadas covariantes nunha pequena esfera xeodésica, tarefa que sera
explicitada na Seccién 1.6. A continuacion, na Seccién 1.7, recordaranse nociéns bésicas
sobre algins tipos de variedades que seran de especial relevancia no resto do traballo.
Finalmente apuntamos algunhas xeneralidades sobre integracién en variedades que pos-
teriormente seran empregadas no caso particular das esferas xeodésicas. Isto realizase na
Seccién 1.8.

O Capitulo 2 trata enteiramente dos invariantes escalares totais. Na Seccién 2.1
definense estes e establécense algunhas das stias propiedades asi como métodos xerais
para obter os seus desenvolvementos en serie de potencias. No resto do capitulo danse as
expresions en serie de potencias dos invariantes escalares da curvatura en esferas xeodésicas
de primeira, segunda e terceira orde. Posterioremente intégranse estes desenvolvementos
para obter as correspondentes férmulas dos invariantes totais.

O Capitulo 3 é o nucleo central desta memoria e nel establécense os resultados funda-
mentais acadados. Na Seccion 3.1 describese de xeito xeral o procedemento a empregar
no que resta de capitulo e entincianse de forma abstracta os teoremas que posteriormente
nos dardn os resultados de caracterizacién desexados. A Seccién 3.2 recorda os resultados
acadados en anteriores traballos [9] e [10]. Entre estes resaltamos

Corolario 3.2.2 Sexa M unha variedade de Riemann de dimension n # 5 con grupo de
holonomia adaptado a un espacio modelo. Se en toda esfera zeodésica G (r) suficiente-
mente pequena me(r) | R||? coincide coa dunha esfera zeodésica do mesmo radio no espacio
modelo, enton a variedade € localmente isométrica a ese espacio modelo.

A Seccidn 3.3 estudia as curvaturas escalares totais de terceira orde. O teorema maéis
importante desta seccion é o seguinte:

Teorema 3.3.1 Sexa M unha variedade de Riemann de dimension n # 7 con grupo de
holonomia adaptado a un espacio modelo. Equivalen:

(i) Para toda esfera reodésica suficientemente pequena [ ") 7| R||? coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio no espacio
modelo.

(ii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [ ) (p, R) coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera reodésica do mesmo radio no espacio

modelo.



(iii) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena [, (T)R coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera reodésica do mesmo radio no espacio
modelo.

(iv) M € localmente isométrica a ese espacio modelo.

Facemos notar neste punto que os dous teoremas anteriormente enunciados esixen res-
pectivamente que a dimensién sexa distinta de 5 e 7. A razon disto estriba en que para
esas dimensiéns as curvaturas totais de orde dous e tres respectivamente son invariantes
topoldxicos en variedades de curvatura seccional constante. Por tanto, unha caracteri-
zacién dende o punto de vista xeométrico é imposible. Ainda asi, pédense establecer
resultados parciais como os enunciados na Subseccién 3.3.4. A Seccién 3.1 tamén trata
este tema dende un punto de vista mais xeral.

No resto da Seccién 3.3 establécense resultados parciais para o resto dos invariantes
escalares de orde tres, ben asumindo hipdteses adicionais sobre a curvatura, ben mediante
hipéteses sobre a dimensién. De xeito impreciso podemos dicir:

Se (M, g) € unha variedade de Einstein e un invariante escalar total de orde dous ou
tres que non involucre derivadas covariantes do tensor de curvatura coincide co corre-
spondente a un espacio modelo, enton a variedade é localmente isométrica a ese espacio
modelo.

Por tltimo, nos apéndices preséntanse as férmulas dos invariantes escalares e das cur-
vaturas totais incluindo dous termos mais no desenvolvemento en serie de potencias. Ade-
mais tamén se dan expresions explicitas para os espacios modelo. Debido a que a sta
importancia non é capital para os resultados de caracterizacion do Capitulo 3, non se
inclien no corpo principal da memoria.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduciremos as ferramentas e convenios que precisaremos para 0 Noso
estudio. Seguiremos, en maior medida, as notaciéns de [19], se ben os conceptos bésicos
estan asequibles en case calquera tratado adicado 6 estudio da Xeometria de Riemann
[17].

Na Seccion 1.1 presentamos a definicidon dos distintos tensores de curvatura, asi como
certas identidades que verifican os mesmos. A continuacién, na Seccién 1.2 definense
os invariantes escalares da curvatura, que constitiien un dos obxectos xeométricos maéis
importantes nesta memoria. Posteriormente, revisanse os conceptos béasicos relacionados
coas coordenadas normais e os campos de vectores de Jacobi nas secciéns 1.3 e 1.4 respec-
tivamente. A estas alturas xa estaremos en disposicién de definir e empezar a apuntar
as primeiras propiedades das esferas xeodésicas dunha variedade de Riemann. Dado que
estas son subvariedades introduciremos na Seccién 1.5 un breve estudio sobre a Segunda
Forma Fundamental. A continuacién, na Seccién 1.6 xa estaremos en condiciéns de dar
os desenvolvementos en serie de potencias dos mais importantes tensores definidos en es-
feras xeodésicas. Os espacios modelo son o tipo especial de variedades de Riemann que
serdan o noso obxecto de caracterizacion. Estes, xunto con outras clases de variedades
importantes que tamén se empregaran 6 longo da memoria, son introducidos na Seccién
1.7. Finalmente, concliiese cunha breve introduccién sobre os conceptos e procedementos
fundamentais no referente a integracién en variedades de Riemann. Isto 1évase a cabo na
Seccién 1.8.

No que segue, (M™, g) representard unha variedade de Riemann de dimensién n, sendo
g o seu tensor métrico. A conexion de Levi—Civita asociada denotarase por V e vén dada
pola férmula de Koszul:

9(VxY,Z)= 3{Xg(Y,2)+Yyg(Z, X) - Zg(X,Y)
—9(X,[Y, Z]) + g9(Y,[Z, X]) + g(Z,[X,Y])}

onde X,Y, Z son campos de vectores en M.
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1.1 Tensores basicos
Definimos o tensor de curvatura na variedade seguindo o convenio:

Rxy = Vixy] — [Vx, Vy]

onde X,Y son campos de vectores en M. A partir del, constriese o tensor de curvatura
de tipo (0,4) mediante

Rxyzw = g(RxyZ,W)

Este tensor é habitualmente dificil de manexar, polo que se recorre ds sias contracciéns.
Definese o tensor de curvatura de Ricci como a traza

PXY = tT{Z — RXZY}

Se m € M, o tensor de Ricci expresado nunha base ortonormal {ey,...,e,} de T,, M
escribese:
n
i=1

onde X, Y € T,, M. O Lema 1.1.1 amosara que este é un tensor simétrico.
Definese tamén a curvatura escalar como a traza do tensor de Ricci, 7 = tr p, que de
novo, expresada nunha base ortonormal, se escribe como

n
(1.2) T = sz‘z‘
i=1

Aqui, e no que segue p;; significa pe,e; con respecto da base elexida anteriormente.
Andlogamente, R;ji; significara Reiejekel e asl sucesivamente.

Nos calculos que faremos para este traballo sera de vital importancia o uso de todas
as identidades que poidamos deducir do tensor de curvatura. O seguinte lema resume as
fundamentais.

Lema 1.1.1 Con respecto a unha base ortonormal {ei,...,e,} o tensor de curvatura
verifica as sequintes identidades:

Rijri = —Rjitt = —Rijir = Ryij
Rijki + Rigj + Ryj =0
ViRjkir + VjRiitr + Vi Rijir =0

A partir delas podense deducir tamén:
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> ViRijie = Vipj — Vipji
> Vipij = 3 VT
> ij RijeyRivjw = 5 D25 Rijuy Rijow
>ij RijayViRajow = 5 3245 RijayVaRijow

N—= D=

Ademais, R;j actua como unha derivacion tensorial que anula a todas as funcions e verifica

2 2 _
Vii = Vii= — 1t

sobre calquera tensor covariante.

Como ultima nota introductoria, se w é un tensor, o seu Laplaciano con respecto a
unha base ortonormal {ej,...,e,} en m € M, escribese:

Aw :zn:vfiw
i=1

1.2 Invariantes escalares da curvatura

Un invariante escalar da curvatura é un polinomio nas compofientes do tensor de curvatura
e nas suas derivadas que non depende da eleccién da base ortonormal utilizada na sia
construcciéon. A orde dun invariante escalar da curvatura é a metade do niimero total de
derivadas do tensor métrico involucradas nel. Noétese que o tensor de curvatura xa contén
duias derivadas da métrica.

Unha base para os invariantes escalares de baixa orde foi calculada usando a teoria
dos invariantes de Weyl. O Teorema de Weyl implica que os invariantes escalares son
precisamente as contraccions totais nas componentes do tensor de curvatura e nas suas
derivadas covariantes.

Denotemos con I(k,n) o espacio dos invariantes escalares da curvatura de orde k para
unha variedade de dimensién n.

E ben cofiecido que se n > 2, I(1,n) é un espacio vectorial de dimensién un xerado
pola curvatura escalar 7.

Se n >4, I(2,n) é un espacio vectorial de dimensién catro xerado pola base:

7.2

pl* = >0
IRII? = >Ry
Ar = Y Vir

(1.3)
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Finalmente, para n > 6, o espacio dos invariantes de orde tres I(3,n) ten dimensién
17 e esta xerado pola seguinte base:

- VAR = (Vi)
7llpll? IVoll? = X (Vipjx)?
IR a(p) = > VipjKV;pik
3 B A IVRI> = X(ViRju»)?
(14) p = > PijPjkPik A
. . TAT
(p@p,R) = 3 pijpriRirji (A, o) S i V2
: pp) = 2 PiiViglij
{p,R) = > pijRikirRjkir PR
y (V21,0) = Y(VET) pij
R = > RijuRijrsRiirs
. (AR,R) = Y. RiiV2 Riju
j j
R = > RijuRirksRjrs

A2r

Notense tamén as ttiles ecuacions seguintes, que se seguen da definicién por calculo
directo [11]:

1
(1.5) 3 AlIRIP = (ARR)+ | VR|?
1
(1.6) S Alel* = (dp.p) + [ Voll®
(17) SAT = TAT 4|V

Recentemente, unha aplicacion interesante da teoria de invariantes escalares foi obtida
en [16], onde se amosa que unha variedade de Riemann é localmente homoxénea se e s6 se
todos os invariantes escalares da curvatura son constantes.

Remitimonos a [13] para méis informacién sobre estes invariantes. Asemade, consi-
deramos convinte sinalar neste punto que o estudio destes invariantes é un elemento es-
pecifico da xeometria de Riemann, presentando unha interpretacién radicalmente distinta
en xeometria indefinida.

1.3 Coordenadas normais

Dada unha curva v : I C R — M na variedade, denotaremos por % o campo de vectores
paramétrico no intervalo I con respeco a t, e por 7/(t) = 7.(:4) o vector tanxente da curva
~ correspondente 6 valor t do parametro. A derivada covariante dun campo de vectores
X denotarémola por V., X ou abreviadamante por X'
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Unha curva ~ dise unha zeodésica se:
/
Vyy =0

A condicién anterior tradicese nun sistema de ecuacions diferenciais de segunda orde,
co que se cumplen os requisitos necesarios para a existencia e unicidade do problema de
valores iniciais. Asi, dados m € M e v € T,,, M, existe unha unica xeodésica maximal
Yo : I CR — M tal que v,(0) =m e ~,(0) = v.

A aplicacion exponencial é a aplicacion

expm : IyM — M
v — "yv(l)

Tal aplicacién non esta definida, en xeral, en todo T, M, senén soamente nun entorno
estrelado da orixe, pero por comodidade de notacién omitiremos ese feito de agora en
diante.

Xeometricamente, o punto exp,,(v) estd na xeodésica v, a unha distancia [|v| de m.
Ademais, a aplicaciéon exponencial é un difeomorfismo local dado que expp«0 = I7,, 7 s€
identificamos T}, M con Ty(T,,M). Isto significa que existe unha vecinanza i de 0 € T,,, M
e unha vecinanza U de m € M tal que exp,, : 4 — U é un difeomorfismo. Unha
vecinanza ‘U deste estilo é o que se chama unha vecinianza normal do punto m € M.

Agora consideremos S"!(r) = {x € T,,M : ||z|| = 7} a esfera de radio 7 en T}, M. Se
o radio é tomado suficientemente pequeno como para que a esfera caia dentro da vecinanza
4 definida anteriormente, a imaxe,

G (1) = expp (S™ 1 (r))

¢ unha hipersuperficie en M consistente nos puntos localizados a unha distancia xeodésica
r de m. Por tanto,
Gm(r) ={p€ M :d(m,p) =1}

Estas hipersuperficies son as esferas reodésicas e o seu estudio constitiie o obxectivo do
noso traballo. Para enfatizar que o radio se tomara suficientemente pequeno como para que
a esfera xeodésica estea dentro dunha vecinanza normal, habitualmente nos referiremos a
elas como pequenas esferas xeodésicas.

Para cada p € Gy, (), existe un unico vector unitario u € T;,, M tal que p = exp,, (ru).
Por tanto, existe unha dnica xeodésica parametrizada proporcionalmente 6 arco, y(t) =
expm (tu), conectando o centro da esfera xeodésica m co punto p da esfera. Tal xeodésica
chamase raio zeodésico de m a p. En virtude do Lema de Gauss, o espacio tanxente a
Gm(r) en p é precisamente o conxunto de vectores en p que son ortogonais 6 raio xeodésico
5.

A bdla zeodésica de centro m e radio r definese de xeito natural como

Bp(r) ={p € M :d(m,p) <r}
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E importante sinalar que as bdlas xeodésicas suficientemente pequenas corresponden

coas bélas métricas determinadas pola topoloxia da variedade (que certamente é metriza-
ble).

Para estudiar as esferas xeodésicas en vecinanzas normais compre un sistema de coor-
denadas axeitado. Dito sistema vird dado polas coordenadas normais de centro en m. A
sta construccién é como segue. Sexa exp,, a aplicacién exponencial e {ej,...,e,} unha
base ortonormal de T,,M. Cada punto p € U pode ser descrito de xeito tinico como
expm(v) con v € T,,, M. Descomponendo v con respecto & base ortonormal dada pode-
mos escribir p = expy, (Z?Zl xt (p)ei), onde z'(p),...,2"(p) veiien determinadas de xeito
unico. De forma mais econémica, séese escribir,

n
' | expm g tle; =t
j=1

Este sistema de coordenadas asi obtido é o que se chama sistema de coordenadas
normais con respecto & base ortonormal {ej,...,e,} en m.

Finalmente, introduciremos dous conceptos mais que seran necesarios no estudio das
esferas xeodésicas. A funcion distancia radial, r, escribese en coordenadas normais como

r(p) = d(m,p) =

e, naturalmente, mide a distancia entre os puntos p e m para valores de r suficientemente
pequenos.
O campo de vectores radial vén dado mediante

1o} "zt
(18) 9 =27 o

Este campo, que estd localmente definido, coincide co gradiente da funcién distancia radial,

gradr = %. Ademais, 6 longo de cada xeodésica radial parametrizada por arco temos

<£>’y(r) =70)

co cal, % ¢ un vector normal unitario de G,,(r) que apunta 6 exterior.

1.4 Campos de vectores de Jacobi

Sexa 7 : [a,b] — M unha xeodésica en M. Un campo de vectores X 6 longo de v é un
campo de vectores de Jacobi se satisfai a ecuacién diferencial de Jacobi
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(1.9) X"+ Ry (X)=0

onde R, denota o operador de Jacobi definido por

(1.10) Ry(X)=Ryxy

Os campos de vectores de Jacobi estan fortemente relacionados coa curvatura da varie-
dade e seran a ferramenta fundamental do noso traballo. A sia interpretacién xeométrica
aparece vencellada 6 estudio das variacions xeodésicas, no intento de atopar as curvas de
minima lonxitude unindo dous puntos dados.

Unha variacion dunha curva v : [a,b] — M é unha aplicacién:

I':la, b x(—e,¢) — M
(s,t) —  T'(s,t)

tal que I'(s,0) = 7(s) para todo s. Fixadas constantes sy e tg, a curva I'(sg,-) chdmase
transversal e a curva I'(-,¢p) lonxitudinal. Unha variacién dise unha variacién xeodésica
ou unha familia uniparamétrica de xeodésicas se toda curva lonxitudinal é unha xeodésica.
Chamamos campo de vectores variacional de I' 6 campo 6 longo de v que para cada s nos
d4 a velocidade da curva transversal I'(s, -). Verificase que un campo de vectores X 6 longo
dunha xeodésica v é un campo de vectores de Jacobi se e sé se X é o campo de vectores
variacional dunha variacion xeodésica da curva . Deste xeito, podemos interpretar estes
intuitivamente dicindo que un campo de vectores de Jacobi é longo dunha xeodésica da
unha indicacion infinitesimal de como as xeodésicas vecinas se comportan con respecto da
xeodésica dada.

Para aqueles campos de vectores de Jacobi X que verifican X (0) = 0, podemos obter
a expresion seguinte:

(1.11) X (s) = exps(0)ssy(0)(50)

para todos os valores de s 6 longo da xeodésica vy e onde X'(0) = v.

O noso interés polos campos de Jacobi na realizacion do presente traballo, céntrase na
sta relacion cos campos coordenados asociados a sistemas de coordenadas normais. Para
amosar esta relacién procedemos como segue:

Sexan m € M e {ej,...,e,} unha base ortonormal de T, M. Denotemos as coorde-
nadas normais asociadas 4 base {ei,...,e,} en m por (x!,... 2"). Para un punto p €
G (1) consideramos o raio xeodésico v conectando m e p. Escribiremos 7(t) = expn, (tu)
sendo u € T, M, ||ul| = 1. Asi, p = expy,(ru). O longo da xeodésica v podemos construir
de xeito natural tres campos de vectores:

En primeiro lugar, podemos simplemente restrinxir os campos coordenados correspon-
dentes 6 sistema de coordenadas normais {(%)v(t) ey (%)v(t)} a curva 7.

En segundo lugar, e supofiendo que u = +/(0) = e, podemos definir os campos de
vectores {F1(t), ..., E,(t)} onde cada E;(t) é obtido desplazando paralelamente e; 6 longo
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de . Nétese que con esta eleccién de e; temos que v/ (t) = F1(t) = (%)'y(t)‘ Deste xeito,

aplicando o Lema de Gauss, T), G, (r) = 7/(r)* estd xerado por {Ea(r),..., E,(r)}.
Por 1ltimo, introduciremos unha base de campos de vectores de Jacobi 6 longo de 7,
{Ya(t),...,Y,(t)}, satisfacendo as condiciéns iniciais

(1.12) Yi(0)=0, Y/(0)=e;, i€{2,...,n}

Para valores de t suficientemente pequenos como para non chegar ¢ primeiro punto
conxugado de m = v(0), 6 longo de =, temos que {Y5(t),...,Y,(t)} é base de +/(t)*.
Usando a Ecuacién 1.11 é facil ver que

0
Yi(t) =t (1)
9z ) )

o que pon de manifesto a relacién existente entre os campos de Jacobi anteriormente
construidos e os campos coordenados normais.

A continuacién, a relaciéon que hai entre os campos de vectores de Jacobi e a base
ortonormal paralela {Ei(t),..., E,(t)} permitenos derivar unha grande cantidade de in-
formacién sobre a xeometria da esfera no punto p. Sexa A(t) o endomorfismo de T,y Gy (1)
que expresa o cambio de base. Ponamos

(1.13) Yi(t) = A(t) Ei(t), ie{2,...,n}

Utilizando (1.9), (1.10), (1.12) e (1.13) obtemos que a familia de endomorfismos A(t)
satisfai a ecuacién de Jacobi matricial

(1.14) A"+ Ry0A=0

(1.15) A(0)=0, A0)=1

Como aplicacién dos resultado anteriores, xa somos quen de expresar as funciéns
componientes do tensor métrico en coordenadas normais nun punto p = exp,,(ru) situado
sobre a esfera xeodésica Gy, (r) en termos do endomorfismo A. Claramente, g11(p) = 1, e,
aplicando o Lema de Gauss, g1;(p) =0, i € {2,...,n}. Por tltimo,

350 = 3.9 (r im0 ) (0 = 39 ABLAE) (1) = 5 (4A) (0

En consecuencia, as compomnientes do tensor métrico con respecto das coordenadas
normais venen dadas por

1 0
(1.16) w0 =)0 = (5 1 1y )
A funcion densidade de volume definese como

(1.17) 6un(p) = /et g,
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polo que, como aplicacién de (1.16), temos

_ det (A(r))
rnfl

(1.18) Om (p)

1.5 Segunda forma fundamental de esferas xeodésicas

A definicién do tensor de curvatura é aplicable a calquera variedade de Riemann en xeral.
Para subvariedades, e mais especificamente para hipersuperficies (como é o caso das es-
feras xeodésicas), a segunda forma fundamental, ou operador de configuracién permite
relacionar a xeometria intrinseca da subvariedade con aquela do seu espacio ambiente. En
primeiro lugar trataremos o caso mais xeral para logo particularizar no caso das esferas
xeodésicas.

Sexa (M, g) unha subvariedade de (M, g). Xa que o tensor métrico non é mais ca unha
restriccién do da variedade ambiente, denotaremos os dous coa mesma letra. A conexion
de Levi—Civita da subvariedade escribirase como V.

A segunda forma fundamental, II, é definida descomponendo VxY nas stas compo-
nientes tanxencial e normal & subvariedade segundo o isomorfismo candnico en cada punto
TwM = T,,M & T,, M+, m € M, para obter,

VxY = VxY + II(X,Y)
onde X,Y son campos de vectores en M (ou calquera extensién sua a M). Por tanto,
I(X,Y)=—(VxY)*
Se M é unha hipersuperficie, a segunda forma fundamental pode ser expresada como,
(X, Y)=0(X,Y)C

onde ¢ é un campo de vectores unitario normal & hipersuperficie. E claro entén que
todos os calculos que involucran a segunda forma fundamental dependen, a partir de aqui,
dun signo (segundo cal sexa o vector normal elexido), pero este signo nas férmulas que
necesitaremos cancelarase. Asi, o é un tensor de tipo (0,2) en M , que tamén se pode ver
como,

0()(,Y3 ::g(]I()(7)/)7C)

O tensor o, que tamén recibe o nome de sequnda forma fundamental é metricamente
equivalente 6 operador de configuracion, T, dado por

(1.19) o(X,Y) = g(TX,Y)

Ademais, verificase que,

(1.20) TX =Vx(
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A funcién curvatura media obtense como o invariante alxebraico do operador de con-
figuracién dado pola sta traza. Asi, con respecto a unha base ortonormal {e,...,e,} de
M, exprésase,

n
(1.21) h = g o(e;,e;)
=2
A ecuacion bésica que relaciona a xeometria intrinseca coa extrinseca é a ecuacion de

Gauss, que mide a diferencia entre a curvatura da subvariedade e a do espacio ambiente
en termos da segunda forma fundamental:

(122) ﬁXYZW = Rxyzw + J(X, Z)U(Y, W) — J(X, W)J(Y, Z)

sendo X,Y, Z W campos de vectores en M. Deste xeito, a segunda forma fundamental
ten toda a informacién suplementaria para determinar a curvatura dunha subvariedade a
partir da curvatura da variedade ambiente.

E neste momento cando podemos empregar os desenvolvementos xerais feitos anterior-
mente e particularizar para o caso dunha pequena esfera xeodésica Gy, (7).
Neste caso, o operador de configuracion dunha esfera zeodésica vén dado por

(1.23) Tm(p) X = <VX 887,) (p)

onde utilizamos (1.20) para o vector normal unitario sainte %, dado por (1.8).
Tamén se verifica que

0

TmYi=Vy,—=Vao Y, =Y/
¢ 87" or
Ent6n usando (1.13) chegamos a que
(1.24) Tm A=A
ou ben,
(1.25) Tn(p) = (A'A7Y) (1)

Contraendo o operador de configuracién segundo (1.21) obtemos unha expresién para
a curvatura media:

(det A)'

hin(p) = tr T(p) = tr (A’ A7Y) (r) = “det A (1)

Empregando (1.18), finalmente obtemos

(1.26) him(p) = + 2=
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1.6 Series de potencias

Os campos de vectores de Jacobi son de vital importancia & hora de deducir informacion
sobre a curvatura da variedade. Na anterior seccién vimos como podiamos expresar os
conceptos xeométricos que nos interesan en funciéon do endomorfismo A. Sen embargo,
a ecuacion de Jacobi, que en ultima instancia nos permite expresar todos os anteriores
resultados, non é, en xeral, resoluble en termos elementais. Agora ben, podemos utilizar
esta para aproximar todas as expresiéns anteriores pola sitia serie de Taylor, método que
desenvolveremos no que segue. Véxase [19] para ampliar informacién e mais referencias.
Derivando a igualdade (1.24) séguese que

T A +T, A= A"

co que empregando de novo (1.14), chegamos & ecuacion diferencial de Riccati

(1.27) T, +T:+R, =0

Para obter as férmulas correspondentes as series de potencias dos distintos tensores,
utilizaremos o método de Ledger. Para iso definimos

(1.28) C(r)=rTn(p)

Esté claro que podemos facer o desenvolvemento en serie de potencias como

T 7"2
C(r)=C(0) + i C'(0) + 51 C"(0) + ...

e tendo en conta que (1.27) é equivalente a

(1.29) rC'+C*~C+r*R, =0

tomando a derivada n-ésima e avaliando en r = 0 obtemos finalmente a férmula de re-
cursion de Ledger:

n

(1.30) (n — 1) C™(0) = —n (n — 1) R™2)(0) — Zn: < L ) Cc®(0)c™*(0), n e N
k=0

Empregando a férmula de recursion de Ledger obtemos un importante método para
derivar as expresiéns de todos os tensores de curvatura que necesitaremos para este tra-
ballo.

Tendo en conta que o noso obxectivo ultimo é o de atopar os primeiros termos no
desenvolvemento en serie de Taylor das integrais dos invariantes escalares da curvatura das
esferas xeodésicas, precisamos cofiecer os correspondentes 4 segunda forma fundamental
de ditas esferas (Lema 1.6.1), & funcién densidade de volume (Lema 1.6.3) e 6 tensor
curvatura na sta forma de tipo (0,4) (Lema 1.6.4).
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O seguinte resultado consiste sinxelamente en empregar a féormula (1.30) xunto con
(1.28) e (1.19). A expresién obtida pode atoparse, por exemplo, en [6] e [11].

Lema 1.6.1 [6] Sexa o(p) a segunda forma fundamental da esfera zeodésica Gp,(r) en
p = exppy(ru). Enton:
1 r r2
i (p) = - dij — 3 Riyju(m) — 1 (VuRiyju) (m)

1 1 —
_r3 (10 viuRi“jU + E ; RcuiuRcuju> (m) +0 (7‘4)

Tomando trazas na anterior ecuacién segundo a definicién (1.21) chegamos 6 seguinte
resultado.

Lema 1.6.2 [6] Seza h(p) a curvatura media da esfera zeodésica G (r) en p = expmy,(ru).
Enton:

2

n—1 r T
h(p) = , - g puu(m) - Z (Vupuu) (m)
—r® ! Puu + Z R? m)+ O (r )
10 uu Cd . cudu

Procedendo de xeito andlogo e utilizando agora (1.26), tense

Lema 1.6.3 [6] Seza 6,, a funcion densidade de volume con respecto a unha carta normal
centrada en m € M. Se p = expy,(ru), enton:

T2 ,,,.3
Om(p) = 1-— G Puu(m) — 12 (Vupuu) (M)
L 1N Z R} )+ 0 (r%)
24 5 uuPuu puu 15 cudu

c,d=1

A continuacién calcularemos os desenvolvementos en serie de potencias dos tensores
de curvatura intrinsecos das esferas xeodésicas. Posteriormente, utilizaremos estes de-
senvolvementos para calcular as series de potencias dos invariantes da curvatura e das
curvaturas totais de segunda e terceira orde, ntcleo esencial deste traballo.

Lema 1.6.4 [6] Seza R o tensor de curvatura dunha pequena esfera zeodésica Gy (r). Se
p = expm(ru), enton:
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_ Sindji — 8 1 1
Riju(p) = w + <Rz‘jkzl -3 Rk + 3 Rjukudi

1 1 1 1
3 Rzuluéjk 3 Riuku%’l) (m) + (vuRijkl - Z vuRjulu5ik + Z vuRjuku(Sil

1 1
4 \Y Rzuluajk vuRzuku5]l> (m) T+ ( ViuRijkl

1
1A viuRuluézk + v R]uku(szl + v Rzulu5jk - TA vZuRlukudjl

Z Rcu]uRculuézk + Z RcuyuRcuku(szl + Z Rcuchulu(sjk

1
— RiuluRjuku +

T cutudlcy u6
5;3“ Reukudit =g

1
§ RiukuRjulu> (m) T2 +0 (TB)

Demostracion.
Se {Ej,...,E,} é unha base paralela 6 longo dunha xeodésica temos o seguinte desen-
volvemento en serie de Taylor:

2
T T
Rijui(p) = Riju(m) + I (Vu Rijir) (m) + 51 (V2 Rijit) (m) + ...

Este resultado, xunto co Lema 1.6.1 permiten, por medio da Ecuacién de Gauss (1.22),
obter o tensor de curvatura de Riemann dunha esfera xeodésica despois dunha serie de
célculos longos pero elementais. (Il

Utilizaremos tamén a expansion do tensor de curvatura de Ricci nunha esfera xeodésica,
que consiste inicamente en contraer a serie anterior segundo (1.1).

Lema 1.6.5 Sexa p o tensor de Ricci dunha esfera zeodésica G, (r). Se p = expm(ru),
enton:

~ -2 1 n
Pij(p) = 2 51] + (pw 3 puu(sij - g Riuju) (m)
n+1
< uPij — upuu(szy 4 vuRm]u> (m) r
n —|— 2 1
< Viubij — mepuu@j — Vi Riuju + g Puultivju

2
Z Rcudu i & + Z Rcuchu]u (m) 7’2 +0 (T3)
cd 1
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1.6.1 Derivacion covariante en esferas xeodésicas

O propésito do que segue é conseguir os desenvolvementos en serie de potencias de tensores
en esferas xeodésicas que involucran derivadas covariantes (intrinsecas). Notese que o
método empregado ata o de agora non nos é util pois non conecemos unha férmula explicita
para a derivada covariante de tensores nunha esfera xeodésica.

Como anteriormente, sexa (x!,...,2") un sistema de coordenadas normais asociadas
4 base {e1,...,e,} nun punto m € M. Sexa p = exp,,(ru) un punto da esfera xeodésica
con |jul| = 1, e suponiamos e; = u.

Para cada direccién & (suficientemente préxima a u) podemos construir unha base en
m, {e1(§) =&, ...,en(§)}, que sexa ortonormal e dependa diferenciablemente da anterior,
é dicir, se

ca(€) =Y _Ab(&er, acfl,...,n}
b=1

entén (A%) € O(n) é diferenciable nun entorno da identidade e A%(u) = d¢.

Para cada £ sexa {E1(€),...,E,(§)} a base obtida mediante desplazamento paralelo
de {e1(§),...,en(&)} 6 longo da xeodésica t +— exp,,(t§). Por simplicidade denotaremos
{E1,...,Ey} a{Ei(u),...,En(u)}. Sexa agora {F1,..., F,} areferencia ortonormal (base
das seccidns locais do fibrado de referencias ortonormais) obtida desplazando paralela-
mente {eq,...,e,} 6 longo de cada xeodésica radial. Verificase que os F; son diferenciables
[15, pax. 85]. Ademais, se P denota o transporte paralelo 6 longo de xeodésicas,

Eq(§) = P (ea(§)) = P <Z AZ(%) =Y ANOP(er) =Y ANOF, ac{l,....n}
b=1 b=1 b=1

co cal os E, son diferenciables para direcciéns préximas a u, € {Ea(§)g, ..., En(§)q} é base
de T4Gry (1), sendo g = expy, (t§).
Denotemos os simbolos de Christoffel:

n
Ve By = Y T9E., abe{2,... n}

c=2
n

Ve F, = > T4F., abe{l,... n}

c=1
onde féb +Ib. =0e re, + It =0, xa que {E1,...,E,} e {F,..., F,} son ortonormais.
Lema 1.6.6 Empregando as notacions anteriores, verificase

TS, (p) — TS, (p)

Eq (43) (p)

Eq (4) (0) = ~Tap(p) = oar(p)
E. (A7) (p) = —Ta(p) + 0ac(p)
Eq(47) (0) = ~Ta(p)
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para a,b,c € {2,...,n}.

Demostracién.

Sexan a,b € {2,...,n}. A menos que explicitamente se especifique o contrario, indices
repetidos significan que se realiza unha suma de 1 a n. Por definicién da derivada cova-
riante,

(Fu.8) 0 =Y (Fou2) ) = 3 (P AR () = z_j F()F,

pero por outra banda, por definicion da Segunda Forma Fundamental

(?EQEO () = (Vg,Ep+owEr)(p)

(Eq (A}) F. + AjV g, Fe + 0 E1) (p)
= ( o (AY) Fo + A AV F, +0’abE1)( )
= (B4 (4}) +T% + owdt) (p)Fi(p)

por tanto, N
Ea (Ap) () = Tg(p) —Tg/), ce{2,...,n}
Eq (4) (0) = ~Ti(p) — oaw(p)

Analogamente,
(Ve B, E)(p) = (Eq(A))F+ ASAT, Fy, AJF)) (p)
= EJA)(p) +T0(p)

e empregando (1.23),
(Vi E1, Eb)(p) = (TEq, Ep)(p) = 0ab(p)

Despexando:
Eo(AD)(p) = ~T01(p) + oa(p)

Por dltimo,

(Ve E1,E1)(p) = (E,(A)F+ A§ AT F;, A{Fj>(p)

= Eq(47) () + Tar(p)
(Ve E1, E1)(p) = %EQ<E1,E1>(])):O

en consecuencia

Eq (A1) (p) = —To1(p)
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Lema 1.6.7 A derivada covariante do tensor de curvatura dunha pequena esfera reodésica

Gm(r) en p = exppy(ru) é:

- 1
VaRiju(p) = - (Rujkl5az‘ — Ryikibaj + Rutijdak — Rukijoal
1 1 1 1
+ gRukaiéjl + gRuiak(sjl + gRulaj(sik + gRujaldik
1 1 1 1
_gRukaj(Sil - gRujak(sil - gRulai(sjk - 3Ruial6jk> (m) +
(VaRijkl — 0ia Vulyjkl + 0jaVullyiki — 0ka VuRutij + 01a VuRukij
1 1 1 1
- iéjlvaRuiuk + ZéjkvaRm'ul + ZéilvaRujuk - Z(SikvaRujul
1 1 1 1
- Z(SjlvuRukai + EéjkvuRulai + EailvuRukaj - Z(SikvuRulaj
1 1 1 1
~ 703 VuRuiak + 703V uRuiar + 700V uRujar = 704V uRuzar ) (m)
+0 (r)

Demostracion.
Por definicién

(1.31) VoRiju(p) = Ea(Riji)(p) — > (fgiﬁajkzl + T2 Rigit + Dok Rijot + fgléijka> (p)

a=2

Usamos agora o desenvolvemento en serie de R, e substituimos no primeiro sumando
da ecuacion anterior. Como exemplo calculamos:

Eo(Rjudin)(p) = Ea(Rjuu)(p) + Rjuru(p) Ea(dir)

= Eo| Y Rapy(m)ATATA]AS | (p)9;
a,B,y,e=1

= Y Rage(m) (BulA5)(0) 870705 + 0 Eo(A]) (0) 075
a,B,v,e=1
+3307 Ba(A])(p) 35 + 050707 Bul AT) (D) ) O

= 3 (RauaBal A3)(P) it + RjatuBal A7) (p) b

a=1

+RjuauEa(Ala)(p) 51k + RjulaEa(A?)(p) 5zk)
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Procedemos de xeito andlogo para o resto dos termos en E|, (Eijkl) e substituimos en
(1.31) a serie do Lema 1.6.4.

Como os campos F; son diferenciables é posible facer o desenvolvemento en serie de
Taylor con residuo dos FU, 6 longo da xeodésica radial ¢t — exp, (tu). Asi podemos escribir

% (p) = T (m) + (vurg) (m)r+ ...

Agora ben,
5 (m) = (Ve Fye) =0

xa que F} é paralelo 6 longo de xeodésicas radiais.
Por 1ltimo, empregamos os lemas 1.6.6 e 1.6.1 deducindo asi o resultado. (I

Simplemente tomando trazas na anterior ecuaciéon obtense a derivada covariante do
tensor de Ricci. Este resultado explicitase no teorema seguinte.

Lema 1.6.8 A derivada covariante do tensor de Ricci dunha pequena esfera xeodésica
Gm(r) en p = expp(ru) é:

~ 2 n n
Va Pij (p) = pauéij + gRujai + 3Ruiaj> (m)

<p]u5az + pw(saj + 3

1
T
1
+( aPij — apuu(sz] 2vupau5ij - vupiuéaj - Vupju(sai

. 1 |
"+ Vo Ruinj — "+ PG Rujai — ”+ ntly Rumj)(m)—l—O(r)

De xeito similar 6 Lema 1.6.7 obtense a segunda derivada covariante do tensor de
curvatura. A demostracion non aporta ningunha técnica nova e por tanto omitese.

Lema 1.6.9 A sequnda derivada covariante do tensor de curvatura dunha pequena esfera
zeodésica G (r) en p = exppy,(ru) é:

— o~ 1 1 1 2
V2 Rij(p) = 2 (_Rajkl5bi - gRajbléik - gijal(Sik + gRujul5ab5ik
1 1 2 1
+ gRajbkfsz’l + §ijak5iz - gRujukéabéil - gRubuléikéaj
3Rubuk61l5aj - Rzakl(sb] + 3Razbl(5]k + 3Rb2al5]k
2 1
— 3Ruiu15ab6jk + gRubuléai(sjk — gRaibk(Sjl — §Rbiak5jl
2 1 1
+ gRuiukdab(Sjl - gRubukéai(sjl + RyjuiOpidak + gRujub@l%k

1
— RyiuiOpjak — gRuiub(Sjl(sak — Rija10pk + Ryjuidaionk
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1
— Ryiudajovk — RujukObial — 5 Rujubdikdal + Ruiukdbjdal

3
1
+ ngub5jk5az — RijkaObl — Rujukdaion + Ruiuk5aj6bl) (m)
1 1 1 1 1
+ <_ZvaRukbi6jl + g Valtuwidje + 5 Valuks;di — 7 Valu;oik

+ VaRukijon — VaRuiijopk + VaRyiridpj — ivaRuibk(sjl

+ %vaRm’bl(sjk + ivaRujbk(sil - ivaRujbléik — VaRy;jk10vi
- %vaukai(Sjl + ivaulai(Sjk + ivaukaj(sil - ivaula]’(Sik
+ Vi Rukijoa — VoRutijoar + VRyiki0aj — ivauiak:(Sjl

+ ivauial(Sjk + ivaujakéil — VuRyjri0ia — ivuRaibk(Sjl
- %vaujaléik + ivuRaibl(Sjk + ivuRajbkéil - ivuRajbléik
— VuRajridpi — %VuRmejl + ivuRbmléjk + ivuijak(sil
- %vuijaléik — VuRiaki0pj — VuRijai0ok — Vulijkadn

— VuRijki0ab + ivuRubuk(siléaj - ivuRubukéaiéjl

- ivuRubuldikéaj + %vuRubul&méjk - ivuRuiubdjléak

+ %vuRuiubéj‘kéal + ZvuRuiukéabéj‘l + VuRyiukOpidal

+ VuRyiuk0ajon — zvuRuiuléabéj‘k — VuRuyiui0pj0ak

— VuRuyiut0ajovk + %vuRujub(Sil(sak - ivuRujub(Sikéal

- ZvuRujukéabéil — VuRyjukOidal — Vulyjukdaiop

+ zvuRujuléabéik + VuRyjuOpidak + VuRujul(sai(sbk> (m)+0(1)

Simplemente tomando trazas na anterior férmula obtense o Laplaciano do tensor de
curvatura que se inclie para completar formulas posteriores.

Lema 1.6.10 O Laplaciano do tensor de curvatura dunha pequena esfera xeodésica Gy, (r)

en p = expy(ru) é:

2(n+2)
3

2(n + 2)
3

2(n+2)

Rujulaik - 3

. 1
ARiju(p) = ﬁ(—‘le‘jklﬂL Rujukdi — Ruiutjn
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2(n+2 2 2 2 2
2An+2) 3 )Ruiuk5jl — 3Pkt + 3P0k + 5 PRI — gpjléik)(m)
1 1 1 1
+ <_2viRujkl + §Vz’pku5jz - Eviplu(sjk + 2V, Ryiki — ivjpkuéil

1 1 1
+ §Vjplu5ik — 2V Ryij + ivkpiufsjl — ivkpju(sil + 2V Ryij

1 1
- §Vzﬂiu5jk + ivlpjudik — (n + 3)VuRijn

3(n+3 3(n+3 3(n+3

=+ (Zl)vuRuzukéjl - (Zl)vuRuzul(sjk - (LL)VURUJuk(SZl
3(n+3 3 3 3

+ (Zl)vuRujuléik - §vupik6jl + §Vu0i15jk + ivupjkfsil

3
- ivupjl(sik> (m)+0(1)

De novo, sen mais que contraer a anterior formula obtemos a expresion do Laplaciano
do tensor de Ricci.

Lema 1.6.11 O Laplaciano do tensor de curvatura dunha pequena esfera xeodésica Gy, (r)
en p = expy(ru) é:

~ . 2
Apijp) = 33 (n(n — 1) Ryiuj — 70i5 — (n+ 3)pij + (n + 3)puu5ij) (m)
1/ 5(n+1) n—3 n—3 3n+11
+; (_Tvupz] + 9 Vngu + ij/}zu + Tvupuu(gz]

(n+1)(3n+1)
4

—Vu. T(SZ']' + vuRuiuj) (m) +0 (1)

1.7 Algunhas clases especiais de variedades

A 1ltima parte desta memoria estard adicada a caracterizar os espacios modelo a partir do
que chamaremos as curvaturas totais de esferas xeodésicas. Por esta razon introducimos
brevemente tales espacios modelo co fin de enfatizar aqueles resultados que posteriormente
seran de utilidade para levar a cabo aquelas caracterizaciéns.

Unha variedade de Riemann (M, g) dise homozénea dous puntos se para calquera
p,q,p,q¢ € M verificando que d(p,q) = d(p',q’) existe unha isometria ¢ de M tal que
o(p) =p e d(q) =4

Esta condicién tan restrictiva dé lugar a fortes imposiciéns sobre a xeometria da varie-
dade de tal sorte que as variedades homoxéneas dous puntos estan totalmente clasificadas.
En [18] probouse que toda variedade homoxénea dous puntos é localmente simétrica. Ainda
mais, toda variedade homoxénea dous puntos é localmente isométrica a unha das seguintes
variedades:
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(i) Un espacio euclideo R™.

(ii) Unha variedade de curvatura seccional constante, logo localmente isométrica 4 esfera
S™ = SO(n+1)/50(n) ou 6 espacio proxectivo real P*(R) = SO(n+ 1)/O(n) se a
curvatura é positiva ou 6 espacio hiperbélico real H*(R) = SO'(n +1)/SO(n) se a
curvatura € negativa.

(iii) Unha variedade Kéhler de curvatura seccional holomorfa constante, por tanto, lo-
calmente isométrica 6 espacio proxectivo complexo P*(C) = SU(n + 1)/U(n) ou 6
espacio hiperbélico complexo H*(C) = SU(n + 1)/SU(n).

(iv) Unha variedade cuaterniénica Kéhler de curvatura Q-seccional constante, por tanto,
localmente isométrica 6 espacio proxectivo cuaterniénico P*(Q) = Sp(n+1)/Sp(n) x
Sp(1) ou 6 espacio hiperbélico cuaterniénico H*(Q) = Sp*(n + 1)/Sp(n) x Sp(1).

(v) O plano de Cayley proxectivo P?(Cay) = Fy/Spin(9) ou o plano de Cayley hiper-
bélico H2(Cay) = Fj/Spin(9).

Por definicién, unha variedade que estea na lista anterior dise que é un espacio modelo.

Empezaremos antes de nada polas variedades Einstein, xa que elas tamén tenen un
importante valor por elas mesmas e porque seran esenciais na caracterizaciéon do resto dos
espacios modelo. O final da seccién damos tamén uns breves apuntes sobre variedades
conformemente chas e Bochner chéas, xa que estas tamén entraran en consideracion maéis
adiante.

1.7.1 Variedades de Einstein

Unha variedade (M™, g),n > 2, dise unha variedade FEinstein, se o seu tensor de Ricci é
proporcional 6 tensor métrico, isto é,

(1.32) p=2Ag
onde A : M — R é unha funcién diferenciable. Contraendo a anterior igualdade, é claro
que A = . Ademais, como n > 2, 7 resulta ser constante en virtude do Lema de Schur.

E importante sinalar que toda variedade Einstein é analitica en coordenadas normais
[8]. Ademais, como toda variedade Einstein verifica

pX.Y) =~ g(X,Y)

a norma do tensor de Ricci, ||p||? = doije1 pgj, dunha variedade Einstein cumple que
2
2 7-
loll” = —
n

En xeral, é posible detectar as variedades Einstein a partir da relacién anterior. Dado
que dita caracterizacién sera necesitada 6 longo desta memoria, é importante destacar:
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Proposicién 1.7.1 [2] Para calquera variedade de Riemann M™, con n > 2, temos que

2

:\'—‘

lpl* =

con igualdade se e sé se M € Einstein.

Observacién 1.7.2 Coa definicién dada anteriormente, todas as variedades de dimension
2 resultarian ser Einstein. Por esta razon, unha variedade Einstein de dimensién 2 é aquela
que verifica (1.32) esixindo ademais que A sexa constante. Asi, as variedades Einstein en
dimensién dous compértanse como as superfices de curvatura de Gauss constante.

En dimension 3, a situaciéon non é tan rixida, ainda que o tensor de Ricci determina
por completo o tensor de curvatura:

-
R=R'-_-R°

2
onde R” e R' son os tensores curvatura alxebraicos dados por:

RO(X7K27 W) = g(X7 Z)g(Y7 W) - g(X7 W)g(Yv Z)

RYX,Y,Z,W) = p(X,2)g(Y, W)+ g(X, Z)p(Y, W)
—p(X, W)Q(Yv Z) - g(Xa W)IO(Y7 Z)

A situacién en dimension 4 é moito méis complexa, se ben existen importantes relaciéns
entre a curvatura e a topoloxia da variedade subxacente (xeneralizaciéns do Teorema de
Gauss—Bonnet), que resultan especialmente simples cando a variedade é Einstein. Asi, a
caracteristica de Euler dunha variedade 4-dimensional compacta e orientada verifica [7]

/ {72 —allpl? + |RI?} dM

M
X( 32 7r2

Esta ecuacién resulta especialmente sinxela se a variedade é Einstein, pois en tal caso,
a integral de ||R||? é determinada completamente pola caracteristica de Euler de M*.

1.7.2 Variedades de curvatura seccional constante

Sexa (M™,g),n > 2, unha variedade de Riemann.
Se ¥, é un plano xerado por dous vectores linearmente independentes X,Y € T,, M,
definimos a curvatura seccional de X, como

Rxyxy
Q(X7X) g(K Y) - g(X, Y)2
Pédese ver que, en efecto, esta definicién non depende da base elexida do plano X,
Por outra banda, a curvatura seccional do plano tanxente 3,,, corresponde coa curvatura de
Gauss no punto m da superficie obtida 6 proxectar o plano Y, pola aplicacién exponencial.

K(Sm) = K(X,Y) =
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Se K (%,,) é constante para todos os planos X,,, C T;,, M e para todos os puntos m € M,
M dise un espacio de curvatura seccional constante ou unha forma espacial real. Ademais,
un Lema de Schur establece que, se a curvatura seccional dunha variedade Riemanniana
conexa de dimension maior ou igual ca tres é puntualmente constante, entén a variedade
ten curvatura seccional constante.

Proposicién 1.7.3 Sexa (M",g),n > 2, unha variedade Riemanniana coneza de curva-
tura seccional constante \. Enton o tensor de curvatura de Riemann vén dado por

RxyZ = Mg(X,2)Y —g(Y, Z2) X}

Reciprocamente, unha variedade cun tensor de curvatura como o anterior ten curvatura
secctonal constante \.

En [2] podemos atopar o til resultado seguinte que caracteriza as variedades de cur-
vatura seccional constante en termos de certas relacions entre os invariantes escalares de
segunda orde. Véxase tamén [6].

Proposicién 1.7.4 [6] Para calquera variedade de Riemann M™, con n > 2 temos que

2 2
25 2 2 25 24 2
IRIZ2 2ol R 2

con igualdade se e s6 se M ten curvatura seccional constante.

Facemos notar tamén neste punto o feito de que toda esfera xeodésica nunha variedade
de curvatura constante é umbilica e de curvatura constante. Ademais, podense obter os
seguintes dous resultados [6].

Teorema 1.7.5 Unha variedade Riemanniana de dimension n > 3 € unha variedade de
curvatura seccional constante se e so se toda esfera xeodésica suficientemente pequena €
umbilica.

Teorema 1.7.6 Unha variedade Riemanniana de dimension n > 3 é unha variedade de
curvatura seccional constante se e so se toda esfera zreodésica suficientemente pequena €
FEinstein.

1.7.3 Variedades Kahler de curvatura seccional holomorfa constante

Unha variedade 2n—dimensional dirase unha wvariedade complexa cando sobre ela sexa
posible construir un sistema de coordenadas complexas, isto é, un atlas de homeomorfismos
valuados en C" de tal xeito que os cambios de coordenadas sexan funciéns holomorfas.
Tal condicién supén unha reduccién do grupo estructural da variedade 6 grupo linear
complexo Gl(n,C). Asi, unha variedade dirase unha variedade case complera se o seu



1.7.3  Variedades Kéahler de curvatura seccional holomorfa constante 23

grupo de estructura admite unha reduccién a Gl(n,C). Tal reduccion é equivalente & exis-
tencia dun campo de tensores J de tipo (1,1) de tal xeito que J? = —I. Este chamarase
estructura case compleza, e o par (M, J), variedade case compleza.

A existencia dunha estructura case complexa non permite , en xeral, asegurar que unha
variedade é unha variedade complexa. De feito, unha condicién necesaria e suficiente para
que isto ocorra é que se anule o tensor de Nijenhuis [20], é dicir, [/, J] = 0, sendo

[J,J)(X,Y) = [JX,JY] - JJX,Y] - J[X,JY] - [X,Y].

En tal caso, dirase que J é unha estructura complexa e que (M,J) é unha variedade
complexa.

Dicimos que unha métrica de Riemann g en (M, J) é unha métrica case hermitica se
9(JX,JY) = g(X,Y), para calquera campos de vectores X,Y en M. Agora, o triple
(M,g,J) chamase variedade case hermitica. Nunha variedade case hermitica definese a
forma de Kdhler como

Q(X7Y) = g(X, JY),

que é unha 2—forma non dexenerada. Dise que (g, J) é unha estrutura Kdhler se J é unha
estructura complexa e a 2—forma de Kéhler asociada é pechada. A expresién

29((VxJ)Y, Z) = —3dQUX,Y, Z) + 3dQX, JY, JZ) + g(JX,[J, J(Y, Z))

permite caracterizar as variedades Kahler mediante a propiedade VJ = 0.
Debido a esta iltima caracterizacién, podemos obter as identidades de Kdhler do tensor
de curvatura:

R(X,Y,JZ,JW) = R(JX,JY,Z,W) = R(X,Y, Z,W)

p(JX,JY) = p(X,Y)

para X,Y, Z W campos de vectores arbitrarios. Estas condiciéns son fortemente restric-
tivas, xa que, por exemplo, unha variedade Kéahler de curvatura seccional constante de
dimensién complexa maior ca 1 é necesariamente cha. Isto significa que o estudio da cur-
vatura seccional non é moi interesante no caso das variedades Kéhler, razén pola cal se
introduce o concepto moito méis convinte de curvatura seccional holomorfa.

A curvatura seccional holomorfa determinada por X é, por definicién, a curvatura
seccional do plano xerado por {X, JX}, e denotarase H(X). Se H(X) é constante para
todo X € T,,M e todo m € M, a variedade dirase un espacio de curvatura seccional
holomorfa constante ou unha forma espacial complexa. Un andlogo do Lema de Schur
establece que para que a curvatura seccional holomorfa sexa constante nunha variedade
Kaéhler conexa, é suficiente con que sexa puntualmente constante.
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Proposicién 1.7.7 Sexa (M?",g,J),n > 2, unha variedade Kdhler de curvatura sec-
cional holomorfa constante p. Enton o tensor de curvatura vén dado por

RxyZ = L {g(X,2)Y —g(Y,2)X
+9(JX,Z)JY —g(JY,Z)JX +29(JX,Y)JZ}

Reciprocamente, unha variedade Kahler cun tensor de curvatura como o anterior ten cur-
vatura seccional holomorfa constante p.

De novo é posible caracterizar as variedades Kahler de curvatura seccional holomorfa
constante en termos de certas relaciéns entre os invariantes escalares de segunda orde.

Proposicién 1.7.8 [6] Se M ¢é unha variedade Kihler de dimension compleza n,
4
R 2 > 2
IR = ——pl
con igualdade se e s6 se M ten curvatura seccional holomorfa constante.

1.7.4 Variedades cuaterniénicas Kahler de curvatura Q-seccional cons-
tante

Unha estructura case cuaternionica V sobre unha variedade diferenciable M é un subfi-
brado 3—dimensional do fibrado de endomorfismos do fibrado tanxente, xerado localmente
por tres estructuras case complexas {.Ji, Ja, J3} de xeito que

Jidy = —JjJ; = Ji

onde (7, j, k) é unha permutacién ciclica de (1,2,3). A unha base como {.J1, J2, J3} chama-
selle unha base adaptada. O par (M,V') denominase unha variedade case cuaternidonica.
Se ademais existe unha conexion libre de torsién V que deixa invariante a estructura case
cuaterniénica V', diremos que tal estructura V é unha estructura cuaternionica e que o
par (M,V') é unha variedade cuaternidnica.

Unha métrica de Riemann g sobre M dise hermitica con respecto & estructura case
cuaterniénica V se

g(iX, YY) =g(X,Y), ie{1,2,3}

para calquera campos de vectores X,Y na variedade e calquera base local adaptada
{J1,J2,J3} de V. Neste caso dicimos que (g,V) é unha estructura case cuaternionica
hermitica e que (M, g,V) é unha variedade case cuaternidnica hermitica. Se alén disto,
V' é unha estructura cuaterniénica con respecto & conexién de Levi—-Civita determinada
por g, o par (g,V) chdmase estructura cuaterniénica Kdhler e a terna (M,g,V) unha
variedade cuaternionica Kahler. Nétese que toda variedade case cuaternionica ten como
dimensiéon un multiplo de 4.



1.7.4 Variedades cuaterniénicas Kéhler de curvatura Q-seccional constante 25

Nunha variedade case cuaterniénica hermitica o caracter invariante do fibrado V' pola
conexion de Levi-Civita determinada por g é equivalente a que

VxJ1 = r(X)Ja  —q(X)J3
Vxdo = —T(X)Jl +p(X)J3
Vxds = q(X)J1 —p(X)JQ

para calquera campo de vectores X e calquera base local adaptada {J1, J2, J3}, e sendo
p,q,r 1-formas locais.

Definimos unha @-seccidn nun punto m € M determinada por un u € T,, M non nulo,
como o menor subespacio non trivial de T;, M que contén a w e é invariante baixo todos
os tensores de V. Por tanto, unha Q-seccion en m € M determinada por u € T, M é do
tipo:

Qm(u) = {apu + a1 J1u + agJou + azJsu : ag, a1, a2,as € R}

Dicimos que unha variedade cuaterniénica Kahler ten curvatura @Q-seccional constante
en m con respecto de u, se todos os planos de Q,,(u) tenen a mesma curvatura seccional
constante. Unha variedade cuaternionica Kdhler de curvatura Q-seccional constante ou
unha forma espacial cuaternionica é unha variedade cuaterniénica Kéhler que ten curva-
tura Q-seccional constante con respecto de todos os puntos e todas as direcciéns. Como
anteriormente, tamén temos un analogo 6 Lema de Schur: se a variedade ten dimensién
maior ou igual ca oito, é suficiente para que tefia curvatura Q-seccional constante, con que
tefia curvatura QQ-seccional constante con respecto a todas as direcciéns en cada punto.

En dimensién catro, as variedades cuaterniénicas Kéahler correspéndense coas varieda-
des orientables, e a curvatura Q-seccional é constante se e s6 se o é a curvatura seccional.
Cando a dimensién é maior ou igual ca 8, verificanse dias propiedades importantes [20]:
por un lado, que a variedade é Einstein, e, en segundo lugar, que a curvatura seccional
de tales variedades é constante se e s6 se é nula. Este ultimo feito motiva que sé es-
teamos interesados en estudiar a curvatura Q-seccional. O seguinte teorema caracteriza
as variedades cuaterniénicas Kéhler de curvatura Q-seccional constante.

Proposicién 1.7.9 Sexa (M*",g,V),n > 2, unha variedade cuaterniénica Kdihler coneza
con curvatura Q-seccional constante v. Enton, o tensor de curvatura ten a forma:

RxyZ = J{o(X.2)Y —g(V.Z)X}

3
v
+ 2 AIX. D) Y — g(hY. 2)1iX +29(JiX.Y) )i Z}
i=1
para calquera base adaptada {Jy,J2, J3} do fibrado V. Reciprocamente, se o tensor de
curvatura dunha variedade cuaternionica Kdahler € como o anterior, enton a variedade ten
curvatura (Q-seccional constante v.
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O seguinte resultado podemos atopalo en [6].

Proposicién 1.7.10 Se M ¢ unha variedade cuaternionica Kahler de dimension real 4n,
enton 5t 1
n
R|?> ————12
1R = 4n(n+ 2)?

e a igualdade cumplese se e s se M ten curvatura QQ-seccional constante.

1.7.5 Variedades conformemente chas

Unha aplicacién diferenciable F' : (M,g) — (N, h) entre variedades de Riemann dise
unha aplicacion conforme se F*h = ¢?g para certa funcién diferenciable ¢ : M — R. Se
ademais ¢ é constante, a aplicacién F' dise unha homotecia.

Dada unha variedade de Riemann M de dimensién n con tensor métrico g, e ¢ unha
funcién en M, h := ¢?¢ define outra métrica en M que non cambia o dngulo entre dous
vectores tanxentes nun punto. Dise que h é un cambio conforme de métrica en M ou que h
estd conformemente relacionada con g. Se unha métrica Riemanniana esta conformemente
relacionada con outra métrica que é localmente chda, entén a variedade Riemanniana dise
que é conformemente chd.

Definese o tensor de Weyl en M como o campo de tensores de tipo (0,4)

O(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W)+ (p(X,Z)g(Y,W)+p(Y,W)g(X,Z)

n—2

~p(X, W)g(Y.Z) = p(Y, Z)g(X, W)

—m(g(& 2)g(Y, W) — g(X,W)g(Y, Z))

para calquera campos de vectores X, Y, Z e W. Dito doutro xeito,

1
C=R+ - R T RO

27 (n—-1(n-2)
sendo R? e R' os tensores de curvatura alxebraicos definidos na Observacién 1.7.2.
Noétese que paran = 3 o tensor de Weyl é identicamente nulo, tal e como se fixo notar na
anteriormente citada Observacién 1.7.2. En xeral, sen embargo, o tensor de Weyl encerra
mais informaciéon xeométrica sobre a variedade. De feito, o tensor de Weyl é invariante
baixo calquera cambio conforme da métrica. Ademais temos o seguinte resultado [20].

Teorema 1.7.11 Unha variedade M de dimension n > 3 € conformemente chd se e so
se o tensor de Weyl € idénticamante nulo.

Para os nosos propdsitos serd mais til o seguinte resultado.

Corolario 1.7.12 Unha variedade de dimension n > 3 é conformemente chd se e s se

4 2
2 _ 2 2
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1.7.6 Variedades Bochner chas

Sexa (M?",g,J) unha variedade Kihler de dimensién complexa n. Definese o tensor de
Bochner, B, como o campo de tensores de tipo (0,4) dado pola férmula:

B(X,Y,Z,W) = R(X,Y,Z,W)+ 12) (p(X, Z)g(Y, W) + p(Y,W)g(X, Z)

4(n +
—p(X, W)g(Yv Z) - p(Y, Z)g(X, W)
+p(X, JZ2)g(Y, JW) + p(Y, IW)g(X, JZ)
—p(X, JW)g(Y,JZ) — p(Y, JZ)g(X, JW)
+20(JX,Y)g(JZ, W) + 2p(J Z,W)g(J X, Y))
T D I g W) — (X W)(y, 2)

Y(IX, 2)g(TY, W) — g(JX, W)g(JY, Z) + 2g(JX,Y)g(J Z, W))

Diremos que unha variedade Kahler é Bochner chd se e sé se o seu tensor de Bochner
¢ identicamente nulo.

Tomando trazas na expresion do tensor de Bochner obtense o seguinte resultado que
serd o que empregaremos no resto da memoria.

Proposicion 1.7.13 Unha variedade Kdhler de dimension complexa n > 2 é Bochner
chd se e so se
2 2

8
RIZP=—"" pI? — =
| Rl n+2|!p|| (n—i—2)(n—|—1)T

1.8 Integracion en variedades de Riemann

Unha variedade diferenciable M de dimensién n dise orientable se existe unha n—forma,
chamada forma de volume que é non nula en cada punto. Unha orientacion é unha clase
de equivalencia de n—formas baixo a relacién:

wr~neIfeFM) | f>0,n=fw

onde F(M) denota o conxunto de todas as funciéns diferenciables sobre M. Unha va-
riedade pode non ser orientable, e ainda séndoo pode ter distintas orientaciéns. Asi,
unha variedade dise orientada se é orientable e nela se escolleu unha determinada o-

rientacién [w]. Unha base ordenada do tanxente (Ei,...,E,) dise positivamante orien-

tada se w(Ey,...,E,) > 0, e unha carta (z!,...,2") dise positivamente orientada se

(%, e ain) é positivamente orientada. No que segue asumirase que cando unha va-
T T

riedade sexa orientada, todas as formas de volume consideradas son compatibles coa sta
orientacion.
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En xeral, nunha variedade diferenciable orientada, a eleccién dun elemento de volume
permitenos integrar funciéns nesa variedade. Este xeito de integrar, sen embargo, non
¢é a priori candnico, xa que a medida dos conxuntos e as integrais de funciéns dependen
esencialmente deste. Sen embargo, no caso dunha variedade de Riemann pédese elexir un
elemento de volume natural tal e como amosa o seguinte lema.

Lema 1.8.1 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann orientada. Enton, eriste unha inica

forma de volume w tal que w(E1,...,E,) = 1 para toda base ortonormal positivamente
orientada (E1,...,Ey). Con respecto a unha carta (U, (z',...,2™)) a forma anterior
escribese:

w = /det(g;;) dz' A ... Adz"

A n—forma anterior chdmase o elemento de volume Riemanniano, ainda que por como-
didade chamarémoslle simplemente elemento de volume.

O lema anterior de feito xustifica o nome que se lle deu & funcién densidade de volume
definida en (1.17).

Nunha variedade orientada podemos integrar n—formas con soporte compacto, xa que
as variedades son localmente Euclideas. A continuacién describimos brevemente o pro-
cedemento. Unha explicacion mais rigurosa pode ser atopada en calquera tratado sobre
variedades.

Supofiamos que o soporte dunha n—forma w estd contido nunha carta positivamante
orientada (U, ¢ = (z',...,2™)). Entén definese

Jo= [ 67 i)

No caso xeral de que o soporte da forma non estea contido nunha carta, definese a integral
empregando unha particién da unidade {f;} subordinada a un recubrimento por abertos

coordenados {(U;, ¢;)}:
/Mw B zi:/i(Ui) fie

Pode en efecto comprobarse que esta definicién é correcta e que non depende dos elementos
elexidos na sta definicién, agas a orientacion da variedade.

O significado da forma de volume Riemanniana é que nos permite definir a integral
de funciéns, non soamente de formas. Se f é unha funcién diferenciable con soporte
compacto nunha variedade de Riemann orientada (M, g), entén fw é unha n—forma con
soporte compacto, sendo w a forma de volume de M. Entoén, definese a integral de f como:

-1,
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Andlogamente, definese o volume de M como

vol(M) = /Mw

O seguinte teorema é unha versién simplificada do Teorema de Stokes. A partir del é
sinxelo deducir os resultados que seguen.

Teorema 1.8.2 Sexa M wunha variedade diferenciable orientada compacta de dimension
n. Sexa w unha (n — 1)-forma en M. Enton,

/dw:()
M

O Teorema anterior ten conecidas consecuencias no ambito das variedades de Riemann.
Entre elas destacamos

Corolario 1.8.3 Sexa M unha variedade de Riemann compacta. Enton

(i) (Teorema da Diverxencia) Se X € un campo de vectores entdn

/ divX =0
M

(i) Se f € unha funcion diferenciable enton

[

(7ii) (Identidade de Green) Sexan f e g duas funcidns diferenciables enton

/Mng _ /MgAf - —/M<gradf,gradg>

Corolario 1.8.4 Sexa M unha variedade de Riemann orientada e compacta. Sexan w un
tensor de tipo (0,k) e n un tensor de tipo (0,k + 1). Enton:

[ Vo) == [ fwdivy
M M
Demostracion.

Sexa {F1,..., E,} unha base ortonormal. Definimos a seguinte 1-forma:

n
a(X) = (w,1xn) = Z Wiy i X1 g

i1 eip=1
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E claro que, se X e Y son campos de vectores arbitrarios verificase:

(Vxa) (Y) = (Vxw,wyn) + (w, 0y Vxn)
A continuacién consideramos o campo de vectores dual a o, A := %a. Usando a
expresién anterior temos que

n

divA = Z(VEja) (Ej)

Jj=1
n n
= § (V; w)il...ik Njiy..ir, T E Wiy ..iy, (Vj n)jil,,,@'k
Uyl =1 U150yl =1

= (Vw,n) + (w,divn)

Agora ben, polo Teorema da Diverxencia 1.8.3 obtemos

0= /M divA = /M(<Vw,?7> + (w,divn>)

que é equivalente 6 resultado. O

Observacién 1.8.5 O resultado anterior pode ser escrito utilizando unha base ortonormal
{E1,...,E,} dun xeito mdis cémodo para os nosos propdsitos:

/ Vi Wiy i Mgy = —/ Wiy, Vi Njin...ig
M M

onde se entende que se suma en todos os indices.



Capitulo 2

Invariantes escalares totais

A curvatura de Gauss K dunha superficie arbitraria nun punto m pode ser expresada en
termos da lonxitude dun circulo xeodésico de radio r en m como

K(m) = lim 3 (2mr — Sp(r))

r—0 7T7"3

o que nos da unha definicién moi xeométrica deste concepto. Ademais, a férmula anterior
evidencia a préxima relacién existente entre a curvatura de Gauss dunha superficie e a
lonxitude dos pequenos circulos xeodésicos que se atopan nela.

A existencia de relaciéns entre a curvatura dunha variedade e a xeometria das suas
esferas xeodésicas levou a unha serie de autores a considerar o seguinte problema:

sAta que punto a zeometria dunha variedade Riemanniana estd influenciada, ou in-
cluso determinada, polas propiedades de certas familias de obxectos xeométricos definidos
naturalmente dentro desa variedade?

No noso traballo trataremos en certa medida o anterior problema para o caso das esferas
xeodésicas, ainda que é posible considerar outro tipo de obxectos, tales como discos ou
tubos.

No que nun siso amplo se soen chamar os espacios modelo (no noso caso os espacios
homoxéneos dous puntos), é esperable que as esferas xeodésicas tenan un alto grao de
simetria herdada en grande medida das propias simetrias da variedade ambiente. Recip-
rocamente, tamén é esperable que aquelas variedades que tenien esferas xeodésicas con
estructuras altamente simétricas sexan elas mesmas altamente simétricas (¢ dicir, sexan
localmente isométricas és espacios modelo).

Facemos notar neste punto que unha esfera xeodésica nunha variedade de Riemann é
tamén unha variedade de Riemann. Os invariantes escalares consitien un dos mellores
exemplos en canto 6 que se refire a obxectos xeométricos asociados a unha variedade, e
como tales ten tamén siso estudiar estes no contexto das esferas xeodésicas. En particular
estamos interesados en calcular as integrais dos invariantes escalares da curvatura nunha
esfera xeodésica. A integracién de funciéns definidas en esferas xeodésicas foi feita, por

31
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exemplo, en [6] e [11] para invariantes da curvatura extrinsecos (en concreto para a curva-
tura media e norma cuadrética da segunda forma fundamental) e para a curvatura escalar
(un invariante intrinseco de primeira orde). No que segue estudiaremos as integrais nunha
esfera xeodésica dos invariantes de primeira, segunda e terceira orde. Tales integrais son
0 que se chaman as curvaturas totais. Por tanto, no marco do problema xeral establecido
anteriormente, nés pretendemos resolver a seguinte pregunta:

¢ Podemos determinar, usando as curvaturas totais de pequenas esferas reodésicas, se
unha variedade de Riemann dada € localmente isométrica a un espacio modelo?

Para resolver esta cuestién, adicaremos este capitulo a dar as formulas dos desenvolve-
mentos en serie de potencias das integrais dos invariantes escalares, que empregaremos no
capitulo seguinte para caracterizar os espacios modelo e deste xeito tratar de contestar
afirmativamente & anterior pregunta.

Mais explicitamente, na Seccién 2.1 comenzamos dando unha férmula xeral para a
integracion de funcions en esferas xeodésicas, para posteriormente introducir os invariantes
escalares totais en esferas xeodésicas e poder asi establecer algunhas das propiedades que
verifica o seu desenvolvemento en serie de potencias. O resto do capitulo estara adicado
a dar as expresions explicitas para os invariantes totais de primeira, segunda e terceira
orde. Isto farase respectivamente nas seccions 2.2, 2.3 e 2.4. O estudio dos invariantes
de primeira orde xa era coniecido en [6] ou [11], mentres que os invariantes de segunda
orde foron estudiados recentemente en [9] e [10]. Aqui completamos os anteriores estudios
dando os desenvolvementos en serie de potencias dos invariantes de orde tres en esferas
xeodésicas, asi como as correspondentes curvaturas escalares totais. Tamén se presentan
na Seccién 2.4 algunhas relaciéns existentes entre as anteriormente ditas curvaturas totais
de orde tres.

2.1 Consideracions xerais

De agora en diante denotaremos por

0|3

c nm
n—1 = 7o\,
(

3)!

o volume da esfera unidade S™~!(1) no espacio euclideo R". Aquf (%)' =T (% + 1), onde

I' é a funcién gamma:
[ee] [e.e] 9
I'(«) :/ ettt :/ e U2 at
0 —00

Véxase [12] para unha discusién mais detallada deste célculo.

O seguinte lema danos unha férmula explicita para calcular o desenvolvemento en
serie de potencias da integral dunha funcién nunha esfera xeodésica. O procedemento
para conseguilo estd explicado esencialmente en [12] ou [13].
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Lema 2.1.1 Sexa f a funcién na esfera xeodésica G, (r) dada en coordenadas normais
por:

fleapm(ru)) = fO(m) + fO(m)r + f2(m) r? + £, (m) r® + £l (m)r* + O (r°)

sendo cada f9 i-linear. Enton

/ f=cpr"t {ag + agr? +a4r4+0(r5)}
Gm(r)

onde
a0 = fOm)
LI 1 0, @
1 9 9 1 1 0
- - — ——A ©)
o n(HQ){( A ) f
1« 1
_gzvﬂ—fl( ) — qu - = Z pz]fzj Z pzyfﬂ
=1 Zj 1 7,] 1
(4) (4) (4)
> fa D fay T Y fijji}(m
ij=1 ij=1 ij=1
Demostracion.

En [13] probouse que o elemento de volume dunha esfera xeodésica suficientemente pe-
quena G, (r) é r"~10,,du, sendo du o elemento de volume da esfera euclidea S*1(1). En
consecuencia, a integral dunha funcién f nunha esfera xeodésica é:

(2.1) / ( )f =pnt /Sn_l(me)(ea:pm(ru))du

No primeiro capitulo acadamos os primeiros termos do desenvolvemento en serie de
potencias da funciéon densidade de volume 6,,,. Tendo en conta como é o desenvolvemento
en serie de potencias da funcién f chegamos a unha expresiéon do tipo:

(fom)eapmlru)) = O+ [ 7+ (£2 + 1O 72
+ (£ + F0@ + 7&%)
(£l + FEAD + £ 0D, + ) 40 ()

onde os 7% correspéndense cos coeficientes dados no Lema 1.6.3. Substituindo en (2.1)
obtemos:
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o= (cn—1f(0)+7“ [ 0w [ (5@ 1O du
Gm(r) Sn—l Sn—l

ot (fuw + 02 +v£u)u) du

n—1

Empregamos agora unha férmula dada en [12] para a integracién de polinomios en
esferas. Sexan i, ...,4; indices distintos. En primeiro lugar, debido as simetrias da esfera

(2.2) /SM el xltdu=0
se algiin j; é impar. Denotemos agora | = j1 + ... + ji, e definamos:

k)= (k—1)-...-31

para k par. Enton, cando ji,...,ji son todos pares:

2. Jl.“ Jk =, Jl)]k)
(23) /Snl Tiy - Ty A = e T =)

Fixada unha base ortonormal {ey,...,e,} de T, M e un tensor w de tipo (0,k) en
T,,M, podemos escribir

n n
i1=1 ip=1

sendo u = ) 1" | €.
Logo, se k é impar, empregando (2.2) dedticese que

/ Wy wdu =10
Snfl

En particular, isto significa que

[ f0du= [ (10 F0AE 42 du =0
Sn—1 n—1

Se k é par, non ¢ dificil obter, empregando (2.3) que para os primeiros valores pares
de k é:
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n
/ wyudu = Cp-1 E Wi
—1
sm i=1
n n n
/ Wunuudt = Cp—1 § Wiijj + E wijij+§ Wijgji
Snfl

1,7=1 1,7=1 4,j=1

Tendo en conta a expresién anterior, e empregando reiteradamente o Lema 1.1.1,
obténense as seguintes expresions:

Cn—1
/ Pudu = T
Sn—1 n

2 Cn—1 2 2
du = —— (2
[t = s 2P+ )
2c —1
% du = ——_ A
gn—1 wuPun Gl n(n+2) ’
- c 3
—1
[ 3 R = =t (R o1?)
Sn—1 17]:1 n
O resultado séguese agora facendo operacions. Il

2.1.1 Propiedades das curvaturas escalares totais

Sexa (M, g) unha variedade de Riemann. Un invariante escalar total F ¢, por definicién

ﬁ(mar):/e()f

sendo f un invariante escalar intrinseco da esfera xeodésica Gy, (r). A orde dun invariante
escalar total é a orde do invariante intrinseco a partir do cal foi construido.

Desenvolvamos un invariante escalar total fG r) f de orde k en serie de potencias.
Suponamos que tal desenvolvemento é do tipo:

ra n—1—2k ﬁ r
24) /Gm(r) fo= o {A(n) + o BT+ n(n +2)

+Ca(n) [lpl? + C3(n) 7 + Ca(n) At) + O (1)} (m)

(Ci(n) | RI”

onde os coeficientes A, B, Cy, Cs, C3, Cy son polinomios na dimensién n da variedade am-
biente, que non dependen da variedade considerada en particular.



36 2 Invariantes escalares totais

Suponamos agora que M é unha variedade de curvatura constante A. No que segue
tomamos os resultados de [9] e [11]. E sinxelo ver que se f é un invariante escalar de
orde k, entén podemos poner f = a f(n))\k, onde ay(n) é un polinomio na dimensién da
variedade n. Tamén ¢ certo que toda esfera xeodésica suficientemente pequena nun espacio
de curvatura constante A é unha variedade de curvatura seccional constante A, onde.

3o A
sin? rv/\

Noétese que estamos s6 considerando o caso dun espacio con curvatura positiva. Expresions
analogas poden ser atopadas para variedades chas, asi como en espacios de curvatura
constante negativa substituindo aqui e no que segue as funcions trigonométricas polas
suas correspondentes funciéns hiperbélicas. Por tanto, para cada invariante da curvatura
6 longo dunha esfera xeodésica podemos portier

Ademais a funcién densidade de volume nun espacio de curvatura constante vén dada
por:

n—1
sin rﬁ)

Om (expm(ru)) = (m

Asi que podemos facilmente obter

. n—1-2k
(2.5) /G ( )f: Cn-1az(n—1) (Sm\};ﬁ>

Facendo o desenvolvemento en serie de potencias da funcién anterior temos,

2.6 f = c¢p_r1ax(n—1D)r" 12k (1~ M)\ r?
(2.6) .
G () 6

1o 2&);6581 —10k=T) 5 4 (T6)>

Agora, se M é unha variedade de curvatura constante sabemos que 7 =n(n — 1)\,
llpll? = n(n — 1)2X%, [|R||* = 2n(n — 1))A2, e por tanto (2.4) convirtese en:

(2.7) /G . f = cn,lrn_l_%{A(n) + B(n) (n — 1)Ar?

n—1

+n+2

(201(n) +(n—1)Co(n) + n(n — 1)03(n)>/\2 ) (7“6)}
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Comparando (2.6) e (2.7) temos
Afny=az(n - 1)
B(n)——m azln—1)
201 (n) + (n — 1)Ca(n) + n(n — 1)Cy(m)= "F 2 _3168(2’“1(;1 Z10R D) - 1)

Para cada invariante da curvatura f é claro que a¢(0) = 0 e ay(1) = 0, xa que as

variedades de dimensién un son chés. Isto significa que podemos porier:

af(n —1)=(n—-2)(n— 1)&Jfg(n -1)

e a expresién anterior pode ser escrita como segue

A(n)=(n—-2)(n—1) a];(n -1)

n—2)(n—1-2k)
6

a};(n— 1)

(2.8) B(n)=—"

2C1(n) + (n — 1)Ca(n) + n(n — 1)Cs(n)=""2 A 228 Gnl0k=T) 5y 1)

2.2 Invariantes de orde un

Tal e como foi visto na Seccién 1.2, a curvatura escalar é, salvo producto por un escalar
0 Unico invariante de orde un. Ainda que a curvatura escalar total xa foi introducida en
[6] e amplamente estudiada en [11], incluirémola aqui por razéns de completitude e para
comparar os resultados obtidos ali cos correspondentes para os invariantes de orde dous e

tres.

O seguinte lema d&a os primeiros termos da expresién en serie de potencias para a

curvatura escalar dunha esfera xeodésica.

Lema 2.2.1 [11] Sexa T a curvatura escalar, dunha pequena esfera xeodésica Gy, (r). Se

p = exppy(ru), enton:

- n—1)(n-—2 2(n+1 n+2
T(p) = (32) + <T - (3) puu> (m) + (vuT - vuﬂuu) (m) r
1 n+3 1 m+1 w—
+ 5 V’ZUT - 5 viupuu + § piu - 45 ;1 Rzudu (m) r? +0 (Tg)
c,d=
Demostracion.

Unicamente tomar trazas no desenvolvemento do Lema 1.6.5 segundo a Definicién 1.2. OJ
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Definese a curvatura escalar total como

| 7
m(r)

A continuacién calculamos a sda expresién en serie de potencias.

Lema 2.2.2 [11] Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Enton

/ . Cn_”nl{(nz)z(nl)_(n?)) (=2
m( ) T 6n
1 (n+2)(n+3) 2, n? +5n+21 9
n?—Tn—6 o, (n—3)(n—2) 9 3
T _2()AT> (m)r +0<T>}
Demostracion.
Definimos
2(n+1 n-+ 2
F(expy(ru)) = (n—l)(n—2)—(3)puu(m)r— 5 Vupuu(m) r3
n+3 5 1, 2n+1 &
+ vuupuu §P Z Rcudu ’l“ +O( )
c,d=1
1
G(expm(ru)) = 7(m)+ (Vy1) (m)r—|—§ (ViuT) (m) 7“2+O(r3)

En consecuencia, a nosa integral redicese a:

1 1
m(r) m(r) \T " JGm(r) Gm(r)

e o Lema 2.1.1 danos a férmula que necesitamos para acadar o resultado. O

2.3 Invariantes de orde dous

Na Seccién 1.2 deuse unha base que xenera, no caso mais xeral, o espacio vectorial dos
invariantes de orde dous. No que segue damos o desenvolvemento en serie de potencias en
funcién do tensor de curvatura da variedade ambiente destes invariantes cando a variedade
considerada é unha esfera xeodésica de radio suficientemente pequeno.

Os tres seguintes resultados simplemente empregan os lemas 1.6.4 e 1.6.5 xunto coas
definiciéns de (1.3) para obter, despois de facer as operaciéns, os seguintes desenvolve-
mentos en serie de potencias.
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Lema 2.3.1 Sexa T a curvatura escalar dunha pequena esfera zeodésica Gy (r). Se p =
expm(ru), enton:

n—1)%(n —2)? n—2)(n-— n
) - CSU 2Bl (208, ) )

202D (g 2200, ) )+ <<n “ 0= 2) VT

2(n-— 1)(n5— 2)(n + 3) V2 g 41 4 (n3+ 1) o
2(3n2+n+4 2(n—2)n—1)2n+1) <&

N = )ZRzudu)<m>+0<r>
c,d=1

Lema 2.3.2 Sezxa ||p|| a norma do tensor de Ricci dunha pequena esfera xeodésica Gy, (r).
Se p = exppy(ru), enton:

1717w =

n—1)(n—2)? n— n
B2 20 (20
n—+ 2

= <Vur - Vupuu> (m) + <(n = 2) Vaur

r

5(n+2) 4
9 Puu

2 n
- viupuu ~3 T Puu + HPHQ -2 szu +

c=1

2N w— n24+6n+4 <
_? Z pcdRcudu + T Z Rzudu (m) + @) (T>
c,d=1 c,d=1

Lema 2.3.3 Seza ||§H a norma do tensor de curvatura dunha pequena esfera xeodésica
Gm(r). Se p = expm(ru), enton:

~ _ 2(n-1(n-2) 4 ~2(n+1)
IRI*w) = e S (=2 ) o)
4 2 4 3
‘1‘; <Vu7_ - nt VuPuu) (m) + (2 ViuT - (n;_) viupuu

8 < 8 -
_g Z pcdRcudu + § pgu + HRH2 —4 Z deeu
c,d=1 c,d,e=1

n

B 5 Riudu> m) + 0 (r)
c,d=1
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Utilizando o Lema 1.6.11, podemos conseguir o Laplaciano da curvatura escalar que
consiste, simplemente, en tomar trazas na formula do anteriormente citado Lema. Este
resulado non é de capital importancia no que segue pero incliese aqui por completitude.
Ver tamén [6].

Lema 2.3.4 Sexa AT o Laplaciano da curvatura escalar dunha pequena esfera xeodésica
Gm(r). Se p = expy(ru), enton:

(AF)(p) = W (b — %) O ) (Vm 1 _,: 2Vupuu> (m) +0 (1)

A continuacién damos os desenvolvementos en serie de potencias das curvaturas totais
de segunda orde.

Entre todos os invariantes totais de segunda orde destacan especialmente os construidos
a partir dos correspondentes invariantes escalares 72, ||5]|?, || R||? e AT, xa que, como vimos,
estes forman unha base do conxunto dos invariantes de orde dous.

Observacién 2.3.5 Cémpre sinalar que no noso estudio non se incluira A7 xa que o
Corolario 1.8.3 aseguiranos que:
/ A7 =0
Gm(r)

e en consecuencia este invariante total carece de sentido xeométrico.

Lema 2.3.6 Sexa (M,g) unha variedade de Riemann e m € M. Entdn

T ri B 6 nr2 7(m)

N 1 (n—2)(n—1)(n%+13n+ 10)
n(n+2) 120
n* +10n3 + 43n% — 14n + 120
+ 45

n— n— 2 n—

/ 72 = gt {(”—Q)Q(H— 1)? (n=5(n-2?%n-1)
G (r)

IR

n* — 14n3 4 29n? — 60n — 188
-

2
loll? + -

Lema 2.3.7 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Entén

o [ (52
N DD )

IR

1 ( n3—9n% —16n — 20
_|_ —

n(n+2) 120
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+n3—|—31n2 —16n — 120 1ol + n3 —13n? —16n+44
15 p 7 ’
(n—5) (n—2)?

- 50 AT> (m)+ O (r2)}

Lema 2.3.8 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Entdn

se 20D (52
Lﬂymn - { (m)

r4 3nr?
1 59n2 —93n — 10 2 (n? —37n+ 60
+ IR]* + ( ) Ipl?
n(n+2) 60 45
211 2 - -2
fropnt?, o9y AT> (m) +O(r2)}

Observacién 2.3.9 O igual que no Lema 2.2.2, para demostrar os tres lemas anteriores
recorrese o resultado xeral de integracion en esferas xeodésicas dado polo Lema 2.1.1. 0
igual que naquel, compre separar os desenvolvementos dados nos lemas 2.3.1, 2.3.2 e 2.3.3
nunha suma de duas series, para poder aplicar directamente o anteriormente dito lema.

2.4 Invariantes de orde tres

Nas duas anteriores secciéns introducironse as curvaturas totais de esferas xeodésicas aso-
ciadas a invariantes de orde un e dous, asi como os primeiros termos do desenvolvemento
en serie de potencias dos mesmos. A presente seccién estd adicada a completar a infor-
macién sobre os desenvolvementos en serie dos invariantes de terceira orde, asi como das
curvaturas totais asociadas 6s mesmos.

A partir dos lemas 1.6.4, 1.6.5 e 2.2.1 e empregando as definiciéns dadas en (1.4) é
inmediato, se ben un proceso longo e tedioso, calcular os seguintes desenvolvementos en
serie de potencias.

Lema 2.4.1 Nunha pequena esfera xeodésica G, (r) temos o sequinte desenvolvemento en
serie de potencias entorno 6 punto p = expm,(ru):

n—2)3(n—1)>3 n—2)%(n—1)2 n
P - (Sl Mm B il (2D, ) )
n—2)2%(n—1)2 n
+(n — 23271 —1) <37_2 —A(n 4 1) TP + 5n? +35n —|—6pgu
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+3(n—2)(n—1) 3(n—2)(n—-1)(n+3)

9 viuT - 5 V%Lupuu
n—2)(n-1)02n+1) 1
2,j=1

Lema 2.4.2 Nunha pequena esfera zeodésica G, (r) temos o sequinte desenvolvemento en
serie de potencias entorno 6 punto p = expy,(ru):

n — 3 n — 2 n — 2 n — n
AP = Ol Mmoo 2D, ) )
+3(n—27)j(n— 1) <vu7_ n+2vupuu> (m)
2 (= ol 4 272 = 2Dy 2T
. 30— 2 )viw3<”‘2)(”‘”(”+3>viupw
2 5)
n—l Z,Ow— Z Pzg uju
i,j=1
_(n—l)(n *971— ZRZU]U (m) + 0 (D
,j=1

Lema 2.4.3 Nunha pequena esfera zeodésica G (r) temos o sequinte desenvolvemento en
serie de potencias entorno ¢ punto p = expp(ru):

~ n—2)2%(n—1)>2 n—2)(n— n
AR - A= Sins U, SRl (2D, )
R
n n2 n
T (R R
+3(n—2)(n — 1)V2,7 — 6(n = 2)(”5_ Din+ 3)Viupw
8(n—2)(n—1) 2(n—2)(n—1)(4n+117)
- 3 ;lpu zu]u+ 45 le R’Lu]u

—4(n—2)(n—1) Z R | (m)+0O (T>

1,5,k=1
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Lema 2.4.4 Nunha pequena esfera zeodésica G, (r) temos o sequinte desenvolvemento en

serie de potencias entorno ¢ punto p = expm,(ru):

y n—2)3(n — n— 9)2 n
Bp) = ( 2)r6( 1) 3 5 2) (T_ 2( ;rl)pw> (m)
n — 2 n
+3( - 2) <VUT ;— Qvupuu> (m) (3HpH2 2T P

4(n 4+ 3) 3(n —2) 3(n —2)(n+3) -
R T W'

-4n§:mjww+§ﬁi£3ig§:mw0 )+0<;>

=1 =1

Lema 2.4.5 Nunha pequena esfera zeodésica G, (r) temos o sequinte desenvolvemento en

serie de potencias entorno ¢ punto p = expm,(ru):

= n—2)3(n— n — 2)? n
Gonip - CEUEN L NSB (H D, ) )

3
3(n —2)? n+ 2
T 2
1 2(4n —3 2n —
+T72 ((2n+5)||p||2+7'2 - (3)7-puu - lelj tuju
7]
3(n —2)? 3(n—2)%(n+3 13n2+9n—54
+—L——lva7—< >< >vamm+ o
2 5 9
—n? —3n
2’1’L— pr Z Rzugu) +O <7")
3,j=1

Lema 2.4.6 Nunha pequena esfera zeodésica G, (r) temos o sequinte desenvolvemento en

serie de potencias entorno 6 punto p = expy,(ru):

o= 2(n—2)%(n—1) 6(n—2 2(n+1
o) = M M) (2, )
6(n—2) n+ 2
+T (VuT - 2vupuu> (m)
1 8 2(11n + 18
+3 (<n = DRI + 4ol ~ 57pu + <9>p +3(n—2)VE,7
6(n—2)(n+3)
- ( ;( uupuu 8pr - Z pzy TUju

1,j=1
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2(14n2 +109n — 234)
+ Ve ZR“W— (n—2) Z R, | (m)+0 <r>
7.7 1 _]k 1

Lema 2.4.7 Nunha pequena esfera zeodésica G, (r) temos o sequinte desenvolvemento en
serie de potencias entorno 6 punto p = expm,(ru):

< 4n—-2)(n—1) 12 2(n+1) 12 n+ 2
R(p) = ’1“6 + 7‘7 T = Tpuu (m) + 7‘73 VUT - 2 vupuu (m)
1 ) ) ) 12(n+3) -
INE
4(8n +119)
+17 Z Rzu]u 24 Z Rzgku +O (’I“)

4,j=1 1,7,k=1

Lema 2.4.8 Nunha pequena esfera zeodésica G, (r) temos o sequinte desenvolvemento en
serie de potencias entorno ¢ punto p = expm,(ru):

= (n—=3)(n—2)(n—1)  3(n—3) 2(n+1)
R(p) = 6 + e T = 3 Puu | (M)
3(n —3) n+ 2
1 3 4n+9 3(n—3
o (“2IRIE 800l — 2rpu 4 22, 4 2 Dz

3(n—3)(n+3) =
- ( é( uupuu 6 Z Piu — n - 2) Z piniuju
i,j=1

3n —5n— 117
T ZRW“+6 Z RZp. | (m)+0 <T>

3,j=1 1,7,k=1

Os invariantes que imos considerar a continuacion involucran derivadas covariantes do
tensor de curvatura. Deste xeito, a ferramenta fundamental que temos que empregrar son
os resultados e a notacién da Seccion 1.6.1.

Lema 2.4.9 Nunha pequena esfera zeodésica G, (r) temos o sequinte desenvolvemento en
serie de potencias entorno ¢ punto p = expm,(ru):
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IVF*(p) = 16(7;;( Zm)

+4(n +1)

n

=1

+ 2(n + 2) Z VuPivPiv — 2 Z viTpiu> (m) +0 (1)

i=1 i=1

Demostracién.
Tomando trazas no Lema 1.6.8 obtemos a seguinte férmula para a derivada covariante da
curvatura escalar

~ 4(n+1)

Vit(p) = ——5 Pz’u(m)+(vﬂ—

n-+ 2
2

Vi = (0 +2)Vupin ) (m) + O (7)

Tomando trazas agora segundo a definicién (1.4) séguese o resultado despois de facer
operacions. O

Lema 2.4.10 Nunha pequena esfera xzeodésica Gy, (1) temos o seguinte desenvolvemento
en serie de potencias entorno 6 punto p = expy,(ru):

_ 1 /2(9n + 10) 9n+10
vaHz(p) = _w< 3 piu Z —2n’ Z Rzugu
i=1 i,j=1
1 2(3n —l— 5)
+n2 Z Ruz]k) ( Z V., iTPw + —————— Z V'Lpuupm
7.7 k=1 =1
4(2n +5) < dn 2(Tn + 15
+(3) Zvu,owpw - ? Z vipjuRuiuj - (3>Vupuu,0uu
i—1 i =1
n — 2n(n+1) 10
t,j=1 1,5,k=1
dn(n+1 dn

1,7=1 1,5,k=1

Demostracion.
Utilicese o Lema 1.6.8 xunto coa definicién dada en (1.4). O resultado séguese despois de
facer operacions. O
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Lema 2.4.11 Nunha pequena esfera zeodésica G,(r) temos o sequinte desenvolvemento
en serie de potencias entorno ¢ punto p = expy,(ru):

1 /23n+22 23n 4+ 22
@) = —5a(Ty LS R
i=1 i,j=1
11 — 5n + 11 —
+7 Z Ruz]k) <_§sz7—pm+ 3 Zvlpwpm
1,5,k=1 i=1 i=1

2(6n + 11) w— on 11
+(3) Zl Vaupiupiuv + ? 'Zl vipjuRuiuj + gvquuu
= 1,]=

n n
n 17n + 33 2n
-5 Z vupinuiuj — ———VupuuPuu + ? Z vipijujik

,j=1 3 i,5,k=1
2n(n +1 n(n -
i,j=1 i,5,k=1
Demostracion.
O resultado tamén se segue do Lema 1.6.8 e da definicién (1.4) despois de facer ope-
racions. O

Lema 2.4.12 Nunha pequena esfera xzeodésica Gy, (r) temos o segquinte desenvolvemento
en serie de potencias entorno 6 punto p = expy,(ru):

~ ~ 16
HVRHQ(]D) = _m puu - 7szu 2n Z Rzu]u +n Z Rm]k m
i,j=1 i,5,k=1
(Z Vipuupiv — 2 Z Vupiupiu — 16 Z Vngu uiug
i,j=1

i,j=1 b,j=1

+2(n+1) Z VuRyijkRuijr — 16 Z vipijujik> (m)+0(1)
i k=1 i g k=1

Demostracion.
Simplemente hai que tomar o desenvolvemento en serie de potencias do Lema 1.6.7 e facer
as operaciéns segundo a definicién (1.4). O
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Lema 2.4.13 Nunha pequena esfera zeodésica G,(r) temos o sequinte desenvolvemento
en serie de potencias entorno ¢ punto p = expy,(ru):

Y dn(n—1)(n—2)(n+1 T
TAT(p) = ( )(37,4 )( ) <puu - E) (m)
3n—2)(n—1)(n+1 n+2 1
— ( )( 3 )( ) <vuT - Vupuu) (m> + O (2>
r 2 r
Demostracion.
Simplemente multipliquense os desenvolvementos en serie de potencias dos lemas 2.2.1 e
2.3.4. O

Lema 2.4.14 Nunha pequena esfera zeodésica G,(r) temos o sequinte desenvolvemento
en serie de potencias entorno ¢ punto p = expmy,(ru):

@ = 20D T

37t
3(n—2)(n+1 n+2 1
Demostracion.
Simplemente consiste en empregar os lemas 1.6.5 e 1.6.11 segundo a definicién dada en
(1.4). O

Lema 2.4.15 Nunha pequena esfera zeodésica G,(r) temos o sequinte desenvolvemento
en serie de potencias entorno d punto p = expmy,(ru):

&%) — A —3?4(” +1) (puu - %) (m)
3(n— i)?)(” g, ; 2Wﬂw) (m) +0 (7«12>
Demostracion.

Tomando dtas veces trazas na férmula do Lema 1.6.9 obtemos despois de facer as contas
que

~o 4(n+1 1
Vi) = D (i puadin) om) - (~04 2) Vs — (04 2) Vi

372
3 2
—VuTdap — (n + 2)vupab + %

Agora sé hai que empregar a férmula anterior e a dada no Lema 1.6.5 e contraer segundo
a Definicién 1.4. O

vupuuéab> (m) +0 (1)
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Lema 2.4.16 Nunha pequena esfera xeodésica G,(r) temos o sequinte desenvolvemento
en serie de potencias entorno ¢ punto p = expy,(ru):

~~ = 8n(n+1) T
ARB(P) = =5 (pu— ) (m)
6(n+1 n 4+ 2 1
Demostracién.
De novo, é s6 empregar os lemas 1.6.4 e 1.6.10 e contraer segundo a definicién correspon-
dente en (1.4). O

Lema 2.4.17 Nunha pequena esfera xzeodésica Gy, (r) temos o sequinte desenvolvemento
en serie de potencias entorno 6 punto p = expy,(ru):

Yo~ 8n2(n+ 1) T
2 _
@A) = —— 7 (puu— =) (m)
9(n+1)2 n+2 1
Demostracion.
Este resultado obtense de xeito analogo a aqueles que aparecen na Secciéon 1.6.1. Os
calculos exactos no se explicitan aqui. O

No que queda desta seccién adicarémonos a dar os desenvolvementos en serie de po-
tencias dos invariantes totais asociados &s curvaturas escalares de orde tres. Ainda que
os invariantes escalares da curvatura son independentes nunha variedade de Riemann en
xeral, esta propiedade non se conserva cando consideramos as curvaturas escalares totais
asociadas a eles. De feito, vimos na seccién anterior que a integral do Laplaciano da cur-
vatura escalar nunha esfera xeodésica é identicamente nula. Para os invariantes de orde
tres a situacién presentara ainda mais riqueza sendo as relacions obtidas consecuencia do
Teorema de Stokes 1.8.2.

En primeiro lugar, empezamos cos desenvolvementos en serie dos invariantes que non
involucran derivadas covariantes do tensor de curvatura, xa que estes son os mais simples
e ditos desenvolvementos en serie soamente consisten en aplicar o Lema 2.1.1 4s féormulas
dadas nos lemas 2.4.1 a 2.4.8 empregando o mesmo procedemento ca no Lema 2.2.2.

Lema 2.4.18 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Entén
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[P (G (R U [UES R
Gm(r)

76 6nrd
(n—2)(n—1) (n—2)(n —1)(n?+21n + 14)
n(n+ 2)r? <_ 120

nt 4+ 18n3 + 118702 +105n +238
+ 15 ol —

4 —18n3 2 —204n — 524
L 18n +4977; 04n —5 72>(m)+0(1)}

IR

(n—"7)(n-2)2mn-1)

AT
20

Lema 2.4.19 Sexza (M,g) unha variedade de Riemann e m € M. Entén

r6 6nri
n—2 (n —1)(n3 — n? — 28n — 28)
n(n+2)r2 <_ 120
+n4+38n3+28n2 + 1570 + 238 1oll? (n—7)(n—2)>%n—1)
) , 45 , 20
Lt —18n +177;z —84n—380T2) (m)+0(1)}

n— 3 n— 2 n— n— 3 n—
/G ) ;HﬁHQ — Cnlrn_l{( 2) ( 1) ( 7)( 2) ( I)T(m)

+ IR

AT

Lema 2.4.20 Sexa (M,g) unha variedade de Riemann e m € M. Entén

— L [2n—22%n—-1)% (m-7)(n—2)%n-1)
2 n—1 —
/'m T’)THRH a Cnilr { 1’»6 37’L7"4 T(m)
1 n—2)(n —1)(59n% — 101 n — 14)

nn+2)r 60
2(nt — 32n3 + 248n? — 135n + 238) 9

+ - lol
n* —18n3 +57n% —172n — 332 ,

+ T

36
— —2%(n -1
=D =2 >AT) <m>+o<1>}

Lema 2.4.21 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Enton

< n—2)3(n — n—"7)(n—2)3
[ L LR L
Gm(r)

r6 6nri
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n—2

n3 —41n? — 28n — 28
+ 5 |~ IR
nn+2)r 120
n3+79n% —73n—238 ., n>—17n? —64n+92 ,
+ loll? + g
45 72
(n—7)(n—2)?

— 50 AT> (m)—i—O(l)}

Lema 2.4.22 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Enton

. = _ —23(n—-1) (n—=T)(n—2)3
R — _ n—1 (n _
/G’m(r)<p®p7 > Cn—1T { 6 6nrt T(m)
N 1 n* —23n3 +34n2 4 28n + 56 IR|?
n(n+2)r? 120
nt 4+ 57n3 — 141n? — 2n + 476 n—"7)(n—2)3
+ PR AN
45 20
4 —19n% +2n% +100n — 32
4P 9n’ + ?24— 00n —3 872> (m)+0(1)}

Lema 2.4.23 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Entén

o n — 2”* n — n — 2
/ (7, R) = cn_lrnl{Z( 22 —1) (n=T)(n—27
Gm(r)

76 3nrd
1 59n3 —179n? +188n+28
+ 5 IR
n(n+2)r 60
2(n3 +9n% + 77n — 238 nd —17n% —24n + 44
2 Dol + ”
45 36
(n—7)(n—2)?

. s m) (m) + O (1)}

Lema 2.4.24 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Enton

/ 5 ol {4(n —2)(n—-1) 2(n-"7)(n— 2)T(m)
Gm(r)

r6 3nri
1 179n2 — 261n — 14
R 2
+n(n—|—2)r2< 30 12l
4(n? —=129n —119)  » (n—13)(n—2) ,
+ e ol + 7
(n—="T)(n—2)

_5AT> (m) +o<1)}
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Lema 2.4.25 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Enton

[ k= { (n=3n-2m-1) _(n-Dn-3)n-2)
Gm(r) T 6nr
1 n® +138n2 — 289n — 42
+n(n—}-2) r2 <_ 120 IR|?
n3 4+ 78n +56n—-357 ., (n—1)(n?>—17n—66) ,
+ 15 lpll” + = T
_(n— 7)(”2—03)(” —2) AT) (m) + 0 (1)}

A continuacion procedemos co caso dos invariantes que involucran derivadas do tensor
de curvatura. O seu tratamento é sen dubida mais dificil c6 dos anteriores invariantes, xa
que nunha serie de casos que se explicitaran a continuacion, o desenvolvemento en serie
das curvaturas totais asociadas non é simplemente integrar os desenvolvementos en serie
dos invariantes nas esferas xeodésicas, senén que ademais compre aplicar certos resultados
derivados do Teorema da Stokes 1.8.2.

Isto é asi porque para as integrais que involucran Laplacianos do tensor de curvatura
non é posible, para os nosos propésitos, a utilizacién do Lema 2.1.1 xunto cos desen-
volvementos en serie obtidos anteriormente para os correspondentes invariantes escalares,
debido 6 feito de que tales desenvolvementos non foron acadados cunha cantidade de ter-
mos suficiente. A continuacion veremos como os corolarios do Teorema de Stokes serven
para o corrixir este problema.

Lema 2.4.26 Sexa (M,g) unha variedade de Riemann e m € M. Entén

[oawap = - Ar-—2f (@)
Gm (1) Gm(r) Gm(r)

= e [T (i - 1) my+ 00

Demostracion.

Empregando directamente o Corolario 1.8.3 obtense trivialmente a primeira igualdade.
Asumindo as notaciéns da Observacién 1.8.5 e o Lema 1.1.1 temos tamén a segunda
parte:

Vip = [ 3 WE
/Gmm< o= [ T
= —/ > V7V
Gm(r)
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B _% /Gm(r) (% ;>2

1 ~
- =5 [ e
Gm(r)

Por ultimo, a terceira igualdade consiste sinxelamente en aplicar o Lema 2.1.1 6 desen-
volvemento en serie do Lema 2.4.9. [l

Lema 2.4.27 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Enton

t/ 1912 = —/ (A5,5)

Gm(r) Gm(r)
_ n—1 1 n2 (n B 1) 2
e e T G e

AR e 2RI 2 ) 0 1)

Demostracion.
En primeiro lugar, empregando a igualdade (1.6) xunto co Corolario 1.8.3 obtemos:

1 ~ ~ =~
o= [ A= @p+ [ 19
Gm(r) Gm(r) Gm(r)

de onde se segue a primeira igualdade. Agora, o resto da demostracién consiste sinxela-
mente en aplicar o Lema 2.1.1 6 desenvolvemento en serie do Lema 2.4.10. O

Lema 2.4.28 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Enton

e 1 n?(n —1

/a(ﬂa(m - 1{H(Wr2)r? <_ (6 IRl
2n(13n + 11) 23n+22 ,
T =nTess

g ol - B2 1) oy 0 )]

Demostracion.

Consiste sinxelamente en aplicar o Lema 2.1.1 6 desenvolvemento en serie do Lema 2.4.11.
Facemos notar neste punto que no derradeiro resultado desta secciéon se conseguen mais
formas de obter este desenvolvemento en serie de potencias empregando o Corolario 1.8.4.0J
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Lema 2.4.29 Seza (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Enton

/ IVR|*> = —/ (AR, R)
Gm(r) Gm(r)
16
— _ n-1) -2 -1 2
o gz (- 1

8n 2
—— o>+ % 7% ) (m) + 0 (1)
3 3
Demostracion.

Utilizando a igualdade (1.5) e médis o Corolario 1.8.3 obtemos:

1 -~ -~ -
0o—y [ AIEP- [ @RB+ [ |VEF
Gm(r) Gm(r) Gm(r)

o que proba a primeira igualdade. Agora, 6 igual que nos resultados anteriores aplicase o
Lema 2.1.1 6 desenvolvemento en serie do Lema 2.4.12. (Il

Lema 2.4.30 Seza (M, g) unha variedade de Riemann e m € M. Enton

/ A% = 0
m(r)
Demostracion.

E consecuencia do Corolario 1.8.3. O

Para rematar esta seccién, e despois de ter obtido os tres primeiros termos da se-
rie de potencias de todas as curvaturas totais asociadas a invariantes de orde tres, asi
como algunhas relaciéns entre tales curvaturas totais, incluimos un novo resultado que
tamén relaciona algunhas curvaturas totais, e que esencialmente é unha consecuencia dos
corolarios do Teorema de Stokes.

Teorema 2.4.31 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann compacta. Enton:

@ [ o= [ 19 [ 5+ [ ponR
(i) /Ma<p>= el g [ ivRiE / o) hg ),
o

i) [ (G197 =5+ (o 0. ) = IS0l = ISR = o B+

1
2

i) =0
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Demostracion.
De novo asumimos as notaciéns da Observacién 1.8.5 e empregamos o Corolario 1.8.4:

/M a(p) = /M > Vo Vipin = — /M > pik Vij pi
A utilizacién do Lema 1.1.1 danos que
1 } _
> Vi pik pjk = 3 (V*7.p)+p—(p®p,R)

En consecuencia, substituindo e mediante o Lema 2.4.26 (nétese que a primeira igual-
dade é valida para calquera variedade compacta) chegamos a que

[a) = - [ (3904 5-an)

1 . _
= v [ s [ wenT)
M M M
que é a primeira igualdade.

Para a segunda procedemos de xeito similar utilizando previamente a Segunda Identi-
dade de Bianchi do Lema 1.1.1 e o Corolario 1.8.4:

a(p =/ Vipik Vjpi
| at) = [ ViV
= /Zvileklijik
M
= —/ Zijlik;lvjpik_/ > Vi Riju V; pik
M M
= V. p; 2_/ R Vi pi
| i = [ 3 Ry

Pédese agora obter a partir do Lema 1.1.1, ainda que dun xeito mais elaborado que en
anteriores casos, a seguinte identidade (véxase [13]):

1 1 . v 1.
> Vi prt Rinjt = 1 (AR R) — §<P,R> tR+ R

En consecuencia, e facendo uso do Lema 2.4.29 (no que a primeira igualdade é valida
para calquera variedade compacta)

[ o) = [1va- [ (Jarm -Gt ki)

1 1 . < 1 o
_ /||Vp||2+/ ||VR|2+/<p,R>—/ R—/ i

co cal obtemos a segunda igualdade.
A terceira identidade obtense inmediatamente a partir das ddas primeiras. (Il
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Observacién 2.4.32 Por suposto, como toda esfera xeodésica suficientemente pequena
¢ unha variedade de Riemann compacta, o lema anterior aplicase a este caso e podemos
obter as seguintes identidades entre os invariantes escalares totais de terceira orde sen
madis que reescribir o anterior teorema:

. 1 -~ X ~  ~ =
O [ a@=y[ W[ Fe[  Gend
Gm(r) Gm(r) Gm(r) Gm(r)

. ~ 1 ~ ~ 1 =
@ [ e = [ 1P+ IWEPe; [ G
Gm(r) Gm(r) Gm(r) Gm(r)

= 1 <
_ / Rt / R
G (r) 4 Ja. )

1 = 2 ~ 1, =~ 1 = = 1x
iy [ (IR 5+ (e R~ VAP - IVRI - 570 + R+ 1) =0
Gm(r)
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Capitulo 3

Caracterizacions

No capitulo anterior definimos as curvaturas totais de esferas xeodésicas e establecemos
algunhas das propiedades dos seus desenvolvementos en serie de potencias. Neste capitulo
empregaremos algunhas desas propiedades, asi como os cédlculos explicitos das secciéns 2.3
e 2.4, para levar a cabo a caracterizacién dos espacios modelo descritos na Seccion 1.7.

Previamente a este traballo, xa foran realizados estudios sobre a xeometria das esferas
xeodésicas a partir de integrais de funciéns definidas naquelas. Asi, en [13], A. Gray e
L. Vanhecke calcularon o desenvolvemento en serie de Taylor do volume dunha esfera
xeodésica, que no noso contexto se pode entender como unha curvatura escalar total
de orde cero. Ali conxeturaron que o volume das esferas xeodésicas caracterizaria as
variedades planas, conxetura que ata o de agora ainda non foi resolta no caso mais xeral.
Posteriormente, en [6] levouse a cabo o estudio das integrais da curvatura media e da norma
L? da segunda forma fundamental das esferas xeodésicas. Ainda que para o caso da norma
L? da segunda forma fundamental foi posible realizar a caracterizacién dos espacios modelo
en dimensién suficientemente baixa, o caso xeral segue sen poder ser resolto. Xa no marco
de traballo que vimos realizando, en [6] tamén se levou a cabo o estudio da integral da
curvatura escalar dunha esfera xeodésica, ou ben da curvatura escalar total. Sen embargo,
de novo foron infructuosas as tentativas de caracterizacién dos espacios modelo e mesmo
das variedades planas.

Foi en [9] onde por primeira vez se acadou unha caracterizacién sen hipé6teses adicionais
dos espacios modelo por medio dun tnico invariante escalar total. De feito, no anterior
traballo amdsase que a norma L? do tensor de curvatura coincide con aquela dun espacio
modelo se e s6 se a variedade de partida é localmente isométrica a ese espacio modelo.
Isto significa que este invariante escalar total nos d4 unha medida da curvatura das esferas
xeodésicas bastante mais satisfactoria e eficiente cd que dé o volume ou as integrais de
invariantes extrinsecos.

E ben sabido que os invariantes escalares da curvatura dunha variedade non de-
sempenan papeis equivalentes no sentido de que cada un deles mide aspectos distintos
da xeometria, a mitido non equiparables. Noutros casos , tal informacién si é comparable,

o7
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dédndonos asi unha idea de que invariantes son os que posien unha maior relevancia. A
este respecto compérense por exemplo os resultados 1.7.1 e 1.7.4.

Veremos, efectivamente, que tal informacién prevalece ainda nas curvaturas totais pois
a caracterizacién dos espacios modelo é factible para aqueles invariantes que tefien maéis
informacién sobre o tensor de curvatura intrinseco das esferas xeodésicas.

Estructuramos este capitulo como segue. Na Seccién 3.1 obtemos enunciados de
caracter xeral que, empregando os resultados da Seccion 2.1.1, permiten resolver de modo
abstracto o problema de caracterizacién que nos ocupa. Na Seccién 3.2 particularizamos
tales resultados para os invariantes de orde dous, e na Seccién 3.3 para os de orde tres.
Iso premitira evidenciar o diferente comportamento amosado polos distintos invariantes
da curvatura. Na Seccién 3.3 estructirase o estudio como segue. Primeiramente tratase o
caso no que é posible caracterizar os espacios modelo mediante invariantes totais de orde
tres sen necesidade de hipdteses adicionais, para posteriormente abordar o problema cando
é necesario asumir condiciéns mais restrictivas, ben sobre a dimensiéon da variedade, ben
sobre a sia curvatura. Seguidamente veremos que en dimension sete é imposible unha
caracterizacién das variedades de curvatura constante debido 6 feito de que nestas, as
curvaturas totais de orde tres son invariantes topoléxicos. Finalmente apuntamos algins
resultados adicionais que se poden obter con aqueles invariantes que involucran derivadas
covariantes do tensor de curvatura, xa que estes non se enmarcan no método de traballo
que se desenvolveu na Seccién 3.1.

3.1 Resultados xerais

Na Seccién 2.1.1 observouse o feito de que as curvaturas totais asociadas a invariantes
intrinsecos das esferas xeodésicas tenen uns desenvolvementos en serie de potencias que
en moitos casos experimentan unha serie de regularidades. O obxectivo desta seccién
é considerar a expresion en serie de potencias mais xeral posible dunha curvatura total
dunha esfera xeodésica (2.4) e deducir os seguintes teoremas de caracterizaciéon dos espacios
modelo.

Lema 3.1.1 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann de dimension n. Suponamos que a
integral ¢ longo de toda esfera xeodésica suficientemente pequena dun invariante escalar
da curvatura que ten unha expresion do tipo

(3.1) /G ()}* - cn_lr”’l’Qk{A(n)—i—%B(n)TTQ—i— (cr(m) 1)

n(n +2)
+Ca(n) [lp|[? + Ca(n) 7 + Cy(n) A) v+ O (1) } (m)

€ a mesma que a correspondente para unha variedade de curvatura seccional constante .
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Se
B(n) #0,  Ci(n) #0

iy (n) (cz(m + nilcl(n)> >0

enton M ten curvatura seccional constante \.

(3.2)

Demostracién.
Nunha variedade de curvatura seccional constante A o desenvolvemento en serie de poten-
cias da curvatura escalar asociada a f ten a forma:
~ n—1
(3.3) / f = e r”_1_2k{A(n) + B(n)(n — 1)Ar? +
G (r)

n+2

(2 Ci(n)

+(n —1)Ca(n) + n(n — 1)C3(n)))\2 rt 4 O(rﬁ)}

de xeito que comparando obtemos 7 = n(n — 1)\, xa que B(n) # 0. En consecuencia, a
integral (3.1) na variedade de partida convirtese en

/ o= cor A+ B)(n - DA+ (cr(m) |RJ?
Gm(r)

n(n + 2)
+Co(n) [l + n?(n — 1)2C3(m)A?) (m) * + O(%) |

e comparando de novo con (3.3) obtemos, despois de cdlculos inmediatos que

crtm) (1R = 2 101?) + (ot + - 20 ) (ol? - 5 72) =0

Nas condiciéns do enunciado do lema e tendo en conta as proposicions 1.7.1 e 1.7.4, é
claro que os sumandos da primeira parte da igualdade son ambos non negativos ou non
positivos, dependendo do signo de Ci(n), e por tanto deben ser nulos. Iso implica en
particular que

2
IR = —=— llpl/* = 0

de onde se deduce que a variedade ten curvatura seccional constante. Por ultimo, tendo
en conta que 7 = n(n — 1)\ é claro que a curvatura é precisamente . O

Para variedades Kéahler e variedades cuaterniénicas Kahler obténense resultados simi-
lares 6 anterior:

Lema 3.1.2 Sexa (M, g,J) unha variedade Kihler de dimension complexa n. Suporniamos
que para toda esfera zeodésica suficientemente pequena Gp,(r) a curvatura total que ten
un desenvolvemento en serie de potencias do tipo

~ 1 1
(3.4)/ f = czn_1r2"_1_2k{A(2 n) + — B(2n)Tr? +
Gm("') 2”

dn(n+1)
+Co(2m) [lp]2 + Cy(2n) 72 + Co(2n) A7) 1t + 0 (1) } ()

(cr2m IR
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coincide coa correspondente d curvatura total dunha esfera xeodésica do mesmo radio
nunha variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante p. Se

B(2n) £0,  Ci(2n) #0

3.5
(3:5) C1(2n) <C’2(2n) + 711101(271)) >

enton M ten curvatura seccional holomorfa constante p.

Demostracion.
Para unha variedade Kéhler de curvatura seccional holomorfa constante a férmula (3.4)
convirtese en

/ f = Copn—1 r2n_1_2k{A(2n) —|— B(2n)
Gm(r)

4 (n+1)Ca(2n) + 2n(n + 1)03(2n)) p2rt O(rﬁ)}

n—+1
2

1
pwr? 4 3 (4 Ci(2n)

Procedendo de xeito analogo 6 Lema 3.1.1, obtense facilmente 7 =n(n+ 1) e

crton) (IRIP = 7 101P) + (Caten) + catem) ) (12 = 5 72) =0

Por tanto, é suficiente con empregar as proposiciéons 1.7.1 e 1.7.8 xunto coa hipétese
(3.5) e o feito de que 7 = n(n + 1)u para deducir o resultado. O

Lema 3.1.3 Sexa M unha variedade cuaternionica Kahler de dimension 4n. Suporiamos
que para toda esfera weodésica suficientemente pequena a curvatura escalar total, que ten
como desenvolvemento en serie de potencias

1

m (Cl (4n) HR||2

(3.6) /G ()f = C4n_1r4”_1_2k{A(4n)+ﬁB(4n)TT2+
+Co(4n) [lp]2 + Cy(4n) 72 + Cy(4n) A7) 1t 4+ O (1) } (m)

coincide coa curvatura escalar total correspondente dunha exfera reodésica do mesmo radio
nunha variedade cuaternionica Kahler de curvatura Q—seccional constante v. Se

(3.7) B(4n) #0 C1(4n) #0
entén M ten curvatura (Q—seccional constante v.

Demostracién.
En primeiro lugar omitimos o caso de dimensién 4, porque é sabido que unha variedade
cuaterniénica Kéahler de dimension 4 ten curvatura Q—seccional constante se e s6 se ten
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curvatura seccional constante, o cal nos reduce 6 Lema 3.1.1. Para unha variedade Kéahler
de curvatura Q-seccional constante v, a expresion (3.6) redticese a

/ o= cmnar™ L Aln) + Blan)(n + 2w + (6m+1)Ci(an)
G (1) )

2(2n + 1
+(n 4 2)2Cy(4n) + 4n(n + 2)203(4n))u2 rd 4 O(r6)}

Como nos lemas previos, obtemos 7 = 4n(n + 2)v. Facemos notar agora que toda
variedade cuaterniénica Kéhler de dimensién maior ca 4 é Einstein, e por tanto, ||p||* = 7.
En consecuencia, tamén deducimos

2 on+l o\
Crtan) (IR - (20 7) =0

Finalmente, a Proposicién 1.7.10 xunto co feito de que C;(4n) # 0 proban que a
variedade ten curvatura Q-seccional constante. Tal constante é v en vista de que 7 =
dn(n + 2)v. O

Observacién 3.1.4 Na Seccién 1.7 non se incluiu o estudio do Plano de Cayley nin do
seu dual non compacto, variedades que se incliien entre os espacios modelo por seren ho-
moxéneas dous puntos. E neste momento cando resulta imprescindible facer un comentario
sobre eles co gallo de enunciar un resultado xeral para a clasificacién dos espacios modelo
mediante as curvaturas totais de esferas xeodésicas.

E ben sabido que o plano de Cayley Cay P? (ou o seu dual non compacto) ten unha
estructura adicional que fai que o seu grupo de holonomia se reduza a Spin(9). Por
outra banda, se unha variedade de Riemann ten como grupo de holonomia un subgrupo
de Spin(9), entén ela mesma é localmente isométrica 6 plano de Cayley, o seu dual non
compacto ou a unha variedade chd de dimensién 16 [13]. Deste xeito, a caracterizacién
dunha variedade con grupo de holonomia adaptado a Spin(9) é un problema trivial que
nen sequera precisa de hipéteses adicionais.

Observacién 3.1.5 Representemos por f a un invariante escalar da curvatura. Supo-
namos que a curvatura total asociada ten un desenvolvemento en serie de potencias do
tipo

o n—1-2k 1 1
T = e A+ B s s (i I

+Co(m) llp]2 + C(n) 72 + Ca(n) A ) r* 4 0 (1) ()

definido en toda esfera xeodésica de radio suficientemente pequeno, onde as funciéns A, B,
C1, Cs, C3 e C4 son polinomios que s6 dependen da dimensién da variedade en cuestion.

E sinxelo ver que se as condiciéns (3.2) se verifican, tamén se verifican automaticamente
(3.5) e (3.7) en variedades Kéhler e variedades cuaterniénicas Kéhler, respectivamente. En
consecuencia, podemos enunciar o seguinte resultado:
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Teorema 3.1.6 Sexa M unha variedade de Riemann con grupo de holonomia adaptado
a un espacio modelo. Se para toda esfera weodésica de radio suficientemente pequeno
me(r) f € a mesma que para unha esfera reodésica do mesmo radio nese espacio modelo
e se verifican as condicions (3.2), entdn M é localmente isométrica a ese espacio modelo.

Observacién 3.1.7 Se M é unha variedade Einstein, o desenvolvemento (2.4) simplificase
en virtude da Proposicion 1.7.1 para obter unha férmula do tipo:

(3.8) /G ()f _ cn_lr"—l—%{A(n)JriB(n)m«uw(cl(n) Tk

+C5(n) 72) i+ 0 (Tﬁ)}(m)

onde evidentemente, C(n) = Ci(n) e C3(n) = CQT(") + C3(n) na férmula (2.4). O lema
seguinte proba que no caso dunha variedade Einstein a caracterizaciéon dos espacios modelo
¢ moitisimo mais sinxela.

Teorema 3.1.8 Sexa M unha variedade Einstein de dimension n con grupo de holonomia
adaptado a un espacio modelo. Suporiamos que para toda esfera reodésica suficientemente
pequena me(T) f, que ten un desenvolvemento en serie de potencias do tipo (3.8), € a
mesma que para unha exfera reodésica do mesmo radio nese espacio modelo. Se

B(n)#0  Ci(n) #0
enton M € localmente isométrica a dito espacio modelo.

Demostracion.

Cando a variedade é Einstein o desenvolvemento (2.4) transférmase nunha expresién do
tipo (3.8). E inmediato ver que para este caso particular as inecuaciéns (3.2) se cumplen
trivialmente, e en consecuencia basta con aplicar o Teorema 3.1.6. U

Por dltimo, tamén se poden obter resultados de caracterizacién baixo outro tipo de
hipéteses adicionais.

Teorema 3.1.9 Sexa M wunha variedade conformemente chd de dimension n > 2. Se
para toda esfera weodésica suficientemente pequena a integral dun invariante escalar da
curvatura que ten unha expresion do tipo (2.4) é a mesma que para unha variedade de
curvatura seccional constante A e ademais

n—2
4

B(n) #0, Ci(n) + Ca(n) #0

enton, a variedade ten curvatura seccional constante A.
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Demostracion.

Procedendo de xeito andlogo 6 Lema 3.1.1 obtemos primeiramente que 7 = n(n — 1)\
empregando que B(n) # 0 e posteriormente, empregando a relacién da Proposicién 1.7.12
obtemos a igualdade

200 (o + " Pea) (1712 - 5 101?) = 0

n

O resultado séguese de novo da Proposiciéon 1.7.4. O

Teorema 3.1.10 Seza (M, g, J) unha variedade Kdhler Bochner chd de dimension com-
plexa n > 2. Se para toda esfera xeodésica suficientemente pequena a integral dun inva-
riante escalar da curvatura que ten unha expresion do tipo (3.4) é a mesma que para unha
variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante v e ademais

2
B(2n) 40,  Ci(2n) + % Ch(2n) £ 0
enton, a variedade ten curvatura seccional constante .

Demostracion.
O igual ca no Lema 3.1.2 e dado que B(2n) # 0 temos 7 = n(n + 1)u. Agora, tendo en
conta a Proposicién 1.7.13, a condicién obtida no anteriormente citado lema redicese a

200D (exzn) + e (I1RIE - 4 l?) =0

e o resultado séguese da Proposicién 1.7.8. ]

Observacién 3.1.11 Rematamos esta seccién facendo un breve comentario sobre a im-
posibilidade de caracterizar certas variedades de curvatura seccional constante a partir das
curvaturas totais de esferas xeodésicas.

En primero lugar, nunha variedade de dimensién 3, as esferas xeodésicas tenen, obvia-
mente, dimensién 2. Ademais, é ben cofiecido que para unha superficie, 7 = 2 K sendo
K a curvatura de Gauss. Tendo isto en conta, e empregando o conecido Teorema de
Gauss—Bonnet, verificase que nunha variedade de dimensién 3

/ T=8m
Gm(r)

o que nos indica que neste caso a curvatura escalar total é un invariante topoléxico. Isto,
por suposto, implica que caracterizar a curvatura, ou calquera aspecto xeométrico da
variedade vai a resultar imposible empregando este invariante total.
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En [9] estudiamos o que sucedia para os invariantes de segunda orde, e obtivemos
(véxase tamén a seccién seguinte) que as curvaturas totais de segunda orde son invariantes
topoldxicos nas variedades de curvatura seccional constante de dimensién 5. Isto significa
que é imposible caracterizar a curvatura dunha variedade de curvatura seccional constante
mediante curvaturas totais desta orde. Ainda asi podemos caracterizar as variedades de
curvatura seccional constante entre aquelas que non o son.

A continuacién veremos que situaciéns andlogas suceden en dimensiéns superiores.
Para iso consideremos unha curvatura total de orde k cun desenvolvemento do tipo

1
n(n + 2)

+Co(n) llp|2 + Cy(n) 72 + Ca(n) A ) r* 4 O (1) h(m)

/‘ F o= o™ AWm) + - By + (cr(n) 1
Gm(r) n

Vimos na expresién (2.8) que hasta certo punto os coeficientes do anterior desen-
volvemento en serie de potencias poden ser determinados a partir do que ali denotamos
a f(n — 1).

Neste caso, se M ten dimensién n = 2k + 1 entén estd claro que

B(2k+1)=0

Por tanto, non se cumplen as hipdteses do Lema 3.1.1. De feito, se analizamos mais
detidamente o problema, da ecuacién (2.5) deducimos que efectivamente

(3.9) /GW(T)J?— 2k az(2k)

co cal, nunha variedade de dimension 2k—+1 de curvatura seccional constante unha curva-
tura total de orde k non depende nin do punto nin do radio da esfera xeodésica nin sequera
da curvatura da variedade. Isto significa, en particular, que é imposible caracterizar a cur-
vatura dunha variedade de curvatura seccional constante de dimensiéon 2k + 1 por medio
das curvaturas totais de orde k.

Noétese que queda, sen embargo, o problema de caracterizar a clase das variedades de
curvatura seccional constante entre aquelas que non o son. Como veremos é posible ainda
respostar afirmativamente a esta cuestién nun grande nimero de casos.

3.2 Invariantes de orde dous

Ainda que o estudio das curvaturas totais de segunda orde xa foi realizado en [9] e [10]
incluimos, por razéns de completitude, un enunciado que resume brevemente os resultados
obtidos ali.
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Teorema 3.2.1 Sexa M unha variedade de Riemann de dimension n # 5 con grupo de
holonomia adaptado a un espacio modelo. Consideremos a curvatura total asociada ¢
mwvariante escalar de sequnda orde

f=alRI?+B1p]° + 77 + e A7

sendo «, 3, v e € constantes. Se para toda pequena esfera xeodésica suficientemente pe-
quena fG ) f € a mesma que para o espacio modelo e ademais
m

20+ (n—=2)f+(n—-2)(n—1)y#0
2(59n% —93n — 10) a — (n3 — 9n? — 16n — 20) B — (n — 2)(n — 1)(n? + 13n + 10) vy # 0

(2(59n2 — 93n — 10) a — (n® — 9n? — 16n — 20) 8 — (n — 2)(n — 1)(n? + 13n + 10))
(2(4n? + 2512 + 1090 — 270) o + (4n* + 117n3 — 16102 — 368n + 540) 3
+(n —1)(4n* + 37n3 + 13902 — 8n + 540) ) > 0

enton M € localmente isométrica a ese espacio modelo.

Demostracion.
Empregando a Observacion 2.3.5 e os lemas 2.3.6, 2.3.7 e 2.3.8 é inmediato obter, simple-
mente facendo operacidns, a seguinte expresion:

/ Feey { (=2)(n-1)2at(n-2) B+(n-2)(n-1) )
Gm(r) "

_ (n=9)(n=2) (a0 4= 0=1)1) 1y

1 59n2—93n—10 n3—9n2—16n—20 (n—2) (n—1) (n2+13 n+10) 2
n(n+2) {( 60 a- 120 B - 120 7) IR

2 (n*—37n+60 3431n2-161n—120 4410n34+43n2—14n+120
e e e L e I L

n?—11n+2 n3—13n2—16n+44 n*—14n34+29n2 —60n—188 2
+ < 36 a+ 72 g+ 72 )T

_ (n=9)n=2)(Za+(n-2) +(n=2)(n=1)) AT} (m)+0 (Tz)}

O resultado séguese agora trivialmente do Teorema 3.1.6 despois de facer calculos. [

Dous casos particulares importantes, por corresponder a curvaturas totais asociadas a
invariantes escalares que forman parte da base descrita en (1.3), 6s que se aplica o teorema
anterior, recollense nos corolarios seguintes.

Corolario 3.2.2 Sexa M unha variedade de Riemann de dimension n # 5 con grupo de
holonomia adaptado a un espacio modelo. Se en toda esfera weodésica G (r) suficiente-
mente pequena me(r) |R||? coincide coa dunha esfera zeodésica do mesmo radio no espacio
modelo, enton a variedade € localmente isométrica a ese espacio modelo.
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Demostracion.
Témese « = 1, § =0, v = 0 e € = 0 no teorema anterior e obsérvese que as funcidns
59n% —93n — 10 e 413 — 32912 + 667n — 210 son positivas para n > 1. O

Corolario 3.2.3 Sexa M unha variedade de Riemann con grupo de holonomia adaptado
a un espacio modelo e de dimension n € {3,4,6,7,8,9,10}. Se en toda esfera zeodésica
suficientemente pequena me(r) IplI? coincide coa dunha esfera zeodésica do mesmo radio
no espacio modelo, enton a variedade € localmente isométrica a ese espacio modelo. No
caso particular de que M tenia por grupo de holonomia Sp(1)-Sp(n) a restriccion sobre a
dimension pode ser eliminada.

Demostracion.

Témese o =0, 3 =1, = 0 e e = 0 no teorema anterior. A funcién 4n*+123n3—215n2—
464 n + 420 é positiva para n > 1, mentres que —(n® — 9n? — 16 n — 20) sé é positiva con
2 <n <10. O caso cuaternionico pode deducirse directamente do Lema 3.1.3. |

Observacién 3.2.4 Se M é unha variedade Finstein de dimensién n # 5 e tomamos unha
curvatura total de segunda orde coma no Teorema 3.2.1 con

20+ (n—2)f+(n—-2)(n—1)y#0
2(59n2 — 93n — 10) a — (n® — 9n? — 16n —20) B — (n — 2)(n — 1)(n® + 13n + 10) v # 0

enton o teorema de caracterizacién tamén é certo, isto é, se M ten grupo de holonomia
adaptado a un espacio modelo e a curvatura total considerada é a mesma que para unha
esfera xeodésica do mesmo radio nese espacio modelo, verificase que a variedade é local-
mente isométrica a ese espacio modelo.

En particular este comentario aplicase 6 caso en que se considera me(T) lplI? ou

me(r) 72/2’

Observacién 3.2.5 Se M é unha variedade conformemente chéd de dimension n # 5, n >
3 e tomamos unha curvatura total de segunda orde coma no Teorema 3.2.1 con

20+ (n—2)f+(n—-2)(n—1)y#0

2(2n + 99n? — 11n — 270) a + (2n* + 55n3 — 129n? — 128n + 540) 3
+(n —2)(2n* + 1703 + 50n? — 19n + 270) v # 0

enton se a curvatura total considerada é a mesma que para unha esfera xeodésica do
mesmo radio nunha variedade de curvatura constante \, verificase que a variedade tamén
ten curvatura constante A.

En particular, este comentario tamén se aplica 6 caso en que se considera [ ") ol
m

ou me(r) 72
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Como tltima nota nesta seccién queda por apuntar que é o que sucede no caso de
dimensién 5 para as variedades de curvatura seccional constante. Ainda que os resultados
non son tan fortes como anteriormente, poden obterse resultados satisfactorios como o
seguinte teorema.

Teorema 3.2.6 Sexa M wunha variedade de Riemann de dimension 5. Consideremos a
curvatura total asociada ¢ invariante escalar de seqgunda orde

f=alRI*+B1p]° + 77 + A7

sendo «, 3, v e € constantes. Se para toda pequena esfera xeodésica suficientemente pe-

quena fG r) f € a mesma que para unha variedade de curvatura seccional constante e
m

ademais

10a+38—-67#0
(10 + 8 —679)(14a + 596+ 2227) >0

enton M € unha variedade de curvatura seccional constante.

Demostracion.
Neste caso o desenvolvemento en serie de potencias é:

_ 4
/ f 04{12(2a+3ﬂ+12’y)+r{30(10a+ﬁ—67) | R
Gm(r)

630

—40(2a =76 —309) ||lp||* = (14 + 59 3 + 2227) 72] (m) + O(rG)}

4

1
= C4{12(2a +38+129) + 6% {30(10a+ﬂ —67) (HR||2 -3 HpH2>

+5(14 o+ 59 8 + 222) < loll? — ;#)] (m) + O (1"6)}

e tendo en conta que para una variedade de curvatura constante se verifica que tal integral
é constante, tal e como se viu en (3.9), xa s6 hai que aplicar as proposiciéns 1.7.1 e 1.7.4
xunto coa hipdtese para deducir o resultado. O

) . . 112 ~112
En pafrmcular, o teorema anterior aplicase para o caso de me o IR e I ) 121 :
Enfatizamos de novo que non podemos neste casos caracterizar a curvatura da varie-

dade sendn s6 o feito de pertencer & clase das variedades de curvatura seccional constante.

Observacién 3.2.7 Se no teorema anterior supofiemos ademais que a variedade M é
Einstein podemos eliminar a segunda condicién sobre os coeficientes, é dicir, s6 hai que
esixir
10a+B8—-6v#0
Por outra banda, no caso de que M sexa conformemente chd basta esixir en cambio
que
a+0B+37#0
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3.3 Invariantes de orde tres

No que segue desta seccion levaremos a cabo o estudio da caracterizacién dos espacios
modelo a partir das curvaturas escalares totais de terceira orde, completando asi dito
estudio para todos os membros das bases cofiecidas para os invariantes de orde dous e tres
(1.3), (1.4). Posteriormente tamén sinalaremos algins resultados adicionais que se poden
obter a partir dos desenvolvementos en serie obtidos na Seccién 2.4.

En primeiro lugar empezamos por aquelas curvaturas escalares totais nas que a caracte-
rizacién dos espacios modelo é totalmente posible, agds no caso excepcional das variedades
de curvatura seccional constante de dimensiéon 7, onde, como vimos, tales curvaturas
totais son invariantes topoléxicos. A continuacién tratamos todos aqueles casos nos que
a caracterizacion dos espacios modelo s6 é posible cando se asumen hipdteses adicionais
sobre a variedade, ben sexa sobre a dimensiéon ou sobre estructuras adicionais do tensor
de curvatura.

Asumiremos que a dimensién da variedade é maior ou igual ca 3 en todo o que segue.

3.3.1 Caracterizaciéons sen hipoteses adicionais

Os seguintes tres invariantes de orde tres caracterizan totalmente os espacios modelo agés
en dimension sete.

Teorema 3.3.1 Sexa M unha variedade de Riemann de dimension n # 7 con grupo de
holonomia adaptado a un espacio modelo. Equivalen:

(i) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena |, ") 7||R||? coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio no espacio
modelo.

(ii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [ r) (p, R) coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera reodésica do mesmo radio no espacio
modelo.

(iii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (T)R coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio no espacio
modelo.

(iv) M € localmente isométrica a ese espacio modelo.

Demostracién.
E claro que (iv) implica calquera dos outros tres resultados. O noso obxectivo seré probar
que eses tres implican o cuarto. Para iso utilizaremos o Teorema 3.1.6.
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Para o caso de me(r) 7||R||? botando un vistazo 6 Lema 2.4.20 vemos que

(n—"7)(n—2)?2%n-1)

B(n) = - 3
n—2)(n—-1)(59n% —101n— 14
Gy = (=Dl E: )
2 An* +49n3 + 33512 +24n + 1036
Gl + 77 Gl = 90

e unha pequena analise destas funciéns serve para comprobar que efectivamente se cumplen
as inecuaciéns (3.2).

Para me(T) (p, R) temos segundo o Lema 2.4.23

o o 2
Bln) = _(n 7)§n 2)
n—2)(n—1)(59n% — 179n2 + 188n + 28
Gy — @26 )
2 4n* +209n% — 26502 — 6961 + 1036
Con) + =7 Caln) = 90(n — 1)

e 6 cumplirense as inecuaciéns (3.2) séguese que tamén a variedade é localmente isométrica
6 espacio modelo.

Finalmente, me (r) R verifica, segundo o Lema 2.4.24

Bn) = —2n= 7?))(7% —2)
n2 — n —
Ci(n) = 179 sg‘l 14
n — n2 n
Ca(n) + % Ci(n) = ( 2)(15(7;'215) +259)

co cal, de novo despois de ver que se verifican as inecuaciéns (3.2) tamén se segue o
resultado. O

3.3.2 Caracterizacions con hipéteses sobre a dimensién

A continuacién, expoiiemos unha serie de resultados onde os invariantes de terceira orde,
sen hipdtese adicionais, son suficientes para caracterizar os espacios modelo cando a di-
mension é suficientemente baixa.

Teorema 3.3.2 Sexa M unha variedade de Riemann con grupo de holonomia adaptado
a un espacio modelo e de dimension n € {3,4,5,6}. Se en toda esfera xeodésica sufi-
cientemente pequena me(T) 7plI? coincide coa dunha esfera zeodésica do mesmo radio no
espacio modelo, enton a variedade € localmente isométrica a ese espacio modelo.
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Demostracion.
Segundo o Lema 2.4.19 verificase

(n—"7)(n-2)3mn-1)

B(n) = - G
 (n=2)(n—1)(n® —n? —28n — 28)
Guln) = 120
2 _ (n=2)(n+2)(n®+ 34n? — 38n + 147)
Cln)+ =7 Al = 1
Resulta agora que a funcién C(n) é positiva cando 2 < n < 6, mentres que Ca(n) +
% C(n) é positiva con n > 2. Aplicando o Teorema 3.1.6 dedicese o resultado. ]

Teorema 3.3.3 Sexa M unha variedade de Riemann con grupo de holonomia adaptado
a un espacio modelo e de dimension 3 < n < 41, n # 7. Se en toda esfera reodésica
suficientemente pequena me(T) 75 coincide coa dunha esfera zeodésica do mesmo radio no
espacio modelo, enton a variedade € localmente isométrica a ese espacio modelo.

Demostracion.
O desenvolvemento en serie do Lema 2.4.21 implica

(n—"7)(n—2)3

6
. (n*—41n*—28n—28)(n—2)
Gin) = - 120

2 (n —2)(4n* +309n3 — 485n% — 576 n + 1036)
C: ———C =
2(n) + o= Cin) 180(n — 1)

B(n) = -

sendo C1(n) positiva cando 2 < n < 41, e Ca(n) + %Cl(n) positiva se n > 2. Co
Teorema 3.1.6 deducimos o resultado. O

Teorema 3.3.4 Sexa M unha variedade de Riemann con grupo de holonomia adaptado
a un espacio modelo e de dimensién 3 < n < 21,n # 7. Se en toda esfera zeodésica

suficientemente pequena fG (r) (p @ p, R) coincide coa dunha esfera zeodésica do mesmo
m
radio no espacio modelo, enton a variedade € localmente isométrica a ese espacio modelo.

Demostracién.
A partir do Lema 2.4.22 obtemos

— —92)3
Bm) — _(=Dm=2)
Cun) = 0t =230 +34n® + 280 + 56
= 120
2 4nd + 221 n* — 723 n3 + 45412 + 1828 n — 2072
Co(n) + —— Ci(n) =

n—1

180(n — 1)
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onde a funcién Cj(n) é positiva se 2 < n < 21, e Cy(n) + —2= C1(n) é positiva se n > 2.

n—1
De novo, o Teorema 3.1.6 implica o resultado. [l

3.3.3 Caracterizaciéns con hipéteses sobre o tensor de curvatura

Como se fai notar no Teorema 3.1.8, nas variedades Einstein o problema de caracterizacién
dos espacios modelo é mais sinxelo. A continuacion veremos que todos os invariantes de
orde tres que non involucran derivadas covariantes do tensor de curvatura serven para
caracterizar és espacios modelo entre todas aquelas variedades que son Einstein.

Teorema 3.3.5 Sexa (M, g) unha variedade Einstein de dimension n # 7 e N un certo
espacio modelo da mesma dimension. Os sequintes enunciados son equivalentes:

(i) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) 73 coincide coa correspon-
m

dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio en N.

(ii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [ ) 7|pl|? coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio en N.

(iii) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena | ) 7| R||? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio en N.

(iv) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) p coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio en N.
(v) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [, (r) (p ® p,R) coincide coa
m
correspondente curvatura escalar total nunha esfera weodésica do mesmo radio en
N.

(vi) Para toda esfera reodésica suficientemente pequena fG ) (p, Ry coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio en N.

(vil) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG ) R coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio en N.

(viii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena |, R coincide coa correspon-
o Gm(r) '
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio en N.

(ix) M e N son localmente isométricas.

Demostracién.
Consiste en aplicar soamente o Teorema 3.1.8 6s desenvolvementos en serie de potencias
dados polos lemas 2.4.18 a 2.4.25. O
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As variedades conformaemente chds tamén nos dan unha estructura adicional do tensor
de curvatura que permite, neste caso, caracterizar as variedades de curvatura seccional
constante.

Teorema 3.3.6 Seza (M, g) unha variedade conformemente chd de dimensionn # 7. Os
sequintes enunciados son equivalentes:

(i) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG r) 73 coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
de curvatura constante \.

(ii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [, r) 71p|I? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade de curvatura constante .

(iii) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena | ) 7| R||? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade de curvatura constante .

(iv) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG ) p coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
de curvatura constante .

(v) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) (p ® p,R) coincide coa
correspondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha

variedade de curvatura constante A.
(vi) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena [ (r) (p, Ry coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha

variedade de curvatura constante \.

(vil) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) R coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
de curvatura constante .

(viii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) R coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
de curvatura constante \.

(ix) M € unha variedade de curvatura constante \.

Demostracion.

Aplicar o Teorema 3.1.9 6s desenvolvementos en serie de potencias dados polos lemas
2.4.18 a 2.4.25, e observar que o polinomio a estudiar Cy(n) + 2:2C5(n) non ten raices
naturais para n > 3. |
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As variedades Kahler Bochner chéds tamén tenien unha estructura adicional no tensor de
curvatura que permite caracterizar as variedades Kéahler de curvatura seccional holomorfa
constante.

Teorema 3.3.7 Sexa (M, g,J) unha variedade Kihler Bochner chd. Os sequintes enun-
ctados son equivalentes:

(i) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) 73 coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
Kahler de curvatura seccional holomorfa constante .

(ii) Para toda esfera xeodésica suficientemente pequena [, ") 7plI? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante p.

(iii) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena | ) 7| R||? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha
variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante p.

(iv) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG () p coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
Kahler de curvatura seccional holomorfa constante p.
(v) Para toda esfera reodésica suficientemente pequena [, (r) (p ® p,R) coincide coa
m
correspondente curvatura escalar total nunha esfera reodésica do mesmo radio nunha
variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante p.
(vi) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena [, (r) (p, Ry coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante p.

(vil) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) R coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
Kahler de curvatura seccional holomorfa constante p.

(vili) Para toda esfera xeodésica suficientemente pequena [, (T)R coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera weodésica do mesmo radio variedade
Kahler de curvatura seccional holomorfa constante u.

(ix) M € unha variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante p.

Demostracion.

Aplicar o Teorema 3.1.10 és desenvolvementos en serie de potencias dados polos lemas
2.4.18 a 2.4.25. E sinxelo verificar que o polinomio Cy(2n) + 242 C5(2n) non ten rafces
naturais. [l
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En dltimo lugar enfatizamos o feito de que como as variedades cuaterniénicas Kéhler
son Einstein (Seccién 1.7.4), aplicase o Teorema 3.3.5 e obtemos o seguinte resultado que
presentamos sen demostracién.

Teorema 3.3.8 Sexa M unha variedade cuaternionica Kdhler de dimension 4n con n >
1. Os sequintes enunciados son equivalentes:

(i) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG r) 73 coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
cuaternionica Kdahler de curvatura (Q—seccional constante v.

(ii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [, r) 71p|1? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade cuaternionica Kdahler de curvatura Q—seccional constante v.

(iii) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena [ ") 7| R||? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade cuaterniénica Kahler de curvatura (Q—seccional constante v.

(iv) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG ) p coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
cuaternionica Kdhler de curvatura (Q—seccional constante v.

(v) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena me(r) (p ® p,R) coincide coa
correspondente curvatura escalar total nunha esfera reodésica do mesmo radio nunha
variedade cuaternionica Kahler de curvatura (Q—seccional constante v.

(vi) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena [ (r) (p, Ry coincide coa co-

m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha
variedade cuaterniénica Kahler de curvatura (Q—seccional constante v.

(vil) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) R coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
cuaternionica Kdhler de curvatura (Q—seccional constante v.

(viii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) R coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
cuaternionica Kdahler de curvatura (Q—seccional constante v.

(ix) M € unha variedade cuaternionica Kéahler de curvatura Q—seccional constante v.
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3.3.4 O caso excepcional de dimension sete

En dimensién 7, como vimos anteriormente, non se pode obter unha caracterizacion das
variedades de curvatura seccional constante. Sen embargo, ainda é posible, enunciar o
seguinte teorema de caracterizacion.

Teorema 3.3.9 Sexa (M,g) unha variedade de Riemann de dimension 7. Os seguintes
enunciados son equivalentes:

(i) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [, ) 7| R||? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade de curvatura constante.

(ii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena me(r) 73 coincide coa correspon-
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
de curvatura constante.

(iii) Para toda esfera xeodésica suficientemente pequena me(T) (p ® p, ﬁ) coincide coa
correspondente curvatura escalar total nunha esfera reodésica do mesmo radio nunha
variedade de curvatura constante.

(iv) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [ r) (p, R) coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade de curvatura constante.

(v) Para toda esfera xeodésica suficientemente pequena fG (r) R coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
de curvatura constante.

(vi) M € unha variedade de curvatura constante.

Demostracién.
A partir dos lemas 2.4.20, 2.4.21, 2.4.22, 2.4.23 e 2.4.24 obtemos despois de célculos
inmediatos os seguintes resultados:

/G , TIRIE — co{1800 + 14| 135 (IRIP = 3 1pl1?) + S22 (1loll® = 3 72)] + 0 (1)}

L5 =eolmso s[5 R = 3101 + 552 (ol )] 406}

L@ = eolmso ot [3 (IRIE = S1olP) + 58 (bl 379)] +0 0]

/G R 5 B = eo{120+ 14 [ Y (IIRIZ = S lIol2) + 2 (Nl = £ 72)| + 0 (%)}
[ B = e300 [E (112 S 1ol?) + 8 (1ol 7] 400}
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Por outra banda a Ecuacién (3.9) indica que nun espacio de curvatura constante as
integrais anteriores son constantes, e en particular, os termos correspondentes 6 coeficiente
de r* son todos nulos. Asi, en vista dos Teoremas 1.7.4 e 1.7.1 séguese o resultado. ]

De novo enfatizamos que o anterior teorema non implica que a variedade sexa local-
mente isométrica 4 variedade de curvatura constante considerada, xa que as curvaturas
non tenen porqué ser iguais.

Na clase das variedades Einstein e das variedades conformemente chas, podemos com-
pletar o anterior resultado. A demostracién é analoga e por esa razén omitimola.

Teorema 3.3.10 Sexa M unha variedade de dimension 7 que € Einstein ou conformal-
mente plana. Os sequintes enunciados son equivalentes:

(i) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena fG (r) 73 coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
de curvatura seccional constante.

(ii) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [, r) 71p|1? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade de curvatura seccional constante.

(iii) Para toda esfera xeodésica suficientemente pequena fG ") R coincide coa correspon-
m
dente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha variedade
de curvatura seccional constante.

(iv) M ten curvatura seccional constante.

3.3.5 Outros resultados

Para acabar o noso estudio, trataremos agora cunha serie de invariantes, que se ben non
se adaptan 6 tipo de teoremas que foron probados con anterioridade, presentan un certo
interese derivado do feito de que se poden enunciar resultados que aportan informacion
sobre a xeometria do espacio ambiente.

Teorema 3.3.11 Seza (M, g) unha variedade de Riemann. Equivalen:

(i) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena [, ) IVpl? coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio nunha
variedade de curvatura constante.

(ii) Para toda esfera xeodésica suficientemente pequena fG m(Aﬁ,f)} coincide coa co-
m
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera zeodésica do mesmo radio nunha
variedade de curvatura constante.

(iii)) M € unha variedade de curvatura constante.
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Demostracion.
Escribindo a férmula do Lema 2.4.27 do xeito:

/ AP = - / (37.7)
Gm(r) Gm(r)

= e o (P (i - o)
S22 0 (2= L) ) )+ 0 1)

9

estd claro que o resultado se segue dos Teoremas 1.7.4 e 1.7.1. (Il

Observacién 3.3.12 En [6] existe unha versién mdis forte do teorema anterior que foi
obtida empregando o desenvolvemento en serie de potencias do Lema 1.6.8. Este resultado
di:

O tensor de Ricci de toda esfera zeodésica suficientemente pequena é Codazzi se e s6
se a variedade ambiente ten curvatura seccional constante.

O tensor de Ricci é Codazzi se Vxpyz = Vypxz para calquera campos de vectores
X, YeZ.

Empregando este iltimo enunciado podemos tamén probar o teorema anterior. De
feito, nunha variedade de curvatura seccional constante as esferas xeodésicas tamén tenen
curvatura seccional constante, e en particular o seu tensor de Ricci € paralelo. Isto significa
que |, G () ||%ﬁ\|2 = 0 xa que por hip6tese tal curvatura escalar coincide coa correspondente

nun espacio de curvatura seccional constante. En consecuencia, Vp = 0 de onde o tensor
de Ricci das esferas xeodésicas é paralelo e por tanto Codazzi. O resultado séguese pois
do enunciado anterior.

Teorema 3.3.13 Seza (M, g) unha variedade de Riemann. Equivalen:

(i) Para toda esfera zeodésica suficientemente pequena |, ") V7|2 coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio dalgunha
variedade Einstein.

(ii) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena [, r) TAT coincide coa corres-
m
pondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio dalgunha
variedade Einstein.

(iii) Para toda esfera weodésica suficientemente pequena [ m(VZ?,ﬁ} coincide coa co-
rrespondente curvatura escalar total nunha esfera xeodésica do mesmo radio dalgunha
variedade Finstein.

(iv) M € unha variedade Einstein.
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Demostracion.
Séguese inmediatamente de 2.4.26 e do Lema 1.7.1. O

Observacién 3.3.14 O resultado anterior tamén ten unha xeneralizacion que foi probada
en [6]. Esta é:

Se (M,g) é unha variedade de Riemann analitica, a curvatura escalar de pequenas
esferas xeodésicas € unha funcion radial se e so se a variedade € harmonica.

A partir dela podemos probar agora o anterior corolario empregando o feito de que
toda variedade harmonica é Einstein.
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A.1 Invariantes de orde un
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A.2 Invariantes de orde dous
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A.3 Invariantes de orde tres
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