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Introduccion

Sobre unha variedade Riemanniana (M, g) son varias as propiedades que se tefien

estudiado para o fluxo correspondente a campos de vectores sobre ela. Asi temos as

seguintes definiciéns clasicas:

Nos,

(i) X é chamado campo de vectores Killing se o grupo 1-paramétrico local de
transformaciéns infinitesimais xerado por X é un grupo de isometrias. Equiva-

lentemente, Lxg = 0.

(ii) X ¢é chamado campo de vectores afin-Killing se o grupo 1-paramétrico lo-
cal de transformacions infinitesimais xerado por X é un grupo de aplicacions

totalmente xeodésicas. Equivalentemente, LxV = 0.

(iii) X é chamado campo de vectores conforme se o grupo l-paramétrico lo-
cal de transformacions infinitesimais xerado por X é un grupo de aplicacions

conformes. Equivalentemente, £yg = 2pg, para algunha funcién p.

(iv) X é chamado campo de vectores prozectivo se o grupo l-paramétrico lo-
cal de transformaciéns infinitesimais xerado por X é un grupo de colinea-
cions proxectivas, esto €, aplica xeodésicas en xeodésicas. Equivalentemente,

(LxV)(X,Y)=p(X)Y + p(Y)X, para algunha 1-forma p.

introducimos novas definiciéons para campos de vectores X, nunha variedade

semi-Riemanniana de dimensiéon m, (M, g), utilizando outras propiedades para os

grupos 1-paramétricos locais de transformaciéns infinitesimais.
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Unha aplicacién entre variedades de Riemann dise que é harmonica cando a traza da
sta segunda forma fundamental (campo de tensién) é nula. No Capitulo 2, utilizando
este concepto definimos un campo de vectores harmdnico-Killing (h-K) como aquel
no que o seu grupo l-paramétrico de transformaciéns infinitesimais asociado é un
grupo de aplicacions harmonicas. Para estes campos de vectores obtivmo-lo seguinte

resultado:

Teorema 2.1.1 Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana m-dimensional e X
un campo de vectores en M. Se X € harmonico-Killing, enton para todo x€M ,

Jj=

(LxV)(Y,.Y) =0,
para cada referencia ortonormal, {Y;}, j=1,...,m, en T, M.

Atopamos exemplos nos que se pon de manifesto que a condicién deste teorema é
necesaria pero non suficiente, o que nos levou a amplia-la definicién e introduci-
los campos de vectores 1-harmdnico-Killing (1-h-K). Dicimos que X é I-harmdnico-
Killing se o grupo l-paramétrico local de transformaciéns asociado a X, {¢;} tel,

verifica:

dT(SOt)
dt

|t:0 = 07

é dicir, antulase a parte linal do seu campo de tensién.

A harmonicidade ten sido empregada para estudiar outros aspectos dos campos de
vectores. En [53] definense os campos de vectores harménicos como aqueles que tenen
a 1-forma asociada harménica. Outros autores ([22], [39]) utilizan a harmonicidade
das secciéns inducidas no fibrado tanxente con diferentes levantamentos métricos:
Sasaki, completo,.... No Teorema 2.1.2 relacionamos algtins destes resultados co con-

cepto de campo de vectores 1-harmonico-Killing.

Teorema 2.1.2 Nunha variedade semi-Riemanniana (M, g) as sequintes afirmacions

son equivalentes:

e (i) X € un campo de vectores 1-harmdnico-Killing.
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o (ii) g9 (LxT) =0, 4,5,k =1...,m, onde L denota a derivada de Lie, g7 son
as componentes da matriz inversa da métrica g e Ffj son as componentes da

conexion de Leuvi-Chvita de g.

o (iii) X : (M,g9) —(TM,g®) é unha seccién harménica, onde g¢ denota o
levantamento completo de g.

o (iv) AX =2Ric(X,.), onde A = dd + dd, (d = diferencial, § = codiferencial)
e Ric denota o tensor de Ricci de (M, g).

o (v) X € un campo de vectores de Jacobi 6 longo da identidade.

En relacion coa existencia dos campos de vectores 1-harmoénicos-Killing obtivemos
que nunha variedade Riemanniana, compacta e orientable, (M, g), con tensor de
Ricci, Ric, semi-definido negativo, (é dicir, para todo campo de vectores V' en M,
Ric(V,V)<0), entén un campo de vectores, X, é 1-harménico-Killing, se e soamente
se, X é paralelo. Nembargantes, se Ric é definido negativo, (¢é dicir, Ric(V,V) =0, se
e soamente se, V' = 0), ent6n os inicos campos de vectores 1-harménicos-Killing son as
secciéns nulas. Tamén probamos que unha variedade métrica contacto (M, ¢,n,&, g)
é K-contacto, se e soamente se, o campo de vectores caracteristico, &, é 1-harménico-

Killing.

Estudiamos tamén no capitulo 2 relacions dos campos de vectores harmonicos e 1-har-
monicos-Killing cos xa clasicos campos de vectores Killing, afins-Killing, conformes
e proxectivos. Asi, un campo de vectores 1-harmoénico-Killing nunha variedade Rie-
manniana, compacta e orientable, é Killing se e soamente se .X = 0. Se a variedade
¢ Riemanniana, compacta, orientable e de dimensién 2, existe unha correspondencia
bixectiva entre os campos de vectores conformes e os 1-harmoénicos-Killing. Se a di-
mensién da variedade é mais grande que 2 e X é un campo de vectores conforme,
entén é 1-harmonico-Killing se e soamente se d0.X = 0. Nas condiciéns anteriores:
se X é un campo de vectores 1-harménico-Killing e conforme, 1-harmonico-Killing
e proxectivo ou l-harménico-Killing e harmoénico entén X ¢é Killing e polo tanto

harménico-Killing.
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Por outra parte se un campo de vectores X nunha variedade semi-Riemanniana (M, g)

deixa o tensor de curvatura invariante, i.e., Lx = 0, é chamado colineacion

om
de curvatura (C.C.). Se en particular V) (LxT};) = 0, sendo T'}; os simbolos de
Christoffel da variedade, dise que X é unha colineacion de curvatura especial (C.C.E.).
Se deixa a curvatura de Ricci invariante, i.e., Lx(Ric);; = 0, X é chamado colineacion

Ricci (C.R.).

A partires de resultados xa coniecidos e os obtidos no Capitulo 2 podemos face-lo

seguinte esquema:
Afin-Killing
/ ! \

Proxect. + 1-h-K C.C.E. Conf. + 1-h-K

) l )
Killing C.C. Killing

C.R. 4+ 1-h-K
[ Ric = constante
Killing

Con respecto 6s levantamentos de campos de vectores 6 fibrado tanxente coa métrica
levantamento completo, temos que se denotamos por X" e X os levantamentos

vertical e completo de X, nunha variedade (M, g), a (T'M, g), verificase que :

e XV é un campo de vectores harménico-Killing en (T'M, g©), para todo campo

de vectores X en (M, g).

e XV ¢ un campo de vectores afin-Killing en (7'M, g%) se e soamente se X é

afin-Killing en (M, g).
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e XV é un campo de vectores conforme en (TM, g%) se e soamente se X é un

campo de vectores conforme en (M, g).

e XV éun campo de vectores Killing en (T'M, g©) se e soamente se X é un campo

de vectores Killing en (M, g).

e X¢ ¢ harmoénico-Killing (resp., afin-Killing) en (T'M, g°) se e soamente se X é

harmonico-Killing (resp., afin-Killing) en (M, g).

e Sexan X e Y dous campos de vectores nunha variedade (M, g), entén [XV, Y]

¢ harmonico-Killing.

Utilizando a definicién de campo de tensores de tipo (1,1) harménico ([22]), como
unha aplicacién harménica de (T'M, g“) en si mesmo, obtivemos que dado un campo
de vectores 1-harmoénico-Killing, X, nunha variedade semi-Riemanniana (M, g) e un
campo de tensores de tipo (1,1), 7', harménico e paralelo, entén T'X é 1-harménico-
Killing se e soamente se 7' conmuta co operador de Ricci de (M, g). Este resultado

da exemplos de campos de vectores 1-harménicos-Killing en variedades Kéhler e (co)-

Kahler.

Un dos problemas que se presentan & hora de defini-los campos de vectores harménicos-
Killing é que a composicién de aplicaciéons harménicas non ¢é en xeral unha aplicacion
ste tipo. Unha posible solucion seria estudia-los campos de vectores con grupo 1-
paramétrico local de transformacions infinitesimais asociado, {¢;} t€l, formado por
morfismos harménicos. Os campos de vectores verificando isto chamarémoslle u-
harménicos. Neste caso {¢;} t€l forman evidentemente un grupo, é dicir, se ¢; e
s son morfismos harménicos, p;ops é tamén desa misma clase. Nembargantes, ob-
tivemos que se (M, g) é unha variedade Riemanniana de dimensién 2, os campos de
vectores p-harmoénicos coinciden cos conformes, e se a dimensién é mais grande que

2 coinciden cos homotéticos.

No capitulo 3 estudiamo-los campos de vectores harménicos-Killing nas varieda-

des Kahler e os 1-harmonicos-Killing nas variedades Tachibana. Nas variedades
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Tachibana obtivemos relaciéns entre os campos de vectores 1-harmoénicos-Killing e

os analiticos. Nas variedades Kahler obtivémo-lo seguinte resultado:

Teorema 3.1.1 Seza (M, J, g) unha variedade compacta Kahler, X un campo de
vectores sobre M e X = %(X —vV—1JX) o campo de vectores complexo asociado a

X. Son equivalentes:

(1) X € un campo de vectores 1-harmonico-Killing,

(2) X € un campo de vectores harménico-Killing,

(8) X € un campo de vectores analitico,

(4) X é un campo de vectores holomorfo,

(5) X € un campo de Jacobi 6 longo da identidade de M.

No Capitulo 4 estudiamo-los campos de vectores para os que o grupo l-paramétrico
local de transformacions consiste en aplicaciéns pluriharménicas 6s que lle chamamos
plurihdrmonicos. Para este novo tipo de campos de vectores obtivémo-lo seguinte

resultado:

Teorema 4.1.1 Sexa (M, J, g) unha variedade 2m dimensional Kdhler e X un campo
de vectores en M. Se o campo de vectores X é un campo de vectores pluriharmonico,

enton

(LxV)(Y, Z) + (LxV)(JY, JZ) =0,

VY, Z campos de vectores en M.

Nunha variedade Kéhler (M, J, g) unha aplicacién é pluriharménica se a parte J-
invariante da segunda forma fundamental se anula. Co propédsito de utilizar este
concepto para cando M non é necesariamente unha variedade Kahler, introducimo-
los campos de vectores a-plurthamonicos. Deste xeito, un campo de vectores X nunha
variedade semi-Riemanniana, (M, g), diremos que é a-plurihaménico se o grupo 1-

paramétrico local de transformacions asociado é a-pluriharmonico, onde « é unha
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2-forma harmonica en M. Para os campos de vectores a-plurihaménicos obtivémo-lo

seguinte resultado:

Teorema 4.2.1 Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana (ou semi-Riemanniana) e
a unha 2-forma harmdénica sobre M. Se o campo de vectores X en M € un campo de

vectores a-pluriharmonico, enton para cada x€M,

ZZI(EXV)(eu .)/\04(6,“ ) = 07
para unha referencia ortonormal local {e;}'—}" en T, M.

Analogamente 6 caso dos campos de vectores harménicos-Killing, atopamos exem-
plos nos que se pon de manifesto que as condiciéns que aparecen nestes teoremas
son necesarias pero non suficientes, polo que, tamén no Capitulo 4, se definen os
campos de vectores 1-plurtharmonicos e 1-a-plurtharmonicos, para os que obtemos

novos resultados de caracterizacion.
Teorema 4.1.2 Sexa X wun campo de vectores nunha variedade 2m-dimensional

Kdahler (M, J, g). As sequintes afirmacidns son equivalentes:

e (i) X é un campo de vectores 1-pluritharmdnico,

o (i) LxV(Y;,Y;)+LxV (JY;, JY;) =0, V{Y, JYi}, k=1,...,m, referencia en
TM.

o (iii) X : (M,g9)—(TM, g%) é unha seccién pluriharmdnica, onde g© denota o

levantamento completo de g.

Teorema 4.2.2 Sexa X un campo de vectores nunha variedade semi-Riemanniana
(M,g) e a unha 2-forma harménica sobre M, entdn as sequintes afirmacions son

equivalentes:

e (i) X € un campo de vectores 1-a-pluriharmdnico.

o (1) X" (LxV)(e;, )N ale;,.) = 0, para unha referencia ortonormal local {e; };"

en 1T,M.
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o (iii) X : (M,q)—(TM, g%) é unha aplicacién a-pluriharménica, onde g¢ de-

nota o levantamento completo de g.

Introducimos o concepto de campo de tensores de tipo (1,1) pluriharménico, e obte-
mos que se X é un campo de vectores 1-pluriharménico e 1" é un campo de ten-
sores de tipo (1,1) paralelo, entén 7' é pluriharménico, se e soamente se, T X é

1-pluriharmonico.

E ben sabido que as aplicacions pluriharmoénicas son harmonicas e as aplicaciéns holo-
morfas son pluriharménicas, asemade no caso de campos de vectores pluriharménicos

en variedades compactas Kahler obtivemo-las seguintes equivalencias:

(1) X é un campo de vectores 1-harmonico-Killing,

e (2) X é un campo de vectores harmonico-Killing,

(3) X é un campo de vectores analitico,

(4) X=L(X — \/=1JX) é un campo de vectores holomorfo,

2

e (5) X é un campo de Jacobi 6 longo da identidade de M,

(6) X é un campo de vectores pluriharménico.

e (7) X é w-pluriharménico, onde w é unha 2-forma Kéhler sobre M.

Co Capitulo 5 queremos abrir unha nova lina de investigaciéon en variedades semi-
Riemannianas, pois son moitos os resultados de variedades Riemannianas que non
poden ser aplicados no caso semi-Riemanniano, por exemplo a Férmula de Bochner

clasica. Entre os resultados que obtemos neste capitulo esta o seguinte:

Teorema 5.1.2 Sexa (M,g) unha variedade Lorentz m-dimensional e {ey,...,e,}
unha referencia ortonormal, tal que g(ey,e1) = —1, g(e;,e;) =14 = 2,...,m. Se
a curvatura de Ricci € semi-definida negativa, os campos de vectores 1-harmonicos-

Killing temporais e sen aceleracion son paralelos. Se a curvatura de Ricci € definida
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negativa, non existen campos de vectores 1-harmonicos-Killing temporais sen acele-

racion non nulos.

Ademais, obtemos exemplos no campo do electromagnetismo, nos fluidos perfectos,

da relatividade xeral, nos espacio-tempo de Godel, Schwarzchild e Robertson-Walker.

Finalmente, citamo-lo seguinte comentario de Daniel Rockmore nun recente libro,
The Universe and the Teacup: The Mathematics of Truth and Beauty por
K.C. Cole, 1998, ISBN 0-151-00323-8.

The connections between symmetry and beauty are a well-trodden area, with Hermann
Weyl’s Symmetry the classical reference. Ms. Cole sees invariance and symmetry as
a way to get from truth to beauty, adding that deep truths can be defined as invariants-
things that do not change no matter what; how invariants are defined by symmetries,
which in turn define which properties of nature are conserved, no matter what. These
are the selfsame symmetries that appeal to the senses in art and music and natural
forms like snowflakes and galazies. The fundamental truths are based on symmetry,

and ther’s a deep kind of beauty in that.
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Capitulo 1

Preliminares

Introduciremos neste capitulo algins resultados, formulas e conceptos que seran uti-

lizados 6 longo de todo o traballo.

1.1 Variedades Riemannianas

Sexa M unha variedade diferenciable conexa m-dimensional de clase C'*° recuberta por
un sistema de entornos coordenados {U;z"}, onde U denota un entorno e z" as coor-
denadas locais en U, con indices h,i,j, k,... tomando valores no rango 1,2,...,m.
Asumiremos que M posue un campo de tensores simétrico, definido positivo de tipo
(0,2), g, e de clase de diferenciabilidade C*°, isto é, un campo de tensores g de tipo
(0,2) tal que:

9(X,Y) = gV, X), g(X,X)>0,

para cada par de campos de vectores X e Y, e g(X, X) = 0 se e soamente se X = 0.
A tal variedade M chamarémoslle variedade Riemanniana.

Denotando por 9; = % a base de vectores da chamada referencia natural temos

enton,

X = X", Y =Y"0,,

para cada par de campos de vectores X e Y, X" e Y" son as compoiientes locais dos
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campos de vectores X e Y, respectivamente, con respecto 4 referencia natural, onde

estamos usando a notacién de Einstein para representa-la suma.

Tense entén

9(X,Y) = g(X78;,Y'0;) = g;: X’ X',
onde gj; = g(9;,0;) son as componentes locais do campo de tensores g.
1.1.1 Derivada covariante

A ecuacién diferencial da integral
b2 dzd dx?

i(x(t))—— dt
[t

d?z" _, dad dx

ds? + ds ds

¢ a ecuacion das xeodésicas

sendo s o parametro lonxitude de arco da curva, e

1
F;'Li = §ght(8j9it + 0;9j¢ — 01g;i),

os simbolos de Christoffel.

Denotaremos por Vx o operador derivada covariante 6 longo do campo de vectores

X con respecto 6s simbolos de Christoffel.

Deste xeito para unha funcién escalar f temos a derivada covariante Vx f de f 6

longo do campo de vectores X. Vx f ten como componentes locais
Vxf:Xf=X0f,

f e X% son as compoiientes locais de f e X, respectivamente. Vxf define unha

1-forma que denotaremos por Vf, asi (Vf)(X) = Vxf, V[ exprésase como
Vf:Vif =0f.

V f é algunha vez denotada por df.
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Para un campo de vectores Y tense a derivada covariante VxY de Y 6 longo do

campo de vectores X. VxY ten componentes locais
VxY : XV, YY" = XI(0YM 4+ TIY),

X" e Y" son as componentes locais de X e Y respectivamente. VxY define un campo

de tensores de tipo (1, 1) que denotaremos por VY e que localmente exprésase como
VY : VY" = 9yh 4+ ThY"

Noétese que

VxY — VyX — [X,Y] =0,

o cal significa que a conexién V non ten torsién, onde [X, Y] representa o campo de
vectores definido por [X,Y]f = X (Y f) — Y(Xf), para unha funcién arbitraria f, e
localmente

[(X,Y]: X9,Y" - Y9, X",
onde X" e Y" son as componentes locais de X e Y respectivamente.

Para unha 1-forma w, tense a derivada covariante Vxw 6 longo de X, a cal é unha

1-forma definida por
(Vxw)(Y) = Vx(w(Y)) —w(VxY),
para cada par de campos de vectores X e Y. Vxw ten componentes locais
Vxw: XV, w; = X7 (0jw; — F?iwh).

Notese que

(vw) <X7 Y) - (VW) <Y7 X)J
exprésase localmente Jjw; — djw; e é independente dos simbolos de Christoffel.

Para un campo de tensores xeral, S, de tipo (1, 2) a derivada covariante V x.S 6 longo

do campo de vectores X, é un campo de tensores de tipo (1,2) definido por

(VxS)(Y, Z2) = Vx(S(Y, 2)) = S(VxY, Z) = S(Y, Vx Z),
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para calesquera campos X,Y e Z. Localmente

(2

VxS XPV,80 = XH(0,8% + TSt — TSk — Th,Sh),

S;i e X" son as compoiientes locais de S e X respectivamente. VxS define un campo
de tensores de tipo (1, 3) que denotaremos por V.S, asi (V.S)(X,Y, Z) = (VxS)(Y, Z).

Polo tanto

A\ VkS]}-Li = akS]hi + FZtS;i - F',%Sg - Fll:m‘SJ}‘lt‘

E ben sabido que a conexién definida polos simbolos de Christoffel é a tinica conexion
que non ten torsion e cumpre Vg = 0. Esta conexién é chamada conexién de Riemann

ou Levi-Civita.

1.2 Variedades Semi-Riemannianas

Sexa M unha variedade C'*° m-dimensional e g un campo de tensores simétrico de
tipo (0,2) en M. Entén asigna a cada punto p€ M, unha forma bilineal simétrica g, no
espacio tanxente T,(M). Supofiamos que g, ¢ non dexenerada e de indice constante
para todo pe M. Esta condicién significa que cada T,(M) é un espacio semi-Euclideo

m-dimensional.

Sexa X, = X'0;, gi;;= 9(0;,0;), 1,7€{1,...,m} e {0;} a base natural de T,(M ). Entén

X, é chamado:

Espacial se ¢;; X'X7 > 0 ou X, =0,
Temporal se ¢;; X' X7 < 0,

Nulo se g;; X' X7 = 0 e X,70.

O conxunto de tédolos campos de vectores nulos de T),(M) é chamado cono nulo en
p, definido por
Ny = {Xpe(T,(M) — {0}), ginin = 0}.
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En base 6 anterior, g é chamada métrica semi-Riemanniana e (M, g) variedade semi-
Riemanniana (ver O’Neill [40]). Por exemplo, M é variedade Riemanniana ou varie-
dade Lorentz segundo g sexa de indice 0 ou 1 respectivamente. No caso 0 <indice< m,

dise que M ¢ unha variedade semi-Riemanniana propia.

Unha conexién lineal V nunha variedade semi-Riemanniana (M, g) é chamada cone-

xion métrica se g é paralela con respecto a V, é dicir

(Vxg)(V,2) = X(g(Y, Z)) = g(VxY, Z) = g(Y,VxZ) = 0.

1.3 Aplicacions harmoénicas

Sexan (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas (ou semi-Riemannianas) con dimM/
= m e dimN = n; denotaremos por VM ¢ V¥ as conexiéns de Levi-Civita en M
e N, respectivamente. Unha aplicacién C*, ¢ : (M, g)— (N, h), define un fibrado
vectorial ¢*T'N—TM, con proxeccién m : ¢*TN— M. O conxunto I'(¢*T'N), de
seccions de ¢*T'N, son chamados campos de vectores 6 longo de ¢. Existe unha
tinica conexién lineal ¢*V¥ inducida por ¢ en ¢*(TN), definida para todo z€M,
Xel'(TM) e Y'eI'(TN) por

(" V) x(Y'0)(2) = (Vayx)Y)od(2) = Vi), (x(a) (Y (6(2))).

Denotaremos por V' a conexién inducida de forma natural no producto tensorial

T*M®g¢*(T M) pola conexion VM en T*M e a conexién ¢*V¥ en ¢*(T'N). Entén
V'(do)x(Y) = (0" V) x (dg(Y)) = (dp)(VXY),

é a segunda forma fundamental de ¢ e a seccién de ¢*(T'N),

7(¢) = trace,(V'(de)),

¢ chamado campo de tension de ¢. Diremos que ¢ é unha aplicacién harménica se

7(¢) = 0, e totalmente xeodésica se V'(dp) = 0. (Ver [14],[15] entre outros).
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Sexan UCM e VCN entornos con coordenadas (z',...,2™) e (y',...,y") respecti-
vamente, tal que ¢(U)CV. Localmente, a aplicacion ¢ ten a seguinte representacion,
y* = ¢(z',...,2™). Entén a segunda forma fundamental de ¢ en z€U pode ser

expresada localmente por
(V'(d¢)) = (V'(d¢))5da' @da’ @D,
parat,7,k=1,...,m;a,b,c=1,...,n, onde

(V(A6))5(2) = oo () =9 T () 9 () 4 T () (o () 9 ().

Con respecto 4 base usual dz'®d, da fibra de T*M®@¢*T'N en x€M, tense a seguinte

expresion: (4,57 =1,...,mya=1,...,n)

7(¢) = 7(¢)" 00 = 97 (V'(d9))5;0.€ (6" TN),.

1.4 Meétrica levantamento completo en T'M

Sexa M unha variedade (semi-)Riemanniana m-dimensional con métrica g e conexién
de Levi-Civita V. Denotaremos por T'M o fibrado tanxente a M con proxeccion mpyy :
TM—M. FEsta variedade 2m-dimensional pode ser equipada coa métrica semi-
Riemanniana ¢¢, levantamento completo de g ([55]), de signatura (m,m) e definida

por:

O (X YH) =g7(XV. YY) =0,

gC(XH7YV> = gC(XV7YH> - (g(X7 Y))V

Aqui os levantamentos verticais e horizontais dos vectores tanxentes X,Y en M,
estan referidos & descomposicion do espacio tanxente, 7'M, en cada punto, en vectores
horizontais con respecto a V e vectores verticais candnicos. Para campos de vectores
X,Y en M a funcién g(X,Y)" definida en TM é o pull-back de g(X,Y’) 6 longo da

proxeccion mryy.
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Sexan U = {UCM, (z',...2™)} unha vecianza de coordenadas en TM, TU =
{mr,U), (1, .. L™ 2t g™}, Temos asi que a expresién local de ¢© e mais da

sda inversa en TU venen dadas polas seguintes matrices:

- Ba
g€ — "ot g
Gij 0
(g9 = o
g F dg*
oxk
con respecto a base
0 o 0 0

(Gt 5o BT o) (1.4.1)

do espacio tanxente a T'M en cada punto. Por g;; estamos denotando as componentes

locais de g con respecto a

0 0
lgmgam b

e por ¢g¥, as da sua inversa.
Nun punto do fibrado tanxente, denotaremos por

TMFlﬁ, (o, B,y =1,...,2m),

os simbolos de Christoffel da conexién de Levi-Civita, V¢, asociada a g¢. Localmente

exprésanse como

k
0 0
7o
TMI\l_{ — x Ox! F”

onde Ffj son os simbolos de Christoffel de V e

k=k+m, (i,jk=1,...,m).
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A variedade semi-Riemanniana (7'M, g©) postie propiedades xeométricas importantes,
herdadas algunhas da variedade (M, g).
Proposicién 1.4.1.
[55][56] Sexa (M, g) unha variedade (semi-)Riemanniana e (T'M, g%) o seu fibrado
tanxente coa métrica levantamento completo de ¢, ¢¢. Daquela verificase:

e (i) Se (M, g) é localmente simétrica, entén (T'M, g¢) é localmente simétrica.

(ii) (T M, g%) ten curvatura escalar cero.

(iii) (TM, g°) ¢é unha variedade Einstein se e soamente se (M, g) ten curvatura

escalar nula.

(iv) Se (M, g) ten curvatura constante K. Entén (TM, g%) ten curvatura cons-

tante se e soamente se K = 0. O

Ademdis a métrica ¢¢ é utilizada en temas de harmonicidade.

Proposicién 1.4.2.

[55] Sexan (M, g) e (N, h) dias variedades semi-Riemannianas e f : (M, g)— (N, h)
unha aplicacién diferenciable. Entén f : (M, g)— (N, h) é harmonica se e soamente

se df : (TM,g%)— (TN, h%) é harménica. 0



Capitulo 2

Campos de vectores harmonicos-

Killing e 1-harmoénicos-Killing

2.1 Definiciéns, caracterizacions e exemplos

Os campos de vectores harmoénicos-Killing caracterizaranse pola propiedade de que
o seu fluxo integral actia na variedade como difeomorfismos harménicos (locais).
Teremos en conta que en xeral, as aplicaciéns harmonicas non se conservan pola
composicion, deste xeito ter un grupo formado por aplicaciéns harmoénicas non é un

feito trivial.

Definicién 2.1.1.

Un campo de vectores X nunha variedade semi-Riemanniana (M, g) dirase harménico-
Killing (h-K) se o grupo 1-paramétrico local de transformaciéns infinitesimais asociado

a X, {¢t}ers € un grupo de aplicaciéns harménicas.

E ben sabido que cada campo de vectores X €['(T'M) da lugar a un grupo 1-paramétrico
local de difeomorfismos I5t—p,eDif f(M), onde I é un entorno do 0€R, resolvendo

o sistema auténomo de ecuacions diferenciais ordinarias,
a * *
BU’t:toOEO% = €Vt=t, 097 0 X,

9
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coa igualdade entendida como aplicaciéns de C°°(M) en si mesmo, e suxeito ds
condiciéns iniciais ev|;—¢,0p; = id; entendida como unha igualdade entre automor-
fismos da alxebra C°(M). Esta ecuacién ten solucién tnica; concretamente, ¢ =
exp(tX), onde a exp se define a través da sia expansién en serie de Taylor, e X*

enténdese como Xo...0X (k veces).

O noso propésito é estudiar cando ¢, é harmoénica para todo t€l. A accion da alxebra
de Lie de I'(T'M) nos distintos obxectos xeométricos definidos en M vén dada a través
da seguinte “regra”: Tomar a derivada con respecto a ¢, evaluada en ¢t = 0 da accién
dos Dif f(M) definida polo grupo 1-paramétrico de difeomorfismos p,€Dif f(M)
asociada a Xel'(T'M).

Entén, a accién da alxebra de Lie de I'(T'M) en C*(M) ven dada por:

xa que X (f)= ev|;—0 2oy} f, e o termo do lado dereito da igualdade, observando a

ecuacién diferencial, é igual a ev|i—gop;o X (f) = X (f).

De forma similar, a accién da alxebra de Lie de I'(T'M ) nas conexiéns en M, (Con(M)),

ven dada por

Con(M)xT'(TM)—Con(M), (V,X)—LxV.

Mais concretamente, LxV = ev|t:oO%O V¥, onde V¥ é o resultado da accién natural

de T'(TM) en Con(T' M), esto é,

V‘? = @;o(Vge  Y¥t)op™,,

e por Z% denotamos a accion pola dereita dos Dif f(M) en I'(T'M), ie., Z¥ =
p*oZop Y weDif f(M), ZeT(TM).

Agora estamos en condiciéns de da-lo seguinte resultado:

Teorema 2.1.1.
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Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana m-dimensional e X un campo de vec-
tores en M. Se X ¢é harmdnico-Killing enton, para todo x€M, 377" (LxV)(Y;,Y;) =

0, para cada referencia ortonormal, {Y;}, j=1,...,m, en T, M.

Demostracién

Denotemos por ¢; o grupo l-paramétrico local de transformacions asociado a X.
Entén a diferencial dp; define unha seccién do fibrado vectorial T*M®p; (T M) ~
Hom(TM, ¢;(TM)), onde ;i (TM) é o fibrado pull-back de TM & longo de ¢;. En

efecto:
D(TM)3Z—dp(Z) = Zop;el'(p; (TM)),
onde

Zop; = pyop”0Z0p; = ;0.

Denotamos por V' a conexién inducida de maneira natural no producto tensorial
T*M® ¢;(T'M) pola conexién V en T*M, e a conexion ¢;V en ¢; (T'M), entén

(V,(d%))z(y> = (%Orv)z(d%(y)) - (d@t)(vzy)
= ;oVze Y9 — (dp)(VZY).

Notar, en particular, que a asignacién (Z,Y)—(V'(dg;))z(Y) é simétrica cando a
conexién en T'M ¢ a conexién de Levi-Civita, debido a que a diferencia (V'(dpy))z(Y)
— (V'(dpy))y(Z) é igual a ) ([Z9-1, Y% t]) — (de:)([Z,Y]) a cal se anula identica-

mente.

Seguindo [14], dicir que ¢; é harménica, é dicir que trace,(V'(dy.)) = 7(pr) = 0;
como (V'(dgy))z € T(Hom(TM, pi(TM))), se Z, YT (TM), entén

(V'(dei)z(Y)EL (¢} (TM))

non é un campo de vectores en TM, pero (V'(de;))z(Y) o ¢, define unha seccién

de T'M. Entén a traza debe ser entendida como a da aplicacion

T(TM)xD(TM)>(Z,Y)—(V'(dg:) 2(Y )op; ' €D(TM).
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A traza métrica pode agora ser calculada coa axuda dunha referencia ortonormal local

{Y;} para T'M, e a métrica Riemanniana g
7(r) = Zj((vl(ds@t))n(yj)osot_l)-
Asi, despois de sustitui-la coniecida expresion de (V'(dyy)), conseguimo-lo seguinte:
(V'(dpn)y,(Yi)owy " = Vyea V7 = (VyY5) 7.
Polo tanto:
() = Y Vyrt Y7 = (Vi Y))*,

e a afirmacion é que, ¢; é harménica, se e soamente se, 7(¢;) = 0. A correspondente

condicién infinitesimal é entén
8 —
O = E jefl}‘t:()_atov}/;;_t}/;P t (V}/J}/})@_t

Calculando as derivadas 6 lado dereito do signo igual, e simplificando, obtemos:
0= (V¥ + Vi [V, X] = [Vy, Y. X)) = 3~ LxV(Y;.Y)),

onde X é un campo de vectores con grupo 1-paramétrico de difeomorfismos ¢, e esto

proba o resultado. O
Esta técnica de demostracién non nos permite probar que a condicion é suficiente, de
feito analizando o seguinte exemplo podemos ver que a suficiencia non se verifica.
Exemplo 2.1.1.

Consideremos (R?, g), onde g;; = d;; (1,7 = 1,2) é a métrica euclidiana de R? e sexa

X = X'(2") 5% un campo de vectores arbitrario. A condicién do Teorema 2.1.1

exprésase aqui como

2Xk ZXk
OX L OX k=12
a2 9(z2)?2
O campo de vectores X = exp(z?)sin(z!) 52 verifica trivialmente a condicién. A

expresion local en serie de Taylor do grupo 1-paramétrico de transformaciéns ¢y,

asociado a X ven dado pola expresion

oi(xt, 2?) = (2, 2?) + t(exp(z!) sin(2?), 0) + %tQ(exp(Qxl) sin?(2?),0) + 0(¢*),
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onde 0(t?) denota un infinitésimo de orden #3; e concretamente, o campo de tensiéon

é o seguinte:
() (@, 2%) = t*(exp(221),0) + 0(£).

Neste caso a parte lineal do campo de tension anilase, pero o grupo 1-paramétrico

de transformaciéns ¢y, asociado a X non esta formado por aplicaciéons harmonicas.

Este exemplo induce & seguinte definicion:

Definicién 2.1.2.

Un campo de vectores X nunha variedade semi-Riemanniana de dimensién m, (M, g)
¢ chamado 1-harmoénico-Killing (1-h-K) se o grupo 1-paramétrico local de transfor-
maciéns asociado a X, {¢;},.,, verifica:

dr (SDt)
dt

|t:0 - 07

onde 7(g;) é o campo de tensién de ;.

Observacién 2.1.1.

O. Nouhaud en [38] utiliza o termo transformacién infinitesimal harménica nun con-
texto similar. Andlogas definiciéns son dadas en [54] para transformaciéns infinite-
simais isométricas, totalmente xeodésicas, (“motions”e “afin motions”na sta termi-

noloxia) e conformes.

Ténense os seguintes resultados:

Teorema 2.1.2.

Nunha variedade semi-Riemanniana (M, g) as sequintes afirmacions son equivalentes:

e (i) X € un campo de vectores 1-harmdnico-Killing.
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o (ii) gij(,CXFfj) =0,1,5,k=1...,m, onde L denota a derivada de Lie, g* son
as componentes da matriz inversa da métrica g e Ffj son as componentes da
conexion de Levi-Chivita de g.

o (iii) X : (M,g9) —(T'M,g%) € unha seccion harménica, onde g© denota o
levantamento completo de g.

e (iv) AX = 2Ric(X,.), onde A = do + dd, (d = diferencial, § = codiferencial)
e Ric denota o tensor de Ricci de (M, g).

o (v) X € un campo de vectores de Jacobi 6 longo da identidade.

Demostracion
Sexa z', i = 1,...,m, un sistema de coordenadas locais en M e X = X'(z') 22 un

campo de vectores en M con grupo 1-paramétrico local de transformacions asociado

{¢t}4e;- Tense que, localmente a expansién en serie de Taylor de ¢, é
oi(x') = 2" +t X (2") + 0(t?), tel,
onde 6(t*) é o resto de orden 2.

Despois dalgtin célculo obtense que a segunda forma fundamenteal de ¢;, localmente,
ven dada por

0X!
+ F@W]t + 6(t%)

O*X*k oxX*k ok X!
ko — =~ 1t Y xly k2
(v<dgpt>)z] [a$zax] i Yyl + Ol + il Oxi

= (LxDEt+6(t%), i,j,kl=1,...,m.

En consecuencia a parte lineal do campo de tensién é

dT(QOt)k
dt

_ i kN oip_
im0 = g7 (LxT5;), 4,5,k =1,...,m,
e esto proba a equivalencia (7)< (it).

Se consideramos X = X i% como aplicacién de (M, g) en (T'M, g%) temos en coor-

denadas:

X+ (M, g)—(TM, ¢°), a'=X(a') = (', X7), i = 1...m,
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e o campo de tension da aplicacion X é exactamente:

T(X)F = o0,

(X)) = gij(EXFfj), i,j,k=1,...m,
esto proba a equivalencia (i7) < (7).
En coordenadas locais a exprexiéon AX = 2Ric(X,.) ven dada por:
—(g"V,.V;Xi — (Ric)! X)) = 2(Ric); X7, (2.1.1)

onde (Ric);; = (Ric)rgn; e X; = g X" son as comportientes da 1-forma asociada o

campo de vectores X. A partires de (2.1.1) obtense:
—gijijXi — (RZC)UX] = O,
e polo tanto

gkj(ﬁXFZj) = gijijXi + (Ric)?Xj = 0.

Asi temos que (ii)<(iv).

A equivalencia (7i7)<(v) é un caso particular do seguinte teorema de Ferreira [17]:

Teorema 2.1.3.

Sera X : (M,g)—(TM,g%) un campo de vectores nunha variedade semi-
Riemanniana (M, g), e a proveccion do fibrado tanzente ™ : (T'M,g%)— (M, g).

Enton m € totalmente zeodésica e:
T(X) = H(r(m0X)) + V(Jrox (X))
= H(7(id)) + V(Jia(X)),

onde H eV denotan a descomposicion canonica horizontal e vertical e id denota a

identidade de (M, g). O

Claramente a harmonicidade implica 1-harmonicidade, pero o inverso non é certo en

xeral.
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Observacién 2.1.2.

Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana compacta llana. Se X é un campo de vec-
tores 1-harmonico-Killing entén (usando técnicas Bochner) X é un campo de vectores
paralelo e polo tanto Killing. Como as isometrias son aplicaciéns harménicas, obte-
mos que X é un campo de vectores harmonico-Killing. En conclusién, para unha
variedade Riemanniana compacta llana os campos de vectores 1-harmoénico-Killing e

harménico-Killing coinciden.

Observacién 2.1.3.

Sexa (M, g) unha variedade Kéahler compacta. Usando o Teorema de Rixidez de
Lichnérowicz ([14], p.38), que afirma que se as tranformaciéns infinitesimais son
variaciéns harmonicas da identidade, a cal é holomorfa, entén son variacions holo-
morfas, temos que X é un campo de vectores harmoénico-Killing nunha variedade
compacta Kahler se e soamente se X é holomorfo. Esto sera tratado con detalle no

capitulo 3.

Sexa f : (M, g)— (N, h) unha aplicaciéon harménica dunha variedade Riemanniana
compacta, (M,g), nunha variedade Riemanniana completa, (N,h). Un campo de
vectores X 6 longo de f define unha variacién dada por f; = exp’o(t.X), t€R, onde
exp’ denota a exponencial de (N, h). En [48] a tales variaciéns chamaselles variacions

xeodésicas e probase o seguinte:

Teorema 2.1.4.

Sexa f: (M,g)—(N,h) unha aplicacion harmonica dunha variedade Riemanniana
compacta, (M, g), nunha variedade Riemanniana completa de curvatura constante o,
(N, h). Enton X define unha variacion de f por aplicacions harmdénicas se e soamente

se || X|| =const. e se cumpren as sequintes ecuacions:

o (i) traceR'(df, X)df = VX,
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o (ii) traceR'(df, X)VX = 0.

onde R' denota a curvatura da variedade (N, h). O

O teorema anterior permitenos dar unha caracterizacion dos campos de vectores
harmonicos-Killing no caso particular de que o seu fluxo sexan xeodésicas.
Corolario 2.1.1.

Sexa X un campo de vectores nunha variedade Riemanniana, compacta, de cur-

vatura constante o, (M, g). Suponamos que o fluxo de X son xeodésicas. Entén X é

harménico-Killing se e soamente se || X|| =const. e se cumpren as seguintes ecuaciéns:
o (i) traceR(dp;, X)dp; = V32X,

o (ii) traceR(dp;,, X)VX = 0.

onde R denota o tensor curvatura da variedade (M, g).

Demostracién

Por se-lo fluxo de X xeodésicas o grupo l-paramétrico de transformaciéns asociado
a X pddese expresar do seguinte xeito: ¢; = expo(tX), teR. Estas aplicaciéns
definen unha variacién xeodésica da id : (M, g)— (M, g) e estamos nas condiciéns
do Teorema 2.1.4. Polo tanto as aplicacions ¢; son harmodnicas se e soamente se

cumpren as condiciéns do corolario. O

Nétese que a condicién (i) é equivalente a pedir que o campo sexa 1-harménico-Killing.

Reescrito [57] na nosa teminoloxia, tense o resultado equivalente relacionado coa

curvatura de Ricci:

Proposicién 2.1.1.
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Se nunha variedade Riemanniana, compacta e orientable, (M, g), o tensor de Ricci,
Ric, € semi-definido negativo, (€ dicir para todo campo de wvectores V en M,
Ric(V,V)<0), enton un campo de vectores, X, € 1-harménico-Killing se e soamente
se X ¢ paralelo. Nembargantes, se Ric € definido negativo, (é dicir Ric(V,V) =0 se
e soamente se V = 10), entdn os tinicos campos de vectores 1-harmonicos-Killing son

as seccions nulas.

Demostracién

Porser X = X h% un campo de vectores 1-harmoénico-Killing verifica en coordenadas

a seguinte ecuacion:

gV, V; X" + (Ric)I X' = 0. (2.1.2)
A seguinte férmula integral é ben conecida ([54]):
[y WF'V;V, X" — (Rio)} X") X}, + (VX' = VIXO)(V,X; = V.X;)
+ (VZXl)z]dU = 0,
onde do denota o elemento de volume do espacio.

Sustituindo
¢V, V; X" = —(Ric)l X*
na ecuacién anterior temos:

/ (Ric);; X X'dor / B
M M4

de onde

. L 1 )
(VX' = VIXI)(V;Xi = ViX;) + 5 (ViX')Jdo,

/ (Ric);; X’ X'do>0.
M
Se a igualdade se da na anterior desigualdade, entén temos

VjXZ‘ - V,LXJ - O
VX' =0.
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Combinando con (2.1.2) e V;X* = 0, implica que X é un campo de vectores Killing.

Polo tanto
V;X;i +V,;X; =0,
que xunto con
V;X; —V;X; =0,
implica V,;X; = 0, o que proba o resultado. O

A proba desta proposicion estd baseada na técnica de Bochner clasica para varie-
dades Riemannianas compactas (coma na Observacién 2.1.2), a cal non é valida no
caso de variedades semi-Riemannianas. Trataremos esto cun pouco mais de detalle

no derradeiro capitulo.

Como exemplo estudiarémo-las variedades métricas contacto. Unha variedade dife-
renciable (2m + 1)-dimensional M é chamada variedade contacto se ten unha 1-forma
diferencial global 7 tal que nA(dn)™#0 en tédolos puntos de M. Para unha forma de
contacto dada 7, existe un unico campo de vectores &, chamado campo de vectores

caracteristico, satisfacendo n(&) = 1, dn(&, X) =0, VXex(M).

A definicién de estructura contacto implica que a distribucién contacto (subfibrado
de T(M)) D, dada por 17 = 0, esté lonxe de ser integrable. E ben sabido (ver [2])
que a dimensiéon méaxima dunha subvariedade integral de D é m. Unha métrica
Riemanniana dirase que esta asociada & estructura contacto se existe un campo de

tensores de tipo (1,1), ¢, tal que:

dn(X,Y) = g(X,9Y), g(X,§) =n(X),
»*(X) X +n(X)E, VX, Yex(M).

Estas métricas poden ser construidas pola polarizacién de dn avaliada nunha base
ortonormal local do espacio tanxente con respecto a unha métrica arbitraria, no sub-
fibrado contacto D. A estructura (¢,n,£,9) en M é chamada estructura métrica

contacto e a sua variedade asociada é chamada variedade métrica contacto, a cal é
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orientable e de dimensién impar con m>3. Entén, as variedades métricas contacto

son o analogo a variedades casi-Hermiticas , en dimensién impar.

Nas variedades métricas contacto temos o seguinte resultado:

Proposicion 2.1.2.

Unha variedade métrica contacto (M, ¢, 1, &, g) é K-contacto se e soamente se o campo
de vectores caracteristico, &, é 1-harménico-Killing.

Demostraciéon

Unha variedade métrica contacto é K-contacto se e soamente se o campo de vectores
caracteristico £ é Killing con respecto a g, ou equivalentemente, se a curvatura de

Riccei, Ric(€,€), na direccién de € é igual a 2m.
Se suponemos que £ é 1-harménico-Killing tense que
trace, V€ + Q€ = 0,

onde @ é o operador de Ricci definido por g(QA, B) = Ric(A, B), A, B campos de
vectores en M. Por outra parte para unha variedade métrica contacto é ben conecido
que

trace, V€ = Q€ — 4mé.
Polo tanto ¢ é 1-harmonico-Killing se e soamente se

Q¢ = 2m¢.

Deste xeito

Ric(&,€) = g(Q&, &) = g(2m¢, &) = 2myg(§, ) = 2mn(§) = 2m.

Esto proba que se ¢ é 1-harmoénico-Killing entéon M ¢é K-contacto. O reciproco é

trivial. O
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2.2 Interpretaciéon xeométrica dos campos de vec-

tores 1-harmonicos-Killing

A equivalencia (7)< (iv) do Teorema 2.1.2 permitenos dar unha interpretacién xeomé-

trica dos mesmos. E a seguinte:

Empregando a definicién de campo de vectores afin-Killing (ou totalmente xeodésico)

unha condicion necesaria e suficiente para que a transformacion infinitesimal:
gt + X" (z)

leve a xeodésica x"(s) noutra xeodésica e preserve o caracter afin da lonxitude de

arco s é que:

dX7 dX?
X"+ R X* =
(v v + kji ) dS dS
h

Entén para un campo de vectores unitario «” no punto (z"), denotamos

= (V,;ViX" + Rl X o,
o vector de desviacién xeodésica de u" con respecto a X",

Agora, tomamos m vectores unitarios mutuamente ortogonais uZ, (a=1,...,m)no
punto (z") dunha variedade Riemanniana m-dimensional e calculamo-la media dos

vectores de desviacién xeodésica ¢”, (a =1,...,m) de u" con respecto a X"

%Z:ngg = _Za* V Vi X" + Rk]sz) Uy Ug

ou

—Z 9 (¢"'V; VX" + (Ric)h X7 (2.2.1)
tendo en conta que
T

Enton a media destes vectores de desviacion xeodésica non depende da eleccion dos

m vectores unitarios mutuamente ortogonais. Asi (2.2.1) representa o vector de
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desviacién media xeodésica de (z") con respecto a X". Empregando a equivalen-
cia (1)< (iv) do Teorema 2.1.2 temos que os campos de vectores 1-harménicos-Killing

son tales que o vector de desviaciéon media xeodésica antlase, esto é:

gjiVjViXh —+ (RZC)?Xz = 0.

Por este motivo os campos de vectores verificando a ecuacién anterior ((iv) Teorema
2.1.2) son chamados campos de vectores xeodésicos por Yano e Nagano en [57]. Estes
autores conxeturaron que o fluxo de tales campos preserva xeodésicas “en promedio”.
De modo méis preciso: ;O fluxo dos campos de Jacobi 6 longo da identidade esta
formado por aplicacions harménicas?. O Teorema 2.1.2 afirma que os campos de

vectores de Jacobi 6 longo da identidade son campos de vectores 1-harmoénico-Killing.

Observacién 2.2.1.

Os campos de vectores harménicos-Killing nunha variedade de Riemann dan lugar a
un tipo especial de variacién harmoénica da idy,. Smith [45] estudiou as variaciéns da
tdgn, obtendo que neste caso para n>3 tddalas variacions harmoénicas da identidade
de S™ venen dadas por isometrias infinitesimais. Deste xeito, os campos de vectores

harménicos-Killing en S™ con n>3, son os Killing.

Smith [45] proba que os campos de Jacobi 6 longo da identidade en S? estdn xerados
por 6 campos de vectores; 3 deles venien dados por isometrias infinitesimais e os
outros por transformaciéns conformes de S? en S?, as cales son tamén aplicacions
harmonicas. Podemos dicir entén que hay 6 xeradores dos campos de vectores 1-
harménicos-Killing en S? e todos son harmdénicos-Killing. Notar que Lee e T6th [31]

probaron que non existen variaciéns harménicas xeodésicas en S2.

Lee e Téth [31] estudian tamén cando un campo de vectores X xera variacions
xeodésicas da idgn. Para esto denotan por V(idg») os campos de vectores X tal
que

t—(idgn )¢ = expo(tX),

¢ unha aplicacién harménica para todo t€R. Os autores proban que V(idgn) = 0
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cando n é par, e V (idg2n—1) é un doble cono sobre SO(2n)/U(n). Este resultado resalta

a diferencia coas variaciéns obtidas das transformacions infinitesimais asociadas a X.

Empregando a equivalencia (i)<(iv) entre os campos de vectores 1-harménicos-
Killing e os definidos por Yano e Nagano podemos reescribi-los seguintes resultados

([57]) na nosa terminoloxia.
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Teorema 2.2.1.

o (1) Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana, compacta, Einstein e orientable.
A diverzencia dun campo de vectores 1-harménico-Killing X, V; X', é solucion

da ecuacion:
Af - _2Cf7

onde (Ric);; = cg;j e ¢ = % > 0 a curvatura escalar da variedade Einstein.

e (2) Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana compacta, Einstein e orientable.
Se a ecuacion Nf = —2cf admite como solucion unha funcion f non nula,

enton un campo de vectores 1-harmonico-Killing € Killing.

e (3) Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana, compacta, Einstein e orientable.

Un campo de vectores 1-harmonico-Killing descomponse do sequinte zeito:
Xt =YY"+ V",

onde Y é un campo de vectores Killing e f € solucién de Af = —2cf. O campo

de vectores Killing Y e a funcion f estin determinados de maneira inica. O

Ademais se denotamos por L o espacio vectorial dos campos de vectores 1-harmonicos-
Killing, por L; a alxebra de Lie dos campos de vectores Killing, por Ls o espacio
vectorial dos gradientes de soluciéns de Af = —2cf e por L3 a alxebra de Lie de
campos de vectores con diverxencia nula, entéon temos que nunha variedade compacta,

Einstein e orientable con curvatura escalar positiva tense

L =Ly + Ly, [Ly, Lo]CLs, [La, Ly]CLs.
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2.3 Relacions dos campos de vectores 1-h-K e h-K

con outros campos de vectores

2.3.1 Campos de vectores Killing, afins-Killing, conformes e

proxectivos

En primeiro lugar lembramo-la seguinte terminoloxia clasica:

(i) X é chamado campo de vectores Killing se o grupo 1-paramétrico local de
transformaciéns infinitesimais xerado por X é un grupo de isometrias. Equiva-

lentemente, Lxg = 0.

e (ii) X é chamado campo de vectores afin-Killing se o grupo 1-paramétrico lo-
cal de transformacions infinitesimais xerado por X é un grupo de aplicacions

totalmente xeodésicas. Equivalentemente, LxV = 0.

e (iii) X é chamado campo de vectores conforme se o grupo l-paramétrico lo-
cal de transformacions infinitesimais xerado por X ¢ un grupo de aplicacions

conformes. Equivalentemente, L£xg = 2pg, para algunha funcién p.

e (iv) X é chamado campo de vectores prozectivo se o grupo 1-paramétrico lo-
cal de transformaciéns infinitesimais xerado por X é un grupo de colinea-
cions proxectivas, esto €, aplica xeodésicas en xeodésicas. Equivalentemente,

(LxV)(X,Y)=p(X)Y + p(Y)X, para algunha 1-forma p.

E importante ter en conta que para estes campos de vectores non ten sentido falar de
1-Killing, 1-afin-Killing , 1-conforme e 1-proxectivo coma casos distintos de Killing,
afins-Killing, conformes e proxectivos. Nos anos cincuenta (ver [54]) os correspon-
dentes conceptos de aplicacion 1-isométrica, 1-afin, 1-conforme e 1-proxectiva para
o grupo l-paramétrico local de transformaciéns asociado é campo de vectores X,
{#t}4e s, foron chamadas movemento infinitesimal, colineacion afin infinitesimal, trans-

formacion conforme infinitesimal e transformacion proxectiva infinitesimal. E ben
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conecido que a caracterizacion moderna destes tipos de campos de vectores inclie a
proba da equivalencia entre movemento infinitesimal e isometria, colineacion afin in-
finitesimal e aplicacién afin (ou totalmente xeodésica), entre transformacion conforme
infinitesimal e aplicacion conforme, e finalmente, entre transformacion prozectiva in-
finitesimal e aplicacién proxectiva para a aplicacion ¢, (ver [27]). Nembargantes, o
caso 1-harmonico e harmoénico e completamente diferente tal e como amosamos no

Exemplo 2.1.1.

Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana e X un campo de vectores en M. O
pull-back da métrica g¢ pola seccién X : (M, g)—(TM, g%), (X*g), ten a seguinte

expresion:

(X*g“)(A, B) = g((VX)(A), B) + g(A, (VX)(B))
= (EXg)(A7 B)

(2.3.1)

para todolos campos de vectores A, B en M. Entén, como no Teorema 2.1.2, os
campos de vectores definidos antes poden ser caracterizados polas propiedades de

X 1 (M, g)—(TM, g%).

A ecuacién (2.3.1) proba que X ¢ Killing, se e soamente se, Null(g®) = dX(TM).
Asemade, cun sinxelo calculo pédese comprobar que a segunda forma fundamental da
seccién X ¢é igual a LxV (demostracién do Teorema 2.1.2) . Deste xeito, X ¢é afin-

Kiling se e soamente se X ¢é unha seccion totalmente xeodésica. Finalmente é ben

_ 2divX
m

(X*g%)(A, B) :—%g(fl, B), para tédolos campos de vectores A, B en M. Esto

conecido [53] que X é conforme se e soamente se Lxg = g, o cal implica que
amosa que X é un campo de vectores conforme se e soamente se X define unha seccién

conforme de (T'M, g©).

Exemplo 2.3.1.

Cosiderémo-lo plano real R? coa métrica Euclidea g;; = d;;, 7,7 = 1,2, e o campo de

vectores

X(a %) = X (o o)+ X2 %)
x xXr
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satisfacendo:

2 yi 2 i
(9X: 8)(3&07

orlorl —  0x2022

con i =1,2. Esto é, X% i = 1,2, son funciéns harménicas non nulas de R? en R.

A condicién afin-Killing para este tipo de exemplos é equivalente a:

02Xk
oridri

para todo i, 5,k =1, 2.

Noutras palabras, o campo de vectores X é 1-harménico-Killing se e soamente se
div(grad(X")) = 0,

para i = 1,2, e afin-Killing se e soamente se a matriz Xacobiana de (grad(X?)) se

anula.

A condicién Killing é

0XFk n 0X'i
oxt ork

para todo i,k =1, 2.

Finalmente a condicién para que un campo de vectores sexa conforme é

0XFk . 0X't
oxt oxk

= 2,0(1:1, :L’Q)(Sik,

sendo p unha funcién diferenciable e 7,k = 1, 2.

Entén X' = 1(z')?—3(2?)? e X2 = 0 proporciona un campo de vectores X que é 1-
harmonico-Killing pero non é afin-Killing porque %7&0, non Killing porque %—ff;éO,
non conforme porque %—f;;«éO e non harménico-Killing porque 7(ip;)(x,y) = t*(z,0) +
O(t3). Este exemplo pode xeneralizarse a R", tomando n funciéns harménicas de R™

en R.

Observacién 2.3.1.



28 Capitulo 2. Campos de vectores harmonicos-Killing e 1-harménicos-Killing

En [53] tsase a notacién, OX = AX — 2QX onde AX =: A& = (dd + dd)E, (€ é a
1-forma asociada a X) e QX é un campo de tensores de tipo (1, 1) chamado operador
de Ricci e definido por g(QA, B) = Ric(A, B); A, B campos de vectores en M. No

noso contexto:

0

OX = —g"(@) (£xTh(e)) = ()" (@) -

Claramente os campos de vectores Killing e afins-Killing son harmonicos-Killing.
No caso de campos de vectores 1-harmonicos-Killing o seguinte resultado danos a
condicién para ter o reciproco.

Proposicion 2.3.1.

Sexa X un campo de vectores 1-harmoénico-Killing nunha variedade Riemanniana,
compacta e orientable. Entén é Killing se e soamente se 6.X = 0.

Demostracién

Un campo de vectores X nunha variedade compacta orientable Riemanniana sen
fronteira ¢ Killing se e soamente se OX = AX — 2Ric(X,.) =0e 6X = V, X' = —
divX =0, onde A = dd + dd.

Temos que X é 1-harménico-Killing se e soamente se, AX — 2Ric(X,.) = 0 polo
Teorema 2.1.2, e esto proba o resultado. O
Proposicion 2.3.2.

Sexa (M, g) unha variedade (semi-)Riemanniana, ¥ un campo de vectores Killing e
X un campo de vectores 1-harménico Killing. Entén [Y, X] é 1-harménico-Killing.
Demostracién

Sexa ¢; o fluxo local de Y. Por ser ¢; isometrias locais entén temos

Pitrace,V?X = trace, V3, X
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pitrace,R(X, ). = trace,R(9 X, ).
onde

Pi(X) := dipyoXop; .

Estas ecuacions e a harmonicidade de X implican que

d
0 = —Egot(tracegV2X + traceyR(X, .).)|i=0

d . ~
= —E{tracegVZQOtX +tracegR(¢i X, ). }Hi=o

= trace,V°[Y, X] + trace,R([Y, X],.).

A ultima ecuacion é equivalente a
ALY, X] = 2Ric(]Y, X],.) =0,

onde A = dé + dd e polo tanto [V, X]| é 1-harménico-Killing polo Teorema 2.1.2.
Ademais por se-la multiplicacién por —1 unha isometria [X, Y] tamén é 1-harménico-

Killing. O

Para campos de vectores conformes témo-lo seguinte resultado:

Proposicion 2.3.3.
Os campos de vectores conformes e 1-harménicos-Killing nunha variedade Riemannia-
na m-dimensional, compacta e orientable estan relacionados do seguinte xeito:

e Para m = 2 existe unha correspondencia bixectiva entre os campos de vectores

conformes e 1-harmoénicos-Killing.

e Param > 2 se X é un campo de vectores conforme entén é 1-harmonico-Killing,

se e soamente se, do.X = 0.
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Demostracion:

A demostracion obtense utilizando o feito de que unha condicién necesaria e suficiente
para que un campo de vectores X, nunha variedade Riemanniana m-dimensional

compacta orientable sen fronteira, sexa un campo de vectores conforme é:

_9
ox + 2" Epsx =0,
m

onde D) Xé o campo de vectores asociado a 1-forma do.X. O

Outros resultados que relacionan os diversos campos de vectores son os seguintes:

Proposicion 2.3.4.

Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana m-dimensional, compacta e orientable. Se
X é un campo de vectores 1-harménico-Killing e conforme en (M, g) entén X é un

campo de vectores Killing e polo tanto harmoénico-Killing.

Demostracion
Por ser X un campo de vectores conforme

EXgij = ngij;

sendo g;; as componentes locais da métrica g e p unha funcién en M. Polo tanto
k k k yh
= pil} + P = gip",
onde Ffj denotan os simbolos de Christoffel da conexion de Levi-Civita de g, Rﬁij as

componentes do tensor curvatura, X* as componentes de X, p; = V;p, o= pigt e

8i=g"g;. Calculando a traza da ecuacién anterior e tendo en conta que

1 T
pj = %V]VTX s
obtemos
. , 1
IV XE + REXT = vk, X (2.3.2)

m
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A parte esquerda do signo igual de (2.3.2) anilase por se-lo campo de vectores X

1-harmoénico-Killing. E asi
V'V, X" =0,

polo tanto V, X" = cte. Ademais nun espacio compacto e orientable polo teorema de

Green:

/ (V. X")do =0,
M

e por ser V,. X" =const. Entéon V,.X" = 0, que pola Proposicién 2.3.1 proba o

resultado. O

Proposicién 2.3.5.

Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana m-dimensional compacta e orientable. Se
X é un campo de vectores 1-harménico-Killing e proxectivo en (M, g) entén X é un

campo de vectores Killing e polo tanto harménico-Killing.

Demostracién

Por ser X un campo de vectores proxectivo

LxTy = ViV, X"+ Ry X"

k k
= p;0; + pidy,

onde I'j; denotan os simbolos de Christoffel da conexién de Levi-Civita de g, Ry,
as compoientes do tensor curvatura de (M,g), X* as compoiientes do campo de
vectores X, dj=¢"”g;; e p; as componentes dunha 1-forma p en M. Contraendo a
ecuacion anterior en k e en ¢ tense:

1
S o2m+1

pj VjvaT.

Por outra parte, calculando a traza con respecto a g:
2

iy, V. X"+ K =
g AT R =

ViV, X" (2.3.3)
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A parte esquerda do signo igual de (2.3.3) anilase por se-lo campo de vectores X

1-harmoénico-Killing. E asi
V"V, X" =0,

polo tanto V, X" = cte. Ademais nun espacio compacto e orientable polo teorema de

Green:

/ (V,.X")do =0,
M

e por ser V, X" =const. Enton V,X" = 0, que pola Proposicién 2.3.1 proba o

resultado. O

Un campo de vectores X nunha variedade semi-Riemanniana (M, ¢g) que deixa o tensor
de curvatura invariante, é dicir, Lx R’;,, = 0 é chamado colineacion de curvatura
(C.C.). Se en particular V), (LxT};) = 0, sendo I'}; os simbolos de Christoffel da
variedade, dise que X é unha colineacion de curvatura especial (C.C.E.). Se deixa a
curvatura de Ricci invariante, é dicir , Lx(Ric);; = 0 X é chamado colineacion Ricci

(C.R.).

Obviamente, se X é un campo de vectores Killing ou afin-Killing entén X é unha
colineacion de curvatura. Ademais, tendo en conta que as operacions de derivada
de Lie e contraccion conmutan, se X é unha colineacién de curvatura entén é unha

colineacion Ricci. Pero os reciprocos non son necesariamente certos.

Ténense os seguintes resultados ([26]):

Proposicién 2.3.6.

Sexa (M, g) unha variedade Einstein, de dimensién m > 2, con curvatura escalar non
nula. Un campo de vectores X en M ¢ Killing se e soamente se X ¢é unha colineacion

Ricei.
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Demostracién

Por ser M unha variedade Einstein de dimensién m > 2 a curvatura de Ricci, Ric =

7-g, onde 7 denota a curvatura escalar e ¢ constante. Enton
. r r
LxRic=Lx(—g) = —Lxg,
m m
e esto proba o resultado. O

Por outra parte, cada variedade de dimension 2 é unha variedade Einstein, pero r

non é necesariamente constante. Se X é unha colineacion Ricci tense:
(Lx7)gij +1Lxgi; = 0.

Enton asumindo r+#0, obtense:

;CXT

r

Lxgi; = —(—)3ij;

e polo tanto:

Proposicién 2.3.7.
Cada colineacién Ricci X nunha variedade de dimensién 2 é un campo de vectores

conforme, (ou Killing cando Lxr = 0). O

Tendo en conta que cada colineacién de curvatura é unha colineacién Ricci obténense

os seguintes corolarios:

Corolario 2.3.1.

Sexa (M, g) unha variedade Einstein, de dimensiéon m > 2, con curvatura escalar non
nula. Un campo de vectores X en M ¢ Killing se e soamente se X é unha colineaciéon

de curvatura. O

Corolario 2.3.2.
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Cada colineacién de curvatura X nunha variedade de dimensién 2 é un campo de

vectores conforme, (ou Killing cando Lxr = 0). O

En relacién cos campos de vectores 1-harmoénicos-Killing e as colineacions Ricci tense
o seguinte:
Proposicion 2.3.8.

Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana con curvatura de Ricci constante. Un
campo de vectores, X, ¢ Killing se e soamente se é 1-harménico-Killing e é unha
colineacion Ricei.

Demostracion

Se X é un campo de vectores 1-harmoénico-Killing

Ox =0.

Por ser X unha colineacién Ricci:
Lx(Ric)ij = VEV(Ric)i; + (Ric)xV,;VF + (Ric),; ViVF = 0.
Se a curvatura de Ricci é constante = k:
Lx(Ric); = k(V;VF +V,V*) =0, (2.3.4)

contraendo (2.3.4) séguese que:

ViVF=o0. (2.3.5)

Utilizando que ¢ 1-harmoénico-Killing e a Proposicién 2.3.1 tense que X é un campo

de vectores Killing.
O reciproco € trivial. O

A partir dos resultados xa conecidos e os obtidos neste capitulo podemos face-lo

seguinte esquema:
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Afin-Killing
/ ! N\

Proxect. + 1-h-K C.C.E. Conf. + 1-h-K

! ! )
Killing C.C. Killing

C.R. + 1-h-K
] Ric = constante

Killing

2.3.2 Campos de vectores harmoénicos

Na terminoloxia clésica tense tamén a seguinte definicién:

Definicién 2.3.1.

Un campo de vectores X é harmonico, ou a 1-forma asociada & é harmonica se satisfai:

¢ =0, 6¢ = 0.

E ben cofiecido que un campo de vectores ¢ harmoénico se e soamente se V;X; —V; X
= 0 e V;X! = 0, ou equivalentemente se ¢* V,V.X; —(Ric),; X% = 0. Ademais,
nunha variedade Riemanniana, compacta e orientable, o nimero de campos de vec-
tores harménicos (con coeficientes constantes) ¢ igual o primeiro nimero de Betti da

variedade, Bj.

En relacion cos campos de vectores 1-harménicos-Killing témo-los seguintes resulta-

dos:
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Proposicion 2.3.1.

Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana compacta e orientable con curvatura de
Ricci definida positiva ou definida negativa. Se X é un campo de vectores harmoénico
e 1-harmoénico-Killing entén X = 0.

Demostraciéon

Por ser X un campo de vectores 1-harménico-Killing
9"V V. X; = —(Ric)ui X,

e por ser X harmonico

gV, V. X; = (Ric), X

Polo tanto

¢*VyV . X; = (Ric)y; X* = 0.

E asi

(RiC)aiXaXi = 0.
Se a curvatura de Ricci é definida positiva ou definida negativa entén X? = 0 e esto
proba o resultado. O
Proposicion 2.3.2.

Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana compacta e orientable con curvatura de
Ricci semidefinida positiva ou semidefinida negativa. Se X é un campo de vectores
harmonico e 1-harmoénico-Killing entéon X é paralelo.

Demostracién

Se X ¢é l-harménico-Killing e a curvatura de Ricci é semidefinida positiva pola

Proposicién 2.1.1 X é un campo de vectores paralelo.

Por outra parte é ben conecido, (ver [53]), que para un campo de vectores harménico
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X:
/ Ric(X, X) + |VX|*do = 0.
M

Polo tanto se a curvatura de Ricci é semidefinida positiva entén X é paralelo. E esto

proba o resultado. O

Proposicién 2.3.3.

Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana compacta e orientable. Se X é un campo

de vectores harmonico e 1-harmoénico-Killing enton ¢ Killing.

Demostracién

X é un campo de vectores Killing, se e soamente se,

¢V, V. X; + (Ric)u X = 0,

VvV, X' =0.

A primeira condicién cimprese por se-lo campo de vectores 1-harménico-Killing e a

segunda por ser harménico, o cal proba o resultado. O

2.4 Campos de tensores harmonicos

2.4.1 Levantamentos de campos de vectores

En primeiro lugar consideremos unha funcién C*°, f : M —R. Entén o levantamento
vertical f¥ de f é unha funcién fV : TM——R definida por f¥ = for. Por outra
parte, o levantamento completo f¢ de f definese do xeito seguinte f¢ = idf, onde
i : I(T*M) — C°°(T'M) é a aplicacién natural (i0)(v) := 6(v), para cada 0I'(T* M)
e v€T M, é dicir, en coordenadas locais:

. -of

fc<5(7i,[)32) — xzaxi7

1=1,...m,t=1+m.
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Para estas funciéns tense o seguinte resultado ([21]):
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Proposicién 2.4.1.

e (i) Sexa f unha funcién C* en (M,g). Entén fY é sempre harménica en

(TM, g%) e é totalmente xeodésica, se e soamente se, f é totalmente xeodésica.

e (ii) f¢ é harménica (resp., totalmente xeodésica) en (T'M, g%), se e soamente

se, f é harménica (resp., totalmente xeodésica) en (M, g). O

Agora sexa X un campo de vectores en (M, g) con grupo l-paramétrico local de
difeomorfismos {¢:},.;. Denotemos por XV o levantamento vertical de X. XV é o

campo de vectores en T'M determinado de maneira tinica pola seguinte propiedade:

XV (i0) = fo,

para toda 1-forma 6 en M, onde i : ['(T*M) — C°°(T'M) ¢é a aplicacién natural
seguinte: (i0)(v) := 0(v), para cada 0c'(T*M) e veT M.

Proposicion 2.4.2.

XV é un campo de vectores harménico-Killing en (7'M, g¢), para todo campo de

vectores X en (M, g).

Demostracion

O grupo 1l-paramétrico local de difeomorfismos asociado a XV denotarémolo por
{(p)V} tel. SeUd = {UeM, (x!,...,2™)} é unha vecifianza de coordenadas en

M, entén pédese considerar a vecifianza de coordenadas en TM, TU = {m,(U),

(z', ..., z™ b, . 2™)}, (ver seccién 1.4).

Nestas coordenadas

()" (2", 2") = (2u(2"),0).

A tnica compoiente non nula da segunda forma fundamental de (p;)"

¢é a seguinte:

V() )l = (Vdipy )y
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E calculando o campo de tensién temos que:

((0)") = (@)

™((p)") = 0.

o cal proba o resultado. O

Corolario 2.4.1.

XV ¢ un campo de vectores afin-Killing en (T'M, g%), se e soamente se, X é afin-
Killing en (M, g).

Demostracién

Basta ter en conta a expresién da segunda forma fundamental de (¢;)" calculada na
demostracion anterior. O
Observaciéon 2.4.1.

Usando [21] e a equivalencia (iii) do Teorema 2.1.2 pédese demostrar de xeito al-
ternativo que X" sempre é 1-harménico-Killing, pero non se pode demostrar que é
harmonico-Killing.

Proposicion 2.4.3.

XV é un campo de vectores conforme en (T'M, g%), se e soamente se, X é un campo
de vectores conforme en (M, g).

Demostracién

Tendo en conta que Lxvg® = Lxg, dedticese o que queremos. O

Corolario 2.4.2.

XV ¢é un campo de vectores Killing en (T'M, g°), se e soamente se, X é un campo de
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vectores Killing en (M, g). O

O levantamento completo a TM, X9, dun campo de vectores X en M estd unicamente

determinado pola seguinte propiedade:

fec™=, XC(idf) = id(X(f)).

Para estes campos podemos afirma-lo seguinte:

Proposicién 2.4.4.

X% é harménico-Killing (resp., afin-Killing) en (T'M,¢“), se e soamente se, X ¢é
harmonico-Killing (resp., afin-Killing) en (M, g).

Demostracién

Se {¢i},e; denota o grupo l-paramétrico local de transformacions asociado a X,
{dei},e; € o grupo 1-paramétrico local de transformaciéns asociado a X¢ en TM.
Por outra parte é un resultado conecido (ver [49]) que unha aplicacién ¢ harménica,
se e soamente se, a sua diferencial é harmonica con respecto 6 levantamento completo

e esto proba o resultado. O

Outro resultado en relacion cos levantamentos vertical e completo é o seguinte:

Proposicion 2.4.5.

Sexan X e Y dous campos de vectores nunha variedade (M, g), entén [XV, Y] é
harménico-Killing.

Demostraciéon

Tense que [XV,YC] = [X,Y]", o que xunto coa Proposicién 2.4.3 proba o resultado.

O
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2.4.2 Campos de tensores de tipo (1,1) harmédnicos

Sexa M unha variedade (semi-)Riemanniana m-dimensional con métrica g e conexién

de Levi-Civita V. Denotaremos por T'M o fibrado tanxente a M con proxeccion:

Tyt TM——M, (2%, 2")—(2"),i=1,...,m, i =i+ m.

Esta variedade 2m-dimensional pode ser equipada coa métrica semi-Riemanniana ¢¢,

levantamento completo de g, de signatura (m,m) e que foi definida nos preliminares.

Tendo en mente a definicion de campo de tensores de tipo (1,1) harménico [22],
como unha aplicacién harménica de (TM, g¢) en si mesmo, a caracterizacién (iii)
de campo de vectores 1-harménico-Killing e o feito de que a composiciéon de apli-
cacions harmonicas non ¢, en xeral, unha aplicacién harmonica, ténense os seguintes

resultados:

Lema 2.4.1.

Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana m-dimensional, X un campo de vec-
tores 1-harménico-Killing e 7" un campo de tensores de tipo (1,1) en M, entén TX é

un campo de vectores 1—harménico-Killing, se e soamente se:

gIX! [OYT —THOT)) — (AT + (0T

(OTE) T +T5(0,T)) + T5(0.T)) + (ViT)s + (V;T)f] = 0,

onde 4,5, k,I,t =1,...,m, X?, T]’-’C son as componentes do campo de vectores X e o

campo de tensores de tipo (1, 1), respectivamente, e (VZ-T);‘? denotan as componentes

el
ozt ”

da derivada covariante de 1" con respecto a

Demostracién

O campo de tensién de T'X pode ser considerado como o da aplicacion composicion:

ToX : (Ma g)_)(TM7 gc)—)(TMa gc)
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Usando a expresién do campo de tensiéon dunha composiciéon de aplicacions tense:

0

Oxkt+m ’

T(ToX) = T(TOX)k% + T(ToX)k+m

T(ToX)M™ = r(X)""Tf + gV XNORTS — T4(0T}) — ()T
+ (O + TR(0T) + TROTY) + (ViT)f + (V1))

7(ToX)"

0,
i, 5,k L,t=1,....m.

Se X é un campo de vectores 1-harmonico-Killing en M entén X é unha seccion

harmonica de TM co que 7(X) = 0, e obtense o resultado. O

Teorema 2.4.1.

Se X € un campo de vectores 1-harmonico-Killing en M e T € un campo de tensores
de tipo (1,1) paralelo, enton TX é un campo de vectores 1-harmdnico-Killing en M

se e soamente se T(Q(X)) = Q(T((X)), onde Q € o operador de Ricci.

Demostracién

Se T' é un campo de tensores de tipo (1, 1) paralelo entén
az'Qjle = Ffj@iﬂk) + (@I’fj)ﬂk - Ffj<ai,1—}t) - (airfj)Tlta

deste xeito as expresions non nulas do campo de tensién da composicion T'o X redicese

a

T(ToX )™ = gix! [Tf(airfj — oL + I, Ty — T, T%)

+ T'(0aTy; — O + Ty = DRI ),
1,7,k L,n,t=1,....,m.

Considerando as componentes locais da curvatura

0 0,0 0

B k k kot k ot
(5 523 gt = Fuinggr = 10T = O + Ty — Ty

0
tj il]@a
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obtemos

T(TOX)k-‘rm — ngXl [ﬂth + /IvltRk ]

ilj tij
— glel [Ttht o j‘vltRk: ]

ilj it]

= T/RIX' - RIT{X

i,5,k,l,t = 1,...m. Deste xeito, ToX ¢é harménico, se e soamente se, Ty RIX'=

RFIXY, k1t =1,...,m, é dicir T(Q(X)) = Q(T(X)). O

Exemplo 2.4.1.

Nunha variedade Kéahler (M, g, J), a estructura complexa J satistai VJ =0 e QJ =
J@, entén para todo campo de vectores 1-harménico-Killing en (M, g, J), JX é tamén

1-harménico-Killing.

Exemplo 2.4.2.

Unha variedade co-Kéhler (2m + 1)-dimensional (M, g, ¢, £, n) é unha variedade casi-
contacto onde o campo de tensores de tipo (1,1) ¢ satisfai Vi = 0, con respecto
a conexion de Levi-Civita asociada a g. Unha variedade co-Kéhler (M, g,¢,&,n) é
localmente o producto (N®R, hddt?, JO, %,dt), onde (N, h,J) é unha variedade
Kahler 2m-dimensional, asemade Q@ = ©(@. Asi para un campo de vectores 1-

harmonico-Killing en (M, g, ¢, &, 1), X é tamén 1-harménico-Killing.

Exemplo 2.4.3.

Sexa (M, g) unha variedade (semi)-Riemanniana con operador de Ricci paralelo, Q.
Como @ é un campo de tensores de tipo (1,1) autoconmutativo, entén, para todo
campo de vectores 1-harmoénico-Killing X, o campo de vectores QX é 1-harménico-

Killing.
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2.4.3 Meétricas harmonicas

Se (M, g) é unha variedade Riemanniana, conexa, m-dimensional e G é outra métrica

Riemanniana en (M, g), en [5] Chen e Nagano introducen a seguinte definicion:

Definicién 2.4.1.

Dirase que G é unha métrica harmonica con respecto a g se a aplicacién identidade

id : (M, g)—(M,G) é unha aplicacién harmoénica.

Empregando de novo a equivalencia (7)< (iv) do Teorema 2.1.2 para os campos
de vectores 1-harmonicos-Killing temos que un campo de vectores X nunha varie-
dade Riemanniana (M, g) é un campo de vectores 1-harménico-Killing se e soa-
mente se G = Lxg é un tensor harmoénico con respecto a g. X ¢é 1-harmodnico-
Killing se e soamente se id : (M,g)— (M, Lxg) é unha aplicacién harménica, se
e soamente se X : (M, g)—(TM,g") é unha seccién harménica, se e soamente se
id : (TM, g%)—(TM, (Lxg)°) = (T'M, Lxcg®) é unha aplicacién harménica, se e
soamente se X¢ é 1-harménico-Killing en (T'M, g¢). (Nétese que esto tltimo xa o

probamos na Proposicién 2.4.4).

Temos ademais o seguinte resultado:

Proposicién 2.4.1.

Se X é un campo de vectores afin-Killing nunha variedade Riemanniana (M, g) tal
que a identidade id : (M, g)— (M, Lxg) é unha aplicacién totalmente xeodésica,

entén X ¢é afin-Killing en (M, Lxg).

Demostracién
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Considerémo-lo seguinte esquema:
(M,g) —' (TM Lxg)
1 1+
(TM,g%) —"D (TM,(Lxg)") = (TM, Lxcg")
onde X e X* denotan o mesmo campo de vectores pero en (M, g) e (M, Lxg) respec-
tivamente. Tense que X*oid= d(id)oX, e calculando a segunda forma fundamental
desta composicion de aplicaciéns:
Vd((X"oid)) = dX*oV(d(id)) + V(dX™)(d(id), d(id))

I
Vd((d(id)oX)) = d(d(id))oV(dX) + V(d(d(id)))(dX,dX).

Tendo en conta que a seccion X e a ¢d son totalmente xeodésicas e que id é totalmente
xeodésica se e soamente se d(id) é totalmente xeodésica (ver [20]), obtemo-lo resultado

desexado. O

2.5 Morfismos harmonicos

Un dos problemas que se presentan & hora de definir os campos de vectores harmdnicos-
Killing é que a composicién de aplicacions harmoénicas non é en xeral unha aplicacion
harménica. Unha posible solucién seria considerar morfismos harmoénicos en lugar de
aplicacions harmonicas. No que segue realizamos un pequeno estudio dos resultados

que se obterian neste caso.

2.5.1 Morfismos harmonicos entre variedades Riemannianas

Definicién 2.5.1.

Unha aplicacién continua ¢ : X—Y é un morfismo harmoénico se para cada sub-

conxunto aberto V en Y e para cada funcion harménica v en V', vo¢ é harmodnica en
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¢o~H(V).

A composicién de dous morfismos harmonicos é obviamente un morfismo harmonico.

O primeiro estudio xeral de morfismos harmonicos foi feito por Constantinescu e
Cornea en 1965 no marco de espacios harménicos en teoria potencial [7]. O seu
obxectivo era xeraliza-la teoria de compactificacions de superficies de Riemann, sendo
entén o modelo para morfismos harmonicos, as aplicacions conformes entre variedades
Riemannianas.

Definicién 2.5.2.

Un campo de vectores X nunha variedade Riemanniana (M, g) dirase que é p-
harmonico se o grupo local 1-paramétrico de transformacions infinitesimais asociado
a X, {¢t}eps € un grupo de morfismos harménicos.

Observaciéon 2.5.1.

Neste caso {¢;},c; forman evidentemente un grupo, é dicir, se ¢; e ¢, son morfismos
harmonicos, @00 é tamén un morfismo harmoénico.

En relacion cos morfismos harmonicos tense o seguinte resultado:

Teorema 2.5.1.

[18] Sexan M e N dias variedades Riemannianas.

e (i) Se dimM < dimN os unicos morfismos harmdnicos de M—N son as apli-

cacions constantes.

e (ii) Se dimN =1, N = R, os morfismos harmdnicos M—R son as funcions

harmonicas en M.

o (iii) Se dimM =dimN = 2, esto € dicir que M e N son superficies Rieman-
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nianas, enton os morfismos harmonicos M——N son as aplicacions conformes

(considerando tamén os puntos onde df =0).

o (iv) Se dimM =dimN+#2 os unicos morfismos harmdnicos non constantes, (se
existen), son as aplicacions conformes con coeficiente de conformidade constan-

te, (i.e., isometrias locais salvo cambios de escala).

Para o caso particular de considera-los campos de vectores p-harmoénicos obténense

os seguintes resultados:

Proposicion 2.5.1.

Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana:

e (i) Se dimM = 2 os campos de vectores p-harménicos coinciden cos conformes.

e (ii) Se dimM > 2 os campos de vectores p-harménicos coinciden cos conformes
con coeficiente de conformidade constante, é dicir, cos homotéticos.
Demostraciéon

Os resultados anteriores obténense como consecuencia do Teorema 2.5.1. O

Corolario 2.5.1.
Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana:
e (i) Se dimM = 2 os campos de vectores p-harménicos forman unha alxebra de
Lie.

e (ii) Se dimM > 2 o corchete de dous campos de vectores p-harménicos é un
campo de vectores Killing, polo tanto forman un grupo pero non unha alxebra

de Lie.



2.5. Morfismos harmdnicos 49

Demostracién

Se X e Y son dous campos de vectores M-harménicos tense que Lxg = 2019 e

Lyg = 209g. Para o [X, Y] tense:

Lixyig = LxLyg—LyLxg= Lx(2029) — Ly(2019)
= 2(Xo09)g+ 401029 — 2(Yo1)g — 401029

= 2(Xoy—Yoy)g.

Notar que se 01 e 09 son constantes 2(Xoy — Yo1)g = 0 0 que proba o resultado. O

Observacién 2.5.2.

E ben comecido que nunha variedade semi-Riemanniana compacta sen fronteira os
campos de vectores homotéticos son Killing. Basta ter en conta que se V' é un campo
de vectores homotético g(VxV,Y) 4+ g(VyV, X) = 2c¢g(X,Y), para algunha constante
c. Contraendo esta ecuacion obtense divV = c¢m, onde m é a dimension da variedade.
Integrando e empregando o teorema da diverxencia tense 0 = ¢m vol(M). Polo tanto

c=0eV ¢ Killing.
A partir do anterior deducimos que nunha variedade semi-Riemanniana, compacta,
sen fronteira de dimensiéon m > 2 os campos de vectores p-harmoénicos son Killing.

En relacion cos morfimos harmoénicos tamén podemos da-lo seguinte resultado:

Proposicién 2.5.2.

Sexa ¢ : (M, g)— (M, g) un morfismo harmoénico entre dias variedades Riemannia-
nas e X un campo de vectores 1-harménico-Killing en (M, g), ou equivalentemente,
un campo de Jacobi 6 longo da identidade de M. Entén Xow é un campo de Jacobi

6 longo de 1.

Demostracién
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En xeral, se ¢ : (M, g)— (N, h) é un morfismo harmoénico, ¢ : (N, h)— (P, k') unha
aplicacion harménica e X un campo de vectores 6 longo de ¢, Entéon o operador de

Jacobi do campo de vectores Vo 6 longo de ¢oy) vén dado por:
Jsop(Vod) = N2 Jy(V)ot,
onde A é a funcion de dilatacién de . Esto é unha funcién tal que
o) (A0 (X), dda(X)) = Nho(X,Y),

para todo X, Y€H, e zeM, H, = V' e V.t = Ker(dg,). \ estd definida nos puntos
nos que o rango da d¢ é maximal e exténdese como funcién nula 6s restantes puntos

de M. En particular A? é C*. (As contas que se detallan a continuacién aparecen en

[35]).

En primeiro lugar nétese que a composicién ¢ o 1 é harmonica. Sexa W = Vo €

['(y~1¢p71TP). Pola definicién de conexién pull-back, para cada X €l'(T'M), temos:

VEIW = {Vi,x Vot (2.5.1)

Sexa v unha curva C*° en M tanxente a X e extendamos X a un campo de vectores
6 longo de 7. Por (2.5.1), ambolos lados da seguinte ecuacién estan ben definidos e

temos

VENVEW) = {00 (Vi V) Yoy

Outra vez, por (2.5.1),

VoW = {V3¢(v¥X)V}O¢’

vMx
X
asi

VigW = VEU(VLouW) — Vel W

X

_ o} ¢ ol
= Vi VawxV) = Vg Viov:

Por ser 1) harménica, para cada referencia ortonormal {e;} en M temos
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S du(Vidy(e),

asi

traceV*W = Zi 1{v¢ , oV —Vin oienV IoU

Vap(ep v
= Z {vdtbel ),dv(e V}OQ/J

Agora elixindo as bases {e;}, {fi} nos puntos x, ¥(z) tal que dip(e;)=\f; para i =

1,...,M e di(e;) = 0 noutro caso, temos

traceV*W = Zizlv?w(ei),dd)(ei)voq’b
= MtraceV?Voi.

Un sinxelo cdlculo da lugar ¢ seguinte

traceR” (d(¢povp), W)d(porp) = NtraceR” (dp, V)do,

e asi

Joos(W) = Jyou(W)(Vo)) = Ntrace{ — V2V — R (dg, V)dp}orp

= A2Jy(V)orh.

Con esto temos probado o resultado. O
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Capitulo 3

Campos de vectores h-K en

variedades Kahler

3.1 Variedades Kahler

Sexa M unha variedade C'* real 2m-dimensional recuberta por entornos coordenados
con coordenadas (z%), onde a recorre 1,2,...,2m. M pode ser considerada unha
variedade compleza de dimensién m se se definen as coordenadas complexas (2* =
x4 \/—_1305), i = i +m, nun entorno de z€EM tal que a interseccién de cada dous

entornos é regular. Existe un endomorfismo J, (un campo de tensores J de tipo (1, 1))

do espacio tanxente T),M, en cada punto p de M, tal que:

0 0
(8xi) - Ogt
0 0

e J2 = —1I, onde I é o morfismo identidade de T'M.

A cuestién é se a anterior propiedade é suficiente para a existencia dunha estructura
complexa en M. Fukami-Ishihara [19], en 1955, deron resposta negativa a esta pre-
gunta probando que a esfera 6-dimensional S® non ten estructura complexa pero o
seu fibrado tanxente admite tal endomorfismo. A unha variedade 2m-dimensional

M, dotada cunha estructura J satisfacendo J? = —I, chamaréselle variedade case

33
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complexa e J é o seu tensor de estructura case complexa. O campo de tensores N

de tipo (1,2) definido por:

N;(X,Y)=[JX,JY] - J*[X,Y] - J([X,JY] + [JX,Y]),

para cada X,Yex(M), é chamado tensor de Nijenhuis de J. Newlander-Nirenberg
[37] probaron que J define unha estructura complexa en M se e soamente se N, se

anula en M, neste caso dise que a estructura case-complexa J € integrable.

Sexan M e N duas variedades complexas con estructuras complexas Jy; e Jy, res-
pectivamente. Unha aplicacién C* ¢ : (M, Jy)— (N, Jy) entre duias variedades

complexas ¢ holomorfa se a diferencial:
doy : TxM—>T¢(I)N, reM,
satisfai:

Jnyodo, = dogody, YreM.

Considérase una métrica Riemanniana g en (M, J). Dirase que o par (J,g) é unha

estructura case Hermitiana en M, e M é unha variedade casi Hermitiana se
9(JX, JY) = g(X,Y), VX, Yex(M).

Ademais se J define unha estructura complexa en M, entén (J, g) e M son chamadas
estructura Hermitiana e variedade Hermitiana, respectivamente. A 2-forma funda-

mental €} da variedade casi Hermitiana definese por
QX,Y) =g(X,JY), VX, Yex(M).

Unha métrica Hermitiana nunha variedade complexa M chamase métrica Kahler se

() é pechada, esto é
3dUX,Y, Z) = (VxQ)(Y, Z2) + (VyQ)(Z, X) + (V) (X,Y) =0, (3.1.1)

onde V é a conexién de Riemann de g. E ben sabido (ver Kobayashi- Nomizu [27])
que a condicién Kdhleriana (3.1.1) é equivalente a V.J = 0. A xeometria Kahler ten

as suas raices en 1933, introducida por Kahler [25].
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Definicién 3.1.3.

Dada unha variedade case-complexa 2m-dimensional (M, .J), un campo de vectores
X sobre M dise analitico se define un automorfismo infinitesimal da estructura casi-
complexa J, é dicir, se LxJ = 0, onde por Lx denotamo-la derivada de Lie con

respecto a X.

Dada unha variedade casie complexa (M, J) para cada punto pe M, a complexifica-
cién do espacio tanxente 7,M dendtase por TPCM = T,M®C. Entén a estructura
case complexa de M, J : T,M—T,M, pode ser estendida de maneira tnica a unha
aplicacion lineal complexa da complexificacién, denotada por J : T Ifj M—T ;D M, e
os autovalores de J son #++/—1 debido a que J?> = —id. Deste xeito Tp‘DM pode

descomponerse nunha suma directa:

C _ 1,0 0,1
TS M =T8O MeT DM,

onde
1,0 - Car. —
TMOM = {veTy M; Jv = V—1v},
0,1 - Car. —
TOVM = {veT¥ M; Jv = —/=1v}.
E asi:

T0OM =) | TMOM,
p

p

TODAS = U GMT(O’I)M.
p

Un campo de vectores (complexo) sobre M, Z, dise de tipo (1,0) (respectivamente
(0,1)) se Z = X —/—1JX (respectivamente Z = X + iJX) para algin campo de

vectores X real sobre M.

Podemos identificar 7(*) M (chamado fibrado tanxente holomorfo) con T'M mediante

o isomorfismo lineal

= 1
T,M3X-X = (X - V=1JX)eTMOM. (3.1.2)
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No caso de que a estructura case-complexa sexa integrable diremos que un campo de
vectores Z de tipo (1,0) sobre a variedade complexa (M, J) é holomorfo, se actuando
sobre calquera funcién holomorfa definida (localmente) sobre M é holomorfo, é dicir,
localmente as stas funciéns componentes con respecto a un sistema de coordenadas
complexas son funciéns holomorfas. Outra caracterizacién dun campo de vectores
holomorfo serfa considera-lo como unha seccién holomorfa de, 79 M — M, o fibrado

tanxente holomorfo.

Resulta sinxelo probar que sobre unha variedade complexa M con estructura casi-
complexa J, se un campo de vectores (real) é analitico entén X = X —/-1JX
¢ un campo de vectores (complexo) holomorfo. Ademais se Z é un campo de vec-

tores (complexo) holomorfo, entén existe X un campo de vectores (real) analitico
verificando Z = £(X — /—1JX).
Teorema 3.1.1.

Sexa (M, J, g) unha variedade compacta Kahler, X un campo de vectores sobre M e

X = %(X —+V/—=1JX) o campo de vectores complexo asociado a X. Son equivalentes:

e (1) X € un campo de vectores 1-harmdénico-Killing,
e (2) X € un campo de vectores harmonico-Killing,
e (3) X € un campo de vectores analitico,

e (4) X éun campo de vectores holomorfo,

o (5) X € un campo de Jacobi ¢ longo da identidade de M.

Demostracién
Como estamos nunha variedade complexa (3)<(4).

Se X é un campo de vectores harmoénico-Killing, entéon o seu grupo 1-paramétrico

de tranformaciéns asociado {¢;},.; constitiien unha variacién da identidade de M
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formada por aplicaciéns harménicas, Vt€l. Polo teorema de Rixidez de Lichnérowicz

[13] todalas {;},.; son holomorfas, co que temos (2)(3)(<(4)).

Dado que nunha variedade Kahler toda aplicaciéon holomorfa é harmoénica temos

(4)=(2).

Utilizando agora unha versiéon infinitesimal do Teorema de Lichnérowicz, tense que
nunha variedade compacta Kahler os campos de Jacobi 6 longo da identidade coinci-

den cos campos de vectores holomorfos sobre M, co que (5)<(4).

Polo teorema de caracterizacion de campos de vectores 1-harménicos-Killing, Teorema

2.1.2, tense que (1)< (5) co que queda completada a demostracion. O

No caso en que (M, J, g) non é unha variedade compacta, e para campos de vectores
1-harménicos-Killing a anterior proposicion non ¢ valida en xeral. Vémolo no seguinte

exemplo.

Exemplo 3.1.1.

Considerémo-lo plano complexo Euclideo € coas coordenadas usuais z = x + iy, e a

métrica Hermitiana g = dx®dx + dy®dy. Sexa X o seguinte campo de vectores:

0 0
X(J}7y) - Xl(a"?y)% +X2(x7y>a_y

A condicién para que o campo de vectores X sexa 1-harménico-Killing é:

PX PX
ox2  oy?’

con i = 1,2, é dicir, X* son funciéns harménicas de R? en R. A condicién para que

X sexa un campo de vectores holomorfo, neste caso, é a seguinte:

oX'  OX? X' OX?
or Oy oy O

Entén X' = 1(z)? — 1(y)* e X? = 0 dé lugar a un campo de vectores X que ¢é

1-harmonico-Killing pero non é holomorfo.
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3.2 Campos 1-h-K en variedades Tachibana

Unha variedade case Tachibana é unha variedade case Hermitiana (M, J, g) onde a

métrica Riemanniana g verifica
g(JX,JY)=g(X,)Y), VX, Yex(M).
A anterior ecuacién en coordenadas ten a seguinte expresién JJ’? Jgts = i, polo tanto
Jji = —Jiy onde Jj; = Jigu, (i,7,t,5s =1,...2m).
Finalmente ten a propiedade de que o tensor antisimétrico J;, é un tensor Killing:
Vdin + Vi, =0,

de onde se segue que:

Ji==V;Jl =0

Cando se anula o tensor de Nijenhuis, a variedade case Tachibana é chamada Tachibana.

E ben cofiecido que toda variedade Tachibana é unha variedade Kahler [52].
Proposicion 3.2.1.

e (a) Unha condicién necesaria para que un campo de vectores X nunha variedade
casi Tachibana sexa analitico é que sexa 1-harménico-Killing e que JJ:(Lx J7) =

0, onde

J]hl = ghlJlji = ghl(Vlei + vjjil + Vijlj), in = gliJlj.

e (b) Nunha variedade compacta casi Tachibana os campos de vectores 1-

harmoénicos-Killing son os analiticos se e soamente se JI:(Lx J7") = 0.
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Demostracién

A demostracion é unha consecuencia inmediata da caracterizacion en coordenadas
dos campos de vectores analiticos en variedades casi Tachibana [52] e do Teorema

2.1.2. O

Observacién 3.2.1.

Esta proposicién pon de manifesto a necesidade da hipotesis Kdahler do Teorema 3.1.1,

que foi utilizada na aplicaciéon do Teorema de Rixidez de Lichnérowicz.
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Capitulo 4

Campos de vectores pluri-

harmonicos e a-pluriharmoénicos

Neste capitulo estudiarémo-los campos de vectores para os cales o grupo 1-paramétrico
local de transformaciéns consiste en aplicaciéns pluriharmoénicas ou a-pluriharmoénicas;
a tales campos de vectores chamarémo-los plurtharmonicos e a-pluriharmonicos, res-
pectivamente. Daremos, asemade, diversas caracterizacions intrinsecas e relacions

entre os novos campos de vectores e os xa conecidos.

4.1 Campos de vectores pluriharmonicos: definicions,
caracterizacions e exemplos
Sexa (M, J, g) unha variedade Kéhler 2m-dimensional e (N, h) unha variedade Rie-

manniana n-dimensional. Unha aplicacion C* ¢ : (M, J,g)—(N,h) é chamada

pluriharménica se a segunda forma fundamental da aplicacion ¢ verifica:

(Vdo)(X,Y) + (Vde)(JX,JY) =0, X,YET,M, VzeM.

Claramente unha aplicacién pluriharmoénica é harmoénica. Tamén é conecido que se

N é unha variedade Kahler e ¢ unha aplicacion holomorfa, entén ¢ é pluriharmoénica.

61
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Definimos agora uns novos tipos de campos de vectores en variedades Kéahler.

Definicién 4.1.1.

Un campo de vectores X nunha variedade Kéhler 2m-dimensional (M, J, g) é chamado
pluriharmonico se o grupo l-paramétrico local de transformaciéns asociado a X, é
un grupo de aplicacions pluriharmonicas. Neste caso diremos que a transformacion

infinitesimal é pluriharménica.

Como xa dixemos no capitulo 2, que cada campo de vectores XeT'(TM) da lugar
a un grupo l-paramétrico local de difeomorfismos I3t—q@,€Dif f(M), onde I é un

entorno do 0€R, resolvendo o sistema auténomo de ecuaciéns diferenciales ordinarias,
a * *
€U|t:t00§090t = €|4=t,0p; 0 X.

Esta ecuacién ten solucién unica; concretamente, ¢f = exp(tX), onde a exp se define

a través da stia expansion en serie de Taylor, e X* se entende como Xo. ..o X (k veces).

Agora o noso propésito é atopar condicions baixo as cales ¢; é pluriharmonica para

todo tel. A accién da élxebra de Lie de I'(T'M) en C*°(M) vén dada por:
CH(M)XTD(TM)—=C>*(M), (f, X)—Lxf = X(f),

xa que X (f)= ev|i=g0 %ogpj f, e o termo do lado dereito da igualdade, observando a

ecuacién diferencial, é igual a ev|i—gop;o X (f) = X (f).

Similarmente, a accién da élxebra de Lie de I'(T'M) nas conexiéns en M, (Con(M)),

ven dada por

Con(M)xI'(TM)—Con(M), (V,X)—LxV.

Mais concretamente, LxV = ev\f;oo%o V¥t onde V¥ é o resultado da accién natural

de I(T'M) en Con(TM), esto é,

VY = @;o(Vze—t Y )op™
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e por W% denotamos a acciéon pola dereita dos Dif f(M) en I'(TM), ie., W¢ =
p*oWop™'*, peDif f(M), Wel(TM).
Teorema 4.1.1.

Sexa (M, J, g) unha variedade 2m dimensional Kdihler e X un campo de vectores en

M. Se o campo de vectores X ¢ un campo de vectores pluriharmdnico, enton
(LxV)(Y,Z)+ (LxV)(JY,JZ) =0,

VY, Z campos de vectores en M.

Demostracién

Se X é un campo de vectores en M a diferencial dy; define unha seccién do fibrado
vectorial T* M@y (T M)~ Hom(T M, ;T M), onde ¢;(T M) é o fibrado pull-back de

TM 6 longo de ¢;. En efecto,

D(T'M)3Zdi,(Z) = Zog; €l (p;TM).

Onde,
Zopy = prop~0Zop; = pioZ7".
V'’ denota a conexién inducida de maneira natural no producto tensorial
T*M®p; (TM)
pola conexién V de T*M, e ¢fV denota a conexién en ¢ (T'M), entén

(V,(d%))z(y> = (%Orv)z(d%(y)) - (d@t)(vzy)
= poVze Y9t — (dpy)(V2Y).

Sabemos que a correspondencia (Z,Y)—(V'(dy:))z(Y) é simétrica cando a conexién

en T'M ¢é unha conexiéon de Levi-Civita, xa que a diferencia:

(V'(dgr))z(Y) — (V'(dipr))v (Z)
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é igual a
pi([Z2771,Y77]) = (de)(12,Y]),
a cal se anula identicamente.
Dicir que ¢, ¢é pluriharménica, é dicir que
(V'(dge))yi(YVi)owr ' + (V' (dpe) v (JY ), =0, Vi, j=1,....m,

onde {Yy, JY;}, kK = 1,...,m, é unha referencia en TM. Asi, despois de sustitui-la

expresion de V'(dy;) temos

Vyie Y = (V3 Y)P 4 Vv o JY — (Vy JY;)P0 =0, Vi, j = 1,...,m.

A correspondente condicién infinitesimal é,

0
GU’tZOEO(inwft}/jwit - (Vy;.)/j)ipit + VJ}/iW—t J}/jwit - (VJYZ.JY}‘)('th) =0.

Calculando as derivadas do lado esquerdo do signo igual, e simplificando, obtemos
LxV(Y;,Y;)+ LxV(JY;, JY;) =0, Vi,j=1,...,m,

onde X é un campo de vectores que ten por grupo l-paramétrico de difeomorfismos

¢, € esto proporciona o resultado. O

Exemplo 4.1.1.

Consideremo-lo plano complexo Euclideo € coas coordenadas usuais z = x + iy, e a

métrica g = drx®@dr +dy ®dy. Sexa X o seguinte campo de vectores:

X(,y) = X'z, 9) 2 4 X2(,y) 2 = (e¥sin (2)) 2

Oz Ay or’
Consideremos a estructura complexa usual
0 0 0 0
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as condiciéns do Teorema 4.1.1 neste caso son:

aZXi a2Xz
=0,7=1,2
axQ + ayQ Y ? Y )

que X verifica trivialmente.

Por outra parte o grupo 1-paramétrico de transformacions ¢;, asociado a X ven dado

pola expresién local en serie de Taylor:
1
wy) = (2,y) + e sin (2),0) + S sin (2) cos (2), 0)

+ %t?’(@?’y(sin (z) cos® (x) — sin® (), 0) + O(¢1),

onde A(t*) denota o resto de orde 4. Polo tanto,

0o 0 o 0

(Vd@t)(%, %) + (VdsOt)(J%, J%) = %Qt?’egy(sin () cos? (z)

+ sin® (2),0) + O(tY).

Co que X non é un campo de vectores pluriharménico, nembargantes a parte linal
desta expresion é nula. Como no capitulo 2, este exemplo induce & seguinte definicion.
Definicién 4.1.2.

Un campo de vectores X nunha variedade Kéhler 2m-dimensional (M, J, g) é chamado

1-pluriharmonico se o grupo l-paramétrico local de transformacions asociado a X,

{#t}ie;, verifica

%[(Vdgpt)(Y, Z) + (Vdpy)(JY, JZ)]|i=0 = 0, VY, Zex(M).

Neste caso diremos que a transformacién infinitesimal ¢; é 1-pluriharménica.
Obtivemos a seguinte equivalencia.

Teorema 4.1.2.

Sexa X un campo de vectores nunha variedade 2m-dimensional Kdihler (M, J, g). As

sequintes afirmacions son equivalentes:
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e (i) X éun campo de vectores 1-pluritharmdnico,

o (ii) LxV(Y;,Y;))+LxV(JY;, JY;) =0, V{Yy, JYi}, k=1,....,m, referencia en
TM.

o (iii) X : (M, g)—(TM, g%) é unha seccion pluriharmdnica, onde g¢ denota o

levantamento completo de g.

Demostracién

o)

Sexa z¢, a = 1,...,2m, un sistema de coordenadas locais en M e X = X(2%)57;

un
campo de vectores en M, con grupo l-paramétrico local de transformacions asociado

{#t}er- Tense que, localmente a expansion en serie de Taylor de ¢y é:
oi(1%) = 2% + X (%) + O(t?), tel
onde O(t?) ¢é o resto de orde 2.

Segundo os cédlculos do Teorema 2.1.2 a segunda forma fundamental de ¢, localmente,

vén dada por:

(V)5 = (LxTS)E+ O, abe=1,....2m.

Sexa {Y, JYi}, k = 1,...m, unha referencia en TM, entén a condicién de 1-pluri-

harmonicidade para X exprésase como:

d
5 (Ve (Y3, Y5) + (Vo) (JYi, JY)))lmo = LxV (Y3, Y5) + LxV(JY;, JY)) =0,

co que queda probado (7)< (i7).
Se consideramos X como aplicacién de (M, g) en (T'M, g©) temos en coordenadas:
X (M,g9)—(TM, g%, 2°~X* = (2%, X"),a=1,...,2m,

e segundo os calculos feitos na demostracion do Teorema 2.1.2 a expresién da segunda

forma fundamental de X vén dada por:

(VAX)(Y,Z) = 0,
(VAX)"*™(Y,Z) = LxV(Y,Z),
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c=1,...,2m, VY, Z campos de vectores en M, co cal queda probado (ii)<(éii). O

En [22] definen os campos de tensores de tipo (1,1) harménicos do xeito seguinte:

Definicién 4.1.3.
Un campo de tensores de tipo (1,1), T, en (M, g) dise que é harménico se a aplicacion:

T : (TM,g°)—(TM,g%) é unha aplicacién harménica.

Seguindo nesta lina nos damo-la seguinte definicién para os campos de tensores de
tipo (1,1):
Definicién 4.1.4.

Un campo de tensores de tipo (1,1), T, nunha variedade Kéhler (M, g, J) é pluri-
harménico se a aplicacién T : (TM, g%, J¢)—(TM, g¢, J¢) é unha aplicacién pluri-
harménica, onde ¢ e J¢ denotan, respectivamente, os levantamentos completos da

métrica g e da estructura complexa .J a T'M.

Empregando a anterior definicién tense o seguinte resultado:

Teorema 4.1.3.

Un campo de tensores de tipo (1,1), T, nunha variedade Kdhler (M,g,J) é pluri-

harmonico se, e soamente se, se verifican as sequintes condicions:

aJh 00
oxt rrs

(A) V(dT) + V(dT)thth + (VD)
(B) (VJT)i + (VIT)hJthJZ' =0,

i,k hot=1,...,2m; k = k+2m, onde {a?,2'} € un sistema de coordenadas en T M,
Ffj os stmbolos de Christoffel da conexion de Levi-Civita de M, J} as componentes
locais da estructura compleza J, (V;T)¥ as comporientes locais da derivada covariante

do tensor T e por V(dT) denotamos a k-comporiente da sequnda forma fundamental
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de T':
VDY, = G~ T~ gt T+ b + Py + T )
Demostracion
A condicién de pluriharmonicidade para a aplicacion
T:(TM,g%, J%)—(TM, g%, JO)
é
v(dT).z+V(dT)],JHJg =0, (4.1.1)

Va,B,v=1,...,4m, con pu,o =1,...,4m.
A estructura complexa J en TM ten a seguinte expresién local ([55)):

J¢ = J@ i@dm’—i—J& af@d:cj

I oxt ox’
+ J 80Z®dx7 + JE ;Z@d:cj ,
onde
JO = JS = g1 IS =0, (4.1.2)
¢ i
= ngi"”h’ (4.1.3)
1,7,h =1,...,2m, (_) =()+2m,e J;.' denotan as componentes locais da estructura

complexa J en M.

Por outra parte, as inicas componentes non nulas da segunda forma fundamental do

tensor 1" son as seguintes (ver [22]):

v 0T oTy  ory ork. ot oTh

kol I ph 94 ij k 9l k94
v(dT)zg =T [axla$] i a[Eh 8 1 Th + a 7} + thax]’ + th 8:1:1 ]7 (414)
v(dT);; = (V;T)F, (4.1.5)
i,5,k,l,h =1,....2m, k = k + m, onde Ffj e TJ’ denotan as componentes locais da

conexién asociada a ¢ e do tensor T, respectivamente, e (V;T)¥ as compotientes locais

da derivada covariante do tensor 7.
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Operando en (4.1.1) témo-las seguintes condiciéns:

(a)  V(dD)E + V(D) JE I + v (dT)E JETE + v (dT)E I I = 0,
(b) V(D)L + V(dT)5, I T + V(dT)E, JE T + Y (dT)f ST = 0,
(c) V(D) IS + 5 (dT)k JELIEN + NV (dT) 5 JE TS = 0,

i, j kL ht =1,...,2m, () = () + 2m. Sustituindo en (a), (b) e (c) os valores de
(4.1.2) e (4.1.3), obtemos:

. . L oJl .
(d)  NV(dT)f + V(D)5 JL Tl + V(dT)| i Ji + Jfa—wi]xt =0,

(e) V(dT)E +V(dD)k JiTh =0,

i,5,k,l,h,t =1,...,2m, k = k + 2m. Usando as ecuaciéns (4.1.4) e (4.1.5) témo-lo
resultado. O
Teorema 4.1.4.

Sexa (M, g, J) unha variedade Kihler 2m-dimensional, X un campo de vectores sobre
M 1-pluriharmoénico e T un campo de tensores de tipo (1,1) sobre M, paralelo. Enton
T € pluriharmonico se, e soamente se, T' X € 1-pluriharmonico.

Demostracién

T X pode ser considerado como a aplicacién composicion:

ToX : (M,g,J)—(TM,g% JO)—(TM, g%, J°)

T (X XT) = (2, X (T, TY) = (2, TEXY),

onde X = X*

O ik=1,...2m, i=1i+2m.

Empregando a férmula da segunda forma fundamental dunha composicién de apli-

cacions tense que:

a1 aX* OXP
V(d(TX))], = V(dX)": S— + V(dT)]

Ot B Pyi Oxd

(4.1.6)
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,7=1,....2m;a,B,vy=1,...,4m.

Utilizando as expresiéns da segunda forma fundamental dun campo de vectores, o
feito de que X é 1-pluriharménico e (4.1.6), temos que a condicién para a 1-plurihar-

monicidade de T'X resulta:

R OX! 0X!

v (dT), +V(dT)ilW + V(dT)gfjW + V() LT+
L OX!
v(dT)k W[JEJ]’? + JM ] =0,

i gk Lht=1,...2m, ()= () + 2m.

Tendo en conta (4.1.4) e (4.1.5) e o feito de que T é paralelo, a ecuacién anterior
redicese a

V(dT)E + V(dT)kJLTh =0, (4.1.7)

i,5,k,l,h = 1,....2m, k = k + m, que é equivalente as condiciéns expresadas no

Teorema 4.1.3 no caso de que 7T sexa paralelo, co que queda demostrado o resultado.

O

E ben sabido que as aplicacions pluriharmonicas son harmonicas e as aplicaciéns holo-
morfas son pluriharménicas, asemade no caso de campos de vectores pluriharmoénicos
en variedades compactas Kahler témo-las seguintes equivalencias.

Proposicion 4.1.1.

Sexa (M, J, g) unha variedade compacta Kahler, X un campo de vectores sobre M e

X = %(X —+/—1JX) o campo de vectores complexo asociado a X. Son equivalentes:

e (1) X é un campo de vectores 1-harménico-Killing,

(2) X é un campo de vectores harménico-Killing,

(3) X é un campo de vectores analitico,

o (4) X é un campo de vectores holomorfo,
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e (5) X é un campo de Jacobi 6 longo da identidade de M,

e (6) X é un campo de vectores pluriharménico.

Demostracién

Toda aplicacion pluriharmonica é harmonica e se N é unha variedade Kahler unha
aplicacion holomorfa ¢ : M——N é pluriharmonica. Entén, utilizando o Teorema

3.1.1 ténense as equivalencias. O

4.2 Campos de vectores a-pluriharmoénicos

Nunha variedade Kéhler (M, J,g) unha aplicaciéon é pluriharménica se a parte J-
invariante da segunda forma fundamental se anula. O noso propédsito é utilizar este
concepto mais xeral para cando M non é necesariamente unha variedade Kahler.
Seguindo con este obxectivo introducimo-lo formalismo de Clifford (ver [30] para

unha descricién completa).

Sexan (M,g) e (N,h) variedades Riemannianas (ou semi-Riemannianas), conexas,
sen fronteira e con dimM = m>2 e dimN = n>2. Sexa ¢ : (M, g)— (N, h) unha
aplicacion C*°. Denotamos por D = d + § o operador de Dirac do fibrado de Dirac
de M, actuando nas formas diferenciais con valores en ¢*(T'N). Se a é unha p-forma

en M e o é unha seccién de ¢*(T'N), a multiplicacién de Clifford, , vén definida por

oxa=ocNa—1(0)a,

axo=(—1)P(cha+1(0)a),

onde A e 1 denotan o producto exterior e o producto interior das formas diferenciais,

respectivamente.

Se {e;};_," é unha referencia ortonormal entén D ten a seguinte expresion:

D= Ziei x Ve;.
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Asi, a aplicacion C™ ¢ : (M, g)— (N, h) dise que é a-pluriharmdnica, onde « é unha

2-forma harménica (da = o = 0) en M, cando

D(axdp) — a* D(dp) = 0.

Seguindo a estructura das seccions previas introducimo-los campos de vectores a-
pluriharmoénicos caracterizados pola propiedade de que o seu fluxo integral actiia na

variedade mediante difeomorfismos a-pluriharménicos.

Definicién 4.2.1.

Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana. Un campo de vectores X en M é
chamado campo de vectores a-pluritharmonico se o grupo 1-paramétrico local de trans-
formaciéns asociado a X é un grupo de transformacions a-pluriharménicas. Neste
caso decimos que a transformacion infinitesimal é unha transformacién infinitesimal

a-pluriharménica.
Ténense os seguintes resultados:

Lema 4.2.1.

[41]Se « é unha 2-forma harménica sobre M, entén para todo €M, temos o seguinte:

D(a *dg) — a * D(d¢) = zzzlw(p(ei, IAales, ),

1=
1=

onde * denota a multiplicacién de Clifford e {e;}

T, M.

m .
1 € unha referencia ortonormal en

Teorema 4.2.1.

Sexa (M, g) unha variedade Riemanniana (ou semi-Riemanniana) e o unha 2-forma
harmonica sobre M. Se o campo de vectores X en M € un campo de vectores o-

pluriharmonico, enton para cada x€M,

S (LxV)(en Ihales ) =0,
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para unha referencia ortonormal local {e;}._\" en T, M.

Demostracién

Seguimos coa notacion das seccions previas. Se X é un campo de vectores en M con
transformacién infinitesimal ¢, enton ¢, é a-pluriharmonica, seguindo o Lema 4.2.1,

é dicir que, para cada reM,

Zi_ (Vdpi(es,.))op_iNale;,.) = 0, (4.2.1)

e (4.2.1) antlase se e soamente se para cada referencia ortonormal {e;};_}" en T, M,

> lale e Vdpi(ere;)op-r) — (aler, ¢) V'dii(ei ex)op-r)] =0,

Vi, k=1,...m

Asi, despois de sustitui-la expresion de V'dgp; obtemos que (4.2.1) é equivalente a

—t

2icr {aleen)(Vegeel") — (Ve,e5)?
alere;) ((Vefef) = (Veer)” )} =0,

)_

Vi, k=1,...,m

A correspondente condicién infinitesimal é

—t

evli—o {Z {ales ex)(Verel") — (Vee5)?
a(ei, e;) ((Ve% ) = (Veer)” )} =0,

)_

Vi,k=1,...,m

Calculando as derivadas do lado esquerdo do signo igual, e simplificando, obtemos

S alenen)(LxV)(enes) = ales, ) (LxV)(eiex) =0, ¥k =1,..m

A condicién é, entédn,

Zi_ (LxV) (e, )Aa(e;,.) =0,
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onde X é un campo de vectores con grupo 1-paramétrico de difeomorfismos ¢, e esto

proba o resultado. O

Vexamos co seguinte exemplo que a condicion é necesaria pero non suficiente.

Exemplo 4.2.1.

Consideremo-lo plano complexo Euclideo C coas coordenadas usuais z =z + iy e a
métrica g = dr®dx + dy®dy. Sexa X o seguinte campo de vectores:

X(x,y) = eYsin (m)%
Consideremo-la 2-forma o = w, onde w(X,Y) := ¢g(X,JY), en coordenadas: w =
dyNdz — dzAdy, que é harménica por se-la 2-forma dunha variedade Kéhler, (ver [23]
para mais detalles sobre campos de tensores harménicos). A condicién do teorema
anterior neste caso tradicese en

0?X1 02 X?

d(x2)? - d(z1)2

=0,
que X verifica.

Por outra parte o grupo 1-paramétrico de transformacions ¢, asociado a X vén dado

pola expresién local en serie de Taylor:
oi(r,y) = (2,9) + t(e¥ siny cos®  — sin® ,0) + 6(t),
onde 6(t*) denota un infinitésimo de orden 4.

Entén as condicions de w-pluriharmonicidade para X venen dadas por

0o 0 0 0

(8_x’ 8_x) + Vdp( = _—2t3e3y(sinx cos® z + sin® ) + O(t*).

d -

co que X non é un campo w-pluriharménico (poderiamos considera-lo Exemplo 4.1.1
xa que w-pluriharménico neste caso coincide con pluriharménico). Igual que ante-

riormente podemos considera-la seguinte definiciéon:

Definicién 4.2.2.
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Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemaniana. Un campo de vectores X en M é
chamado 1-a-pluriharmonico se o grupo 1-paramétrico local de transformaciéns aso-

ciado a X, {¢;},;, verifica
d
%(D(a * dip) — a* D(dpy))li=0 = 0.

Neste caso diremos que a transformacion infinitesimal ¢; é 1-a-pluriharménica.

Teorema 4.2.2.

Sexa X un campo de vectores nunha variedade semi-Riemanniana (M,g) e o unha

2-forma harmonica sobre M, enton as sequintes afirmacions son equivalentes:

e (i) X € un campo de vectores 1-a-pluriharmdnico.

o (i) > (LxV)(es, )N ale;,.) = 0, para unha referencia ortonormal local

{e:}", en T, M.

o (iii) X : (M, g)—(TM,g) é unha aplicacién a-pluriharménica, onde g¢ de-

nota o levantamento completo de g.

Demostracién

0
ox?

Sexa x', i = 1,...,m, un sistema de coordenadas locais en M e X = X'(z%):% un

campo de vectores en M con grupo l-paramétrico local de transformacions asociado

{#t}er- Como no teorema previo denotamos por
@i(2%) = 2% +tX%(2") + O(t?), tel,

a expansién en serie de Taylor de ¢y, onde O(t?) é o resto de orden 2.

Sabemos tamén que a segunda forma fundamental dy;, localmente, vén dada por:
(V(dg:))i = (LxTit + O(), i,k =1,...,m.

Sexa {e;};*, unha referencia ortonormal en 7'M, entén a condicién de 1-a-plurihar-

monicidade para X segundo o Lema 4.2.1 exprésase como:

%(Z:’ll(w%)(ei, Inalen Nlmo =Y (LxV)(es)nales, ) =0,
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co que queda demostrado (7)< (7).

Se consideramos X como aplicacién de (M, g) en (T M, g¢) sabemos pola demostracién
do teorema anterior que
(VdX)*(e;,.) =0,
(VdX)k—Hn(@i, ) = L:XV(GZ', .),

k=1,...,m, co que utilizando a definicion de a-pluriharmonicidade para a aplicacién

X temos (1)< (4it). O

Teorema 4.2.3.

Os campos de vectores a-pluriharmdnicos (1-a-pluriharmdnicos) nunha variedade

(semi-)Riemanniana (M, g) son invariantes baizo cambios conformes da métrica.

Demostracién

Basta ter en conta que o operador de Dirac é independente da elecciéon da métrica
na clase conforme, i.e., tense un operador de Dirac canénico asociado & estructura

conforme (ver por exemplo [24]). O

Exemplo 4.2.2.

Considerémo-lo plano complexo Euclideo C coas coordenadas usuais z = x + iy e a
métrica g = dex®dx + dy®dy. Tomemos a = g, que é unha 2-forma harmoénica, (ver

[23] para mais detalles sobre campos de tensores harmonicos) e a referencia ortonormal

0

s %}. Neste caso a condicion de 1-g-pluriharmonicidade:

Z::TEXV<€M )/\g(elv ) - 07

é equivalente a:

o 0 g 0
EXV(%u %)/\g(gyg) =0,
0 0 0 0
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Tomando X (z,y) = X'(x, y)a% a condicién anterior reducese a:

02 X! 0? X!
S )
Ox? T Oy?
Se agora consideramos o = w, onde w(X,Y) =: g(X,JY). En coordenadas: w =

dyNdzx — dzNdy.

Neste caso un campo X (z,y) = X(z, y)(% ¢ 1-w-pluriharmoénico, se e soamente se,

92X
=0
oxdy

Anélogas condiciéns se obterian considerando campos de vectores da forma X (x,y) =

)
X Q(xay)a_y
Polo tanto é sinxelo construir campos de vectores 1-g-pluriharmoénicos e 1-w-
pluriharménicos.
Proposicién 4.2.1.

Sexa (M, J, g) unha variedade compacta, Kahler e X un campo de vectores en M.

Entén as seguintes condicions son equivalentes:

(i) X ¢ analitico,

(ii) X ¢é harmonico-Killing,

(iii) X é pluriharménico,

(iv) X é w-pluriharménico, onde w é a 2-forma Kéhler sobre M.

Demostracién

As tres primeiras equivalencias son a Proposiciéon 4.1.1. Ademais cuns sinxelos

calculos obtemos:

(D(w * dipy) — w (dipy)) (X, V) = 2((Vdipy) (J X, Y) = (Vdp) (X, TY)),
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onde ¢; é o grupo l-paramétrico de transformacions asociado a X. Asi, temos a

equivalencia (iii)<(iv), e esto completa a proba. O

En presencia de condicions para a curvatura na variedade, existen relaciéns entre estes
conceptos. Se (M, g) é unha variedade Riemanniana compacta con curvatura seccional
complexa non positiva e a é unha 2-forma paralela en M, entén, usando [16], un

campo de vectores X en M é harmoénico-Killing se e soamente se é a-pluriharménico.



Capitulo 5

Alguns resultados en variedades

Lorentz

5.1 Técnicas Bochner en variedades Lorentz

Existen técnicas e resultados para o caso en que (M, g) é unha variedade Riemanniana
que non poden ser empregados no caso semi-Riemanniano nin, en particular, para

variedades Lorentz. Algins destes resultados son expostos a continuacion.
Formula de Bochner clasica

Para unha variedade compacta M e para cada campo de vectores Z en (M, g),
/ (Ric(Z,Z) + trace(A%) — (traceAz)*)dv = 0,
M

onde A é o campo de endomorfismos v—V,Z, VveT M. Observar que esta formula
¢é valida tanto no caso en que g é unha métrica Riemanniana coma no caso en que ¢é
unha métrica Lorentz. En efecto, o tinico que expresa é que a integral da diverxencia

do campo de vectores X = Az (Z) — (divZ)Z se anula.
Dificultade do caso Lorentz:
Ponendo

5z = trace(A%) — (traceAz)?,

79
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se 0z ten un signo, a férmula Bochner pode ser utilizada relacionando fortemente Z

coa curvatura de Ricci. Como exemplo témo-la Proposicién 5.1.1.

Proposicién 5.1.1.

Se nunha variedade Riemanniana, compacta e orientable, (M, g), o tensor de Ricci,
Ric, é semi-definido negativo, (é dicir para todo campo de vectores V en M,
Ric(V,V)<0), entén un campo de vectores, X, é 1-harménico-Killing, se e soamente
se, X é paralelo. Nembargantes, se Ric é definido negativo, (é dicir Ric(V,V) =0 se
e soamente se V' = 0), entén os unicos campos de vectores 1-harmonicos-Killing son

as seccions nulas.

Nembargantes, esto non ¢ valido en xeometria Lorentz. Alfonso Romero e Miguel
Sénchez en [44] atoparon xa algins resultados alternativos en variedades Lorentz,

por exemplo:

Teorema 5.1.1.

Sexa (M, g) unha variedade m-dimensional Lorentz, m>2 admitindo un campo de
vectores prozectivo Z(#0). Asumamos que g(Z,Z) alcanza o mdximo local en pe M

e Z, € causal. Enton:

9(R(v, Z,) Z,,v)>0 (5.1.1)

para todo veT,M ortogonal a Z,, e ademdis Ric(Z,, Z,)>0. En particular:

e (i) Se Z, € temporal enton a curvatura seccional de cada plano non dexenerado
7 contendo a Z, verifica: K(m)<0. Se se dd a igualdade para todos estes planos
(ou, equivalentemente, se se dd a igualdade (5.1.1)) enton V,Z = 0 para todo

v ortogonal a Z,.

o (ii) Se Z, ¢ nulo enton ¥V, Z € proporcional a Z,. No caso n>3 a curvatura

seccional nula con respecto a Z, para cada plano plano dexenerado contendo a
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Z, verifica

Q(R(Zpa ZP)ZP> Zp) >0.
Q(va Zp) N

Kz, () =

Se se da a igualdade para tédolos planos anteriores (ou, equivalentemente, se se dd

igualdade en (2.1.1)), enton V,Z € proporcional a Z, para todo v ortogonal a Z,. O

No caso de campos de vectores 1-harmonicos-Killing témo-lo seguinte resultado:

Teorema 5.1.2.

Sexa (M, qg) unha variedade Lorentz m-dimensional e {ei,...,e,} unha referencia
ortonormal, tal que g(ei,e1) = —1, g(e;,e;) =14 =2,...,m. Se a curvatura de Ricci
¢ semi-definida negativa, os campos de vectores 1-harmonicos-Killing temporais e sen
aceleracion son paralelos. Se a curvatura de Ricci é definida negativa, non existen
campos de vectores 1-harmonicos-Killing temporais sen aceleracion non nulos.

Demostracién

Por ser X un campo de vectores temporal non supén perda de xeralidade tomar

X = e;. Considerémo-la seguinte formula de Bochner (péx. 158, [42]):

2g(trace,V2ey, e1) + 2trace,(Vey, Vey) + Ag(er, er) = 0. (5.1.2)

Tense que:
Ag(er, e1) = divVg(er,er) =0,
e polo tanto a ecuacién (5.1.2) redicese a:

g(tracegv261, e1) +trace,(Vey,Vey) =0

Por ser e; un campo de vectores 1-harmoénico-Killing verifica:

g(trace,V2ey, e;) = —Ric(ey, e1),
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enton:

—Ric(er,e1) — g(Ve,e1, Ve e1) + ZiZQQ(VQel, Vee1) =0.

Por ser e; un campo de vectores sen aceleracién, esto é, V., e; = 0 enton:

Ric(ey,e1) = Zn

1=

QQ(VB«Lel? vGiel)'

Noétese que g(eq,e1) = —1 e asi
0= (Vzg)(er,e1) = 29(Vzer, e1),
polo tanto:
Vzeleef,

enton

Z?_zg(veie]d Veiel)zo'

deste xeito se a curvatura de Ricci é semi-definida negativa e; é paralelo e se a

curvatura de Ricci é definida negativa e; = 0. O

5.2 Espacios-tempo e cantidades cinematicas

Sexa (M, g) unha variedade espacio-tempo de dimensién 4 en relatividade xeral. Esto
significa que M é unha variedade C'*°, conexa, Hausdorff de dimensién 4 e g é unha

métrica Lorentz orientable no tempo de signatura hiperbélica normal (— + ++).

O conxunto de curvas integrais correspondentes a un campo de vectores X é chamado
congruencia de curvas temporais (espaciais ou nulas). As curvas temporais tamén son
chamadas linas de fluxo. A aceleracion das linas de fluxo 6 longo de X vén dada por

VxX, onde V é a conexiéon de Levi-Civita en M. O tensor proxector, definido por

hab = Gab t+ XaXba
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¢ usado para proxectar un vector tanxente nun punto p no espacio-tempo nun vector
espacial ortogonal a X en p. A velocidade de cambio de separacién das linas de fluxo

dunha curva temporal, C', tanxente a X vén dada polo tensor de expansion

0 = hehiV  X..

A expansion de volume 6, o tensor shear o,, o tensor vorticidade wy, € o vector

vorticidade w® definense como segue:

0 = divX,
0
Oab = eab_ghaba
way = hCRIVLX,,
1
wa — §nadewacd'

Estas cantidades resultan da descomposicién irreducible de Vyu, con respecto a g,

esto é:

0
vbua = Wap T 0w+ §hab - ub(vaucuc)

= Wa T+ 0ap+ ghab - ubua-

A continuacién daremos uns exemplos de campos de vectores harménicos-Killing neste

contexto.

Campos electromagnéticos

O campo eléctrico e magnético poden ser combinados nun s6 campo de tensores
F = Fen M, esto é¢ F é un campo de tensores de tipo (0, 2) antisimétrico. O tensor

complexo auto-dual electromagnético, F*, vén definido por:

n= Fay iy, i =/—1,

~ 1
Fab = §€abchCda
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onde €44q € 0 campo de tensores de Levi-Civita. As ecuacions de Mazwell son:

chab = 07

4
v Ft = e,
C

onde ¢ ¢é a velocidade da luz e J* e o vector de corrente conservada de dimension 4.

Esto quere dicir que verifica a ecuacién de continuidade definida por:

V. J*=0.

Alternativamente, as seguintes son as formas invariantes das tres ecuaciéns anteriores

dF = 0,
4

divf = -7,
C

divJ = 0,

onde g(X, fY) = F(X,Y),VX,Yex(M) e J é a 1-forma de corrente.

O campo de vectores de corrente de dimensién 4 ten diverxencia nula e pola Proposicién
2.3.1 do capitulo 2 tense que é 1-harménico-Killing, se e soamente se, é Killing. Pero
dado que todo campo Killing é harmoénico-Killing e todo campo harménico-Killing é
1-harménico-Killing obtemos que o campo de vectores de corriente de dimension 4 é

harmonico-Killing, se e soamente se, ¢ Killing.

Fluidos perfectos

Os fluidos son descritos pola sia densidade de masa p e unha congruencia de curvas
temporais, chamadas linas de fluxo. Suponamos que u é o campo de vectores temporal
da congruencia. Entén, o vector de flufdo de corrente definese por j = pu, tal que j
é conservada, esto é V7% = 0. O fluxo do vector corriente proporciona unha enerxia

interna, denotada por €, como funcion de p.

Poderiamos ter tamén un fluido cunha carga eléctrica conservada, esto é, divJ = 0,

onde J = eu é a corrente eléctrica.



5.2. Espacios-tempo e cantidades cinematicas 85

O campo de vectores fluido de corrente j e o campo de vectores de carga eléctrica
conservada tenen diverxencia nula e pola Proposicién 2.3.1 do Capitulo 2 tense que son
1-harménicos-Killing, se e soamente se, son campos de vectores Killing. Pero dado que
todo campo de vectores Killing é harmonico-Killing e todo campo harmoénico-Killing
¢ 1-harménico-Killing obtemos que os campos anteriores son harmoénicos-Killing, se

e soamente se, son Killing.

Campos de vectores 1-harmonicos-Killing en relatividade xeral

En relatividade, as ecuacions de Einstein son un conxunto complicado de ecuacions
diferenciais non linais, as solucions mais explicitas foron atopadas utilizando campos
de vectores Killing (ver [28]). Esto é debido 6 feito de que os campos de vectores

Killing deixan a conexién de Levi-Civita e todalas cantidades de curvatura invariantes.

En xeral se u é a velocidade fluxo de fluido tense o seguinte resultado:

Teorema 5.2.1.

[12] Sexa (M,g) unha variedade espacio-tempo de dimension 4, enton admite un
campo de vectores Killing temporal V' paralelo 6 campo de vectores da velocidade do
fluzo de fluiido u (V = Au, A > 0), se e soamente se

o (1) M ¢ libre de dilatacion, esto €, 0=0,

e (2) M é libre de shear, esto €, 0,4=0,

o (3) Lyu=0,A=0, i, = Vy(log)),

onde oq, 0 € U son as congruencias shear, de expansion e de aceleracion zeradas por

U. Od

Con respecto 6s campos de vectores 1-harmonicos-Killing témolo seguinte resultado:
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Proposicion 5.2.1.

Sexa (M, g) unha variedade espacio-tempo de dimension 4, entén admite un campo de
vectores 1-harmoénico-Killing temporal V' paralelo 6 campo de vectores da velocidade

do fluxo de fluido u ( V' = Au, A > 0), se e soamente se

e (1) M é libre de shear, esto é, 0,,=0,

e (2) Lyu=0, =0, 1, = Va(log)),

onde g4, 6 e 1 son as congruencias shear, de expansion e de aceleracion xeradas por

u.

Demostracién

Pola Proposicion 2.3.1 do capitulo 2 un campo de vectores 1-harmonico-Killing é
Killing se e soamente se ten diverxencia nula. Se o campo de vectores é paralelo 6
campo de vectores da velocidade do fluxo de fluido u (V = Au, A > 0) que tena
diverxencia nula é equivalente a que sexa libre de dilatacién. Empregando o Teorema
5.2.1 V = Ju, é Killing, se e soamente se, € libre de dilatacion e verifica as condicions
do enunciado. Polo tanto (1) e (2) son equivalentes a que V' = Au, sexa 1-harménico-

Killing. O
5.2.1 QOutros exemplos

Espacios-tempo Godel

Un espacio-tempo Gédel é unha variedade semi-Riemanniana (M, g) con

1 1 1
g = _(de)Q + (d[L‘l)Q + 562141‘ (d$2>2 + (dl’3)2 . 26A:l: dxodx27
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onde A é unha constante non nula e (¢t = 2% z', 2%, 23) son coordenadas locais. Os

simbolos de Christoffel non nulos son:

0 _ 10 _ 2 2 —Az!
Iy, =T =4, I'g, =17, = —Ae )

A
F(1)2 = Fgl = (§)€A = Fcl)z = F%o = Fém
e
a a *a a A a
u® = O,u:(),w:(%)&

Oagb — 0:9, waa:O.

E ben conecido que esta métrica admite os seguintes campos de vectores Killing;:

Vit = uf Vi =0y,
1
Vi = —2e Mt AaPa] 4 (72— (Aa?)d,

Ve o= 60, Ve =6 — A5l

Aqui Vq, V5 e V3 son temporais, Vy é espacial e V5 é temporal, espacial ou nulo

dependendo dos valores de A, z' e 22

Para os campos de vectores harménicos-Killing tense o seguinte:

o X = (az®+0b) 8%0 ¢ un campo de vectores harménico-Killing.
— Se a =0 X é un campo de vectores Killing.
— Se a#0 X non ¢ afin-Killing.

o YV = (az® +0b) % ¢ un campo de vectores harmoénico-Killing.

— Sea=0Y éun campo de vectores Killing.

— Se a#0 Y non ¢ afin-Killing.

o Z = (az’+bz® + ¢) 52 é un campo de vectores harménico-Killing.

— Sea=b=0 Z é un campo de vectores Killing.
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— Se a#0 Z non é afin-Killing.

Ademais nun espacio-tempo Godel todo campo de vectores da forma:

0 0 0
X = X% 2% ) — + X?(2°, 2!, ) — + X3(2Y, 2!, 2?) —
(x 27, )3x0 Sk )3x2 Sk )(9x3
verifica divX = %);—Z. Polo tanto X ¢é un campo de vectores Killing, se e soamente

se, ¢ 1-harmonico-Killing.

Espacio-tempo Schwarzchild

O espacio-tempo Schwarzschild é o modelo relativista mais simple dun universo con-
tendo unha soa estrela. A estrela asimese estatica e esfericamente simétrica e é a
unica fonte de gravidade no espacio-tempo. O modelo resultante pode ser aplicado a
rexions que estan arredor dalgin obxecto astronémico que cumpre aproximadamente
estas condiciéns. Por exemplo no caso do sol d4 un modelo para o sistema solar
incluso mellor que o pouco probable modelo Newtoniano. O modelo matematico é o

seguinte:

(N X S2agN+T2gU)7
N = {(t,r)eR?*/r > 2m},
2m
= -y gp?
gn ( r ) + (1 _ 2_m) T,

g = dB* +sin®0dy?,
onde 6 e ¢ son as coordenadas esféricas na esfera unidade S? e ¢, son o tempo e o
radio Schvwarzschild usual. O producto (¢,7, 6, @) é chamado sistema de coordenadas
esféricas-Schwarzchild. Neste espacio tense o seguinte:
e = ¢ un campo de vectores Killing e polo tanto é harmoénico-Killing.
e - non ¢ un campo de vectores Killing nin tampouco 1-harménico-Killing.
e & non ¢ un campo de vectores Killing nin tampouco 1-harménico-Killing.

* 3 ¢ un campo de vectores Killing e polo tanto ¢ harmoénico-Killing.
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Espacio-tempo Robertson-Walker

Dado que as ecuaciéns de Einstein son un conxunto complicado de ecuacions diferenci-
ais non linais, a mitido asimense certas condicions de simetria relevantes para a repre-
sentacion satistactoria do noso universo. Por observacions extragalacticas sabese que
o universo ¢ aproximadamente simétrico esfericamente con respecto a un observador.
De feito, é mais razoable asumir que o universo é isotropico que asumir que é esférico
simétrico arredor de cada punto no espacio-tempo. Esto significa (ver Walker [50])
que o universo € espacialmente homoxéneo, esto é ;,admite un grupo 6-paramétrico de
isometrias Gg de maneira que as superficies de transitividade son hipersuperficies de
curvatura constante. Esto quere dicir que cada punto dunha destas hipersuperficies
é equivalente a outro punto na mesma hipersuperficie. Tal espacio-tempo é chamado

Robertson-Walker. O modelo matematico é:
(RXNa 9)7 g = _dtQ + f(t)gNa f : N—)R—i_

Neste espacio-tempo tense o seguinte:

e 2 ¢ 1-harménico-Killing se e soamente se f(t) = e**5 A BER, esto implica

que % ¢ afin-Killing e polo tanto % ¢ harmoénico-Killing.

2]

2 é 1-harménico-Killing, i = 1,. .., dimN e esto implica que 5.7 ¢ 1-harmonico-

ozt

Killing en N e [(gn)® 321' ((gn)ab)] % =0.
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