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2.2. Fórmulas de Bochner en variedades casi–hermı́ticas . . . . . . . . . . . . . . 24

3. Estructuras doblemente casi–hermı́ticas 29
3.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.2. Algunas clases de variedades doblemente casi–hermı́ticas . . . . . . . . . . . 30

3.2.1. Variedades doblemente Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2.2. Variedades doblemente almost–Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2.3. Variedades doblemente complejas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.2.4. Variedades Kähler y opuesta almost–Kähler . . . . . . . . . . . . . . 48
3.2.5. Variedades almost–Kähler y opuesta compleja . . . . . . . . . . . . . 48
3.2.6. Variedades Kähler y opuesta compleja . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

4. Variedades 4–dimensionales doblemente casi–hermı́ticas 49
4.1. Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.1.1. Armonicidad de las formas de Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
4.2. Variedades doblemente almost–Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
4.3. Variedades Kähler y opuestas almost–Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
4.4. Variedades doblemente complejas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
4.5. Variedades almost–Kähler y opuestas complejas . . . . . . . . . . . . . . . . 61
4.6. Variedades Kähler y opuestas complejas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

v





Prefacio

Una estructura doblemente casi-hermı́tica (g, J, J ′) es un par de estructuras casi-
complejas conmutativas (JJ ′ = J ′J) junto con una métrica adaptada sobre una variedad
dada. Estas estructuras, asociadas a la reducción del grupo de estructura a U(p)× U(q),
aparecen de forma natural en el estudio de diversos problemas geométricos, en especial
sobre dimensión cuatro. Aśı, es conocido que [18] la existencia de tales estructuras es equi-
valente a la de un campo de 2-planos orientados sobre M4 y, por tanto, a la existencia de
determinadas métricas de signatura (+ +−−). Geométricamente, la equivalencia anterior
puede ser realizada a través de una estructura casi-producto Q obtenida a partir de la
estructura doblemente casi-compleja como Q = −JJ ′. Por tanto, y como pareceŕıa razo-
nable esperar, las propiedades de las estructuras casi-hermı́ticas (g, J) y (g, J ′) influyen
en las propiedades de la estructura casi-producto (g,Q) y rećıprocamente. A modo de
ejemplo señalemos aqúı que una variedad es doblemente Kähler si y sólo si la variedad es
localmente isométrica a un producto de variedades Kählerianas.

Es bien conocido que las distintas clases de estructuras casi-hermı́ticas influyen en las
propiedades de la curvatura de la variedad y rećıprocamente, determinadas propiedades
de la curvatura determinan la estructura casi-hermı́tica. Señalemos a modo de ejemplo la
situación de los espacios complejos generalizados [24], donde una fuerte restricción en la
curvatura conlleva la integrabilidad de la estructura casi-compleja y, en dimensiones su-
periores a seis, el carácter Kähleriano de la misma. Sin embargo, existen otras condiciones
más débiles sobre la curvatura que son todav́ıa cuestión de análisis en la actualidad. Aśı, la
conjetura de Goldberg, que afirma la integrabilidad de las estructuras simplécticas sobre
variedades compactas de Einstein es todav́ıa hoy en d́ıa un problema abierto (véase, por
ejemplo [1] para más información)

Recientemente se ha iniciado un programa general para tratar de dar respuesta a
problemas análogos a los anteriores a partir del uso de ciertas expresiones que relacionan
aspectos de la curvatura con las propiedades de una estructura casi-hermı́tica dada. Tales
expresiones vienen dadas por las denominadas “fórmulas de Bochner”, cuya utilidad se
hace extensiva a otras estructuras definidas a partir de una forma dada sobre la variedad
[7], [13]. Nuestro objetivo en esta memoria es obtener relaciones entre las distintas clases
de estructuras doblemente casi-hermı́ticas a partir de condiciones en su curvatura. Para
ello, será de vital importancia el uso intensivo de las fórmulas de Bochner asociadas.
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De una forma más precisa, el contenido de esta memoria se estructura de la siguiente
manera: en el Caṕıtulo 1 presentamos una serie de conceptos preliminares necesarios para
facilitar la lectura del trabajo de tal forma que resulte auto-contenido en la medida de lo
posible. Desarrollamos algunos aspectos básicos referentes a las teoŕıas de representaciones
y estructuras casi-hermı́ticas, que serán empleados en el Caṕıtulo 2 donde se establecen
las fórmulas de Weitzenbock y de Bochner. En especial la fórmula de Bochner asociada a
la 2-forma de Kähler de una estructura casi-hermı́tica dada por (2.9) será una herramienta
esencial en los caṕıtulos posteriores.

En el Caṕıtulo 3 presentamos las estructuras doblemente casi-hermı́ticas, cuyo estudio
es el objetivo real de esta memoria. Además de fijar la notación a utilizar, presentamos
una serie de ejemplos, entre los que destacamos la clasificación de estructuras doblemente
Kähler invariantes a la izquierda sobre grupos de Lie 4-dimensionales:

Teorema 3.2.3 Sea (g, J, J ′) una estructura doblemente Kähler invariante a la izquierda
en un grupo de Lie 4-dimensional G. Entonces el álgebra de Lie g = Lie(G) ha de ser
isomorfa a una de las siguientes:

1) g = {X, Y, Z, T}, donde
[X,Y ] = aX + bY

[Z, T ] = cZ + dT

2) g = {X, Y, Z, T}, donde
[X, T ] = aY

[Y, T ] = −aX

[Z, T ] = bZ

3) g = {X, Y, Z, T}, donde

[X, Z] = aY [X,T ] = bY

[Y, Z] = −aX [Y, T ] = −bX

[Z, T ] = − cb
a Z + cT

El objetivo del Caṕıtulo 4 es presentar condiciones en la curvatura de una variedad do-
blemente casi-hermı́tica que permitan garantizar que su estructura se corresponde con una
doblemente Kähleriana. Analizamos este problema para las distintas clases de estructuras
consideradas en el caṕıtulo 3, obteniendo, entre otras las siguientes:

Teorema 4.2.1 Sea (M4, g, J, J ′) una variedad doblemente almost-Kähler. Si la curvatura
seccional es no negativa, entonces (g, J, J ′) es una estructura doblemente Kähler sobre M .

Teorema 4.4.1 Sea (M4, g, J, J ′) una variedad compacta doblemente compleja. Si la cur-
vatura seccional es no positiva, entonces (g, J, J ′) es una estructura doblemente Kähler
sobre M .



Caṕıtulo 1

Preliminares

Comenzaremos este caṕıtulo dando una serie de definiciones que serán necesarias a
lo largo del trabajo. Para detalles y más referencias nos remitimos a textos básicos de
Geometŕıa Diferencial como [6] y [16]. Los pormenores de la sección dedicada a fibrados
se pueden consultar en [15].

1.1. Conceptos previos

Sea V un espacio vectorial y denotamos con
⊗p V el conjunto de los p–tensores y con∧p V el conjunto de los p-tensores alternantes. Se define la aplicación alternante

alt :
⊗p V −→ ∧p V

como

alt(ξ) =
1
p!

∑
σ∈Sp

sgn(σ)σξ

donde Sp es el conjunto de todas las permutaciones de p-́ındices y sgn(σ) denota el signo
de la permutación σ ∈ Sp.

Es claro que alt2 = alt, más aún, alt(ξ) = ξ si y sólo si ξ ∈ ∧p. Además, si
α ∈ ∧p, β ∈ ∧q se define el producto exterior como α ∧ β = alt(α⊗ β).

Sea M una variedad diferenciable, denotamos por
∧p(M) al conjunto de las p–formas.

Definimos la aplicación diferencial d :
∧p(M) −→ ∧p+1(M) como aquella determinada

por las propiedades siguientes:

a) d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)deg αα ∧ dβ
b) d2 = 0
c) df(X) = X(f), para todo campo de vectores X ∈ X(M)

3



4 1 Preliminares

Sea (Mn, g) una variedad de Riemann de dimensión n, siendo g su tensor métrico
de tipo (0,2) (i.e., un campo de tensores simétrico y definido positivo). La conexión de
Levi–Civita asociada se denotará por ∇ y viene dada por la fórmula de Koszul:

g(∇XY,Z) =
1
2
{Xg(Y, Z) + Y g(Z, X)− Zg(X, Y )

+g(X, [Z, Y ]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X,Y ])}
donde X, Y, Z son campos de vectores en M .

Una de las consecuencias de la existencia de una métrica de Riemann es la posibilidad
de identificar campos de tensores y 1–formas mediante los isomorfismos musicales. Aśı, el
gradiente de una función f : M −→ R se define como ∇f =: df �, donde � : T ∗M −→ TM
es el isomorfismo correspondiente a levantar ı́ndices. El gradiente está caracterizado por
g(∇f,X) = X(f) para todo X ∈ X(M). Además, pensando la conexión de Levi–Civita
como una aplicación ∇ : X(M) −→ ∧1(M) ⊗ X(M) podemos describirla del siguiente
modo:

Sea {e1, . . . , en} una base ortonormal de X(M) y {ω1, . . . , ωn} su base dual, entonces

∇ =
∑

i

ωi ⊗∇ei

El proceso de derivación dado por la conexión de Levi–Civita puede extenderse a
objetos más complejos que los campos de vectores. Concretamente, a nosotros nos intere-
sará poder derivar campos de tensores. Aśı, si φ ∈ ∧p(M), entonces ∇φ ∈ ∧1(M)⊗∧p(M)
está definida del siguiente modo:

(∇Y φ)(X1, . . . , Xp) = ∇Y φ(X1, . . . , Xp)−
∑

i

φ(X1, . . . ,∇Y Xi, . . . , Xp)

Lema 1 Sea φ una p–forma en M . Entonces se tiene que

dφ = alt(∇φ)

Demostración.
Sea {e1, . . . , en} una base ortonormal en m ∈M , {ω1, . . . , ωn} su base dual. Veamos que

dφ =
∑

i

ωi ∧∇eiφ

Sea φ = fIdxI , donde I = {i1, . . . , ip} . De este modo

dφ = dfI ∧ dxI =
∂fI

∂xj
dxj ∧ dxI
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Por otra parte ∑
i

ωi ∧∇eiφ =
∑

i

dxi ∧∇ ∂
∂xi

(fIdxI) =
∑

i

dxi ∧ ∂fI

∂xi
dxI

y el resultado se sigue comparando las dos expresiones anteriores. �

Sea V un espacio vectorial de dimensión n dotado de un producto interior 〈 , 〉.
Definimos la aplicación producto interior, denotada por int, como

int : V ⊗∧p(V ) −→ ∧p−1(V )

de tal forma que:
i) Si p = 1, v ⊗ ω �→ ω(v)
ii) Si p > 1 se extiende como anti–derivación

int(v ⊗ ω1 ∧ . . . ∧ ωp) = ω1(v) ω2 ∧ . . . ∧ ωp − ω2(v) ω1 ∧ ω̂2 ∧ . . . ∧ ωp+

+ . . .± ωp(v) ω1 ∧ ω2 ∧ . . . ∧ ω̂p

=
∑

j

(−1)j+1ωj(v) ω1 ∧ . . . ∧ ω̂j ∧ . . . ∧ ωp

El isomorfismo existente entre campos de vectores y 1–formas en variedades Riemannianas
nos permite extender la definición de producto interior a

int : V ∗ ⊗∧p(V ∗) −→ ∧p−1(V ∗)

y, de esta forma, podemos definir

Definición 1 Sea (Mn, g) una variedad n–dimensional. Definimos el operador coderivada

δ :
∧p(M) −→ ∧p−1(M)

como:
δφ = −int(∇φ) = −

∑
i

intei(∇eiφ)

donde intvφ = int(v ⊗ φ)

A continuación veremos la definición del operador estrella de Hodge, el cual nos va a
resultar de mucha utilidad a lo largo del trabajo.
La métrica Riemanniana 〈 , 〉 de una variedad puede extenderse al espacio de p–formas,
definiendo su producto interior 〈〈 , 〉〉 como
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〈〈X1 ∧ . . . ∧Xp, Y1 ∧ . . . ∧ Yp〉〉 = det


〈X1, Y1〉 〈X1, Y2〉 · · · 〈X1, Yp〉
〈X2, Y1〉 〈X2, Y2〉 · · · 〈X2, Yp〉
· · · · · · · · · · · ·

〈Xp, Y1〉 〈Xp, Y2〉 · · · 〈Xp, Yp〉


Aśı pues, definimos el operador estrella de Hodge, ∗, como la aplicación

∗ :
∧p −→ ∧n−p

construida de la siguiente manera. Dada una base ortonormal de V positivamente orientada
{e1, . . . , en}, entonces

(ei1 ∧ . . . ∧ eip) ∧ ∗(ei1 ∧ . . . ∧ eip) = e1 ∧ . . . ∧ en.

Ahora puede probarse que el operador ∗ verifica:

∗2 = (−1)p(n−p)

α ∧ ∗β = 〈〈α, β〉〉 e1 ∧ . . . ∧ en para cualesquiera p–formas α, β.

Aplicando las definiciones anteriores tenemos

Lema 2 Los operadores diferencial exterior, coderivada y estrella de Hodge están relacio-
nados como:

δ = ± ∗ d∗

Definición 2 Sea (Mn, g) una variedad de Riemann n–dimensional. Definimos el laplaciano ∆
como el operador ∆ = dδ + δd actuando sobre p–formas.

Lema 3 Sea (M, g) una variedad de Riemann compacta, entonces se verifica∫
M
〈〈δα, β〉〉 =

∫
M
〈〈α, dβ〉〉

para cualesquiera p–formas α, β en M .

Demostración.
Mediante un cálculo directo, utilizando las propiedades anteriores, se tiene:∫

M 〈〈δα, β〉〉 = ± ∫
M 〈〈∗d ∗ α, β〉〉 = ± ∫

M ∗(∗d ∗ α) ∧ β

= ± ∫
M (d ∗ α) ∧ β

= ± ∫
M [d(∗α ∧ β)± ∗α ∧ dβ] =

∫
M ∗α ∧ dβ

=
∫
M 〈〈α, dβ〉〉 �
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Como consecuencia inmediata se tiene que

∫
M

∆f = 0(1.1)

para toda función f : M −→ R definida en una variedad compacta, ya que∫
∆f =

∫
δdf =

∫
〈〈df, d(1)〉〉 = 0

A raiz de estos últimos resultados se obtienen obstrucciones a la existencia de fun-
ciones armónicas no constantes. Además, el Teorema de Hodge, que establece que cada
clase de cohomoloǵıa tiene un representante armónico, guarda una estrecha relación con
los conceptos anteriores.

Observación 4 Sea ahora V un espacio vectorial n–dimensional dotado de un producto
interior g. Podemos establecer un isomorfismo canónico entre

∧2 V ∗ y los endomorfismos
antisimétricos de V ,

∧2 V ∗ −→ {T ∈ End(V )/g(Tu, v) = −g(u, Tv)}, de la siguiente
manera:

T → α(X, Y ) := g(TX, Y )

y reciprocamente

α = ωi ∧ ωj → T =


T (ei) = ej

T (ej) = −ei

T (ek) = 0 ∀k �= i, j

Como además End(V) actúa sobre
∧p(V ∗), entonces se tiene que

End(V )× V ∗ −→ V ∗

(T, ω) �→ T · ω donde (T · ω)(v) = −ω(Tv), si p=1

extendiéndose a las formas de orden superior como derivación:

T · ω1 ∧ . . . ∧ ωp =
∑

j

ω1 ∧ . . . ∧ T · ωj ∧ . . . ∧ ωp

Vı́a la identificación de
∧2 V ∗ con un subespacio de End(V ), tenemos que

∧2 V ∗ actúa
en

∧p(V ∗) de la siguiente manera

(ω1 ∧ ω2) · φ = −ω1 ∧ inte2φ + ω2 ∧ inte1φ(1.2)

Sean X,Y ∈ X(M), (Mn, g) una variedad de Riemann n–dimensional. Se define el
tensor curvatura de Riemann , usando el siguiente convenio para el signo, por:
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RXY : X(M) −→ X(M)
Z �→ RXY Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

para todo X,Y, Z campos de vectores sobre M .

Observación 5 Sea R el tensor curvatura de una variedad de Riemann (Mn, g). Se veri-
fica que

R ∈ ∧2(M)⊗End(TM) ⊂ S2(
∧2(M)⊗∧2(M))

Si escribimos el tensor R en coordenadas tenemos la siguiente expresión:

R =
∑
i<j

ωi ∧ ωj ⊗Rij donde Rij es un endomorfismo antisimétrico.

Observación 6 Sea φ una p–forma en una variedad de Riemann, entonces el tensor cur-
vatura actúa sobre φ del siguiente modo

(RXY φ)(Z1, . . . , Zp) = −
∑

j

φ(Z1, . . . , RXY Zj , . . . , Zp)

Además, este tensor satisface las siguientes identidades:

RXY Z = −RY XZ,(1.3)

RXY Z + RY ZX + RZXY = 0,(1.4)

(∇XRY Z)W + (∇Y RZX)W + (∇ZRXY )W = 0,(1.5)

para todo X, Y , Z, W campos de vectores sobre la variedad M . Nos referiremos a (1.4)
y (1.5) como la primera y la segunda identidad de Bianchi respectivamente. A veces,
denotaremos RXY Z por R(X, Y )Z. También escribiremos el tensor curvatura como un
campo de tensores de tipo (0,4), definido por la expresión:

R(X, Y, Z, W ) = g(RXY Z, W ),

que satisface, además de las identidades que se deducen de modo inmediato de las que
verifica RXY Z, las siguientes:

R(X, Y, Z, W ) = −R(X,Y,W,Z)
R(X, Y, Z, W ) = R(Z, W,X, Y ).

El tensor curvatura de Riemann de una variedad parece un concepto abstracto un
tanto arbitrario. Sin embargo, su significado geométrico aparece al estudiar la curvatura
seccional. Sea m un punto de la variedad M y denotemos por TmM el espacio tangente de
M en m. Dado un subespacio bidimensional π de TmM , se define la curvatura seccional
de π como el número real
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K(π) = K(X, Y ) =
R(X, Y, Y,X)

g(X, X)g(Y, Y )− g(X, Y )2

donde X e Y son dos vectores linealmente independientes de TmM que generan π. De las
propiedades del tensor curvatura enunciadas anteriormente se sigue que K(π) = K(X, Y )
es independiente de la elección de la base {X,Y } de π.

Como ya dijimos, el concepto de curvatura seccional permite interpretar el significado
geométrico del tensor curvatura de Riemann y, además, el conocimiento de la curvatura
seccional de cada plano contenido en el espacio tangente en cada punto de la variedad
determina completamente el tensor curvatura R.

Pasamos ahora a definir dos contracciones importantes del tensor curvatura, que son
el tensor de Ricci y la curvatura escalar. El tensor de Ricci Ric está definido por

Ric(X, Y ) = tr{Z � RZXY },
y la curvatura escalar s está dada por

s = tr(Ric).

1.2. Representaciones

Sea G un grupo y V un espacio vectorial (real o complejo). Llamaremos grupo lineal
de V a las aplicaciones lineales inversibles de V en V .

GL(V ) = {T : V −→ V/T es lineal e inversible}

Una representación (lineal) de G es un homomorfismo ρ : G −→ GL(V ) para algún
espacio vectorial V . A las representaciones lineales de G las notaremos a partir de ahora por
(V, ρ). Sea (V, ρ) una representación de G. Sea W un subespacio vectorial de V . Decimos
que W es un subespacio invariante si se transforma en si mismo bajo la acción del grupo,
i.e., ρ(g)(w) ∈W para cualesquiera g ∈ G, w ∈W .

Definición 3 Sean (V, ρ) y (W,σ) dos representaciones de G y T : V −→ W una apli-
cación lineal. Decimos que T es G–equivariante si conmuta con las dos acciones, esto es,
si

V
T−→ W

ρ(g) ↑ ↑ σ(g)

V
T−→ W

es un diagrama conmutativo para todo g ∈ G.

Definición 4 Dos representaciones son isomorfas o equivalentes si existe un isomorfismo
equivariante entre ellas.
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Construcciones.
Sean (V1, ρ1) y (V2, ρ2) dos representaciones lineales de un grupo G.

1) Es posible definir una representación ρ1 ⊕ ρ2 del espacio V1
⊕

V2 de la siguiente
manera

(ρ1 ⊕ ρ2)(g)(v1, v2) := (ρ1(g)v1, ρ2(g)v2)

2) Aśı mismo tenemos la representación ρ1 ⊗ ρ2 del espacio V1
⊗

V2 dada por

(ρ1 ⊗ ρ2)(g)(v1 ⊗ v2) := ρ1(g)v1 ⊗ ρ2(g)v2

3) En el espacio V ∗
1 definimos la representación

(ρ∗1(g)ω)v1 := ω(ρ1(g)v1)

4) De igual forma, sobre el espacio Hom(V1, V2), definimos la representación ρ tal que

ρ(g)T := ρ2(g)−1Tρ1(g)

Definición 5 Una representación (V, ρ) es irreducible si no hay subespacios propios inva-
riantes distintos de 0.

Definición 6 Una representación (V, ρ) es completamente reducible si es isomorfa a una
suma (

⊕
j

Vj ,⊕ρj) donde cada (Vj , ρj) es irreducible.

Por simplicidad, a partir de ahora asumiremos que ρ(g)v = gv para cualesquiera g ∈ G,
v ∈ V , siendo (V, ρ) una representación dada.

Ejemplo 7 El hecho de que una representación no sea irreducible no significa que forzo-
samente sea completamente reducible. Aśı, por ejemplo, supongamos que G = Z y que
V = R2. Tenemos la acción

ρ : Z −→ GL(R2)

n �→
(

1 n
0 1

)
Esta acción no es irreducible ya que el eje OX es invariante. Además, esta acción tampoco
es completamente reducible ya que la matriz anterior no es diagonalizable.

Teorema 8 Toda representación de dimensión finita de un grupo finito G es completa-
mente reducible.
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Demostración.
Veamos en primer lugar que la existencia de una representación de un grupo finito G en
un espacio vectorial dotado de un producto interior (V, 〈 , 〉) permite definir en V un nuevo
producto escalar 〈〈 , 〉〉 que es invariante por G

〈〈u, v〉〉 =
∑
g∈G

〈gu, gv〉

Ahora, si (V, ρ) no es irreducible, entonces existe un subgrupo no trivial W �= 0, W ⊂ V
invariante por la acción de G. Sea ahora W⊥ el complemento 〈〈 , 〉〉–ortogonal de W en V
y W⊥ también es invariante.

Sea u ∈W⊥ y g ∈ G, entonces para cada w ∈W

〈〈gu,w〉〉 = 〈〈u, g−1w〉〉 = 0

con lo que se obtiene que (V ρ) ∼= (W ⊕W⊥, ρ|W ⊕ ρ|W⊥) �

El resultado del teorema anterior puede ser extendido a la situación correspondiente a
grupos topológicos compactos mediante un proceso análogo. La principal diferencia estriba
en la construcción del producto interior invariante, que en esta ocasión se obtiene a partir
de las medidas de Haar bi–invariantes (cuya existencia está garantizada sobre grupos
topológicos compactos). estas medidas verifican

µ(G) = 1
µ(A) = µ(Ag) = µ(gA)

esto es, la medida es invariante por traslaciones. Entonces se define el producto escalar en
V como

〈〈u, v〉〉 =
∫

G
〈gu, gv〉dµ

y se tiene

Teorema 9 Toda representación de dimensión finita de un grupo topológico compacto G
es completamente reducible.

A continuación estudiaremos el comportamiento de las aplicaciones G–equivariantes bajo
determinadas condiciones sobre la representación del grupo G.

Lema 10 (Lema de Schur)
Sean V,W dos representaciones irreducibles de G. Si T : V −→ W G–equivariante, en-
tonces T es isomorfismo ó T ≡ 0.

Demostración.
Teniendo en cuenta que kerT e Im T son ambos invariantes, entoces ha de verificarse una
de las dos posibilidades siguientes
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a) kerT = 0 e Im T = W , con lo que T es un isomorfismo

b) kerT = V e Im T = 0, de donde se obtiene que T ≡ 0 �

Lema 11 (Lema de Schur complejo)
Sea V un espacio vectorial irreducible, complejo y de dimensión finita.Si T : V −→ V es
una aplicación G–equivariante, entonces T ≡ λI

Demostración.
Sea λ un autovalor de T . Su autoespacio asociado Vλ es invariante. Por tanto, al ser V
irreducible Vλ = V lo que implica que T = λI. �

Corolario 12 Sean V,W dos G–módulos complejos, donde V es irreducible y de dimen-
sión finita. Supongamos que ambos están equipados con productos hermitianos (V, 〈 , 〉V ),
(W, 〈 , 〉W ) y que dichos productos son preservados por G.

Si T : V −→W es una aplicación G–equivariante, entonces es una homotecia, esto es,
existe λ ≥ 0 tal que

‖ Tv ‖2W = λ ‖ v ‖2V para todo v ∈ (V, 〈 , 〉V ).

Demostración.
Sea T ∗ la aplicación adjunta de T , esto es

〈T ∗w, v〉V = 〈w, Tv〉W
Entonces T ∗ es G–equivariante ya que

〈T ∗(ρ(g)w), v〉V = 〈ρ(g)w, Tv〉W = 〈w, ρ(g)−1Tv〉W = 〈w, T (ρ(g)−1v)〉W
= 〈T ∗w, ρ(g)−1v〉V = 〈ρ(g)T ∗w, v〉V

Si ahora tomamos la aplicación T ∗T : V −→ V , por el anterior lema podemos afirmar que
existe λ ≥ 0 tal que T ∗Tv = λv para cualquier v ∈ (V, 〈 , 〉). Por tanto, podemos concluir
que ‖ Tv ‖2W = 〈T ∗Tv, v〉V = λ ‖ v ‖2V �

Corolario 13 Sean V, W dos G–módulos, donde V es un espacio vectorial real e irre-
ducible para G. Supongamos que ambos están dotados de un producto interior (V, 〈 , 〉V ),
(W, 〈 , 〉W ) y que G preserva dichos productos.

Si T : V −→W es una aplicación G–equivariante, entonces existe a ≥ 0 tal que

‖ Tv ‖2W = λ ‖ v ‖2V para todo v ∈ (V, 〈 , 〉V ).
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Demostración.
La misma prueba usada en el corolario precedente nos sirve para probar que la aplicación
adjunta T ∗ : W −→ V es G–equivariante. Por tanto, la aplicación T ∗T : V −→ V también
es G–equivariante.
Podemos afirmar que la aplicación T ∗T es diagonalizable ya que es simétrica.
Sea a ≥ 0 un autovalor y Va el autoespacio asociado. Entonces Va �= 0 es irreducible y, por
ser V irreducible Va = V y T ∗T = aI �

El siguiente lema nos permitirá afirmar que, bajo ciertas condiciones, una descompo-
sición en subespacios irreducibles es ortogonal, lo que será de gran trascendencia a la hora
de aplicar las fórmulas de Bochner.

Lema 14 Sea (W, 〈 , 〉W ) una representación de G tal que G preserva 〈 , 〉W . Supongamos
que W = W1 ⊕W2 ⊕ . . .⊕Wk donde Wj es irreducible. Si Wi � Wj, entonces Wi ⊥Wj.

Demostración.
Sea u ∈Wi, entonces definimos ωu ∈W ∗

j de la siguiente forma ωu(v) = 〈u, v〉W . Por tanto
podemos definir la proyección ortogonal T : Wi −→Wj que es G–equivariante. Por el lema
de Schur podemos concluir que T = 0 y por tanto Wi ⊥Wj �

1.3. Fibrados Principales

Un fibrado principal con grupo G es un fibrado(localmente trivial)

P
π−→ M

tal que cada fibra π−1(x) es difeomorfa al grupo de Lie G y donde G actúa por la derecha
en P .

Si e ∈ P y g ∈ G notamos la acción como e · g tal que las órbitas de la acción son las
fibras y la acción en las fibras es la multiplicación del grupo.

Ejemplo 15 Sea Mn una variedad diferenciable. Tomamos FM = �pFpM donde FpM =
{β/β = {v1, . . . , vn} es una base de TpM}. Entonces

FM
↓ π
M

es un fibrado principal para el grupo GLn(R). Definimos la acción como sigue

β ∈ FM g ∈ Gln ⇒ β · g = (v1, . . . , vn)

 g11 · · · g1n
...

. . .
...

gn1 · · · gnn

 = (vkgk1, . . . , vkgkn)

A este fibrado lo conocemos como el fibrado de referencias.
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Definición 7 Sea G un subgrupo de Gln(R). Una G–estructura en Mn es un G–fibrado
principal P ⊂ FM .

Sea P
π−→M un G–fibrado principal y denotamos con (V, ρ) una representación de G

de dimensión finita, ρ : G −→ GL(V ). La aplicación E = P ×ρ V −→M , donde P ×ρ V es
el espacio cociente de P×V bajo la relación de equivalencia (x, v) ∼ (x.g, ρ(g−1)v) g ∈ G,
es un fibrado vectorial con fibra V denominado fibrado vectorial asociado.

Ejemplo 16 Sea FM
π−→ M el fibrado de referencias de una variedad Mn y tomemos

V = Rn con la representación identidad de Gl(Rn). De esta forma el fibrado vectorial
asociado es FM ×ρ Rn = TM , el fibrado tangente a M .

Ejemplo 17 Partiendo de nuevo del fibrado de referencias FM
π−→ M , pero tomando

ahora V =
∧2

Rn junto con la representación

σ : Gl(Rn) −→ Gl(
∧2

Rn)
T �→ [u ∧ v �→ Tu ∧ Tv]

el fibrado vectorial asociado resultante será FM ×σ
∧2

Rn =
∧2 TM

Observación 18 Todos los fibrados vectoriales se obtienen a partir de alguna represen-
tación. A un subespacio invariante W de una representación le corresponde un subfibrado
vectorial.

ρ : Gln(R) −→ Gl(V ) W ⊂ V

Sea E
π−→ M un fibrado. Llamaremos sección a una aplicación φ : M −→ E tal que

π ◦ φ = IdM .

Teorema 19 Sea P
π−→ M un G–fibrado principal. Entonces P es trivial si y sólo si P

admite una sección.

Demostración.
Si P es trivial, esto es, P � M ×G, entonces claramente admite una sección. Reciproca-
mente, supongamos que P admite una sección φ. Entonces tenemos

P
Ψ←− M ×G

φ ↑↓ ↓
M M

donde la aplicación Ψ está definida como

Ψ(x, g) = φ(x) · g

Ahora se sigue que Ψ es un isomorfismo. �
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A fin de caracterizar las secciones de un fibrado vectorial asociado, será útil el resultado
del siguiente teorema. A tal efecto, diremos que una función es G–equivariante si

f(x · g) = ρ(g−1)f(x) para todo g ∈ G

Teorema 20 Existe una biyección entre las secciones del fibrado vectorial asociado P ×ρ

V −→M y las funciones f : P −→ V G–equivariantes.

Demostración.
Supongamos que tenemos φ una sección del fibrado vectorial P×ρV

q−→M . Por otra parte
tenemos nuestro fibrado P

π−→M . Si tomamos un elemento β ∈ P , entonces π(β) ∈M y
por tanto φ(π(β)) = [(β · g, w)] = [(β, ρ(g−1)w)].
Llamamos vβ = ρ(g−1)w y definimos

f : P −→ V
β �→ f(β) = vβ

Veamos que este vβ es único.
Si [(β, vβ)] = [(β, v′β)] entonces, por la definición de la relación de equivalencia, vβ = v′β.

Se puede demostrar facilmente que la aplicación f es G–equivariante.
Sea ahora

f : P −→ V tal que f(x · g) = ρ(g−1)f(x)

definimos
σ : M −→ P ×ρ V tal que σ(p) = [(β, f(β))] con π(β) = p

A continuación veremos un sencillo ejemplo de aplicación G–equivariante que, por el
teorema previo, es lo mismo que tener una sección de un fibrado asociado.

Ejemplo 21 Sea P −→M un G–fibrado y sea ρ : G −→ Gl(V ) una representación de G
con un punto fijo. Sea v0 tal que ρ(g)v0 = v0, entonces

f : P −→ V
β �→ v0

es una aplicación G–equivariante.

El problema de la reducción del grupo de estructura que ahora nos planteamos es el
siguiente. Sea P −→ M un G–fibrado principal. Lo que nos interesa estudiar es si dado
H un subgrupo de G existe un H–fibrado principal Q ⊂ P −→M . En el caso de que este
subfibrado exista, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 22 Sea H un subgrupo de G y notamos por P −→M y Q −→M un G–fibrado
y un H–fibrado respectivamente con Q ⊂ P . Sea ρ : G −→ Gl(V ) una representación del
grupo G, entonces:
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P ×ρ V
↓
M

∼=
Q×ρ|H V

↓
M

La existencia de secciones para un cierto fibrado asociado permite caracterizar la re-
duccibilidad del grupo de estructura como se pone de manifiesto en el siguiente teorema:

Teorema 23 [14] Sea P −→ M un G–fibrado principal y H ≺ G un subgrupo. Entonces
el grupo de estructura admite una reducción a H si y sólo si el fibrado asociado P ×π G/H
admite una sección, donde π : G −→ G/H es la proyección.

Corolario 24 Sea P −→ M un G–fibrado principal y (V, ρ) una representación de G.
Tomamos φ0 ∈ V y llamamos H = stab(φ0) = {g ∈ G/ρ(g)φ0 = φ0}.
Supongamos que existe φ : P −→ V G–equivariante tal que para cada β ∈ P exista gβ ∈ G
con φ(β · gβ) = φ0. Entonces P reduce grupo a H.

Demostración.
Por el teorema 23 sólo habŕıa que probar que el fibrado P ×π G/H admite una sección,
pero por el teorema 20 esto es equivalente a encontrar una una función f : P −→ G/H
que sea G–equivariante.
Sea

f : P −→ G/H
β �→ gβH

Veamos que esta aplicación f está bien definida, es decir que gβ es única.
Supongamos que existe k ∈ G tal que φ(β · k) = φ0. Por tanto

ρ(g−1
β k)φ0 = ρ(g−1

β k)φ(β · k) = φ(β · kk−1gβ) = φ0

y entonces g−1
β k ∈ H y la aplicación φ está bien definida.

Ahora habŕıa que verificar que esta función aśı definida es G–equivariante. Para ello tene-
mos que probar que f(β · k) = k−1f(β) = k−1gβH (i.e. que gβ·k = k−1gβ).
Pero

φ((β · k) · gβ·k) = φ(β · kgβ·k) = φ0 = φ(β · gβ) = φ(β · kk−1gβ) = φ((β · k) · k−1gβ)

Por tanto se verifica que f(β · k) = k−1gβH �

Corolario 25 Sea
FM
↓ Fibrado de referencias

Mn

Sea φ un tensor (i.e. una sección de un fibrado vectorial asociado a alguna representación
V de Gln(R)).
Sea φ0 ∈ V y stab(φ0) = H.
Si ∀p ∈M , con respecto a alguna referencia, φp = φ0 ⇒ φ nos da una H − estructura.
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Ejemplo 26 Sea Mn una variedad, siempre admite métricas riemannianas.
Sea g una métrica riemanniana en Mn.
g es una sección del fibrado

S2(TM)
↓
M

que es un fibrado vectorial con la representación ρ : Gln(R) −→ Gl(S2(Rn))
stab(g0) = On.
Por tanto una métrica riemanniana g es una On − estructura

1.4. Variedades casi–hermı́ticas

Sea ahora (Mn, g) una variedad de Riemann n–dimensional. Decimos que J es una
estructura casi–compleja si y sólo si J es un campo de tensores de tipo (1, 1) tal que
J2 = −Id.

Si M es una variedad compleja siempre posee una estructura casi compleja, ya que si
tenemos las coordenadas complejas (z1, . . . , zn) donde zk = xk + iyk, podemos construir
la siguiente estructura casi–compleja J :

J
∂

∂xk
=

∂

∂yk
J

∂

∂yk
= − ∂

∂xk

Sin embargo, no toda estructura casi–compleja proviene de una estructura compleja, siendo
posible probar que la condición necesaria y suficiente para que ello ocurra es la anulación
del tensor de Nijenhuis, i.e. que [J, J ] = 0 siendo

[J, J ](X, Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X,JY ]− [X, Y ]

Decimos que una métrica Riemanniana es casi–hermı́tica (o adaptada a una estructura
casi–compleja J) si g(JX, JY ) = g(X, Y ) para cualesquiera X, Y campos de vectores sobre
la variedad M .

Notar que siempre podemos encontrar una métrica adaptada sobre cualquier variedad
casi–compleja (M,J) ya que, si h es una métrica arbitraria, entonces

g(X, Y ) =
1
2
{h(X, Y ) + h(JX, JY )}

es una métrica adaptada. Si tenemos una variedad (M, g, J) donde g es una métrica adap-
tada y J es una estructura casi–compleja diremos que (M, g, J) es una variedad casi–
hermı́tica. Véanse, por ejemplo, [8], [23] y [27] para más información sobre estructuras
casi–hermı́ticas.
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En una variedad casi–hermı́tica definimos ω(X,Y ) = g(JX, Y ) que es una 2–forma ya
que

ω(X,Y ) = g(JX, Y ) = −g(X,JY ) = −g(JY,X) = −ω(Y, X)

A esta 2–forma le llamaremos la 2–forma de Kähler de la variedad o bien la 2–forma
fundamental de la variedad.

Volviendo ahora al final de la sección anterior donde tratábamos sobre la reducción
del grupo de estructura, a continuación veremos como una estructura casi–compleja J
es una Gln(C) − estructura mientras que si además, esta estructura casi–compleja es
compatible con la métrica g, se trata de una Un− estructura. Supongamos que M2n tiene
una estructura casi–compleja J . Entonces existe una base {e1, . . . , en} de TM de tal forma
que la estructura J se expresa como

J =


0 −1
1 0

. . .
0 −1
1 0


Aśı el estabilizador de J , que coincide con Gln(C) es un subgrupo de Gl2n que muestra
como la estructura casi–compleja es una Gln(C)− estructura.

Sea J una estructura casi–compleja sobre la variedad M y g su métrica adaptada tal
que g(JX, JY ) = g(X, Y ). Entonces stab(g, J) = Gln(C) ∩ O2n = Un. Por tanto, una
estructura casi–hermı́tica es una Un − estructura.

Estudiando la derivada de la 2–forma de Kähler de la variedad, ∇ω, se obtiene que
esta toma valores en un cierto espacio vectorial W definido del siguiente modo:
Sea V un espacio vectorial real 2n–dimensional dotado de una estructura casi–compleja J
y un producto interior real definido positivo 〈 , 〉. Supongamos que J y 〈 , 〉 son compatibles
en el sentido de que 〈Jx, Jy〉 = 〈x, y〉 para todo x, y ∈ V . Sea V ∗ el espacio dual de V , y
consideremos el espacio V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ V ∗. Este espacio es naturalmente isomorfo al espacio
de todos los tensores covariantes trilineares en V . Sea W el subespacio de V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ V ∗

definido por

W = {α ∈ V ∗ ⊗ V ∗ ⊗ V ∗/α(x, y, z) = −α(x, z, y) = −α(x, Jy, Jz) para todo x, y, z ∈ V }.

Este espacio W ha sido analizado por A. Gray y L. Hervella obteniendo el siguiente
resultado.

Teorema 27 [11]

Se tiene que W = W1 ⊕W2 ⊕W3 ⊕W4. Esta suma directa es ortogonal, y se preserva
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bajo la representación inducida de Un en W . La representación inducida de Un en Wi es
irreducible. Para n = 1, W = {0}; para n = 2, W1 = W3 = {0}, aśı que W = W2 ⊕W4.
Para n = 2, W2 y W4 son no triviales, y para n ≥ 3 todos los Wi son no triviales.

Estos subespacios aparecen reflejados en la tabla siguiente dando lugar a las distintas
clases de variedades casi–hermı́ticas.

TABLA I - Variedades casi–hermı́ticas de dimensión ≥ 6

Clase Condiciones que la definen

K ∇ω = 0
W1 = NK ∇X(ω)(X,Y ) = 0 (o 3∇ω = dω)
W2 = AK dω = 0

W3 = SK ∩H δω = [J, J ] = 0 (o ∇X(ω)(Y, Z)−∇JX(ω)(JY, Z) = δω = 0)

W4 ∇X(ω)(Y, Z) = − 1
2(n− 1)

{〈X,Y 〉δω(Z)− 〈X, Z〉δω(Y )−
−〈X, JY 〉δω(JZ) + 〈X, JZ〉δω(JY )}

W1 ⊕W2 = QK ∇X(ω)(Y, Z) +∇JX(ω)(JY, Z) = 0
W3 ⊕W4 = H [J, J ] = 0 (o ∇X(ω)(Y, Z)−∇JX(ω)(JY, Z) = 0)

W1 ⊕W3 ∇X(ω)(X,Y ) +∇JX(ω)(JX, Y ) = δω = 0

W2 ⊕W4 SXY Z

{
∇X(ω)(Y, Z)− 1

n− 1
ω(X, Y )δω(JZ)

}
= 0

W1 ⊕W4 ∇X(ω)(X, Y ) = − 1
2(n− 1)

{‖X‖2δω(Y )− 〈X,Y 〉δω(X)−
− 〈JX, Z〉δω(JX)}

W2 ⊕W3 SXY Z {∇X(ω)(Y, Z)−∇JX(ω)(JY, Z)} = δω = 0
W1 ⊕W2 ⊕W3 = SK δω = 0

W1 ⊕W2 ⊕W4 ∇X(ω)(Y, Z) +∇JX(ω)(JY, Z) = − 1
n− 1

{〈X, Y 〉δω(Z)−
− 〈X,Z〉δω(Y )− 〈X,JY 〉δω(JZ) + 〈X,JZ〉δω(JY )}

W1 ⊕W3 ⊕W4 = G1 ∇X(ω)(X,Y )−∇JX(ω)(JX, Y ) = 0 (o 〈[J, J ](X, Y ), X〉 = 0)
W2 ⊕W3 ⊕W4 = G2 SXY Z {∇X(ω)(Y, Z)−∇JX(ω)(JY, Z)} = 0

(o SXY Z〈[J, J ](X,Y ), JZ〉 = 0)
W Sin condiciones

De entre las 16 clases anteriores, merecen especial atención las siguientes:

• Variedades hermı́ticas: la estructura casi–compleja es integrable (equivalente a la
clase W3 ⊕W4).

• Variedades simplécticas: la 2–forma de Kähler es cerrada (equivalente a la clase W2).

• Variedades Kähler : son complejas y simplécticas.
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Sin embargo, la clasificación de las variedades casi–hermı́ticas 4–dimensionales es algo
distinta, ya que W1 ≡ W3 ≡ 0, y este hecho hace que muchos de los tipos anteriormente
citados se anulen, quedando sólamente 4 tipos distintos de 0. Este caso particular será de
vital importancia en el posterior desarrollo del trabajo, ya que el estudio de la aplicación
de las fórmulas de Bochner a variedades doblemente casi–hermı́ticas lo desarrrollaremos
sólamente en el caso 4–dimensional. Aśı pues, la clasificación de variedades casi–hermı́ticas
4–dimensionales nos queda

TABLA II - Variedades casi–hermı́ticas de dimensión 4

Clase Condiciones que la definen

K ∇ω = 0
AK = W2 dω = 0
H = W4 [J, J ] = 0

W Sin condiciones



Caṕıtulo 2

Fórmulas de
Bochner–Weitzenbock

El objetivo de este caṕıtulo es obtener la fórmula de Bochner para estructuras casi–
hermı́ticas (2.9) establecida en la sección 2.2. Dicha expresión es consecuencia de dos
resultados más generales que se denominan primera fórmula de Weitzenbock (Teorema 28)
y segunda fórmula de Weitzenbock (Teorema 29) establecidas para p–formas arbitrarias
en la sección 2.1.

2.1. Fórmulas de Weitzenbock

Sea (M, g) una variedad de Riemann, donde ∇ es la conexión de Levi–Civita de la
variedad y R =

∑
i<j

ωi ∧ ωj ⊗ Rij su operador curvatura. Denotamos con ∇2 el operador

derivada covariante de segundo orden definido como:

∇2
X,Y := ∇X∇Y −∇∇XY para cualesquiera X,Y campos de vectores en M

Teorema 28 (Primera fórmula de Weitzenbock)[26]
Sea φ una p–forma en (M, g), entonces su laplaciano verifica

∆φ = −∇2φ + R̃φ(2.1)

donde, dada {ei} una referencia local ortonormal y {wi} su dual, ∇2φ :=
∑

i

∇2
ei,ei

φ y R̃

es el operador curvatura dado por R̃φ :=
∑
i<j

ωi ∧ ωj · (Rij · φ)

Demostración.
Por la definición del laplaciano podemos escribir

21
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∆φ = dδφ + δdφ

Fijamos ahora un punto m ∈ M y consideramos {ei} una referencia local ortonormal
en un entorno del punto m. Entonces

δdφ = δ(
∑

i

ωi ∧∇eiφ)

= −
∑
i,j

intej [∇ej (ωi ∧∇eiφ)]

= −
∑
i,j

intej (ωi ∧∇ej∇eiφ)

= −
∑

i

∇ei∇eiφ +
∑
i,j

ωi ∧ intej (∇ej∇eiφ)

dδφ = d[−intej (∇ejφ)]

= −
∑
i,j

ωi ∧∇ei(intej∇ejφ)

= −
∑
i,j

ωi ∧ intej (∇ei∇ejφ)

Ahora, teniendo en cuenta que ∇2φ =
∑

i

∇ei∇eiφ y utilizando las identidades ante-

riores, resulta

∆φ = −∇2φ−
∑
i,j

ωi ∧ intej [(∇ei∇ej −∇ej∇ei)φ]

= −∇2φ−
∑
i,j

ωi ∧ intej (Rij · φ)

= −∇2φ +
∑
i<j

ωi ∧ ωj · (Rij · φ)

�

Teorema 29 (Segunda fórmula de Weitzenbock)[26]
Sea φ una p−forma cualquiera en (M, g). Se verifica la segunda fórmula de Weitzenbock

−1
2
∆ | φ |2= p! | ∇φ |2 +〈∇2φ, φ〉(2.2)
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Combinando las dos fórmulas de Weitzenbock (2.1) y (2.2) podemos expresar 〈∆φ, φ〉 para
una una p–forma φ arbitraria como:

〈∆φ, φ〉 = 〈−∇2φ + R̃φ, φ〉
= −〈∇2φ, φ〉+ 〈R̃φ, φ〉

= p! | ∇φ |2 +
1
2
∆ | φ |2 +〈R̃φ, φ〉

A continuación, asumiendo que la variedad M es compacta, se tiene

Corolario 30 Sea (M, g) una variedad de Riemann compacta y φ una p–forma en M .
Entonces ∫

M 〈R̃φ, φ〉 =
∫
M

{| dφ |2 + | δφ |2 −p! | ∇φ |2}(2.3)

Demostración.
Integrando sobre M en

〈∆φ, φ〉 = p! | ∇φ |2 +
1
2
∆ | φ |2 +〈R̃φ, φ〉

y utilizando el lema 3, se tiene que∫
M 〈R̃φ, φ〉 =

∫
M 〈∆φ, φ〉 − p!

∫
M | ∇φ |2

=
∫
M 〈δdφ + dδφ, φ〉 − p!

∫
M | ∇φ |2

=
∫
M 〈δdφ, φ〉+ ∫

M 〈dδφ, φ〉 − p!
∫
M | ∇φ |2

=
∫
M 〈dφ, dφ〉+ ∫

M 〈δφ, δφ〉 − p!
∫
M | ∇φ |2

=
∫
M

{| dφ |2 + | δφ |2 −p! | ∇φ |2}
�

Ejemplo 31 A continuación calcularemos 〈R̃φ, φ〉 para el caso en que φ es una 1–forma

φ = φsωs. Teniendo en cuenta que Rij =
1
2
Rijklωk ∧ ωl, entonces

Rij · φ =
1
2
Rijkl(ωk ∧ ωl) · (φsωs)

=
1
2
Rijkl(−ωkδlsφs + ωlδksφs)

=
1
2
Rijks(−ωkφs) +

1
2
Rijsl(ωlφs)

= −Rijksωkφs

Aśı pues
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R̃φ =
∑
i<j

ωi ∧ ωj · (Rij · φ)

= −φsωi ∧ ωj · ωkRijks

= ωiδjkRijksφs − ωjδikRijksφs

= −Rijisφsωj −Rijsjφsωi

Aplicando este último resultado al producto que queremos calcular

〈R̃φ, φ〉 = 〈−Rijisφsωj −Rijsjφsωi, φrωr〉
= −Ririsφsφr −Rrjsjφsφr

= 2Ric(φ�, φ�)

donde φ� =
∑

s

φses es el campo de vectores asociado a la 1–forma φ.

Aśı pues, la expresión (2.3) resulta ser

2
∫

M
Ric(φ�, φ�) =

∫
M

{| dφ |2 + | δφ |2 − | ∇φ |2}
Como consecuencia directa de estos resultados podemos demostrar fácilmente algunos

teoremas clásicos de cohomoloǵıa como son los dos teoremas de Bochner que nos afirman
que dada (M, g) una variedad compacta verificando que Ric > 0 entonces se anula su
primer número de Betti. Si la variedad verifica una condición de positividad sobre el
tensor curvatura R, entonces se anulan todos los números de Betti de orden menor que
dim M .

2.2. Fórmulas de Bochner en variedades casi–hermı́ticas

El objetivo de esta sección será aplicar la fórmula (2.3), obtenida en la sección previa
por aplicación directa de las dos fórmulas de Weitzenbock, a la 2–forma de Kähler ω de
una variedad casi–hermı́tica. Aśı pues, en este caso, la fórmula será∫

M
〈R̃ω, ω〉 =

∫
M

{| dω |2 + | δω |2 −2 | ∇ω |2}(2.4)

Recordar que ∇ω ∈ W donde este espacio W se descompone como suma directa de
subespacios irreducibles bajo la acción de Un según [11]

W = W1 ⊕W2 ⊕W3 ⊕W4

y además estos subespacios Wi son ortogonales. Utilizando esta descomposición tenemos
que

∇ω = (∇ω)1 + (∇ω)2 + (∇ω)3 + (∇ω)4(2.5)
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donde denotamos con (∇ω)i la proyección de ∇ω sobre Wi.

En primer lugar calcularemos la parte derecha de la fórmula (2.4), expresándola en
función de esta descomposición ortogonal.

Partimos del hecho de que W está contenido en
∧1⊗∧2 y sobre este último espacio

hemos definido en el primer caṕıtulo las aplicaciones alternante alt :
∧1⊗∧2 −→ ∧3 y

producto interior int :
∧1⊗∧2 −→ ∧1. Es inmediato probar que ambas aplicaciones son

Gln–equivariantes y, en consecuencia, también serán Un–equivariantes.
Si ahora restringimos ambas aplicaciones a los subespacios Wi invariantes bajo la acción

de Un

alt : Wi −→
∧3

int : Wi −→
∧1

estamos en condiciones de aplicar el corolario 13 del Lema de Schur por el cual existen
ai, bi ≥ 0 tales que |alt w|2 = ai |w|2 e |int w|2 = bi |w|2 para cualquier w ∈ Wi. Además
estas constantes ai y bi han sido calculadas obteniéndose que a1 = 6, a3 = a4 = 2,
b4 = 2(n− 1) y el resto nulas, donde 2n es la dimensión de la variedad [7].

Como consecuencia de este último resultado y utilizando (2.5) y que dω = alt(∇ω)
(Lema 1) se sigue que

| dω |2 =| alt(∇ω) |2
=|∑ alt(∇ω)j |2=

∑ | alt(∇ω)j |2=
∑

aj | (∇ω)j |2
= 6|(∇ω)1|2 + 2|(∇ω)3|2 + 2|(∇ω)4|2

Del mismo modo, a partir de (2.5) y de la propia definición del operador coderivada
(Definición 1) obtenemos que

| δω |2 = | − int(∇ω)|2
=

∑
bj | (∇ω)j |2= 2(n− 1)|(∇ω)4|2

Entonces podemos escribir{ | dω |2= 6|(∇ω)1|2 + 2|(∇ω)3|2 + 2|(∇ω)4|2
| δω |2= 2(n− 1)|(∇ω)4|2

(2.6)

Como consecuencia, la parte de la derecha en (2.4) resulta∫
M

{| dω |2 + | δω |2 −2 | ∇ω |2} = 4E1 − 2E2 + 2(n− 1)E4(2.7)

donde notamos por Ej =
∫
M |(∇ω)j |2.
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Pasemos ahora a calcular la parte de la izquierda en (2.4). Para ello partimos del hecho
de que 〈R̃ω, ω〉 = c tr(R|U⊥

n
) donde c es una constante que se puede calcular del siguiente

modo:
Tomamos la aplicación

·ω : U⊥
n −→ ∧2

α �→ α · ω
que no es más que hacer actuar una 2–forma α ∈ U⊥

n sobre la 2–forma de Kähler de la
variedad mediante la acción (1.2) de las 2–formas sobre las p–formas que definimos en el
primer caṕıtulo.

Como U⊥
n es irreducible y esta aplicación es Un–equivariante, podemos aplicar el coro-

lario 13 del Lema de Schur que nos asegura que existe una constante c ≥ 0 de tal forma
que |α · ω|2 = c|α|2. Tras unos sencillos cálculos se obtiene que c = 4.

Tomemos ahora el espacio de las 2–formas
∧2. Existe un isomorfismo

SOn
∼= ∧2

entre este espacio y el álgebra de Lie de los endomorfismos antisimétricos. Puesto que Un

está contenido en SO2n, podemos escribir SO2n = Un ⊕ U⊥
n . Por tanto∧2 ∼= Un ⊕ U⊥

n

donde Un y U⊥
n se corresponden con los subespacios

Un = [[
∧1,1]]

U⊥
n = [[

∧2,0⊕∧0,2]]

con [[ ]] denotando la parte real.
Para más detalles sobre estas descomposiciones ver [22].

Si ahora consideramos el tensor curvatura R como un endomorfismo de 2-formas,

R :
∧2 −→ ∧2

α �→ R(α) = −
∑
i<j

〈Rij , α〉ωi ∧ ωj

y definimos la aplicación

Ĵ :
∧2 −→ ∧2

u ∧ v �→ Ĵ(u ∧ v) = Ju ∧ Jv,

escribiendo R y ĴR en forma matricial tenemos

R =

(
R|Un

∗
∗ R|U⊥

n

)
ĴR =

(
R|Un

∗
∗ −R|U⊥

n

)
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ya que Ĵ|Un
= 1 y Ĵ|U⊥

n
= −1.

Por tanto, 〈R̃ω, ω〉 = 4 tr(R|U⊥
n

) = 2 (tr(R)− tr(ĴR)).
En estos momentos es importante tener en cuenta la siguiente consideración sobre

el tensor curvatura de una variedad casi-hermı́tica. Si (M, g, J) es una variedad Kähler,
entonces

R(X, Y, JZ, JW ) = R(X, Y, Z, W )

pero esta identidad no es cierta en general. Aśı, dado que los operadores R(X,Y ) y J no
conmutan necesariamente, es preciso introducir dos nuevas funciones curvatura, Ric∗ y s∗

que, de alguna forma relacionan la estructura métrica con la estructura compleja de la
variedad. Análogamente al tensor de Ricci definimos el tensor de Ricci∗ como

Ric∗(X,Y ) = tr{Z � RXJZJY },

y la curvatura escalar s∗ como
s∗ = tr(Ric∗).

Entonces se tiene que, teniendo en cuenta las identidades anteriores: 2 tr(R) = s y
2 tr(ĴR) = s∗. Aśı, la parte izquierda de (2.4) nos quedará∫

M
〈R̃ω, ω〉 =

∫
M

(s− s∗)(2.8)

Si ahora escribimos la fórmula (2.4) junto con los resultados (2.8) y (2.7) obtenidos
previamente, tenemos que la fórmula de Bochner en variedades casi–hermı́ticas es

2E1 −E2 + (n− 1)E4 =
1
2

∫
M

(s− s∗)(2.9)

donde recordemos que Ej =
∫
M |(∇ω)j |2.
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Caṕıtulo 3

Estructuras doblemente
casi–hermı́ticas

3.1. Introducción

Definición 8 [3] Una estructura doblemente casi–hermı́tica en una variedad diferenciable
M es un par de estructuras casi–complejas (J, J ′) tales que

JJ ′ = J ′J

y una métrica adaptada g tal que

g(JX, JY ) = g(X, Y ) = g(J ′X,J ′Y ) ∀ X,Y ∈ X(M)

Una estructura casi–producto Q es un campo de tensores de tipo (1, 1) sobre M tal que
Q2 = Id. Dado que Q2 = Id, toda estructura casi–producto es diagonalizable con autova-
lores ±1. Aśı pues, equivalentemente una estructura casi–producto consiste en dos distri-
buciones complementarias sobre la variedad (correspondientes a los autoespacios asociados
a los autovalores 1 y -1 de Q). Una métrica g se dice adaptada si hace ortogonales a ambas
distribuciones o, equivalentemente si g(QX, QY ) = g(X, Y ) para cualesquiera campos de
vectores X, Y ∈ X(M). En tal caso diremos que (M, g,Q) es una variedad casi–producto.

Observación 32

1) Toda estructura doblemente casi–hermı́tica determina un campo de planos. De hecho
Q = −JJ ′ es una estructura casi–producto sobre M y por tanto ker(Q− Id) y
ker(Q + Id) son campos de planos invariantes por J y J ′.

2) Considerando la terna de elementos (J, J ′, Q) asociada a una estructura doblemente
casi–hermı́tica, es importante señalar que dos de ellos determinan el tercero, ya que
se verifican trivialmente las relaciones:

Q = −JJ ′ , J = QJ ′ , J ′ = QJ

29
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3) La existencia de una estructura doblemente casi–hermı́tica es equivalente a la reduc-
ción del grupo de estructura a U(p)× U(q).

4) Una variedad 4–dimensional M admite un campo de 2–planos orientados si y sólo si
admite una estructura doblemente casi–hermı́tica [18].
Es posible expresar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una
estructura doblemente casi–hermı́tica en términos de la caracteŕıstica de Euler y la
signatura de una variedad 4–dimensional. Tales condiciones resultan especialmente
manejables si la variedad dada es el espacio subyacente a una variedad compleja, en
cuyo caso se tiene que una superficie compleja admite una estructura casi–compleja
opuesta ( y, por tanto, una estructura doblemente casi–hermı́tica) si y sólo si la
caracteŕıstica de Euler de M es par [4].

3.2. Algunas clases de variedades doblemente casi–hermı́ti-
cas

En esta sección daremos algunas defniciones y propiedades básicas de las clases de
variedades doblemente casi–hermı́ticas en las que estamos interesados. Aśı, sea (g, J, J ′, Q)
una estructura doblemente casi–hermı́tica sobre M . Denotando con X±(M) los subespacios
de X(M) asociados a los valores propios ±1 de Q. Dado que

JJ ′ = J ′J , QJ = JQ , QJ ′ = J ′Q

se tiene que X±(M) son invariantes por J y J ′.
Aśı pues, localmente es posible construir bases ortonormales

X+(M) = {e1, . . . , ep, Je1, . . . , Jep}
X−(M) = {ep+1, . . . , ep+q, Jep+1, . . . , Jep+q}

(3.1)

de tal forma que
J ′(ei) = J(ei) , i = 1 . . . p

J ′(ep+i) = −J(ep+i) , i = 1 . . . q

Observación 33 Sea ahora (M, g, J, J ′) una variedad doblemente casi–hermı́tica y Q =
−JJ ′ su estructura casi–producto asociada. Sea 2q = dim[Ker(Q + Id)]. Entonces J y J ′

inducen la misma orientación en M si y sólo si q es par. De hecho, la forma de orientación
asociada a J viene dada por

ΩJ = e1 ∧ Je1 ∧ e2 ∧ Je2 ∧ . . . ∧ ep ∧ Jep ∧ ep+1 ∧ Jep+1 ∧ . . . ∧ ep+q ∧ Jep+q,

mientras que la forma de orientación asociada a J ′ es

Ω′
J = e1 ∧ J ′e1 ∧ e2 ∧ J ′e2 ∧ . . . ∧ ep ∧ J ′ep ∧ ep+1 ∧ J ′ep+1 ∧ . . . ∧ ep+q ∧ J ′ep+q

= e1 ∧ Je1 ∧ e2 ∧ Je2 ∧ . . . ∧ ep ∧ Jep ∧ ep+1 ∧ (−Jep+1) ∧ . . . ∧ ep+q ∧ (−Jep+q)

= (−1)qΩJ
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Por tanto, en dimM = 4 todo par de estructuras doblemente casi–hermı́ticas inducen
orientaciones opuestas en la variedad.

3.2.1. Variedades doblemente Kähler

Definición 9 Decimos que una variedad (M, g, J, J ′) es doblemente Kähler si y sólo si
(g, J) y (g, J ′) son ambas estructuras Kählerianas.

Teorema 34 Sea (M, g, J, J ′) una variedad doblemente Kähler. Entonces M es localmente
isomorfa al producto de dos variedades Kähler.

Demostración.
La variedad doblemente casi–hermı́tica (M, g, J, J ′) es Kähler y opuesta Kähler si y

sólo si la conexión métrica ∇ hace paralelas a ambas estructuras complejas ∇J = ∇J ′ = 0.
Por tanto, hace paralela a la estructura casi–producto, ∇Q = 0, lo que prueba que las
distribuciones X±(M) son integrables y sus hojas subvariedades totalmente geodésicas. En
consecuencia, M es localmente isométrica a un producto. �

El siguiente resultado presenta, por un lado, una amplia familia de estructuras do-
blemente Kähler y, al mismo tiempo, proporciona una clasificación de tales estructuras
cuando se consideran invariantes a la izquierda sobre grupos de Lie 4–dimensionales.

Teorema 35 Sea (g, J, J ′) una estructura doblemente Kähler invariante a la izquierda
en un grupo de Lie 4–dimensional G. Entonces el álgebra de Lie g = Lie(G)ha de ser
isomorfa a una de las siguientes

1) g = {X, Y, Z, T} donde
[X,Y ] = aX + bY

[Z, T ] = cZ + dT

2) g = {X, Y, Z, T} donde
[X, T ] = aY

[Y, T ] = −aX

[Z, T ] = bZ

3) g = {X, Y, Z, T} donde
[X, Z] = aY

[X, T ] = bY

[Y, Z] = −aX

[Y, T ] = −bX

[Z, T ] = −cb

a
Z + cT
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Demostración.
Haremos la demostración en dos etapas. En una primera etapa obtendremos las con-

diciones necesarias y suficientes para que una estructura (g, J, J ′) sobre G sea doblemente
almost–Kähler (establecidas en las ecuaciones (3.2) y (3.3) que serán de utilidad en lo que
sigue de la memoria) y, posteriormente, imponiendo la integrabilidad de las estructuras J
y J ′, se obtendrá el resultado buscado.

Aśı, recordemos que (M4, g, J, J ′) es una variedad 4–dimensional doblemente almost–
Kähler si y sólo si X+(M) y X−(M) definen foliaciones minimales complementarias sobre
M (Teorema 39).

Vamos a tomar como variedad un grupo de Lie G 4–dimensional tal que su álgebra
de Lie sea g. Por existir en la variedad G dos foliaciones minimales complementarias, el
álgebra de Lie g debe de verificar:

a) Existen 2 subálgebras complementarias

g1 = {X,Y } g2 = {Z, T}

Por tanto
[X, Y ] = aX + bY [Z, T ] = cZ + dT

b) Cada subálgebra es minimal
g1 es minimal si

1
2
(nor(∇XX +∇Y Y )) = 0⇔

{ 〈∇XX, Z〉+ 〈∇Y Y, Z〉 = 0

〈∇XX, T 〉+ 〈∇Y Y, T 〉 = 0

g2 es minimal si

1
2
(nor(∇ZZ +∇T T )) = 0⇔

{ 〈∇ZZ,X〉+ 〈∇T T, X〉 = 0

〈∇ZZ, Y 〉+ 〈∇T T, Y 〉 = 0

Si ahora escribimos la fórmula de Koszul

g(∇XY,Z) =
1
2
{Xg(Y, Z) + Y g(Z, X)− Zg(X, Y )

+g(X, [Z, Y ]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X,Y ])}

podemos reescribir las igualdades anteriores del siguiente modo

• 〈[Z,X], X〉 = −〈[Z, Y ], Y 〉 • 〈[X,Z], Z〉 = −〈[X, T ], T 〉
• 〈[T, X], X〉 = −〈[T, Y ], Y 〉 • 〈[Y, Z], Z〉 = −〈[Y, T ], T 〉
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Por tanto tenemos ciertas restricciones sobre los coeficientes que nos pueden aparecer al
hacer los productos corchete de los elemetos del álgebra de Lie g.
Escribimos los corchetes

• [X, Y ] = aX + bY

• [X,Z] = eX + fY + gZ + hT

• [X, T ] = iX + jY + kZ − gT

• [Y,Z] = mX − eY + nZ + oT

• [Y, T ] = qX − iY + pZ − nT

• [Z, T ] = cZ + dT

(3.2)

Si tenemos en cuenta que este producto debe de verificar la condición de Jacobi
[A, [B, C]] + [C, [A,B]] + [B, [C, A]] = 0 ∀A,B, C ∈ X(M), se establecen las siguien-
tes relaciones entre los coeficientes

fn + jo + be + eg + hi− af = 0

ch + eg + fn + hi + jo− dg = 0

ae + bm + gm + hq − en− io = 0

in + ai + bq + km− ep− gq = 0

dk + gi + jn + cg − ek − fp = 0

dp + ep + gq + cn− km− in = 0

fp + bi + ek − jn− aj − gi = 0

co + gm + hq − en− dn− io = 0

ko− ag − bn− hp = 0

fq − ce− di− jm = 0

2go + bo + ah− 2hn = 0

2kn + bp + ak − 2gp = 0

2fi + cf + dj − 2ej = 0

2eq + cm + dq − 2im = 0

(3.3)

Sin embargo, si lo que queremos obtener es que el grupo de Lie G esté dotado de
una estructura doblemente Kähler, hemos de imponer que tanto la estructura J como la
estructura J ′ sean complejas, i.e. que [J, J ] = [J ′, J ′] = 0. Esto nos llevará a encontrar
nuevas restricciones sobre los coeficientes como veremos a continuación.
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En primer lugar vamos a imponer la condición de que la estructura J sea compleja,
para ello exigiremos que [J, J ] = 0 sobre los elementos de la base.

•[J, J ](X, Y ) = [JX, JY ]− J [JX, Y ]− J [X, JY ]− [X, Y ]

= −[Y, X]− J [Y, Y ] + J [X, X]− [X,Y ] = 0

•[J, J ](X, Z) = [JX, JZ]− J [JX, Z]− J [X, JZ]− [X, Z]

= [Y, T ]− J [Y, Z]− J [X,T ]− [X,Z]

= qX − iY + pZ − nT −mY − eX − nT + oZ

− iY + jX − kT − gZ − eX − fY − gZ − hT = 0

Aśı pues de esta igualdad deducimos las ecuaciones

q + j − 2e = 0
m + f + 2i = 0
p + o− 2g = 0
k + h + 2n = 0

•[J, J ](X, T ) = [JX, JT ]− J [JX, T ]− J [X,JT ]− [X, T ]

= −[Y,Z]− J [Y, T ] + J [X, Z]− [X,T ]

= −mX + eY − nZ − oT − qY − iX − pT − nZ+

+ eY − fX + gT − hZ − iX − jY − kZ + gT = 0

Por tanto obtenemos
m + f + 2i = 0
q + j − 2e = 0
k + h + 2n = 0
p + o− 2g = 0

•[J, J ](Y, Z) = [JY, JZ]− J [JY, Z]− J [Y, JZ]− [Y, Z]

= −[X, T ] + J [X,Z]− J [Y, T ]− [Y, Z]

= −iX − jY − kZ + gT + eY − fX + gT − hZ

− qY − iX − pT − nZ −mX + eY − nZ − oT = 0

Y ahora las ecuaciones que aparecen son

m + f + 2i = 0
q + j − 2e = 0
k + h + 2n = 0
p + o− 2g = 0
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•[J, J ](Y, T ) = [JY, JT ]− J [JY, T ]− J [Y, JT ]− [Y, T ]

= [X, Z] + J [X,T ] + J [Y,Z]− [Y, T ]

= eX + fY + gZ + hT + iY − jX + kT + gZ

+ mY + eX + nT − oZ − qX + iY − pZ + nT = 0

Y nos vuelven a aparecer las ecuaciones

q + j − 2e = 0
m + f + 2i = 0
p + o− 2g = 0
k + h + 2n = 0

•[J, J ](Z, T ) = [JZ, JT ]− J [JZ, T ]− J [Z, JT ]− [Z, T ]

= −[T, Z]− J [T, T ] + J [Z,Z]− [Z, T ] = 0

Por tanto, observamos que si la estructura J es compleja se deben de verificar además las
ecuaciones

q + j − 2e = 0
m + f + 2i = 0
p + o− 2g = 0
k + h + 2n = 0

(3.4)

Repitiendo exactamente el mismo procedimiento para la estructura opuesta J ′, tenemos
que, para que esta sea compleja, se debe verificar

q + j + 2e = 0
p + o + 2g = 0
2i− f −m = 0
2n− h− k = 0

(3.5)

De este modo, podemos afirmar que si los coeficientes del producto corchete de un
álgebra de Lie g verifican las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5), el grupo de Lie que determina
será una variedad doblemente Kähler.

Resolviendo el sistema lineal dado por las ecuaciones (3.4) y (3.5) tenemos

e = g = n = i = 0
m = −f
q = −j
k = −h
o = −p

Aplicando estos resultados a las ecuaciones (3.3), estas nos quedan reducidas a
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pj + af = 0
pj + ch = 0
bf + hj = 0
bj − hf = 0
dh + fp = 0
dp− hf = 0
fp− aj = 0
cp + hj = 0
bp− ah = 0
cf + dj = 0

Llegados a este punto, podemos resolver este sistema y obtenemos cinco soluciones
que darán lugar a distintas álgebras de Lie cuyos grupos de Lie asociados poseen una
estructura doblemente Kähler.

TIPO I

Viene dado por la solución f = h = j = p = 0 y está caracterizado por un producto
corchete de la forma

• [X, Y ] = aX + bY • [Y, Z] = 0

• [X, Z] = 0 • [Y, T ] = 0

• [X, T ] = 0 • [Z, T ] = cZ + dT

TIPO II

Viene dado por la solución a = b = d = f = h = p = 0 y está caracterizado por un
producto corchete de la forma

• [X,Y ] = 0 • [Y, Z] = 0

• [X,Z] = 0 • [Y, T ] = −aX

• [X,T ] = aY • [Z, T ] = bZ

TIPO III

Viene dado por la solución b = c = d = f = h = j = 0 y está caracterizado por un
producto corchete de la forma

• [X, Y ] = aX • [Y,Z] = bT

• [X, Z] = 0 • [Y, T ] = −bZ

• [X, T ] = 0 • [Z, T ] = 0

TIPO IV
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Viene dado por la solución a = b = h = p = 0 y c = −dj

f
y está caracterizado por un

producto corchete de la forma

• [X, Y ] = 0 • [Y, Z] = −aX

• [X, Z] = aY • [Y, T ] = −bX

• [X, T ] = bY • [Z, T ] = −cb

a
Z + cT

TIPO V

Viene dado por la solución c = d = f = j = 0 y a =
bp

h
y está caracterizado por un

producto corchete de la forma

• [X, Y ] =
ac

b
X + aY • [Y,Z] = −cT

• [X, Z] = bT • [Y, T ] = cZ

• [X, T ] = −bZ • [Z, T ] = 0

A pesar de que en un principio pudiera parecer que estos cinco tipos son distintos ya
que provienen de distintas soluciones del sistema, vamos a probar que realmente son tres
puesto que podemos encontrar un isomorfismo de álgebras de Lie entre los tipos II y III y
otro isomorfismo entre los tipos IV y V.

Si denotamos por g = {X, Y, Z, T} a un álgebra de Lie de tipo II y denotamos por
g′ = {X ′, Y ′, Z ′, T ′} a un álgebra de Lie de tipo III, tenemos el siguiente isomorfismo de
álgebras de Lie entre ellas

α : g −→ g′

X �→ Z ′

Y �→ T ′

Z �→ X ′

T �→ Y ′

Se puede probar de manera sencilla que esta aplicación α verifica la condición

α[A,B] = [αA,αB] ∀ A, B ∈ g

y es, por tanto, un isomorfismo de álgebras de Lie.

Del mimo modo, denotando por g = {X, Y, Z, T} a un álgebra de Lie de tipo IV y
por g′ = {X ′, Y ′, Z ′, T ′} a un álgebra de Lie de tipo V, la misma aplicación α que en el
caso anterior nos da igualmente un isomorfismo de álgebras de Lie, puesto que α vuelve a
verificar la condición

α[A,B] = [αA,αB] ∀ A, B ∈ g
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y, por tanto, esto nos prueba que los tipos IV y V también son isomorfos.

De esta forma, tal y como anunciábamos anteriormente, estos cinco tipos nos quedan
reducidos a los siguientes:

TIPO 1

Está caracterizado por un producto corchete de la forma

• [X, Y ] = aX + bY • [Y, Z] = 0

• [X, Z] = 0 • [Y, T ] = 0

• [X, T ] = 0 • [Z, T ] = cZ + dT

(3.6)

TIPO 2

Son los que tienen un producto corchete determinado por el siguiente modelo

• [X,Y ] = 0 • [Y, Z] = 0

• [X,Z] = 0 • [Y, T ] = −aX

• [X,T ] = aY • [Z, T ] = bZ

(3.7)

TIPO 3

Los álgebras de Lie de este tipo poseen un producto corchete de la forma

• [X, Y ] = 0 • [Y, Z] = −aX

• [X, Z] = aY • [Y, T ] = −bX

• [X, T ] = bY • [Z, T ] = −cb

a
Z + cT

(3.8)

�

Observación 36 Ahora pasaremos a estudiar algunas caracteŕısticas de estos tres tipos,
como son la resolubilidad y la nilpotencia, probando que todas ellas son resolubles y no
nilpotentes, salvo el caso trivial del álgebra conmutativa. Para ello comenzaremos por
definir ambos conceptos.

Definición 10 Sea g un álgebra de Lie. Denotamos por

g1 = g , g2 = [g, g] , · · · , gn+1 = [g, gn]

Es claro que
g ⊃ g2 ⊃ . . . ⊃ gn+1
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Se dirá que un álgebra de Lie g es nilpotente en k pasos si

∃ k ∈ N/gk−1 �= 0 gk = 0

Un álgebra de Lie se dirá nilpotente si es nilpotente en k pasos para algún k ∈ N.

Definición 11 Al igual que venimos notando hasta ahora, g será un álgebra de Lie y sean

g(0) = g , g(1) = [g, g] , g(2) = [g(1), g(1)] , · · · , g(n+1) = [g(n), g(n)]

Del mismo modo que antes se tiene que

g(0) ⊃ g(1) ⊃ . . . ⊃ g(n+1)

Diremos que g es resoluble si ∃ n ∈ N/g(n) = 0.

Es sencillo probar que g(n) ⊂ gn+1 y como consecuencia de este resultado y de las propias
definiciones se tiene que todo álgebra de Lie nilpotente es resoluble.

Una vez que hemos visto qué significa que un álgebra de Lie sea nilpotente y resoluble,
vamos a estudiar si las álgebras de Lie de los tres tipos de variedades doblemente Kähler
que teńıamos lo son.

TIPO 1

Teniendo en cuenta la definición de álgebra de Lie nilpotente y que el producto corchete
en este caso debe de ser de la forma (3.6), vemos que este álgebra no es nilpotente ya
que

[X,Y ] = aX + bY

[X, [X, Y ]] = b(aX + bY )

[X, [X, [X, Y ]]] = b2(aX + bY )

· · ·

[

n+1 veces︷ ︸︸ ︷
X, [X, . . .[X, [X, Y ]] . . .]] = bn(aX + bY )

Sin embargo si que es resoluble, ya que g(1) = {aX + bY, cZ + dT} (siguiendo la
notación anterior) y [g(1), g(1)] = 0 puesto que

[aX + bY, cZ + dT ] = 0

TIPO 2
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Al igual que en el caso anterior, la definición de álgebra de Lie nilpotente y la forma
de su producto corchete como aparece en (3.7), nos afirman que un álgebra de Lie de tipo
2 no es nilpotente ya que

[T, X] = −aY

[T, [T, X]] = −a2X

[T, [T, [T,X]]] = a3Y

· · ·

[

2n veces︷ ︸︸ ︷
T, [T, . . .[T, [T , X]] . . .]] = (−1)n+1a2nX

[

2n+1 veces︷ ︸︸ ︷
T, [T, . . .[T, [T , X]] . . .]] = (−1)n+1a2n+1Y

Del mismo modo que antes este álgebra es resoluble, ya que g(1) = {X, Y, Z} y
[g(1), g(1)] = 0 puesto que

[X, Y ] = 0 [X, Z] = 0 [Y, Z] = 0

TIPO 3

Como suced́ıa en los anteriores casos, la definición de álgebra de Lie nilpotente y la
forma de su producto corchete como en (3.8), nos indican que un álgebra de Lie de tipo 3
no es nilpotente ya que

[Z, X] = −aY

[Z, [Z, X]] = −a2X

[Z, [Z, [Z, X]]] = a3Y

· · ·

[

2n veces︷ ︸︸ ︷
Z, [Z, . . .[Z, [Z,X]] . . .]] = (−1)n+1a2nX

[

2n+1 veces︷ ︸︸ ︷
Z, [Z, . . .[Z, [Z,X]] . . .]] = (−1)n+1a2n+1Y

Como en los anteriores casos este álgebra es resoluble, ya que g(1) = {X,Y,− b

a
Z+T}
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y [g(1), g(1)] = 0 puesto que

[X, Y ] = 0

[X,− b

a
Z + T ] = − b

a
[X, Z] + [X, T ] = −bY + bY = 0

[Y,− b

a
Z + T ] = − b

a
[Y, Z] + [Y, T ] = bX − bZ = 0

Aśı pues hemos probado que los 3 tipos de álgebras de Lie que dan lugar a variedades
doblemente Kähler son resolubles pero no nilpotentes.

3.2.2. Variedades doblemente almost–Kähler

Denotamos ahora con ω, ω′ las 2–formas de Kähler asociadas a las estructuras (g, J)
y (g, J ′) respectivamente:

ω(X, Y ) = g(JX, Y ) , ω′(X,Y ) = g(J ′X, Y )

Definición 12 Decimos que una variedad (M, g, J, J ′) es doblemente almost–Kähler si y
sólo si dω = 0 = dω′.

Teorema 37 Si la estructura doblemente casi–hermı́tica (M, g, J, J ′) es almost–Kähler y
opuesta almost–Kähler, entonces las distribuciones espacial y temporal definen foliaciones
minimales sobre M .

Demostración.
Definimos las 2–formas Ω(±) del modo siguiente

Ω+ =
1
2
(ω − ω′) Ω− = −1

2
(ω + ω′)

En términos de estas 2–formas las distribuciones espacial y temporal están caracterizadas
por:

X+(M) = {X ∈ X(M)/iXΩ+ = 0}
X−(M) = {X ∈ X(M)/iXΩ− = 0}

donde (iXΩ(±))(Z) = Ω(±)(X, Z) denota el producto interior de formas y campos de
vectores.
El siguiente Lema nos permitirá relacionar la integrabilidad de las distribuciones X+(M)
y X−(M) con el hecho de definir ω y ω′ estructuras simplécticas sobre M .

Lema 38 [3] La diferencial de las 2–formas Ω(±) verifica las siguientes relaciones:

(a) dΩ+(X, Y, Z) = 0
dΩ−(U, V,W ) = 0



42 3 Estructuras doblemente casi–hermı́ticas

(b) dΩ+(U, V,W ) = −dω′(U, V, W )
dΩ−(X, Y, Z) = −dω(X,Y, Z)

(c) dΩ+(X, Y, U) = (i[X,Y ]Ω+)(U)
dΩ−(U, V,X) = (i[U,V ]Ω−)(X)

(d) dΩ+(U, V,X) = −dω′(U, V, X)− (i[U,V ]Ω−)(X)
dΩ−(X, Y, U) = −dω(X, Y, U)− (i[X,Y ]Ω+)(U)

donde X,Y,Z (respect. U,V,W) son campos de vectores tangentes a la distribución X+(M)
(respect. X−(M)).

Sea D una distribución arbitraria k–dimensional sobre una variedad de Riemann
(M, g). Se define el vector curvatura media HD de la distribución como:

HD =
1
k

k∑
i=1

nor(∇eiei)(3.9)

donde {ei, i = 1, . . . , k} es una referencia ortonormal en D y nor(∇XY )es la componente
normal de la conexión de Levi Civita cuando se aplica a vectores tangentes a la distri-
bución. Se dirá que la distribución D define una foliación minimal si HD = 0 y D es
involutiva.

Teniendo en cuenta los resultados del anterior Lema, las distribuciones X±(M) son
integrables si y sólo si

dΩ(±)(X
±(M),X±(M),−) = 0

Ahora bien, si dω = dω′ = 0, entonces Ω(±) son 2–formas cerradas, y por tanto, X±(M)
definen foliaciones complementarias sobre M . De (3.9) obtenemos que el vector curvatura
media de la distribución X−(M) se expresa como:

HX−(M) =
1
q

q∑
i=1

{nor(∇UiUi) + nor(∇JUiJUi)}

donde {Ui, JUi; i = 1, . . . , q} es una referencia ortonormal es X−(M). Considerando la
relación entre las estructuras casi–complejas J y J ′, se sigue que:

dΩ+(U, JU,X) = −g(∇UU +∇JUJU,X)(3.10)

y por tanto, si la 2–forma Ω+ es cerrada, entonces la distribución X−(M) es minimal, y el
resultado se sigue mendiante el mismo argumento para Ω−. �

En el caso en que la dimensión de M es cuatro se puede establecer un rećıproco del
Teorema anterior.



3.2.3 Variedades doblemente complejas 43

Teorema 39 Sea (M, g) una variedad de Riemann 4–dimensional. Entonces, las distri-
buciones X+(M) y X−(M) definen foliaciones minimales sobre M si y sólo si las es-
tructuras casi–complejas asociadas J y J ′ definen estructuras almost–Kähler y opuesta
almost–Kähler respectivamente, sobre M .

Demostración.
Probaremos que las 2–formas Ω(±) son cerradas si y sólo si las distribuciones X±(M)

son integrables y X∓(M) minimales. La necesidad está probada en el Teorema anterior.
Veamos la suficiencia:

La diferencial dΩ+ es nula cuando se aplica a tres vectores en X±(M) puesto que
ambas distribuciones son de dimensión dos. Aśı, tal y como nos afirma el Lema 38,
dΩ+(X+(M),X+(M),X−(M)) = 0 si y sólo si la distribución X+(M) es integrable, y
además, de (3.10) se sigue que dΩ+(U, JU,X) = 0 si y sólo si X−(M) es minimal.

Teniendo en cuenta que las distribuciones X±(M) tienen dimensión dos, y denotan-
do con {U, JU} una referencia local ortonormal de la distribución X−(M), se tiene que
dΩ+(X−(M),X−(M),X+(M)) = 0 si y sólo si X−(M) es minimal. �

3.2.3. Variedades doblemente complejas

Definición 13 Una variedad (M, g, J, J ′) se dirá doblemente compleja si ambas estructu-
ras J y J ′ son complejas, i.e. [J, J ] = 0 = [J ′, J ′].

Aunque existen similitudes formales entre las estructuras cuaterniónicas y las doblemente
casi–complejas, la integrabilidad de dos de estas últimas no conlleva la integrabilidad de
la tercera. Esto se puede ver en el siguiente ejemplo del fibrado tangente, que muestra
que una variedad puede ser doblemente compleja y sin embargo X±(M) no ser integrables
simultáneamente.

Ejemplo 40 Sea (M2, g,J ) una variedad Kähler no llana (una superficie orientada) y
sea TM su fibrado tangente. En lo que sigue de este ejemplo utilizaremos las notaciones y
conceptos de levantamientos desarrollados en [12], [27]. Se define la métrica de Sasaki gD

inducida en TM como:

gD =

{
gD(XH , Y H) = gD(XV , Y V ) = g(X,Y )V

gD(XH , Y V ) = gD(XV , Y H) = 0

que es definida positiva siempre y cuando g lo sea. Ahora definimos las estructuras casi–
complejas inducidas por la estructura compleja de la variedad base

J :

{
J(XV ) = (JX)V

J(XH) = (JX)H
J ′ :

{
J ′(XV ) = (JX)V

J ′(XH) = −(JX)H



44 3 Estructuras doblemente casi–hermı́ticas

Es sencillo probar que estas estructuras aśı definidas son compatibles con la métrica gD.
Además se sigue de la propia definición de J y J ′ que ambas estructuras conmutan por lo
que (TM, gD, J, J ′) es una variedad doblemente casi–hermı́tica. Veamos que, de hecho es
una variedad doblemente compleja.

Lema 41 [5] Si (M2, g,J ) es una variedad Kähler, entonces (TM, gD, J) es una variedad
hermı́tica.

Para probar la integrabilidad de la estructura casi–compleja opuesta necesitamos cono-
cer la conexión de Riemann ∇D de la métrica de Sasaki, que está determinada por las
siguientes relaciones [12]:

(∇D
XH Y H)(p,u) = (∇XY )H

(p,u) −
1
2
(Rp(X, Y )u)V ,

(∇D
XH Y V )(p,u) = (∇XY )V

(p,u) +
1
2
(Rp(u, Y )X)H ,

(∇D
XV Y H)(p,u) =

1
2
(Rp(u,X)Y )H ,

(∇D
XV Y V )(p,u) = 0

Para todo X,Y ∈ X(M). Aśı, para mostrar que (TM, gD, J ′) es una variedad compleja
bastaŕıa con probar que [J ′, J ′] = 0 en los siguientes casos.

[J ′, J ′](XV , Y V ) = [(JX)V , (J Y )V ]− J ′[(JX)V , Y V ]− J ′[XV , (J Y )V ]− [XV , Y V ]

= ∇D
(JX)V (J Y )V −∇D

(J Y )V (JX)V − J ′{∇D
(JX)V Y V −∇D

Y V (JX)V }
− J ′{∇D

XV (J Y )V −∇D
(JY )V XV } − ∇D

XV Y V +∇D
Y V XV = 0

[J ′, J ′](XH , Y H) = [(JX)H , (J Y )H ] + J ′[(JX)H , Y H ] + J ′[XH , (J Y )H ]− [XH , Y H ]

= ∇D
(JX)H (J Y )H −∇D

(J Y )H (JX)H

+ J ′{∇D
(JX)H Y H −∇D

Y H (JX)H}
+ J ′{∇D

XH (J Y )H −∇D
(JY )H XH} − ∇D

XH Y H +∇D
Y H XH

= (∇JXJ Y )H
(p,u) −

1
2
(Rp(JX,J Y )u)V − (∇J Y JX)H

(p,u)

+
1
2
(Rp(J Y,JX)u)V + J ′{(∇JXY )H

(p,u) −
1
2
(Rp(JX, Y )u)V

− (∇Y JX)H
(p,u) +

1
2
(Rp(Y,JX)u)V }+ J ′{(∇XJ Y )H

(p,u)

− 1
2
(Rp(X,J Y )u)V − (∇J Y X)H

(p,u) +
1
2
(Rp(J Y, X)u)V }

− (∇XY )H
(p,u) +

1
2
(Rp(X, Y )u)V + (∇Y X)H

(p,u) −
1
2
(Rp(Y, X)u)V

= ([JX,J Y ]− J [JX, Y ]− J [X,J Y ]− [X, Y ])H = 0
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[J ′, J ′](XV , Y H) = −[(JX)V , (J Y )H ]− J ′[(JX)V , Y H ]

+ J ′[XV , (J Y )H ]− [XV , Y H ]

= −∇D
(JX)V (J Y )H +∇D

(JY )H (JX)V

− J ′{∇D
(JX)V Y H −∇D

Y H (JX)V }
+ J ′{∇D

XV (J Y )H −∇D
(JY )H XV } − ∇D

XV Y H +∇D
Y H XV

= −1
2
(Rp(u,JX)J Y )H + (∇J Y JX)V

(p,u) +
1
2
(Rp(u,JX)J Y )H

− J ′{1
2
(Rp(u,JX)Y )H − (∇Y JX)V

(p,u) −
1
2
(Rp(u,JX)Y )H}

+ J ′{1
2
(Rp(u,X)J Y )H − (∇J Y X)V

(p,u) −
1
2
(Rp(u,X)J Y )H}

− 1
2
(Rp(u,X)Y )H + (∇Y X)V

(p,u) +
1
2
(Rp(u,X)Y )H

= {(∇JY J )X − (∇Y J )JX}V(p,u) = 0

Por tanto esta variedad es doblemente compleja pero no doblemente Kähler ya que

gD(∇D
XH (J ′)Y H , ZV ) = −gD(∇D

XH (J Y )H , ZV ) + gD(∇D
XH Y H , (JZ)V )

=
1
2
gD((Rp(X,J Y )u)V , ZV )− 1

2
gD((Rp(X, Y )u)V , (JZ)V )

=
1
2
{Rp(X,J Y, u, Z)−Rp(X, Y, u,JZ)}V

y este término no tiene que ser necesariamente cero. Además [Q,Q] �= 0 siempre que M2

no sea una variedad llana, ya que X±(TM) se corresponden con las distribuciones vertical
y horizontal.

Variedades 4-dimensionales que no admiten estructuras complejas opuestas

Beauville [2] clasifica las superficies complejas que admiten una estructura compleja
opuesta, en términos de los números de Chern de la variedad compleja M . En el siguiente
teorema se establece un criterio para la no integrabilidad de la estructura compleja opuesta
asociada a una métrica casi–hermı́tica, en términos de los números de Chern de la variedad.
Notemos que en el caso particular de ser M una superficie compleja, se obtiene el resultado
de Beauville.

Teorema 42 Sea M una variedad compacta orientada 4–dimensional que admite un cam-
po de 2–planos orientados, y por tanto, una estructura casi–compleja J y una estructura
casi–compleja opuesta J ′. Sean c2

1(M), c2(M) los números de Chern asociados a la es-
tructura casi–compleja J . Se tiene:
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1. Si la caracteŕıstica de Euler es no positiva y los números de Chern satisfacen:

c2
1(M) < 2c2(M)

entonces la estructura casi–compleja opuesta J ′ no es integrable.

2. Si la caracteŕıstica de Euler es positiva y los números de Chern satisfacen:

c2
1(M) < c2(M)

entonces la estructura casi–compleja opuesta J ′ no es integrable.

Demostración.
Denotemos con c2

1(M), c2(M) y c2
1(−M), c2(−M) los números de Chern correspon-

dientes a la estructura casi–compleja J y a la estructura casi–compleja J ′ respectivamente.

Para que una 4–variedad admita una estructura casi–compleja J ha de verificarse la
condición de Wu [25]:

τ(M) =
1
3
(
c2
1(M)− 2c2(M)

)
(3.11)

donde τ es el ı́ndice de Hirzebruch de M .
Análogamente, si M admite una estructura casi–compleja compatible con la orientación

opuesta de la variedad, se ha de verificar la siguiente condición de Wu:

τ(−M) =
1
3
(
c2
1(−M)− 2c2(−M)

)
(3.12)

siendo τ(−M) el ı́ndice de Hirzebruch de la variedad −M ( la variedad M con la orienta-
ción opuesta).

El número de Chern c2(M) coincide con la caracteŕıstica de Euler de M , y por tanto es
un invariante topológico, aśı pues c2(M) = c2(−M) = χ(M). Sin embargo para el primer
número de Chern opuesto, tenemos la relación:

c2
1(−M) = −c2

1(M) + 4c2(M)(3.13)

Para probar (1), si c2
1(M) < 2c2(M), usando (3.13) obtenemos c2

1(−M) > 2c2(−M).
Miyaoka [20], prueba que una variedad 4–dimensional compacta conexa con caracteŕıstica
de Euler no positiva cuyos números de Chern satisfagan c2

1(M) > 2c2(M) no admite
estructuras complejas. En consecuencia, se sigue la no existencia de estructuras complejas
sobre M compatibles con la orientación opuesta.

Teniendo en cuenta la igualdad (3.13), si la caracteŕıstica de Euler es positiva y los
números de Chern satisfacen c2

1(M) < c2(M), se sigue que

c2
1(−M) > 3c2(−M)(3.14)
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y por tanto, de los resultados de Miyaoka se obtiene que, si la estructura casi–compleja
opuesta es integrable, entonces la variedad compleja opuesta (−M, J ′) ha de ser el plano
proyectivo o una superficie de tipo general verificando

c2
1(−M) ≤ 3c2(−M)(3.15)

Ahora bien, Matsushita [17] prueba que el plano proyectivo no admite campos sin-
gulares de 2–planos orientados, y por tanto métricas semi–Riemannianas de signatura
(+, +,−,−). Por otro lado, la condición anterior nunca se satisface (sin más que conside-
rar (3.14)), y por tanto, la estructura casi–compleja opuesta nunca será integrable. �

Los siguientes ejemplos muestran variedades 4–dimensionales admitiendo estructuras
casi–complejas y opuestas casi–complejas, las últimas nunca integrables en virtud del teo-
rema anterior.

Ejemplo 43 4–variedades que admiten un campo de 2–planos orientados, y por tanto,
una estructura casi–compleja y una casi–compleja opuesta, con la estructura casi–compleja
opuesta nunca integrable.

(A) Consideremos la variedad Wm,n,k obtenida como la suma conexa

Wm,n,k = mCP 2�nCP 2�k(CP 1 ×R)

donde CP 2 es el espacio proyectivo usual con la orientación opuesta y R una curva de
género 2.

Sus números de Chern satisfacen [18]:

c2
1(−Wm,n,k) = −m + 5n− 12k + 4

c2(Wm,n,k) = m + n− 6k + 2

c2
1(Wm,n,k) = 5m− n− 12k + 8

En [19] se prueba que Wm,n,k admite un campo de 2–planos (y por tanto una estructura
casi–compleja y otra casi–compleja opuesta) si y sólo si:

n ≡ m mod 2 k ≡ m + 1 mod 2

Teniendo en cuenta los anteriores resultados, la variedad Wm,m+2r,m+2s+1 no admite
ninguna estructura compleja opuesta, siendo 1 ≤ r ≤ s �

(B) Las intersecciones completas Md(λ) están definidas como las hipersuperficies ce-
rradas formadas por ráıces de polinomios homogéneos de grado d en el espacio proyectivo
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complejo CPn. En el caso particular de ser n = 3, son superficies complejas, y sus números
de Chern satisfacen [10]:

c2
1(Md(λ)) = (4− d)2d

c2(Md(λ)) = (6− 4d + d2)d

Si M es una superficie compleja, admitirá un campo de 2–planos orientados si y sólo
si sus números de Chern satisfacen:

c2
1(Md(λ))− 5c2(Md(λ)) ≡ 0 mod 12

Tal condición la satisface cualquier entero d ≡ 0 mod 6, y por tanto, tales variedades
admitirán una estructura casi–compleja y una estructura casi–compleja opuesta nunca
integrable, puesto que c2(Md(λ)) > 0 y c2

1(Md(λ)) < c2(Md(λ)) �

3.2.4. Variedades Kähler y opuesta almost–Kähler

Definición 14 Decimos que una variedad (M, g, J, J ′) es Kähler y opuesta almost–Kähler
si y sólo si ∇J = 0 y dω′ = 0.

3.2.5. Variedades almost–Kähler y opuesta compleja

Definición 15 Dada una variedad (M, g, J, J ′), decimos que es almost Kähler y opuesta
compleja si y sólo si dω = 0 y [J ′, J ′] = 0.

3.2.6. Variedades Kähler y opuesta compleja

Definición 16 Una variedad (M, g, J, J ′) tal que ∇J = 0 y [J ′, J ′] = 0 decimos que es
Kähler y opuesta compleja.



Caṕıtulo 4

Variedades 4–dimensionales
doblemente casi–hermı́ticas

En este caṕıtulo pondremos de manifiesto las relaciones obtenidas como aplicación de
las fórmulas de Bochner descritas anteriormente al estudio de las variedades doblemente
casi–hermı́ticas en dimensión cuatro. Tales resultados nos permitirán establecer condicio-
nes en la curvatura que garanticen que la estructura local de la variedad es un producto
y esta se comporta como una variedad doblemente Kähler.

4.1. Introducción

En esta primera parte del caṕıtulo trataremos algunos resultados sobre variedades
4–dimensionales doblemente casi–hermı́ticas que no hacen uso de la compacidad de la
variedad.

4.1.1. Armonicidad de las formas de Kähler

Sea (M4, g, J, J ′) una variedad 4–dimensional doblemente casi–hermı́tica. Como ya
hemos visto en el caṕıtulo anterior dedicado a estructuras doblemente casi–hermı́ticas,
podemos elegir una base ortonormal B = {e1, Je1, e2, Je2} de X(M) donde {e1, Je1} es
una base ortonormal de X+(M) y = {e2, Je2} es una base ortonormal de X−(M). De esta
forma la estructura casi–compleja opuesta J ′ verifica

J ′(e1) = Je1 J ′(e2) = −Je2

lo que muestra que los planos generados por {e1, Je1} y por {e2, Je2} son J’–invariantes.

Fijamos ahora como orientación la determinada por la estructura casi–compleja J y vamos
a calcular el operador estrella de Hodge sobre las 2–formas de Kähler ω y ω′.

49



50 4 Variedades 4–dimensionales doblemente casi–hermı́ticas

Teniendo en cuenta que (M4, g) es una variedad 4–dimensional, fijamos una base orto-
normal positivamente orientada B = {e1, e2, e3, e4}. Si denotamos por

∧2 =
∧2(M) al

espacio de 2–formas sobre la variedad M , el operador estrella de Hodge ∗ :
∧2 −→ ∧2

está determinado por

∗(e1 ∧ e2) = e3 ∧ e4 , ∗(e1 ∧ e3) = e4 ∧ e2,

∗(e1 ∧ e4) = e2 ∧ e3 , ∗(e2 ∧ e3) = e1 ∧ e4,

∗(e2 ∧ e4) = e3 ∧ e1 , ∗(e3 ∧ e4) = e1 ∧ e2.

(4.1)

donde {e1, e2, e3, e4} es la base de 1–formas dual de B.

Respecto al producto interior de 2–formas definido en el caṕıtulo 1

〈〈X ∧ Y,Z ∧ V 〉〉 := g(X, Z)g(Y, V )− g(Y,Z)g(X, V )

se tiene que

〈〈∗(ei ∧ ej), ek ∧ el〉〉 = 〈〈ei ∧ ej , ∗(ek ∧ el)〉〉,
lo que prueba que el operador estrella de Hodge ∗ es auto–adjunto. Además, dado que
∗2 = Id, sus autovalores son 1 y −1 y podemos descomponer

∧2 como
∧2 =

∧2
+⊕

∧2
−,

donde ∧2
+ = {V ∈ ∧2 / ∗ V = V } ∧2

− = {V ∈ ∧2 / ∗ V = −V }.

Señalemos que los dos subgrupos
∧2

± tienen igual dimensión dim
∧2

+ = dim
∧2

− = 3.

Aśı pues, para calcular el operador estrella de Hodge sobre las 2–formas de Kähler ω y
ω′ asociadas a las estructuras (g, J) y (g, J ′) repectivamente, lo primero que haremos
será expresarlas en una base adaptada {e1, Je1, e2, Je2} ≡ {e1, J

′e1, e2,−J ′e2}.
Entonces

ω = e1 ∧ Je1 + e2 ∧ Je2

ω′ = e1 ∧ Je1 − e2 ∧ Je2

Ahora bien, si observamos en (4.1) cómo actúa el operador estrella de Hodge sobre las
2–formas es inmediato que

∗ω = ω y ∗ ω′ = −ω′

Observación 44 Teniendo en cuenta la expresión del laplaciano ∆ = dδ + δd, si ω es
cerrada, entonces ∆ω = dδω = d(± ∗ d∗)ω = 0, lo que prueba que las 2–formas de Kähler
ω y ω′ son armónicas si y sólo si son cerradas.
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4.2. Variedades doblemente almost–Kähler

Teorema 45 Sea (M4, g, J, J ′) una variedad doblemente almost–Kähler tal que la curva-
tura seccional K ≥ 0, entonces (M4, g, J, J ′) es una variedad doblemente Kähler.

Demostración.
Por ser (M4, g, J) una variedad doblemente almost–Kähler, tanto ω como ω′ son 2–formas
cerradas. Como ω es cerrada, entonces ∆ω = 0 como probaba la Observación 44. Aśı,
aplicando la primera fórmula de Weitzenbock (2.1) tenemos

0 = ∆ω = −∇2ω + R̃ω ⇒ ∇2ω = R̃ω(4.2)

Además |ω|2 = 〈ω, ω〉 es constante y, por tanto, ∆|ω|2 = 0.
Aplicando la segunda fórmula de Weitzenbock (2.2) obtenemos

0 = −1
2
∆|ω|2 = 2‖∇ω‖2 + 〈∇2ω, ω〉

Aśı pues

‖∇ω‖2 = −1
2
〈∇2ω, ω〉 = −1

2
〈R̃ω, ω〉

ya que, por (4.2), ∇2ω = R̃ω.
Como consecuencia de que 〈R̃ω, ω〉 = 4tr(R|U⊥

2

) [7], en el caso de que (M4, g, J) sea una

variedad almost–Kähler, tenemos

‖∇ω‖2 = −2tr(R|U⊥
2

)

Como estábamos suponiendo que tanto ω como ω′ eran 2–formas cerradas tenemos que

‖∇ω‖2 = −2tr(R|U⊥
2

)

‖∇ω′‖2 = −2tr(R|U′⊥
2

)
(4.3)

Por tanto, a partir de aqúı calcularemos tr(R|U⊥
2

) y tr(R|U′⊥
2

)

Consideramos J y J ′ como estructuras con coeficientes complejos y denominamos por∧1,0 = {X ∈ X(M) t.q. JX = iX}. Es conocido que este espacio tiene dimensión dos y

se tiene que A = {e1 − iJe1√
2

,
e2 − iJe2√

2
} es una base de

∧1,0, ya que son ortogonales y

unitarios.
De esta forma, una base de

∧2,0 será

A′ = {e1 − iJe1√
2

∧ e2 − iJe2√
2

} = {e1 ∧ e2 − Je1 ∧ Je2√
2

− i

(
e1 ∧ Je2 + Je1 ∧ e2√

2

)
}



52 4 Variedades 4–dimensionales doblemente casi–hermı́ticas

Entonces tenemos la siguiente base para [[
∧2,0⊕∧0,2]], donde recordemos que [[ ]] deno-

taba la parte real

A′′ = {e1 ∧ e2 − Je1 ∧ Je2√
2

,
e1 ∧ Je2 + Je1 ∧ e2√

2
}

Llamaremos

α1 =
e1 ∧ e2 − Je1 ∧ Je2√

2

α2 =
e1 ∧ Je2 + Je1 ∧ e2√

2

Teniendo en cuenta que U⊥
2 = [[

∧2,0⊕∧0,2]] estamos en condiciones de calcular el término
tr(R|U⊥

2

) = R(α1)α1 + R(α2)α2, donde

• R(α1)α1 = −1
2
[R(e1, e2, e1, e2)−R(e1, e2, Je1, Je2)−R(Je1, Je2, e1, e2)

+ R(Je1, Je2, Je1, Je2)]

= −1
2
[−K(e1, e2)−K(Je1, Je2)− 2R(e1, e2, Je1, Je2)]

• R(α2)α2 = −1
2
[R(e1, Je2, e1, Je2) + R(e1, Je2, Je1, e2) + R(Je1, e2, e1, Je2)

+ R(Je1, e2, Je1, e2)]

= −1
2
[−K(e1, Je2)−K(Je1, e2) + 2R(e1, Je2, Je1, e2)]

Entonces

tr(R|U⊥
2

) = −1
2
[−K(e1, e2)−K(e1, Je2)−K(Je1, e2)−K(Je1, Je2)

+2R(e1, Je2, Je1, e2)− 2R(e1, e2, Je1, Je2)]
(4.4)

Ahora procediendo de la misma forma con la estructura J ′, consideramos el espacio∧′1,0 = {X ∈ X(M) t.q. J ′X = iX} y

B = {e1 − iJ ′e1√
2

,
e2 − iJ ′e2√

2
} = {e1 − iJe1√

2
,
e2 + iJe2√

2
}

es una base de
∧′1,0. Entonces, una base de

∧′2,0 es

B′ = {e1 − iJe1√
2

∧ e2 + iJe2√
2

} = {e1 ∧ e2 + Je1 ∧ Je2√
2

+ i

(
e1 ∧ Je2 − Je1 ∧ e2√

2

)
}
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y, por tanto, la base de [[
∧′2,0⊕∧′0,2]] es

B′′ = {e1 ∧ e2 + Je1 ∧ Je2√
2

,
e1 ∧ Je2 − Je1 ∧ e2√

2
}

Llamamos

β1 =
e1 ∧ e2 + Je1 ∧ Je2√

2

β2 =
e1 ∧ Je2 − Je1 ∧ e2√

2

Como U ′⊥
2 = [[

∧′2,0⊕∧′0,2]], también estamos en condiciones de calcular el término
tr(R|U′⊥

2

) = R(β1)β1 + R(β2)β2.

• R(β1)β1 = −1
2
[R(e1, e2, e1, e2) + R(e1, e2, Je1, Je2) + R(Je1, Je2, e1, e2)

+ R(Je1, Je2, Je1, Je2)]

= −1
2
[−K(e1, e2)−K(Je1, Je2) + 2R(e1, e2, Je1, Je2)]

• R(β2)β2 = −1
2
[R(e1, Je2, e1, Je2)−R(e1, Je2, Je1, e2)−R(Je1, e2, e1, Je2)+

+ R(Je1, e2, Je1, e2)]

= −1
2
[−K(e1, Je2)−K(Je1, e2)− 2R(e1, Je2, Je1, e2)]

Y aśı tenemos

tr(R|U′⊥
2

) = −1
2
[−K(e1, e2)−K(e1, Je2)−K(Je1, e2)−K(Je1, Je2)−

−2R(e1, Je2, Je1, e2) + 2R(e1, e2, Je1, Je2)]
(4.5)

Por tanto, sumando las dos ecuaciones en (4.3), y utilizando (4.4) y (4.5) obtenemos

‖∇ω‖2 + ‖∇ω′‖2 = −2[K(e1, e2) + K(e1, Je2) + K(Je1, e2) + K(Je1, Je2)](4.6)

Por tanto, si la curvatura seccional K ≥ 0, como ‖∇ω‖2 y ‖∇ω′‖2 son no negati-
vos, entonces ambos tienen que anularse. Entonces (M4, g, J) es una variedad doblemente
Kähler. �
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Ejemplo 46 Por lo visto en (3.2) sabemos que el producto corchete de un álgebra de Lie
g cuyo grupo de Lie G sea doblemente almost–Kähler está caracterizado por

• [X, Y ] = aX + bY

• [X,Z] = eX + fY + gZ + hT

• [X, T ] = iX + jY + kZ − gT

• [Y,Z] = mX − eY + nZ + oT

• [Y, T ] = qX − iY + pZ − nT

• [Z, T ] = cZ + dT

Si ahora anulamos todos los coeficientes excepto b = e = d = 1 y g = −1, tenemos el
álgebra de Lie g = {X, Y, Z, T} definida por los corchetes:

• [X, Y ] = Y • [Y, Z] = −Y

• [X, Z] = X − Z • [Y, T ] = 0

• [X, T ] = T • [Z, T ] = T

En primer lugar, es fácil probar que este conjunto aśı definido es efectivamente un álgebra
de Lie, i.e. que este producto corchete verifica las ecuaciones de Jacobi. Por tanto, podemos
concluir que el conjunto g es un álgebra de Lie y que su grupo de Lie asociado G es una
variedad doblemente almost–Kähler.
Sin embargo esta variedad no es doblemente Kähler, de hecho no es Kähler con ninguna
de las dos estructuras ya que

• [J, J ](X, Z) = [JX, JZ]− J [JX, Z]− J [X,JZ]− [X, Z]

= [Y, T ]− J [Y,Z]− J [X,T ]− (X − Z) = JY − JT −X + Z

= −X + Z −X + Z = 2(Z −X) �= 0

• [J ′, J ′](X, Z) = [J ′X, J ′Z]− J ′[J ′X, Z]− J ′[X, J ′Z]− [X,Z]

= −[Y, T ]− J ′[Y, Z] + J ′[X,T ]− (X − Z) = J ′Y + J ′T −X + Z

= −X + Z −X + Z = 2(Z −X) �= 0

lo que muestra que J y J ′ no son estructuras complejas.

Veamos que, como predice el teorema anterior K < 0, o al menos K(X,Z)+K(X, T )+
K(Y, Z) + K(Y, T ) < 0.
El siguiente paso será calcular la conexión de Levi–Civita para los elementos de la base.
Esta está determinada por los términos no nulos
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∇XX = −Z ∇ZZ = −X

∇XZ = X ∇T X = −T

∇Y X = −Y ∇T Z = −T

∇Y Y = X + Z ∇T T = X + Z

∇Y Z = −Y

(4.7)

Una vez hemos calculado la conexión de Levi–Civita para los elementos de la base,
podemos calcular el signo de K(X,Z) + K(X, T ) + K(Y, Z) + K(Y, T ).

•K(X,Z) = R(X, Z, Z,X) = g(∇X∇ZZ −∇Z∇XZ −∇[X,Z]Z,X)

= g(∇X(−X)−∇ZX −∇XZ +∇ZZ,X) = g(Z − Z −X −X, X) = −2

•K(X,T ) = R(X, T, T, X) = g(∇X∇T T −∇T∇XT −∇[X,T ]T,X)

= g(∇XX +∇XZ −X − Z, X) = g(−Z + X −X − Z, X) = 0

•K(Y, Z) = R(Y, Z, Z, Y ) = g(∇Y∇ZZ −∇Z∇Y Z −∇[Y,Z]Z, Y )

= g(−∇Y X +∇ZY +∇Y Z, Y ) = g(Y − Y, Y ) = 0

•K(Y, T ) = R(Y, T, T, Y ) = g(∇Y∇T T −∇T∇Y T −∇[Y,T ]T, Y )

= g(∇Y X +∇Y Z, Y ) = g(−Y − Y, Y ) = −2

Por tanto, tal y como nos afirmaba el teorema,

K(X, Z) + K(X,T ) + K(Y, Z) + K(Y, T ) = −4 < 0

4.3. Variedades Kähler y opuestas almost–Kähler

Sea (M2n, g, J) una variedad casi–compleja 2n–dimensional. Sean X,Y dos vectores
unitarios del espacio tangente TxM . Entonces la curvatura biseccional del plano generado
por {X,Y } es

BJ(X, Y ) = R(X,JX, JY, Y )

Si ahora aplicamos la primera identidad de Bianchi tenemos

BJ(X, Y ) = −R(JY,X, JX, Y )−R(JX, JY, X, Y )

y si la variedad M es Kähler, BJ es la suma de dos curvaturas seccionales

BJ(X,Y ) = R(JY, X, X, JY ) + R(X, Y, Y, X) = K(X,JY ) + K(X,Y )
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Sea ahora (M4, g, J, J ′) una variedad doblemente casi–hermı́tica. Por lo que hemos visto al
comienzo del caṕıtulo anterior cuando definimos las variedades doblemente casi–hermı́ti-
cas, en dimensión 4 podemos encontrar una base {e1, Je1, e2, Je2} tal que J = J ′ en el
plano generado por {e1, Je1} y J = −J ′ en el plano generado por {e2, Je2}. Aśı pues
encontramos la siguiente relación entre BJ(e1, e2) y BJ ′

(e1, e2).

BJ(e1, e2) = R(e1, Je1, Je2, e2)

= −R(e1, Je1, (−Je2), e2) = −R(e1, J
′e1, J

′e2, e2)

= −BJ ′
(e1, e2)

Observación 47 Notar que, debido a que la métrica g es la misma para ambas estructuras
casi–hermı́ticas (g, J) y (g, J ′), lo serán su curvatura seccional, su tensor de Ricci y su
curvatura escalar. Sin embargo, el tensor de Ricci∗, la curvatura escalar s∗ y la curvatura
biseccional BJ dependen de la estructura casi–compleja considerada sobre la variedad.

Por tanto, BJ y BJ ′
son esencialmente distintas y sólo tenemos la relación antes citada

en ciertos planos muy espećıficos de la variedad M .

Teorema 48 Sea (M4, g, J, J ′) una variedad Kähler y opuesta almost–Kähler tal que
BJ ≥ 0, entonces (M4, g, J, J ′) es una variedad doblemente Kähler.

Demostración.
Puesto que (M4, g, J, J ′) una variedad Kähler y opuesta almost–Kähler (4.3) resulta

‖∇ω‖2 = −tr(R|U⊥
2

) = 0

‖∇ω′‖2 = −2tr(R|U′⊥
2

)

Por tanto, sumando ambas ecuaciones tenemos

‖∇ω′‖2 = −2
(

tr(R|U⊥
2

) + tr(R|U′⊥
2

)
)

Con los resultados (4.4) y (4.5)

tr(R|U⊥
2

) + tr(R|U′⊥
2

) = K(e1, e2) + K(e1, Je2) + K(Je1, e2) + K(Je1, Je2)

Sin embargo, en este caso, por ser la variedad Kähler, tenemos las igualdades

K(e1, e2) = K(Je1, Je2)
K(e1, Je2) = K(Je1, e2)

entonces
tr(R|U⊥

2

) + tr(R|U′⊥
2

) = 2 (K(e1, e2) + K(Je1, e2))
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Pero, en una variedad Kähler K(e1, e2) + K(Je1, e2) = BJ(e1, e2). Aśı pues

tr(R|U⊥
2

) + tr(R|U′⊥
2

) = 2BJ(e1, e2)

Teniendo en cuenta estos resultados, obtenemos la ecuación

‖∇ω′‖2 = −4BJ(e1, e2)(4.8)

Como la curvatura biseccional asociada a la estructura (g, J) BJ es no negativa, entonces
BJ(e1, e2) ≥ 0 y por tanto ‖∇ω′‖2 ≤ 0
Entonces ‖∇ω′‖2 = 0 y la variedad (M4, g, J) es una variedad doblemente Kähler. �

Ejemplo 49 Al igual que en el caso en que la variedad es doblemente almost–Kähler,
vamos a tomar como variedad G donde G es un grupo de Lie 4–dimensional y denotamos
por g = {X, Y, Z, T} su álgebra de Lie definida por los corchetes:

• [X, Y ] = 0 • [Y, Z] = −2X

• [X, Z] = 0 • [Y, T ] = −Y

• [X, T ] = X • [Z, T ] = 2Z

Se puede probar, del mismo modo que en el anterior ejemplo, que este conjunto provisto de
este producto corchete es un álgebra de Lie i.e. que verifica la ecuación de Jacobi. Puesto
que este corchete verifica las ecuaciones dadas en (3.2) con todos los coeficientes cero salvo
i = 1, m = −2 y c = 2, podemos asegurar que la variedad G es doblemente almost–Kähler.
También se puede ver que la variedad es Kähler ya que se cumple que [J, J ] = 0 pero sin
embargo no es opuesta Kähler ya que

[J ′, J ′](X, Z) = [J ′X, J ′Z]− J ′[J ′X, Z]− J ′[X,J ′Z]− [X, Z]

= −[Y, T ]− J ′[Y, Z] + J ′[X, T ]− [X, Z]

= Y + 2J ′X + J ′X = 4Y �= 0

Aśı pues, el grupo de Lie que tiene como álgebra de Lie g es una variedad Kähler y opuesta
almost–Kähler pero no doblemente Kähler.
Entonces, el teorema nos afirma que esta variedad tiene BJ(X,Z) < 0.
Para verificarlo, calculamos la conexión de Levi–Civita sobre los elementos de la base
utilizando la fórmula de Koszul de modo análogo a lo hecho en el ejemplo de la sección
anterior y obtenemos que está caracterizada por los términos no nulos

∇XX = −T ∇ZX = −Y

∇XY = Z ∇ZY = X

∇XT = X ∇ZZ = −2T

∇Y Y = T ∇ZT = 2Z

∇Y T = −Y

(4.9)
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Si ahora calculamos BJ(X, Z) tenemos que

BJ(X,Z) = R(X, JX, JZ, Z) = g(∇X∇JXJZ −∇JX∇XJZ −∇[X,JX]JZ, Z)

= g(∇X∇Y T −∇Y∇XT −∇[X,Y ]T,Z) = g(−∇XY −∇Y X,Z)

= g(−Z − Z, Z) = −2 < 0

que es exactamente lo que queŕıamos demostrar para verificar el teorema.

4.4. Variedades doblemente complejas

A partir de este momento todas las variedades a las que haremos referencia serán
compactas y aśı podremos aplicar la fórmula de Bochner (2.9) para Un–estructuras vista
en el segundo caṕıtulo. Sea (M4, g, J, J ′) una variedad 4–dimensional compacta doblemente
casi–hermı́tica. Por (2.9)

2E1 −E2 + (n− 1)E4 =
1
2

∫
M

(s− s∗)

donde Ej =
∫
M |(∇ω)j |2. Teniendo en cuenta que nuestro estudio se centra en variedades

4–dimensionales (i.e. n = 2) y en ese caso E1 = E3 = 0, la fórmula de Bochner resulta

E4 − E2 =
1
2

∫
M

(s− s∗)

Pero se puede ver en [7] que s−s∗ = 〈R̃ω, ω〉 = 4tr(R|U⊥
n

), entonces la fórmula de Bochner
será

E4 − E2 = 2
∫

M
tr(R|U⊥

2

)(4.10)

Como estamos trabajando con variedades doblemente casi–hermı́ticas, podemos aplicar la
fórmula de Bochner para U2–estructuras para la estructura J y para la estructura J ′ y
tenemos

E4 −E2 = 2
∫
M tr(R|U⊥

2

)

E′
4 −E′

2 = 2
∫
M tr(R|U′⊥

2

)
(4.11)

Teorema 50 Sea (M4, g, J, J ′) una variedad 4–dimensional compacta doblemente comple-
ja tal que la curvatura seccional K ≤ 0, entonces (M4, g, J, J ′) es una variedad doblemente
Kähler.
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Demostración.
Por ser M una variedad compacta doblemente compleja sabemos que E2 = E′

2 = 0,
entonces las fórmulas (4.11) quedarán

E4 = 2
∫
M tr(R|U⊥

2

)

E′
4 = 2

∫
M tr(R|U′⊥

2

)

Sumando ambas ecuaciones obtenemos

E4 + E′
4 = 2

∫
M

(tr(R|U⊥
2

) + tr(R|U′⊥
2

))

Teniendo en cuenta (4.4) y (4.5) tenemos

E4 + E′
4 = 2

∫
M

(K(e1, e2) + K(e1, Je2) + K(Je1, e2) + K(Je1, Je2))

Si ahora la curvatura seccional K ≤ 0, entonces E4 = E′
4 = 0 y por tanto la variedad M

es doblemente Kähler. �

En los ejemplos siguientes pondremos de manifiesto la necesidad de las condiciones
impuestas en el Teorema 50, tanto en lo referente al signo de la curvatura como en lo
tocante a la compacidad de la variedad.

Ejemplo 51 Tomaremos como ejemplo la variedad de Kodaira–Thurston.

La variedad de Kodaira –Thurston es el grupo de Lie G que tiene como álgebra de Lie
g = {X,Y, Z, T} verificando [X, Y ] = Z y el resto de los corchetes se anulan. Se puede
probar que, efectivamente, estos corchetes verifican la ecuación de Jacobi. Por tanto g es un
álgebra de Lie. Además es conocido que esta variedad es compacta doblemente compleja
pero no doblemente Kähler. Entonces, para verificar el teorema, debeŕıa ser K > 0.
Para calcular el signo de la curvatura seccional vamos a calcular la conexión de Levi–
Civita sobre los elementos de la base usando la fórmula de Koszul, obteniéndose que
está determinada por los siguientes términos no nulos

∇XY =
1
2

Z ∇Y Z =
1
2

X ∇ZX = −1
2

Y(4.12)

Una vez tenemos calculada la conexión de Levi–Civita sobre los elementos de la base,
podemos calcular el signo de K(X,Z) + K(X, T ) + K(Y, Z) + K(Y, T )

• K(X, Z) = R(X,Z, Z, X) =
1
2

g(∇ZY, X) =
1
4

g(X, X) =
1
4

• K(X, T ) = R(X, T, T, X) = 0
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• K(Y,Z) = R(Y,Z, Z, Y ) = −1
2

g(∇ZX, Y ) =
1
4

g(Y, Y ) =
1
4

• K(Y, T ) = R(Y, T, T, Y ) = 0

Entonces K(X, Z) + K(X, T ) + K(Y,Z) + K(Y, T ) =
1
2

> 0, que era exactamente lo que
nos afirmaba el teorema.

Ahora vamos a ver si la condición de compacidad impuesta en el teorema es realmente
necesaria. Para ello estudiaremos el siguiente ejemplo de una variedad no compacta.

Ejemplo 52 Sea M el producto warped de R2 por si mismo R2 ×f R2, donde

f : R2 −→ R

En esta variedad tenemos las coordenadas (x1, x2, y1, y2) junto con la métrica

g(x1,x2,y1,y2) = dx2
1 + dx2

2 + f2(x1, x2)(dy2
1 + dy2

2)

Definimos las estructuras

J
∂

∂ x1
=

∂

∂ x2
J

∂

∂ y1
=

∂

∂ y2

J ′ ∂

∂ x1
=

∂

∂ x2
J ′ ∂

∂ y1
= − ∂

∂ y2

Se puede comprobar facilmente que J y J ′ definen dos estructuras complejas en R2×f R2.
Para adecuar la notación a la empleada en los ejemplos anteriores vamos a usar el siguiente
convenio.

∂

∂ x1
= X

∂

∂ x2
= Y

∂

∂ y1
= Z

∂

∂ y2
= T

Entonces la variedad R2 ×f R2 es una variedad doblemente compleja no compacta que se
sabe que no es doblemente Kähler dado que no es localmente isométrica a un producto.
Vamos a calcular el signo de K(X,Z) + K(X, T ) + K(Y, Z) + K(Y, T ) y veremos que,
al igual que nos afirma el teorema, es negativo. Aplicando los resultados sobre el tensor
curvatura en un producto warped que aparecen en [21] tenemos

• K(X, Z) = R(X,Z, Z, X) = −g(
1
f
∇X(grad f), X)

• K(X, T ) = R(X, T, T, X) = −g(
1
f
∇X(grad f), X)

• K(Y,Z) = R(Y,Z, Z, Y ) = −g(
1
f
∇Y (grad f), Y )
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• K(Y, T ) = R(Y, T, T, Y ) = −g(
1
f
∇Y (grad f), Y )

Por tanto

•K(X, T ) = K(X,Z) = − 1
f

g (∇X(
∂ f

∂ x1
X +

∂ f

∂ x2
Y ), X) =

= − 1
f

g (
∂2 f

∂ x2
1

X +
∂2 f

∂ x1∂ x2
Y, X) = − 1

f

∂2 f

∂ x2
1

•K(Y, T ) = K(Y,Z) = − 1
f

g (∇Y (
∂ f

∂ x1
X +

∂ f

∂ x2
Y ), Y ) =

= − 1
f

g (
∂2 f

∂ x2∂ x1
X +

∂2 f

∂ x2
2

Y, Y ) = − 1
f

∂2 f

∂ x2
2

Entonces

K(X,Z) + K(X,T ) + K(Y, Z) + K(Y, T ) = − 2
f

(
∂2 f

∂ x2
1

+
∂2 f

∂ x2
2

)

Tomando el caso particular en que
f = x2

1 + 1

nos queda

K(X, Z) + K(X, T ) + K(Y,Z) + K(Y, T ) = − 4
x2

1 + 1
< 0

4.5. Variedades almost–Kähler y opuestas complejas

Teorema 53 Sea (M4, g, J, J ′) una variedad compacta almost–Kähler y opuesta compleja
tal que BJ ≤ 0, entonces la variedad (M4, g, J, J ′) es doblemente Kähler.

Demostración.
Por ser M una variedad compacta almost–Kähler tenemos que E4 = 0 y por ser opuesta
compleja E′

2 = 0. Aśı pues, las fórmulas (4.11) nos quedan

−E2 = 2
∫
M tr(R|U⊥

2

)

E′
4 = 2

∫
M tr(R|U′⊥

2

)

Si ahora restamos ambas ecuaciones obtenemos

E2 + E′
4 = 2

∫
M

[tr(R|U′⊥
2

)− tr(R|U⊥
2

)]
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Teniendo en cuenta las expresiones dadas en (4.4) y (4.5) para tr(R|U⊥
2

) y tr(R|U′⊥
2

) res-

pectivamente obtenemos

E2 + E′
4 = 2

∫
M [2R(e1, Je2, Je1, e2)− 2R(e1, e2, Je1, Je2)]

= −4
∫
M R(e1, Je1, e2, Je2) = 4

∫
M BJ(e1, e2)

Entonces, de esta ecuación podemos deducir trivialmente que si BJ ≤ 0 la variedad M
será doblemente Kähler. �

Ejemplo 54 Al igual que en los casos anteriores, vamos a tomar como variedad G donde
G es un grupo de Lie 4–dimensional y g = {X,Y, Z, T} su álgebra de Lie definida por los
corchetes:

• [X, Y ] = 2X • [Y,Z] = Z

• [X, Z] = 2T • [Y, T ] = −T

• [X, T ] = 0 • [Z, T ] = 0

Tras unos sencillos cálculos se comprueba fácilmente que se verifica la ecuación de
Jacobi para este producto corchete, por tanto, este conjunto forma un álgebra de Lie. Una
vez tenemos probado que g aśı definida es un álgebra de Lie vamos a analizar la variedad
G que define para saber sobre que tipo de variedad estamos trabajando. Puesto que estos
corchetes verifican las ecuaciones dadas en (3.2) con todos los coeficientes cero salvo n = 1
y a = h = 2, podemos asegurar que la variedad G es doblemente almost–Kähler.
Además, se puede probar que también es opuesta Kähler, ya que [J ′, J ′] = 0. Por tanto
nuestra variedad G es almost–Kähler y opuesta Kähler, y en particular es almost–Kähler
y opuesta compleja. Además la variedad G no es doblemente Kähler ya que

[J, J ](X, Z) = [JX, JZ]− J [JX, Z]− J [X,JZ]− [X,Z]

= [Y, T ]− J [Y,Z]− J [X, T ]− [X, Z] = −T − T − 2T = −4T �= 0

Entonces, el teorema nos afirma que esta variedad tiene curvatura biseccional asociada
a la estructura (g, J) BJ(X, Z) > 0. Por las relaciones existentes entre las curvaturas
biseccionales asociadas a J y J ′, esto es equivalente a que BJ ′

(X, Z) < 0. Además, como
la estructura J ′ es Kähler, BJ ′

(X, Z) = K(X, T ) + K(X,Z). Por tanto debemos probar
que

BJ ′
(X, Z) = K(X,T ) + K(X, Z) < 0

Para hallar el signo de esta suma de curvaturas seccionales es preciso conocer primero
la conexión de Levi–Civita de la variedad que viene dada por los siguientes términos no
nulos.
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∇XX = −2Y ∇ZZ = Y

∇XY = 2X ∇T Y = T

∇XT = −Z ∇T Z = X

∇ZX = −T ∇T T = −Y

∇ZY = −Z

(4.13)

De esta forma tenemos

a) K(X, T ) = R(X, T, T, X) = g(∇X∇T T −∇T∇XT −∇[X,T ]T,X)

= g(−∇XY +∇T Z, X) = g(−2X + X, X) = −1

b) K(X,Z) = R(X, Z, Z,X) = g(∇X∇ZZ −∇Z∇XZ −∇[X,Z]Z,X)

= g(∇XY −∇ZT − 2∇T Z,X) = g(2X −X − 2X,X) = −1

Por tanto, tal y como nos afirmaba el teorema

BJ ′
(X, Z) = K(X,T ) + K(X, Z) = −2 < 0

4.6. Variedades Kähler y opuestas complejas

Teorema 55 Sea (M4, g, J, J ′) una variedad compacta Kähler y opuesta compleja tal que
BJ ≤ 0, entonces la variedad (M4, g, J, J ′) es doblemente Kähler.

Demostración.
En este caso, como M es una variedad compacta Kähler sabemos que E2 = 0 = E4 y por
ser opuesta compleja E′

2 = 0. Entonces, las fórmulas (4.11) serán

0 = 2
∫
M tr(R|U⊥

2

)

E′
4 = 2

∫
M tr(R|U′⊥

2

)

Al igual que en el caso anterior restamos ambas ecuaciones y resulta

E′
4 = 2

∫
M

[tr(R|U′⊥
2

)− tr(R|U⊥
2

)]
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Teniendo en cuenta las expresiones dadas en (4.4) y (4.5) para tr(R|U⊥
2

) y tr(R|U′⊥
2

) res-

pectivamente obtenemos

E′
4 = 2

∫
M [2R(e1, Je2, Je1, e2)− 2R(e1, e2, Je1, Je2)]

= −4
∫
M R(e1, Je1, e2, Je2) = 4

∫
M BJ(e1, e2)

Al igual que antes, es evidente que si BJ ≤ 0, entonces la variedad (M4, g, J) es doblemente
Kähler. �

En el ejemplo que veremos a continuación, el teorema nos permitirá determinar la no
compacidad de un grupo de Lie G dado por un álgebra de Lie g, al ser dicha variedad
Kähler y opuesta compleja, verificar la condición impuesta sobre la curvatura biseccional
y, sin embargo, no ser doblemente Kähler.

Ejemplo 56 Veamos que el grupo de Lie G cuya álgebra de Lie g definida por los corchetes

• [X,Y ] = 2Y • [Y, Z] = 0

• [X,Z] = Z • [Y, T ] = 0

• [X,T ] = T • [Z, T ] = 2Y

es una variedad Kähler y opuesta compleja. Tras unos cálculos sencillos se puede observar
que este conjunto aśı definido es efectivamente un álgebra de Lie, i.e. que este producto
corchete verifica las ecuaciones de Jacobi. Tampoco es complicado probar que [J ′, J ′] = 0
y con ello garantizamos que el grupo de Lie G que tiene como álgebra de Lie g es una
variedad opuesta compleja.

El siguiente paso será probar que es Kähler pero no opuesta Kähler. Para ello lo
primero que hacemos es calcular su conexión de Levi–Civita utilizando la fórmula de
Koszul y obtenemos que está determinada por los siguientes términos no nulos

∇Y X = −2Y ∇ZZ = X

∇Y Y = 2X ∇ZT = Y

∇Y Z = −T ∇T X = −T

∇Y T = Z ∇T T = X

∇ZX = −Z

(4.14)

Una vez que hemos calculado la conexión de Levi–Civita, veremos que la variedad G es
Kähler pero no opuesta Kähler. Para probar que la variedad es Kähler bastaŕıa con verificar
que ∇J = 0 mediante un cálculo directo sobre los elementos de la base considerada. Sin
embargo esta variedad no es opuesta Kähler ya que

(∇ZJ ′)X = ∇Z(J ′X)− J ′(∇ZX)

= ∇ZY + J ′Z

= −T − T = −2T �= 0
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Por tanto esta variedad es Kähler y opuesta compleja pero no doblemente Kähler.
Bajo estas hipótesis nuestro resultado nos afirma que ha de ser BJ(X, Z) > 0 ya que en
caso contrario implicaŕıa que G seŕıa una variedad doblemente Kähler. Sin embargo vemos
que la curvatura biseccional BJ(X, Z) < 0 ya que

BJ(X, Z) = R(X, JX, JZ,Z)

= R(X, Y, T, Z)

= g(∇X∇Y T −∇Y∇XT −∇[X,Y ]T, Z) = −2g(∇Y T, Z) = −2
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