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Prefacio

Una estructura doblemente casi-hermitica (g, J, J') es un par de estructuras casi-
complejas conmutativas (JJ' = J'J) junto con una métrica adaptada sobre una variedad
dada. Estas estructuras, asociadas a la reduccién del grupo de estructura a U(p) x U(q),
aparecen de forma natural en el estudio de diversos problemas geométricos, en especial
sobre dimensién cuatro. Asi, es conocido que [18] la existencia de tales estructuras es equi-
valente a la de un campo de 2-planos orientados sobre M? y, por tanto, a la existencia de
determinadas métricas de signatura (4 + ——). Geométricamente, la equivalencia anterior
puede ser realizada a través de una estructura casi-producto () obtenida a partir de la
estructura doblemente casi-compleja como Q = —.J.J'. Por tanto, y como pareceria razo-
nable esperar, las propiedades de las estructuras casi-hermiticas (g,J) y (g,J’) influyen
en las propiedades de la estructura casi-producto (g,Q) y reciprocamente. A modo de
ejemplo senalemos aqui que una variedad es doblemente Kahler si y sélo si la variedad es
localmente isométrica a un producto de variedades Kéahlerianas.

Es bien conocido que las distintas clases de estructuras casi-hermiticas influyen en las
propiedades de la curvatura de la variedad y reciprocamente, determinadas propiedades
de la curvatura determinan la estructura casi-hermitica. Senalemos a modo de ejemplo la
situacién de los espacios complejos generalizados [24], donde una fuerte restriccién en la
curvatura conlleva la integrabilidad de la estructura casi-compleja y, en dimensiones su-
periores a seis, el caracter Kéhleriano de la misma. Sin embargo, existen otras condiciones
més débiles sobre la curvatura que son todavia cuestién de andlisis en la actualidad. Asi, la
conjetura de Goldberg, que afirma la integrabilidad de las estructuras simplécticas sobre
variedades compactas de Einstein es todavia hoy en dia un problema abierto (véase, por
ejemplo [1] para mas informacién)

Recientemente se ha iniciado un programa general para tratar de dar respuesta a
problemas analogos a los anteriores a partir del uso de ciertas expresiones que relacionan
aspectos de la curvatura con las propiedades de una estructura casi-hermitica dada. Tales
expresiones vienen dadas por las denominadas “férmulas de Bochner”, cuya utilidad se
hace extensiva a otras estructuras definidas a partir de una forma dada sobre la variedad
[7], [13]. Nuestro objetivo en esta memoria es obtener relaciones entre las distintas clases
de estructuras doblemente casi-hermiticas a partir de condiciones en su curvatura. Para
ello, serd de vital importancia el uso intensivo de las férmulas de Bochner asociadas.



De una forma més precisa, el contenido de esta memoria se estructura de la siguiente
manera: en el Capitulo 1 presentamos una serie de conceptos preliminares necesarios para
facilitar la lectura del trabajo de tal forma que resulte auto-contenido en la medida de lo
posible. Desarrollamos algunos aspectos basicos referentes a las teorias de representaciones
y estructuras casi-hermiticas, que seran empleados en el Capitulo 2 donde se establecen
las férmulas de Weitzenbock y de Bochner. En especial la férmula de Bochner asociada a
la 2-forma de Kéhler de una estructura casi-hermitica dada por (2.9) serd una herramienta
esencial en los capitulos posteriores.

En el Capitulo 3 presentamos las estructuras doblemente casi-hermiticas, cuyo estudio
es el objetivo real de esta memoria. Ademas de fijar la notacién a utilizar, presentamos
una serie de ejemplos, entre los que destacamos la clasificacion de estructuras doblemente
Kahler invariantes a la izquierda sobre grupos de Lie 4-dimensionales:

Teorema 3.2.3 Sea (g, J,J') una estructura doblemente Kdihler invariante a la izquierda
en un grupo de Lie 4-dimensional G. Entonces el dlgebra de Lie g = Lie(G) ha de ser
isomorfa a una de las siguientes:

1) g=A{X,Y,Z T}, donde

[X,Y] = aX +bY
(Z,T] = cZ+dT
2) g={X,Y,Z,T}, donde
X,T] = aY
v, 7] = —aX
2,T] = bZ
3) 9={X,Y,Z,T}, donde
X,Z] = aY X, 7] = by
Y,Z] = —aX vV, T] = —bX
(Z2,T] = —2Z+cT

El objetivo del Capitulo 4 es presentar condiciones en la curvatura de una variedad do-
blemente casi-hermitica que permitan garantizar que su estructura se corresponde con una
doblemente Kéhleriana. Analizamos este problema para las distintas clases de estructuras
consideradas en el capitulo 3, obteniendo, entre otras las siguientes:

Teorema 4.2.1 Sea (M4, g,J,J') una variedad doblemente almost-Kahler. Si la curvatura
seccional es no negativa, entonces (g, J,J') es una estructura doblemente Kdihler sobre M.

Teorema 4.4.1 Sea (M*,g,J,J') una variedad compacta doblemente compleja. Si la cur-

vatura seccional es no positiva, entonces (g,J,J') es una estructura doblemente Kdhler
sobre M.



Capitulo 1

Preliminares

Comenzaremos este capitulo dando una serie de definiciones que serdn necesarias a
lo largo del trabajo. Para detalles y més referencias nos remitimos a textos béasicos de
Geometria Diferencial como [6] y [16]. Los pormenores de la seccién dedicada a fibrados
se pueden consultar en [15].

1.1. Conceptos previos

Sea V' un espacio vectorial y denotamos con X)” V' el conjunto de los p-tensores y con
APV el conjunto de los p-tensores alternantes. Se define la aplicacion alternante

alt : @'V — NV

como

alt(§) = =5 3 sgnlo)ot

T oeS,

donde S, es el conjunto de todas las permutaciones de p-indices y sgn(o) denota el signo
de la permutacién o € S),.

Es claro que alt? = alt, mas ain, alt(¢) = € si y sélo si &€ € AP. Ademds, si
a e NP, 3 € A\? se define el producto exterior como a A 8 = alt(a ® f).

Sea M una variedad diferenciable, denotamos por AP(M) al conjunto de las p—formas.
Definimos la aplicacion diferencial d : NP(M) — APTH(M) como aquella determinada
por las propiedades siguientes:

a) dlaAp)=daAB+(—1)%*9 AdB
by d®>=0
¢) df(X)= X(f), para todo campo de vectores X € X(M)

3
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Sea (M",g) una variedad de Riemann de dimensién n, siendo g su tensor métrico
de tipo (0,2) (i.e., un campo de tensores simétrico y definido positivo). La conezion de
Levi—Clivita asociada se denotara por V y viene dada por la férmula de Koszul:

o(VXY,Z) = 5 {XgY,Z) +Yg(Z,X) - Zg(X.Y)
(X, 12,Y]) +9(,[2,X]) + 92,1, Y])}

donde X,Y, Z son campos de vectores en M.

Una de las consecuencias de la existencia de una métrica de Riemann es la posibilidad
de identificar campos de tensores y 1-formas mediante los isomorfismos musicales. Asi, el
gradiente de una funcién f : M — R se define como Vf =: df?, donde § : T*M — TM
es el isomorfismo correspondiente a levantar indices. El gradiente esta caracterizado por
g(Vf,X) = X(f) para todo X € X(M). Ademds, pensando la conexién de Levi-Civita
como una aplicacién V : X(M) — A'(M) ® X(M) podemos describirla del siguiente
modo:

Sea {e1, ..., e} una base ortonormal de X(M) y {wi,...,w,} su base dual, entonces

V= Zwi(@vei

El proceso de derivacién dado por la conexién de Levi—Civita puede extenderse a

objetos mas complejos que los campos de vectores. Concretamente, a nosotros nos intere-
sard poder derivar campos de tensores. Asi, si ¢ € A\P(M), entonces Vo € N (M) \P(M)
esté definida del siguiente modo:

(Vyo)(X1,...,Xp) = Vyod(Xq,..., X)) — Z¢(X1,...,VyXi o Xp)

Lema 1 Sea ¢ una p—forma en M. Entonces se tiene que

dp = alt(Ve)

Demostracion.
Sea {e1,...,e,} una base ortonormal en m € M, {w1,...,w,} su base dual. Veamos que

dp = D wiAVed
i
Sea ¢ = frdxyr, donde I = {i1,...,ip} . De este modo

0
dp =dff Ndxy = dex] ANdxy
J
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Por otra parte
Y wiNVep=> dv; AV o (frdzy) =Y da; A %dx[
i Z i owi i Oz

y el resultado se sigue comparando las dos expresiones anteriores. O

Sea V' un espacio vectorial de dimensién n dotado de un producto interior ( , ).
Definimos la aplicacion producto interior, denotada por int, como

int: Vo N (V) — AYV)

de tal forma que:
i) Si p=1, vQwr w(v)
i1) Si p > 1 se extiende como anti—derivacién

intlv@wiA...Awp) = wi(®)waA...Awp—wa(v)wi Awa A... Awp+
+.. . Fwp(V)wi Awa AL AG

= Z(—l)jJrle(v) WA AN AW
J

El isomorfismo existente entre campos de vectores y 1-formas en variedades Riemannianas
nos permite extender la definicién de producto interior a

int : V@ NP(VF) — NPH (V)
y, de esta forma, podemos definir

Definicién 1 Sea (M", g) una variedad n—dimensional. Definimos el operador coderivada

62 NP(M) — AP7H(M)

Ccomao:

5¢ = —int(Vp) = = _inte,(Ve,9)
donde int,¢ = int(v ® ¢)

A continuacién veremos la definicién del operador estrella de Hodge, el cual nos va a
resultar de mucha utilidad a lo largo del trabajo.
La métrica Riemanniana (, ) de una variedad puede extenderse al espacio de p—formas,
definiendo su producto interior ((, )) como
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(X1, Y1) (X1,Ya) - (X1, Yp)
(X1 A AXp, YI A AY,)) = det Ko 11) (Ko ¥y) - (A1)
(Xp, Y1) (Xp,Yo) - (X, Y)

Asi pues, definimos el operador estrella de Hodge, *, como la aplicacién

x: NP — A\"7P

construida de la siguiente manera. Dada una base ortonormal de V' positivamente orientada
{e1,...,en}, entonces

(€iy N Neiy) Nx(eyg Ao Neg,) =er Al Aep.
Ahora puede probarse que el operador * verifica:

%2 = (_1)p(n—p)
aNxf = ((a,f)) e1 A...Ne, para cualesquiera p—formas «, (3.

Aplicando las definiciones anteriores tenemos

Lema 2 Los operadores diferencial exterior, coderivada y estrella de Hodge estdn relacio-
nados como:
6 = Lxdx

Definicién 2 Sea (M", g) una variedad de Riemann n-dimensional. Definimos el laplaciano A
como el operador A = d§ + dd actuando sobre p—formas.

Lema 3 Sea (M, g) una variedad de Riemann compacta, entonces se verifica

| a8 = [ to.am)

para cualesquiera p—formas o, 3 en M.

Demostracion.
Mediante un céalculo directo, utilizando las propiedades anteriores, se tiene:

{6, 8)) = £ [ ((xd*a,B)) =% [, *(xdx ) A
= [, (dxa) B
= =+ [, ld(xanpB) £xaAdB] = [, xaNdp
= fM((a’dﬂ» O



1.1 Conceptos previos 7

Como consecuencia inmediata se tiene que

(1.1) /M Af=0

para toda funcién f : M — R definida en una variedad compacta, ya que

[ar=[sar= [war.amy=o

A raiz de estos ultimos resultados se obtienen obstrucciones a la existencia de fun-
ciones arménicas no constantes. Ademds, el Teorema de Hodge, que establece que cada
clase de cohomologia tiene un representante armoénico, guarda una estrecha relacién con
los conceptos anteriores.

Observacién 4 Sea ahora V' un espacio vectorial n—dimensional dotado de un producto
interior g. Podemos establecer un isomorfismo canénico entre /\2 V* y los endomorfismos
antisimétricos de V, A*V* — {T € End(V)/g(Tu,v) = —g(u,Tv)}, de la siguiente
manera:
T— a(X,Y):=9g(TX,Y)
y reciprocamente
T(ez) = €5
a=wiANwj =T =1¢ T(e)=—¢
T(er) =0 Vk#i.j

Como ademdas End(V) actia sobre AP(V*), entonces se tiene que

End(V)xV* — V*
(Tyw) +— T-w donde (T w)(v)=—-w(Tv), sip=1

extendiéndose a las formas de orden superior como derivacién:
T-wiN...ANwp = E WA AT wj N Awy
J

Via la identificacién de A®V* con un subespacio de End(V), tenemos que A*V* actia
en AP(V*) de la siguiente manera

(1.2) (Wi Awa) - ¢ = —w1 Ainte,d +wa A inte, ¢

Sean X,Y € X(M), (M™,g) una variedad de Riemann n—dimensional. Se define el
tensor curvatura de Riemann , usando el siguiente convenio para el signo, por:
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Rxy : X(M) — X(M)
Z = RXYZ = VXVYZ - VYVXZ - V[ny]Z

para todo X,Y, Z campos de vectores sobre M.

Observacién 5 Sea R el tensor curvatura de una variedad de Riemann (M™, g). Se veri-
fica que
Re N (M)® End(TM) C S2(N*(M) ® \*(M))

Si escribimos el tensor R en coordenadas tenemos la siguiente expresion:

R = E wi Awj ® R;;  donde R;j es un endomorfismo antisimétrico.
i<j

Observacion 6 Sea ¢ una p—forma en una variedad de Riemann, entonces el tensor cur-
vatura actua sobre ¢ del siguiente modo

(Rxyd)(Z1,.... Zp) =—> &(Z1,...,RxvZj,..., Zp)
i

Ademds, este tensor satisface las siguientes identidades:

(1.3) RxyZ = —-RyxZ,
(1.4) RxvZ+ RyzX + RzxY =0,
(1.5) (Vnyz)W + (VyRZ)()W + (Vszy)W =0,

para todo X, Y, Z, W campos de vectores sobre la variedad M. Nos referiremos a (1.4)
y (1.5) como la primera y la sequnda identidad de Bianchi respectivamente. A veces,
denotaremos RxyZ por R(X,Y)Z. También escribiremos el tensor curvatura como un
campo de tensores de tipo (0,4), definido por la expresién:

R(X,Y, Z,W) = g(Rxy Z,W),

que satisface, ademas de las identidades que se deducen de modo inmediato de las que
verifica Ryy Z, las siguientes:

R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W,Z)
R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y).

El tensor curvatura de Riemann de una variedad parece un concepto abstracto un
tanto arbitrario. Sin embargo, su significado geométrico aparece al estudiar la curvatura
seccional. Sea m un punto de la variedad M y denotemos por T,, M el espacio tangente de
M en m. Dado un subespacio bidimensional 7 de T;,M, se define la curvatura seccional
de 7 como el nimero real
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R(X,Y,Y,X)
g(X,X)g(Y, Y) - g(X,Y)Q

donde X e Y son dos vectores linealmente independientes de T, M que generan 7. De las
propiedades del tensor curvatura enunciadas anteriormente se sigue que K (7) = K(X,Y)
es independiente de la eleccién de la base {X,Y} de 7.

Como ya dijimos, el concepto de curvatura seccional permite interpretar el significado
geométrico del tensor curvatura de Riemann y, ademas, el conocimiento de la curvatura
seccional de cada plano contenido en el espacio tangente en cada punto de la variedad
determina completamente el tensor curvatura R.

Pasamos ahora a definir dos contracciones importantes del tensor curvatura, que son
el tensor de Ricci y la curvatura escalar. E1 tensor de Ricci Ric esta definido por

K(r) = K(X,Y) =

RiC(X, Y) = tT‘{Z ~ RZXY};

v la curvatura escalar s estd dada por

s = tr(Ric).

1.2. Representaciones

Sea G un grupo y V un espacio vectorial (real o complejo). Llamaremos grupo lineal
de V' a las aplicaciones lineales inversibles de V en V.

GL(V)={T :V — V/T es lineal e inversible}

Una representacion (lineal) de G es un homomorfismo p : G — GL(V) para algin
espacio vectorial V. A las representaciones lineales de G las notaremos a partir de ahora por
(V,p). Sea (V, p) una representaciéon de G. Sea W un subespacio vectorial de V. Decimos
que W es un subespacio invariante si se transforma en si mismo bajo la accién del grupo,
i.e., p(g)(w) € W para cualesquiera g € G, w € W.

Definicién 3 Sean (V,p) y (W, o) dos representaciones de G y T : V. — W una apli-
cacion lineal. Decimos que T es G-equivariante si conmuta con las dos acciones, esto es,
si

v Low
p(g) 1 To(g)
v Low

es un diagrama conmutativo para todo g € G.

Definiciéon 4 Dos representaciones son isomorfas o equivalentes si existe un isomorfismo
equivariante entre ellas.
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Construcciones.
Sean (Vi,p1) y (Va, p2) dos representaciones lineales de un grupo G.

1) Es posible definir una representacion p; @ po del espacio Vi @ Va2 de la siguiente
manera

(p1 @ p2)(9)(v1,v2) == (p1(9)v1, p2(g9)v2)

2) Asi mismo tenemos la representacién p; ® po del espacio Vi Q) V2 dada por
(p1 ® p2)(9)(v1 @ v2) = p1(g)v1 ® p2(g)v2
3) En el espacio V* definimos la representacién
(P1(g)w)vr = w(p1(g)v1)

4) De igual forma, sobre el espacio Hom(Vi, V3), definimos la representacién p tal que
p(9)T = p2(9) " Tp1(9)

Definicién 5 Una representacién (V, p) es irreducible si no hay subespacios propios inva-
riantes distintos de 0.

Definicién 6 Una representacion (V, p) es completamente reducible si es isomorfa a una
suma (@ Vj, ®p;) donde cada (V}, p;) es irreducible.
J

Por simplicidad, a partir de ahora asumiremos que p(g)v = gv para cualesquiera g € G,
v € V, siendo (V, p) una representacién dada.

Ejemplo 7 El hecho de que una representacién no sea irreducible no significa que forzo-
samente sea completamente reducible. Asi, por ejemplo, supongamos que G = Z y que

V = R2. Tenemos la accién
p:Z — GL(R?)

. 1 n
" 0 1

Esta accién no es irreducible ya que el eje OX es invariante. Ademds, esta accién tampoco
es completamente reducible ya que la matriz anterior no es diagonalizable.

Teorema 8 Toda representacion de dimension finita de un grupo finito G es completa-
mente reducible.
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Demostracion.

Veamos en primer lugar que la existencia de una representacion de un grupo finito G en
un espacio vectorial dotado de un producto interior (V, (, )) permite definir en V' un nuevo
producto escalar ((, )) que es invariante por G

((u,0)) =) (gu. gv)

geG

Ahora, si (V, p) no es irreducible, entonces existe un subgrupo no trivial W # 0, W C V
invariante por la accién de G. Sea ahora W+ el complemento ((, ))-ortogonal de W en V
y W también es invariante.

Sea u € Wt y g € G, entonces para cada w € W

((gu, w)) = ({u,g~"w)) =0

con lo que se obtiene que (Vp) = (W & W, pjy @ pwL) O

El resultado del teorema anterior puede ser extendido a la situacion correspondiente a
grupos topoldgicos compactos mediante un proceso analogo. La principal diferencia estriba
en la construccién del producto interior invariante, que en esta ocasion se obtiene a partir
de las medidas de Haar bi-invariantes (cuya existencia estd garantizada sobre grupos
topolégicos compactos). estas medidas verifican

uG) =1
n(A) = p(Ag) = p(gA)

esto es, la medida es invariante por traslaciones. Entonces se define el producto escalar en
V' como

({u,v)) = /G (gu, gv)du

y se tiene

Teorema 9 Toda representacion de dimension finita de un grupo topoldgico compacto G
es completamente reducible.

A continuacién estudiaremos el comportamiento de las aplicaciones G—equivariantes bajo
determinadas condiciones sobre la representacion del grupo G.

Lema 10 (Lema de Schur)
Sean V,W dos representaciones irreducibles de G. Si T : V. — W G-equivariante, en-
tonces T es isomorfismo ¢ T = 0.

Demostracion.
Teniendo en cuenta que kerT" e I'm T son ambos invariantes, entoces ha de verificarse una
de las dos posibilidades siguientes
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a) kerT'=0e ImT =W, con lo que T es un isomorfismo

b) kerT' =V e ImT = 0, de donde se obtiene que T' = 0 O

Lema 11 (Lema de Schur complejo)
Sea V' un espacio vectorial irreducible, complejo y de dimension finita.S1T : V — V es
una aplicacion G-equivariante, entonces T' = A1

Demostracion.
Sea A un autovalor de T'. Su autoespacio asociado V) es invariante. Por tanto, al ser V'
irreducible V), =V lo que implica que T' = AI. O

Corolario 12 Sean V,W dos G-mddulos complejos, donde V' es irreducible y de dimen-
sion finita. Supongamos que ambos estan equipados con productos hermitianos (V,(, )v),
(W, (, Yw) vy que dichos productos son preservados por G.

SiT:V — W es una aplicacion G-equivariante, entonces es una homotecia, esto es,
existe A > 0 tal que

I To [fy=Allv [} para todo v € (V.(, )v).

Demostracién.
Sea T la aplicaciéon adjunta de T, esto es

(T*w,v)y = (w, Tv)w
Entonces T* es G—equivariante ya que
(T*(p(g)w),v)v = (p(g)w, Tv)w = (w, p(g9) " Tv)w = (w,T(p(g) " v))w
= (T*w, p(g)~"v)v = (p(g)T*w,v)v

Si ahora tomamos la aplicacion T*T : V — V, por el anterior lema podemos afirmar que
existe A > 0 tal que T*Tv = \v para cualquier v € (V, (, )). Por tanto, podemos concluir
que || Tv ||3= (T*Tv,v)y = A || v ||} O

Corolario 13 Sean V,W dos G—-mddulos, donde V es un espacio vectorial real e irre-
ducible para G. Supongamos que ambos estin dotados de un producto interior (V,{, )v),
(W, {(, Yw) v que G preserva dichos productos.

SiT:V — W es una aplicacion G-equivariante, entonces existe a > 0 tal que

I Tv =Xl v [} para todo v e (V.(, ).
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Demostracion.

La misma prueba usada en el corolario precedente nos sirve para probar que la aplicacion
adjunta T* : W — V es G—equivariante. Por tanto, la aplicacién T*T : V — V también
es G—equivariante.

Podemos afirmar que la aplicacién T*T es diagonalizable ya que es simétrica.

Sea a > 0 un autovalor y V, el autoespacio asociado. Entonces V,, # 0 es irreducible y, por
ser V irreducible V, =V y T*T = al O

El siguiente lema nos permitird afirmar que, bajo ciertas condiciones, una descompo-
sicién en subespacios irreducibles es ortogonal, lo que sera de gran trascendencia a la hora
de aplicar las formulas de Bochner.

Lema 14 Sea (W, (, )w) una representacion de G tal que G preserva (, )y . Supongamos
que W =W1 & Wa @ ... 0 W} donde W; es irreducible. Si W; 2 W, entonces W; L Wj.

Demostracion.

Sea u € W;, entonces definimos w,, € W de la siguiente forma wy,(v) = (u, v)y . Por tanto
podemos definir la proyeccién ortogonal T' : W; — W; que es G—equivariante. Por el lema
de Schur podemos concluir que 7' = 0 y por tanto W; L W; ([

1.3. Fibrados Principales

Un fibrado principal con grupo G es un fibrado(localmente trivial)
P = M

tal que cada fibra 7~!(z) es difeomorfa al grupo de Lie G y donde G actiia por la derecha
en P.

Sie e Py g e G notamos la accién como e - g tal que las érbitas de la accién son las
fibras y la accién en las fibras es la multiplicacién del grupo.

Ejemplo 15 Sea M" una variedad diferenciable. Tomamos F'M = L, F,M donde F,M =
{B/B8 = {v1,...,vn} es una base de T, M }. Entonces

M

| m
M

es un fibrado principal para el grupo G L, (R). Definimos la accién como sigue
gir - Ygin
BeEFM geGly=3-g=(v1,...,vp) P = (VkGk1; - - > VkGkn)
gnl " YGnn

A este fibrado lo conocemos como el fibrado de referencias.
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Definicién 7 Sea G un subgrupo de GI,,(R). Una G-estructura en M™ es un G-fibrado
principal P C F M.

Sea P - M un G-fibrado principal y denotamos con (V, p) una representacién de G
de dimension finita, p : G — GL(V'). La aplicacion £ = P x,V — M, donde P x,V es
el espacio cociente de P x V bajo la relacién de equivalencia (z,v) ~ (z.g, p(¢g"")v) g € G,
es un fibrado vectorial con fibra V' denominado fibrado vectorial asociado.

Ejemplo 16 Sea FM — M el fibrado de referencias de una variedad M" y tomemos
V = R"™ con la representacién identidad de GI(R™). De esta forma el fibrado vectorial
asociado es F'M x, R"™ =TM, el fibrado tangente a M.

Ejemplo 17 Partiendo de nuevo del fibrado de referencias FM —— M, pero tomando
ahora V = /\2 R"™ junto con la representacién

o:GIR") — GIA*R")
T — [uAve— TuNTv]

el fibrado vectorial asociado resultante serd FM xo A\*R" = A2 TM

Observacion 18 Todos los fibrados vectoriales se obtienen a partir de alguna represen-
tacién. A un subespacio invariante W de una representacién le corresponde un subfibrado
vectorial.

p:GlL(R) — GI(V) WcCV

Sea E - M un fibrado. Llamaremos seccidn a una aplicacién ¢ : M — E tal que
mo¢=1Idy.

Teorema 19 Sea P —— M un G-fibrado principal. Entonces P es trivial si y solo si P
admite una seccion.

Demostracion.
Si P es trivial, esto es, P ~ M x (G, entonces claramente admite una secciéon. Reciproca-
mente, supongamos que P admite una seccién ¢. Entonces tenemos

P L MxaG
o1l il
M M

donde la aplicacion ¥ estd definida como

U(z,9) = ¢(x) - g

Ahora se sigue que ¥ es un isomorfismo. O
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A fin de caracterizar las secciones de un fibrado vectorial asociado, sera 1til el resultado
del siguiente teorema. A tal efecto, diremos que una funcion es G—equivariante si

fz-g) =plg~")f(x) para todo g € G

Teorema 20 Eziste una biyeccion entre las secciones del fibrado vectorial asociado P X,
V. — M vy las funciones f : P — V G—equivariantes.

Demostracion.
Supongamos que tenemos ¢ una seccién del fibrado vectorial P x,V %, M. Por otra parte
tenemos nuestro fibrado P —— M. Si tomamos un elemento 3 € P, entonces (3) € M y

por tanto ¢(7(B)) = [(8 - g,w)] = [(B,p(g~)w)].

Llamamos vg = p(¢~')w y definimos

f:P — V
B = fB)=uvs

Veamos que este vg es tinico.

Si[(B,vs)] = (B, v’ﬁ)} entonces, por la definicién de la relacién de equivalencia, vg = v’ﬁ.
Se puede demostrar facilmente que la aplicacién f es G—equivariante.
Sea ahora

f:P—V tal que f(z-g)=plg~")f(z)

definimos

o: M — Px,V tal que o(p)=1[(B,f(B))] con m(8)=p

A continuacién veremos un sencillo ejemplo de aplicacién G—equivariante que, por el
teorema previo, es lo mismo que tener una seccién de un fibrado asociado.

Ejemplo 21 Sea P — M un G-fibrado y sea p : G — GI(V') una representacién de G
con un punto fijo. Sea vy tal que p(g)vo = v, entonces

f:P — V
B = v

es una aplicacion G—equivariante.

El problema de la reduccion del grupo de estructura que ahora nos planteamos es el
siguiente. Sea P — M un G-fibrado principal. Lo que nos interesa estudiar es si dado
H un subgrupo de G existe un H—fibrado principal Q C P — M. En el caso de que este
subfibrado exista, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 22 Sea H un subgrupo de G y notamos por P — M y Q — M un G—fibrado
y un H—fibrado respectivamente con Q@ C P. Sea p : G — GI(V') una representacion del
grupo G, entonces:
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Px,V Qxpy V
! = !
M M

La existencia de secciones para un cierto fibrado asociado permite caracterizar la re-
duccibilidad del grupo de estructura como se pone de manifiesto en el siguiente teorema:

Teorema 23 [14] Sea P — M un G—fibrado principal y H < G un subgrupo. Entonces
el grupo de estructura admite una reduccion a H si y sélo si el fibrado asociado P xr G/H
admite una seccion, donde m: G — G/H es la proyeccion.

Corolario 24 Sea P — M un G-fibrado principal y (V,p) una representacion de G.
Tomamos ¢g € V' y llamamos H = stab(¢pg) = {g € G/p(g)po = ¢o}.

Supongamos que existe ¢ : P — V' G-equivariante tal que para cada 3 € P exista gg € G
con ¢(B - gg) = ¢o. Entonces P reduce grupo a H.

Demostracion.
Por el teorema 23 sélo habria que probar que el fibrado P x, G/H admite una seccién,
pero por el teorema 20 esto es equivalente a encontrar una una funcién f : P — G/H
que sea G—equivariante.
Sea

f:P — G/H

B = g

Veamos que esta aplicacién f estd bien definida, es decir que gg es tnica.
Supongamos que existe k € G tal que ¢(f3 - k) = ¢g. Por tanto

P95 K)o = pg5 ' k)d(B - k) = &(B - kk ™' g5) = ¢o

y entonces gﬂ_lk € H y la aplicacién ¢ estd bien definida.

Ahora habria que verificar que esta funcion asi definida es G—equivariante. Para ello tene-
mos que probar que f(3-k) =k~ f(3) = k~'gsH (i.e. que ggr = k™ 'gp).

Pero

O((B-k) - gak) = 6(B - kgpr) = ¢o = (3 gs) = $(B - kk™"gs) = (B k) -k~ 'gp)

Por tanto se verifica que f(3-k) = k~lggH O
Corolario 25 Sea
M
l Fibrado de referencias
Mn

Sea ¢ un tensor (i.e. una seccion de un fibrado vectorial asociado a alguna representacion
V de Gi,,(R)).

Sea ¢g € V' y stab(¢g) = H.

SiVp € M, con respecto a alguna referencia, ¢, = ¢o = ¢ nos da una H — estructura.
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Ejemplo 26 Sea M™ una variedad, siempre admite métricas riemannianas.
Sea g una métrica riemanniana en M".
g es una seccién del fibrado
S%H(TM)
1
M

que es un fibrado vectorial con la representacién p : Gl,,(R) — GI(S?(R™))
stab(go) = Oy
Por tanto una métrica riemanniana g es una O,, — estructura

1.4. Variedades casi—hermiticas

Sea ahora (M™,g) una variedad de Riemann n-dimensional. Decimos que J es una
estructura casi-compleja si 'y sélo si J es un campo de tensores de tipo (1,1) tal que

J?=—1Id.

Si M es una variedad compleja siempre posee una estructura casi compleja, ya que si

tenemos las coordenadas complejas (z!,...,2") donde 2k = 2% + iy*, podemos construir
la siguiente estructura casi—compleja J:
g 0 g 0
ozk  oyk oy Oxk

Sin embargo, no toda estructura casi-compleja proviene de una estructura compleja, siendo
posible probar que la condicién necesaria y suficiente para que ello ocurra es la anulacién
del tensor de Nijenhuis, i.e. que [J, J] = 0 siendo

[J,J](X,Y) = [JX,JY] = JJX,Y] - J[X,JY] - [X,Y]

Decimos que una métrica Riemanniana es casi-hermitica (o adaptada a una estructura
casi—compleja J) si g(J X, JY) = g(X,Y) para cualesquiera X,Y campos de vectores sobre
la variedad M.

Notar que siempre podemos encontrar una métrica adaptada sobre cualquier variedad
casi—compleja (M, J) ya que, si h es una métrica arbitraria, entonces

g(X,Y) = %{h(X, Y) + h(JX, JY)}

es una métrica adaptada. Si tenemos una variedad (M, g, J) donde g es una métrica adap-
tada y J es una estructura casi-compleja diremos que (M,g,J) es una variedad casi—
hermdtica. Véanse, por ejemplo, [8], [23] y [27] para m&s informacién sobre estructuras
casi—hermiticas.
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En una variedad casi-hermitica definimos w(X,Y) = g(JX,Y) que es una 2-forma ya
que
LU(X, Y) = g(JX7Y) = _g(X7 JY) = _g(‘]YvX) = _W(Y7X)

A esta 2-forma le llamaremos la 2-forma de Kahler de la variedad o bien la 2-forma
fundamental de la variedad.

Volviendo ahora al final de la seccién anterior donde tratdbamos sobre la reduccion
del grupo de estructura, a continuaciéon veremos como una estructura casi—compleja J
es una Gl,(C) — estructura mientras que si ademds, esta estructura casi—compleja es
compatible con la métrica g, se trata de una U,, — estructura. Supongamos que M?" tiene
una estructura casi-compleja J. Entonces existe una base {eq, ..., e,} de TM de tal forma
que la estructura .JJ se expresa como

Asi el estabilizador de J, que coincide con GI,(C) es un subgrupo de Gla, que muestra
como la estructura casi-compleja es una Gl,,(C) — estructura.

Sea J una estructura casi-compleja sobre la variedad M y ¢ su métrica adaptada tal
que g(JX,JY) = g(X,Y). Entonces stab(g,J) = Gl,(C) N Oy, = U,. Por tanto, una
estructura casi—hermitica es una U,, — estructura.

Estudiando la derivada de la 2—forma de Kéhler de la variedad, Vw, se obtiene que
esta toma valores en un cierto espacio vectorial W definido del siguiente modo:
Sea V un espacio vectorial real 2n—dimensional dotado de una estructura casi—-compleja J
y un producto interior real definido positivo (, ). Supongamos que J y (, ) son compatibles
en el sentido de que (Jz, Jy) = (x,y) para todo x,y € V. Sea V* el espacio dual de V, y
consideremos el espacio V* ® V* ® V*. Este espacio es naturalmente isomorfo al espacio
de todos los tensores covariantes trilineares en V. Sea W el subespacio de V* @ V* @ V*
definido por

W={ac V' V'@V a(z,y,z) = —a(z, z,y) = —a(x, Jy, Jz) para todo z,y,z € V}.

Este espacio W ha sido analizado por A. Gray y L. Hervella obteniendo el siguiente
resultado.

Teorema 27 [11]
Se tiene que W = Wy @ Wo & W3 & Wy. Esta suma directa es ortogonal, y se preserva
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bajo la representacion inducida de U, en W. La representacion inducida de U, en W; es
irreducible. Para n =1, W = {0}; paran = 2, Wy = W3 = {0}, asi que W = Wy @ Wy.
Para n =2, Wy y W4 son no triviales, y para n > 3 todos los W; son no triviales.

Estos subespacios aparecen reflejados en la tabla siguiente dando lugar a las distintas
clases de variedades casi-hermiticas.

TABLA I - Variedades casi-hermiticas de dimensién > 6

Clase Condiciones que la definen
K Vw=20
Wi =NK Vxw)(X,Y)=0 (03Vw=dw)
Wy = AK dw =0
W3 =SKNH dw=1[J,J] =0 (0 Vx(w)(Y,Z) - Vix(w)(JY,Z) =dw =0)
Wiy Vx(w)(Y,2) = 21 {(X,Y)ow(Z) — (X, Z)éw(Y)—
—(X,JY)ow(JZ) + (X, JZ)ow(JY )}
W1 @ Wy = 0K Vxw)(Y,Z2)+V;X(w)(JY,Z)=0
WsdWy=H [J,J]=0 (o Vx(w)(Y,Z) -V ;X(w)(JY,Z)=0)
W1 @ W3 Vxw)(X,Y)+ V;X(w)(JX,Y) =dw=0
Wa & Wi Sxyz {Vx(w)(Y, Z) - %w(X, Y)aw(JZ)} —0
Wi W V(@)X Y) = 5o (X Paw(Y) - (X, V)0u(X) -
—(JX, Z)ow(JX)}
Wy @ Wy Gxvyz {VX(w)(Y,Z)—VJX(w)(JY,Z)}:6w:0
Wid Wy ® W3 =8SK ow=0
WieWae Wy | Vx(@)Y.2) + Vox(@)Y, 2) =~ {(X,Y)5(2)-
—(X,Z)0w(Y) — (X, JY)ow(JZ) + (X, JZ)ow(JY )}
WieWseW,=G1 | Vx(w)(X,Y) - Vx(w)(JX,Y)=0 (o ([J,J](X,Y),X)=0)
Wo® W3 ® Wy =Gs nyz{VX(w)(Y,Z)*ij(w)(JY,Z)}IO
(0 &xyz([J,J)(X,Y),JZ) =0)
w Sin condiciones

De entre las 16 clases anteriores, merecen especial atencion las siguientes:

e Variedades hermiticas: la estructura casi—compleja es integrable (equivalente a la

clase W3 & Wy).

e Variedades simplécticas: la 2—forma de Kahler es cerrada (equivalente a la clase Wa).

e Variedades Kdhler: son complejas y simplécticas.
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Sin embargo, la clasificacién de las variedades casi-hermiticas 4-dimensionales es algo
distinta, ya que W7 = W3 = 0, y este hecho hace que muchos de los tipos anteriormente
citados se anulen, quedando sdélamente 4 tipos distintos de 0. Este caso particular serd de
vital importancia en el posterior desarrollo del trabajo, ya que el estudio de la aplicacion
de las formulas de Bochner a variedades doblemente casi—hermiticas lo desarrrollaremos
s6lamente en el caso 4-dimensional. Asi pues, la clasificacién de variedades casi—hermiticas
4—dimensionales nos queda

TABLA II - Variedades casi-hermiticas de dimensién 4

Clase Condiciones que la definen
K Vw=20
AK = Wsy dw =10
H=W,y [J,J]=0
w Sin condiciones




Capitulo 2

Formulas de
Bochner—Weitzenbock

El objetivo de este capitulo es obtener la formula de Bochner para estructuras casi—
hermiticas (2.9) establecida en la seccién 2.2. Dicha expresién es consecuencia de dos
resultados més generales que se denominan primera férmula de Weitzenbock (Teorema 28)
y segunda férmula de Weitzenbock (Teorema 29) establecidas para p—formas arbitrarias
en la seccién 2.1.

2.1. Formulas de Weitzenbock

Sea (M,g) una variedad de Riemann, donde V es la conexién de Levi-Civita de la
variedad y R = Zwi A wj ® R;; su operador curvatura. Denotamos con V2 el operador
i<j
derivada covariante de segundo orden definido como:

V?X’y =VxVy = Vy,v para cualesquiera X,Y campos de vectores en M

Teorema 28 (Primera férmula de Weitzenbock)/26/
Sea ¢ una p—forma en (M, g), entonces su laplaciano verifica

(2.1) Ap = —V2¢+ Ro

donde, dada {e;} una referencia local ortonormal y {w;} su dual, V?¢ = Z Vgheigb Y R

1

es el operador curvatura dado por R := Zwi Awj - (Rij - )
1<j

Demostracion.
Por la definicién del laplaciano podemos escribir

21
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A¢ = ds¢ + 5d¢

Fijamos ahora un punto m € M y consideramos {e;} una referencia local ortonormal
en un entorno del punto m. Entonces

0dg =06() wiAVe,)

== inte,[Ve,(wi A Ve,0)]
1,J

== inte,(wi AVe,Ve,0)
4,3

== Ve Ved+ > wiAinte,(Ve;Ve,0)
% %,

dép = d[_intej- (Vej ¢)]

= — Z wj A Vei (intej ve]- ¢)
4,3

= — Z w; N\ Z'TLtej (veive]’ ¢)
i?j

Ahora, teniendo en cuenta que VZ¢ = Z Ve; Ve, ¢ v utilizando las identidades ante-

T
riores, resulta

Ap = —V% - Zwi A intej[(veive]' - v€j Vez‘)d)]

2%

= —V2¢ — Zwi AN z'ntej (R” . (,25)
1,7

= —V2¢+ Zwi ANwj - (Rij . ¢)
1<J

Teorema 29 (Segunda férmula de Weitzenbock)/26]
Sea ¢ una p— forma cualquiera en (M, g). Se verifica la segunda férmula de Weitzenbock

(22) 3819 P=pl | Vo P +(7%,9)
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Combinando las dos férmulas de Weitzenbock (2.1) y (2.2) podemos expresar (A¢, ¢) para
una una p—forma ¢ arbitraria como:

(A 9) = (~V?6+ Ro,¢)
= —(V?0,0) + (R, 9)
=D | V6 P +5A | 62 +(Ro,0)
A continuacién, asumiendo que la variedad M es compacta, se tiene

Corolario 30 Sea (M, g) una variedad de Riemann compacta y ¢ una p—forma en M.
Entonces

(2.3) Jai (B, ¢) = [1, {1 do >+ 100 > —p! | Vo [*}

Demostracion.
Integrando sobre M en

1 ~
(Ad,0) =p! | VS " +5A | ¢ [* +(Ro, )
y utilizando el lema 3, se tiene que

SR, ¢) = [,(86,0) —p! [, | Ve |2
= [1,(0d¢ + dd, ¢) —p! [, | Vo |2
= [1,(0d, ¢) + [,,(dd¢,d) — P! [1, | V¢ |
= [y{de,do) + [, (0,00) —p! [1, | V¢ |
= [y {ldo >+ |5¢|* —p! | Vo |*}
O

Ejemplo 31 A continuacién calcularemos (ﬁgf), ¢) para el caso en que ¢ es una 1-forma
¢ = ¢sws. Teniendo en cuenta que R;; = §Rl~jklwk A wy, entonces

1
Rij P = iRijkl(Wk A wl) : (¢sws)

1
= §Rijkz(—Wk5zs¢s + wiOksPs)
1

1
= §Rz‘jks(*wk¢s) + §Rz‘jsl(wl¢s)

= *Rijkswkd)s

Asi pues
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E(ﬁ :Zwi/\wj . (Rij (;5)

i<j
= —¢sw; N\ wj - WpRijis
= Wi0j RijrsPs — wjdin RijrsPs
= —Ryjispswj — Rijsjdsw;
Aplicando este ultimo resultado al producto que queremos calcular
(Rp,¢) = (—Rijisswj — Rijsjbswi, prwr)
= —Ririsdsdr — Rrjsjdsdr
= 2Ric(¢*, ¢)
donde ¢f = Z ¢ses es el campo de vectores asociado a la 1-forma ¢.

S
Asi pues, la expresion (2.3) resulta ser

. # ﬂ: 2 2 2
Z/Mch(¢,¢) /M{|d¢|+|6¢| Vo 2}

Como consecuencia directa de estos resultados podemos demostrar ficilmente algunos
teoremas clasicos de cohomologia como son los dos teoremas de Bochner que nos afirman
que dada (M, g) una variedad compacta verificando que Ric > 0 entonces se anula su
primer numero de Betti. Si la variedad verifica una condicién de positividad sobre el

tensor curvatura R, entonces se anulan todos los nameros de Betti de orden menor que
dim M.

2.2. Formulas de Bochner en variedades casi—hermiticas

El objetivo de esta seccién serd aplicar la férmula (2.3), obtenida en la seccién previa
por aplicacién directa de las dos férmulas de Weitzenbock, a la 2—forma de Kéahler w de
una variedad casi-hermitica. Asi pues, en este caso, la formula sera

(2.4) /M<1Tzw,w> - /M {do P+ 6w —2]| Ve '}

Recordar que Vw € W donde este espacio W se descompone como suma directa de
subespacios irreducibles bajo la accién de U, segin [11]

W=W eWyeWsa W,

y ademas estos subespacios W; son ortogonales. Utilizando esta descomposicién tenemos
que
(2.5) Vw = (Vw)1 + (Vw)s + (Vw)s + (Vw)4



2.2 Férmulas de Bochner en variedades casi—hermiticas 25

donde denotamos con (Vw); la proyecciéon de Vw sobre W;.

En primer lugar calcularemos la parte derecha de la férmula (2.4), expresandola en
funcién de esta descomposicion ortogonal.

Partimos del hecho de que W estd contenido en /\1 ® /\2 y sobre este tultimo espacio
hemos definido en el primer capitulo las aplicaciones alternante alt : /\1 ® /\2 — /\3 y
producto interior int : /\1 ® /\2 — A'. Es inmediato probar que ambas aplicaciones son
Gl,—equivariantes y, en consecuencia, también seran U,—equivariantes.

Si ahora restringimos ambas aplicaciones a los subespacios W; invariantes bajo la accién
de U,

alt : Wy — N\?
int : Wy — A\

estamos en condiciones de aplicar el corolario 13 del Lema de Schur por el cual existen
ai,b; > 0 tales que |alt w|? = a; |w|? e |int w|?> = b; |w|? para cualquier w € W;. Adem4s
estas constantes a; y b; han sido calculadas obteniéndose que a; = 6, a3 = a4 = 2,
by =2(n — 1) y el resto nulas, donde 2n es la dimensién de la variedad [7].

Como consecuencia de este dltimo resultado y utilizando (2.5) y que dw = alt(Vw)
(Lema 1) se sigue que

| dw > =] alt(Vw) |?

| S alt(Vw); 2= ¥ | alt(Vw); 2= Y a; | (Vw); |
— 6](Vao)1[? + 2|(Vew)s[? + 2/(Ve)a?

Del mismo modo, a partir de (2.5) y de la propia definicién del operador coderivada
(Definicién 1) obtenemos que

| dw |2 =|—int(Vw)|?
= 2b; | (Vw); [*= 2(n = 1)|(Vw)4]?

Entonces podemos escribir

(2.6) { | dw [*= 6][(Vw)1[* + 2|(Vw)s|* + 2|(Vw)4|?

| 0w [?=2(n — 1)[(Vw)a|?

Como consecuencia, la parte de la derecha en (2.4) resulta
(2.7) / {ldo P +]6w|? —2| Vw |*} =4E; — 2E; +2(n — 1)E4
M

donde notamos por E; = [}, [(Vw);|2.
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Pasemos ahora a calcular la parte de la izquierda en (2.4). Para ello partimos del hecho
de que (Rw,w) = ¢ tr(R|M ) donde c es una constante que se puede calcular del siguiente

modo:
Tomamos la aplicacién
wildE — A?
a = a-w
que no es mas que hacer actuar una 2—forma « € qui- sobre la 2—forma de Kéahler de la
variedad mediante la accién (1.2) de las 2-formas sobre las p—formas que definimos en el
primer capitulo.

Como Z/{nL es irreducible y esta aplicacion es U,,—equivariante, podemos aplicar el coro-
lario 13 del Lema de Schur que nos asegura que existe una constante ¢ > 0 de tal forma
que |a - w|? = c|al?. Tras unos sencillos calculos se obtiene que ¢ = 4.

Tomemos ahora el espacio de las 2-formas A?. Existe un isomorfismo

SO, = N\

entre este espacio y el dlgebra de Lie de los endomorfismos antisimétricos. Puesto que U,
esta contenido en SOs,, podemos escribir SOq, = U,, B Z/{f;. Por tanto

N = Uy U
donde U, y U:- se corresponden con los subespacios

Un = [[A™]
Uy =N & A"

con [[ ]] denotando la parte real.
Para més detalles sobre estas descomposiciones ver [22].
Si ahora consideramos el tensor curvatura R como un endomorfismo de 2-formas,

R:/\2 — /\2
a  — R(a):—Z<RZ‘j,Oé>Wi/\Wj

1<J
y definimos la aplicacién
J: N2 — A2
uAv —  JuAv)=JuA Jo,

escribiendo R y JR en forma matricial tenemos

R‘ * ~ R‘ x
R= o JR = o
( i R'M%) ( * _RM#>
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yaque J, =1y J‘Ml =—1.
Por tanto, (Rw,w) = 4 tr(R‘Ml) =2 (tr(R) — tr(JR)).
En estos momentos es imporntante tener en cuenta la siguiente consideraciéon sobre

el tensor curvatura de una variedad casi-hermitica. Si (M, g, J) es una variedad Kahler,

entonces
R(X,Y,JZ,JW)=R(X,Y,Z,W)

pero esta identidad no es cierta en general. Asi, dado que los operadores R(X,Y) y J no
conmutan necesariamente, es preciso introducir dos nuevas funciones curvatura, Ric* y s*
que, de alguna forma relacionan la estructura métrica con la estructura compleja de la
variedad. Andlogamente al tensor de Ricci definimos el tensor de Ricci* como

Ric*(X,Y) = tT{Z ~ ijzJY},

v la curvatura escalar s* como
s* =tr(Ric").

Entonces se tiene que, teniendo en cuenta las identidades anteriores: 2 tr(R) = sy
2 tr(JR) = s*. Asi, la parte izquierda de (2.4) nos quedard

(2.8) [ Ry = [ (5=

Si ahora escribimos la férmula (2.4) junto con los resultados (2.8) y (2.7) obtenidos
previamente, tenemos que la formula de Bochner en variedades casi—-hermiticas es

(29) 28, — Ey + (TL — 1)E4 = ;/M(S — S*)

donde recordemos que E; = [, [(Vw); /.
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Capitulo 3

Estructuras doblemente
casi—hermiticas

3.1. Introduccion

Definicién 8 [3/ Una estructura doblemente casi-hermitica en una variedad diferenciable
M es un par de estructuras casi—complejas (J, J') tales que

JJ' =JJ
y una métrica adaptada g tal que
g(JX,JY)=g(X,Y)=g(J'X,JY) VX, Y e X(M)

Una estructura casi—producto @ es un campo de tensores de tipo (1,1) sobre M tal que
Q? = Id. Dado que Q? = Id, toda estructura casi-producto es diagonalizable con autova-
lores +1. Asi pues, equivalentemente una estructura casi—producto consiste en dos distri-
buciones complementarias sobre la variedad (correspondientes a los autoespacios asociados
a los autovalores 1 y -1 de @). Una métrica g se dice adaptada si hace ortogonales a ambas
distribuciones o, equivalentemente si g(QX,QY) = g(X,Y’) para cualesquiera campos de
vectores X,Y € X(M). En tal caso diremos que (M, g, Q) es una variedad casi—producto.

Observacion 32

1) Toda estructura doblemente casi-hermitica determina un campo de planos. De hecho
Q = —JJ' es una estructura casi-producto sobre M y por tanto ker(Q — Id) y
ker(Q + Id) son campos de planos invariantes por J y J'.

2) Considerando la terna de elementos (J, J', Q) asociada a una estructura doblemente
casi-hermitica, es importante senalar que dos de ellos determinan el tercero, ya que
se verifican trivialmente las relaciones:

Q=-JJ , J=QJ , J=QJ

29



30 3 Estructuras doblemente casi—hermiticas

3) La existencia de una estructura doblemente casi-hermitica es equivalente a la reduc-
cién del grupo de estructura a U(p) x U(q).

4) Una variedad 4-dimensional M admite un campo de 2—planos orientados si y sélo si
admite una estructura doblemente casi-hermitica [18].
Es posible expresar condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una
estructura doblemente casi-hermitica en términos de la caracteristica de Euler y la
signatura de una variedad 4-dimensional. Tales condiciones resultan especialmente
manejables si la variedad dada es el espacio subyacente a una variedad compleja, en
cuyo caso se tiene que una superficie compleja admite una estructura casi—compleja
opuesta ( y, por tanto, una estructura doblemente casi—hermitica) si y sélo si la
caracteristica de Euler de M es par [4].

3.2. Algunas clases de variedades doblemente casi—hermiti-
cas

En esta seccién daremos algunas defniciones y propiedades bésicas de las clases de
variedades doblemente casi-hermiticas en las que estamos interesados. Asfi, sea (g, J, J', Q)
una estructura doblemente casi-hermitica sobre M. Denotando con X* (M) los subespacios
de X(M) asociados a los valores propios £1 de Q. Dado que

JI'=JJ , QJ=JQ , QJ =JQ

se tiene que X* (M) son invariantes por J y J'.
Asi pues, localmente es posible construir bases ortonormales

3.1) XH(M) ={er,...,ep Jer, ..., Jep}
' %7(M):{€p+17~-~)€p+anep+1a~--a=]€p+q}
de tal forma que

J'(e;) = J(ei) , i=1...p

J (epti) = —J(epri) , i=1...q

Observacién 33 Sea ahora (M, g, J,J') una variedad doblemente casi-hermitica y @Q =
—JJ' su estructura casi-producto asociada. Sea 2¢ = dim[Ker(Q + Id)]. Entonces J y J’
inducen la misma orientaciéon en M si y sélo si ¢ es par. De hecho, la forma de orientacion
asociada a J viene dada por

Qr=erNJerNeaNJea N...Nep NJep Nepr1 Ndeppi Ao Nepyrg N Jepyyg,
mientras que la forma de orientacién asociada a J' es
VO =eiNJerNeaNTeaN...NepNJ ey Nepri N epri Ao Neprg N J epiq
=erANJetNeaNJea A...Nep ANdep Aeprit A(—Jepr1) Ao Aeprg A (—Jepyq)
= (=1)72,



3.2.1 Variedades doblemente Kéihler 31

Por tanto, en dim M = 4 todo par de estructuras doblemente casi-hermiticas inducen
orientaciones opuestas en la variedad.

3.2.1. Variedades doblemente Kahler

Definicién 9 Decimos que una variedad (M, g,J,J') es doblemente Kdihler si y sélo si
(9,J) v (g,J’) son ambas estructuras Kéhlerianas.

Teorema 34 Sea (M, g, J,J") una variedad doblemente Kdhler. Entonces M es localmente
isomorfa al producto de dos variedades Kdhler.

Demostracion.

La variedad doblemente casi-hermitica (M, g, J,J') es Kahler y opuesta Kéhler si y
solo si la conexién métrica V hace paralelas a ambas estructuras complejas VJ = VJ' = 0.
Por tanto, hace paralela a la estructura casi—-producto, VQ = 0, lo que prueba que las
distribuciones X* (M) son integrables y sus hojas subvariedades totalmente geodésicas. En
consecuencia, M es localmente isométrica a un producto. O

El siguiente resultado presenta, por un lado, una amplia familia de estructuras do-
blemente Kéahler y, al mismo tiempo, proporciona una clasificacién de tales estructuras
cuando se consideran invariantes a la izquierda sobre grupos de Lie 4-dimensionales.

Teorema 35 Sea (g,J,J') una estructura doblemente Kdhler invariante a la izquierda
en un grupo de Lie J—dimensional G. Entonces el dlgebra de Lie g = Lie(G)ha de ser
isomorfa a una de las siguientes
1)g={X,Y,Z,T} donde

[X,Y] =aX +0bY

[Z,T) =cZ +dT

2)g=A{X,Y,Z,T} donde

[X,T] = aY
Y, T] = —aX
(Z,T] = bZ
3)g=A{X,Y,Z T} donde
(X, 7] = aY
[X,T] = bY
Y. Z] = —aX
Y, T] = —bX
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Demostracion.

Haremos la demostraciéon en dos etapas. En una primera etapa obtendremos las con-
diciones necesarias y suficientes para que una estructura (g, J, J') sobre G sea doblemente
almost—Ké&hler (establecidas en las ecuaciones (3.2) y (3.3) que serdn de utilidad en lo que
sigue de la memoria) y, posteriormente, imponiendo la integrabilidad de las estructuras J
y J’, se obtendra el resultado buscado.

Asi, recordemos que (M*,g,J,.J’") es una variedad 4-dimensional doblemente almost—
Kéhler si y s6lo si X7 (M) y X~ (M) definen foliaciones minimales complementarias sobre
M (Teorema 39).

Vamos a tomar como variedad un grupo de Lie G 4-dimensional tal que su algebra
de Lie sea g. Por existir en la variedad G dos foliaciones minimales complementarias, el
algebra de Lie g debe de verificar:

a) Existen 2 subdlgebras complementarias
g1 ={X,V} g2 = {2, T}

Por tanto
[X,Y] =aX +0bY [Z, T =cZ +dT

b) Cada subdlgebra es minimal
g1 es minimal si

<VxX, Z> + <Vyy, Z> =0

1
g (or(VaX 4+ VyY)) =0« { (VxX,T) +({VyY,T) =0

g2 es minimal si

1
—(nor(VzZ + V1T

2

e (V2 Z,X) + (VT X) = 0
a (V2 Z,Y)+ (VrT,Y) =0

Si ahora escribimos la formula de Koszul
1
9(VxY,Z2) = S{Xg(Y,2) +Yg(Z, X) — Zg(X.Y)
+9(X,[2,Y]) +9(Y,[Z, X]) +9(Z,[X,Y])}
podemos reescribir las igualdades anteriores del siguiente modo

0<[Z,X],X>:*<[Z,Y],Y> .<[X7Z]7Z>:*<[X7T]7T>
.<[T7X]7X>:_<[T’Y]7Y> .<[Y7Z]7Z>:_<[Y7T]7T>
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Por tanto tenemos ciertas restricciones sobre los coeficientes que nos pueden aparecer al
hacer los productos corchete de los elemetos del &lgebra de Lie g.
Escribimos los corchetes
[X,Y] =aX +bY
o [X,7] =eX+fY+gZ+hT
(X, T] =iX+jY +kZ—gT
(3:2) Y,Z] =mX —eY +nZ +oT
o [V\T] =¢gX—iY +pZ—nT
[Z,T] =cZ+dT

Si tenemos en cuenta que este producto debe de verificar la condicién de Jacobi
[A,[B,C]] + [C,[A,B]] + [B,[C,A]] = 0 VA B,C € X(M), se establecen las siguien-
tes relaciones entre los coeficientes

fn+jot+bet+eg+hi—af=0
ch+eg+ fn+hi+ jo—dg=0
ae+bm+gm+hg—en—io=0
m+ai+bg+km—ep—gqg=0
dk+gi+jn+cg—ck—fp=0
dp+ep+gg+en—km—in=20
fp+bi+ek—jn—aj—gi=0
co+gm+hg—en—dn—io=0
ko—ag—bn—hp=0
fq—ce—di—jm=0
2go+bo+ah —2hn =0
2kn+bp+ak —2gp =0
2fi4+cf+dji —2ej =0
2eq+cm+dg—2im =0

Sin embargo, si lo que queremos obtener es que el grupo de Lie G esté dotado de
una estructura doblemente Kéahler, hemos de imponer que tanto la estructura J como la
estructura J' sean complejas, i.e. que [J,J] = [J/,J'] = 0. Esto nos llevard a encontrar
nuevas restricciones sobre los coeficientes como veremos a continuacién.
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En primer lugar vamos a imponer la condicién de que la estructura J sea compleja,
para ello exigiremos que [J, J] = 0 sobre los elementos de la base.

o[J,JI(X,Y) =[JX,JY]—J[JX,Y]—J[X,JY]—[X,Y]
= [V, X] - J[Y,Y] + J[X, X] - [X,Y] =0

o[ JI(X,Z2) =[JX,JZ]-JJX,Z|-JX,JZ] - [X, Z]
— Y, T] - JIY, 2] - JIX.T] - [X. Z]
=qgX =Y +pZ —nT —mY —eX —nT + 02
— Y+ j X —kT—gZ —eX —fY —gZ —-hT =0

Asi pues de esta igualdad deducimos las ecuaciones

qg+j7j—2e=0
m+f+2i=0
p+o—29g=0
k+h+2n=0
o[ J(X,T) =[JX,JT]—J[JX,T) - JX,JT] - [X,T]
=-—-mX+eY —nZ—0l—qY —iX —pT' —nZ+
+eY —fX+9gT —hZ —iX —35Y —kZ+gT =0
Por tanto obtenemos
m+f+2i=0
qg+j—2e=0
E+h+2n=0
p+o—29g=0
[ I(Y.2) =[IY,JZ) - JLIY.Z) ~ J[Y.]Z] - Y, Z]
= 7[X7T]+J[X7Z] 7J[Y7T] - [Y7Z]
=—iX—jY —kZ+gT +eY — fX +gT —hZ
—qY =i X —pT'—nZ —mX+e¥Y —nZ—0T=0

Y ahora las ecuaciones que aparecen son

m+f+20=0
qg+j—2e=0
k+h+2n=0

p+o—29g=0
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o[, JI(Y,T) =[JY,JT|—J[JY,T)— JY,JT] - [Y,T]
=X, Z|+JX, T+ J)Y,Z] - [Y,T]
=eX+ fY+9gZ+hTI'+iY —j X + kT +gZ
+mY +eX+nT —0Z —gX +1iY —pZ+nT =0

Y nos vuelven a aparecer las ecuaciones

q+j—2e=0
m+f+2i=0
p+o—29g=0
k+h+2n=0

o[J,J|(Z,T) =[JZ,JT| - J[JZ,T| - J|Z,JT| - |Z,T)
= [T, 2] — J|T,T) + J|Z, Z) - [Z,T] = 0

Por tanto, observamos que si la estructura J es compleja se deben de verificar ademas las
ecuaciones

q+j—2e=0
m+f+2i=0
(34) pt+to—29g=0
k+h+2n=0

Repitiendo exactamente el mismo procedimiento para la estructura opuesta .J/, tenemos
que, para que esta sea compleja, se debe verificar

qg+j+2e=0
p+to+29=0
(3.5) 20— f—m=0
2n—h—-k=0

De este modo, podemos afirmar que si los coeficientes del producto corchete de un
algebra de Lie g verifican las ecuaciones (3.3), (3.4) y (3.5), el grupo de Lie que determina
serd una variedad doblemente Kéhler.

Resolviendo el sistema lineal dado por las ecuaciones (3.4) y (3.5) tenemos

m=—f
q=-J
k=—h
0= —p

Aplicando estos resultados a las ecuaciones (3.3), estas nos quedan reducidas a
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pj+af=0
pj+ch=0
bf +hj=0
bj—hf=0
dh+ fp=0
dp—hf=0
fp—aj=0
cp+hyj=0
bp—ah =0
cf+di=0

Llegados a este punto, podemos resolver este sistema y obtenemos cinco soluciones
que dardn lugar a distintas algebras de Lie cuyos grupos de Lie asociados poseen una
estructura doblemente Kéhler.

Viene dado por la solucién f = h = j = p = 0 y esta caracterizado por un producto
corchete de la forma

o [ X, Y]=aX+0bY o[V, Z]=0
o (X, Z] = o [YV,T]=0
o (X, T)|= o [Z,T] =cZ+dT

Viene dado por la solucion a = b =d = f = h = p = 0 y estd caracterizado por un
producto corchete de la forma

°[X,Y]=0 o[Y,Z] =0
o[X,Z]=0 o [Y,T] = —aX
o [X,T]=aY o [Z,T)=bZ

TIPO III

Viene dado por la solucion b = ¢ =d = f = h = j = 0 y estd caracterizado por un
producto corchete de la forma

o [X,Y]=aX o[Y,Z] =T
°[X,Z]=0 o [Y,T] = —bZ
o [X,T] =0 o [2,T] =

TIPO IV
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di
Viene dado por la solucion a =b=h=p =0y c = —7] y estd caracterizado por un

producto corchete de la forma

¢ [X,Y]=0 o[V, Z] = —aX
o [X,Z]=aY o [V, T] = —bX
o [X,T]=bY o [Z,T] = —%bZ—i—cT

b
Viene dado por la soluciébn c =d = f =j =0y a = % y estd caracterizado por un

producto corchete de la forma

o[X,Y]:%X—kaY o[V, Z] = —cT
o [X,Z] =T o [Y,T]=cZ
o [X,T] = -bZ «[Z,T] =0

Y

A pesar de que en un principio pudiera parecer que estos cinco tipos son distintos ya
que provienen de distintas soluciones del sistema, vamos a probar que realmente son tres
puesto que podemos encontrar un isomorfismo de dlgebras de Lie entre los tipos II y III y
otro isomorfismo entre los tipos IV y V.

Si denotamos por g = {X,Y,Z, T} a un algebra de Lie de tipo II y denotamos por
g ={X,Y',Z,T'} a un élgebra de Lie de tipo III, tenemos el siguiente isomorfismo de

algebras de Lie entre ellas
!

a:g — g
X - Z
Y — T
7 - X
T — Y

Se puede probar de manera sencilla que esta aplicacién « verifica la condicién
alA, B] = [aA, aB] VA Beg

y es, por tanto, un isomorfismo de dlgebras de Lie.

Del mimo modo, denotando por g = {X,Y,Z, T} a un algebra de Lie de tipo IV y
por ¢ = {X",Y',Z,T'} a un dlgebra de Lie de tipo V, la misma aplicacién a que en el
caso anterior nos da igualmente un isomorfismo de algebras de Lie, puesto que « vuelve a
verificar la condicién

alA, B] = [aA, aB] VA Beg
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y, por tanto, esto nos prueba que los tipos IV y V también son isomorfos.

De esta forma, tal y como anuncidbamos anteriormente, estos cinco tipos nos quedan
reducidos a los siguientes:

Esté caracterizado por un producto corchete de la forma

o [ X,Y]=0aX +bY oY, Z] =0
(3.6) e [X,Z]=0 e [V,T]=0
e [ X,T]=0 o [Z,T|=cZ+dT

Son los que tienen un producto corchete determinado por el siguiente modelo

o [X,Y]=0 o[Y,Z] =0
(3.7) o [X,Z]=0 o [Y,T] = —aX
o [X,T] =aY «[Z,T] =bZ

Los algebras de Lie de este tipo poseen un producto corchete de la forma

e [X,Y]=0 o[V, 7] = —aX
(3.8) o [X,Z]=aY o [V, T] = —bX
o [ X, T|=0bY o[Z,T]:—%bZ+cT

Observacién 36 Ahora pasaremos a estudiar algunas caracteristicas de estos tres tipos,
como son la resolubilidad y la nilpotencia, probando que todas ellas son resolubles y no
nilpotentes, salvo el caso trivial del algebra conmutativa. Para ello comenzaremos por
definir ambos conceptos.

Definiciéon 10 Sea g un dlgebra de Lie. Denotamos por

gt=g ., ¢*=[g9 ., ¢"'=[gg

"]
Es claro que

gog’>...og"!
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Se dird que un algebra de Lie g es nilpotente en k pasos si
JkeN/ght#£0 gh=0
Un algebra de Lie se dira nilpotente si es nilpotente en k pasos para algin k € N.

Definiciéon 11 Al igual que venimos notando hasta ahora, g serd un algebra de Lie y sean
0@ =g . gW=[g,g , g®P=[gWM,gM] .-, gD =[gM g
Del mismo modo que antes se tiene que
@5 g5 gt
Diremos que g es resoluble si An € N/g(”) = 0.

Es sencillo probar que g™ ¢ g"*! y como consecuencia de este resultado y de las propias
definiciones se tiene que todo dlgebra de Lie nilpotente es resoluble.

Una vez que hemos visto qué significa que un algebra de Lie sea nilpotente y resoluble,
vamos a estudiar si las dlgebras de Lie de los tres tipos de variedades doblemente Kéhler
que teniamos lo son.

TIPO 1

Teniendo en cuenta la definicién de dlgebra de Lie nilpotente y que el producto corchete
en este caso debe de ser de la forma (3.6), vemos que este dlgebra no es nilpotente ya
que

[X,Y] = aX +bY
[X,[X, Y]] = b(aX + bY)
(X, [X,[X, Y]] = b*(aX +bY)
n+1 veces
———
X, [X, .. [X, [X.Y]].. ] = b"(aX +bY)

Sin embargo si que es resoluble, ya que gV = {aX 4 bY,cZ + dT'} (siguiendo la
notacién anterior) y [gM, gM] = 0 puesto que

[aX +bY,cZ+dT] =0

TIPO 2
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Al igual que en el caso anterior, la definicién de algebra de Lie nilpotente y la forma
de su producto corchete como aparece en (3.7), nos afirman que un algebra de Lie de tipo

2 no es nilpotente ya que

[T,X] = —aY
[T,[T, X]] = —a®’X

[T7 [Tv [T? XH] =a’Y

2n veces

——N—
0T, LX) J) = (~)"la? X
2n+1 veces
[Ta [Ta o [T> [T7 X]] e H = (_1)n+1a2n+1y

Del mismo modo que antes este algebra es resoluble, ya que g(l) ={X,Y,Z} y
(g™, gM] = 0 puesto que

X,Y]=0 [X,Z]=0 [V,Z]=0

TIPO 3

Como sucedia en los anteriores casos, la definiciéon de algebra de Lie nilpotente y la
forma de su producto corchete como en (3.8), nos indican que un élgebra de Lie de tipo 3
no es nilpotente ya que

Z,X] = —aY
12,12, X]] = —a®X

[Za [Zv [Z’ X]H =a’Y

2n veces

———
717, 12,12, X]]..]] = (1) la2n X

2n+1 veces

—
717, 712, X]].. ]| = (=1)" a2ty

Como en los anteriores casos este dlgebra es resoluble, ya que g(!) = {X,Y,——Z+T}
a
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v [a0,0] = 0 puesto que

1X,Y] =0
b b

(X, —=Z+T] = ——[X, Z] + [X,T] = —bY +bY =0
a a

Y, 224 T) = —[¥,2) + [V.T) = bX —bZ = 0

Asi pues hemos probado que los 3 tipos de dlgebras de Lie que dan lugar a variedades
doblemente Kahler son resolubles pero no nilpotentes.

3.2.2. Variedades doblemente almost—Kahler

Denotamos ahora con w, w' las 2-formas de Kéhler asociadas a las estructuras (g, J)
y (g,J’) respectivamente:

w(X,Y)=g(JX,Y) , J(X,Y)=g(J'X,)Y)

Definicién 12 Decimos que una variedad (M, g, J,J') es doblemente almost-Kdhler si y
so6lo si dw = 0 = dw'.

Teorema 37 Si la estructura doblemente casi-hermitica (M, g, J,J') es almost-Kdhler y
opuesta almost—Kdhler, entonces las distribuciones espacial y temporal definen foliaciones
minimales sobre M.

Demostracion.
Definimos las 2-formas {24 del modo siguiente

1 1
Q+:§(w—w') Q,:—Q(w—i—w’)
En términos de estas 2—formas las distribuciones espacial y temporal estan caracterizadas
por:
X (M) = {X € X(M)/ixQs = 0}
X~ (M)={XeX(M)/ixQ_ =0}

donde (ix$(1))(Z) = Q4)(X, Z) denota el producto interior de formas y campos de
vectores.

El siguiente Lema nos permitird relacionar la integrabilidad de las distribuciones X* (M)
y X7 (M) con el hecho de definir w y w’ estructuras simplécticas sobre M.

Lema 38 [3] La diferencial de las 2-formas Q) verifica las siguientes relaciones:

(a) (XY, Z) =0
dQ_(U,V,W) =0
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(b) A (U, V, W) = —dw'(U,V, W)
dQ_(X,Y,Z) = —dw(X,Y, Z)

(¢) dQ(X,Y,U) = (ifx,v)24)(U
dQ_(U,V, X) = (ijy,v)2-)(X

~— =

dQ_(X,Y,U) = —dw(X,Y,U

= (v Q2-)(X)
— (ix,y24)(U)

donde X,Y,Z (respect. U,V,W) son campos de vectores tangentes a la distribucién X (M)
(respect. X~ (M)).

~—

Sea D una distribucién arbitraria k—dimensional sobre una variedad de Riemann
(M, g). Se define el vector curvatura media Hp de la distribucién como:

k
1
(3.9) Hp =+ ZnOT(VEiei)
=1
donde {e;,i = 1,...,k} es una referencia ortonormal en D y nor(VxY )es la componente

normal de la conexién de Levi Civita cuando se aplica a vectores tangentes a la distri-
bucién. Se dird que la distribucién D define una foliacion minimal si Hp = 0y D es
involutiva.

Teniendo en cuenta los resultados del anterior Lema, las distribuciones X% (M) son
integrables si y sélo si

dQ ) (XF(M), X5 (M), —) =0

Ahora bien, si dw = dw’ = 0, entonces (4 son 2-formas cerradas, y por tanto, XE(M)
definen foliaciones complementarias sobre M. De (3.9) obtenemos que el vector curvatura
media de la distribucién X~ (M) se expresa como:

1 q
HX*(M) = 5 Z{nOT(VUiUi) + nOT(VJUiJUZ-)}
=1

donde {U;, JU;;i = 1,...,q} es una referencia ortonormal es X~ (M). Considerando la
relacién entre las estructuras casi-complejas J y J', se sigue que:

(3.10) Q4 (U, JU,X) = —g(VuU + V5 JU, X)

y por tanto, si la 2-forma € es cerrada, entonces la distribucién X~ (M) es minimal, y el
resultado se sigue mendiante el mismo argumento para 2_. ([

En el caso en que la dimensiéon de M es cuatro se puede establecer un reciproco del
Teorema anterior.
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Teorema 39 Sea (M, g) una variedad de Riemann 4-dimensional. Entonces, las distri-
buciones X+t(M) y X~ (M) definen foliaciones minimales sobre M si y sdlo si las es-
tructuras casi—complejas asociadas J y J' definen estructuras almost—Kdhler y opuesta
almost—Kdhler respectivamente, sobre M .

Demostracion.

Probaremos que las 2-formas (1) son cerradas si y sélo si las distribuciones XE(M)
son integrables y XF (M) minimales. La necesidad estd probada en el Teorema anterior.
Veamos la suficiencia:

La diferencial dQ, es nula cuando se aplica a tres vectores en X*(M) puesto que
ambas distribuciones son de dimensiéon dos. Asi, tal y como nos afirma el Lema 38,
dQ (X (M), Xt (M), X~ (M)) = 0 si y sélo si la distribucién X (M) es integrable, y
ademads, de (3.10) se sigue que dQ4 (U, JU, X) = 0 si y s6lo si X7 (M) es minimal.

Teniendo en cuenta que las distribuciones X% (M) tienen dimensién dos, y denotan-
do con {U, JU} una referencia local ortonormal de la distribucién X~ (M), se tiene que

dQp (X~ (M), X~ (M), Xx+t(M)) =0 siy sélo si X~ (M) es minimal. O

3.2.3. Variedades doblemente complejas

Definicién 13 Una variedad (M, g, J, J') se dird doblemente compleja si ambas estructu-
ras J y J' son complejas, i.e. [J,J] =0=[J,J].

Aunque existen similitudes formales entre las estructuras cuaterniénicas y las doblemente
casi—complejas, la integrabilidad de dos de estas tltimas no conlleva la integrabilidad de
la tercera. Esto se puede ver en el siguiente ejemplo del fibrado tangente, que muestra
que una variedad puede ser doblemente compleja y sin embargo X (M) no ser integrables
simultaneamente.

Ejemplo 40 Sea (M2, g,J) una variedad Kihler no llana (una superficie orientada) y
sea T'M su fibrado tangente. En lo que sigue de este ejemplo utilizaremos las notaciones y
conceptos de levantamientos desarrollados en [12], [27]. Se define la métrica de Sasaki g”
inducida en T'M como:

D
g =

{ gP(XH Y H) = gP(XV YY) = g(X,Y)V
gP(XH YY) =4¢P(XV,YH) =0

que es definida positiva siempre y cuando ¢ lo sea. Ahora definimos las estructuras casi—
complejas inducidas por la estructura compleja de la variedad base

LI =Xy ) = (@)
| { J(xM) = (73 | { J(X) = (7 x)"
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Es sencillo probar que estas estructuras asi definidas son compatibles con la métrica g”.
Ademis se sigue de la propia definicién de J y J’ que ambas estructuras conmutan por lo
que (T'M, gP,J,J ) es una variedad doblemente casi-hermitica. Veamos que, de hecho es
una variedad doblemente compleja.

Lema 41 [5] Si (M?, g,

hermitica.

J) es una variedad Kihler, entonces (T M, g, J) es una variedad

Para probar la integrabilidad de la estructura casi—compleja opuesta necesitamos cono-
cer la conexién de Riemann VP de la métrica de Sasaki, que estd determinada por las
siguientes relaciones [12]:

(v)eH YH)(p,u) = (VXY)

1

(p,u) i(RP(Xﬂ Y)U)V7

1
(VRaY )y = (VXY ) () + 5 (Bp(u, V) X)"

(VRv
(VR Y
Para todo X,Y € X(M

1
V) ) = 5 Ry, XYY

V) oy =0

). Asi, para mostrar que (T'M,g”,J’) es una variedad compleja

bastarfa con probar que [J', J'] =0 en los siguientes casos.

[ INXY YY) = [(TX)Y (V)] = T(TX)YV VY] = JXY (TY)Y] = (XY Y]

= Vi (V)Y = Vi (TX) = TV G VY = Ve (TX))

— J{VE (TY)V - (Jy)VXV} VR YV + VD XV =0

[ INXY ) = () (I + T(TX)T Y]+ T X (TY)H] = [XH Y]
=V (T =V u (TX)H

+ J{VP
+ IR (V) — VD

= (VgxJY){

—(VxY){ )+ %(Rp(x, YVu) + (VyX){

YH v (TX)"}
XMy = Ve Y 4+ VP, X1

(Tx)H
(g)#

Ry(TX, TY)u)" — (Vay TX)(,

1
) ~ 5 (p:w)

S RATY,TX)Y + TV 7xV My — 5 (Rp(TX, ¥ )"

’—\I\D)—‘

1
= (Vv TX) Gy + 5 (Bo(Y, T X))} + TV TY )0

(Ry(X, TV )"~ (V3 XY oy + 5 (Ry(TY, X))}
1

N |

(pa) ~ 5 (Bp(Y, X)u)”

= ([JX,TY] - JITX, Y] - TX,TY] - [X, YD =0



3.2.3 Variedades doblemente complejas 45

L, 7YY ) = =T X)) ()] = T (T X)), Y
+J'xV, (g1 ] XV, yH)
V%X)v (j ) jy)H (jX)
J’{V(jX)VYH - V2, (TX)V}

+ J/{va( )H V(Djy)H

1 1
= =5 (Bp(uw, TX)TV) 4+ (Vv TX) () + 5 (Bp(u, TX)TY)H

xXVy-vR, v vl xV

I Ry, TXY)T = (Vy T X))~ 5 Ryl TX)Y )T

G Ry, )TV = (Vg X0l — 5 Ry, X)TY))

— S Byl X)) <va>(Vpu) + 5By, X)¥)"

={(Vay DX = (VyT)T X}, . =

Por tanto esta variedad es doblemente compleja pero no doblemente Kéhler ya que
GO (VR (I, 2Y) = —gP (VR (TY)H, 2) + gP(VE,YH (T 2)")

= S (R, TV, 2Y) — SgP(Ry(X, V), (72)")

1
- 5{Rp(X, JY,u,Z) — Ry(X,Y,u, T Z)}V

y este término no tiene que ser necesariamente cero. Ademas [Q, Q] # 0 siempre que M?
no sea una variedad llana, ya que X*(T'M) se corresponden con las distribuciones vertical
y horizontal.

Variedades 4-dimensionales que no admiten estructuras complejas opuestas

Beauville [2] clasifica las superficies complejas que admiten una estructura compleja
opuesta, en términos de los nimeros de Chern de la variedad compleja M. En el siguiente
teorema se establece un criterio para la no integrabilidad de la estructura compleja opuesta
asociada a una métrica casi—hermitica, en términos de los niimeros de Chern de la variedad.
Notemos que en el caso particular de ser M una superficie compleja, se obtiene el resultado
de Beauville.

Teorema 42 Sea M una variedad compacta orientada 4—dimensional que admite un cam-
po de 2-planos orientados, y por tanto, una estructura casi—compleja J y una estructura
casi—compleja opuesta J'. Sean c3(M), co(M) los niimeros de Chern asociados a la es-
tructura casi—compleja J. Se tiene:
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1. Sila caracteristica de Fuler es no positiva y los niumeros de Chern satisfacen:
(M) < 2co(M)
entonces la estructura casi—compleja opuesta J' no es integrable.

2. Sila caracteristica de FEuler es positiva y los nimeros de Chern satisfacen:
A(M) < ca(M)
entonces la estructura casi—compleja opuesta J' no es integrable.

Demostracion.
Denotemos con c2(M), ca(M) y ¢3(=M), ca(—M) los nimeros de Chern correspon-
dientes a la estructura casi-compleja J y a la estructura casi-compleja J’ respectivamente.

Para que una 4-variedad admita una estructura casi—compleja J ha de verificarse la
condicién de Wu [25]:

(3.11) (M) = % (5 (M) — 2¢5(M))

donde 7 es el indice de Hirzebruch de M.
Andlogamente, si M admite una estructura casi—compleja compatible con la orientacién
opuesta de la variedad, se ha de verificar la siguiente condicién de Wu:

(3.12) 7(=M) = é (F(—M) — 2co(—M))

siendo 7(—M) el indice de Hirzebruch de la variedad —M ( la variedad M con la orienta-
cién opuesta).

El nimero de Chern ¢3(M) coincide con la caracteristica de Euler de M, y por tanto es
un invariante topolégico, asi pues ca(M) = co(—M) = x(M). Sin embargo para el primer
numero de Chern opuesto, tenemos la relaciéon:

(3.13) A(=M) = —c2(M) + 4ca(M)

Para probar (1), si ¢?(M) < 2co(M), usando (3.13) obtenemos ¢3(—M) > 2co(—M).
Miyaoka [20], prueba que una variedad 4-dimensional compacta conexa con caracteristica
de Euler no positiva cuyos nimeros de Chern satisfagan c¢2(M) > 2co(M) no admite
estructuras complejas. En consecuencia, se sigue la no existencia de estructuras complejas
sobre M compatibles con la orientacién opuesta.

Teniendo en cuenta la igualdad (3.13), si la caracteristica de Euler es positiva y los
nimeros de Chern satisfacen c¢3(M) < co(M), se sigue que

(3.14) A (—M) > 3ca(—M)
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y por tanto, de los resultados de Miyaoka se obtiene que, si la estructura casi-compleja
opuesta es integrable, entonces la variedad compleja opuesta (—M,J’) ha de ser el plano
proyectivo o una superficie de tipo general verificando

(3.15) c(—M) < 3ey(—M)

Ahora bien, Matsushita [17] prueba que el plano proyectivo no admite campos sin-
gulares de 2-planos orientados, y por tanto métricas semi-Riemannianas de signatura
(4, +,—, —). Por otro lado, la condicién anterior nunca se satisface (sin mas que conside-
rar (3.14)), y por tanto, la estructura casi-compleja opuesta nunca serd integrable. O

Los siguientes ejemplos muestran variedades 4-dimensionales admitiendo estructuras
casi-complejas y opuestas casi—-complejas, las 1iltimas nunca integrables en virtud del teo-
rema anterior.

Ejemplo 43 4—variedades que admiten un campo de 2—planos orientados, y por tanto,
una estructura casi—compleja y una casi—compleja opuesta, con la estructura casi—compleja
opuesta nunca integrable.

(A) Consideremos la variedad W, ,,  obtenida como la suma conexa
Wik = mCP*nCP24k(CP' x R)

donde CP? es el espacio proyectivo usual con la orientacién opuesta y R una curva de
género 2.
Sus numeros de Chern satisfacen [18]:

A(—Winng) = —m +5n — 12k + 4
co(Wmnk) =m+n—6k+2
AWmnk) =5m—n— 12k +8

En [19] se prueba que W, ,, ;, admite un campo de 2-planos (y por tanto una estructura
casi—compleja y otra casi—compleja opuesta) si y sélo si:

n=m mod 2 k=m+1 mod?2

Teniendo en cuenta los anteriores resultados, la variedad Wy, ynq2rm+2s41 N0 admite
ninguna estructura compleja opuesta, siendo 1 < r < 's O

(B) Las intersecciones completas Mg(\) estén definidas como las hipersuperficies ce-
rradas formadas por raices de polinomios homogéneos de grado d en el espacio proyectivo
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complejo CP™. En el caso particular de ser n = 3, son superficies complejas, y sus nimeros
de Chern satisfacen [10]:
t(Ma(N)) = (4 — d)*d

es(Myg(\) = (6 — 4d + d?)d

Si M es una superficie compleja, admitird un campo de 2—planos orientados si y s6lo
si sus nimeros de Chern satisfacen:

3 (My(\)) — 5ea(Mg(N\)) = 0 mod 12

Tal condicién la satisface cualquier entero d = 0 mod 6, y por tanto, tales variedades
admitiran una estructura casi—compleja y una estructura casi—compleja opuesta nunca
integrable, puesto que ca(My(A)) > 0y c2(My(N)) < ca(Mg(N)) O

3.2.4. Variedades Kahler y opuesta almost—Kahler

Definicién 14 Decimos que una variedad (M, g, J, J') es Kahler y opuesta almost-Kdhler
siy sélosi VJ =0y dw =0.

3.2.5. Variedades almost—Kahler y opuesta compleja

Definicién 15 Dada una variedad (M, g, J, J'), decimos que es almost Kihler y opuesta
compleja si'y sélo si dw =0y [J',J]=0.

3.2.6. Variedades Kihler y opuesta compleja

Definicién 16 Una variedad (M, g, J,J') tal que VJ = 0y [J',J'] = 0 decimos que es
Kdhler y opuesta compleja.



Capitulo 4

Variedades 4—dimensionales
doblemente casi—hermiticas

En este capitulo pondremos de manifiesto las relaciones obtenidas como aplicacién de
las formulas de Bochner descritas anteriormente al estudio de las variedades doblemente
casi—hermiticas en dimensién cuatro. Tales resultados nos permitiran establecer condicio-
nes en la curvatura que garanticen que la estructura local de la variedad es un producto
y esta se comporta como una variedad doblemente Kahler.

4.1. Introduccion

En esta primera parte del capitulo trataremos algunos resultados sobre variedades
4—dimensionales doblemente casi—hermiticas que no hacen uso de la compacidad de la
variedad.

4.1.1. Armonicidad de las formas de Kahler

Sea (M*,g,J,J'") una variedad 4-dimensional doblemente casi-hermitica. Como ya
hemos visto en el capitulo anterior dedicado a estructuras doblemente casi—hermiticas,
podemos elegir una base ortonormal B = {e1, Jey, e2, Jea} de X(M) donde {e1, Jer} es
una base ortonormal de X (M) y = {ez, Jea} es una base ortonormal de X~ (M). De esta
forma la estructura casi-compleja opuesta J' verifica

J’(el) = Jel J/(ez) = —J€2
lo que muestra que los planos generados por {ej, Je;} y por {es, Jea} son J'—invariantes.

Fijamos ahora como orientacién la determinada por la estructura casi—-compleja J y vamos
a calcular el operador estrella de Hodge sobre las 2—formas de Kahler w y '.

49
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Teniendo en cuenta que (M 4 g) es una variedad 4-dimensional, fijamos una base orto-
normal positivamente orientada B = {e, ey, e3,e4}. Si denotamos por A\*> = A*(M) al
espacio de 2—formas sobre la variedad M, el operador estrella de Hodge * : /\2 o /\2
estd determinado por

x(el ne?) =ed Net , x(el ned) = et Ae?,
(4.1) x(et net)=e? ne? , x(e2ned) =el Net,
x(e2 net) =e3 Ael , x(e3 net) =el Ae

donde {e!,e?,e3,e*} es la base de 1-formas dual de B.
Respecto al producto interior de 2—formas definido en el capitulo 1
(X AY,ZAV))=g(X,2)g(Y,V) —g(Y, Z)g(X,V)

se tiene que
((x(e? ne), e nel)) = (e A el x(eF A el))),

lo que prueba que el operador estrella de Hodge * es auto—adjunto. Ademas, dado que
«2 = Id, sus autovalores son 1 y —1 y podemos descomponer /\2 como /\2 = /\i @ /\2_,
donde

No={VeN/xV=V} AN ={VeA/xV=-V}

Senalemos que los dos subgrupos /\fIE tienen igual dimensién dim /\%r =dim A% = 3.

Asi pues, para calcular el operador estrella de Hodge sobre las 2—formas de Kéahler w y
w’ asociadas a las estructuras (g,J) y (g,J’) repectivamente, lo primero que haremos
serd expresarlas en una base adaptada {ei, Jei, ea, Jea} = {e1, J'e1,ea, —J ea}.

Entonces

w=el AJet +e2 A Je?

W' =et A Jel —e? A Je?
Ahora bien, si observamos en (4.1) como actia el operador estrella de Hodge sobre las
2—formas es inmediato que

*W = W y W = —w

Observacion 44 Teniendo en cuenta la expresiéon del laplaciano A = dd + dd, si w es
cerrada, entonces Aw = déw = d(+ * dx)w = 0, lo que prueba que las 2—formas de Kéhler
w vy w' son armoénicas si y sélo si son cerradas.
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4.2. Variedades doblemente almost—Kahler

Teorema 45 Sea (M4,g, J, J'") una variedad doblemente almost—Kdahler tal que la curva-
tura seccional K > 0, entonces (M4,g, J,J") es una variedad doblemente Kdhler.

Demostracion.

Por ser (M*, g, J) una variedad doblemente almost-Kéhler, tanto w como w’ son 2-formas
cerradas. Como w es cerrada, entonces Aw = 0 como probaba la Observacién 44. Asi,
aplicando la primera férmula de Weitzenbock (2.1) tenemos

(4.2) 0=Aw=—V?w+ Rw= V2w = Rw
Ademés |w|? = (w,w) es constante y, por tanto, Alw|? = 0.
Aplicando la segunda férmula de Weitzenbock (2.2) obtenemos

1
0= —iA]wF = 2| Vw|* + (VZw,w)

Asi pues
1 1, =
va”2 - _§<v2w>w> = _§<vaw>

ya que, por (4.2), Viw = Ew;
Como consecuencia de que (Rw,w) = 4tr(R|ML) [7], en el caso de que (M*,g,J) sea una
2

variedad almost—Kahler, tenemos

|Vw]||? = thT(R‘%L)

Como estdbamos suponiendo que tanto w como w’ eran 2-formas cerradas tenemos que

[Vwl||? = —2tr(R‘u2l)

(4.3)
V|2 = —2tr(R,,)

Por tanto, a partir de aqui calcularemos tr(R|ML) y tr(R|wL)
2 2

Consideramos J y J' como estructuras con coeficientes complejos y denominamos por
A" = {X € x(M) t.q. JX = iX}. Es conocido que este espacio tiene dimensién dos y
e1 —i1Jer ey —iJey

V2o V2
unitarios.

2 .
De esta forma, una base de A 0 serd

} es una base de /\1’0, ya que son ortogonales y

se tiene que A = {

e1 —tJer ey —idey

=17 v

p=A

e1 Neg — Jeg A Jey ,<€1/\J€2+J61/\€2>}
—1
V2 V2
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Entonces tenemos la siguiente base para [[A*° @ A”?]], donde recordemos que [[ ] deno-
taba la parte real

eg Ney — Jeg NJey eg ANJeg + Jep Aes

A// — ,
{ 7 7 }
Llamaremos
o — e1 Neg — Jep A Jey
' V2
e1 NJeg + Jeig Aeg
a9 =

V2

Teniendo en cuenta que Us- = [[A*? @ A\"?]] estamos en condiciones de calcular el término
tr(R‘ul) = R(a1)a1 + R(ag)az, donde
2

1
e Rla)ay = —§[R<61,62,61,€2) — R(ey,e9,Jey, Jea) — R(Jey, Jea, eq, e3)
+R(J€1,J€2,J€1,J€2)]
1
= —5[—K(€1,62) — K(Jel, Jeg) — 2R(61,62,J€1, Jeg)]
1
e Rlag)ag = _i[R(el’ Jeg,e1, Jes) + R(ey, Jea, Jer,e2) + R(Jey, e, e1, Jea)

+ R(Jel, €2, Jel, 62)]

1
= —5[—K(€1a Jea) — K(Jey,e2) +2R(e1, Jez, Je, e2)]
Entonces

wy L= —%[—K(el, e2) — K(e1, Jes) — K(Jer, ea) — K(Jer, Je)

+2R(61, Jeg, J61, 62) — 2R(61, €2, J61, Jez)]

Ahora procediendo de la misma forma con la estructura J’, consideramos el espacio

NP ={X e x(M)tq JJX =iX}y

€1 —z'Jel €9 +iJ€2

V2T V2

€1 — iJ/61 €y — iJleg

V2o V2

n
es una base de A", Entonces, una base de A

B={ p=A }

2
0 €S

e1 —iJer  ea+ides

B==05 v

p=A

61/\62+J61/\J62+,(61/\]62—J61/\62>}
i
V2 V2
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y, por tanto, la base de [[/\/2’O & /\IO’QH es

eg Neg+Jeg ANdey er ANJeg — Jeg A eg

B// — ,
{ 7 7 ¥
Llamamos
8 = e1 Nes+ Jep A Jey
' V2
By = e1 NJes — Jeg A ey
i V2
Como U'y = [[N*°® A%, también estamos en condiciones de calcular el término
tr(Ry ) = R(B1)Br + R(02) 2.
2
1
o R(B1)B1 = —5[3(61, ez, e1,e2) + R(e1, ez, Jer, Je2) + R(Jer, Jeg, e1, e2)

+ R(Jey, Jea, Jei, Jes)]
1

= —5[—K(61,€2) — K(Jey, Jea) + 2R(eq, e, Jey, Jea)]
1
e R(32)B2 = _i[R(ela Jeg,er, Jea) — R(e1, Jea, Jer,ea) — R(Jei, ez, e1, Jea)+
+ R(Je1, ez, Jer, e2)]
1
= —5[—K(61,J€2) — K(Jei,ea) —2R(eq, Jea, Jeq, es)]
Y asi tenemos
1
tr(R = ——|—-Kl(ej,er) — K(ey,Jes) — K(Jey,eq) — K(Jep, Jeg)—
(45) ( \M%) 2[ (e1,e2) (e1, Jez) (Jer,e2) (Jer, Jea)

—2R(61, Jeo, Jeq, 62) + 2R(€1, eo, Jeq, Jeg)]

Por tanto, sumando las dos ecuaciones en (4.3), y utilizando (4.4) y (4.5) obtenemos

(46) HVWHQ + ||Vw/\|2 = —2[K(61, 62) + K(el, Jeg) + K(Jel, 62) + K(Jel, Jeg)]

Por tanto, si la curvatura seccional K > 0, como ||Vw|? y [|[VW'||? son no negati-
vos, entonces ambos tienen que anularse. Entonces (M 49,J ) es una variedad doblemente
Kahler. O
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Ejemplo 46 Por lo visto en (3.2) sabemos que el producto corchete de un dlgebra de Lie
g cuyo grupo de Lie G sea doblemente almost—Ké&hler esta caracterizado por

o [XY] =aX+0bY

o [X,Z] =eX+ fY+9gZ+hT
o [X\T| =iX+jY+kZ—gT
o [YVZ] =mX —eY +nZ+oT
o [YV\T] =¢qX —iY +pZ—nT
o [Z,T] =cZ+dT
Si ahora anulamos todos los coeficientes excepto b = e =d =1y g = —1, tenemos el

algebra de Lie g = {X,Y, Z, T} definida por los corchetes:

¢ [X,Y]=Y o[V, Z]=-Y
o X, Z]|=X-Z o [Y,T] =0
o [X,T]=T ¢ [Z,T|=T

En primer lugar, es facil probar que este conjunto asi definido es efectivamente un dlgebra
de Lie, i.e. que este producto corchete verifica las ecuaciones de Jacobi. Por tanto, podemos
concluir que el conjunto g es un algebra de Lie y que su grupo de Lie asociado G es una
variedad doblemente almost—Kahler.

Sin embargo esta variedad no es doblemente Kéhler, de hecho no es Kahler con ninguna
de las dos estructuras ya que

o [JJIX,Z) =[JX,JZ]-J[JX, Z]-J[X,JZ] - X, Z]
=Y, T| = JY,Z| - JIX, T - (X - 2)=JY —JT - X + 2
= X+ Z-X+7Z=27Z—-X)#0

o JJX,Z) =[JX,JZ) - JJX, Z - J[X,JZ]-[X, Z
= [V,\T| = JY,Z|+ J[X,T| - (X = Z)=JY + JT - X+ Z
= X+Z-X+Z=22Z-X)#0

lo que muestra que J y J' no son estructuras complejas.

Veamos que, como predice el teorema anterior K < 0, o al menos K (X, Z)+ K (X,T)+
K(Y,Z)+ K(Y,T) <0.
El siguiente paso serd calcular la conexién de Levi—Civita para los elementos de la base.
Esta estd determinada por los términos no nulos
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VxX =—-Z7 Vg7 =-X
VxZ =X VrX =-T

(4.7) VyX = -Y VrZ=-T
VvY=X+7 VT =X+7
VyZ =-Y

Una vez hemos calculado la conexién de Levi-Civita para los elementos de la base,
podemos calcular el signo de K(X,Z2) + K(X,T)+ K(Y,Z) + K(Y,T).

oK(X,Z2) =R(X,Z,2,X)=g(NxVsZ~V;VxZ - Vixz%X)

= g(VX(—X) - VzX — VXZ+ VZZ,X) = g(Z —7Z—-X - X,X) = -2
oK(X,T) =R(X,T,T,X)=g(VxVsT — VVxT - VixpT, X)

(VX +VxZ - X - Z,X)=g(-Z+ X - X - Z,X) =0
oK(Y,Z) =R(Y,2,2,Y)=9(VyVzZ =NzVyZ = Vyz5ZY)

=g9(-Vy X +VzY +VyZ)Y)=g(Y - Y,Y) =0

K(Y,T) =RYT,TY)=g(VyVeT = VrVyT - ViyT,Y)
=g(VyX +VyZ,Y)=g(-Y -Y)Y)= -2

Por tanto, tal y como nos afirmaba el teorema,

K(X,2)+ K(X,T)+ K(Y,Z)+ K(Y,T) = -4 < 0

4.3. Variedades Kahler y opuestas almost—Kahler

Sea (M 2n_g,J) una variedad casi-compleja 2n-dimensional. Sean X,Y dos vectores
unitarios del espacio tangente T, M. Entonces la curvatura biseccional del plano generado
por {X,Y} es

B/(X,Y)=R(X,JX,JY,Y)

Si ahora aplicamos la primera identidad de Bianchi tenemos
B/(X,Y)=-R(JY,X,JX,Y) - R(JX,JY,X,Y)
y si la variedad M es Kihler, B’ es la suma de dos curvaturas seccionales

B(X,Y)=R(JY,X,X,JY)+ R(X,Y,Y,X) = K(X,JY) + K(X,Y)
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Sea ahora (M4, g, J, J' ) una variedad doblemente casi-hermitica. Por lo que hemos visto al
comienzo del capitulo anterior cuando definimos las variedades doblemente casi—hermiti-
cas, en dimensién 4 podemos encontrar una base {e1, Jey,ea, Jea} tal que J = J' en el
plano generado por {e1,Je1} y J = —J' en el plano generado por {es, Jea}. Asi pues
encontramos la siguiente relacién entre B (e, e2) y BY (eq, e3).
BY(e1,e2) = R(ey, Jey, Jea, e2)

= _R(€17 J617 (_J62)7 62) = _R(el7 Jlela ‘]/627 62)

= —B‘]I(el, 62)
Observacién 47 Notar que, debido a que la métrica g es la misma para ambas estructuras
casi-hermiticas (g,J) y (g,J’), lo serdn su curvatura seccional, su tensor de Ricci y su
curvatura escalar. Sin embargo, el tensor de Ricci*, la curvatura escalar s* y la curvatura
biseccional B dependen de la estructura casi-compleja considerada sobre la variedad.

Por tanto, B’ y B’ son esencialmente distintas y sélo tenemos la relacién antes citada
en ciertos planos muy especificos de la variedad M.

Teorema 48 Sea (M4,g,J, J") una variedad Kdhler y opuesta almost-Kdahler tal que
B’ >0, entonces (M4,g, J,J') es una variedad doblemente Kdhler.

Demostracion.
Puesto que (M*,g,.J,J’) una variedad Kihler y opuesta almost-Kihler (4.3) resulta

[Vwl|? = —tr(R|u2L) =0
I9o/)2 = —2er(R, )
2

Por tanto, sumando ambas ecuaciones tenemos

HVw’H2 = -2 <tr(R| L)+ tr(R L)>
us u's
Con los resultados (4.4) y (4.5)
tT(R‘ML) + tr(R|wL) = K(e1,e2) + K(e1, Jea) + K(Jer,e2) + K(Jer, Jea)
2 2

Sin embargo, en este caso, por ser la variedad Kéhler, tenemos las igualdades

K(ei,ez) = K(Jey, Jea)
K(el,Jeg) = K(Jel,eg)

entonces
tr(R|uL) + tT(R|u/L) =2 (K(e1,e2) + K(Jeqi,e2))
2 2
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Pero, en una variedad Kéhler K (eq,e2) + K(Jer,ea) = B (e1,e2). Asf pues
tr(R|M2L) + tr(Rb%) = 2BJ(€1, e2)

Teniendo en cuenta estos resultados, obtenemos la ecuacién

(4.8) |[Vw'||?2 = —4B7 (eq, e2)

Como la curvatura biseccional asociada a la estructura (g, J) B’ es no negativa, entonces
BY(e1,e2) > 0y por tanto [|[Vw'||? <0
Entonces ||[Vw'[|? = 0 y la variedad (M*,g,.J) es una variedad doblemente Kihler. O

Ejemplo 49 Al igual que en el caso en que la variedad es doblemente almost—Kéahler,
vamos a tomar como variedad G donde G es un grupo de Lie 4-dimensional y denotamos
por g = {X,Y, Z, T} su élgebra de Lie definida por los corchetes:

o [X,Y]=0 o[V, 7] = —2X
°[X,Z] =0 oYV, T]=-Y
o [X,T] =X «[2,T] =22

Se puede probar, del mismo modo que en el anterior ejemplo, que este conjunto provisto de
este producto corchete es un dlgebra de Lie i.e. que verifica la ecuacion de Jacobi. Puesto
que este corchete verifica las ecuaciones dadas en (3.2) con todos los coeficientes cero salvo
1=1,m = -2y c= 2, podemos asegurar que la variedad G es doblemente almost—Kahler.
También se puede ver que la variedad es Kahler ya que se cumple que [J, J] = 0 pero sin
embargo no es opuesta Kéhler ya que

[(J,J(X,2) =X, JZ)-J|JX, Z]|-J[X,JZ] - [X,Z]
= _[K T] - J/[Yv Z] =+ J/[Xv T] - [X7 Z]
=Y +2J/ X +JX =4Y #0
Asi pues, el grupo de Lie que tiene como algebra de Lie g es una variedad Kéahler y opuesta
almost—Kéahler pero no doblemente Kéahler.
Entonces, el teorema nos afirma que esta variedad tiene B’ (X, Z) < 0.
Para verificarlo, calculamos la conexiéon de Levi—Civita sobre los elementos de la base

utilizando la férmula de Koszul de modo analogo a lo hecho en el ejemplo de la secciéon
anterior y obtenemos que esta caracterizada por los términos no nulos

VxX =-T VX =-Y
VxY =Z VY =X

(4.9) VxT =X V7 =—2T
VyY =T VT =27
VyT =Y
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Si ahora calculamos B7 (X, Z) tenemos que

BN(X,Z) =R(X,JX,JZ,Z)=g(VxVixJZ -V ixVxJZ -V x x/Z,2Z)

= g(VXVyT —VyVxT — V[X,Y]Ta Z) = g(—VXY - VyX, Z)
=9(-Z2-2,2)=-2<0

que es exactamente lo que queriamos demostrar para verificar el teorema.

4.4. Variedades doblemente complejas

A partir de este momento todas las variedades a las que haremos referencia seran
compactas y asi podremos aplicar la férmula de Bochner (2.9) para U,—estructuras vista
en el segundo capitulo. Sea (M 49,00 ) una variedad 4—-dimensional compacta doblemente
casi-hermitica. Por (2.9)

1
2E1—E2+(TL—1)E4:/ (8—8*)
2J/m

donde E; = [}, |(Vw);|*. Teniendo en cuenta que nuestro estudio se centra en variedades
4-dimensionales (i.e. n = 2) y en ese caso E; = E3 = 0, la férmula de Bochner resulta

1 .
E4—E2:2/(S—S)
M

Pero se puede ver en [7] que s — s* = (Rw, w) = 4tr(R‘u " ), entonces la férmula de Bochner

serd,

(4.10) Ey— B = 2/ tr(Ry, )
M 2

Como estamos trabajando con variedades doblemente casi—-hermiticas, podemos aplicar la

féormula de Bochner para Us—estructuras para la estructura J y para la estructura J' y
tenemos

E4—E2 ZQIMtT<R\u2J_)

(4.11) ) )
By — by = 2fMt7”(R|w2L)

Teorema 50 Sea (M*,g,.J,.J") una variedad 4-dimensional compacta doblemente comple-
ja tal que la curvatura seccional K < 0, entonces (M4, g,J,J") es una variedad doblemente
Kdhler.
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Demostracion.
Por ser M una variedad compacta doblemente compleja sabemos que Ey = E} = 0,
entonces las férmulas (4.11) quedaran

Ey = 2fMtT(R\uL)
2
E| = 2fMtr(R|wL)
2
Sumando ambas ecuaciones obtenemos
Byt B = 2/ (r(R, ) +tr(R )
M 2 U

Teniendo en cuenta (4.4) y (4.5) tenemos

Ei+ E) = 2/ (K(e1,e2) + K(ey, Jea) + K(Jey,e2) + K(Jey, Jea))
M

Si ahora la curvatura seccional K < 0, entonces Ey = Ej = 0 y por tanto la variedad M

es doblemente Kahler. ([

En los ejemplos siguientes pondremos de manifiesto la necesidad de las condiciones
impuestas en el Teorema 50, tanto en lo referente al signo de la curvatura como en lo
tocante a la compacidad de la variedad.

Ejemplo 51 Tomaremos como ejemplo la variedad de Kodaira—Thurston.

La variedad de Kodaira —Thurston es el grupo de Lie G' que tiene como algebra de Lie
g = {X,Y,Z, T} verificando [X,Y] = Z y el resto de los corchetes se anulan. Se puede
probar que, efectivamente, estos corchetes verifican la ecuacién de Jacobi. Por tanto g es un
algebra de Lie. Ademds es conocido que esta variedad es compacta doblemente compleja
pero no doblemente Kéahler. Entonces, para verificar el teorema, deberia ser K > 0.
Para calcular el signo de la curvatura seccional vamos a calcular la conexién de Levi—
Civita sobre los elementos de la base usando la formula de Koszul, obteniéndose que
esta determinada por los siguientes términos no nulos

1 1 1

(4.12) VXY:§Z VyZ:§X VzX:—§Y

Una vez tenemos calculada la conexion de Levi—Civita sobre los elementos de la base,
podemos calcular el signo de K(X,Z) + K(X,T)+ K(Y,Z)+ K(Y,T)

1 1 1
« K(X,2)=R(X.2,Z,X) = 5 g(VzY.X) = L g(X.X) = |

o K(X,T)=R(X,T,T,X)=0
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1 1 1
« K(Y.2)=R(Y.2,2,Y) = —5 9(VzX.Y) = T g(V.Y) = |

o K(Y,T)=R(Y,T,T,Y) =0

1
Entonces K(X,Z)+ K(X,T)+ K(Y,Z)+ K(Y,T) = 3> 0, que era exactamente lo que

nos afirmaba el teorema.

Ahora vamos a ver si la condiciéon de compacidad impuesta en el teorema es realmente
necesaria. Para ello estudiaremos el siguiente ejemplo de una variedad no compacta.

Ejemplo 52 Sea M el producto warped de R? por si mismo R? x ¥ R?, donde
f:R?—R
En esta variedad tenemos las coordenadas (z1,x2,y1,y2) junto con la métrica
Y o) = A2 +dag + [ (x1, 22)(dyf + dy3)

Definimos las estructuras

;90 _ 9 9 _ 9
8$1_8$2 oy _8y2
0 0 0 0
¢ _ Y ' 9 _ Y
J@xl 0xo J8y1 Y2

Se puede comprobar facilmente que J y J’ definen dos estructuras complejas en R? x ¥ R2.
Para adecuar la notacién a la empleada en los ejemplos anteriores vamos a usar el siguiente

convenio. 9 5 9 5

— =X — =Y — =7 — =T

0 0 xo 0 Y1 0 Y2
Entonces la variedad R? x ¥ R? es una variedad doblemente compleja no compacta que se
sabe que no es doblemente Kahler dado que no es localmente isométrica a un producto.
Vamos a calcular el signo de K(X,Z2) + K(X,T)+ K(Y,Z) + K(Y,T) y veremos que,
al igual que nos afirma el teorema, es negativo. Aplicando los resultados sobre el tensor
curvatura en un producto warped que aparecen en [21] tenemos

o K(X,Z)=R(X,Z,2,X) = —g(}lch(gmd 1), %)

e K(X,T)=R(X,T\T,X) = —g(chVX(gTadf),X)

e K(Y,Z)=R(Y,Z,Z,Y) = —g(chVY(gradf),Y)
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« K(Y,T) = R(Y,T.T.Y) = —g(}wgmdf), Y)

Por tanto
_ __1 0f v 9Fy
oK(X,T)=K(X,Z) = fg(VX(a 1X+83:2 ), X) =
1 0%f 0 f 10%f
= —— Y. X)=——5
TRAT Z R P Pt e iy Jpe
1 af of
KYT=KY,Z) = —X —Y),
_ 1 0% f azfyy):_lﬁ
[~ 0x20 1 ax% ’ f 8:70%
Entonces
2 0? 0?
K(X,Z)—f—K(X,T)+K(KZ)+K(KT):——(—’é—ki‘é)
[ 0xy  Ouxs
Tomando el caso particular en que
f:xf—i-l
nos queda
KX, 2)+ KX, )+ K(Y,Z)+ K(Y,T) = — <0

:U%+1

4.5. Variedades almost—Kahler y opuestas complejas

Teorema 53 Sea (M*,g,.J,J') una variedad compacta almost-Kdihler y opuesta compleja
tal que B7 <0, entonces la variedad (M4,g, J,J'") es doblemente Kdhler.

Demostracion.
Por ser M una variedad compacta almost—Kéahler tenemos que E4 = 0 y por ser opuesta
compleja Ef = 0. Asi pues, las férmulas (4.11) nos quedan

—FEy = 2fM tT(R‘L{Qi)

r_
Ey=2[y tr(fy,.)
2
Si ahora restamos ambas ecuaciones obtenemos

Byt B, =2 / (R, )~ tr(R,, )
M 2 2
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Teniendo en cuenta las expresiones dadas en (4.4) y (4.5) para tr(R‘ML) y tr(R‘wl) res-
2 2

pectivamente obtenemos
FEy + Eﬁl =2 fM[QR(el, Jes, J€1, 62) — 2R(61, e, J€1, J€2)]
= —4 [, R(e1, Jei, ez, Jea) =4 [, B (e, e2)

Entonces, de esta ecuacién podemos deducir trivialmente que si B/ < 0 la variedad M
serd doblemente Kéhler. ([

Ejemplo 54 Al igual que en los casos anteriores, vamos a tomar como variedad G donde
G es un grupo de Lie 4-dimensional y g = {X,Y, Z, T} su algebra de Lie definida por los
corchetes:

o [X,Y]=2X oV, Z]=2
o [X,Z] =2T o [V, T]=-T
o [X,T] =0 «[Z,T]=0

Tras unos sencillos célculos se comprueba facilmente que se verifica la ecuacién de
Jacobi para este producto corchete, por tanto, este conjunto forma un dlgebra de Lie. Una
vez tenemos probado que g asi definida es un dlgebra de Lie vamos a analizar la variedad
G que define para saber sobre que tipo de variedad estamos trabajando. Puesto que estos
corchetes verifican las ecuaciones dadas en (3.2) con todos los coeficientes cero salvo n =1
y a = h = 2, podemos asegurar que la variedad G es doblemente almost—Ké&hler.
Ademés, se puede probar que también es opuesta Kahler, ya que [J', J'| = 0. Por tanto
nuestra variedad G es almost—Kéahler y opuesta Kéahler, y en particular es almost—Ké&hler
y opuesta compleja. Ademas la variedad GG no es doblemente Kéahler ya que

[J.J)(X,2) =[JX,JZ] - J[JX,Z] - J[X,JZ] - X, Z]
=Y, T| = JIY,Z] - JIX,T|— [X,Z] = —T — T — 2T = —4T # 0

Entonces, el teorema nos afirma que esta variedad tiene curvatura biseccional asociada
a la estructura (g,J) B7(X,Z) > 0. Por las relaciones existentes entre las curvaturas
biseccionales asociadas a J y J’, esto es equivalente a que B’ I(X ,Z) < 0. Ademds, como

la estructura J' es Kahler, BY' (X, Z) = K(X,T) + K(X, Z). Por tanto debemos probar
que

BY(X,Z)=K(X,T)+ K(X,Z) <0

Para hallar el signo de esta suma de curvaturas seccionales es preciso conocer primero
la conexion de Levi—Civita de la variedad que viene dada por los siguientes términos no
nulos.
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VxX =-2Y ViZ=Y
VxY =2X VY =T

(4.13) VxT =-2 VrZ =X
VX =-T Vil =Y
ViY =-2

De esta forma tenemos

a) K(X’T) = R(Xv Ta TaX) = g(VXvTT —VrVxT — V[X,T]TrX)
= g(-VxY + V22, X) = g(—2X + X, X) = —1

b) K(Xa Z) = R(Xv Z, ZaX) = Q(VXVZZ—VZVXZ— V[X,Z}ZvX)
= g(VxY — V5T —2V7Z, X) = g(2X — X — 2X,X) = -1

Por tanto, tal y como nos afirmaba el teorema

B'(X,2)=K(X,T)+K(X,Z)=—-2<0

4.6. Variedades Kahler y opuestas complejas

Teorema 55 Sea (M4,g, J, J") una variedad compacta Kahler y opuesta compleja tal que
B7 <0, entonces la variedad (M*,g,J,J") es doblemente Kdhler.

Demostracion.

En este caso, como M es una variedad compacta Kahler sabemos que Fs = 0 = E4 y por
ser opuesta compleja F), = 0. Entonces, las férmulas (4.11) serdn

OZQfMtT(R\MQL)

By=2 [y tr(R, )

Al igual que en el caso anterior restamos ambas ecuaciones y resulta

B =2 /M tr(R,,) -~ tr(R, )
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Teniendo en cuenta las expresiones dadas en (4.4) y (4.5) para tr(R y tr(R res-
lus- ok

pectivamente obtenemos
Eﬁl =2 fM[QR(el, Jeg, Jel, 62) — 2R(61, €9, Jel, Jeg)]
=—4 fM R(el, Jel, €9, J(ig) = 4fM BJ(el, 62)

Al igual que antes, es evidente que si BY < 0, entonces la variedad (M 4g,J ) es doblemente
Kahler. O

En el ejemplo que veremos a continuacién, el teorema nos permitird determinar la no
compacidad de un grupo de Lie G dado por un algebra de Lie g, al ser dicha variedad
Kahler y opuesta compleja, verificar la condicién impuesta sobre la curvatura biseccional
y, sin embargo, no ser doblemente Kéahler.

Ejemplo 56 Veamos que el grupo de Lie G cuya édlgebra de Lie g definida por los corchetes

o [X,Y] =2V o[Y,Z] =0
o (X, 7] =2 o[V, T] =0
o [X,T|=T o [Z,T]=2Y

es una variedad Kéahler y opuesta compleja. Tras unos calculos sencillos se puede observar
que este conjunto asi definido es efectivamente un algebra de Lie, i.e. que este producto
corchete verifica las ecuaciones de Jacobi. Tampoco es complicado probar que [J', J'] =0
y con ello garantizamos que el grupo de Lie G que tiene como &lgebra de Lie g es una
variedad opuesta compleja.

El siguiente paso serd probar que es Kahler pero no opuesta Kahler. Para ello lo
primero que hacemos es calcular su conexién de Levi—Civita utilizando la férmula de
Koszul y obtenemos que estd determinada por los siguientes términos no nulos

VyX = —2Y VzZ=X
VyY =2X VT =Y

(4.14) VyZ=-T VrX =-T
VT =2 VT =X
VzX=-Z

Una vez que hemos calculado la conexién de Levi—Civita, veremos que la variedad G es
Kahler pero no opuesta Kéahler. Para probar que la variedad es Kéhler bastaria con verificar
que VJ = 0 mediante un cédlculo directo sobre los elementos de la base considerada. Sin
embargo esta variedad no es opuesta Kahler ya que

(VzJ)X =Vz(J'X)—J(VzX)
= VY +J'Z
= T-T=-2T#0
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Por tanto esta variedad es Kahler y opuesta compleja pero no doblemente Kahler.
Bajo estas hipStesis nuestro resultado nos afirma que ha de ser B’ (X,Z) > 0 ya que en
caso contrario implicaria que G seria una variedad doblemente Kéahler. Sin embargo vemos
que la curvatura biseccional B” (X,Z) <0 yaque

BY(X,Z) =R(X,JX,JZ,7)
=R(X,Y,T,Z)
=g(VxVyT —VyVxT — VixyT, Z)=-29(VyT,Z)= -2
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