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INTRODUCCION

Una estructura de Cartan de tipo R/S sobre una variedad diferencia-
ble M de igual dimensién que un espacio homogéneo modelo R/S es un par
(@, €) formado por un S-fibrado principal 7g: () — M y por una conexién
de Cartan ¢ € \'(Q, %) de tipo R/S sobre @, siendo R el dlgebra de Lie
del grupo de Lie R. Recordemos que una conexién de Cartan £ no es una
conexién, sino una especie de generalizacion de la forma de Maurer-Cartan
del grupo de Lie R. Un ejemplo bien conocido es el de la estructura de Car-
tan afin que aparece sobre cualquier variedad M de dimensiéon n del modo
siguiente: si FM denota el GL(n,R)-fibrado de las referencias lineales de
My#oe Al(fM, R™) es la forma candnica de F M, basta tomar Q = FM,
fijar una conexién lineal y € A(Q, &) sobre M y entonces £ = y + 0 es una
conexién de Cartan de tipo R/S, siendo R” = R/S bajo la accién del grupo
afin R = GA(n,R), S = GL(n,R), R =ga(n,R) y & = gl(n,R).

En esta memoria estudiaremos estructuras de Cartan de tipo L /Lg, donde
el espacio homogéneo modelo L/Lg estd asociado a un élgebra de Lie semi-
simple y graduada de primera especie

L£=9g.1DPgDm

Probaremos que en todas ellas el fibrado ) es una Lg- estructura semi-
holonémica de orden dos, generalizando la teoria de estructuras de Cartan
desarrollada por T. Ochiai [90], y unificindola completamente con la teoria
de estructuras de Cartan desarrollada anteriormente por N. Tanaka [106], en
la que el fibrado ) se construia de un modo puramente formal. Llamaremos
estructuras de Cartan semi-holonémicas a dichas estructuras. Ademés
hemos desarrollado una teoria general de estructuras de Cartan de
tipo graduado integrables y (G-invariantes sobre variedades homoge-
neas M = G/H que incluye como caso particular la teoria de estructuras
proyectivas integrables y G-invariantes debida Y. Agaoka [1]. Senalemos
que la integrabilidad implica que el fibrado @) es entonces una Lg-estructura
holonémica de segundo orden y la estructura G-invariante sobre M induce
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un homomorfismo

f:6 -8

entre el algebra de Lie & del grupo de Lie G y el algebra de Lie graduada
£, que estd sujeto a dos sencillas condiciones. Hemos denominado (GP)-
homomorfismos a tales homomorfismos de édlgebras de Lie y definido una
relacion de equivalencia entre ellos, que se corresponde con la equivalencia
de conexiones lineales adaptadas y sin torsién sobre M = G/H. Hemos
demostrado que una clase de equivalencia [f] de tales (G P)-homomorfismos
permite construir sobre M = G//H una estructura de Cartan (Q,w) de tipo
graduado, integrable y G-invariante. Finalmente hemos construido ejemplos
de este tipo de estructuras de Cartan G-invariantes.

A continuacion describimos sumariamente estos hechos y los fundamentos
en los que se basan, dando después un resumen de los resultados originales
de la tesis y finalmente un resumen de los mismos capitulo a capitulo. Cada
capitulo lleva una introduccién que permite leerlo con cierta independencia
del resto de la memoria. Las notaciones y conceptos elementales mas corrien-
tes estan agrupadas en un apéndice inicial.

Sea £ un algebra de Lie semisimple graduada de primera especie
L£=g1DPgoDgi-

Es bien conocido, [90], [58], [34] cap. II, que la restriccién a g_; X g;
de la forma de Killing B de £ es no degenerada y establece por tanto una
dualidad entre las subalgebras abelianas g_; y g;. La subdlgebra go de £ es
un algebra de Lie reductiva cuyo centro esta determinado por el elemento
caracteristico € € £, el cual verifica que, para todo z; € g;, es

[67 th] = jxj )

(j=-1,0,1). Ademas go = [g_1, g1] y se verifica necesariamente la condicién
adicional (llamada transitividad en [90] y en [89]): si un z € g_; cumple
[z, z] = 0 para todo z € g; entonces x = 0. Tanaka [106] asocié a cada una
de estas dlgebras de Lie £ un espacio homogéneo L/Lq conezo sobre el que
actia de modo efectivo un grupo de Lie L no necesariamente compacto ni
conexo cuya algebra de Lie es £ y cuyo grupo de isotropia Lg tiene como
algebra de Lie

Lo=g0Dgi-

Como en [90] y en [89], diremos que L/Lg es un espacio homogéneo
semisimple llano asociado a £. Cada algebra de Lie semisimple graduada



£ da lugar, a través de L/Lg, a un tipo de estructura de Cartan (Q,¢)
que potencialmente puede existir sobre variedades reales M de clase C* y
dimensién n = dim(g_,) = dimL/L¢ y a la que llamaremos estructura de
Cartan asociada a £ (de tipo graduado). Como en la definicién general
dada arriba, este tipo de estructuras de Cartan consta de un Lg-fibrado
principal 7o : Q — M y de una conexidn de Cartan € € N'(Q, £), que es de
tipo L/Lg. Por abuso de lenguaje, con frecuencia llamaremos Lg-estructura
a la estructura de Cartan (Q,&). Un hecho importante (que distingue esta
situacién de la estructura de Cartan afin citada arriba) es que ademés @
se proyecta sobre una Gg-estructura P C FM, siendo Gy C Lg el grupo
lineal de isotropia de L/Ly y FM el fibrado de referencias lineales de M.
El subfibrado de referencias lineales P es esencialmente una Gg-estructura
de tipo tensorial ( [51], [106]) ya que el élgebra de Lie gy del grupo Gy es
isomorfa al algebra de Lie del grupo Gy C GL(g_1) que deja invariante el
tensor de Tanaka ¥ de £, el cual es el tensor de de tipo (2,2) dado por

U(z, 2,2, 2') = B([[z, 2], 2], 2"),

para todo x, ' € g_1, z, 2/ € g1. Este tensor permite definir el concepto de
conexiones lineales sobre M equivalentes. Es importante resaltar que pode-
mos ver una Lg-estructura bien sea como un par (Q,£) o bien sea como
una clase de conexiones lineales equivalentes y adaptadas a la Gy-estructura
P C FM. El objetivo general del presente trabajo es el estudio de esas
estructuras de Cartan inducidas por tales dlgebras de Lie £, asi como el de-
sarrollo tanto de nuevas propiedades como de nuevos ejemplos relacionados
con esas estructuras. Tales estructuras incluyen las estructuras proyectivas
y conformes (con signatura (p,q)), creadas por E. Cartan y H. Weyl, las
estructuras casi grassmannianas, definidas por Th. Hangan [47], [48], [50],
[51], [52] y Singer-Sternberg [101] (también llamadas a veces grassmannia-
nas o producto-tensor o para-conformes), las bien conocidas estructuras casi
complejas, las estructuras cuaterniénicas generalizadas (estudiadas por Sala-
mon [96]) y las casi lagrangianas (estudiadas por Baston [10], aunque so-
bre variedades complejas). En los ejemplos citados, el espacio homogéneo
L/Lg es, respectivamente, el espacio proyectivo real RP", la variedad co-
ciente (SP x S?)/ ~, (donde (z,y) ~ (—x,—y) y p+q > 3), la grassmanniana
G,(F™) de p-planos en el espacio vectorial F" de dimensién n = p+ ¢, (donde
F=R, CoHyp,q> 1), el espacio proyectivo complejo CP", el espacio
proyectivo cuaternionico HP™ y la asi llamada grassmanniana de n-planos
lagrangianos en un espacio vectorial simpléctico de dimensién 2n, [10], [35].
Observemos que, como sugieren estos ejemplos, un espacio homogéneo semi-
simple llano es también un espacio riemanniano simétrico de tipo compacto,
bajo la accion del subgrupo compacto maximal de L, como demostré Nagano
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38).

Las estructuras geométricas mencionadas y las variedades que las admiten
fueron estudiadas de modo sistemdtico en primer lugar por N. Tanaka [106].
Después T. Ochiai (en su tesis [90], dirigida por Nagano) replanteé la teoria
de Tanaka basandola en un hecho sorprendente: el grupo de Lie Lg es un
subgrupo de Lie del grupo G?(n) de los jets ( es decir, polinomios de Taylor)
de orden dos de difeomorfismos que dejan fijo punto de 0 € R” = g_,. Para
las variedades M de dimensién n que admiten una Gg-estructura P C FM,
ese hecho permitié a Ochiai construir el Lg-fibrado () como una G-estructura
de segundo orden de tipo holonémico bajo la hipotesis de que M admite co-
nexiones lineales sin torsion y adaptadas a P. El estudio analogo de las
estructuras geométricas inducidas por un algebra de Lie £ semisimple gra-
duada compleja sobre una variedad compleja lo inicié Ochiai [91] (adaptando
los métodos de [90]) y ha sido retomado mds recientemente por Baston, [10],
usando espacios twistor en lugar de fibrados principales .

El origen historico de las estructuras geométricas inducidas por un algebra
de Lie £ semisimple graduada es el siguiente:

Inicialmente las variedades dotadas de conexiones proyectivas y confor-
mes fueron concebidas de forma puramente local por E. Cartan [17] [18].
Maés tarde H. Weyl [117] introdujo la nocién de conexiones equivalentes:
equivalencia proyectiva de conexiones lineales y equivalencia conforme de
conexiones metricas. Weyl mostré que en ambos casos cada clase de equiva-
lencia comparte un importante tensor, el ahora llamado tensor de curvatura
de Weyl. Cada una de estas clases da lugar a una conexion (de Cartan)
proyectiva o conforme. Ehresman [22] no sélo dio la definicion moderna de
conexién en un fibrado principal, sino que ademas sintetizé las propiedades
comunes a las conexiones proyectivas y conformes, creando con ello la nocion
abstracta de conexion de Cartan. Usando los conceptos globales de fibrado
principal, de conexiones lineales equivalentes y de conexiéon de Cartan, N.
Tanaka [104], [105] formalizé rigurosamente la teoria de los espacios dotados
de conexiones proyectivas y conformes. Tanaka descubrié que en una varie-
dad M de dimensién n dotada con una conexion proyectiva o conforme, la
estructura geométrica viene dada a través de una conexién de Cartan so-
bre un fibrado principal que él construyé como una extension del fibrado
F M referencias lineales de M en el caso proyectivo y como una extension
del fibrado Conf M de referencias lineales conformes de M en el caso de
ser M una variedad de Riemann, en la que se consideran todos los cam-
bios conformes de métrica Riemanniana. En ambos casos la estructura estd
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inducida por un algebra de Lie semisimple graduada £ = g_1 @ go D g1 -
En el primer caso £ = sl(1 + n,R) era el dlgebra de Lie del grupo proyec-
tivo PGL(1 + n,R) (que actia sobre el espacio proyectivo real RP™). En
el segundo caso £ = so(n + 2,R) era el dlgebra de Lie del subgrupo L de
PGL(n + 2,R) que deja invariante una hipercuadrica contenida en RP™*!
(que es difeomorfa a RP™ y que recibe el nombre de espacio de Mé&bius).
Tanto el espacio proyectivo real como el espacio de Mobius son espacios
homogéneos de tipo L/Lg con L un grupo de Lie cuya algebra de lie es
£ =g9g_1® go D g1, mientras que el grupo de isotropia Lg tiene por algebra
de Lie a £y = go @ g1, siendo n = dim(g_).

Partiendo de la profunda similitud formal de ambas estructuras, el propio
N. Tanaka [106] las unificé y generalizé asi: A cada algebra semisimple gra-
duada de primera especie £ = g_1 & go P g1 le asocié un espacio homogéneo
L/Lg en el que el grupo de Lie L (cuya algebra de Liees £ =g_1 ® go D g1)
actia de modo efectivo sobre L /Ly, siendo £y = go @ g1 el dlgebra de Lie de
Lg. La subalgebra gy C £y es el algebra de Lie del grupo lineal de isotropia
Gy de L/Lg. Este grupo tiene la propiedad de que deja invariante un tensor
U de tipo (2,2) definido por

V(z,y,&n) = B([[z, &, yl,m),

para todo z,y € g_1, £, n € g1 (como en [112], llamaremos tensor de Tanaka
a U). Sobre las variedades M de dimensiéon n = dim(g_;) que admiten una
Gy-estructura P C FM Tanaka construy6 una geometria para cada dlgebra
semisimple graduada, incluyendo como casos particulares la geometria de
los espacios dotados de conexion proyectiva y conforme. Para ello sintetizo
las definiciones de Weyl de equivalencia proyectiva de conexiones lineales y
de equivalencia conforme de conexiones métricas en la nocion de conexiones
lineales equivalentes adaptadas a la Gg-estructura P dada sobre M. Para
cada una de estas clases aparece un tensor W que generaliza las curvaturas
proyectiva y conforme de Weyl. Cada clase de equivalencia tiene asociado un
Lo-fibrado principal Q — M donde Q es isomorfo a la extensién Pt — M
de P. Sobre este espacio () existe una tinica conexion normal de Cartan, que
en cierto sentido representa a cada una de las conexiones lineales adaptadas
a P. Dado que una conexion de Cartan es en particular un paralelismo, el
grupo de automorfismos de () que deja invariante la conexion de Cartan es un
grupo de Lie de transformaciones [67], que convierte la nueva geometria sobre
M en una geometria dentro del programa de Erlangen propuesto por Felix
Klein. Por otra parte la curvatura de dicha conexién de Cartan determina el
tensor de curvatura de Weyl comin a todas las conexiones lineales de la clase
de equivalencia subyacente. Kobayashi y Nagano [68] y Ogiue [92] dieron,
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respectivamente, una vision alternativa y global de las teorias de espacios con
conexién proyectiva o conforme creadas por Cartan [17], [18], [19]. Para ello
se basaron por un lado en los trabajos de Tanaka [104], [105] y por otro en
una nota de Kobayashi [66]. La principal diferencia radica respecto a Tanaka
es que en [68] y en [92] el fibrado andlogo a @) aparece de modo natural
como una G-estructura holonémica de segundo orden sobre una variedad M
de dimensién n. Para ello, ambos autores prueban que el grupo Lg es un sub-
grupo de Lie del grupo G?(n) formado por los polinomios de Taylor de orden
dos de los difeomorfismos que llevan 0 en 0 definidos en un entorno de 0 € R™.

Aparte de las estructuras proyectivas y conformes, entre las G-estructuras
asociadas a un algebra de Lie graduada de primera especie, las que han
sido objeto de mas atencién han sido las estructuras casi-grassmannianas o
producto-tensor. Después de T. Hangan, T. Ishihara las estudié en [57]
mostrando que pueden considerarse como G-estructuras de segundo orden
holonémicas, asumiendo a veces la existencia de una conexion adaptada
sin torsion, hipdtesis que equivale a la integrabilidad de la estructura, para
p, ¢ > 3, como hemos dicho antes. También Szybiak [103] las estudi6 in-
dependientemente como estructuras de segundo orden. En ninguna de las
cuatro referencias previamente citadas se relacionan dichas estructuras casi-
grassmannianas a la teoria general de algebras semisimples graduadas de
Tanaka [106] y Ochiai [90]. Esto tdltimo aparece en [114], donde fueron
caracterizadas como G-estructuras asociadas al algebra semisimple graduada
sl(p + ¢,F) para F = R, C, H, véase también el capitulo II, escrito por
Kaneyuki, en [34]. Estas estructuras han sido también estudiadas, bajo
nombres diversos, en [9], [3], [4] v [6].

La generalizacion de los trabajos de Kobayashi-Nagano [68] y Ogiue [92],
la llevé a cabo Ochiai en su tesis [90]. Para ello fusioné buena parte de la
teoria general de Tanaka [106] con la idea, comun a Kobayashi-Nagano [68]
y Ogiue [92], de que el grupo Lo del fibrado @ que define la estructura
es un subgrupo de Lie de G?*(n). Sin embargo, el alcance de la teoria de
Ochiai es, pese a sus afirmaciones [90], menor que el de la construccién de
Tanaka, ya que, como hemos puntualizado antes, para llegar a construir el
fibrado analogo de @ como un subfibrado del fibrado F?M de las referencias
holonémicas de segundo orden sobre M, es necesaria la hipdtesis de que las
conexiones equivalentes sobre la variedad M adaptadas a P C FM tengan
su tensor de torsion igual a cero. Como senala Baston [10], esta exigencia
limita el alcance de la teorfa desarrollada por Ochiai en [90] y [91], pues
la hipétesis de que existan conexiones sin torsion sobre M adaptadas a P es
en varios casos equivalente a la integrabilidad de la estructura de segundo
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orden construida. Por ejemplo, Tanaka indica que las estructuras casi com-
plejas estan asociadas al algebra real graduada que subyace en sl(1+n,C) vy,
como es bien conocido, exigirle a una estructura casi compleja que posea una
conexion adaptada sin torsion equivale a la nulidad de su tensor de Nijenhuis,
es decir, esa hipotesis equivale a exigir que la estructura casi compleja sea
integrable, es decir, compleja, [70], vol. II. La misma objecién aparece en el
caso de las estructuras casi-grassmannianas o producto-tensor, para p, ¢ > 3
véanse [52] y [86]. Sin embargo, siempre existen conexiones lineales adapta-
das a una Go-estructura P sobre M, como demostré Tanaka [106].

Nuestro primer objetivo ha sido ampliar la teoria desarrollada por Ochiai
[90] de Lg-estructuras asociadas a un élgebra de Lie £ semisimple graduada
de primera especie para las variedades diferenciables M dotadas de una G-
estructura P C FM eliminando la hipotesis de torsion nula en las conexiones
equivalentes adaptadas a P que dan lugar a dichas estructuras, considerando
ahora conexiones con torsion arbitraria. Esto nos ha conducido a una clase
mas amplia de estructuras de segundo orden sobre M la presencia de torsion
se traduce en que debemos abandonar el fibrado F?(M) de las referencias
holonémicas de segundo orden de M y reemplazarlo por un fibrado mayor:
el de las referencias semi-holonémicas de segundo orden sobre M, con lo que
obtenemos entonces una teoria plenamente equivalente a la de Tanaka, pero
en la que los fibrados principales ) que sustentan esta geometria se realizan
como Lg-reducciones del fibrado F 2(M) de referencias semi-holonémicas de
segundo orden sobre M. Una de las principales dificultades resueltas ha con-
sistido en probar que dos conexiones lineales adaptadas a una (g-estructura
son equivalentes si y s6lo si dan lugar a una misma Lg-reduccién Q C F 2(M)
del fibrado de referencias semi-holonémicas de orden dos sobre M. Para ello
hemos usado un teorema de Libermann que caracteriza las conexiones li-
neales de M como citado antes. Como ejemplos notables, que existen sin
ningun tipo de restriccion sobre la variedad M, senalemos que toda conexion
lineal sobre M da lugar a una estructura proyectiva semi-holonémica de se-
gundo orden, estricta si la torsiéon es no nula y holonémica si la torsion es
nula. Andlogamente, sobre una variedad riemanniana (M, g), una conexién
métrica con torsion da lugar a una estructura conforme semi-holonémica
de segundo orden. Finalmente destacaremos que hemos probado que si dos
conexiones lineales (no necesariamente adaptadas a P) sobre M son equiva-
lentes entonces las derivadas covariantes del tensor de Tanaka W coinciden,
asi como otras propiedades interesantes de dicho tensor.

Nuestro segundo objetivo ha sido establecer una teoria de Lg-estructuras
G-invariantes y llanas (es decir, integrables) sobre los espacios homogéneos
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G/H de dimensién n = dimL/Ly = dimg_; siendo L/Lg un espacio ho-
mogéneo asociado a un algebra graduada semisimple arbitraria £ = g_; &
go D g1, asi como proporcionar algunos ejemplos de tales Lg-estructuras G-
invariantes y llanas, que pese a su relativa sencillez ponen de manifiesto el po-
tencial de esta nueva teoria como tema de investigacién. Para ello nos hemos
basado en un articulo de Agaoka [1], que formul6 de manera satisfactoria el
concepto de estructura proyectiva invariante integrable sobre un espacio ho-
mogéneo G/ H (que corresponde al dlgebra graduada £ = sl(1+n, R) asociada
al espacio proyectivo real). Hemos generalizado esa teoria extendiéndola a to-
das las dlgebras graduadas semisimples de primera especie £ =g 1B goP g1 -
En ese proceso hemos introducido el concepto de (G'P)-homomorfismo que
generaliza y simplifica la definicién de (P)-homomorfismo dada por Agaoka,
extendiéndola al caso en que el homomorfismo toma valores en un algebra
de Lie £ semisimple graduada arbitraria. Un buen ntmero de resultados
de Agaoka se adaptan ipso-facto, mientras que otros como la proposicion
4.3.3 y el teorema 4.4.1, han requerido una laboriosa tarea. Senalemos en
particular que hemos establecido un criterio general de normalizacion de
(G P)-homomorfismos que incluye el dado en [1] para el caso proyectivo. Di-
cho criterio usa la forma de Killing y el elemento caracteristico del dlgebra
£. Cuando £ es simple, este criterio se reduce al calculo de la traza de
un determinado producto de matrices. Hemos usado la técnica de Agaoka
para encontrar nuevos ejemplos de estructuras proyectivas sobre grupos de
Lie. Usando la teoria general que hemos elaborado, también hemos encon-
trado ejemplos de estructuras homogéneas conformes integrables sobre al-
gunos grupos de Lie. Finalmente, hemos probado, de dos formas diferentes,
que el grupo lineal general GL(n,R) posee una estructura producto tensor
invariante llana; esto se ha hecho, por un lado, usando la teoria general de
G-estructuras, y por otro, usando la teoria de estructuras invariantes llanas
que hemos desarrollado, método este ultimo que resulta mucho méas breve.

Nuestro tercer objetivo ha venido motivado por la necesidad de trabajar
con estructuras semi-holonémicas y ha consistido en la obtenciéon de nuevos
modelos de los fibrados de referencias no holonémicas y semi-holonémicas de
segundo orden sobre una variedad M. Estos nuevos modelos han sido una he-
rramienta de trabajo en esta memoria, pero creemos que hacen més sencillos
el uso y la comprension de la naturaleza de tales fibrados de referencias, que
estan lejos de ser conceptos de uso comun. Las referencias semi-holonémicas
y no holonémicas, fueron introducidas por Ehresmann [28], y posteriormente
estudiadas por Libermann [75], [76], Ver Eecke [116], Yuen [121]. Reciente-
mente, han recibido una considerable atencion a raiz de los trabajos de M. de
Leén, por ejemplo [74]. Destaquemos por ejemplo que las G-estructuras no
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holonémicas de segundo orden han sido aplicadas a la mecénica de medios
continuos por M. Epstein y M. de Leon [32], [33], [72], [73], en su estudio
de los medios de Cosserat generalizados y de los cristales liquidos genera-
lizados. Por otra parte, como hemos dicho antes, las estructuras (holoné-
micas) de segundo orden asociadas a dlgebras de Lie semisimples graduadas
reales o complejas fueron estudiadas por T. Ochiai [90], [91], que usaba la
biyeccién (descubierta por Kobayashi [66], [68], [67]) que existe entre las
conexiones lineales sin torsion sobre una variedad M de dimensién n y las
G L(n,R)-reducciones de su fibrado F2(M) de referencias holonémicas de se-
gundo orden. Anteriormente , Libermann [75] ya habia probado que toda
conexion lineal arbitraria sobre una variedad real se puede caracterizar como
una GL(n, R)-reduccién del fibrado F2(M) de referencias semi-holonémicas
de segundo orden, extendiendo asi dicho resultado de Kobayashi [67]. De
acuerdo con Ehresmann [28] las referencias no holonémicas de segundo or-
den son 1-jets de secciones locales de M en FM. Yuen [121] considerd las
referencias no holonémicas y semi-holonémicas de segundo orden sobre una
variedad real M como 1-jets de difeomorfismos de (F(R"), jie) en (FM, z),
donde e: (R",0) — (R™,0) es la identidad. Estas diversas construcciones dan
lugar a fibrados sobre M que son isomorfos. En de Leén y Ortacgil [74] las
referencias semi-holonémicas sobre una variedad real M son descritas como
elementos de F(F M) definidos por espacios horizontales, y forman un fibrado
H2(M) sobre M que es isomorfo al fibrado F2(M) de referencias semi-holo-
nomicas de segundo orden sobre M y que ademas es una subvariedad regular
de F(FM) . Nosotros hemos extendido su idea a referencias no holonémicas
de segundo orden en [81], donde las hemos caracterizado como elementos de
F(FM) definidos por bases de espacios horizontales para una variedad real
M. En otras palabras, construimos una nueva subvariedad regular H2(M)
de F(FM) y probamos que es isomorfa al fibrado F 2(M) de referencias no
holonémicas de segundo orden sobre M. Esto nos ha conducido, ademés, a
identificar los fibrados de referencias semi-holonémicas y no holonémicas de
segundo orden con subfibrados abiertos de los fibrados tangentes de Grass-
mann y Stiefel del fibrado de referencias FM. Ademas, hemos demostrado
que ambos fibrados también se pueden obtener extendiendo el grupo de es-
tructura del fibrado de referencias de orden dos a sus correspondientes grupos
de estructura. Hemos dado también una demostracién extremadamente sen-
cilla del citado teorema de Libermann.

A continuacién resumimos los resultados mas destacables capitulo a ca-
pitulo.

En el primer capitulo, usando n-bases horizontales y n-planos horizontales
en FM, obtenemos un nuevo modelo para las referencias no holonémicas y
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semi-holonémicas de segundo orden sobre M como subfibrados abiertos de
lo que hemos llamado fibrados tangentes de Stiefel y Grassmann de F M.
El punto de partida de esta construccion se encuentra en una aproximaciéon
geométrica a las coordenadas en las variedades de Grassmann (consideradas
como espacios homogéneos bajo la accién del grupo GL(m,R)), que es debida
a Th. Hangan [49]. Daremos una detallada explicacién de esta construccién
de una manera ligeramente diferente. En primer lugar notamos que cada
entorno coordenado del atlas de la variedad homogénea G,(R™) es de hecho
el conjunto Sy = Sy(R™) de aquellos g-planos que son suplementarios a un
p-plano adecuado U C R™, con p = m — ¢q. Maés aun, la correspondiente
aplicacion de coordenadas asigna a cada W € Sy un elemento del subespacio
vectorial Ux 9. xU C R™x 9. xR™ (Proposiciones 1.1.1 y 1.1.2). En-
tonces nosotros asociamos al fibrado tangente £ = T'(IN) de una variedad
diferenciable arbitraria N el fibrado tangente de Stiefel de N y el fibrado
tangente de Grassmann de N. Para cada 0 < ¢ < dim NV estos fibrados
estan definidos respectivamente por

Sty(E) = U Sty(Es) , Go(E) = U Gq(Ea),
TzeN zEN

donde E, = T, N es la fibra sobre x € N. Dada una variedad diferenciable
real M necesitaremos el caso particular ¢ = n = dim(M), N = FM y por
tanto dim N = n+n?. Sea StnﬂfM el conjunto de todas las n-bases de todos
los n-subespacios tangentes horizontales en los puntos de FM y sea GoHra
el conjunto de todos los n-planos tangentes horizontales en los puntos de F M.
Probamos (Teorema 1.2.1) que StoHru v G Hrur son subfibrados abiertos
de St,(E) vy G,(FE) respectivamente. El principal resultado de este capitulo
se encuentra contenido en los teoremas 1.3.1 y 1.4.1, y dice que los fibrados
StoHry — My H*(M) — M son isomorfos al fibrado F2(M) — M de refe-
rencias no holonémicas de segundo orden sobre M mientras que los fibrados
H*(M) — M y G, Hran — M son isomorfos al fibrado F2(M) — M de refe-
rencias semi-holonémicas de segundo orden sobre M. Maés aun, se prueba que
los fibrados StyHry — GoHrn, HAM) — H2(M) y F*(M) — F2(M)
son GL(n,R)-fibrados principales isomorfos. Ademds, a partir de nuestra
construccion podemos obtener una prueba inmediata del resultado de Liber-
mann antes mencionado, ya que una conexién lineal es simplemente una
distribucién de n planos horizontales GL(n,R)-invariante (teorema 1.6.1).
Finalmente, probamos que los fibrados F2(M) y F 2(M) de referencias no
holonémicas y semi-holonémicas de segundo orden son isomorfos de modo
natural a los fibrados F2(M)E* (™ y F2(M)%* ™ obtenidos extendiendo el
grupo G?*(n) del fibrado F?(M) de todas las referencias holonémicas de se-
gundo orden de M (proposicion 1.8.1).
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El sequndo capitulo comienza con un resumen de las notaciones, defini-
ciones y propiedades elementales imprescindibles para el resto de la memoria.
En particular se resumen las propiedades de las algebras de Lie semisimples
graduadas y de los espacios homogéneos semisimples llanos asociados a el-
las. Damos la definicién de conexiones lineales equivalentes no necesaria-
mente adaptadas a una Gg-estructura P C FM sobre una variedad M y
demostramos, en la proposicién 2.5.1, una propiedad notable: si dos conexio-
nes lineales no necesariamente adaptadas a P son equivalentes entonces la
derivada covariante del tensor ¥ de Tanaka con respecto a ambas coincide.
Esta propiedad se basa en la siguiente identidad que satisface el tensor W:

wi T hv huqtiv hi \T,uv hiTuv
\Iljk\pua + \Ijjk \I]ua - \Iluk‘ljja - \Pjuqlka =0.

También hemos demostrado que
: 1
E il l

En la seccién 2.7 se describe el complejo de Spencer (C?%(g),d) de un
algebra de Lie g C gl(n,R). Sean P una G-estructura sobre una variedad M
y g el algebra de Lie de G. Probaremos que el tensor diferencia de dos G-
conexiones sobre M se puede ver como un tensor de tipo ([a],C"'(g)/g™),
donde a; es la representacién natural de G' en CY'(g) v gV es la primera
prolongacién de g, y que es nulo si y solo si ambas G-conexiones tienen la
misma torsién (proposicién 2.8.1). Sea G = Gy el grupo lineal de isotropia
asociado a un algebra de Lie graduada semisimple £ =g 1 @ go P g1. La re-
presentacion lineal de isotropia de Gy en g_; es fiel. Dada una Gy-estructura
sobre una variedad M, con dim(M) = dim(g_;), el tensor diferencia de dos
Gy-conexiones sobre M es nulo si son equivalentes en el sentido de Weyl
(corolario 2.8.1). En la seccién 2.5 introducimos la coleccién de formas li-
neales sobre g_; definidas por (=) = B(e, t(=)), t € Ct*(go), donde By
e son la forma de Killing y el elemento caracteristico de £ respectivamente.
Un modelo similar se usa en el capitulo cuarto para generalizar el concepto
de (N)-homomorfismo de [1]. Este conjunto de formas lineales, junto con
la aplicacién lineal 8: C!(go) — (g_1)* y el estudio de sus propiedades nos
ha llevado a demostrar que, bajo hipdtesis adecuadas, existe un subespacio
suplementario Gy-invariante de g(()l) en Ch'(gg) y una representacion de G
en este suplementario que es equivalente a [o;] (teorema 2.7.1 y corolario
2.7.1). En las proposiciones 2.7.4 y 2.7.6 estéan recogidos dos ejemplos en
los cuales nuestra construccion funciona. En primer lugar consideramos el
algebra de Lie graduada £ = sl(p+¢,R), con p, ¢ > 2. En este caso el grupo
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Gy es isomorfo al grupo GL(p,R) ® GL(q,R) y la representacion lineal de
isotropfa estd dada por (A® S)(X) =SXA"!, Ae GL(p,R), S € GL(¢q,R),
X € g_1. Las Gg-estructuras en este caso se llaman estructuras producto
tensor o estructuras casi grassmannianas. Como hemos dicho antes, fueron
estudiadas por primera vez por Hangan [47] y Singer y Sternberg [101]; En
segundo lugar, para el algebra £ = 0(S5) = so(p+1,q+1,R), con p+q > 3, el
grupo Gy es isomorfo al grupo conforme CO(p, q); las Go-estructuras asocia-
das reciben el nombre de estructuras conformes y han sido estudiadas en [5]
para pq = 0.

En el tercer capitulo comenzamos estudiando las Lg-estructuras de se-
gundo orden asociadas a conexiones adaptadas a una Gg-estructura P y los
Lo-fibrados asociados a P. El concepto de Lg-fibrado asociado a una G-
estructura fue introducido por N. Tanaka [106]. De hecho, en [106] se define
la nocion de Lg-fibrado asociado a una Gg-estructura de una manera pura-
mente abstracta (definicién 3.1.1 en este trabajo) y se justifica su existencia
poniendo como ejemplo de Lg-fibrado asociado ( [106], pag 119) a la ex-
tension de P por el grupo Lg. Sin embargo, en el teorema 3.2.1 probamos
que dos Lg-fibrados asociados a una Gg-estructura P C FM sobre una va-
riedad M son Lg-fibrados isomorfos y, por lo dicho antes, todo Lg-fibrado
asociado a una Gg-estructura es isomorfo a la extensién P = P x g, Lo.
El teorema 3.1.2 muestra que dos Gg-conexiones equivalentes inducen una
misma Lg-estructura semi-holonémica de segundo orden. En consecuencia,
de la proposicion 1.8.1 se concluye que un Lg-fibrado asociado a P es un
subfibrado del fibrado de referencias semi-holonémicas de segundo orden, es
decir, esencialmente una Lg-estructura semi-holonémica de segundo orden.
A continuacion estudiamos las conexiones de Cartan sobre un Lg-fibrado
asociado a P y demostramos, en la proposicién 3.3.4, que una conexién de
Cartan equivale a un par (B, J), donde B es la aplicaciéon campo bésico aso-
ciada a una conexién lineal sobre M adaptada a P y donde J es un campo
de tensores de tipo (0,2) sobre M. Finalmente adaptamos los resultados de
Tanaka sobre conexiones normales de Cartan a la teoria de las estructuras
semi-holonémicas de segundo orden. Asimismo, se estudia el concepto de
homomorfismo admisible y probamos (lema 3.3.5) que si  es una conexion
de Cartan y &, es su gg-componente, y si h es un homomorfismo admisi-
ble, entonces h*§y es una conexién adaptada, generalizando un resultado de
Agaoka [1] para estructuras proyectivas.

En el capitulo cuatro generalizamos la teoria de Agaoka acerca de las es-
tructuras proyectivas invariantes llanas sobre un espacio homogéneo M =
G/H de dimensién n = dim(g_;), con H conexo y cerrado en G . Pon-
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gamos g = m @ h. En primer lugar, introducimos el concepto de (GP)-
homomorfismo, f: g — £ = g_1 & go ® g1, que incluye como caso parti-
cular la nocién de (P)-homomorfismo dada en [1]. En la definicién 4.3.1
se introduce en el conjunto de (GP)-homomorfismos una relacién de equi-
valencia y la proposicion 4.3.1 permite establecer una aplicacién ® entre el
conjunto de Go-estructuras invariantes llanas y el conjunto de clases de (G P)-
homomorfismos f: g — £. El segundo paso importante es la prueba, compli-
cada y con bastante aparato previo, del teorema 4.3.3, en el que se muestra
que la aplicacion ® es biyectiva. La eleccién de un representante adecuado
((N)-homomorfismo) en cada clase de equivalencia de (G P)-homomorfismos
se hace en el teorema 4.4.1, la proposicién 4.4.1 y los corolarios 4.4.2 y 4.4.4.
Cuando £ es un algebra de Lie graduada simple clésica, estos resultados
nos permiten establecer una aplicacién biyectiva entre el conjunto de Lg-
estructuras invariantes llanas sobre el espacio homogéneo M = G/H y el
conjunto de (G P)-homomorfismos de algebras de Lie f: g — £ verificando
la condicion adicional

traza(efo(X)) =0

para cualquier X € m, donde € es el elemento caracteristico de £.

El capitulo quinto es una continuaciéon del capitulo anterior, y en él damos
ejemplos nuevos de estructuras invariantes llanas, principalmente sobre gru-
pos de Lie. Esto incluye nuevos ejemplos de estructuras proyectivas inva-
riantes llanas sobre grupos de Lie de dimensiones bajas, ejemplos diferentes
a los descritos en Agaoka. También hemos encontrado estructuras projec-
tivas no afines invariantes llanas sobre dos familias infinitas de grupos de
Lie filiformes. Encontramos un (G'P)-homomorfismo que determina la bien
conocida estructura conforme SO(n + 1, R)-invariante llana de la esfera S™
para n > 3. También hemos encontrado ejemplos de grupos de Lie dotados
de estructuras conformes invariantes llanas y determinado la bien conocida
estructura conforme llana SO(n + 1)-invariante de las esferas euclidianas
S" = SO(n + 1)/SO(n) mediante un G P-homomorfismo. Finalmente, en
la tltima seccién se demuestra que el grupo de Lie GL(n,R) posee una es-
tructura invariante llana de tipo producto tensor, algo que hemos deducido
facilmente dando el (G P)-homomorfismo adecuado, pero que también hemos
obtenido usando la teoria general de G-estructuras, método que es mas la-
borioso.

En esta memoria sélo trataremos con estructuras asociadas a algebras
de Lie reales (pero recordemos que en toda dlgebra de Lie compleja & de
dimensién n subyace un algebra de Lie real &g real, de dimensién 2n). Tam-
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poco usaremos algebras de Lie semisimple graduadas de segunda o superior
especie £ =g_, D ... D gD ... D gy, por lo que la expresion dlgebra de Lie
semisimple graduada conlleva tacitamente, el anadido de primera especie.



NOTACIONES Y
DEFINICIONES
ELEMENTALES

Las expresiones variedad y variedad diferenciable significan variedad
diferenciable real de clase al menos C'*°. Analogamente, una aplicacion di-
ferenciable entre variedades es al menos de clase C°°. Asumimos que son
conocidas las definiciones y propiedades basicas de la teoria de variedades di-
ferenciables, asi como las nociones elementales sobre dlgebras de Lie, grupos
de Lie y espacios homogéneos, tal como aparecen por ejemplo en los libros
de Matsushima [84] y Helgason [54] (capitulos I y II). También suponemos
conocidos los conceptos basicos de la teoria de fibrados y conexiones en fibra-
dos, incluyendo fibrados principales, fibrados asociados y fibrados vectoriales
tal como se exponen en el libro de Kobayashi y Nomizu [70] vol. I. (cap. I,
II, IIT y IV) cuyas notaciones seguimos de cerca. Sean wp: P — M un G-
fibrado principal y mg: Q — M un H-fibrado principal; un homomorfismo
de fibrados principales compatible con un homomorfismo de gru-
pos de Lie ¢: G — H es una aplicacién diferenciable f: P — (@) verificando

oo f=7py

f(ua) = f(u)¢(a)

para todo u € P y todo a € GG. Para la teoria de G-estructuras remitimos
a la monografia de Fujimoto [37] y a los libros de Kobayashi [67] cap. 1y
Sternberg [102] cap. VII. El fibrado de referencias lineales de una variedad
M se denota F M, el algebra de Lie de los campos de vectores de M se denota
X(M) y el conjunto de r-formas diferenciables sobre M que toman valores en
un espacio vectorial V' se denotard como A\"(M,V). Siw: P — M es un G-
fibrado principal, y & el algebra de Lie del grupo de Lie GG, para cada A € &
denotaremos por A* € X(P) al campo de vectores fundamental asociado
a A, es decir el campo de vectores sobre P cuyo grupo uniparamétrico de
transformaciones es (u,t) € P x R — wexp(tA). Como es casi universal,

21
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llamaremos conexion lineal tanto a una 1-forma global de conexién

X € /\1 (FM, gl(n,R))

como a la ley de derivacién covariante V de campos de vectores asociada a
X- Recordemos que el tensor de curvatura y el tensor de torsion de una
conexion lineal V estan respectivamente definidos para todo X, Y, Z € X(M)
por

R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ —Vxy|Z,

T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y].

Las expresiones conexion lineal adaptada a una G-estructura P C FM
y G-conexidn lineal en P significaran lo mismo.

Es habitual denotar un grupo de Lie en mayisculas y con tipografia
sencilla, por ejemplo G, H, K, L,.... También es corriente denotar el algebra
de Lie de un grupo de Lie mediante una letra alemana homologa, o bien
siempre en mayusculas &.9, R, £...,[119], o bien siempre en minisculas g
h, & .., [54]. En esta memoria mezclaremos ambos tipos de letra para
denotar las algebras de Lie. Por ejemplo, toda algebra de Lie graduada y
semisimple sera denotada siempre con una maytscula como £, mientras que
en su graduacién £ = g_1@goPg; aparecen en minuscula las tres subédlgebras
g;. Senalemos que Tanaka [106] usa algebras semisimples graduada isomorfas
para esta situacién, y su notacion es g = m@&gom*, conm = g 1y
g = Ago) C gl(g—1) (véase en el capitulo II la definiciéon de \). Nuestra
notacion es una ligera variante de la de Ochiai [90], que denota un algebra de
ese tipo asi: [=g_1 @D goPg,. La ventaja de esta notacién es que, respecto a
los espacios homogéneos genéricos G/H, que se denotan en letra normal, se
aprecia a simple vista el papel del espacio homogéneo modelo L /Ly obtenido
al cocientar los grupos de Lie, denotados con letras negritas, L y Lo que
tienen como respectivas algebras de Lie a £ v £9 = go ® g1 respectivamente.
También se denoteran en negritas los subgrupos de Lie conexos G_; y Gy
de L, que corresponden respectivamente a las subalgebras g_; y g; de £, asi
como al normalizador Gy de gy en £, es decir al subgrupo

Go ={a € Lo ; Adr(a)go C go}
de Ly cuya élgebra de Lie es go. En [90] se ve que
Gy = {CL € Lo ; AdL(a)g_1 C g_l},

lo que permite identificar a Gy con el grupo lineal de isotropia del espacio
homogéneo L /Ly, por lo que nos referiremos siempre a Gy con ese nombre



23

(a continuacion se recordard lo que es ese grupo para un espacio homogéneo
G/H cualquiera). Destaquemos que el grupo lineal de isotropia G de L /Ly
no es necesariamente conexo. Por esta razén, y para evitar malentendidos,
en esta memoria, para un grupo de Lie H su componente conexa del ele-
mento neutro e se denotarya H., nunca como Hy, pese a que sea ésta tltima
la notaciéon méas popular.

Enumeraremos ahora otras notaciones y expresiones que hemos usado,
todas muy corrientes:

e La notacién f: (N,x) — (N',2’) significa que f es una aplicacion dife-
renciable definida en un entorno de x en N en un entorno de 2’ en N’
tal que f(x) = a'.

e Dados dos espacios vectoriales V' y W de dimensiones finitas sobre un
mismo cuerpo conmutativo IF, el espacio vectorial de todas las aplica-
ciones lineales A: V' — W se denota habitualmente Hom(V, W) (y a
veces L(V,W)). Si v € V escribiremos con frecuencia Av en vez de
A(v). Como es costumbre, identificaremos la aplicacion lineal A con su
matriz en alguna base, aunque no se mencione explicitamente ésta, y A
también denota dicha matriz. De este modo, el vector v (o mejor dicho,
el de sus componentes en esa base) debe escribirse como una columna,
a la derecha de la matriz A que actua sobre él. El espacio dual de V' es
V* = Hom(V,F). Recordemos que hay una aplicacién bilineal natural

(v,9) €V X V" — (v]p) = p(v) €F.

Dada una base B = {vy,...,v,} de V, su base dual B* es la tinica base
B* ={¢1,...,pn} de V* que verifica la identidad

(vilon) = dji .

donde 0, = 0sij # ky d;x = 1sij =k son las conocidas deltas de
Kronecker.

e Para una aplicacion lineal A: V' — W su aplicacién dual o traspuesta
es la aplicacién lineal

ArpeW* - Alp=poAecV*,
la cual esté caracterizada por la identidad

(Av]p) = (v]A') .
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e Lamatriz de una aplicacion lineal A: V' — W en sendas bases {vy, ..., v,}
de Vy {wy,...,w,} de W es la matriz de p filas y n columnas A = (A7)
dada, para j=1,...,py k=1,...,n por

A(Uk) = Ajkwj .

Con frecuencia se pone el indice de fila j también abajo, en tal caso
la matriz de A se escribe (A4;;). La matriz de la aplicacién lineal dual
Al: W* — V* respecto a las respectivas bases duales es precisamente
la matriz traspuesta, que se denotard como es habitual A!, y que estd
dada por A}; = Aj.

e Usaremos frecuentemente el convenio de sumacion de indices repeti-
dos arriba y abajo. Por ejemplo,

atb, = a'by + -+ a"b, .

e La aplicacion identidad de un conjunto X se denota idy o sdélo id.

e Sif: X —>Uyg:Y — V son aplicaciones, su producto cartesiano
es la aplicacién
fXg: X XY —->UxV

dada por (f x g)(z,y) = (f(x),9(y)).

A continuacién, a fin de fijar de forma inequivoca otras notaciones y
definiciones que hemos empleado, y para facilitar la lectura de esta memoria,
recordaremos algunos conceptos y propiedades elementales de la teoria de
grupos de Lie y algebras de Lie semisimples, usados directa o indirectamente.
Pueden encontrarse en numerosos textos, en particular, en los que se resenan.
El orden en que se presentan los conceptos no corresponde necesariamente al
de un desarrollo logico.

0.1 Grupos de Lie y espacios homogéneos

Un algebra 2 sobre un cuerpo conmutativo ' es un F-espacio vectorial
dotado de una multiplicacién (z,y) € A x A — zy € A que es F-bilineal. Un
subespacio vectorial B C 2 es una subdlgebra de 2 si para todo b, b’ € B
se tiene bb' € B. Decimos que B es un ideal de 2 si para todo a € Ay
todo b € B es ab € B; en este caso, el espacio vectorial cociente A/B es
también un dlgebra con el producto (z +9B)(y +B) = zy +B. Decimos que
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20 es un algebra asociativa si su multiplicacion tiene la propiedad asocia-
tiva. Cualquier espacio vectorial V' puede considerarse un algebra definiendo
la multiplicacién como la aplicacién nula (es decir, zy = 0 siempre). Un
algebra de Lie & sobre [ es un algebra sobre ese cuerpo cuya multiplicaciéon
(x,y) x A — [z,y] es antisimétrica y verifica la identidad de Jacobi. Lo
primero significa que, para todo x € &, tenemos [z,x] = 0. Lo segundo
significa que, para todo x, y, z € &, es [[z,y], 2] + [y, 2], ] + [[, z],y] = 0.
Si $ es una subalgebra de & entonces $) es también un algebra de Lie. Si
$ es un ideal de & entonce &/ es un &lgebra de Lie. Toda édlgebra aso-
ciativa 2 con multiplicacién (z,y) — zy es también un &lgebra de Lie con
la multiplicacién [z,y] = zy — yx. Los endomorfismos de un espacio vec-
torial V' (es decir, las aplicaciones lineales A: V' — V') forman un &dlgebra
asociativa con la composicién A o B de aplicaciones; por tanto dichos endo-
morfismos también forman un algebra de Lie con el corchete de endomor-
fismos [A,B] = Ao B — Bo A, ala que denotaremos gl(V') y llamaremos
algebra lineal general de V. Una derivacién § de un algebra 2 es una
aplicacion lineal §: A — 2A que, para todo z, y € A, verifica la condicién
d(zy) = 0(x)y+20(y). Las derivaciones de 2 forman una subalgebra Der(2)
del élgebra de Lie gl(A). Toda variedad diferenciable M tiene asociada un
algebra de Lie X(M) = Der(Fu), formada por los campos de vectores dife-
renciables X de clase C'™° sobre M, los cuales pueden identificarse con las
derivaciones del algebra asociativa y conmutativa §; de todas las funciones
f: M — R de clase C* [54]. Un algebra de Lie & sobre un cuerpo F se
llama real o compleja segin sea F = R el cuerpo de los nimeros reales, o
F = C el cuerpo de los numeros complejos.

Sea & una algebra de Lie compleja de dimension n. Su algebra de
Lie real subyacente, que denotaremos por &g, es el conjunto & con
la estructura de &algebra de Lie real que se obtiene de & con la misma
suma y multiplicaciéon de vectores pero con la multiplicacién de vectores por
nimeros complejos restringida a la multiplicaciéon de vectores por nimeros
reales. Nétese que sii = /—1 7y {e1,...,e,} es una C-base de & entonces
{e1,...,en,ie1, ... ie,} es una R-base de Bg, por lo que dimg®r = 2n.
Ademas, el endomorfismo J: x € &g — ix € Gy verifica las dos siguientes
condiciones: (1) J o J = —idg, (porque i*> = —1); (2) para todo z, y es
[Jz,y] = J[z,y] (porque [—, —] es C-bilineal por hipdtesis). Reciprocamente,
para que un &dlgebra de Lie real g sea compleja (es decir, para que exista
un algebra de Lie compleja & tal que g = &g) es suficiente que exista una
aplicacién R-lineal J: g — g verificando las dos condiciones siguientes: (1)
JoJ = —idg ; (2) para todo z, y € g se tiene [Jz,y| = Jlz,y].

Recordemos que un grupo de Lie G (o grupo de Lie real) es una variedad
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dotada con una estructura de grupo cuya multiplicacién (z,y) € G x G —
xy € G es diferenciable. Necesariamente el atlas maximal que define la
estructura diferenciable de un grupo de Lie contiene un atlas de clase anali
tica real y tanto la multiplicacién como la aplicaciéon inversiéon x € G —
27! € @ resultan ser necesariamente de clase analitica real. Un campo de
vectores X sobre GG es invariante por la izquierda si para todo a € G la
traslacién por la izquierda asociada

lp:r e —areG
deja invariante X, es decir, para todo a, x € G se verifica
la*(x)Xz = Xaz -

Los campos de vectores sobre G que son invariantes por la izquierda son
necesariamente diferenciables (de hecho, también son de clase analitica real
como secciones del fibrado tangente T'G de G) y forman una subdlgebra &
del édlgebra de Lie X(G) de todos los campos de vectores diferenciables sobre
G, subalgebra que recibe el nombre de algebra de Lie del grupo de Lie
G. La aplicacién

v: X e® CX(G) — X eT.G,

es un isomorfismo entre el espacio vectorial subyacente en & y el espacio
tangente a GG en el elemento neutro e € GG. La forma de Maurer-Cartan de
G es la 1-forma diferencial £ € A\(G, ®) que a cada vector tangente v € T,G
le asocia el iinico campo de vectores X € & que verifica X, = v. Dicha forma
satisface la ecuacién de Maurer-Cartan

1

donde d es la derivada exterior de formas diferenciales. Nétese que en
cada punto a € G la aplicaciéon lineal &, : T,G — & es un isomorfismo de
espacios vectoriales y que para todo X € & es

€a<Xa) =X.

Notese que
& =vth.

Recordemos que un grupo de Lie complejo es un grupo de Lie G que
admite una estructura de variedad compleja respecto a la cual la multipli-
caciéon (z,y) € G x G — xy € G es holomorfa (y por tanto las traslaciones
I, son holomorfas). Se deduce entonces que la inversion x — z~! es ne-
cesariamente holomorfa. Una condicién necesaria y suficiente para que un
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grupo de Lie G sea grupo de Lie complejo es que su dlgebra de Lie & sea
compleja, es decir, que exista una aplicacion R-lineal J: & — & verificando
que J o J = —idg y que para todo X, Y € & se tenga [Jx,y| = J[z,y]. Los
elementos de & (es decir los campos de vectores invariantes por la izquierda)
son en tal caso necesariamente campos de vectores holomorfos sobre G y sus
curvas integrales se extienden de R a C.

Sea V' un espacio vectorial real o complejo de dimensién finita n = dimg V.
Cada base que fijemos en V' induce un isomorfismo entre el algebra lineal ge-
neral gl(V') de V' y el dlgebra de Lie gl(n,F) = M,,«,(F) de todas las matrices
n xn con coeficientes en F. El grupo lineal general de V' es el grupo de Lie
GL(V) C gl(V) (real o complejo) formado por los endomorfismos A de V' que
son biyectivos. La restriccién del anterior isomorfismo al grupo de Lie GL(V)
establece un isomorfismo de grupos de Lie entre GL(V') y el grupo GL(n,F)
de las matrices cuadradas inversibles con coeficientes en . El dlgebra de Lie
de GL(V) es canonicamente isomorfa a gl(V').

Una representacion de un grupo de Lie G en un espacio vectorial
V real o complejo, de dimensién finita, es un homomorfismo de grupos de
Lie F: G — GL(V). Su representacién dual F': G — GL(V*) estd
caracterizada por cumplir la identidad

(F(2)(@)[F'(2)(¢)) = (vlp) .

Por tanto, para todo z € G, v € V, ¢ € V* es Fi(x)(p) = po F(x™1),
es decir para todo = € GG es

Fi(z) = F(z™)".

Analogamente, una representacion de un algebra de Lie & en un
espacio vectorial V' es un homomorfismo de algebras de Lie f: & — gl(V).
Su representacién dual fT: & — gl(V*) estd caracterizada por cumplir la
identidad

(f@)()le) + (vl f1(2) () = 0.
Por tanto para todo z € &, v € V, ¢ € V* es fi(z)(p) = —po f(x), es
decir, para todo = € & es

Una representacion g de un grupo G (o de un algebra de Lie &) en un es-
pacio vectorial V' es irreducible si V' es el tinico subespacio vectorial W C V
no nulo que verifica o(x)W C W, para todo x € G (respectivamente, para
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todo x € &). Dos representaciones f, f del grupo G (respectivamente, del
algebra de Lie &) en sendos espacios vectoriales V' y V se denominan repre-
sentaciones equivalentes si existe un isomorfismo A: V — V tal que para
todo a € G (respectivamente, a € ®) se verifica que Ao f(a) = f(a) o A, en
cuyo caso A recibe el nombre de operador de entrelazamiento de ambas
representaciones.

Sea & un algebra de Lie (real o compleja) de dimensién finita. Por lo
dicho antes,una aplicacion lineal A: & — & es una derivacion de & si para
todo z, y € & es Alz,y|] = [Az,y] + [z, Ay]. La aplicacién lineal A es un
automorfismo de & si es biyectiva y Alz,y] = [Az, Ay]. Para xz € & la
aplicacién lineal ad(x) (o, mas enfaticamente, adg(x)) que estd definida por

ad(z) =z, -]y €& — [z,y] € &,

es una derivacién de &. La representacion adjunta del algebra de Lie
® es el homomorfismo de algebras de Lie denotado por ad (o, més enfatica-
mente, por adg) que estd definido por

ad: z € & — ad(x) € gl(&).

Recordemos que un homomorfismo de grupos de Lie f: G; — G5 es
un homomorfismo entre los grupos subyacentes que también es una aplicacion
diferenciable de variedades. En tal caso f determina un tinico homomorfismo
f« entre sus respectivas algebras de Lie,

f*:®1_>®27

que puede identificarse con la diferencial f,(e) de f en e, mediante el isomor-
fismo natural v: & — T.G mencionado antes. Cuando f es un isomorfismo
de grupos de Lie f, coincide con la restriccién a ; C X(Gy) de la diferencial
que el difeomorfismo f induce entre las algebras de Lie X(G1) y X(G2).

Si F': G — GL(V) es una representacién de un grupo de Lie G en un espa-
cio vectorial V' de dimensién finita entonces su diferencial F,: & — gl(V) es
una representacion de su algebra de Lie & en V. Ademas, si I es irreducible
entonces F, es irreducible. El reciproco es cierto cuando G es conexo. Si F'f
es la representacion dual de G en V* entonces su diferencial FT, coincide con
la representacién dual de F,. En otras palabras

Ff,=F".

Los automorfismos de un algebra de Lie real o compleja & forman un
subgrupo de Lie Aut(®) C GL(®) (respectivamente real o complejo). Su
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algebra de Lie es la subdlgebra Det(®) C gl(&) de las derivaciones de &.
Sea A, el automorfismo de G dado por la conjugacién

Are€G—azxat €,

la representacién adjunta del grupo de Lie G en & es el homomorfismo
de grupos de Lie denotado por Adg (o sencillamente Ad) definido por

Adg:a € G — Adg(a) = A, € GL(®),

es decir, Adg(a) es el automorfismo del algebra &(= T.G) obtenido al di-
ferenciar el automorfismo A, (en el elemento neutro e € G). Se demuestra
que la diferencial de la representacién adjunta del grupo de Lie G es la rep-
resentacion adjunta del algebra de Lie &, es decir

AdG* = ad@ .

Obviamente, Adg y adg son, respectivamente, representaciones de Gy
& en el espacio vectorial &.

Sea GG un grupo de Lie real o complejo y & su dlgebra de Lie. Recordemos
que para cada X € & C X(G) su curva integral por el elemento neutro e € G
es un homomorfismo de grupos de Lie

expy: F— G

donde F = R si G es un grupo de Lie real y F = C si G es un grupo de Lie
complejo. Estos homomorfismos determinan la aplicacion exponencial de
G,

exp: X €& —expX =expy (1) €G.

Si f: G7 — G es un homomorfismo de grupos de Lie entonces, para todo
X e®y, es
f(exp X) = exp(f.X).
La aplicacién exponencial de GL(V') estd dada por la exponenciacién de
matrices, es decir, para todo X € gl(V) es

o
expX =e¥ = Z
k=0

Por tanto si & es el algebra de Lie de un grupo de Lie G se tiene, para
todo X, Y € &, que

| —

Xk
] .

=~

Adg(exp X) = X,
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Si [X,Y] = 0 entonces exp(X)exp(Y) = exp(X +Y). En general, la
férmula de Baker-Campbell-Hausdorff-Dynkin permite expresar el lado de la
izquierda como la exponencial de una serie, siempre que X, Y estén en un
entorno de 0 € & suficientemente pequeno. Recordemos que un algebra de
Lie real o compleja & es abeliana o conmutativa si el corchete [z,y] de
dos elementos arbitrarios x, y € & es nulo. Un grupo de Lie G conexo es
conmutativo si y sélo si su algebra de Lie & es conmutativa. La estructura
de los grupos conexos comutativos puede verse en [84]. Todo grupo de Lie
complejo y compacto es necesariamente conmutativo.

Si f: H— G es un homomorfismo de grupos de Lie inyectivo, entonces
su diferencial f, es necesariamente inyectiva y f es necesariamente una in-
mersién inyectiva. En esta situacién se dice que el par (H, f) es un subgrupo
de Lie de G. En tal caso, si 7 es la topologia de H, podemos dotar a f(H)
de la topologia 7y = {f(U); U € T} que convierte a f(H) en un grupo de
Lie (isomorfo a H mediante f) que es también un subgrupo de Lie de G
mediante la inclusion i: f(H) — G. Decimos que H es un subgrupo de
Lie regular de G' cuando la topologia 7; coincide con la topologia relativa
Tre de f(H) en G. En ese caso f es un embebimiento (inmersién inyectiva
y homeomorfismo) y f(H) es necesariamente un subconjunto cerrado en G.
Un importante teorema de E. Cartan establece el reciproco: si dotamos a un
subgrupo H cerrado de un grupo de Lie GG con la topologia relativa entonces
H se convierte de modo tinico en un subgrupo de Lie regular (respecto a la
inclusién de H en G).

La exponencial de un subgrupo de Lie H C G (no necesariamente cerrado)
coincide con la restriccién al algebra de Lie $ de H de la exponencial de G.
Se demuestra también que

H={Xe®; expy(R)C H}.

Mas atn, la aplicacién exponencial de un grupo de Lie G permite estable-
cer una biyeccion entre la familia de todas las subdlgebras $ de su algebra
de Lie & y la familia de todos los subgrupos de Lie conexos H de G (no
necesariamente cerrados en GG). Los ideales ) de & se corresponden con los
subgrupos de Lie de G conexos que son subgrupos normales en G.

El llamado tercer teorema de Lie establece que hay una biyeccién entre
la familia de todas dlgebras de Lie reales (respectivamente, complejas) y la
familia de todos los grupos de Lie conexos y simplemente conexos reales (res-
pectivamente, complejos).
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Sean GG un grupo de Lie real o complejo, & su algebra de Lie, H un
subgrupo cerrado de G con su estructura (tinica) de subgrupo de Lie regular
(es decir, compatible con la topologia relativa de H en G) y ) el algebra de Lie
de H. Recordemos que el conjunto de las clases laterales G/H, dotado de la
topologia cociente, tiene una estructura de variedad analitica real (compleja
cuando G es un grupo de Lie complejo y $) es una C-subdlgebra de ). Dicha
estructura se obtiene asi: Fijemos un subespacio vectorial (real o complejo)
M C & verificando que & = M S H. Sea o € G/H la clase lateral del
elemento neutro e € G, clase a la que daremos el nombre de origen de G/H.
Recordemos que la aplicacion

Exp: X €e M — (expX)H € G/H

puede restringirse a un entorno abierto de 0 € 91 suficientemente pequeno
de modo que su imagen sea un entorno abierto de la clase trivial o € G/H
y dicha restriccién un difeomorfismo analitico entre ambos abiertos. Dado
a € G, la traslacién por la izquierda

lp:reG—ared
induce un homeomorfismo 7, dado por
T.: *H € G/H — 1,(xH) = axH € G/H ,

(al que también suele llamarse traslacion por la izquierda inducida por a) y
que compuesto con la citada restriccién de Exp proporciona un sistema de
coordenadas en un entorno abierto del punto a. El atlas resultante sobre G/H
es de clase analitica y cada traslacion 7, se convierte en un difeomorfismo.
La proyecciéon natural

m:a€G—aH € G/H

se convierte en una submersién analitica respecto a las estructuras diferen-
ciables de G y G/H y determina una estructura de fibrado principal de clase
analitica, con espacio total GG, base G/H y grupo de estructura H. Si H es
ademds un subgrupo normal de G entonces G/H es un grupo de Lie, &/
es su algebra de Lie y 7 un homomorfismo de grupos de Lie. Volviendo al
caso general, recordemos que la accién natural de G por la izquierda sobre
la variedad cociente G/H, dada por

(a,bH) € G x (G/H) — (ab)H € G/H,

es transitiva y de clase analitica. El grupo de isotropia del origen o € G/H
es H y por tanto G/ H es un espacio homogéneo analitico bajo dicha accién



32

de G. Entre el espacio vectorial cociente &/$) y el espacio tangente T,(G/H)
hay un isomorfismo natural

v: X+9He®/H—mn(e)X. €T,(G/H).

Este isomorfismo es compatible con el isomorfismo natural & ': X €
6 — X, € T.G inducido por la forma de Maurer -Cartan £ en el origen
e € G, de modo que, si denotamos también

T XeEB-X+HeEB/H,

el siguiente diagrama resulta conmutativo

R W)
T 1 m(e)
G/9 AN T,(G/H).

Para todo a € H es 7,(0) = 0. La representacion lineal de isotropia
de G/H es la representacién

del grupo de isotropia H en el espacio vectorial &/ dada para, todo a € H,
por
Adg/g(a) =v ' o1,.(0)ov.

es decir, mediante el siguiente diagrama conmutativo
&/9 — T,(G/H)
Ad@/g(@) l l Ta*(e)
&/9 — T,G/H).
Puede verse facilmente [84] que, para todo a € H, es
Adgg(a) om =mo Adg(a),
es decir, que para todo a € H y todo X € &, se tiene
Ades(a)(X +9) = (Ade(a)X) + 9.

La diferencial de Adg,q, que denotaremos

adﬁ/ﬁ: 57) — g[(@/?))
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es una representaciéon del dlgebra de Lie §) en &/ que recibe el nombre de
representacion lineal (infinitesimal) de isotropia de G/H. Para todo
A € $ verifica

adg/n(A)om = moadg(A),

es decir, para todo A € § y todo X € &, se tiene
adeg/n(A)(X +9) = (ade(4)X) + 9.

La sucesion central descendente de un algebra de Lie g es la cadena
de ideales

C'goC'go...C" ...,
con C'g =gy Crg = [g,C"q], para 1 <k <n—1.

Un &lgebra de Lie g se dice nilpotente si existe k > 0 tal que C*g =
0. Decimos que un grupo de Lie G es nilpotente si su algebra de Lie g
es nilpotente. Recordemos que un endomorfismo X de un espacio vectorial
V' es nilpotente si existe un entero n > 1 verificando que X" = 0. El
teorema de Engel expresa que si V' es de dimensién finita toda subalgebra de
Lie g C gl(V) formada por endomorfismos nilpotentes es un dlgebra de Lie
nilpotente. Sin embargo, ningtin elemento X no nulo del algebra abeliana
de las matrices diagonales n x n reales o complejas es un endomorfismo
nilpotente.

0.2 Algebras de Lie semisimples

Definicién 0.2.1 Sea & un dlgebra de Lie de dimension finita sobre el cuerpo
F =R de los numeros reales o F = C de los numeros complejos. La forma
de Killing de & es la aplicacion bilineal simétrica a valores en F dada, para
x,y € G, por

Bg(z,y) = traza(ad(x) o ad(y)) .

Cuando no haya motivo para la confusion, escribiremos B en lugar de
Bg.

Recordemos que la forma de Killing Bg de un ideal $§ C & verifica que
para cualesquiera z, y € $),

B@(I’, y) = B@(l’, y)

Lema 0.2.1 Sea & un dlgebra de Lie real o compleja de dimension finita.



34

i) Si D es una derivacion de &, se verifica, para todos x, y € &, que

B@(D$7y) + B@(vay) =0.

ii) Si f es un automorfismo de &, se verifica, para todos x, y € &, que
B@(fl’, fy> = B@('xa y) :

Sea & un algebra de Lie real o compleja de dimensién finita. Recordemos
que & se llama simple si no es abeliana y sus unicos ideales son & y {0}.
El algebra & es semisimple si todo ideal abeliano $) C & es necesariamente
nulo. En particular, toda élgebra de Lie simple es necesariamente semisimple.

Teorema 0.2.1 Sea & un dlgebra de Lie real o compleja.

i) (Criterio de E. Cartan) El dlgebra & es semisimple si y sdlo si su forma
de Killing Bg es no degenerada.

ii) El dlgebra & es semisimple si y solo si es suma directa de sus ideales
stmples.

ili) (H. Zassenhaus) Si & es semisimple entonces toda derivacion D de &
es interna, es decir, existe © € & tal que D = ad(x).

Recordemos que el centro 3(®) de un algebra de Lie & real o compleja
es el ideal

3(8)={Xed; [X,Y]=0,Y € 8},

es decir, 3(®) es el nicleo de la representacién adjunta de &. Si & es un
algebra de Lie semisimple, entonces 3(®) = 0.

Recordemos que un algebra de Lie & real o compleja se llama reductiva
si es suma directa de su centro y de un ideal semisimple, que necesariamente
coincide con [&, &], es decir,

G =3(6)a[6,6].

Un &lgebra de Lie K real y reductiva se dice compacta si para todo
X €[R R], X #0, es
Bg(X, X) <0.

Es bien conocido [95] que una R-algebra de Lie & es compacta si y sélo
si es el algebra de Lie de un grupo de Lie K compacto.
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Definicién 0.2.2 Sea & un dlgebra de Lie real. La complexificacién &°
es el algebra de Lie compleja

s“=6xC.
Podemos establecer un isomorfismo candnico
B ={X +iY; X|Y € &}

entre la complexificacién &€ y el dlgebra de Lie compleja que resulta de dotar
al espacio vectorial complejo {X +iY ; X, Y € &} con el producto corchete

X +iV. X+ i) = (X, X'] = [V,Y]) + i([X, Y] + [¥, X)),

Sea & un algebra de Lie real. Toda R-base de & es también una C-base de
su complexificada ® = 6C. De ahi se deduce que al restringir a & la forma de
Killing B de & obtenemos la forma de Killing B de . Combinando esto con
el criterio de Cartan vemos que & es semisimple si y sélo si su complexificada
® es semisimple. Sin embargo la complexificacién de un &lgebra real simple
puede no ser simple. Este fenémeno es una de las claves para comprender
las estructura de las dlgebras simples reales y su relacion con la estructura
de las algebras simples complejas.

A continuacién vamos a formular los conceptos de conjugacién y de
forma real de un algebra de Lie compleja y a recordar su relaciéon mutua.

Definicién 0.2.3 Una conjugaciéon o de un dlgebra de Lie compleja & es
un automorfismo o: &g — Gy del dlgebra de Lie real Br que es involutivo
(es decir: 0* = idg) y que ademds es semi-lineal respecto a la conjugacion
z=z+i1y € C— z=ua—1iy € C (es decir, para todo X € & y todo z € C
se tiene 0(zX) = zo(X)).

Por ejemplo, en gl(n,C) una conjugacion es o: (zyy) — (Zuw)-
Definicién 0.2.4 Una forma real R de un dlgebra de Lie compleja & es
una subdlgebra SR C Bg verificando que & = RKXC, es decir, como C-dlgebras
de Lie, & y RC = R @ iR son iguales (y por tanto también son iguales las
R-dlgebras de Lie &g y R @ 1 R).

Existen dlgebras de Lie complejas que carecen de formas reales (véase por
ejemplo [55]). El concepto de conjugacion es equivalente al de forma real,
como ponen de manifiesto las dos siguientes propiedades:

Lema 0.2.2 Sean & un dlgebra de Lie compleja y g su dlgebra de Lie real
subyacente.
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e 51 & posee una forma real R entonces la aplicacion
o: 2+iyeEB=RPIR—>z—iycROIR=6
es una conjugacion de & y ademds R={X € &; o(X) =X }.
e 5 & posee una conjugacion o: & — & entonces el conjunto
G, ={X€b; o(X)=X}
es una forma real de &.

H. Weyl demostro, como es bien sabido, [54], [55], que toda dlgebra de Lie
semisimple compleja & posee una forma real compacta K, que es Unica, salvo
automorfismos (y que necesariamente es semisimple). Por ejemplo, sl(n, C)
tiene como forma real compacta a la subdlgebra de Lie real su(n) C sl(n, C)
de las matrices antihermitianas de traza cero. Ademads toda algebra de Lie
semisimple compleja & posee al menos una forma real no compacta. Por
ejemplo, una forma real no compacta de sl(n, C) es el algebra de Lie sl(n, R).
Por tanto toda &algebra de Lie & compleja semisimple posee al menos dos
conjugaciones no equivalentes en un sentido obvio, dado que determinan for-
mas reales no isomorfas de &.

Las conjugaciones permiten reducir el estudio de las algebras de Lie sim-
ples reales al de las algebras de Lie simples complejas

Lema 0.2.3 57 & es un dlgebra de Lie compleja simple entonces
o & es un dlgebra real simple.
e Para toda conjugacion o de & la forma real asociada
&, ={Xeb,; oX)=X}
es una subdlgebra simple de Gg.

La importancia del siguiente enunciado es bien conocida; expresa que
todas las algebras de Lie reales simples se obtienen por el procedimiento
anterior. La demostracién puede verse por ejemplo en [53] o en [54].

Lema 0.2.4 Sea g un dlgebra de Lie real simple. Entonces g verifica una y
solo una de las siguientes condiciones:
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i) Existen un dlgebra simple compleja & y una conjugacion o en & tales
que
g=6,={Xe6; oX)=X}.

La complezificacion de g = &, es g& = &.

ii) Eziste un dlgebra simple compleja & tal que g es el dlgebra simple real
Br obtenida restringiendo el cuerpo de escalares de C a R, es decir

g= ®R .
La complezificacién de g = G es g¢ = & @ &.

En resumen, un algebra de Lie real g es simple si y solo si o bien g es una
forma real de un algebra de Lie compleja simple & o bien g es el algebra de
Lie real g = &g que subyace en un algebra de Lie compleja simple &.

Recordemos que W. Killing demostré que toda algebra de Lie compleja
& simple es isomorfa o bien a un algebra de Lie perteneciente a una de las
siguientes cuatro familias

1.
A, =sl(n+1,C)={X egl(n+1,C); traza(X) =0} , n>1
2.
B,=s02n+1,C)={X e€gl2n+1,C); X +X"=0} , n>2
3.
C,=sp(n,C){X €gl(2n,C); JX +XT"J=0} , n>3
4.

D, =s50(2n,C) = {X € gl(2n,C); X + X" =0} , n>4

(en cuyo caso se dice que & es un algebra de Lie compleja simple clasica) o
bien & es una de las cinco algebras de Lie complejas simples excepcionales

GQCF4CE6CE7CE8a

descubiertas por Killing, de dimensiones 14, 52, 78, 133, 248 respectivamente.
La demostracién puede verse por ejemplo en [53] o en [54]. El algebra de
Lie A, = sl(n+ 1,C) es el dlgebra especial lineal compleja, el dlgebra de Lie
C,, = sp(n,C) C gl(2n,C) es el dlgebra simpléctica compleja y las dlgebras
de Lie B, = so(2n + 1,C) y D, = s0(2n,C) son las dlgebras ortogonales
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complejas. En la definicion del algebra de Lie C,,, si denotamos por I, la
matriz identidad n x n, la matriz J estd dada por

g { 0 I, }
I, 0 |~

Como hemos dicho antes, si & es un algebra de Lie compleja simple en-
tonces su algebra de Lie real subyacente &g es un algebra de Lie real simple.
Por tanto, la clasificacion de las algebras de Lie reales simples se reduce a
la determinacion de las formas reales no isomorfas de las algebras de Lie
complejas simples. Esta clasificacion fue hecha por E. Cartan, cuya de-
mostracién ha sufrido desde entonces numerosas variantes y simplificaciones.
La familia de algebras de Lie reales g simples clésicas esta formada por las
algebras reales subyacentes en las algebras simples complejas de las cuatro
familias infinitas anteriores y por sus respectivas formas reales no isomorfas.
La familia de algebras de Lie reales g simples excepcionales esta formada
por las dlgebras reales subyacentes a las cinco dlgebras complejas simples
excepcionales y por sus respectivas formas reales no isomorfas. Remitimos
a los textos de Hausner-Schwartz [53], Goto-Grosshans [42] y Knapp [65].
Senalemos que la biyeccién que a cada dlgebra de Lie compleja simple le
asigna su forma real compacta induce una clasificacion de las algebras de Lie
simples compactas. Esto proporciona también sendas clasificaciones para los
grupos de Lie simplemente conexos simples complejos y para los grupos de
Lie simplemente conexos simples compactos. El propio E. Cartan cred pos-
teriormente la teoria de los espacios riemannianos simétricos, (que forman
una familia de espacios homogéneos GG/H riemannianos) y constaté el hecho
sorprendente de que clasificar los espacios simétricos simplemente conexos
con representacion lineal de isotropia irreducible es esencialmente lo mismo

que clasificar las algebras de Lie reales simples. Remitimos a los textos de
Helgason [54] y Wolf [119].



Capitulo 1

Fibrados de referencias de
segundo orden

Recordemos que el fibrado de referencias lineales de una variedad dife-
renciable M es un GL(n,R)-fibrado principal cuyo espacio total FM estd
formado por todos los isomorfismos lineales z: R™ — T, M con z recorriendo
todos los puntos de M. La proyeccion de este fibrado

2 €FM —x €M,

asigna a cada referencia lineal z sobre M el tinico punto x € M tal que
T.M = z(R"). El grupo GL(n,R) actia por la derecha sobre FM mediante
la composicién de aplicaciones

(z,a) € FM x GL(n,R) - zo0a € FM.

Es habitual pensar las referencias lineales como las bases de los espacios
tangentes de M.

Los jets permiten introducir nuevos fibrados sobre una variedad M que
generalizan el fibrado de referencias lineales de M. Repasemos brevemente
lo que son. Sean M y N variedades; consideremos los pares de la forma
(U(x), f) donde U(x) es un entorno abierto de z € M y f: U(z) — N es
una aplicacion diferenciable de clase C*°. En el conjunto de tales pares, dado
r € N, la siguiente relacion es de equivalencia:

(Ur(z), f1) ~ (Us(x), f2)

siy sélo fi(x) = fo(z) y para alguna carta (W, ¢p) de x en M y para
alguna carta (Wy,¢n) de y = fi(z) = fo(z) en N se verifica que las r

39
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primeras diferenciales en ¢y (z) de ¢y o fi 0 ¢y; v ¢n © fa o ¢, coinciden.
La clase de equivalencia de un par (U(z), f) se llamard un r-jet (o también
un jet de orden r) de aplicaciones C* de M en N en el punto x € M y
se denotard por j; ;. f, o simplemente, jzf. Si V(y) es un abierto de N
que contiene a f(U(x)), cony = f(z),y g: V(y) C N — P define un par
(V(y), g) anélogo, siendo P otra variedad, entonces el producto de jets estd
definido como
(Jy9) Uz f) = dz(go f),

que expresa el polinomio de Taylor de orden r de la composicién go f como la
composicion de los polinomios de Taylor de orden r de g y f en los puntos y,
respectivamente, es decir se trata de la regla de la cadena para los polinomios
de Taylor de orden r de ambas aplicaciones, leidas en coordenadas.

Si dim M = n, una referencia holonémica de orden r en el punto z €
M (o, por abuso de lenguaje, una referencia de orden r) es esencialmente el
polinomio de Taylor de grado r de un difeomorfismo f definido en un entorno
abierto de 0 € R" y a valores en un abierto de la variedad M, con f(0) = =,
es decir, la referencia holonémica de orden r definida por el difeomorfismo f
es simplemente el jet j5f. El conjunto de todas las referencias holonémicas
de orden r sobre M forma el espacio total 7" M de un fibrado principal sobre
M, cuya proyeccion se denota my: F'M — M y estd dada por

mo(Jof) = f(0).

El grupo que actia por la derecha sobre este fibrado es el grupo G"(n) de
las referencias holonémicas de orden r de R™ que dejan fijo 0. Sir = 1, G*(n)
es isomorfo de modo natural a GL(n,R) y el fibrado F'M que se obtiene es
isomorfo al fibrado de referencias lineales FM de M.

En el estudio de varias estructuras geométricas sobre una variedad M,
sus fibrados de referencias de segundo orden juegan un papel importante.
Sin embargo las referencias holonémicas no bastan para describir algunas
estructuras y propiedades geométricas, como se pondra en evidencia. Las
referencias holonémicas de segundo orden pueden ser generalizadas de la
siguiente manera: el fibrado FR" de las referencias lineales de R" tiene un
elemento distinguido, que llamaremos ¢, (el fibrado de referencias lineales de
la variedad R" es isomorfo a R"@GL(n, R) y tal elemento distinguido en FR"
es en esencia la base candnica {Ey, ..., E,} de R", o, en el lenguaje de jets, el
1-jet de la aplicacion identidad de R™); si @: (FR"™, eq) — (FM,P(eg)) es un
isomorfismo de fibrados principales, diremos que el jet j;0,<1>(e0)(1) de orden 1
de ® en e es una referencia no holonémica de segundo orden sobre el
punto 7 (®(eg)) € M. Puesto que un homomorfismo de fibrados lleva fibras
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en fibras, el isomorfismo de fibrados ® determina, ademés, una aplicacion ¢
de R™ en M. Si ®(eg), que es una referencia lineal en M, coincide con el
1-jet ji¢ de ¢ en el origen 0 € R™, diremos que la referencia no holonémica
definida por el jet de orden 1 de ® es una referencia semi-holonémica.
El conjunto de referencias no holonémicas de segundo orden sobre todos los
puntos de M es (el espacio total de ) un fibrado sobre M, que denotaremos
por F2M mientras que su proyeccién en M se escribird como

72 FPM — M,

El conjunto de todas las referencias semi-holonémicas de segundo orden
sobre todos los puntos de M es también (el espacio total de ) un fibrado
sobre M que se denota

72 F2M — M.

Si en la definicién de referencia semi-holonémica de segundo orden, se
anade la exigencia de que el 1-jet jelo @(eo)q) coincida con el 1-jet de la primera
prolongacion de la aplicacién ¢, que es el isomorfismo de fibrados definido
por

oW jif € FR* — jl(¢o f) € FM,

obtenemos una clase de referencias semi-holonémicas que forman el espacio
total de un subfibrado de F2M isomorfo al fibrado F2M de referencias (ho-
lonémicas) de orden dos sobre M, razén por la que se denota también F2M
a ese subfibrado de F2M. Tenemos entonces que

F2M Cc F2M c F>M.

Si en los dos parrafos anteriores sustituimos r por 2, M por R* y x y
7o (®(eg)) por el origen 0 € R™, obtenemos, usando las mismas construccio-
nes, los grupos de estructura de estos tres fibrados, que se denotan por G?(n),
G?(n) y G*(n) y verifican que

G%(n) € G*(n) € G*(n).

Tanto las operaciones como la accién por la derecha de cada uno de estos
grupos sobre los respectivos fibrados estan dadas por la composicién de jets
(el jet de una aplicacién operado con el jet de otra aplicacién es el jet de la
composicién).

Existen muchos modelos para describir las referencias holonémicas, semi-
holonémicas y no holonémicas de segundo orden, todos ellos, como el descrito
arriba, a través de fibrados de jets. En este capitulo se describen las referen-
cias semi-holonémicas y no holonémicas de segundo orden de nuevas maneras
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diferentes. La primera consiste en ver tales referencias como cierto tipo de
referencias lineales del fibrado de referencias lineales de M, obteniendo asi
dos subfibrados de F(FM) isomorfos a F2M y a F>M. La segunda aporta
un modelo puramente geométrico: una referencia semi-holonémica de orden
dos en un punto x € M es un subespacio horizontal en un punto de la fibra
sobre z, mientras que una referencia no holonémica de orden dos en x € M
es una base de una subespacio horizontal en un punto de la fibra sobre .
El conjunto de todos los subespacios n dimensionales tangentes a FM es
un fibrado G, (T(FM)) sobre M llamado fibrado tangente de Grassmann de
n-planos tangentes. El conjunto de todas las bases de todos los subespa-
cios n-dimensionales tangentes a M es un fibrado St, (T(}" M )) sobre M
llamado fibrado tangente de Stiefel de n-referencias (o n-bases) tangentes a
FM. Podemos identificar los fibrados de referencias de orden dos F2M (no
holénomas) y F2M (semi-holénomas) con sendos subfibrados

de n-planos horizontales y
St,Hry C Sty (T(fM))

de n-referencias horizontales.

Ademas, usando estos nuevos modelos se pone, de manifiesto de modo
natural el hecho de que F2M es un fibrado sobre F2M con grupo de es-
tructura GL(n,R), hecho que, hasta donde nosotros conocemos, no esta
explicitamente recogido en la literatura. Asimismo, usamos esta construccion
para probar, de una manera muy breve, un resultado clasico de la teoria de
conexiones, debido a P. Libermann. Finalmente, se da un tercer modelo para
los fibrados F2M y F2M, obteniéndolos como extensién del fibrado F2M
mediante una técnica que consiste en “alargar” el grupo de estructura. El
fibrado F2M , tanto entendido como fibrado de referencias semi-holonémi-
cas de segundo orden como entendido como extension del fibrado FM sera
utilizado en el capitulo tercero para generalizar la teoria de Ochiai de estruc-
turas de Cartan de tipo graduado y unificarla con la desarrollada por Tanaka
acerca de estructuras geométricas de orden dos.

Los resultados de este capitulo estan publicados en [81].

1.1 Fibrados tangentes de Stiefel y Grassmann
sobre una variedad

Vamos a comenzar revisando lo que son las variedades de Grassmann
y Stiefel. Mas aun, expresaremos el atlas usual de la variedad de Grass-
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mann G,(R™) de una manera geométrica, tal y como establecié Hangan [49]
(véase también [118]). Nosotros necesitaremos esta descripcién en nuestro
tratamiento de los fibrados de referencias no holonémicas y semi-holonémi-
cas de segundo orden sobre una variedad diferenciable real.

Sean p, ¢ € N, 1 <p,q <m, p+ q=m. La variedad de Stiefel St,(R™)
de las g-referencias (o g-bases) de R™, i.e., elementos de R™x 9. xR™
linealmente independientes (o, de manera equivalente, aplicaciones lineales
inyectivas de R? en R™) es un abierto en R™x .9, xR™. Para cada base
B = Brm ={e1,...,€p, €p+1, ..., €m } de R™, una g-base de R™, {w,i1, ..., wn},
puede ser expresada de la forma w; = néei, 7 =p-+1,...,m, de tal modo que
Bgm define una carta global en St,(R™) asignando a cada g-referencia By, =
{wpi1, ..., wn} generando el g-plano W = (By), la matriz m x ¢ Ng,, = (n})
de rango q. Recordemos que dos ¢-referencias se consideran equivalentes si
generan el mismo subespacio vectorial g-dimensional (g-plano para abreviar).
El espacio cociente G,(R™) es la variedad de Grassmann y, por tanto, es el
conjunto de todos los g-planos de R™ con la topologia cociente. Es una
variedad diferenciable pg-dimensional. Las coordenadas sobre G,(R™) estan
dadas clasicamente como sigue: Denotemos por ¢ una sucesion creciente de
g =m —penteros entre 1 y m, 1 < o1 < 09 < ... < g, < m. Asociado
a o podemos definir el subconjunto A p..) of G4(R™) formado por todos
los g-planos W = (Bw) tales que las filas oy, 09, ..., 0, de la matriz Np,, son
linealmente independientes. Este subconjunto A, g,.) €s un abierto en la
topologfa cociente de G,(R™). Ademds, si

W = (Bw) = ({Wps1, -, Wm}) € Ao,Bym)

entonces la matriz

Ng,, = (n5") € Mgxq(R)

formada con las filas 0y, 09, ..., 0, de Np,, es no singular. La matriz producto
—1

es una matriz m X ¢ cuya fila o; coincide con la i-ésima fila de la matriz
identidad I € My ,(R), para todo i = 1,...,¢q. Las p filas restantes forman,
por definicién, la matriz real p x ¢ X de coordenadas del ¢g-plano W, que sera
denotada por

X = P,m) (W),

porque dichas coordenadas dependen tanto de la sucesién o como de la
base elegida en R™; X no depende de la base By elegida en W. Es bien
conocido que, si Y denota el conjunto de todas las sucesiones crecientes
1 <o <oy <...<o0y <m de g numeros naturales entre 1 y m, entonces
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la familia Uy g{(A(s,8:m), P(0,8:m))} €5 un atlas de la variedad de Grassmann
G,(R™), donde ¢ € ¥ y B recorre todas las bases de R™. Notemos que éste
es precisamente el atlas que G,(R™) tiene como espacio homogéneo bajo la
accién por la izquierda natural de GL(m,R). La aplicacién de cambio de co-
ordenadas general estd dada, para matrices convenientes A, B, C, D, como
sigue

X - (AX +B)(CX +D)™".

(Véase [49] para los detalles). La proyeccién natural
7 Sty(R™) = G,(R™)

que envia cada g-base By al g-plano W que genera (i.e., que envia cada
aplicacién lineal inyectiva f : R? — R™ a su imagen W = f(RY)) define
una estructura de GL(q, R)-fibrado principal. Esta accién de GL(q, R) sobre
St,(R™) se expresa a través del producto usual de matrices:

B = () o ensn < Gria®) — 5y = ().
donde hemos identificado la ¢-base By, con la matriz m x ¢ Np,, de coorde-
nadas de sus vectores en una base fijada dada de R™, donde 3 denota sus
primeras p filas y « las tdltimas ¢ filas. Si consideramos los elementos de
St,(R™) como aplicaciones lineales inyectivas de R? a R™, entonces la accién
de GL(q,R) sobre St ,(R™) es simplemente la composicion de aplicaciones.

A continuacién detallaremos la construccion equivalente de Hangan del
atlas de G,(R™) [49] desde un punto de vista ligeramente diferente. Sea
U un subespacio vectorial de R™ de dimension p = m — q y sea B =
{e1,....ep, €pt1, ..., €} una base de R™ adaptada a U, es decir, verificando
que U = ({e1,...,e,}). Denotemos por Sy = Sy(R™) el conjunto de todos
los ¢-planos de R™ que son suplementarios de U:

Sy = {W € G,(R™); U W =R"}.

Es facil ver que
W_I(SU) = {Bw, W e SU}

es abierto en St (R™) y por tanto Sy es un abierto en G,(R™).
Lema 1.1.1 Para todo W € Sy, se tiene que

i) dado v € ({€ps1,...,em}), existe un unico u € U tal que v +u € W.

i) existen UnNicos Upi1, ..., Uy € U tales que {ep41 + Upt1, ..., €m + Um} €s
una base de W (equivalentemente, existe una unica base {wyi1, ..., W, }
de W tal que para todo i =p+1,....m es w; = e; +u; conu; € U).
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Demostracion:

i) Como v € R™ = U @ W, existen unicos & € U, w € W, tales que
v=1u+w. Asi,u = —tu € Uestal quev+u =w € W. Siademasu’ € U
fuese tal que v +u' = w’ € W, se tendria que v = u +w = —u' + w/,
de donde u = v’ (y w = w’).

ii) Por1i), existen tnicos w41, ..., uy, € U tales que e,y14+upiq, ..., €+, €
W. Como dim(W) = m — p, basta ver que {e,41 + Upi1, ... €m + U }
es libre. Y en efecto, si a1, ..., ay € R son tales que

Api1(€pr1 + Upt1) + ..+ am(em + uy) =0,
entonces
Qpi1Cpy1 + - oo+ Ay + QppiUpyr + .o+ Ay, = 0,

de donde apiiepp1 + ... F ey, =0y aprr = ... =, = 0.

g

Proposicién 1.1.1 El abierto Sy de la variedad de Grassmann G,(R™) es

homeomorfo al subespacio vectorial pg-dimensional Ux 9. xU de R™x 9.
xR™ .

Demostracion:
Definimos U: Ux .9. xU — Sy por

F(Upiy ooy ) = ({€p41 + Upt1, vy €y + U })-

Del lema anterior se sigue que fW¥ es sobreyectiva. Por otra parte, si
Upt1s -y U, Upt1, ooy Uy, € U satisfacen

({eps1 + tpsr, oo em + um}t) = ({€ps1 + Upsa, s €m + Um})
entonces, para todo 7 € {p+1,...,m},
e +u; = oprr(epr1 + Ups1) + - oo+ e + U,
Usando que R™ =U & ({€p41, ..., €m }) obtenemos
€ = Qpy1Cpr1 + .o+ QU = Qpilppt + ..o+ Q.

Como epy1, ..., € son linealmente independientes, debemos tener a; = 1y
a; = 0 si j # 4; por tanto,

Asi la aplicacion W es también inyectiva. Es inmediato que tanto ¥ como
U~! son continuas. O
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Definicién 1.1.1 Sea W € Sy, W = W(tpy1, ..., Up). Si uj = mie;, j =
p+1,...,m llamaremos (matriz de) coordenadas de W a la matriz

My = (m}) € Mpyyqe(R).

La definicion anterior depende de la base elegida en R™ adaptada al
subespacio U.

Proposiciéon 1.1.2 Sea U un subespacio vectorial p-dimensional de R™ y
sea B una base de R™ adaptada a U. La aplicacion @y py: Su — Mpyqe(R)
definida por

Dwp) (W) = My
es una carta Go(R™). Todas estas cartas forman un atlas de G,(R™).
Demostracion:

Si o € X es la permutacién definida por o; = p+14,i =1, ..., m — p, enton-
ces, del lema 1.1.1, ii), se deduce que Sy = Ax5) ¥y Pwr)(W) = @5 (W),
para W € Sy. Ademés, sioc € ¥y {r,....,7,} ={1,....m} —{o1, ..., 0m—p},
7 < .. < T, entonces, fijando la base Brm = {er,...,er,, €01, €0,_,}
de R™ y considerando V' = ({es,...,e;,}) se tiene que Sy = A pun) ¥
C(v,Bam) = PloBym)- U

De ahora en adelante, fijaremos un subespacio vectorial p-dimensional U
de R™ y una base de R™, B = {es, ..., €p, €pt1, ..., €m }, adaptada a U.
Si {wpt1, ..., wn} es una base de W = U(upyi1, ..., uny) € Sy, con

P m
w; = 5 Biei + 5 ase;, Jj=p+1,..,m,
i=1 i=p+1

consideraremos las matrices a = (o) € Mgy q(R), B = (8]) € Mpxq(R).
Entonces se verifica que

Lema 1.1.2 La matriz My, de coordenadas del q-plano W es
MW = 604_1.

Demostracién:
Consideremos la nueva base de R™

B]Rm = {61, vy €py Wp1y -eey U)m}

La matriz de cambio de la base B]Rm a la base B es

2= (1 1) € Munl®)
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y por tanto, la matriz de cambio de la base B a la base Bgm es
_ I —pat
Q' = ( 0 f_l ) € Mupum(R).

Pongamos

p

e; = Zegemt Z fy;wi, j=p+1,...m
i=1 i=p+1
Puesto que para j € {p+1,...,m}ese;—y " eie; € W, con =)V ele; €
P

U, se tiene que u; = — » .~ 16]61, 0, equlvalentemente

My = —€= —(63») € Mpx(m_p)(R).

Por otra parte, como e, j = p + 1,...,m, es el j-ésimo vector de la base

| <

B, entonces el vector (e},. . ],’nyr ;- 7")t de coordenadas de e; en Bgm

es la j-ésima columna de Q7 !, es decir, (ejl-, ey j) es la j-ésima columna de
-1

—fa. O

Con las mismas notaciones que arriba, tenemos que los escalares Bj- y 04;
son tinicos y la matriz o = () es no singular.
. C g (i — (i
Reciprocamente, si 8 = (3}) € Mpxy(R) y @ = (a}) € Myxy(R) es no
singular, entonces, definiendo w;, j = p+1,...,m, como arriba, {wy41, ..., Wy}
es una base de un elemento de Sj.

Observacién 1.1.1 Se sigue de la demostracion anterior que existe una co-
rrespondencia biyectiva entre 7~!(Sy) y el conjunto

(2)eptr occuur).

Sean M una variedad diferenciable de dimensién m y ng: E — M un
fibrado vectorial de fibra FF = R™. Dado 0 < k < m definimos

Stp(E U Stp((7e)~ CL’))7
— U Gullme) ().

Toda trivializacién 7: (7g) ' (A) — A x F de E induce una trivializacién
natural sobre Gi(F): si

G(Esa) = | Gil(me) " (@)
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y si Wy = ({wy, ..., wi}) € Ge((mg) " (2)), entonces, la aplicacién
Gie(7): Gr(E/a) — A X Gy(F)

definida por

Gi(T)(Wa) = (2, {({pry 0 7(w1), ..., pry 0 T(wi)})) ,

(donde pry: A x F' — F' es la proyeccion) es una trivializacion de Gy (E). De
modo similar, si

Stu(Epn) = | Stul(me) ™ (2))

z€EA

entonces 7 induce en Sti(E) la trivializacién
dada, para By, = {wi,...,wi} € Stp(E/a), por

Sti(7)(Bw,) = (z,{pry © 7(w1), ..., pra © T(wp)})

Las proyecciones de G (F) y Stx(F) estan dadas respectivamente por
W(WI> =7, W, € gk((ﬂ-E>71(x)>a

W(BWI> =z, BWI € Stk((ﬂ'E)il(tT))

La accién de GL(k,R) sobre St(E) es como sigue: si u: R¥ — E, = R™
es una k-referencia y a € GL(k,R), entonces, ua = u o a. Esta accién es

libre y la proyeccién natural 7: Stp(E) — Gi(E) define una estructura de
G L(k,R)-fibrado principal.

Definicién 1.1.2 Si E = T'M, diremos que Sti,(TM) y Ge(T'M) son, res-
pectivamente, los fibrados tangentes de Stiefel y Grassmann de k-
referencias y k-planos sobre M.

Como el grupo GL(m,R) actia por la derecha sobre M y por la izquierda
tanto sobre Sti(R™) como sobre Gi(R™), podemos considerar los fibrados
asociados de fibra Stx(R™) y Gi(R™) definidos por estas acciones, (FM X
Stp(R™))/GL(m,R) y (FM x Gi(R™))/GL(m,R), los cuales son isomorfos

Senalemos que G(T'M) se denota por Gy (M) en [101].
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1.2 Subespacios horizontales y bases de subes-
pacios horizontales

Como senalamos antes, cada carta en M también induce una trivializa-
cion local de ambos fibrados que se corresponden mejor con lo que sigue.
Vamos a introducir dos subvariedades abiertas distinguidas de St,(TFM)
y Go(TFM) que resultardn ser més adelante isomorfas a los fibrados de
referencias no holonémicas y semi-holonémicas de segundo orden de M.

De ahora en adelante, denotaremos por w}: FM — M al fibrado de
referencias lineales de una variedad diferenciable n-dimensional M. Sea z €
FM. Consideremos el espacio vectorial T,(FM) (de dimensién m = n? +n)
y fijemos en T,(FM) la base

0 :
Br.cean = {55 (2)5 4, n}U{(?xk( 2); k=1,..,n},
J

donde (z*,z%) son las coordenadas inducidas en (7;)~'(U) por una carta
(U,2") de M tal que w}(z) € U, es decir,

m(2) = (o),
;0
= xj@xi (m0(2)),

siendo {Ey, ..., E,} la base candnica de R™.
Consideremos también

z(Ej)

Sto(TFM) = | ) Stu(T.(FM)),
zeFM
(TFM) U Gu(T.
ze€FM

donde St (T.(FM)) y Go(T.(FM)) denotan, respectivamente, la variedad de
Stiefel de n-referencias de T,(FM) y la variedad de Grassmann de n-planos
de T.(FM).

La proyeccion natural

7s: Stp(TFM) — G, (TFM)

que lleva By, en W = (By) define una estructura de GL(n, R)-fibrado prin-
cipal. Sea

0

U=V, =
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el subespacio vertical en z. Recordemos que un subespacio vectorial H, C
T,(FM) se llama horizontal si H, &V, = T,(FM). Asi, dm(U) =p=n?y
m — p = n, siendo Sy = Sy, el conjunto de subespacios horizontales en z y
75 (Sy) = 75" (Sy.) el conjunto de todas las bases de todos los subespacios
horizontales en z € FM. Definimos

StoHru = |J ms'(5v.).

zeFM
GnHrym = U Sy, .
zeFM
Sea By. = {hi, ..., h,} una base de un subespacio horizontal H,, con

0 w0

— 0 S
j = j=1..n.

Identificando By, con g (siendo a = (a}) € GL(n,R), 8 = (B)') €

M2, (R)), para C € GL(n,R), entonces By_C es la n-referencia en T, (F M)
dada a través del producto usual de matrices

_( B _( BC
we=(2)e-()

la cual da lugar a una accién libre y transitiva de GL(n,R) por la derecha
sobre St, Hru.

Teorema 1.2.1 St, Hry y G Hra son subfibrados abiertos de St,(TF M)
Y Gn(TFM) respectivamente. Ademds, la proyeccion natural

o StyHrvw — GonHrum

definida por
T = (Ws)| statiras
es un GL(R™)-fibrado principal.

Demostracién:

En primer lugar, notemos que si 7: (7rza) H(A) — (7)1 (A) x (R™ @
gl(n,R)) es una trivializacién de TF M, las aplicaciones

Gu(7): Gu(TF M) — (mp) " (A) x Gu(R" & gl(n, R)),

Sto(7): Sty (TFM)n) — (m5) " (A) x St,,(R" @ gl(n,R))
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son difeomorfismos. Mds aun, si ahora ponemos U = gl(n, R), entonces
Gu(T)(GnHrnr) = ()" (A) x Sy,

Sto(T)(StaHrnr) = (7)1 (A) x 771(Sp).

Asi, la primera afirmacion se sigue de las proposiciones 1.1.1 y 1.1.2. La
segunda afirmacién es debida al hecho de que 7wg: St (TFM) — G,(TFM)
es un G L(n,R)-fibrado principal y

(Ws)il(ganM) = Sth}‘M-

Observaciéon 1.2.1 Si H, = ({hy,...., h,}) € G Hru,

) .0 .
by = B (2) + 0S5, G = Lo

entonces

5 9, o
Br.(rum) = {8952'. (2); 4,7=1,....,n}U{hy, ..., h,}
J

es una base de T.(FM). Si f = (5}') € Myp2xn(R) y a = (a}) € Mun(R),
entonces, del lema 1.1.2 se deduce que es

MHz = ﬂOé_l S Mn2><n(R)

1.3 Referencias definidas por subespacios ho-
rizontales y por bases de subespacios ho-
rizontales

En esta seccion describiremos el fibrado my: St,Hry — G.Hru en
términos de referencias de F M.

Sea H, C T.(FM) un subespacio horizontal en z y sea By, = {h1, ..., hp}
una base arbitraria de H,. Asociada a By, definimos una referencia

u(Bu.): R" @ gl(n,R) — T.(FM)
de FM en el punto z como

u(Bu,)(E;,Y) =h; +Y],
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donde Y* es el campo de vectores fundamental correspondiente a Y € gl(n,R).
Pongamos, como antes, en coordenadas en FM inducidas por coordenadas
locales en M, z = (2, ).

Sea {E}} la base usual de gl(n, R). Si

) L0 )
u(Bu.)(Ej) :ajaxi(Z)Jr fl@(z)’
I
0 w O

(81 (B)) =1 e (2) + el (2),

como @(By,)(E}) = (E}); es vertical, se sigue que 7; = 0. M4s aun, en

general, si ponemos Y = (Y}) € gl(n,R), es

0

V= 07 gee)

de modo que los valores para las coordenadas e"’l son

(E’)S = &)k,

Sea H*(M) C F(FM) el conjunto de todas las referencias sobre FM
definidas por bases de subespacios horizontales en la manera descrita ante-
riormente, es decir,

H?*(M) = {a(By.) ; By, € StaHru}.

En coordenadas locales, un elemento (z° ,xj,ozj, j ,%3, f]l) e F(FM)
pertenece a H2(M) siy sélosi (a7, ac a],ﬁ]kl,fy”, l]) (x" ,x],&],ﬁfl,(},x%{).
Esto muestra que H2(M) es una subvarledad regular de F(FM). En par-
ticular, existe un sistema de coordenadas locales en H?(M) de la forma
(x! ,x],a],ﬁ’?l).

Sea 6 € A (FM,gl(n,R)) la forma candnica de FM. Recordemos que
para todo z € FM y todo v € T,(FM) es

0.(v) =z (m(2)v) .

Si H, C T,(FM) es un subespacio horizontal, la aplicacion restriccion
0/, : H. — R" es un isomorfismo y By, = {G;éz(el),...,ﬁ/_éz(en)} es una
base de H,. Tal y como estd hecho en [74] y en [37], asociada a H, definimos
la referencia @ (H,) sobre FM dada por

A
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esto es,
u(H,): (&Y)eR"@gl(n,R) - h+ Y] € T,(FM),

siendo h € H, tal que 8(h) = &. Sea H?(M) C F(FM) el conjunto definido
por

que es una subvariedad regular de F(FM) (H?*(M) se denota H?(M) en [74]).
De hecho, en coordenadas locales, un elemento (z', 2%, af, B}, 7%, €fl) de

Y J7 ]7
F(FM) pertenece a H*(M) si y sélo si

o0 i okl kKl __ (0 00 00kl kSJ
(I,l'j,()éj, j 771']'761']')_(3:71.]'7:6]'7 7 7O7$i6l)7

de tal manera que, en H 2(M), tenemos un sistema de coordenadas locales
de la forma (', z’, ). Nétese también que un elemento (z', 2%, o, G5') €
H?(M) pertenece a H?(M) siy sélo si ai = 2. Esto es debido al hecho de
que
o, 0
0.4 (ej) =ai=—(2)+'=——=(2), j=1,..,n

/H: IOyt J 8xf

Sea 7m: H2(M) — H?(M) la aplicacién dada por 7 (@(Bp.)) = a(H.),
es decir, la que hace conmutativo el diagrama
StyHry —— HX(M)
Tl A Lmq
GoHrv — H*(M)

1B, )eg) = 0 (2) + A5 (),

dxy
entonces, para C' = (¢}) € GL(n,R), definimos @(Bp,)C por

(W(By.)C)(e;, Y) =hj + Y, j=1,..,n,

donde 5 9
by = (i) 5~ (2) + (3¢5 (2).
I

Teorema 1.3.1 7;: St,Hry — GoMHrn y m: HX (M) — H2(M) son
GL(n,R)-fibrados principales isomorfos. De hecho,

(@, a,4d): (StaHrar, GoHoar, GL(n,R)) — (H2(M), H2(M), GL(n,R))

es un isomorfismo de fibrados principales.
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Demostracién:

De la definicién tenemos a(By, C) = @(By,)C. Ademds, tanto @ como 4
son difeomorfismos, porque en coordenadas locales inducidas por cartas de
M, u es la identidad, mientras que u esta dada por

a<xi7X7 MHZ) = (x”th (MHZ)X)a
donde X = (2%) € Myxn(R) es no singular. O

1.4 Referencias semi-holonémicas y no holo-
noémicas

En esta seccién describimos las variedades F2M y F2M de referencias no
holonémicas y semi-holonémicas de segundo orden sobre M y demostramos
que los GL(n,R)-fibrados principales

StoHrn — G Hrm
F:M — F*M
son isomorfos.
Si N y N’ son variedades diferenciables y x € N, 2/ € N’, la notacién

f: (N,z) — (N',2’) significa que f es una aplicacién diferenciable definida
en un entorno de x en N en un entorno de z’ en N’ tal que f(z) = 2.

Definicién 1.4.1 Diremos que jip es una referencia no holonémica de
sequndo orden en el punto wy(z) € M si jio es el 1-jet de una aplicacidon
diferenciable

e: (R",0) — (FM, z)

tal que T o ¢ es un difeomorfismo definido en un entorno de 0 € R™. Si,
ademds, p(0) = z = ji (7} o @) entonces diremos que jlp es una referencia
semi-holondémica de sequndo orden en el punto 74(2).

El conjunto F2M de todas las referencias no holonémicas de segundo
orden sobre M es el espacio total de un fibrado principal sobre M, con
proyeccién 7 jg ¢ € F*(M) — x = mj(2) € M y grupo de estructura

G?(n) = GL(n,R) x GL(n,R) x Ly(n),

donde Ly(n) denota el grupo aditivo de aplicaciones bilineales f : R" x R™ —
R™, v donde el producto esta dado por

(a,b, f)(a,b, f) = (aoa,bob,ao f+ fo(axb)).
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Sea ¢: (R™,0) — (FM, z) una aplicacién diferenciable tal que 7} o ¢ es
un difeomorfismo en un entorno de 0. Si denotamos en coordenadas locales
(inducidas por una carta de M)

o(r*) = ('(r), ¢(r")),

donde (r!,...,7") es el sistema de coordenadas canénicas de R", entonces, las
coordenadas de j} estdan dadas por

(00,50, 92.0), P 0)),

asi que en F2(M) tenemos un sistema de coordenadas locales de la forma

(2, x;'., yji-, mfl) Ademsds, es bien conocido que

0 B O 0 agof i B
-0 5 0) = G5 0)(2) + S 0) () =
.0 0
=yi=—(2) + o' == (2),

7 0x 7 Ok

y del hecho de que 7} o ¢ sea un difeomorfismo deducimos que (y;) es no
singular.

Para jlp € F2(M), con ¢(0) = z € FM, la condicién de que 7oy sea un
difeomorfismo nos permite afirmar que los vectores 90*(0)(%), j=1,...,n, no
pertenecen a V, y son linealmente independientes. En consecuencia, asociado
a jtp podemos definir un elemento 7(jj¢) de m5'(Sy.) como

Hbe) = 1o O 5 O): j=1,..m)

De esta manera, obtenemos un isomorfismo de fibrados
v FPM — St,Hru.

Consideremos jl¢ € F2(M). La condicién ¢(0) = z = ji(nt o ¢) esté ca-
racterizada en coordenadas locales por la igualdad y; = 27, de tal manera que
en F2(M) existe un sistema de coordenadas locales de la forma (27, ah, i)
Por tanto, F2(M) es una subvariedad regular de F2(M). La restriccién 72
de 7} es el fibrado principal 75 : F2(M) — M de todas las referencias semi-

holonémicas de segundo orden sobre M. Su grupo de estructura es

G?(n) = GL(n,R) x Ly(n).
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El grupo GQ(n) es un subgrupo de Lie cerrado de G2(n), y su operacién
producto esta dada por

(a,f)(@ f) = (aoa,ao f+ fo(axa).
No es dificil ver que el algebra de Lie de G2(n) es

§*(n) = gl(n,R) x Ly(n)

con el producto corchete dado por

[(Xv 0)7 (Y7 0)] = ([Xv Y],O),
[(07 Oé), (076)] - (07 0) )
[(X,0),(0,8)] = (0,X 0 — f o (X x id) - A(id x X))

Siguiendo una idea de [74], definimos la aplicacién

D FA(M) — GoHrur
que asigna a cada referencia semi-holonémica jl¢ el subespacio horizontal

en ¢(0) definido por

Hibe) = (05 0); G =1, m).

Sea mz: F2(M) — F2(M) la aplicacién que hace conmutativo el dia-
grama
FAM) = S,Hru
Tzl ) Ly
F2(M) - G, Hrm
es decir, 7z = 7' o mgy 0 U (U es una aplicacién biyectiva [74]). Si C' €
GL(n,R) y jip € F*(M), definimos

(Jo)C = Jg(p 0 C).
Nétese que si C' = (c}) es la matriz de C' en la base canénica, entonces

(2 0.0 (G5(0) = (FH 00 5(2) + (GE O 7).

de modo que #((ji¢)C) = (7j4)C.
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Si consideramos las coordenadas locales inducidas por cada carta de M
en F2(M), F*(M), St,Hrn vy GoHru entonces tenemos que, localmente, la
aplicacién v es la identidad, mientras que » esta dada por

(i, X, 7)) = (24, X, (a) X7
v xZ? 7'/’UJ xl? 9 w] ?

donde X = (2%) € Myxn(R) es no singular (véase la observacién 1.2.1). Asi,
tanto ¥ como ¥ son difeomorfismos. Por tanto, de esta discusién se sigue:

Teorema 1.4.1 Las proyecciones wz: F2(M) — F*(M) y my: StaHrau —
G Hzy determinan G L(n,R)-fibrados principales isomorfos, siendo

(0, 0,id): (F2(M), F*(M),GL(n,R)) — (StyHrar, GaHrar, GL(n, R))

un isomorfismo de fibrados principales.

1.5 Isomorfismo entre G, Hry y F(M) como
fibrados sobre FM

Consideremos la proyeccion 7y, : G, Hry — FM que asigna el punto z a
cada subespacio horizontal en z. Si identificamos Ls(n) con el grupo aditivo
Hom(R", gl(n,R)), a través de f(e;,e;) = f(e;)(e;) = flex, entonces una
accion de Lo(n) sobre G, Hry se define como sigue: dados H, € G, Hzy v
f € Hom(R", gl(n,R)), entonces, (H,)f = H] es el subespacio horizontal en
z generado por los vectores H;éz(ej) + flej)s, 7=1,...,n.

Observacién 1.5.1 La accién anterior es claramente libre. Ademas, la tran-
sitividad de esta accidén aparece en el estudio de los tensores de estructura de
G-estructuras, llevado a cabo por ejemplo en [37], pag 41; alli la aplicacién
lineal f € Hom(R", gl(n,R)) tal que (H,)f = H. es denotada por Sy g. Por
tanto, con esta accion, 7y : G, Hry — FM es un fibrado principal.

En [74] se demuestra que la proyeccién mp: 4(H,) € H*(M) — z €
FM es también un Lo(n)-fibrado principal, siendo Ls(n) el grupo aditivo
de aplicaciones bilineales de R™ x R™ en R". La accién de Lo(n) sobre las
fibras de 7, estd dada por w(H,)f = u(H.), y se sigue que los dos fibrados
anteriores son isomorfos.

Por otra parte, L2(n) acttia también sobre F2(M). Si jip = (27,2, 2%) €
FAM) y f € Ly(n), entonces (jop)f = (2%,2%, 2k + zf Jhl)l siendo, como
antes, f(e;,e;) = fler. De esta manera, la proyeccion mz: F*(M) — FM

que asigna a cada referencia semi-holonémica en 7l (2) el punto z es un fibrado
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principal con grupo B2(n), que es, ademés, isomorfo a 7 : H2(M) — FM
a través del difeomorfismo @ o v: F2(M) — H*(M).

Notese que en coordenadas locales inducidas por cartas de M, la apli-
cacién 4 o U es la identidad (@ o o = u en [74]). Por tanto:

Teorema 1.5.1 La aplicacion u: G, Hry — fp(M) proporciona un iso-
morfismo de Lg(n)—ﬁbmdqs principales sobre FM. Por tanto, los fibrados
(GuHrr, FM, La(n)) y (F>M, FM, Ly(n)) son también isomorfos.

Finalmente, tenemos:

Proposicion 1.5.1 St,/Hru y G Hrm son isomorfos a los fibrados j}Q(M)
y F2(M) de referencias no holonémicas y semi-holondmicas de sequndo orden
sobre M.

Demostracion:

Se sigue del hecho de que, si 7p: P — M es un G-fibrado principal y
F: @) — P es un difeomorfismo, entonces, la aplicaciéon mg: ¢ — M definida
por mg = mp o I’ es un G-fibrado principal isomorfo a 7p: P — M con
la accién Q x G — @ dada por qg = F~'(F(q)g). La afirmacién se sigue
entonces de los teoremas 1.4.1 y 1.5.1. O

SECCION-7

1.6 Las conexiones lineales sobre una varie-
dad M como reducciones del fibrado F2(M)
de referencias semi-holonémicas de segun-
do orden sobre M

Usaremos el isomorfismo que hemos dado entre el fibrado F2(M) de re-
ferencias semi-holonémicas de segundo orden sobre M y el fibrado G, Hry,
de los n-planos horizontales tangentes a F M para dar una prueba muy corta
del resultado siguiente de P. Libermann [75]:

Teorema 1.6.1 FEuxiste una correspondencia biyectiva entre el conjunto de
conexiones lineales de una variedad M de clase C™ y el conjunto de GL(n,R)-
reducciones de su fibrado F?(M) de referencias semi-holondmicas de sequndo
orden.
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Demostracion:

Una conexién lineal sobre M es una distribucién D sobre FM de clase
C* tal que para todo z € FM, D, es un n-plano horizontal y D es invariante
bajo la accién del grupo GL(n,R).

Por tanto, Q@ = {D, ; z € FM} es un subconjunto del fibrado G, Hzs
de todos los n-planos horizontales sobre FM (el cual es isomorfo al G2(n)-
fibrado de referencias semi-holonémicas de segundo orden F 2(M), segtin el
teorema 1.4.1). Veamos que @ es una GL(n,R)-reduccién. En primer lugar,
es claro que @ es invariante bajo la accién del subgrupo cerrado GL(n,R) C
Gz(n) Puesto que D es C*, para cada z € FM existe un entorno abierto A
de z y n campos de vectores horizontales linealmente independientes Xj,..., X,
de clase C* tales que D, = (Xi(2), ..., X,,(2)). Por tanto

o: A— G Hry, o(a)=D,,

es una seccién C> que toma valores en (). Asi, ( [70], cap. II, lema 1, pag.
84), se sigue que @ es una G L(n,R)-reduccién. El reciproco es obvio. O

1.7 Otros modelos isomorfos para los fibrados
de referencias de segundo orden

Ademas de la definicion de referencias no holonémicas y semi-holoné-
micas dadas en la seccién 1.4 (definicién 1.4.1), en [32] y [74] se trabaja
también con otras dos definiciones diferentes que son equivalentes en el sen-
tido de que los fibrados resultantes son isomorfos. En [32], las referen-
cias de segundo orden se consideran como 1-jets de isomorfismos locales
$: FR™ — FM, mientras que en [74] se muestran como 1l-jets de aplica-
ciones diferenciables ¢: (R™,0) — FM verificando que 7§ o ¢ es un difeo-
morfismo local. En esta seccién nos vamos a limitar simplemente a explicar
como se hace el paso de una a otra. En la seccién siguiente, explicamos con
mas detalle la caracterizacién dada en [32]. Sea ¢: R"™ — FM una apli-
cacién diferenciable verificando que 7} o ¢ sea un difeomorfismo local. Si
u € FR" es una referencia lineal en z € R", u: R" — T,R™ = R", ponemos
O(u) = p(x)A, donde u = A € GL(n,R). Para esta iltima identificacién,
notemos que si fijamos la base canénica {e;} de R", entonces, la aplicacién
v=2ale; € R" — F(v) = (27) € R" define una carta global en R™. Conside-
rando el paralelismo en x dado por

.0

Pa: oﬂ@(:c) — ajej,
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tenemos que, en la base {e;}, la aplicacién p, o u es una matriz A = p,ou €
GL(n,R). Hemos definido asi una aplicacién diferenciable

o FR" — FM .

Se tiene entonces que ®(uB) = ®(u)B, B € GL(n,R). En efecto, consi-
derando B: R™ — R" y la composicion p, o u o B, tenemos que

®() = ¢(mn (1)) (P2 0 u © B) = p(x)AB = ®(u)B,

donde 4 = pyou y mgn: FR™ — R” es la proyeccién. De esta manera, ® es,
localmente, un isomorfismo de fibrados.

Reciprocamente, si ®: FR"™ — FM es localmente un isomorfismo de
fibrados y ¥: R"™ — FR" es una seccién global, podemos definir ¢: R" —
FM como ¢ = ® o ¥; en este caso resulta que 1 o p = To P o ¥ es un
difeomorfismo local (en el origen).

Supongamos ahora que f: (R",0) — (M,x) es un difeomorfismo de un
entorno de 0 en R™ en un entorno de f(0) =z de M. Sea o: U, — FM una
seccién local definida en un entorno (suficientemente pequeno) de z; entonces,
o =oof: (R",0) — FM esuna aplicacién diferenciable verificando que mjop
es un difeomorfismo local.

Reciprocamente, si ¢: (R",0) — FM es una aplicacién diferenciable tal
que 7} o ¢ es un difeomorfismo local, podemos construir una seccién local
o: U, — FM (definida en un entorno adecuado U, de x = 7} (p(0)) € M) del
siguiente modo: dado y € U,, existe un tinico £ € R" tal que 7} (¢(€)) = ¥;
ponemos entonces o(y) = ¢(£). De este modo, f = mo¢: (R",0) — (M, x)
es un difeomorfismo local verificando que ¢ = o o f.

1.8 Los fibrados de referencias no holonémi-
cas y semi-holonémicas de segundo orden
como extensiones del fibrado de referen-
cias holonémicas de segundo orden

A lo largo de esta seccién, denotaremos por ey = j§ o(id)r» el 1-jet de la
aplicacién identidad de R”. Los grupos G2(n) y G?(n) descritos en la seccién
1.4 se pueden ver de manera equivalente como sigue [32]: é2(n) es el grupo
de 1-jets de la forma jim @(eo)ﬁ! donde U: FR™ — FR™ es un isomorfismo de
fibrados principales induciendo la identidad en GL(n,R) y tal que ¥(0) = 0
(¥: R™ — R™ denota la aplicacién inducida por U entre las bases), mientras
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que G2(n) = {jelo’@(eo)\i/ e G%(n) ; U(ey) = Jo.wy ¥} Por otra parte, sea

U: FR" — F M un isomorfismo de fibrados y sea W: R" — M la aplicacion
inducida por ¥ entre las bases. El 1-jet jelo & (eo)llf puede ser identificado con

la aplicacién tangente

U, (e0) = TU(eq): Toy(FR™) = R™™ — Ty (FM).

Es bien conocido que una tal referencia lineal de FM es una referencia
no holonémica de segundo orden en el punto ¥(0). Si W(ey) = jéy\y(o)\lf,
la referencia es una referencia semi-holonémica. Los fibrados de referencias
no holonémicas y semi-holonémicas resultantes se denotarén por F (M) y
EF2(M). Por supuesto, F2(M) y F2(M) son isomorfos a F2(M) y F2(M)
respectivamente. Si W: M — N es un difeomorfismo, denotaremos por
FOU: jlf e FM — ji(f o ) € F(N) la aplicacién prolongacién entre

los fibrados de referencias. Si ]e (e )\I/ es una referencia semi-holonémica

de segundo orden y U = FOW, diremos que la referencia es una referencia
holonémica de segundo orden, o simplemente una referencia de segundo or-
den sobre M. El fibrado 73: F?(M) — M de referencias de segundo orden
sobre M es un G2(n)-fibrado principal, donde G%(n) C G2(n) es el subgrupo
de Lie cerrado de G2(n) dado por

G%*(n) = GL(n,R) x Sy(n),

siendo Sy(n) el espacio vectorial de todas las aplicaciones bilineales simétricas
de R™ x R™ en R™. Es bien conocido que este grupo es isomorfo al grupo de
Lie

G*(n) = () eV € GP(n) 5 U = FU}.

Con este punto de vista, tanto la operacién producto en éz(n), GQ(n)
y G?(n) como las acciones de estos grupos sobre F?(M), F*(M) y F*(M)
estan dadas por la composicion de jets. En coordenadas locales, un elemento
(', 2%y, 2%) de F?(M) pertenece a F?(M) siy sélo si y} = o' y it = =z,

Consideremos ahora la variedad F2(M) x G?*(n). Dados dos elementos
p = 4t eo.(eo )\I/ € F*(M) yk = jelo é(eo)fb € G*(n), denotaremos por pk =
Jon #(8(e0) (\I/ ®) a la restriccién de la accién de G?(n) sobre F2(M).
Definicién 1.8.1 Sea w: P — M wun fibrado principal de grupo G y supon-

gamos que G es un subgrupo de Lie de otro grupo de Lie K. Sea PX =
P xg K = P x K/ ~ el espacio cociente obtenido de P x K a través de la
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relacion de equivalencia
p, k) ~ (p', k') si y solamente si existe a € G tal que p’ = pa, k' = a k.
y

El fibrado asociado 7w : PX — M es un K-fibrado principal conocido
como extensién de P por el grupo K.

Destaquemos que toda trivializaciéon de P

ripen U — (2,9) €U x G

induce una trivializacién 7% de PX,

K l(p, k)] € U o (z,gk) e U x K,
donde [(p, k)| denota la clase de equivalencia de (p, k).

En particular, si P = F2(M), G = G2(n) y K = G?(n) (0 K = G?(n)),
para cada (p, k) € F2(M) x G?(n), denotaremos por [(p, k)] la clase de equi-
valencia de (p, k) en F2(M)E*™ y por pr: F2(M) x G%(n) — F2(M)* (™ 1a
proyeccion.

Teorema 1.8.1  a) La aplicacion

9: [(p, k)] € F2(M)*™ — pk € F2(M)

es un isomorfismo de G*(n)-fibrados principales.

b) La aplicacion
91 [(p.k)] € F*(M)S*™) — pk € F2(M)

es un isomorfismo de @z(n)—ﬁbmdos principales.

Demostracion:

En primer lugar, 9 estd bien definida, pues, si (p, k), (p/, k') € F*(M) x
G2(n) y a € G*(n) verifican p' = pa y k' = a~'k, entonces p'k’ = paa~'k =
pk. Tomemos (p, k), (P, k') € F2(M) x G*(n) tales que pk = p'k’. Para
probar que ¥ es inyectiva, debemos encontrar a € G?*(n) tal que p’ = pa y
k' = a~'k. Pero, como pk = p'k’ se verifica si y sélo si pk(k')™! = p/, es
suficiente probar que a = k(k')~' € G*(n). M4s aun, basta probar que si p,
p € FX(M) y h € G?(n) verifican p' = ph, entonces h € G*(n), o, lo que
es lo mismo, que p y p’ se encuentran en la misma fibra de F?(M) — M.
Pero, puesto que p y p' estdn en la misma fibra de F2(M) — M, esto se
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sigue del hecho de que la accién de G?(n) sobre F2(M) es libre. Ahora,
para p = j' . W € F*(M), sea FOU: FR" — FM la aplicacién pro-
eo,¥(eo)

longacién de la aplicacién inducida U: R* — M. Como FMW también

induce V¥, entonces q = j;o quj(eo)F(l)\If € F?(M) y p se encuentran en

la misma fibra de F2(M) — M. Por tanto, existe k € G2(n) tal que
p = qk y 9([(¢,k)]) = p. Asi, ¥ es sobreyectiva. Por otra parte, es in-
mediato que J([(p, kk')]) = O([(p, k))K' para p € F*(M) y k, k' € G*(n).
Ademés, si it F2(M) x G?(n) — F?*(M) x G*(n) denota la inclusién y
R: F?(M)xG?(n) — F?(M) denota la accién, se sigue que 9 es diferenciable,
ya que Jopr = Roiy pr es una submersion. Finalmente, probemos que, en
coordenadas locales, ¥ es la identidad. Consideremos (p, k) € F2(M)xG?(n).
Si, en coordenadas locales tenemos p = (af,z! z% ) con o = 2lf y
k= (aé, b;, c;?l ), entonces, a través de la trivializacién inducida por una carta
de M in F2(M)S*™_ [(p,k)] se lee como (¢, (x?,xé,x?l)(gé,bé,c;?l)), donde
el producto en la segunda componente es el producto de G*(n). Ademas, si
Ve F2(M)yk = jelo,é ® € G?(n), entonces, las coordena-

1
eo,\il(fi’(eo

72(pk) = 72(p) = ¥(0) y el producto de G*(n) esté dado por la composicién
de jets. Asi, en coordenadas locales inducidas, 9 es la identidad y, en con-
secuencia, ¥ es un isomorfismo. Esto prueba el apartado a), mientras que la
demostracién de b) es completamente anéloga. U

_ a1
p = ]eo,\il(eo)
das locales de pk = j

_e0,®(e0)
))(\If o ®) son las mismas que antes, puesto que
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Capitulo 2

Algebras de Lie semisimples
graduadas
y conexiones equivalentes

En este capitulo arrancaremos revisando los conceptos de algebra de Lie
semisimple graduada £ =g 1 @ go ® g1, (véanse [69], [58], [90], [106] y el
capitulo IT en [34], escrito por Kaneyuki) y de espacio homogéneo semisimple
llano L /Ly asociado a £, cuando £ es real (véanse [106], [90], [88], [89] ¥
el mencionado capitulo II de [34]). Es bien conocido que, tanto si £ es real
como si es compleja, la restriccion

Bi:gaxg —F

de la forma de Killing B = Bg de £ es una aplicacion bilineal no degenerada,
la cual establece por tanto una dualidad entre las subalgebras abelianas g_,
v g1, siendo F = R o F = C. Esto quiere decir que hay un isomorfismo
natural entre el espacio vectorial g; y el espacio vectorial g*; = Hom(g_;, F)
dual de g_4, que viene dado por

z€g — 0. =DB|(—,2)€g",.

La subélgebra gy de £ es un algebra de Lie reductiva cuyo centro esta
determinado por un elemento € € gy que recibe el nombre de elemento car-
acteristico de £, el cual verifica que, para todo z; € g;, es

[6’ xj] = jxj )

(j=-1, 0, 1). Ademsés
go = [g-1,01]

65



66 CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE GRADUADAS

y se verifica la siguiente condicién adicional (llamada transitividad en [90]):
siz € g1 y para todo £ € g; es [z,£] = 0, entonces = = 0. Se exige que el
grupo de Lie L acttie de modo efectivo sobre el espacio homogéneo L /Ly, que
debe ser conexo aunque L no lo sea necesariamente. El adlgebra de Lie de L es
£y el dlgebra de Lie del grupo de isotropia Lg es la subalgebra £5 = go ® g;.
Sea 0 € L/Lg el origen de L/Lg ( es decir, o = Ly € L/Ly es la clase lateral
del elemento neutro e € L ). Si para todo a € L denotamos

7,: xLg € L/Lg — axLy € L/Lg

recordemos entonces que la representacion lineal de isotropia de Lg en el
espacio vectorial T,(L/Lg) = £/£, esta dada por

a € Ly— 7,,.(0) € GL(£/L)
y es canonicamente equivalente a la representacion
l:Lo— GL(g-1)
de Ly en g_; dada, para todo a € Ly y todo X € g_; por
l(a)X = Adr(a)X mod £y,

a la que llamaremos en lo sucesivo representacion lineal de isotropia de £/£y,
siendo Ady, la representacion adjunta del grupo L en £.

Sin =dimg_; = F" entonces el grupo lineal de isotropia de L /Ly es, por
lo anterior, el subgrupo de Lie

I(Lo) C GL(g_1) = GL(n,F).
Por otra parte, el subgrupo cerrado Gy C Ly dado por
Go = {a € Ly ; Adw(a)go C g0},
tiene como algebra de Lie a go. Ademads, puede demostrarse [90] que
Go={a€Ly; Adp(a)g1 Cg_1}

= {a c Lo ; AdL(a)91 C gl},

Podemos identificar el grupo lineal de isotropia de L/Lg con el subgrupo
cerrado Gg. En efecto, si G_; y Gy son los subgrupos de Lie conexos y
abelianos de L cuyas algebras de Lie son, respectivamente, g_1 y g1, se verifica
entonces (ver [90]) que sus respectivas exponenciales son difeomorfismos, que

Ly = GGy
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(producto semidirecto) y que
G, = kerl,

de donde se sigue que
H(Go) = I(Lo),

por lo que la restriccion
Z\Go: GO — Z(Lo)

es inyectiva. La representacion inducida
Aia € Gy — Adg(a)g, € GL(g-1),

es fiel y canonicamente equivalente a [;g,, lo cual permite identificar a Gg
con el grupo lineal de isotropia de L /Ly, es decir

Go = 1(Gy) = A(Gy) C GL(g_1).

El grupo Gy tiene una propiedad importante: a través de la representa-
cion lineal de isotropia A deja invariante el tensor de Tanaka W de tipo (2,2)

Uigixgaxgxg—R

dado por
U(z, ', 2z, 2') = B([[z, 2|, 2], ),

donde z, 2’ € g, 2z, 2/ € g1. Méas aun, Hangan demostré en [51] que el
subgrupo Gy de GL(g_1) que deja invariante ¥ no solamente verifica

)\(Go) C Gy

sino que sus respectivas dlgebras de Lie gy v A(go) son iguales. Por tanto
las respectivas componentes conexas del elemento neutro e = idy_, comun de
Gy y MGo) coinciden, es decir

()‘(Go))e - (G\If)e

En consecuencia, si sobre una variedad diferenciable M de dimension
n = dim g_; existe una Gy-estructura P C FM ésta es esencialmente una
G-estructura de tipo tensorial determinada por el campo de tensores (2,2)
asociado a ¥, campo que también denotaremos W. Se sigue por tanto de
la teoria general de G-estructuras que una conexién lineal V sobre M es
adaptada a una Gg-estructura P C FM si y sélo si

V¥ =0
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(véase [37]). H. Weyl [117] introdujo la nocién de conexiones equivalentes:
equivalencia proyectiva de conexiones lineales y equivalencia conforme de
conexiones metricas. Tanaka sintetiz6 ambas definiciones en la nocién de
conexiones lineales equivalentes adaptadas a la Gg-estructura P dada sobre
M.

Hemos considerado sobre una variedad M dotada de una Gg-estructura
P C FM el concepto de coneziones lineales equivalentes para dos conexio-
nes lineales V y V sobre M incluso cuando ambas son no necesariamente
adaptadas a P.

Sobre una variedad diferenciable M de dimensién n = dim(g_;) decimos
que dos conexiones lineales V' y V sobre M (no necesariamente adaptadas a
P) son conexiones lineales equivalentes si su tensor diferencia se puede
expresar contrayendo el tensor de Tanaka con una 1-forma. Hemos demos-
trado la siguiente destacable propiedad: si V v V son equivalentes, entonces

VU = VY,

que es consecuencia a su vez de la notable identidad

wiyrhv huntpiv hi \T,uv hiTuv
jk\Ijua + \I]jk \I[ua - \I[uk\:[jja - ‘I}ju ka — 0.

La propiedad es obvia si ambas conexiones son adaptadas.

El concepto de equivalencia de conexiones lineales es de importancia fun-
damental en esta memoria pues la equivalencia de conexiones lineales adap-
tadas (con torsién arbitraria) nos permitird, en el tercer capitulo, construir
Ly-estructuras semi-holonémicas de segundo orden sobre M, dotadas de una
conezion de Cartan, mientras que en el cuarto capitulo con la equivalencia
de conexiones adaptadas y torsion nula caracterizaremos algebraicamente la
existencia de Lg-estructuras holonémicas de segundo orden G-invariantes e
integrables sobre una espacio homogéneo M = G/H.

Por otra parte hemos demostrado que el tensor W tiene la propiedad de
que dadas dos bases {z; ; i =1,...n}y{z;i=1,..,n} de g_1 y g1 duales
con respecto a la forma de Killing B de £, entonces

> =53,

donde W}! estd dado por W = B([[x;, 2], ;], z1).

En las tres ultimas secciones hemos estudiado el tensor diferencia de dos
conexiones adaptadas a una G-estructura arbitraria P C FM en el caso
general, es decir, con G un subgrupo de Lie cerrado de GL(n,R), siendo
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g C gl(n,R) el algebra de Lie de G. Si denotamos por (C9(g),d) el com-
plejo de Spencer del édlgebra de Lie g, probaremos que el tensor diferen-
cia de dos G-conexiones sobre M se puede ver como un tensor de tipo
([a1],CY(g)/gV), donde «; es la representacién natural de G en Ch'(g)
y gV es la primera prolongacién de g. Dicho tensor diferencia es nulo si
y sélo si ambas conexiones tienen la misma torsiéon. Hemos particulari-
zado dicho estudio al caso especial en que G = Gg es el grupo lineal de
isotropia de un espacio homogéneo semisimple llano L/Lj asociado a un
algebra semisimple graduada £. Sean B la forma de Killing de £. Con la
notacién anterior hemos verificado que C*'(gg) = Hom(g_1, go), resultando
ademds que la primera prolongacién de la subdalgebra gy (que estd definida
por g(()l) = {t € Hom(g_1,90) ; [t(x),2'] = [t(z'),z] , z,2’ € g_1}), es un
subespacio vectorial de Hom(g_1, go). Si € es el elemento caracteristico de £,
para cada t € Hom(g_1, go) consideraremos la forma lineal g, sobre g_; dada
por
Bi(x) = Ble, t(x)),

asi como la aplicacién lineal §: t € Hom(g_1,890) — B¢ € (g—1)* y obten-
dremos que cuando £ es simple, se verifica que Ker(ﬁmén) = [g0, 90| V. Es

mas, si ﬁ‘gu) es un isomorfismo, entonces el nicleo de § es un suplementario
0

Gy-invariante de gél) en Hom(g_1,80). Asi, la representaciéon «; definida
en C1'(gg) deja Ker(3) invariante y, en consecuencia, da lugar a una repre-

sentacion [ay] en el espacio cociente Hom(g_1, go)/gél). S50 es un isomor-
0

fismo, la representacion p; de Gy en Ker((3) dada por

p1(g)(t)(z) = Ad(g)(t(Ad(g")z)),

g € Go, t € Ker(f), v € g_1, es equivalente a [a;]. Obtenemos ejemplos
en los que la construccién anterior es aplicable: cuando £ = sl(p + ¢, R), p,
qg>2,0cuando £ =so(p+1,¢g+1,R), p+q> 3.

Finalmente senalemos que en [58] puede encontrarse una clasificacién
de algebras de Lie simples graduadas de segunda especie, clasicas y excep-
cionales, £ =g oD g_1 D go D g1 P g2. Una teoria completa de estructuras
de segundo orden para algebras graduadas de tipo g o@D g1 D gy D g1 D go
no ha sido formulada. Pero las estructuras de contacto han sido estudiadas
desde este punto de vista por Burdet y Perrin [16].

2.1 Algebras de Lie semisimples graduadas

Las siguientes definiciones y resultados, bien conocidos, pueden verse, por
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ejemplo, en [69] o en [90] o en [58]. También aparecen en buena parte en
[106], si bien con expresiones y notaciones de aspecto diferente.

Definicién 2.1.1 Sea £ un dlgebra de Lie (real o compleja) de dimension
finita. Diremos que £ es un dlgebra de Lie graduada si £ es suma directa
de subespacios vectoriales g, k € Z, con g_1 # 0, verificandose ademds que
para cualesquiera j, k € Z es

[gp7 gq] - gp+q :

Diremos que los subespacios g, constituyen la graduacion de
t- P
k

Observacién 2.1.1 En esta memoria trataremos con algebras de Lie gra-
duadas semisimples de primera especie, es decir, de la forma

L£=g.1DPgoD g,

a las que llamaremos abreviadamente algebras de Lie graduadas semisim-
ples. Estas algebras verifican necesariamente la siguiente condicién, llamada
transitividad en [90]: si x € g1 y [z,g1] = 0 entonces z = 0. Ademas,
nos ceniremos exclusivamente a las algebras de Lie graduadas semisimples
reales. Pero notese que toda algebra de Lie graduada semisimple compleja
£=g¢g_1®go D g1 de dimension n sobre C es también un algebra de Lie gra-
duada semisimple real de dimensién 2n con la misma graduacion. A partir
de ahora la subalgebra gy ® g1 C £ se denotard por £y, es decir

L£o=90D g1 .

Proposicién 2.1.1 Para toda dlgebra de Lie semisimple graduada real o
compleja £ =g_1 @ go D g1 se verifica que

i) Los subespacios vectoriales g_1 y g1 son subdlgebras abelianas de £.
ii) FEl subespacio vectorial go es una subdlgebra del dlgebra de Lie £.

iii) Para k= —1,0, 1 y para todo y € go se tiene

ad(y)gr C gi
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El apartado iii) de la proposicién anterior nos permite afirmar que existen
sendas representaciones

Aty €ego— [y, —] €gllg—1),

Niy€go— [y, —] €allg)
de go en g1 v g1. Puesto que el dlgebra £ = g 1 & go P g1 es transitiva,
se sigue que ambas representaciones son inyectivas. La primera de ellas, A,
se llamara representacion lineal de isotropia. La siguiente propiedad es bien
conocida

Lema 2.1.1 Se verifica que:

i) En £ los subespacios vectoriales g_1 @ g1 y go son ortogonales respecto
a la forma de Killing B de £, es decir, B(z,y) =0 para z € g_1 @ g1,
Y € go, y por tanto Bjg_,ag Y Bjg, son no degeneradas.

i) B(z,2') =0y B(z2,7)=0paraz, 2’ €94 yz 2 €g.

iii) g1 y g1 son espacios vectoriales duales con respecto a B, es decir, la
aplicacion
ZEG — s €95,

dada por ¢,(x) = B(x, z) establece un isomorfismo entre g1 y el espacio
vectorial g* | dual de g_4.

iv) Las representaciones
Aty € go— Ay) =y, ] € gllg-),
Niyego— Ny =y, —] € allan),

son contragradientes respecto a la forma de Killing B, es decir, para
todox € g1,y € go, 2 € g1 se verifica

B(A(y)x,2) + B(z,N(y)z) = 0.
iv) La representacion N es equivalente a la representacion dual de go en
g%
Lema 2.1.2 S1 £ =g 1®goD g es un dlgebra semisimple graduada se tiene

que

[9—1, 91] = 6o

Y que go es un dlgebra de Lie reductiva.
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El siguiente resultado se debe a Tanaka [106]

Lema 2.1.3 Un dlgebra de Lie real o compleja £ graduada de primera es-
pecie es simple si y solo si su representacion lineal de isotropia \: go —
gl(g_1) es irreducible.

La existencia y unicidad del elemento € de la definicién siguiente puede
verse por ejemplo en [58], [69], [90] o [106].

Definiciéon 2.1.2 Se llama elemento caracteristico de £ al unico ele-
mento € € go que verifica que

[67 xj] = jxj

para todo x; € g, j = —1,0, 1.

Si £ es simple, Kobayashi y Nagano [69] determinaron la estructura del
centro 3(go) del algebra reductiva go:

Lema 2.1.4 Sea £ =g 1@ go D g1 un dlgebra de Lie simple graduada real.

i) Si £ es la forma real de un dlgebra simple compleja £ (es decir, la
complezificacion £ = £F de £ es simple) entonces el centro 3(go) es
unidimensional y estd generado por el elemento caracteristico € de £,
es decir

3(g0) =< {e} >.

ii) Si £ es el dlgebra de Lie real £r que subyace en un dlgebra de Lie

compleja simple £ entonces el centro 3(go) es bidimensional y tiene
como base {e, ie}.

Con lo anterior obtenemos la siguiente caracterizacion del ideal [go, go] C
go, que serd usada mas adelante.

Lema 2.1.5 Un elemento y € gy verifica y € [go, o] $i y s6lo si es cero la
traza del endomorfismo \(y): x € g1 — Nx) = [y, z] € g_;1.

Demostracion:
Sea y € [go, go] ¥ pongamos y = Zj [y, yj], con y;, y; € go. Entonces

Ay) = Z[A(yj), A(y;)].
Luego
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traza(A(y)) = D traza([A(y;). AMyf)) = 0.

ya que traza([A, B]) = traza(AB) — traza(BA) = 0.
Reciprocamente, sea y € g verificando que la traza de A(y) es cero.

Llamemos 3 = 3(go) y m = [go, 80 Asi ¥y = y; + ym, con y; € 3(go) €
Ym € M = [go, go]. Luego A(y) = A(y;) + A(ym). En consecuencia, por el
mismo argumento de antes se llega a

traza(A(y)) = traza(A(y;)) + traza(A(ym)) = traza(A(y;)).
Sabemos también que y; es de la forma te si dim(3(go)) = 1 o de la forma
ue + ive si dim(3(go)) = 2, con ¢, u, v reales. En el segundo caso
traza(\(y;)) = utraza(A(e)) + v traza(A(e)).

Ahora bien, como [¢,z] = —x para todo z € g_; resulta que A(e)(x) = —=x,
de donde A(e) = —idy , y, si dim(g_y) = n, resulta traza(A(e)) = —n. De
este modo, si dim(3(go)) = 1, entonces

traza(A(y;) = —nt.

Si dim(3(go)) = 2, entonces

traza(A(y;) = —n(u+ ).

Por hipétesis, traza(A(y)) = 0. Luego, en el primer caso est = 0 y en el
segundo es u + iv = 0. En ambos casos queda y = vy € [go, 8o)-
O

2.2 Ejemplos de algebras de Lie simples gra-
duadas clasicas

A continuacién daremos una lista (no exhaustiva) de dlgebras de Lie reales
simples graduadas clasicas de primera especie, con sus correspondientes gra-
duaciones y el correspondiente elemento caracteristico de cada una de ellas.
La clasificaciéon completa de tales algebras se debe a Kobayashi-Nagano [69],
véase también el capitulo I (escrito por Kaneyuki) en [34], donde ademés
aparecen clasificadas las de segunda especie.
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a) SeaF =R, Co H.

L=sllp+qF)={Meglp+qTF)|tr(M) =0},

50 = {(%'%) € 8 A € allpF), B € gl F). () + () =0 }.

{34 e erm)
a1 ={ (o) <5 X € M) |

-(3f)

cona=—q/(p+q)yb=p/(p+q).

Cuando pg > 1, el dlgebra sl(p+q, F) tiene asociadas las estructuras casi
grassmannianas o producto tensor. Estas estructuras fueron estudiadas
por primera vez por Hangan [50], [47], [47] y Singer-Sternberg [101].
Cuando p o g valen 1, se obtienen, para F = R, las estructuras proyec-
tivas reales [68], [106], para F = C las estructuras casi complejas [106]
y para F = H las estructuras cuaterniénicas generalizadas [96].

£=s0(n,n,R)={M € gl(2n,R) | M*I,,,, + I,,M = 0},

L] 0
I"v"_( 0 —In)’

go—= 4 (A2 ) c g Ay Ay € gln,R), Ay = —AL, Ay — AL L,
A A,

o Z _Z . __t
o= {(F1=7) s zeamr.z=-2},
— X X . _ _ Yyt
g—l_{(_X _X>Eg,X€g[(TL7R),X— X }7
(o)1
6—2 ] .

siendo
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c)

£ =s0(p+1,¢+1,R) = {M € gl(p+q+2,R) | M' L1 g1+ 1p11401M = 0},

siendo
Iy | 0
[p+1,q+1 = 0 ,
T ig+1
0l 0 |al] O
O Al O A2 Al € g[<pa R)a Al - —Ai
go = <0100 €g; Ae My, (R), aeR ,
0 At 0 A3 A3 € g[(q, R)7 AS = —Ag
2
0 |z 0 |Z
-7 0 Z
o= 0 : Zf 01 Zé < 9; Zl = MPX1(R) ) Z2 S MqXI(R>
ZQ 0 _ZQ 0

S 9, Xl € Mpxl(R) ) X2 € qul(]R)

|| OO
(o]l New) New) Raw]
(o)l Hew) New) Raw]

OO O+~

Esta dlgebra so(p + 1,q + 1,R) tiene asociada la geometria conforme
de signatura (p, ¢) y admite un modelo isomorfo, debido a Nishikawa y
Takeuchi [89], que describimos a continuacién.

I -1

p —
_Iq>y5— — So

Para p+q > 3, p+q = n, sean Sy = <

El édlgebra de Lie
L=0o(S)={Megllp+q+2,R); M'S+ SM =0}

admite la graduacién £ = g_1 ® gy @ g1 dada por
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/
g1 = j,, cel;reR, 2" eR? 3,
(x/)t —(I”)t
«Q
g0 = B €L;a€eR, Beo(pq) ¢,
-«
é‘/ é‘//
= (él)t 2 . A Rp I\t ]Rq
g1 = _gll)t € 7(5)6 a(f) € )
donde

o(p,q) ={X egllp+q¢R); X'Sy+ SX =0}

(véase [89]). El anterior algebra de Lie semisimple graduada o(S) es
isomorfa al dlgebra de Lie graduada so(p + 1,¢ + 1,R). En efecto,
B € o(p, q) siy solo si es de la forma

. Al A2
o= (Zta)
con A; € so(p,R), Ay € M,,(R), A3 € s0(q,R). Sea

®:0(p,q) = so(p+1,¢+1,R)

el isomorfismo lineal, dado por

0l —2%|0 2
x 2 0 |2 0
¢z = x/l - q)(‘r) = 0 .flf/t 0 _x//tL
(x/)t (:E//>t :L,I/ 0 x// 0
N 00 |al O
_ [ oTA oA,
(D Y= B — - (I)(y) - Qa O O O )
0 AL [0 A,
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é—/ é—// 0 fl 0 5//

. B ( fl)t . B - flt 0 éklt 0
d: 2= _(5//),5 q)(z) - 0 gl 0 5//
fﬁt 0 _gllt 0

Entonces, un isomorfismo F' de algebras de Lie graduadas entre o(p, q)
y so(p+1,¢+ 1,R) estd dado por

Fla+y+z)=o(x)+ %@(y) + O(2)

para T € g1, Y € o, Z € f1-

d)
€ =sp(n,R) = {M € gl(2n,R) | M'J + JM = 0},

7= ()
o= (51 ) e acanm },
{(31E) co zeamma=7],
{(%)Eg;XGg[(n,R)X:Xt},
()

Este édlgebra sp(n, R) tiene asociadas las estructuras casi-lagrangianas.

El dlgebra compleja andloga sp(n, C) y su geometria han sido estudia-
das por Baston en [10].

siendo

©

Er

g1
g-1

La clasificacién completa de algebras de Lie reales (asi como complejas)
simples graduadas puede verse en [69] o en [90] o en el capitulo 2 de [34].
En particular, £ = sl(1 + n,H) (con la graduacién anédloga a la proyectiva

real) da lugar a las estructuras cuaternionicas generalizadas estudiadas por
Salamon [96].
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2.3 Espacios homogéneos semisimples llanos

Definicién 2.3.1 Diremos que un espacio homogéneo L /Lo conexo es semi-
simple llano cuando el grupo de Lie L actia transitiva y efectivamente sobre
€l por la izquierda, el dlgebra de Lie £ de Li es semisimple y graduada

£=9g1DgDm
y el subgrupo Ly tiene como dlgebra de Lie a
Lo=goD g

Notese que el grupo de Lie L no es necesariamente conexo ni compacto.
Sin embargo L/Lg si es necesariamente ambas cosas ya que Nagano [88]
demostré que tales espacios son necesariamente espacios riemannianos simé-
tricos de tipo compacto, bajo la accién del subgrupo compacto maximal K
de L.

Recordemos que si G es un grupo de Lie con algebra de Lie g y h una
subdlgebra de g, se definen el normalizador N(h, g) de h en g y el normalizador
N(h,G) de h en G como la subdlgebra de g y el subgrupo de G dados,
respectivamente, por

N(b,g) = {X € g; ad(X)(bh) C b},
N(h,G) ={a € G ; Ad(a)(h) C b}.

Sean G y G_; los subgrupos de Lie conexos de L cuyas dlgebras de Lie
son, respectivamente, g; y g_1 v sea Gg el subgrupo cerrado de Ly definido
por

Gy = N(go,L> NLy = {a € LO;AdL(a)go C go},

cuya algebra de Lie es go. Diremos que Gy es el grupo lineal de isotropia de
L/Lg. Ademas, se verifica (ver [90]) que Go = N(g_1, L) N Ly, es decir, que

Gy = {a € Ly; AdL(a)g,l C g,l}.

Andélogamente, Go = N(g;, L) N Ly.
La representacion lineal de isotropia de Ly

l:a€eLy—l(a) € GL(g-1)

esta dada por

l(a)X = Adp(a)X mod(go ® g1),
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y su nucleo es Gy, que es por ello un subgrupo normal de Ly. Luego, [
restringida a Gg es fiel, razén por la que podemos identificar Gg con un
subgrupo de Lie de GL(g-1).

Los siguientes resultados, que exponemos abreviadamente, pueden verse
en [90].

Las aplicaciones exponenciales exp: g-1 — G_; y exp: g1 — G; son
biyectivas. Asimismo, Gy N G, = {e}, siendo e el elemento neutro de L.
Todo elemento a € Ly se puede expresar de modo tnico como a = g exp(z),
con g € Goy z € gp; luego el grupo de Lie cociente Ly/G1 es isomorfo a Go.
La representacion

Aia € Gy — Adp(a)g, € GL(g-1)

es equivalente a la restriccion /g, de la representacion lineal de isotropia y
es inyectiva, lo que permite considerar a Gg como un subgrupo de Lie de
GL(g_1). Su diferencial, que también denotaremos por A estd dada por

ALY € g — ad(Y)jg, = [V, -] € gllg-1)

(véase la seccién 2.1), lo que permite identificar a gy con una subdalgebra de
gl(g_1). El homomorfismo de algebras de Lie [: £y — gl(g_1) inducido por I
se seguird denotando por la misma letra [. Denotaremos la inclusién de Gy
en Ly por
?:01 GO — LO .
Obviamente, ig induce el homomorfismo inclusion de gy en £y. Nétese
también [89] que

Go={a €Ly; Adp(a)e =€},

siendo € el elemento caracteristico de £ dado en la definicién 2.1.2.

El grupo A(Gy) C GL(g-1) actia de forma natural sobre g_; por la
izquierda, y, por dualidad, sobre g; por la derecha. Definimos un homomor-
fismo

w: LO — GO

mediante
w (g expz) = g,
para g € Gg y z € g;1. Se verifica que

Aow =1,

puesparar € g1y 2 € ¢, €S

Adp(expz)r =a+ [z, 2] + %[z, 2, x]]
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=2z mod(£Ly).

En [106] se construye, de un modo abstracto, un espacio homogéneo se-
misimple llano para cada algebra semisimple. Algunos ejemplos de espacios
homogéneos semisimples llanos son los siguientes:

a)

Sea F = R, C o H. Cuando £ = sl(p + ¢,F) el grupo de Lie L es el
grupo proyectivo lineal general

PGL(p+ q,F) = GL(p + q,F)/centro

y el grupo Lj es el subgrupo de isotropia de un p-plano,

LO:{[a]eL;az((’; I)}
o= lienia= (0}

El grupo Gy es isomorfo a GL(p,F) ® GL(q,F) y actia a través de
la representacién lineal de isotropia que estd dada por (P ® Q)(X) =
QXP', P € GL(,R), Q € GL(q,R), X € g_; = My, (F). El
espacio homogéneo L/Lg es la grassmanniana G,(F") de p-planos de
.

mientras que

Para p > 1, ¢ > 1, las estructuras geométricas asociadas son las cono-
cidas como estructuras casi-grassmannianas o producto tensor, estu-
diadas por primera vez por Hangan [48], [50] y Singer-Sternberg [101]
(y también llamadas a veces estructuras grassmannianas). Para p = 1
oq=1,pq > 2, se obtienen, para F = R, las estructuras proyecti-
vas reales [68], [106], para F = C las estructuras casi complejas [106] y
para [F = H las estructuras cuaternionicas generalizadas, estudiadas por
Salamon [96], quien muestra que este tipo de estructuras engloba casi
todas las G-estructuras de tipo cuaterniénico habitualmente tratadas
en la literatura.

El algebra simple graduada £ = so(p + 1,¢ + 1,R) da lugar a las
estructuras conformes. Para p+¢q > 3, p+ ¢ = n, sean

_ Ip
SO_( _IQ)7
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El algebra de Lie

o(S)={M egllp+q+2,R); M'S+SM =0}

es isomorfa a so(p + 1,¢ + 1,R), como se vio en la seccién anterior, y
es el algebra del grupo de Lie

L =0(8)/{+2} = {a € GLR™); a'Sa = S}/{£], -},

mientras que

Ly=<[aeLl;a=

O O *
O ¥ *
EE I

La relacién de equivalencia en el producto de dos esferas euclideas
definida por (x,y) ~ (2/,y') si y sélo si ' = —z, ¥ = —y, produce
la variedad cociente

Epq=(S"x 81/ ~

que es difeomorfa a L/Lg y es un espacio homogéneo semisimple llano
asociado a o(.S). Si

O(p,q) = {z € GL(R) ; 2'Syx = Sp},
CO(p,q) = {x € GL(R") ; xtSpx = aSy para a > 0},

el grupo lineal de isotropia del origen en L/Lg es

al0| 0
Go={| 0[b] 0 | ;aeR—{0}, beO(pq)}
0[0|a?!

que es isomorfo a CO(p, q).
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d) Cuando £ = sp(n,R) C gl(2n,R), el espacio homogéneo L/Lg es la
grassmanniana de n-planos lagrangianos asociada a una forma simpléc-
tica en R?". El caso andlogo complejo ha sido estudiado por Baston [10].

Otros ejemplos pueden verse en [89].

2.4 El tensor de Tanaka

Sea £ =g_1 @ go P g1 un algebra de Lie semisimple graduada £. Identi-
ficamos g1 con (g_;)* mediante

z€ g — Be(—,2) € (g-1)7,
y definimos la aplicacién bilineal ¥: g 4 x (g_1)* — gl(g_1) por

\IJ(JZ,Z) = )\([ZL’, Z]) = [[ZL‘,Z], _]'

A la aplicacién ¥ le podemos asociar un tensor de tipo (2,2), que seguire-
mos denotando por ¥ definido como sigue:

Definicién 2.4.1 El tensor ¥: g 1 X g 1 X g1 X g1 — R definido por

U(z,2',2,2") = Be([[, 2], 2], 2)

se llamard tensor de Tanaka.

Sea L/Lg un espacio homogéneo semisimple llano asociado al algebra de
Lie semisimple graduada £ y sea Gq el grupo lineal de isotropia de L/Lyg.

Si P es una Gy-estructura sobre M, un campo de tensores de tipo (2,2) en
P es una aplicacién f: P — g_1®g_1®g;®g; verificando que f(ua) = f(u)a
para u € Py a € Gg. Es facil ver que Gy esta contenido en el grupo Gy
que deja invariante W; un campo de tensores de tipo (2,2) asociado a ¥ estd
definido por

foiu€eP — fylu) =V

(véase [37]).

Notemos ahora que la graduacién natural £ = (g_; ®ig_1) D (go Digo) ©

(g1 @ig;) dota a £F de una estructura de algebra de Lie semisimple graduada
compleja. Se tiene [59]

Lema 2.4.1 El elemento caracterisco de £ y £° es el mismo.

La siguiente propiedad expresa que si \Iffjl son las coordenadas del tensor
de Tanaka respecto de bases de g_; y g1 duales con respecto a Bg, entonces
la contraccién ), Wil es un miltiplo de idg_,.



2.4. EL TENSOR DE TANAKA 33

Teorema 2.4.1 Si{z;;i=1,...,n} y{z;i=1,..,n} son bases de g_; y
g1, respectivamente, duales con respecto a la forma de Killing B de £, y si
UK estd dado por WF = B([[x;, 2], 5], 21), entonces

Sowih =30

Demostracion:

Supongamos en primer lugar que £ es un dlgebra compleja. El tensor ¥
de Tanaka en el caso complejo se define del mismo modo que en el caso real.

Veamos entonces que el resultado no depende de las bases, duales con
respecto a B, elegidas en g_1 v g;.

Sean {Z,} v {2} otras dos bases de g_; y g1 respectivamente, duales con
respecto a B; por tanto, B(Z,, Z,) = J;. Pongamos

([Fa: 2], 3] = Y Whtdy,
d
y pongamos también
Ty = Zaia}j , Zp = Zﬁzzz
j i
Entonces
0y = B(Za, %) = ZaéﬂéB(xj, zi) = Z aﬁﬁédg = Z ol By

irj ij i

Consideremos las matrices A = (o) y B = (f3;). La condicién anterior

expresa que AB' = I; por tanto, A y B! son inversas, y también se verifica
que B'A = I; esto es

> Boq =4,
b
Por otra parte, poniendo

ik bd - s s s
W = V(r), 2,21, 2),  Vae = Y(Ta, 2o, Te, Za),

se tiene que

Vot = \I’(Z aj, Z Byzi, Z ala, Z Bz
j i l k

_ E 7t U ak\ik
- aaﬂbac dqjjl'

i’j’k’l
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En consecuencia, utilizando lo anterior se sigue que

Z Vil =) D oBauf vy

b i,k

_ J i1 pkyik
= E : E :abﬂbac 1V

3,5kl b

- > sl

1,7,k,l

_ l pky ik
- E acﬁd\pjl

jikd

1 I gk sk 1 k gk c

-3 Zacﬁddl -3 Zacﬁd = ndg,
k,l k

y el resultado de que ), \I!Z sea multiplo de idg , no depende de las bases
(duales con respecto a B) que se hayan elegido en g_; y g1.

Siguiendo con la suposicién de que £ es un édlgebra compleja, segin [90],
pag. 170-171, se verifica que

n

1
Z[%,Zi] = 3¢

i=1

En consecuencia

> il ZB (X, Z)), X, Z)

I
_55]7

y el resultado, en el caso complejo, es cierto. Finalmente, para £ real, el
resultado se sigue del lema anterior, del hecho de que el resultado sea cierto
para £¢ y del hecho de que si {z;} y {z;} son bases de g_; y g1 duales
con respecto a B, ambas siguen siendo bases de g_1© = g1 ®ig_; y de
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9. = g1 ®ig, v también son duales con respecto a la forma de Killing Bgc
de £°. O

El tensor de Tanaka de £ (definicién 2.4.1) se puede equivalentemente
pensar como la aplicacion

U: (,2,2') €91 X g1 X g1 — V(x,2)2' =[x, 2],2'] € g_1.

Bajo esta identificacién, vamos a describir el tensor W para algunas de
las 4lgebras de Lie graduadas de la seccion 2.3.

a)

c)

Sea £ =sl(p+¢q,R).

G, (010 L, _(0]o) _ (0B
1T = AO 7x_ A/O 9*172_ OO gl7e

tensor ¥ de Tanaka estd dado para el dlgebra £ por

. 0 0

o bien, identificando = con A € M ,(R), z con B € M,,»,(R), 2’ con
A" e M,(R), etc., obtenemos

U(A, B)A' = ABA' + A'BA,

donde ABA’ + A’BA se puede considerar como un elemento de g_;.
Es obvio que los mismos calculos son validos cambiando el cuerpo R
por C o H.

Sea £ = so(n,n,R).

g - A | A , A | A c -
Lponemos = = | ——4— |, ¥ = | — gy —x g-1, ¥y 2 =

< g :g > € g1, el tensor ¥ de Tanaka resulta ser

W, y)a’ = 4 ABA'+ ABA | ABA'+ A'BA
HYT =2\ "Z(ABA + ABA) | —(ABA + A'BA) )°

Sea £ =so0(p+1,¢+ 1,R). Si
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0 |-A1 0| A 0 |-Atl 0| AY
Ar] 0 [A| O o Ayl 0 Al O c
0 [ AL [0 -4 | 0 A7 [0 |-A7 | =9V
As | 0 [As| O Ayl 0 AL O
0 |BY| 0O |B
L -B| 0| By |0 c
| o (B0 (B |™
By | 0 |—-By| 0
entonces el tensor ¥ esta dado por
0 [—-X{|0 | X!
Xi] 0 Xy O
[
\I/(I,y)l' - 0 Xif 0 _Xé € g-1,
Xo 0 | Xy O

donde

Sea £ = sp(n,R).

i (010N L, _(0]0)_ _ (0B
1xr = AO y = AIO g-1, 2 = 010 g1, €

tensor ¥ esta dado por

U(z,y)z’ = (

0

0

ABA + ABA|0

)

Definicién 2.5.1 Sea f: G — GL(n,R) un subgrupo de Lie de GL(n,R),
& el dlgebra de Lie de G, f.: & — gl(n,R) la representacion inyectiva de su

dlgebra de Lie inducida por f y P C FM una f(G) — estructura (es decir
la restriccion de wh a P determina un f(G)-subfibrado de FM ). La forma

0.(v) =z~ (7p*(2)v) .

canénica de P es la 1-forma 6 € N'(P,R")) que para todo z € P y todo
v € T, P verifica
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Si por un momento denotamos por #p a la forma candénica de P y por 6 a
la forma candnica de FM ( que corresponde al caso en que f es la identidad
de GL(n,R)) entonces es inmediato que

Op =0,

siendo ip la inclusién de P en FM. A través de f, podemos también con-
siderar a P como un G-fibrado principal. Se tiene entonces que la forma
canénica 6 de P es la tnica 1-forma en A'(P,R") que se anula sobre los
vectores tangentes a las fibras de P y verifica que para todo a € G es

R0 = f(a™h)0.
Sean £ = g_1 & go ® g1 un algebra de Lie semisimple graduada y B su
forma de Killing. Identifiquemos R"™ con g_; y (R")* con g;.
Si Gy denota, como antes, el grupo lineal de isotropia asociado a un
espacio homogéneo semisimple llano, la siguiente definicién incluye la equi-
valencia de conexiones conforme y proyectiva de Weyl. Esta sacada de [106]

y [90], pero la vamos a extender a conexiones no necesariamente adaptadas
a la Gy-estructura

Definicién 2.5.2 Sea FM el fibrado de referencias de una variedad M
dotada de una Gg-estructura P C FM. Dos formas de conexion @, w €
A'(FM, gl(n,R)) (no necesariamente adaptadas a P)son equivalentes si y
sélo si existe un campo de tensores de tipo (0, 1)

F:FM —R" =g,
tal que, para todo A € X(FM) y para todo u € P se verifica

W(A)y —w(A)y = [0u(A), F(u)],
donde 0 es la forma canonica de P.

SeaV € g 1®g_1®g;®g; el tensor de Tanaka (definido en la seccién 2.4)
y sean \Y y V las derivadas covariantes con respecto a @ y w respectivamente.
Sea A = V — V el tensor diferencia, que es un tensor de tipo (1,2). Si, en
coordenadas, escribimos A = Al y W = W% es facil ver [112], que

Lema 2.5.1 Las conexiones lineales @ y w son equivalentes si y solo si
VxY = VxY = ¥(X, o)V

siendo o la 1-forma diferencial que determina F: FM — g,. FEs decir, el
tensor diferencia A de dos conexiones equivalentes se expresa asi como una
contraccion del tensor de Tanaka:

i _ ik
gk ‘I’jk%-
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En lo que sigue, denotaremos con letras vocales a los elementos de g_1 y
con consonantes a los elementos de g;. De la identidad de Jacobi se siguen
inmediatamente las identidades

[[a, 8], €] = [le, 0], d],
[[b, al, ] = [[¢, al, b],
[[b; al, e] = [[b, e], al,
[[a, 8], ] = [[a, ], b],
e, [a, bl] = [a, [e, b1},
[, [b; al} = [b, [e, all,
e, [b; al] = [a, b, ]],
(¢, [a, b1} = [b, [a, ],

que usaremos reiteradamente.

Lema 2.5.2 Se verifica que

B([[lla, b], €], ], 1), d) + B([llla, ], €], 0], 4], d)
—B([[[[a,d],i],c],e],b) - B([H[evd]?i]?c]aa]ab) - 07

para cualesquiera a, e, 1 € g_1, b, ¢, d € g;.

Demostracién:
Recordemos que, en general, la forma de Killing B verifica que

B(X,Y],Z)+ B(Y,[X,Z)) =0 X,Y,Z € &

Usando lo anterior tenemos que

B([llla, 0], ], e, ], d) = B([[i, ], [[a, b], e]], d) = = B([[a, b], e], [[i, c], d])

y, analogamente

B([[lla, ], el,bl,i],d) = =B([la, ], e], [[i, b], d]),
B([[lla, d],i], ], e],b) = =B([la, d], i, [[e, ], b]),
B([[lle, d], ], c], a],b) = =B([le, d], ], [[a, ], b]).

En consecuencia se sigue que
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B([l[la; b)) ¢l i], )+ B([[[la, ], e], bl 7], d)
—B([llla, d],i, el e],0) = B([[lle, d], ], ], al, b)
= —B([la,b] e], [li; . d]) = B([la, d],e], [[7, 8], d])
+B([la, dl, ], [le;c];b]) + B([le, d], 1], [[a, ], b])
= —B([la, 0] e], [lid], ) — B([la, d],e], [[i, d], 0])
+B([[i,d], al, [[e,],0]) + B([[i,d]; €], [[a, ], b])
= B(lla, 0], ¢l,[c,[1,d]]) + B(lla,d], el b [i,d]])
—B([le; ], bl [a, [, dl]) = B([la, ], 0], e, i, d]])
= —B([C, [[a7 b]> 6]]’ [i’ d]) - B([b7 [[CL, C]? 6]], [i, d])
+B([a, [le; ], b}, [i,d])  + B(le, [[a, ], bl], [i,d])

= B(—lc, [[a, b], €]] = [b, [[a, ], e]] + a, [le, ], b]] + [e, [la, ], b]], [¢, d]).
Ahora bien, de la identidad de Jacobi resulta

—lc, [la, 0], e]] = [b, [[a, c], e]] + [a,
—lc, [le; bl al] = [b, [[a, el e]] + [a, [[e, b], c]] + [e; [[a, ¢], b]]
= —le.[le,0],al] = [b, [[a, ], el] = [[e, 8], [¢, a]]
—lc, [a, [e,0]]] = [[a, el [b, e]] = [b, [e, [a, ]]]
[
d,

[[e, ], 0]] + [e, [[a, ], b]]
e]
[

= —[e.[le,0],a]] = [b, [[a, ], el] = [[e, 8], [¢, a]]

+le, (e, b],a]] — [la, c], [b,e]] + [b, [[a, ], €]
= —lle, 0], [¢;a]] — [[a, c], [b, €]] = 0.
de donde se concluye el resultado. U
Proposicién 2.5.1 Sean{z;; i=1,..., n}basedeg_y y{z;; j=1,..., n}

base de g1 duales con respecto a la forma de Killing B = Bg del dlgebra gra-
duada semisimple £ = g_1PgoP g1, es decir B(z;, z;) = (5; Las componentes
del tensor de Tanaka ¥ respecto a ambas bases verifican la identidad

wi\Trhv huysiv hi \Jruv hi\Tpuv __
\I/jkqjua + \ij \Dua - \Ijuk\I}ja - \I/ju\ljka =0.

Demostracion:
Se tiene que



90 CAPITULO 2. ALGEBRAS DE LIE GRADUADAS

B([H[wjaziLa:k]’Zh]>$a]7zv> = B(H\I’%xwzh]vxa]uzv)
= \Ij;lliBQ[xuv Zh]: ma]? Zv) = \Ijz‘lliB(quzjxwa Zv)
= VRO By, ) = WHWLLS, = WRTL.

Utilizando esta ultima férmula y las simetrias de ¥
‘I’%‘I’Zz = B(H[[Ijﬂ Zi]ﬂ IkL Zh]? l’a], Zv)v

s, = B({[les, ), @il 2, 0], 2),
W = Wl =
= B([llzs, 2}, wal, 2], 0], ),
W — W —
= B([llze, 2], ), 0], 1), 20),

y el resultado buscado se sigue del lema anterior.
OJ

Teorema 2.5.1 Sean M wuna variedad dotada de una Gg-estructura P C
FM, © yw las 1-formas de conexion sobre FM de dos conexiones lineales
sobre M equivalentes (no necesariamente adaptadas a P) y V.,V las res-
pectivas leyes de derivacion covariante asociadas. FEntonces las derivadas
covariantes respecto a ambas del tensor de Tanaka coinciden, es decir,

VU = VU,

Demostracién:

Para una referencia mévil { Xy, ..., X,,} adaptada a la Gg-estructura P C
FM (es decir para una seccién local de P definida un abierto de M) es
conocido que, si Vx, X; =7/ X, y @Xin = 4}: X}, entonces

o = (Ve 0)f = Xa(¥})
+P)/Zalpylzc + P)/;alpél;: - 'Y;La‘I’Z;c - Py;éa\p;l;
Luego,
(@Xaq] - VXA\I/)?IQ = (/?Za - ’Yga)q/?lzc + (’S/ia - ,}/Za)\p?;:

_(’?;La - %ua)‘l’ﬁi - (’?ga - Vlga)‘lj?;
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Ahora bien, como @ y w son equivalentes, entonces se verifica que
~1 i w
Vi = Ve = Yo s

de tal modo que

(Vix, U = Vi, U)ji = { U500 + WU — W v — R,
que es nulo, pues por la proposicién previa
I+ W, — W — whw = 0.
O

Sean L/Lg un espacio homogéneo semisimple llano asociado al dlgebra de
Lie semisimple graduada £ = g_1 & go & g1, Gy su grupo lineal de isotropia
y Gy C GL(R™) el subgrupo cerrado que deja invariante W. Hangan [52]
demostré:

Teorema 2.5.2 El grupo Gg esta contenido en Gy y las dlgebras de Lie de
ambos grupos coinciden, es decir, go = gy .-

Sea M una variedad de dimensiéon n = dim(g_;). Sea 7p: P — M, con
P C FM una Gg-estructura sobre M. El teorema anterior expresa que P es
esencialmente una G-estructura de tipo tensorial (véase la definicién de este
concepto en [37]). En consecuencia,

Corolario 2.5.1 Una conexion lineal sobre M es adaptada a la Gg-estructura
P si y solo si su ley de derivacion covariante asociada V verifica

V¥ = 0.

Para conexiones adaptadas (es decir, que toman valores en el algebra de
Lie go de Gy) la definicién de conexiones equivalentes se expresa por tanto
del modo siguiente:

Definicién 2.5.3 Si x y X' son conexiones lineales adaptadas sobre P, se
dice que son conexiones equivalentes si eziste un tensor de tipo (0,1)
F: P — gy (es decir, F(za) = F(z)a, z € P, a € Gg) verificando

X (V)= xX(V)u=[0.(V),F(u)] € go, V€T, (FM),

donde 0 es la forma canonica de P.
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Sea ahora X, € T,(M) y sea u € (7p) *(p). La 1-forma diferencial ¢p
asociada a F' esta dada por

pr(Xp) = F(u)(u™(X,)),

donde u: g_1 — T,(M) es una referencia de M (perteneciente a P)y F(u) €
o= (g)"

La clase de equivalencia de una conexién adaptada x se denotara por [x].
Cada par (FM, [x]) se dird una clase de conexiones adaptadas equivalentes
en la Gy-estructura P sobre M.

Definicién 2.5.4 Si M’ es otra variedad diferenciable n-dimensional con
fibrado de referencias F(M') y forma candnica €', y si (F(M'),[X]) es una
clase de coneziones adaptadas equivalentes en una Gg-estructura P’ sobre
M, un isomorfismo de fibrados ®: FM — F(M') se dice un Go-isomorfis-
mo de (FM,[x]) en (F(M'),[x']) si se verifica que ®*0" = 0 (lo que equivale
a que ®(P) = P') y [®*X'] = [x], donde ®*X' es la 1-forma de conezion
(adaptada) sobre FM inducida por ®.

Sea P una Gg-estructura sobre M. Introducimos una relacion de equi-
valencia en el conjunto de aplicaciones campo bésico en P (es decir, en el
conjunto de aplicaciones lineales B: g_; — X(P) tales que §(B(&)) = £y
R..B(§) = B(a™'¢) para todo € € g_1 y a € Gg) como sigue:

Definicién 2.5.5 Dadas dos aplicaciones campo bdasico By y By en P, dire-
mos que By y By son equivalentes (By ~ By) si y sélo si existe una 1-forma
F: P — gy sobre M tal que

B2(£)x = Bl(g)x + [vaf]::v RS ) 5 € g-1-
Esto define una relacién de equivalencia entre tales aplicaciones B.

Proposicién 2.5.2 [106] Las conexiones lineales wy y wy asociadas a dos
aplicaciones campo bdsico By y By son equivalentes si y solo st By ~ Bs.

La 1-forma F' estda determinada de modo tnico por B; y Bs; dadas una

aplicacion campo basico B; en P y una 1-forma F sobre M, la aplicacién
lineal By de g_; en X(P) definida por

es una aplicaciéon campo bésico en P [106]. Més aun, como para cualesquiera
x,x € g1y z € gyes|za,2] = [za] ], se sigue que si By ~ Ba,
entonces los campos de tensores de torsion de las dos conexiones coinciden.
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Si B es una aplicacién campo basico en P, se puede encontrar, para cada
re€ Py & €g_q,un tnico par (T,(£, &), R.(&,¢)) de elementos de g1 y
de go tales que

[B<§)7 B(fl)]w - B(Tx(§7 5/))38 + Rw(fa 5/);

Los elementos T,.(§,&) v R, (€, £') son bilineales y antisimétricos con res-
pecto a las dos variables £ y &'. Las aplicaciones T: x € P — T, € L(g_1 X
g-1;81)yR:x € P— R, € L(g_1 X g_1;80) son campos de tensores de
tipo (1,2) y de tipo (1, 3) respectivamente, es decir

Tma(&a fl) = ailTx(afa af'),
R.a(€,€') = a” ' Ry(a€, af’),

para a € g, y son los habituales campos de tensores de torsion y de curvatura
de la conexion w asociada a B.

2.6 El complejo de Spencer

Sean G un subgrupo de Lie de GL(n,R) y g su dlgebra de Lie, g C
gl(n,R) = Hom(V, V), donde V' = R™.

Definicién 2.6.1 Las prolongaciones g\¥) de g se definen por
g(_l) = Ra g(O) = Va

g = {t € Hom(V, g) ; t(v)(w) = t(w)(v), u,v €V},
> 2.

g® = (g D)D)

Recordemos que A*(V*) denota el conjunto de aplicaciones k-multilineales
f:Vx B xV — R que son antisimétricas, mientras que el conjunto anélogo
de aplicaciones k-multilineales simétricas se denota por S*(V*).

Definicién 2.6.2 Si consideramos g*=Y como un subespacio de V@ S*(V*),
el complejo de Spencer de g, (CP(g),d), estd dado por

q

cri(g) =g" @ \(V*) . §=38"": CP(g) — CP T (g),

g+1
(&) (V1 eey Ug1; Wy ey Wp—q) = Z(—l)“g(m, ey Dy ooy Ug1; Uy W1y ooy Wp—1),

a=1

para & € CP(g) CV @ SP(V*) @ ANU(V*), v, .oy Ugg1, W1, .oy wpy € V =R™.
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En la definicién anterior, el simbolo ~ denota omisién.
Puesto que dod = 0, podemos obtener los llamados grupos de cohomologia
de Spencer definidos por

HP(g) = Ker(6P9) /Im (51471,

El grupo G tiene una representaciéon o, en cada CP?(g) definida, para
a€Gy¢eCP(g), como

g (a)(&) (V1 oy Vg3 W, oy wy) = a(€(a vy, .y a M og a g, o a ).

Estas representaciones satisfacen a,.1(a)od = d o a,(a), ay(a)(Im(d)) C
Im(0) y ag(a)(Ker(d)) C Ker(d) (véase [37]). Por tanto, inducen representa-
ciones ¢y, de G en HP?(g). Es bien conocido que el tensor de estructura de
Bernard [12] de una G-estructura P sobre una variedad n-dimensional M es
un tensor de tipo (ds, H>%(g)). Este tensor se puede expresar via el tensor de
torsion de una G-conexion y se anula si y sélo si existe una G-conexién sobre
M con torsién cero. Por otra parte, H!(g) es nulo y por ello a; es trivial. Sin
embargo, mostraremos mas adelante que esta laguna se puede evitar, porque
la representacién a; induce otra representacién [ay]: G — GL(C*'(g)/gV)
dada por [a1](g)([t]) = [e1(g)(t)], donde [t] denota la clase de equivalencia de
t € C'(g) en C*'(g)/g"). Notemos ademds que, de la definicién de CP?(g)
se tiene, en particular, que C>°(g) = g y C'(g) = g ® V* = Hom(V, g).
Asimismo, dado t € g(¥) es §(t) = —t, con lo cual, la representacion [ay] es
una representacién de GG en el espacio cociente

C"'(g) Hom(V,g) Hom(V,g)
oC*0(g)  S(gM) g

2.7 Una representacion equivalente a [a]

En lo que sigue, L/Lqy denotard un espacio homogéneo semisimple llano
asociado al dlgebra de Lie semisimple graduada £ = g_1 & go P g1, y man-
tendremos las notaciones de las secciones anteriores. Nuestra intencion es
la construccion de un subespacio suplementario Gg-invariante de gél) en
C™(go), asf como una representacién en tal suplementario que sea equiva-
lente a la representacién [a4] introducida en las dos secciones anteriores. Sea
€ el elemento caracteristico de £, dado en la definicién 2.1.2; y denotemos
por B a la forma de Killing de £. Recordemos que la representacion lineal
de isotropfa Y € go — [Y,—| = (ad Y)q, € gl(g1) permite identificar a go
con una subdlgebra de gl(g_1).
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Sea t € C'(gy) = Hom(g_1, g0); para x € g_;, denotaremos

Bi(z) = Ble, t(x)) € R,

obteniendo asi una forma lineal 3; sobre g_; asociada a t

B w € go1 — Bilz) = B(e t(z)) €R,

que obviamente es lineal porque t es lineal y B es bilineal. Definimos la
aplicacion lineal

G:te Hom(g_l,go) — 0O € (g_l)*.

Cuando no exista confusion, a la restriccion B‘gm de la aplicacion (3 a g(() )
0

la denotaremos por S3.
Consideremos el subespacio de go definido por

a={y € go; Bele,y) =0} C go.

Lema 2.7.1 FEl subespacio a es un ideal de gy que estd estrictamente con-
tenido en go y que contiene al ideal semisimple [go, go| de go.

Demostracion:

Puesto que el conjunto {[y,v'] ; v,y € go} genera [go, go] y B es bilineal,
bastard trabajar con elementos de la forma [y, 4], y € a, ¢’ € go. Sean, pues,
y € a,y € go. Entonces,

B(e,[y,y']) = B([e,y],y") = B(0,y) =0,
y por tanto, [y,y'] € a, lo cual prueba que a es un ideal de go. Ademas,
[90, 0] C @ porque dado y = [y, y"] € [go, 8o}, ¥,y € go, entonces,

B(E’ [y/’ y//]) — B([E’ y/]’ y//) — B(O’ y//) — 0

Asi, a es un ideal de gy que contiene al ideal [go, go] de go. Ademads, a # go

porque e € go y
B(e, €) = 2dim(g—_1) # 0.

Luego € ¢ a. O

Notemos que cuando [go, go] es un ideal maximal en g, se tiene que

a= [90,90]-

Notemos también que las primeras prolongaciones de gg y a estan dadas
por
1
gy = {t € Hom(g_1,80) ; [t(x), 2] = [t(2), 2], z,2" € g1},
a) = {t € Hom(g_y,a) ; [t(z),2] = [t(z)), 2], =, 2’ € g_1}.
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Lema 2.7.2 Bajo la identificacion B‘g(l) = (3 se verifica que ker(3) = a¥ >
0

(90, 90]V; en particular, 3 es inyectiva si y sélo si a®) = 0.

Demostracién:
Es claro que a®) C gél).
t(x) € a, es decir,

Sea t € a), Entonces, para todo x € g_; es

B(G,t(ﬂf)) = 07 T € g1,
y Bi(x) = 0 para x € g_;. Por tanto, t € ker(03).
Reciprocamente, sea t: g_1 — go, t € ker((3). Eso significa que

[t(x), 2] = [t(2)),z], z,2" €g_q,

B(e, t(x)) =0, v €g_4.

La segunda de las condiciones implica que t(x) € a para todo z € g_1 y
por ello, podemos pensar t como una aplicacién t: g_; — a tal que [t(x), 2] =
[t(2'), x] para cualesquiera z, 2’ € g_;. O

Se puede probar (véase [69]) que para cualquier dlgebra de Lie real simple
graduada cldsica £ (con coeficientes en R, C o H) se verifica que el centro 3(go)
de go tiene dimensién uno o dimensién dos. En concreto, si £ es sl(p+ ¢, R),
so(n,n,R), so(p+1,q+1,R), sp(n,R), su(n,n,C), su*(2p+2q, H), so*(4n) =
so(n,n,H) o sp(n,n,H), es

3(0) = (el

mientras que si £ es sl(p + ¢,C), s0(2n,C), so(p+ q+2,C) o sp(n,C), es

3(g) = ({eie}) .

En virtud de la clasificacién de las dlgebras de Lie simples graduadas [69]
se tiene que para cualquier adlgebra de Lie real simple graduada clasica es

a= [90, 90]7

ker(3) = [go, 90](1)-

Del lema 2.7.2 se sigue que si [go, go] es maximal en go, entonces ker(/3) =
(90, 90]V) y B serd inyectiva si y s6lo si [go, go]") = 0. Los dos resultados
muestran que:

Lema 2.7.3 Si £ es un dlgebra de Lie real simple graduada (cldsica o no),
entonces ker(3) = [go, go]V.
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En particular, para todas las algebras de la seccién 2.2 se verifica que
(g0, 9o] es maximal en g, y por tanto, para esas algebras se tiene que ker(3) =

[907 90](1)

Sea g C gl(V) = Hom(V, V) un élgebra de Lie de endomorfismos de un
espacio vectorial V' de dimension finita. Sean b y € subalgebras de Lie de g
tales que g = h @ €. Dado t € Hom(V, g), pongamos t(u) = ty(u) + te(u), con
ty(u) € hy te(u) € ¢, u € V. Entonces

h' = {t e g ; t, =0},
En particular,
g0, 80] " = {t € g0 ; tsao) = 0},
3(80)" = {t € 80 ; tgo.00) = 0}-
Proposicién 2.7.1 Si dim(g;) > 2, es 3(go)M) = 0.
Demostracion:

Supongamos ahora que 3(go) = ({€}) yseat € 3(go)V). Dados z, 2’ € g_1,
como t(x) € 3(go) = ({€}), existe un nimero real v tal que

[t(x), 2] = [ve, 2] = v][e,a'] = va'
y, analogamente, existe v/ tal que
[t(2)), 2] = Vx

de tal modo que si dim(g_1) > 2, tomando x y =’ linealmente independientes,
la condicién [t(x), 2] = [t(z'), z] obligaa que v = 0y ¢t = 0. Asi, 3(go)V) = 0.
De modo similar, si 3(go) = ({€, i€}) se obtiene el mismo resultado.

U

Notemos, ademds, que [go, go](l) puede no ser nulo, por ejemplo, si £ =
sl(1 +n — 1,R), o bien, si £ = so(n,n;R), tal y como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo:

Sea £ = so(n,n;R). Entonces,
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Asi se tiene que go = gl(n,R). Luego,

(90, 8] = sl(n, R)

v [80, 90]V # 0 (puesto que sl(n,R), al poseer elementos de rango 1, es de
tipo infinito [37]). En este caso, la aplicacién 3 no es inyectiva. De hecho, es
conocido [37] que

8’ = glln, RV = R" ® S*((R")"),

donde S%((R")*) denota el espacio de aplicaciones bilineales simétricas de
grado 2 sobre R", es decir,

gl(n, R)M = {t: R" x R" — R" ; t(u,v) = t(v,u), u,v € R"}.
Ademas se tiene que

dim(gl(n,R)M) = n dim(gl(n,R)) — 1/2 n*(n — 1) = n® — 1/2 n(n — 1),

mientras que dim(g;)* = dimg; = "("2_1). Y puesto que para todo n € N,
n>1, es
n®—1 - n(n —1)
2n2(n—1) 2

no puede haber ninguna aplicacién lineal inyectiva de g§ en (g_1)*.

Nuestro propésito es la construccién, cuando sea posible, de un subes-
pacio suplementario Gg-invariante de gél) en Ch(gy) asf como la de una
representacion en tal suplementario equivalente a [ag]. Con este objetivo
enunciamos la siguiente propiedad de algebra lineal:

Lema 2.7.4 Sean U, V y W espacios vectoriales sobre F =R o K = C de
dimension finita tales que U es un subespacio de V' y dim(U )=dim (W ). Sea
B:V — W lineal y sea o = Biy: U — W. Entonces, son equivalentes:

a) « es isomorfismo,

b) para todo v € V denotemos por [v] a la clase de v en V/U; entonces
existe un unico vy € [v] tal que $(vy) = 0,

c) Udker(f) =1V,
d) Unker(8) = {0}.

Ademds, si se verifica alguna de estas cuatro condiciones equivalentes, la
aplicacion ®: V/U — ker(f) dada por ®([v]) = vy (donde vy es el dado en
la condicion b)) es un isomorfismo.
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Demostracion:
Puesto que dim(U)=dim (W), bastara ver que « es inyectiva, es decir, que
ker(a)) = {0}. Supongamos que u € U es tal que a(u) = 0. Entonces,

B(u) = 0= 5(0).

Como u € U, resulta que 0 y u estdn en la misma clase en V/U. Por
hipétesis, debe ser u = 0 y ker(a) = {0}. Esto demuestra que b) implica a).

Para probar que a) implica b), sea v € V. Puesto que f(v) € Wy « es
un isomorfismo, tenemos que f(v) € Im(«) y que existe un tnico u € U tal
que a(u) = [(v). El vector vy = v — u es tal que vy € [v] v

Blwo) = Bv —u) = B(v) = f(u) = B(v) — a(u) = 0.

Ademas, el vector vy es tinico pues si v, € [v] fuese otro vector verificando
que B(vy) = 0, existirfa u € U tal que vg — v, =uy

0= B(vo) = Bvy +u) = Blvg) + Bu) = Bu) = a(u).

Como « es inyectiva, debe ser u =0y vy = vy.
Veamos ahora que a) implica c).
En primer lugar se tiene que

dim(U) + dim(ker(f)) = dim(U) + dim (V') — dim(U) = dim(V).

Ademés, si uw € UNker(f), es 0 = f(u) = a(u), y como « es isomorfismo,
debe ser u = 0. En consecuencia, U Nker(3) = {0}.

Por otra parte, es obvio que ¢) implica d).

Demostremos que d) implica a).

Puesto que dim(U)=dim(W), bastara ver que « es inyectiva. En efecto,
si a(u) = 0 para u € U, se tiene que $(u) = 0. Luego, u € U Nker(B) = {0}
y u = 0.

Finalmente, probemos que ® es isomorfismo:

® estd bien definida: Es inmediato a partir de la condicién b).

® es lineal: Sean v, v € V y u, ¢/ € F. Pongamos ®([v]) = vy y
O ([v']) = v. Entonces

p@([v]) + 1 B([']) = po + p'vg.

Por otra parte, como vy € [v] y vy € [V'], se tiene que pwvy + p'vj €
(v + p'v']. Ademas,

Buwvo + p'vg) = p B(vo) + 1" B(vy) =0,
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de donde se deduce que

(p o] + 4 []) = ([ v+ 1 V) = pvo + p'vg

y ® es lineal

® es inyectiva: Si v € V es tal que ®([v]) = 0, entonces, vy = 0; como
vy € [v], se tiene que [v] = [vy] = [0], es decir, ker(®) = {[0]}.

® es isomorfismo: Bastard ver que dim(V/U) =dim(ker(3)). Y en efecto,
como « es isomorfismo, entonces  es sobreyectiva y por tanto,

dim(ker(8)) = dim(V) — dim(Im(3)) = dim(V') — dim(W) =

= dim(V) — dim(U) = dim(V/U).

Teorema 2.7.1 1) La representacion oy deja Ker([3) invariante.

2) Si Bigw: g(()l) — (g-1)" es un isomorfismo lineal, entonces Ker(3) &
0

ggl) = Hom(g_1,80) y la representacion p;: Go — GL(Ker(f3)) dada,

para g € Go , t € Ker(f) , x € g_1, por
p1(9)(t)(x) = Ad(g)(t(Ad(g™)x))

es equivalente a [ag].

Demostracién:
1) Sit € Ker(B) y « € g1, entonces

B(e, (au(9)t)x) = B(e, Ad(g)t(Ad(g~'x) = B(Ad(g™")e, t(Ad(g™ ")),
y, puesto que Ad(g)e = € para todo g € Gy (véase seccién 2.3), se sigue que

Ble, (a1(g)t)z) = Ble, t(Ad(g™")a)) = 0.

Ast, fa,(gi(x) = 0 para x € g_1 y a;1(9)t € Ker(f).
2) La primera afirmacion se sigue del lema anterior. La existencia de

un isomorfismo f: Hom(g,l,go)/gél) — Ker (/) tal que para todo g € Gy,
folai(g)] = pi(g) o f, es consecuencia directa de 1). O
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Corolario 2.7.1 Supongamos que ﬂ|g<1) es un isomorfismo. Sea
0

J: Cl’l(go) - CO’Q(QO)

el operador coborde del complejo de Spencer del dlgebra de Lie gy. Entonces
5|ker(5) es inyectiva, y por tanto, un isomorfismo sobre Im(J).

Demostracion:
Es debido a que ker(d) = gél) y a que, como ﬁ‘gu) es un isomorfismo,
0

entonces, Hom(g_1, go) = gél) @ ker(p). O

Definicion 2.7.1 Sea £ un dlgebra de Lie real. Una descomposicién de
Cartan de £ es un par (8,p) formado por una subdlgebra € C £ y un subes-
pacio vectorial p C £ verificando que

C=tap

y tal que existe una forma real compacta R de la complexificacion £° cuya
conjugacion o satisface

c(R)CR, t=RNEL, p=LNiRA.
El siguiente resultado puede verse en [69].

Proposicion 2.7.2 Sea £ = g1 & gy © g1 un dlgebra de Lie real simple
graduada. Existe una descomposicion de Cartan (€, p) de £ verificando que
su elemento caracteristico € pertenece a p y que

g0 = (80 NE) (g0 Np), 01900 =((0-199)NE) D ((9-1 D g1) Np).

De lo anterior obtenemos la siguiente propiedad de la aplicacion (3, estu-
diada en esta seccion.

Proposicién 2.7.3 Sea £ = g_1 D goD g1 un dlgebra de Lie real semisimple
graduada. Si [go, go] C € entonces

[90. 0] C € =0

y 3 es inyectiva.
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Demostracién:
Si o es el automorfismo involutivo de £ definido por

o(x) =x parax €&,

o(y) = —y paray € p,

se tiene que la forma bilineal B’ sobre £ definida por

B'(r,y) = —=B(z,0(y)), z,y€g,

es simétrica y definida positiva, verificandose también que si z € £, entonces
ad(z) es antisimétrica con respecto a B’ [69]; en particular,

B'([z,z],2") = —=B'(z, [z, 2'])

cualesquiera que sean x,2’ € g_1. O

A continuacién vamos a probar que se puede aplicar el teorema 2.7.1
a las algebras simples graduadas £ = sl(p + ¢,R), con p, ¢ > 2,y £ =
so0(p+1,g+1,R) con p+¢q > 3. La primera familia de dlgebras tiene asociada
las estructuras producto tensor, [52], [101] (también llamadas estructuras casi
grassmannianas, [3], [52]). La segunda familia de algebras tiene asociada las
estructuras conformes de signatura (p, q).

Consideremos, en primer lugar, el algebra de Lie

L=slp+q,R)={M € gl(p+ ¢,R) ; traza(M) = 0}

con la graduacién usual dada en la seccién 2.2. Notemos, ante todo, que
la correspondiente subdlgebra gy es isomorfa al algebra g,, formada por
los endomorfismos del espacio vectorial R? @ (RP)* que son de la forma
C®1,+1,®0, es decir

v@n—C(v) ®n+v®0O(n),

donde C' es un endomorfismo de R? y © un endomorfismo de (RP)*. Un
espacio homogéneo semisimple llano asociado al dlgebra £ = sl(p + ¢, R) es
la grassmanniana de p-planos G,(RP*?) bajo la accién del grupo proyectivo
L = PGL(p + ¢,R). Ya hemos senialado que el grupo Gg es isomorfo al
grupo GL(p,R) ® GL(q,R) y que la representacién lineal de isotropia esta
dada por (A ® S)(X) = SXA™!, A € GL(p,R), S € GL(q,R), v € g_;.
Las Gg-estructuras son llamadas estructuras producto tensor o estructuras
casi grassmannianas. Hasta donde sabemos, este tipo de estructuras fueron
estudiadas por primera vez por Hangan [47] y Singer y Sternberg [101]. Han
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sido vueltas a tratar en [9] en el caso complejo, bajo el nombre de estructuras
paraconformes.

En lo que sigue, los indices griegos varian entre 1 y p y los indices latinos
entre p+1yp+q.

Proposicién 2.7.4 Sip, ¢ > 2, entonces [go, go]") = 0 y la aplicacion ﬁ|g<1)
0
es un isomorfismo.

Demostracién:
1 :
Sea ahorat € g(() ). Parax € g_1, consideraremos t(x) como endomorfismo

de g_;. Utilizando la base usual de g_; pongamos

(B (Eg) = Yt 1 Fai

at

Para p = 1, [go, go] es isomorfo a sl(q — 1,IR), y por tanto, [go, go]™ # 0
véanse |37] o [101]). Para p > 2 > 2, Hangan [52] prucba que t € g\ si
( [37] o [101]) p>2y q> 2, Hangan [52] p q 9o
y s6lo si los coeficientes t’%,. son de la forma

é%k,y = 5;531%5 + 5};5§‘uﬂ,

donde ugg, B =1,...,p, k = p+1,...,p+q, son las coordenadas de un covector
del espacio g; en la base dual de la base usual de g_;. Supongamos ahora que
t € [go, go)M. Como se ha visto en el lema 2.1.5, en este caso el endomorfismo
t(E,)) debe tener traza cero. Esto significa que

Z tﬁg kv = q(ssuka + pdlzguw = {q Uk + D Uy

= (p+ q)upy =0,

de donde se concluye que ug, =0y t = 0.
Finalmente, es conocido [52] que dim(g(()l)) = dim((g-1)*). Por tanto,
para £ = sl(p+ ¢,R), p, ¢ > 2, la aplicacién ﬂ‘gm es un isomorfismo.
0
0

Por tanto el teorema 2.7.1 puede aplicarse a £ = sl(p + ¢, R).

Ahora vamos a probar que la construccién dada en el teorema 2.7.1 es
vélida para el dlgebra £ = so(p+1,¢ + 1,R) con p + ¢ > 3 que induce las
estructuras conformes con signatura (p,q) ya que Gq es isomorfo al grupo
conforme CO(p,q). Para ello utilizaremos el modelo de dlgebra graduada
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£ =9g_1Bg0® g debido a [89] visto en la seccion 2.2. Identificando g_; con
RP*4, consideraremos la forma bilineal con signatura (p, q)

pt+q

(,): (z,y) € RFTIX R — (z,y) = szyz >z,

i=p+1
— t — t
donde z = (171,1'2, “vxp—i-q) Y = (y17y27 --~7yp+q) :

Lema 2.7.5 Sea ®: RPTY x RPT? — R una forma bilineal simétrica no de-
generada. Sea ¢ € (RPY?)* = Hom(RPT,R). Entonces existe un unico
v € RPTY tal que

o(v') = ®(v,v') para todo v’ € RPTY,

Lema 2.7.6 Sea g C gl(V') un dlgebra de Lie de endomorfismos del espacio
vectorial real V' de dimension finita. Sea H:V xV — R una forma bilineal
simétrica no degenerada y sea by C g una subdlgebra de g. Supongamos que

H(A(2),2') = —H(Z, A(Z"))

cualesquiera que sean Z,7Z' € V y A € §. Entonces, V) = 0.
En particular, si V = g1 y b = [g0,90], ¥ i [80, Go] es maximal en go, se
tendrd que (B es inyectiva.

Demostracion:
Sean Z,7Z',Z" € V. Entonces, para t € h1) es

Ht(Z)(2),2") = H#(Z')(2),2")
= —H(Z,1(Z")(2")) = —H(Z 1(2")(Z)
=H(U(2")(2),2) = HU2)(2"),Z)
=—H(Z"1(2)(2) = —Ht2)(Z),2"),

donde, ademas de la hipotesis, se ha utilizado la simetria de H. Consecuen-
temente, H(t(Z)(Z'),Z") = 0 y como Z" es arbitrario y H no degenerada,
tenemos que t(Z)(Z') = 0 para cualesquiera Z, Z' € V. Por tanto, t(Z) =0
para todo Z € V y t = 0. O

Analogamente,

Lema 2.7.7 Sea g C gl(V) un dlgebra de Lie de endomorfismos del R-
espacio vectorial V. Sea H: V xV — R una forma bilineal antisimétrica no
degenerada y sea ) C g una subdlgebra de g. Supongamos que

H(A(Z),2") = H(Z, A(Z"))
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cualesquiera que sean Z,Z' €V y A € h. Entonces, V) = 0.
En particular, si V = g1 y b = [go, 80], ¥ Si [go, 8o] es mazimal en go,
es 1nyectiva.

Demostracion:
Basta seguir los mismos pasos que en la demostracién del lema anterior
y tener en cuenta que ahora

8

(:L'/)t _($//)t

verificando que para todo y € g_1

e(y) = (zly),
donde, si
!
Yy = g// )
W) —W")
entonces

(aly) = ()" — (&")'y"

*

Definimos ahora una aplicacién p: ¢ € (§_1)* — u(p) € @él) como sigue:

paray € g_1, u(p)(y) es el elemento de gy dado por

() (y) = B :

con
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a = (zly),
_ —x’(y’)t—l—y’(:c’)t ’ _x/( //)t+ /(x//)t
B = ( —y”(:L")t-i-Z'”(y’)t ‘ :r;”(y”)t —|—y”(a:”)t > .

Se verifica:

Proposicién 2.7.5 La aplicacion p estd bien definida (i.e., u(p) € @él) para

v € (g-1)*) y se verifica que ﬁ‘g(l) o )1 es una biyeccion.
0

Demostracién:

Es claro que B € o(p, ¢) pues tanto —a' (') +¢/(2')* como 2" (y") +y" (2"
son antisimétricas y (—2'(y")" + ¢'(z")")' = —y"(2")" + 2" (v')".

Debemos comprobar también que pu(p) € ﬁ(()l), es decir, que

() (y), 2] = [u(#)(2),y] paratodoy,z € g.

Para ello, pongamos

Z/
&= M
(Z/)t —(Z")t
Ahora bien, en general
0 i‘lt O i’”t
-7 0 T’ 0
[M(g&) (y); Z] = 0 .i'/t O Zi'//t )
Zi” 0 i’// 0
siendo
¥ = ad + A — Ay,
" = ar" — ALY + Aza”,

", 1t 1,00t

y donde a = z''y — 2"'y", Ay = =2yt + /2", Az = 2"y — 2"y Ay =
—:L"y”t + y'm”t.
Para que u(p) € fj(()l) debe ser entonces

1./ mneon 1 /1t 1 )
xtyz—xtyz—xytz +yxtz

/o1t /oMt

+xry —yaz
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— .:Cltzly/ _ x//tZ”y/ _ xlzlty/ _|_ Z/:E/tyl

e, 1 1ot

+xrzYy —zxYy,

y, también, como A, = —y"z"" + 2"y",

Q:/ty/,z// _ .T}”ty”Z” + yl/xltzl _ x/ly/tzl

", nt_n " Mt _n

+r'Yy 2 —y Tz

— x/tZ,y// _ :El/tZ//y// + Z//l"/ty/ _ Jfﬁzlty,

", 1n " Mt n

+x Yy — 2y
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Puesto que ambas igualdades son ciertas, es pu(p) € ﬁ(()l). Consideremos

ahora la composicion

s ~(1) B PN
pe @) L) ea B Buy € (B0)"

La forma lineal 3, esta dada por

() (y) = Ble, () ().

Ademas, ¢ = 0 , v de la definicién de u(p)(y) resulta que

-1
para todo y € g_1,

B(e, u(e)(y)) = k traza(e (u(¢)(y)))

= 2k(a"y — a"y") = 2k (zly) = 2k ¢(y),
de donde se deduce que

§o () = (),

Asi, 8 es sobreyectiva.
Por otra parte, un calculo sencillo muestra que

0
80, 80] = B €L Beo(pq)
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0
L A A
Sea entonces a € [go, §o, @ = B ,con B = ( L2 ),
y sean x, y € g_1. Denotaremos a x y a y como en la discusion anterior.
Poniendo
i,l
[aa ZC] = 7 )
(j\j/)t (i.//)t
Y
[a,y] - ?)H )
(Q/)t _(g//)t
resultan
JA,’/ = Alx'—Agx",
" = —ALa + Asa”,
= Ay - Ay,
y// — _Agy/+A3y”-
Entonces

<[a7 x”y> — i,/ty/ _ i,//ty// — x/tAliy/ o x//tAgy/ _"_ IltAzy// _ xl/tAg //’
<(L‘||:a/7y]> — l/r/tg/ _ x//t:&// — x/tAly/ _ x/tA2y// + I,NtA;y/ _ CC”tA3y,/,
y de aqui se deduce que
(la, 2]ly) = —(z([a,y])
pues Al = —A; y AL, = —A;.
En definitiva, del lema 2.7.6 se sigue que [go, §o]) = 0, y como [go, go] es
maximal en g, la aplicacién ( es inyectiva.

O

A lo largo de la demostracion de la proposicién anterior, también se ha

probado

Proposicién 2.7.6 Para el dlgebra graduada so(p+1,q+ 1, R) se tiene que
90, 80) V) =0y 5‘9(1) es un isomorfismo.
0
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2.8 Tensor diferencia de dos conexiones adap-
tadas

Dadas dos conexiones lineales sobre una variedad M es bien conocido
que su tensor diferencia define un campo de tensores de tipo (1,2) sobre M
(llamado tensor de deformacién por Norden; véase [3], pag 137). Este tensor
es simétrico si y solo si ambas conexiones tienen la misma torsion.

Sea P = P(M, @) una G-estructura sobre una variedad M con dim(M) =
ny sean wy, wy € A'(P,g) 1-formas sobre P asociadas a dos G-conexiones
sobre M. Sean Bj, B, aplicaciones campo basico asociadas a w; and ws,
respectivamente, es decir, By, By: v € R" — B;(v) € X(P) estan dadas por
7. (u)Bi(v), = u(v), uw € P, i=1,2. Entonces tr: P — Cl(g),

ta(u)(v) = (w1)u(B2(v)y — B1(v)y) , ue P, veR"

es el tensor diferencia de las dos formas de conexion.
Puesto que g™ es G-invariante bajo la representacién a;, podemos definir
[ta](u) = [ta(u)], y obtenemos:

Proposiciéon 2.8.1 ta y [ta] son, respectivamente, tensores de tipo (ay, C11(g))
y ([en],CH(g)/g'"), es decir

ta(ug) = ax(g")ta(u)

[tal(ug) = [a1](g D[tal(w) , g€ G, u € P.

Mas aun, w; y wy son G-conexiones con la misma torsion si y sélo si
[ta] = 0.

Demostracion:

La primera afirmacién es obvia y la segunda se sigue del hecho de que
ta(u) es simétrico (es decir, ta(u)(v)(v') = ta(u)(v')(v)) siy sélo si ta(u)
pertenece a g\, O

Corolario 2.8.1 Siwy, we, son Go-formas de conexion equivalentes y ta es
su tensor diferencia, entonces, el ([al],Cl’l(go)/gél))-tensor inducido [ta] es
nulo.

Demostracion:
Para X, X' € g 1y Z € g1, se sigue de la identidad de Jacobi que

HX7 Z]le] = [[X/7Z]7X]‘
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Asi, parau e Py X, X' € g_;, tenemos

ta(u)(X)(X') = ALX, F(u)](X1) = [[X, F(u)], X']
= [X', F(u)], X] = ta(u)(X")(X).
Por tanto, [ta(u)] = 0. O

Ya hemos mencionado antes que el tensor de estructura de Bernard de
una Gy-estructura es un tensor de tipo ([as], H%?(g)). A la vista de las
propiedades anteriores, el tensor [ta] inducido por el tensor diferencia de dos
conexiones lineales, toma valores, no en un grupo de cohomologia de Spencer,
sino en el grupo cociente Hom(g_1, go)/ gél), y juega, a un nivel diferente del
complejo de Spencer, un papel geométrico en cierto modo andlogo al tensor
de estructura de Bernard (véase [80]).



Capitulo 3

Estructuras de Cartan
semi-holonémicas

Sea £ = g1 go P g1 un algebra de Lie real semisimple graduada. Re-
cordemos que asociados a £ existen espacios homogéneos L /Ly compactos
y conexos sobre los que actia de modo transitivo y efectivo un grupo de
Lie L cuya algebra de Lie es £, mientras que el dlgebra de Lie del grupo de
isotropia Lg es la subalgebra

Lo =90D g1

En ese caso se dice que la variedad L/Lg es un espacio homogéneo semi-
simple llano [89], [90]. Nétese que £/L£ es isomorfo como espacio vectorial
a g_1. El subgrupo cerrado Gy C Ly dado por

G() = {CL - LO ; AdL(a)go C go},

tiene algebra de Lie gy y para todo a € Gy y X € g 1, se verifica que
Ady(a)X € g_1; la representacion inducida

Aiaé€ G(] — AdL(a)|971 c GL(gfl)

es fiel y permite identificar a Gy con el grupo lineal de isotropia de L/Lg, ya
que A es equivalente a la restriccion a Gg de la representacién

l: Lo — GL(g_1),

la cual estd dada para a € Loy X € g_; por
[(a)X = Adr(a)X mod £.

111
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La representacién [ es equivalente a la representacién lineal de isotropia
de L /Ly, razén por la que llamaremos también a [ de ese modo.

La aplicacion Exp: X € g_; — (exp X)Ly € L/Lj determina un difeo-
morfismo de un entorno abierto de 0 en g_; en un entorno abierto del origen
o € Ly € L/Ly. El resultado més importante de T. Ochiai en [90] permite
realizar el grupo de Lie Ly como un subgrupo de Lie del grupo G?(n) de los
jets ( = polinomios de Taylor) de orden dos de gérmenes de difeomorfismos
que dejan fijo el origen 0 € R"™; esto lo consigue probando que si 7, es el

difeomorfismo
T,: xLg € L/Ly — axLg € L/Ly

entonces la aplicacion
j:a € Ly — j(a) = j2(Exp ™' o 7, o Exp) € G*(n)

es un homomorfismo inyectivo de grupos de Lie. La expresion Lg-estructura
sobre una variedad M serd la abreviaciéon de la expresion j(Lg)-estructura
(semi-holonémica u holonémica segin sea el caso) de segundo orden sobre
M dotada de una conexion de Cartan, construida a partir de una clase de co-
nexiones lineales equivalentes adaptadas a la proyeccién P = 73(Q) C FM,
es decir, serd sinénimo de estructura de Cartan de tipo L/Lg. La restriccion
a Gy del homomorfismo j toma valores en el grupo lineal general GL(g_1) =
G'(n) y coincide con la restriccién A = ljg, = jig,- De ahi que se llame grupo
lineal de isotropia a Gy, independientemente de como lo realicemos.

Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n = dimg_;. Si G es un
subgrupo de Lie de G2(n) C G2(n), una G-estructura holonémica de segundo
orden en M es una H-reduccién Q C F>M del G?(n)-fibrado de referencias
holonémicas de segundo orden sobre M. De modo andlogo una G-estructura
semi-holonémica de segundo orden en M es una H-reduccién Q C F2M del
éz(n)—ﬁbrado de referencias semj-holonémicas de segundo orden sobre M.

Tanaka [106] demostré que cada édlgebra de Lie semisimple graduada £
da lugar a una estructura de Cartan de tipo L /L, que potencialmente puede
existir sobre variedades reales M de clase C* y dimensiéon n = dim(g_,) =
dim L /Ly. Dicha estructura geométrica (a la que por brevedad llamaremos
a veces una Lo-estructura) consta de un Lo-fibrado principal 7g: Q — M
y de una conezion de Cartan & € /\1(62,2) de tipo L/Lg definida sobre el
espacio total (). Ademaéas () se proyecta sobre una Gg-estructura P C FM,
siendo Go C Ly el grupo lineal de isotropia de L/Ly y FM el fibrado de
referencias lineales de M. Tanaka probd también que toda Gg-estructura
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P C FM admite conexiones lineales adaptadas (que tienen torsién no nece-
sariamente nula) e introdujo el concepto general de conexiones equivalentes,
mostrando que cada Lg-estructura) (Q,§) es esencialmente la misma cosa
que una clase [x] de conexiones lineales equivalentes adaptadas a la G-
estructura P C FM. Tanaka [106] no especificé ningtin procedimiento para
construir el fibrado @), aunque afirma que existe aludiendo al proceso de
extender el grupo de estructura en P. Independientemente, Kobayashi y
Nagano [68] hicieron una construccién semejante para las estructuras pro-
yectivas pero en la que el fibrado ) es una Lg-estructura holonémica de
segundo orden, es decir Q C F2M es una Ly-reduccién del fibrado F2M
de referencias holonémicas de segundo orden sobre M. Para ello hay que
partir inexcusablemente de una clase de conexiones lineales sin torsion sobre
M. Ademds Kobayashi y Nagano construyeron la conexion normal de Car-
tan a partir de la forma candnica 0 de F2M, (Kobayashi [66] construy6
la forma canénica 0™ de cada fibrado F"M de referencias holonémicas de
orden n y Yuen [121] generaliz6 esta construccién para los fibrados F7(M)
de referencias semi-holonémicas de orden n). Ogiue [92] hizo una construc-
cién andloga a la de [68] para las estructuras conformes de signatura (p, 0).
Como ya hemos dicho en la introduccion general de esta memoria, Ochiai
[90], [91] generaliz6 el método de Kobayashi-Nagano y Ogiue a todas las
estructuras de Cartan asociadas a un algebra de Lie semisimple graduada
£=9g_1DgoD g1, restringiéndose siempre a variedades M dotadas de una
Go-estructura P C FM que admiten Gg-conexiones lineales sin torsion,
hipétesis que, como bien senala Baston [10], en varios casos equivale a la
suposicion de que P es una Gy-estructura integrable.

En este capitulo probaremos que cada clase [y] de conexiones lineales
adaptadas a una Go-estructura P C FM (con torsién arbitraria) determina
una unica Lg-estructura semi-holonémica de segundo orden () C F2M de tal
manera que la proyeccién | = (71)1g: @ — P convierte a (Q,Z) en un Lg-
fibrado asociado, que dotado de una conexién de Cartan construida a partir
de [x] constituye lo que hemos denominado una estructura de Cartan
semi-holonémica. Esto generaliza la teoria de Ochiai, en la que el fibrado @)
es siempre una Lg-estructura holonémica, debido a que se restringe siempre a
conexiones adaptadas a P sin torsion, y de este modo obtenemos una teoria de
estructuras de Cartan plenamente equivalente a la desarrollada por Tanaka en
[106], pues en este capitulo vamos a demostrar que dos Ly-fibrados asociados
a una Gg-estructura P sobre M son Ly-fibrados isomorfos. En particular,
todos ellos son isomorfos a la extension (P xq, Lo, 1) con I([(u,a)]) = u.

Dado un Lg-fibrado (Q,Z) asociado a una Gg-estructura P C FM, de-
mostramos que una conexién de Cartan estd determinada por un par (B, J)
formado por la aplicacién campo basico B de una conexion lineal adaptada



114 CAPITULO 3. ESTRUCTURAS DE CARTAN

a Py un campo de tensores J de tipo (0,2) sobre M. Probamos también
que si & es la go-componente de una conexion de Cartan & € /\1(Q,£) y
h: P — @ es un homomorfismo admisible entonces h*&, es una conexiéon
lineal adaptada a P.

Los principales resultados de este capitulo se recogen en [82].

3.1 Lg-estructuras semi-holonémicas de segun-
do orden asociadas a una clase de cone-
xiones lineales adaptadas equivalentes

Sea G/H un espacio homogéneo y m un subespacio vectorial del dlgebra
de Lie g del grupo G verificando que g = m & b, siendo h el algebra de Lie
del subgrupo cerrado H C G. Recordemos que la aplicacién

Exp: X em — (exp X)H € G/H

determina un difeomorfismo entre un entorno abierto de 0 € m y un entorno
abierto de la clase trivial o € G/H. Sea L/Ly un espacio homogéneo se-
misimple llano asociado al dlgebra graduada semisimple £ = g_1 & go @ g1,
con dim(g_1) = n. Sea G*(n) = GL(n,R) x Sy(n) el grupo de Lie de los
polinomios de Taylor (= jets) en el punto 0 de los difeomorfismos de R™ en
R™ que llevan 0 en 0. Para cada a € L denotemos por 7, la aplicacion

Ta - bLo < L/LO — ClbLg € L/LO

Ochiai [90] demostré la siguiente propiedad absolutamente fundamental,
que relaciona las algebras de Lie graduadas semisimples de primera especie
con los fibrados de jets de segundo orden:

Teorema 3.1.1 La aplicacion

j:a € Lo — j3(Exp ' o7, 0Exp) € G*(n)

es un homomorfirmo de grupos de Lie inyectivo.

El resultado anterior permite considerar a Ly como un subgrupo de Lie del
grupo G?(n). La expresién empleada en [90] para describir j es embedding,
usada alli en el sentido débil de aplicacién inyectiva de rango maximo ( y
homomorfismo de grupos) de Ly en G?*(n). Su demostraciéon consiste en
probar meramente que j es inyectiva. Obviamente j es un homomorfismo
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continuo, luego analitico. Ademas, un homomorfismo inyectivo de grupos
de Lie es necesariamente de rango maximo. La siguiente proposicion, que
completa lo anterior, puede verse en [113]:

Proposicién 3.1.1 El homomorfirmo de grupos de Lie j: Ly — G*(n) veri-
fica ademds

a) Si z € g1 entonces j(exp(z)) = (id, [[z, =], —]) € G?*(n).
b) El grupo de Lie j(G1) es un subgrupo cerrado de G*(n).
c¢) El grupo de Lie j(Lg) es un subgrupo de Lie cerrado de G*(n).

El tercer apartado se enuncia y prueba en [113] cuando Ly tiene un nimero
finito de componentes conexas. Sin embargo, una pequena modificacién en la
demostracion dada alli permite eliminar dicha hipotesis. Por lo tanto pode-
mos (y debemos) considerar siempre a Ly como un subgrupo de Lie cerrado
tanto de G2(n) como del grupo de estructura G2(n) > G2(n) de los fibrados
de referencias semi-holonémicas de aquellas variedades M cuya dimension es
n = dim g_; (en el capitulo primero de esta memoria se describen G2(n) y
G?(n)). Nétese que las propiedades de que G; sea un subgrupo normal de
Lo y de que Ly/Gy sea un espacio topoldgico contractil subsisten para sus
imégenes por j [90].

Recordemos [70] que el grupo de estructura G de un fibrado principal
P — M es reducible a un subgrupo cerrado H si y sélo si el fibrado asociado
E de fibra tipo G/H admite una seccién diferenciable global o: M — E.
Para fibrados de clase C'*° una condicién suficiente es que la variedad G/H
sea contractil. De la contractibilidad de Ly /Gy se sigue el siguiente resultado
[106], [90] :

Proposicién 3.1.2 Si mg: @) — M es un Lg-fibrado principal, entonces Q)
admite una Gq-reduccion.

En particular, tanto si Q C F?(M) es una j(Lg)-estructura holonémica de
segundo orden, como si Q C F2(M) es una j(Lg)-estructura semi-holonémica
de segundo orden, se tiene que ) admite alguna j(Gg)-reduccién. En lo
sucesivo, para abreviar usaremos las expresiones Lg-estructura holonémica
o semi-holonémica de segundo orden, que obviamente deben ser entendidas
como una j(Lg)-reduccién del fibrado F2(M) o del fibrado F2(M) respecti-
vamente. Recordemos que la representacién A: Gy — GL(g_1) es inyectiva
Yy que por tanto

Go = AMGy) =j(Go) = 1(Go) .
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Si P C FM es una A(Gg)-estructura sobre M diremos para abreviar que
P es una Gg-estructura.

Definicién 3.1.1 [106] Sean wp: P — M una Go-estructura, § € \(P,g_1)
su forma candnica y mg: Q — M un Lo-fibrado principal sobre M. Si existe
un homomorfismo de fibrados [: Q — P compatible con el homomorfismo
I: Lo — MNGy) (es decir, | verifica 7o = mp ol y para todo z € Q y todo
a € Ly es I(za) = 1(2)l(a)) diremos entonces que el par (Q,1) es un Lo
fibrado asociado a la Gg-estructura P C FM y llamaremos a

=100
la forma candnica de Q).

Definicién 3.1.2 Sean P una Gy-estructura sobre M, (Q,1) un Ly-fibrado
asociado a P y h: P — @ un homomorfismo de fibrados compatible con el
homomorfismo inclusion iy: Go — Lg (es decir, h(ua) = h(u)ig(a), u € P,
a € Gg). Sih satisface loh = id, diremos que h es un homomorfismo
admisible o una seccion homomorfica o una secciéon global invariante.

En [106] se demuestra la existencia de homomorfismos admisibles:

Definicién 3.1.3 Sea r un numero entero, r > 1. Si G es un subgrupo de
Lie de G™(n), una G-estructura holonémica de orden r sobre una variedad
M es una G-reduccion Q C F'(M) del G"(n)-fibrado principal F"(M) de
las referencias holonémicas de orden r de M. Decimos que Q) es una G-
estructura integrable si existe un atlas sobre M tal que la trivializacion de
FT(M) asociada a toda carta del atlas induce en @ una trivializacion local.

De modo andlogo, si G es un subgrupo de Lie de GQ(n), una G-estructura
semi-holonémica de segundo orden sobre M es una G-reduccion Q C
F2(M) del G*(n)-fibrado principal F*(M) de las referencias semi-holondmicas
de segundo orden de M. Decimos que Q) es una G-estructura integrable s:
existe un atlas sobre M tal que la trivializacion de .7:"2(M) inducida por cada
carta del atlas induce en () una trivializacion local.

Las G-estructuras no holonémicas de orden dos sobre una variedad M
se definen de modo andlogo. Tales estructuras han sido aplicadas reciente-
mente por Epstein y de Leon al estudio de medios de Cosserat generalizados
y cristales liquidos generalizados [32], [33]. En esta memoria no tendremos
ocasion de tratarlas.

El siguiente resultado es bien conocido.
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Lema 3.1.1 5@ G es un grupo de Lie, H un subgrupo cerrado de G y P — M
un G-fibrado principal, el espacio cociente P/H se identifica con el fibrado
asociado P xg (G/H) de fibra tipo G/H mediante la aplicacion

uH — [(u,e)],

donde e € G es el elemento neutro de G y donde para a € G denotamos
a=aH € G/H, siendo [(u,a)] € P xg (G/H) la clase de equivalencia de
(u,a) € P x (G/H).

Sea E = F2(M) X 62 (n) (G2(n)/G'(n)) el fibrado asociado a F2(M) de
fibra tipo G2(n)/G"(n). Denotaremos por z: E — M a la proyeccién natu-
ral. Cada clase (A4, «)G'(n) € G*(n)/G"'(n) puede identificarse con la parte
bilineal de un representante canénico que esta dado del modo siguiente:

(A4,0)(A710)=[,ao (A" x A ) =ao (A x AT,
que identificaremos con la aplicacion bilineal
ao (At x ATY.

De este modo, la accién de G2(n) sobre G%(n)/G(n) se lee como

(A,0)(B,3) = (A,0)(B,3) = (Ao B, Ao+ ao (B x B))
= (I,AofBo((B oA ) x (B 1ToA 1)) 4+ao (A1 x A1)
= (I, AcBo((B oA )x (B oA™"))+ao (A7 x A7)

=Aofo((B oA ) x(BloA™))+ao(A ! xA™),

Sea (U, ¢) una carta de M. A continuacién vamos a ver cémo la carta
(U, ¢) induce trivializaciones en estos fibrados. Definimos

p: (x) " (U) — GM(n)

mediante
ps(dof) = D(o [)(0).
Definimos
Py (mg)H(U) — G*(n)
mediante

Po(daf) = (D(¢ 0 £)(0), D*(¢0 £)(0)).
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La carta (U, ¢) induce sendas trivializaciones en FM y F*(M) de la
siguiente manera:

T, Gof € (m) ' (U) = 15 (Go f) = (£(0), pg (o f)) € U x G (n).
T3 gof € ()" (U) = T3 (Gs f) = (£(0), p5(G5.f)) € U x G*(n).

Ahora bien, teniendo en cuenta el isomorfismo de G2(n)-fibrados princi-
pales A
FHM) = FA(M)F™
dado en el teorema 1.8.1, esta trivializacion induce a su vez otra trivializacién

7;2 en F2(M). Si 77 (p) = (15(p), (A, a)) y (B, ) € G2(n), entonces

77 [(p, (B, 8)] = (m5(p), (A, )(B, 8)) € U x G*(n),
y, finalmente, esta tltima trivializacion induce de modo natural una trivia-

lizacién ’Z;)E en el fibrado asociado E dada del siguiente modo: si ’];2 (p) =
(m2(p), (A, ), entonces

~

77 [(p, (4 )] € 7' (U) — (w3 (p), (A, @) (B, B)) € U x ZTEQ :

Si tenemos presente que G'(n) = GL(n,R) y que una seccién global
definida por una G'(n)-reduccién del fibrado F?(M) de referencias semi-ho-
lonémicas de segundo orden es esencialmente una conexién lineal, entonces,
combinando lo anterior obtenemos

Proposicién 3.1.3 Sean E = F2(M) X &2 (n) (G%(n)/G*(n)) el fibrado aso-
ciado a F2(M) de fibra tipo G2(n)/GY(n) yI: M — EAA la seccion global
definida por una G*(n)-reduccion dada del G*(n)-fibrado F*(M). Dada una
carta (U, @) en M pongamos, para todo x € U,

L(z) = [(jof. (B, )]
con ’]A;?(jgf) = (x,(4,a)) y (B,B) € G2(n). Entonces, respecto a la triviali-
zacion ’]:f, la seccion T' se lee en U como
TPT (@) = (2,9(2)),
donde
Y(@)=ao (AP x A )+ AocBo(B oA xB oA

es el representante candnico de la clase (A, a)(B, 5) € G2(n)/G(n).
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Recordemos que GL(n,R) = G'(n). Por el teorema de Libermann, de-
mostrado en el capitulo primero, las G'(n)-reducciones de F?(M) estén en
biyeccién con el conjunto de conexiones lineales de M. Asimismo, por un
teorema general sobre reducciones de grupo en los fibrados principales, (ver
por ejemplo [70] vol. I, cap I) existe una correspondencia biyectiva entre el
conjunto de G*(n)-reducciones del G2(n)-fibrado principal F2(M) y el con-
junto de secciones globales del fibrado asociado 7 : E — M. Es inmediato
deducir que para una G-estructura P C FM las G-reducciones de .7:"2(M )
que se proyectan sobre P estan en biyeccion con las conexiones lineales de
M adaptadas a P. Notemos que en la proposicién anterior y(z) es una
aplicacién bilineal no necesariamente simétrica, es decir y(z) € Lo(R"™). Si
denotamos por {F, ..., E,} la base canénica de R" y definimos para cada
z e U, T (z): R* — R" por

Pl (@) (B = () (2., By).

entonces, las funciones & €— T, (z) € R son los stmbolos de Christoffel (en
la carta (U, ¢) de M) de la Gg-conexién lineal w asociada a I

Definimos ahora una aplicacién n: F2(M) — E por
n: 2 € FAM) — n(2) = [(2, (idzn, 0))] -

Entonces el siguiente diagrama es conmutativo
72 R
(73) (V) = U x G*(n)
nl l idy X can

E

(rp) " (U) 5 U x (GP(n)/G(n)

donde “can” denota la proyeccion canénica. Por la teoria general de fibrados,
la G*(n)-reduccién Fr de F?(M) asociada a la seccién I' estd dada por

Fr={peF (M); nlp)=T(72p))}.

Proposicién 3.1.4 La restriccidn de la proyeccion natural 72 : .7:"2(M) —
FM del fibrado de jets semi-holondmicos de segundo orden a la GL(n,R)-
reduccion Fr C F*(M) es un isomorfismo de GL(n,R)-fibrados.

Demostracion:
Se justifica analogamente a como se hace para una conexién sin torsién
en [112] cap. 1. O
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Ahora vamos a a construir una seccién homomérfica sp: FM — F2(M)
que caracterice a la seccion I'. Sea

FQZFM—>.FF

el isomorfismo inverso de (@7)|o. En la trivializacién inducida por una carta
(U, ¢) de M, la aplicaciéon Fy se expresa como la siguiente composicién:

Jif € (W) o (e, 4) S (D), )

72\—1

s (@), A) — (2. A () o (A x A) 2L F(Lf) € (33)YU) N Fe

donde 7 es la trivializacién asociada de modo natural a (U, ¢) en el fibrado
de referencias. Sea

SF:iQOFQ: fM—>.’/£.2(M),

con ig: Fr — F*(M) la inclusién. Se tiene que s es un homomorfismo
inyectivo de fibrados compatible con la inyeccién candnica

jog = A€ G'(n) — (A,0) € C(n).

Llamaremos a sp: FM — fQ(M) la seccion homomorfica asociada a .
Sea j f € (w§)"H(U). Poniendo

T, (jof) = (z,A),

TET(x) = (2,7(x)),

entonces

(TF x id)(T(z), A) = (z,7(x), A)

y se verifica que

() (Faljs ) = (x, Av(w) o (A x A)).

Ahora bien, como Fg(j3f) € Fr, se tiene que

L(x) = n(Fa(iof))

y si ponemos Fg(ji f) = p, entonces

n(p) = [(p, jdid)] = T'(z).



3.1. ESTRUCTURAS SEMI-HOLONOMICAS 121

De este modo, si ’j:z? (p) = (x, D, ), entonces, respecto a la trivializacién
’Z;E, ['(x) se lee como
7,/ (T(x)) = (z,¢e(2)),
con €(x) =d o (D' x D7) (representante canénico de (D, d)(I,0)). Luego,

Y(w) =00 (D' x D7),
Asi, como D debe ser igual a A, ocurre que
Y(@)o(Ax A) =80 (AP x A )o(Ax A)=4.
En resumen, para Fo(jof) =py 7;2 (p) = (x, D, d) hemos demostrado

Proposicién 3.1.5 Si en las las trivializaciones usadas es I'(x) = (x,v(x))
y jof = (x, A), entonces

SF(Jéf) = (ZL‘,A,’YO (A X A)) )

con § = yo (A x A). Ademds, el representante candnico de (A,5)G'(n) en
C2(n) (G (n) es ~(x).

Sea j: Ly — G?(n) el homomorfismo inyectivo de grupos de Lie definido
al principio de esta seccion. La restriccién a Gy de j es un homomorfismo
jige: Go — GL(g-1) = G*(n) = GL(n,R) que coincide con la restriccién a
Gy de la representacién lineal de isotropia de L/Lg dada, para todo a € Ly
y X € g_1, por

l(a)X = Adp(a)X  mod(L).

Por la proposicién 3.1.1, j(Gg) = [(Gg) es cerrado en GL(g_1) = G*(n).
Sea jp: P — FM un homomorfismo inyectivo de fibrados compatible con
lig, = jlge: Go — GL(g-1), es decir, verificando que, para todo u € Py
g € Go, jp(ug) = jr(u)j(g) . Podemos entonces considerar a P (o a j(P))
como una Go-estructura sobre M (es decir una \(Gy)-reduccién de FM).

Sea Q = P = P xg, Ly el fibrado asociado a P de fibra tipo L, que es
un Lg-fibrado principal mediante la accién por la derecha [(u,a)]b = [(u, ab)]
para u € P, a, b € Ly. Si e denota el elemento neutro de Ly, existe una
seccién canonica

u€ P —|(ue)]eq.

Nétese que @ es isomorfo al subfibrado PIT0) del fibrado F2(M) de refe-
rencias semi-holonémicas de orden dos de M.
Las siguientes afirmaciones se demuestran facilmente.
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Proposicién 3.1.6 Sea l: Ly — Gy C GL(g_1) la representacion lineal de
isotropia de Li/Lqg, cuyo nicleo es G1. Entonces la proyeccion,

l: [(u,a)] € @ = ul(a) € P
determina un G1-fibrado principal de espacio total (Q y base P.

Proposiciéon 3.1.7 A cada Gg-conezion lineal I' en P se le asocia un ho-
momorfismo inyectivo de fibrados principales

v [(wa)] € Q = (sroj)(w)i(a) € FA(M),

y por tanto, I' determina una Lg-estructura semi-holondmica v(Q) de se-
gundo orden.

Recordemos que las expresiones conexion lineal sobre M adaptada a una
G-estructura P C FM y G-conexion lineal en P significan lo mismo.

Definicion 3.1.4 Dos Gg-conexiones lineales en P se dicen Lg-equivalen-
tes cuando las Lg-estructuras semi-holonémicas de sequndo orden que in-
ducen son iguales.

Sean I' y T’ dos G-conexiones lineales en Py sp, spr FM — .7:_2(M) sus
respectivas secciones homomorficas asociadas. Llamemos w y @ tanto a sus
formas de conexiéon como a sus restricciones al Gg-fibrado P. La siguiente
afirmacion estd en [106] (y en [90] para conexiones sin torsion).

Proposicién 3.1.8 Las Gg-coneziones I' y T' son Lg-equivalentes si y sdlo
si existe alguna funcion : P — g1 tal que

(spoj)(u) = (sroj)(u)i(exp(Cu))
para todo u € P.
Lo anterior puede expresarse también asi, [112]:
Proposicién 3.1.9 Sea (: FM — g1 una funcion verificando que

para X, € T,(FM) y siendo 0 la forma candnica de FM. Los simbolos de
Christofell I’;k Y F;k de I' y I" verifican que

(D5 (2) = D)) (Bi) = ~[[Gotw), By, En
para x € U, donde o: U — (7r0) Y(U) es la seccion local asociada a la trivia-
lizacion T}, definida por o(x) = (1;) " (x,e).
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La siguiente propiedad generaliza para Gg-conexiones arbitrarias un re-
sultado de Ochiai [90]. La existencia de torsién nos conduce al fibrado de
referencias semi-holonémicas de segundo orden

Teorema 3.1.2 Si I' y I son Gy-conexiones lineales equivalentes entonces
I' y I' son también Lg-equivalentes, es decir, inducen la misma Lq-estructura
semi-holonomica de sequndo orden.

Demostracién: )
Supongamos que I' y I' son equivalentes y sea (: FM — g; la funcién
que verifica que, para todo X, € T,(FM) es

Sea (U, ¢) una carta de M. Pongamos, para = € U,
7T (x) = (2,7(2)),

TPT(x) = (2.4(z).

Los respectivos simbolos de Christofell F;k y f;k de T'y T estén dados
por

Ui (@)(E:) = —(2)(Ej, B,
L (2)(E) = —3(2) (Ej, By)

Por la proposicion anterior se sigue que

—V(2)(Ej, Ex) + 7 (2)(E), Ex) = [[=Cow), Ej], Exl.
Ahora bien, ya dijimos en la primera seccién que para todo Z € g es
i(exp(2)) = (id, [[Z, =], =)

Si ponemos j(exp((y(z))) = (I,0(x)), lo anterior significa que
T+Ho=7,

o bien,
(L), 0) = (1,7),
con (I,6) € j(Gy). Sea ahora j} f = (z, A) € P. Entonces

sr(jof) = (@, A9 (Ax A)), sp(Gof) = (v, 4,70 (Ax A)).
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Ahora bien, podemos poner
st(dof) = (2, A,y 0 (A x A)) = (z,1,7)(A,0),

si(Jof) = (v, 4,7 0 (A x A)) = (x,1,7)(A, 0),
y como 7y = v + 0 se sigue que

sc(ibf) = (@, 1,y + 8)(A,0) = (2, 1,7)(I,8)(A,0)
— (2, 1,7)(A, 0)(A™,0)(I,8)(A,0) = sr(ii ) (I, A 0 60 (A x A)),

porque
(A7, 0)(1,8) = (A™,0+ A 05),

(A™1,0)(1,8)(A,0) = (A4, A 050 (Ax A)) = (I, A o 5o (A x A)).

Como (4,0) € j(Lg) (porque jif € P). Ademds G; es normal en Ly,
luego

(A_lv O)(Ia 5)<A7 0) € J(Gl)

y el resultado se sigue de la proposicién 3.1.8 y de que exp: gy — G es
biyectiva. 0

3.2 Unicidad de los Lj-fibrados asociados

En [106], pag. 119, se menciona que para cualquier Gy-estructura P sobre
M existe al menos un Ly-fibrado asociado a P. Esencialmente, aunque alli
no se dice explicitamente, tal Lo-fibrado asociado es la extensién P de P
por el grupo Ly ( véase definicién 1.8.1). A continuacién vamos a probar que,
dada una Gg-estructura, tal Ly-fibrado asociado es tinico, salvo isomorfismos.

Sean P una Gg-estructura sobre M y (Q,f) un Lo-fibrado asociado a
P en el sentido de la definicién 3.1.1. Si denotamos por 7p: P — M y
mo: Q — M alas respectlvas proyecciones, como [ es un homomorfismo de
fibrados se tiene que 7p ol = To. Seau € P. Sean z1, 23 € I~ Y(u). Como
mp ol = mgy, entonces mg(z1) = mo(z). Luego, existe un tinico a € Ly tal
que z1 = zza. Ahora bien,

=1(z1) = l(z0a) = l(20)l(a) = ul(a),
con lo que a pertenece al nicleo de l , que es G1. Esencialmente, esto justifica
que l: @ — P es un G;-fibrado. Ademads, G, es difeomorfo a través de su
exponencial al espacio vectorial g;. Luego existe un homomorfismo admisible
h: P — @), es decir una seccién global compatible con el homomorfismo
inclusién ig: Go — Lg. Por tanto, del teorema 5.7, pag 58, de [70] se sigue
que dicho Gi-fibrado es trivial.
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Teorema 3.2.1 Sea P una \(Go)-estructura sobre M. Dos Lo-fibrados
(Q1,0) y (Q2,12) cualesquiera asociados a la N Gy)-estructura P son ne-
cesariamente isomorfos.

Demostracion: ) )
Supongamos que (Q1,01) v (Q2,l2) son dos Ly-fibrados asociados a P.
Sean hy: P — Q1 y hy: P — () homomorfismos admisibles. Entonces, un

~

punto z; € )1 es de la forma hi(li(z1))a; con a; € G y un punto z3 € Qs es
de la forma hy(la(22))as con as € G1. Definimos

D: 2 € Q — D(2) = ho(ly(21))ay € Qs

U: 2o € Qo — W(z) = hi(la(22))as € Q.

Puesto que a; y as dependen diferenciablemente de z; y 29, se sigue que
® y U son diferenciables. Ademas,

l(®(21)) = b{ha(li(21))ar} = li(21),

con lo cual ®(z;) se escribe de la forma

~ ~

(I)(Zl) = hg(ll(zl))al = hg(lg(\l’(zl))al .

En consecuencia ® y W son inversas ya que

~ ~

Uod(z)) =hi(la(V(z1)))ar = hi(li(z1))ar = 21 .
Mas aun, si by € G, entonces
®(21b1) = B(hy(l1(21))arbr) = ho(l1(21))arby = ®(z1)by
y si a € A(Gy), se tiene que

CI)(Zla) = (I)(hl(ll(21>>a1a) .

Puesto que G es normal en L resulta que e 'a,a = d; € G4, con lo cual,
si a; € Gy es aja = aay. De aqui se sigue que

®(z1a) = D(hy(I1(21))ady) = ®(hi(1(z))a)d)

porque hy es un homomorfismo admisible o seccion global invariante. Ademas,
como a € \(Gy) es l(a) = a, luego
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(
=& h1(lA1A(Zla )dl = h2(l:1(zla))a~1
= h2({1(21)a) 1= ha(li(z1))ad

= hao(l1(z1))a1a = P(z1)a

De este modo,  es un homomorfismo y, por lo visto anteriormente, un
isomorfismo de Ly-fibrados.

O

3.3 Estructuras de Cartan semi-holonémicas

La siguiente definicién se debe a Ch. Ehresmann [22] y unifica y genera-
liza los conceptos de espacio con conexion proyectiva 'y espacio con conerion
conforme estudiados por E. Cartan, [18], [19], [17].

Definicién 3.3.1 Sean R un grupo de Lie con dlgebra de Lie R, S un sub-
grupo de Lie cerrado de R con dlgebra de Lie G y Q) un S-fibrado principal
sobre una variedad M de dimension n = dim(R/S). Una conexién de
Cartan de tipo R/S es una 1-forma diferencial & sobre QQ con valores en R

(es decir, & € N(Q,R)), que verifica:
1. R:¢ = Adr(a')¢ para cada a € S.
2. £(A*) = A para cada campo fundamental A* inducido por un A € &.

3. &£(v) # 0 para cada vector no nulo v € TQ.

Una estructura de Cartan de tipo R/S sobre una variedad diferenciable
M es el par (Q,w) formado por un S-fibrado principal 7g: Q@ — M y por
una conexion de Cartan w € N\(Q,R) de tipo R/S sobre Q.

De este modo hablaremos de estructuras (de Cartan) proyectivas, con-
formes, casi grassmannianas, casi lagrangianas, etc. cuando el espacio ho-
mogéneo modelo R/S sea el que hace aparecer ese tipo de estructura.

Observacién 3.3.1 El apartado 3 de la definicién anterior equivale a que
& T, — g es un isomorfismo para todo u EVQ. Por tanto, para cualquier
X € g, podemos definir un campo de vectores £(X) sobre ) por la condicién

E(E(X) =X.



3.3. ESTRUCTURAS DE CARTAN SEMI-HOLONOMICAS 127

Notese, también, que una conexién de Cartan & establece que la variedad
Q es paralelizable, en el sentido de la teoria de variedades; en otras palabras,
¢ proporciona una base de campos de vectores continuos tangentes a ().

Definicién 3.3.2 i) La 2-forma = g-valuada sobre ) dada por

==de+4l6.¢)

se llama forma de curvatura de £ y la presente ecuacion que define
= recibe el nombre de ecuacion de estructura.

it) Sila forma de curvatura = de una conexion de Cartan £ es idénticamente
nula sobre @), diremos que & es una conexién de Cartan llana.

Ejemplos:

(1) Un ejemplo trivial de estructura de Cartan lo proporciona la forma
de Maurer-Cartan £ € A'(G,®) de un grupo de Lie G. Tomamos M = G,
Q = G, R = G y el subgrupo trivial S = {e} € G. Por tanto & = {0}
y R = & y las dos primeras condiciones de conexion de Cartan son tri-
viales para &, mientras la tercera expresa que, para todo a € G, &, es un
isomorfismo entre el espacio tangente T,G y el algebra de Lie & de G. La
curvatura de esta conexién de Cartan es nula, como se deduce de la ecuacion

de Maurer-Cartan d¢ + 1[¢,£] = 0.

(2) Otro ejemplo bien conocido de estructura de Cartan es el de la estruc-
tura afin asociada a una conexién lineal sobre cualquier variedad M de
dimensién n, que consiste en lo siguiente: si F M denota el GL(n,R)-fibrado
de las referencias lineales de M y 6 € A\'(FM,R") es la forma canénica
de FM, basta tomar Q = FM, fijar una conexién lineal w € A'(Q,S)
sobre M y entonces £ = w + 6 es una conexién de Cartan de tipo R/S,
siendo & = gl(n,R) el élgebra de Lie del grupo de Lie S = GL(n,R) y
R = GA(n,R) el grupo afin, con R = R/S. Esta es la estructura de Cartan
afin de M. La curvatura Z € A*(Q, ga(n,R)) de esta conexién de Cartan es
la suma de la forma de curvatura Q € A*(FM, gl(n,R)) de w y de la forma
de torsién © € \*(FM,R") de w.

Comparando la definicién general anterior con el primer ejemplo ante-
rior, podemos observar que una conexién de Cartan w de tipo R/S no es una
conexién, sino una especie de generalizacion de la forma de Maurer-Cartan
del grupo de Lie R. Una situacién que generaliza la del segundo ejemplo es
precisamente la que aparece al considerar conexiones de Cartan asociadas a
un algebra semisimple graduada £, que desarrollaremos a continuacién y en
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los capitulos sucesivos.
Para todo a € Loy X € g_1, denotaremos por D(a, X) la £9-componente

de Adg(a)X en la descomposicién £ =g 1 D go D g1 = g_1 D L. Tenemos
entonces que

Adp(a)X =1(a)X + D(a, X),

donde [ es el homomorfismo de Ly en GL(g_;) descrito en la seccién 2.3,
dado por

l(a)X = Adp(a)X mod(£Ly).

Sea mp: P — M un Go-fibrado principal (A(Go)-fibrado principal). Sea
(@,1) un Ly-fibrado asociado a P.

Proposicién 3.3.1 [106] Una conexién de Cartan de tipo L/Lg estd
caracterizada por una aplicacion lineal C: g_y — X(Q) verificando:

1) Para cualesquiera y € Q, X € g_1, se tiene que

siendo 0 la forma candnica de la Go-estructura P. Equivalentemente,

0(C(X)) =X

para todo X € g_1, siendo 6 =100 la forma candnica de Q.

2) Para todo a € Ly y X € g_1, se tiene que

RoC(X), = C(Adr(g™))yatH{~[2, AdL(gl)X]Jr%[Z, 2, Adw (g ") X]]},

cona=g exp(Z) €Ly, g€ Gy, Z €g1,y €Q, X €g_1. Equivalen-
temente,

R C(X) = C(I(a™))X) + D(a™", X)*.
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Observacién 3.3.2 La demostracion de la proposicion anterior se basa en
que todo vector tangente v a (), v € T,() se escribe de forma tnica como

U:C(X)z‘i‘Az XEg,l, AESO.
Es inmediato que la aplicacién lineal
X+A€£:g,1®£0—>C(X)Z+AzETZQ, 2 €Q),

es un isomorfismo entre £ y 7,(Q) cuyo inverso £, define una conexién de
Cartan £ de tipo L/Lg en Q. De aqui se deduce que C'(X), = £, 1(X), 2 € Q,
X e g-1.

En lo que sigue, fijemos un homomorfismo admisible h: P — () y una
conexion de Cartan C' segun la version dada en la proposicion 3.3.1.

Proposicién 3.3.2 Dados una conexion de Cartan & de tipo L/Lgy sobre
un Lo-fibrado asociado (Q, Z) (expresada por una aplicacion lineal C': g_1 —
X(Q)) y un homomorfismo admisible h: P — @, eziste un unico par (B, J)
formado por la aplicacion campo bdsico

B:g,1—>%(P)

asociada a una conexién lineal adaptada w € N'(P,\(go)) sobre M y por un
campo de tensores

J:ue P — J,=J(u) € Hom(g_1,81)
de tipo (0,2) sobre M tal que

ha(u) B(X)u = C(X)n) + (Ju(X)) by
para todou € Py X € g_4, y siendo z = h(u).

Demostracion:

En primer lugar, notemos que si X es un vector tangente a () en z € @,
entonces, LLX =0 si y sblo si X es de la forma A} para un dnico A € g;
(en otras palabras, en el Gi-fibrado : Q — P, es [.X =0 si y solo si X es
vertical).

Unicidad: Del enunciado se sigue que

LhB(X), = L,C(X), 4 L.J,(X): = L,C(X).,

y como [oh = idp resulta que
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B(X)y = LC(X ),
con lo cual, B, y por tanto J, estan univocamente determinados por C'.
Existencia: Definamos en primer lugar una aplicacion lineal B: gy —
X(P) mediante
B(X),=1LCX). ueP,Xeg_, z=h(u).
Puesto que §(C(X)) = X, tenemos que

Q(B(X)X) = HZ*(C(X)Z) = X7

con lo que B satisface la primera condicién pedida. Por la condicién 2) de la
definicién de C' obtenemos que para a € Gg es

RawB(X)y = Rax 0 1.(C(X).) = I 0 Ren (C(X).)

= 1,C(l(a)"' X)) + ,D(a"", X)*

En efecto, observemos que [ o R, =R,0 l. Ademas, como para a € Ly
es Adz(a)X = l(a)X mod(Ly), X € g_1, resulta que si a € A\(Gy), entonces,
Adz(a)X también estd en g_1, y de ahi que [(a™')X = Adp(a™ )X = a1 X.
Por otra parte, D(a™!, X) es la £o-componente de Adra™' X, y al estar a™*
en A\(Gy), dicha componente es cero pues Adpa='X € g_;. Luego

RoB(X)y = 1,C(a7'X) e = B(a™' X ) .

Por tanto, B satisface la segunda condicion exigida.
A continuacion, tenemos que

~

L. (h.B(X), — C(X).) =1, 0h(B(X),) — .C(X), = B(X), — B(X), =0,

y cOmo [LX =0si y sélo X es de la forma A? para un tnico A € g;, tenemos
que h,B(X), — C(X), es de la forma J,(X)? para un tnico J,(X) € g;. Es
claro que J,(X) es lineal con respecto a la variable X. Debemos probar que
la aplicacién

J:ue€P—J,€L(g_1,01)

es un campo de tensores de tipo (0,2). Sea a € Gy. Teniendo en cuenta que
R,oh = ho R, se tiene que

Raw 0 ho B(X)y = hiRgu B(X)y = b B(1l(a™ ) X ) ua
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y por otro lado

Ra* 9 h*B(X)u = Ra*C(X)z + Ra*JU(X)Z
= C(l(a™)X)za + (Ad(a™) Ju(X))3

za?

donde hemos utilizado que a € A(Gy) y la proposicién 5.1, pag 51, de [70].
De todo lo anterior se sigue que
Jua(l(a™)X)Z, = (Ad(a™") Ju(X))Z,,

y por lo tanto

Jua(l{@a™ M) X) = Ad(a™ ) Ju(X) = a' T, (X),
lo que prueba que J es un campo de tensores de tipo (0,2) sobre M. O

La aplicacion B y el campo de tensores J se diran inducidos a partir de
C por h.

Sea z un punto de () y pongamos u = Z(z) Como z y h(u) estdn en la
misma fibra de @, existe un tnico a € Ly tal que z = h(u)a. Ahora bien,
como u = I(z) = I(h(u)a) = I(h(u))l(a) = ul(a), se sigue que l(a) = e.
Ademas, puesto que la aplicacion

l:a€Ly—l(a) € GL(g_1),

dada por I(a)X = Ady(a)X, mod(go @ g1), es una representacion lineal de
Lo en g_; cuyo ntcleo es Gy, entonces el elemento a es de la forma exp(A)
para un unico A € g;.

Proposicion 3.3.3 Con las notaciones anteriores tenemos que
C(X). = Ry 0 h,B(X), — (J(X)+D(a*, X))%,

para todo z € Q y X € g_;1.

Demostracion:

Notemos antes que nada que D(a™!, X) = Adg(a )X —I(a')X. Tene-
mos que u = i(z) Pongamos y = h(u) y asi, z = ya (donde a es de la forma
exp(A) para un unico A € g;). Por la proposiciéon anterior (donde ahora y
juega el papel de z), resulta que

hB(X)y = C(X)y + Ju(X)},
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de donde

R 0 hoB(X), = ReuC(X)y + Row Ju(X)}
= C(l(a™)X)ya + D(a™, X)yq + Randu(X);,

y como [(a™') = e porque I(a) = e, resulta que

Rg 0 hB(X), = C(X). 4+ D(a™", X); + (Ad(a™ 1) Ju(X)):

2

1

Ahora bien, como a = exp(A), tenemos que a~' = exp(—A) y

Ad(a")(Ju(3)) = Ad(exp(—4)) 1, (X)

= LX)+ A T (X)) A A, O]+ = LX)

En consecuencia,

Ruw 0o h B(X), = C(X), + [D(a™, X) + J,(X)]%,
que es lo que se queria probar. O

Los dos resultados anteriores estdn demostrados en [106] (proposiciones
7.3y 7.4). Sin embargo, el siguiente resultado, que construye una conexién de
Cartan a partir de una aplicacién campo bésico B y un campo de tensores de
tipo (0,2) y que, en cierto modo, constituye un reciproco de las proposiciones
3.3.2 y 3.3.3, no se encuentra alli enunciado explicitamente.

A

Proposicién 3.3.4 Sean (Q,l) un Lo-fibrado asociado a la Go-estructura
P, h: P — @ un homomorfismo admisible, B: g_1 — X(P) una aplicacion
lineal verificando que

0(B(X)) = X para todo X € g_1,
R..B(X) = B(a™'X) para todo a € \(Gy), X € g_1,

yJ:ue P — J, € L(g-1,81) un campo de tensores arbitrario de tipo (0,2)
en M. Entonces, la aplicacion C: g_1 — X(Q) dada por

C(X), = he B(X)y + Ju(X)Z st h(u) = 2,

u

C(X), = Rax 0o hB(X)y — (Ju(X) + D(a™', X))* si 2z = h(u)a con
a = exp(A) para A € gy,

es una conexion de Cartan.
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Demostracion:
Supongamos en primer lugar que z = h(u), u € P. Entonces, para
X €g_q,es

L,O(X), =1, 0 h,B(X)y + L. J,(X),
y como loh =id se tiene que

~

Z*C<X>z = B(X)u + Z*JU(X>* = B(X)u’

z

ya que L,.J,(X)* = 0 porque J,(X) € gi. Luego, 0,(L.C(X),) = 0,B(X), =
X.
Notese que, ademas, hemos visto que para cada u € P es l;C’(X Jnw) =
B(X),.
Sea ahora a € Gy. Entonces, I[(a™')X = Adp(a )X € g_1 y por ello
resulta
D(a™", X)* =0.

Teniendo esto en cuenta se sigue que

RQ*C<X)Z = Ra*h*B(X)u - Ra*(‘]u(X))*

z

= h*Ra*B(X)U - Ra*(Ju(X>>: = h*B(l(ail)X)ua - (AdLailju(X))*

za)

mientras que

)s:a = C(AdL(a M) X).q
Jua(AdL(a_l)X)za
Yua — (Adp(a™)J,X):

za’

= = =
|

con lo cual,

R..C(X). = O(l(ail))oza = C(lmil)X)za + D(ailj X):

za*

Supongamos ahora que a € G; y pongamos a = exp(A) (necesariamente
para un tnico A € g;). Notemos que

Adg(a™H)X = Adg(exp(—A))X

= X +[-A X]+ %[—A, [—A, X]],

y como [(a™!) X esla g_;-componente de Adg,(a™!) X, entonces [(a™1) X = X.
Tenemos entonces que
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Ra*C(X>z = Ra*h*B<X)u - Ra*Ju(X)z
= Ro.h.B(X), — (Ady(a™") Ju(X))Z,
= Raouh B(X)u = (Ju(X))Za,

pues a = exp(A) con A € g_; y por tanto
Ady (a1 T, (X) = J.(X).

Por otro lado tenemos que

Cl(a™X).a = Rach Bl(a™ X)) — (Ju(I(a™)X) + D(a (1) X)):

za

= Rohu B(X)y — (Juo(X) + D(a™ ", X))

za

= Ryehu B(X)y — (Ju(X)):, — (D(a™', X));

za za*

En consecuencia, C'(I(a ') X).,o+(D(a™!, X))!, = RexC(X).. Esto prueba
que R..C(X)=C(l(a™)X)+ D(a™ !, X)* paratodoa € Loy X € g_;.
Finalmente, sea z = h(u)a con a = exp(A), A € g;. Entonces

~

L(C(X).) = L Ruuh B(X), — L(Ju(X) + D(a™", X))
Ahora bien, loR,oh = I(h(u)a) = I(2) = u, de tal modo que loR,0h = id.
Asi,

1.(C(X).) = B(X)y — l.(Jo(X) 4+ D(a™!, X)):.

Pero, por otra parte, J,(X) + D(a™, X) € £o, con lo cual, I,(J,(X) +
D(a™*, X))* es vertical en el fibrado P(A(Gy), M). En definitiva, se tiene
que

0(C(X).) = I"0(C(X).) = 0L.(C(X).)
= 0(B(X)y = L(Ju(X) + D(a”", X))3)
= 0(B(X)u) — 0(L(Ju(X) + D(a™", X))7)
=X+0=X.
Esto prueba que paray € @, X € g_1, es

~

ei(y) (L.C(X)y) = X.
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Sean mg: Q — M, g Q" — M’ dos Ly-fibrados sobre dos variedades
n-dimensionales M y M’. Sean £ y £ dos conexiones de Cartan en QQ y @’
respectivamente. Se dice que un isomorfismo de fibrados ®: ) — Q' conserva
la conezion de Cartan si ®*¢' = &.

Si € e A'(g,£) es una conexién de Cartan de tipo L/Lg y = es su cur-
vatura, denotaremos por , y Z, la g,-componente de £ y = respectivamente,
y por A, la g,-componente de A € £.

Sean mp: P — M un Gg-fibrado principal y (@, Z) un Ly-fibrado asociado
a P. Sea ¢ una conexién de Cartan en Q).

Observacién 3.3.3 La variedad P C FM se puede pensar como la variedad
cociente P = Q/G1, de tal modo que P es un fibrado principal sobre M con
grupo de estructura Lo/G; = Gy. Con esta interpretacion, la accién de Gy
sobre P esta dada por ([ul],[a]) € Q/G1 x (Lo/G1) — [ua] € Q/G, donde
los corchetes denotan las clases de equivalencia.

Siomg y TP denotan las respectivas proyecciones de ) y P sobre M, la
aplicacion : ) — P es un G4-fibrado principal y verifica que mg = 7p o L.

Lema 3.3.1 Para a(exp(z)) € Ly, a € Gy y z € g1, tenemos que
a) (Ra exp(z))*g—l = AdL(ail)g—l;
b) (Ra exp(z))*gﬂ = AdL(a_l)fo - [Zv AdL( 1)§ 1]

¢) (Raexp() & = Adp(a )& — [z, Adwu(a)éo] + 5[z, [z, Adn(a™)E-]).
En particular, para a € Gy, (R,)*& = Adp(a™)&;, i = —1,0, 1.

Demostracion:
Se tiene que

(Ra exp(z)) (5 1D 50 P gl) Ad(exp(—z)a_l)(f_l ) 50 2] 51)
= Ad(exp(—2))Ad(a™ (L1 D & @ &)
=exp ad(—2)(Ad(a )¢ + Ad(aH)é + Ad(a1)E)
= Ad(a™)é-1 + Ad(a1)é — [2, Ad(a™")E]
FA() ~ [z Ad(a )] + 5z, = Ad(a™ )6 ]

porque en general, para z € g; es

exp ad(2)(X) =X + [z, X] + %[z, [z, X]].
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Lema 3.3.2 Sea & una conexion de Cartan en (). Entonces existe una unica
1-forma g_1-valuada 0 sobre P verificando las siguientes condiciones:

i) (Ry)*0 =1(a_1)8, a € Gy.

i) Sea X un vector tangente a P. Entonces, 0(X) = 0 si y solo si X es
un vector vertical.

iii) "0 = £y, donde l: Q — P.

Demostracién:
Definimos

ei(u)d*(vu)) = (€-1)u(Va), vweQ, V€T, (Q).

Veamos que # esta bien definida.

Supongamos que u,u’ € Q son tales que I(u) = I(u/). Sean V, € T,(Q)
y Wy € Ty (Q) tales que 1,(V,) = I, (W,). Existe a € Gy tal que v/ = ua y
Wy = (Ra)«(Vi). Por tanto

Oy (W) = (61)ur (R (Vi) = (ur (Ra) (Vi) 1
= ((Ra)"&(Va)) -1 = (Ad(a)&u(Va))-1.

Ahora bien, poniendo a = exp(z), con z € g, resulta
((Ra)*gu(vu))fl = (AdL(ail)gua/u))fl
= (Ad(exp(—2))&u(V))-1 = (exp(ad(—2))(&u(V))) -1

+[=2, (§0)u(Va)] + %[_27 (=2, (€-1)u(Va)]] = (§-1)u(Va),

ya que el tnico sumando en g_; es ({_1),(V,). Esto prueba que 6 estd
correctamente definida y demuestra ademads el apartado iii).

Probaremos a continuacién los puntos i) y ii).

Sea a € Gy. Como lo R,=R,0 i, se tiene que

"(R,)"0 = (Ry)* "0 = (Ry)*¢_1 = Adp(a™")E,
por el lema 3.3.1. Asi,

I*(R,)"0 = Ady(a™")I*6.
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Si X es un vector tangente a P existe X tangente a Q tal que I, (X)=X;
luego

de donde

(Ry)*0 = Ad(a™1)0.
Ahora bien, para todo a € Gg y todo X € g_; se verifica que

Adp(a ) (X) =1(a™ )X,

con lo que (R,)*0 = I(a™1)0.

Para probar ii), sean X un vector tangente vertical en P y X un vector
tangente a () tales que I (X) = X. Ademés, X es también vertical porque
(10)«(X) = (7p)(l.(X)) = (7p)«(X) = 0. Podemos por tanto suponer
X = A", con A € £ = gy ® g1- Como £ es una conexién de Cartan,
E(AY) = A. Por tanto,

0(1.(X)) = I'O(X) = E1(X) = £4(A7) =0,

porque A € gy D g;- ) X
Reciprocamente, si 6(X) = 0(1.(X)) = £1(X) = (£(X))-1 = 0, se sigue
) =

que (7q)«(X) = 0, y en consecuencia, (7p).(X) = (7p).(l.(X)) = 0, con lo
que X es vertical en P. Il

Notese que la 1-forma 6 del enunciado anterior no es necesariamente la
forma canonica de P.
En el desarrollo anterior se ha demostrado ademas el siguiente resultado:

Observacién 3.3.4 Para a € G, a = exp(z) con z € g, es
(Ba)"6)-1 = &,
(( ) 5) = 50 - [27571]7
. 1
(Ra)"€hr = & = [2&] + 5z [z &l
Observaciéon 3.3.5 Notese que los apartados i) y ii) del lema 3.3.2 nos

indican que, cuando Go = GL(n,R) y P es el fibrado de referencias de M,
entonces 6 es la forma candnica.
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Supongamos ahora que =1 = 0 y sea h: P — () un homomorfismo
admisible (definicién 3.1.2). Notemos que, como I"0 = § 1 y [ o h = (id)g,,
entonces 6 = h*[*0 = h*¢_;.

Lema 3.3.3 La 1-forma go-valuada h*&y es una Go-conexion.

Demostracion:

Sea a € Gy. Como h es un homomorfismo de fibrados correspondiente
a la inclusién ig: Go — Lo, h conmuta con R,; por tanto, del lema 3.3.1 se
sigue que

(Ra)*h*& = h*(Ra)"& = h*Ad(a™")& = Ad(a")h*&.

Por otra parte, dado A € g, para demostrar que (h*&y)(A*) = A bastara
ver que h,A* = (ig,A)*, pues asi resultaria que

(h*&) A" = §o(haA™) = &olin. A)" = A" = A,
va que §(A%) = A € go.
Se trata entonces de demostrar que el diagrama
h*
—

x(P) x(Q)

iO*
do — £

es conmutativo. Para ello, sean z € Q y L,: a € Gy — za € (. Del hecho
de que h sea un homomorfismo de fibrados correspondiente a la inclusion 7,
se sigue que, para todo u € P, es

(hoLy)(a) = Lywyio(a).

Ademas, (A*), = (L.)«(e)(A). Luego,

(e A" ) = (ha(Lu)+(€)(A))nwy = ((h o Lu)+(€)(A)) n(w)
= ((Lauy ©90)«()(A))nw) = ((Ln(u))+i0+(€)(A) ) h(u)
= ((Lnguy)«(€)(i0+(A))nw) = (i0sA)hu)s

lo que prueba el resultado. O

(
)

Notese ademéas que la conmutatividad del diagrama anterior es valida
para cualquier homomorfismo de fibrados correspondiente a un homomor-
fismo entre los grupos de estructura.
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La ecuacién de estructura = = d¢ + %[5 ,€] se descompone en tres ecua-
ciones [90]:
Efl = dg*l + [507 571]7
— 1
Zo = dé+ 5[50, ol + [§-1, &1,
Er = d&+ [, &l

Por tanto, haciendo el pull-back por h de =_; y teniendo en cuenta que
=_1 = 0, se verifica que

0= h*E,1 - d@ + [h*lfo, 9],
debido a que h*§_1 =6y a que si X,Y € X(P), entonces

h* [507 g—l](Xv Y) = [507 f_ﬂ(h*X, h*Y)

= [oh X, §1h Y] — [§oh.Y, §1h X]
= [R"&X, B E1Y] — [R&Y, B 61 X] = [h*&, h*E1](X,Y).

Se sigue, por tanto, del hecho de que df + [h*¢y, 0] = 0, que h*y es una
conexién libre de torsion.

La clase de equivalencia de h*§, define por tanto una Gy-estructura sobre
M, que es independiente de la eleccion de h. En efecto, si h': P — (@ es otra
seccién homomorfica, es decir, otra aplicacion entre fibrados correspondiente
a la inclusién ip v tal que [ o b/ = (id)p, entonces, veremos que existe una
Unica funcion g;-valuada F' sobre P verificando que

F(za) = F(z)a, z€ P, ac Gy,

h'(z) = h(z) exp(F(2)), z € P.

~ En efecto, como h(z) y h'(z) estdn en la misma fibra en el G,-fibrado
[: Q — P, existe un tnico F, € gy tal que h'(z) = h(z) exp(F.). Definimos
F:z¢e€ P — F(z) =F, € gy. Identificando iy(a) con a para a € Gy se tiene
que

h(za)a ' (exp(F.))a = h(z)aa ' exp(F.)a

de donde se sigue que
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exp(FL,) = a ' exp(F,)a.

Ahora bien, la conmutatividad del diagrama

A
G == G
exp | T exp
Ad(a™1)

g1 — o1

donde a,-1(b) = a~'ba, nos dice que
exp(F.q) = a ' exp(F,)a = exp(Adg(a™ M E,),
para todo z € Py a € Gg. Ahora, como a € Gg y F, € g, se sigue que
ad(a ')F, = F.a.
Ademsds exp: g1 — G es biyectiva; luego
F.. = F.a,

como se queria demostrar. El hecho de que h'*&, y h*&, sean equivalentes y
por tanto, que la Gg-estructura inducida sobre M sea independiente de la
eleccion de h, se sigue ahora del siguiente resultado:

Lema 3.3.4 Sean h, h': P — @ relacionadas por la igualdad
h'(z) = h(z) exp(F(2)),

con z € P y F una funcion g;-valuada sobre P. Entonces, sobre P se verifica
la ecuacion h*&y — h*y = [0, F, es decir,

W&oV ) = B€(V)a = [8u(V), F)] , V € Tu(P).

Demostracion:

Sean B, B': g_1 — X(P) las aplicaciones campo bésico inducidas a partir
de la conexién de Cartan £ por h y h' respectivamente, segin la proposicién
3.3.2. Entonces ( [106], pag. 126)

B(X),=B(X),+[Fu),X]}, ue P, X € g

u’

Ahora, para cada campo vertical A* con A € g se tiene que

h"&(AL) = h'6o(A,) = A= A =0 = [0u(A]), F(u)],
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porque 6, (A%) = 0. Puesto que el subespacio generado por los campos béasicos
{B(X),; X € R"=g_1} es horizontal en T,(P), bastard probar que

h*&o(B(X)u) = *&(B(X)u) = [0u(B(X))u, F(u)],

y, en efecto,

W& (B(X)u) = W6 (B(X)u) = W& (B'(X)u = [F(u), X]}) — M6 (B(X)u)

= =W ([F(u), X];) = —[F(u), X] = [0u(B(X))u, F(u)]

u

y asi la clase de h*(§y) es independiente de la eleccién de h. Il

Diremos que la estructura definida por la clase de equivalencia de h* (&),
que es independiente de la eleccién de h, esta inducida por (@, €).

Reciprocamente, toda Gg-estructura sobre M esta inducida por una tinica
conexién de Cartan verificando ciertas condiciones de curvatura, tal y como
veremos en la seccién siguiente.

3.4 Conexiones normales de Cartan

El contenido de esta seccién se debe, en su mayor parte, a N. Tanaka [106],
aunque Ochiai [90] (con las limitaciones que hemos comentado en la intro-
duccién) lo adapto al contexto de las estructuras holonémicas de segundo or-
den y caracteriz6 la nulidad de los grupos de cohomologia de Spencer H*!(£)
y HY1(L) para un algebra simple graduada £. Al final de la seccién damos
una realizaciéon semi-holonémica de los teoremas fundamentales de Tanaka
sobre conexiones normales de Cartan.

Para un algebra de Lie graduada £ = g1 ® go ¢ g1 podemos definir
un complejo de cocadenas (CP1(£),0) que difiere del complejo de Spencer
(CP%(go),d) del élgebra lineal go = A(go) C gl(g_1), cuya definién hemos
dado en la seccion 2.6. Este nuevo complejo esta relacionado con él, aunque
no haremos uso de dicha relaciéon. Llamaremos

Cra(g) = g, 1 ® \(g).

El operador coborde 9 = 9,,: CP(L) — CP~14+1(L) lleva un elemento
c € CP1(L), pensado como aplicacién multilineal antisimétrica

crgoix 9. xgo — 9p-1,
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en la aplicacién g + 1-lineal antisimétrica a valores en g, dada por

g+1

(D) (1, -y wgn) D () s el &y g

=1

para cualesquiera z1,...,%o41 € g—1. Notese que
(p—1)
Op-1C 8 -

Se verifica facilmente que

0o0d =0,

y por tanto, tenemos unos grupos de cohomologia

H™ (L) = Ker(9p,q) /Tm(Tps1,4-1)-

A estos grupos de cohomologia HP?(£) Ochiai los llama impropiamente
grupos de cohomologia de Spencer, pero aqui no les daremos nombre especial
ya que solo necesitaremos las dos siguientes propiedades, debidas a Ochiai
[90], pag. 177y 183, la segunda de las cuales deberd tenerse presente al hablar
de estructuras de Cartan invariantes llanas en los dos proximos capitulos:

Teorema 3.4.1 Sea £ =g_1 & go D g1 un dlgebra de Lie simple graduada.

i) Se tiene que
H*'(£) =0
excepto para £ = sl(2,R) y £ = sl(2,C), en ambos casos con la grad-

uacion proyectiva.

ii) Se tiene que
HY'(£)=0

excepto para £ = sl(1 +n,F), F=R o C. Si H''(£) =0y P C
FM es una Gg-estructura que admite conexiones lineales adaptadas
sin torsion, entonces todas ellas son equivalentes.

Dado un campo de tensores 1" de tipo (1,2) sobre una variedad M dotada
de una Gg-estructura P C FM, recordemos que T esta determinado por una
funcién (que también denotaremos por 7') dada por

T: P — La(g-1 X g-1;9-1)
de tipo (1,2). Podemos definir un nuevo campo de tensores

T*: P — Hom(g_1; o)
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de tipo (0, 1) sobre M por

T (u)(X) = Y [T(u)(X,e), f],
para X € g_1, u € P, donde {e;} es una base de g_; y {f?} es la base dual
de g; respecto a la forma de Killing Beg.

La curvatura de Ricci (o campo de tensores de Ricci) de una conexién
lineal w € A\'(P, Ago) (es decir, adaptada a P) y cuya la aplicacién campo
béasico denotamos B: g_; — X(P), es, por definicién, el campo de tensores
sobre M de tipo (0, 2)

R*: P — Hom(g_1;91) = La(g_1 X g_1,R)

que se obtiene a partir del tensor de curvatura R como

R (u)(X) = ) _[R(u)(X, ), f1].
Teorema 3.4.2 [106] Sea M wuna variedad dotada de una Go-estructura
P C FM. Eziste un unico campo de tensores Tp de tipo (1,2) sobre M
verificando las condiciones

i) Tp* =0,

it) eziste al menos una conexion lineal sobre M adaptada a la Go-estructura
P cuyo tensor de torsion es Tp.

El campo de tensores T' del teorema anterior se llama campo de tensores
de torsion de la Gg-estructura P. Recordemos que en las hipdtesis anteriores,
si dos conexiones lineales sobre M son equivalentes, su tensor de torsion es
el mismo. De ahi que se llame tensor de torsion T de una clase |w| de
conexiones lineales sobre M adaptadas a P y mutuamente equivalentes a ( el
campo de tensores de) la torsién T' de cualquiera de las conexiones de la clase.
La siguiente definicion de clase admisible de conexiones lineales adaptadas
equivalentes (que pueden tener torsién) se debe a Tanaka [106] y no debe
ser confundida con el concepto de conexion de Cartan admisible asociada a
una clase de conexiones lineales adaptadas sin torsion, que aparece en Ochiai

[90).

Definicién 3.4.1 Diremos que una clase [w] de conexiones lineales sobre M
adaptadas a P y mutuamente equivalentes es una clase admisible si su
torsion T verifica T* = 0, o equivalentemente, si T coincide con el campo de
tensores de torsion de P.
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Para cada z € Q y X, X' € g_;, podemos encontrar un unico par de
elementos

S(2)(X, X') € g1,
K(2)(X, X') € £

tales que
! [C(X),C(X")]. = C(S.(X, X)) + K.(X, X')Z,

0, equivalentemente, [X*, (X')*], = (9.(X, X')+ K.(X, X')):. Los elementos
S.(X, X") y K.(X,X’) son bilineales y antisimétricos con respecto a las va-
riables X y X’. En cada z € @) definimos una aplicacién lineal S¥: g_; — go
por

S:(X) = Z[SZ(Xu ei)7 fl]’
para X € g_;, v donde, como antes, {e;} es una base de g_; y {f'} la
base dual en g;. Ademés, denotemos por W, (X, X’) la go-componente de
K.(X, X’) en la descomposicion £y = go @ g1 y definamos, en cada z € @,
una aplicacién lineal W}: g_; — g1 por

para X € g1 y {e}, {f*} como arriba. Es claro que S* y W} estdn bien
definidas.

Proposicién 3.4.1 [106] Consideremos el fibrado I: Q — P asociado a P.
Sea C' una conexion de Cartan en Q. La familia N (C) de aplicaciones campo
bdsico en P inducida por C (es decir, la unica aplicacion campo bdsico B
inducida por C' y todas las aplicaciones campo bdsico equivalentes a ella)

forma una clase de aplicaciones campo bdsico equivalentes en P. La clase
N(C) es admisible si y sdlo si S* = 0.

Sean P, P, dos Gg-estructuras sobre dos variedades M;, M,, y sean
Ni, Ny clases de campos bdsicos equivalentes en P;, P,, respectivamente.
Un isomorfismo ¢: P, — P se dice un isomorfismo de (Py,N1) en (Py, N3)
si N7 = N,. Un difeomorfismo f de M; en M, se dice un isomorfismo
de (My,N7) en (My, N3) si existe un (dnico) isomorfismo ¢ de (P, N7) en
(P, N3) que cubre f.

Definamos ahora un endomorfismo @ de £(g_1;g1) por

Qu(J)(X) =) [[J(ew X, f7,

)
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para todo J € L£(g_1;81) y X € g_1, siendo de nuevo {e;} una base de g_; y
{f*} la base dual en g;.

Lema 3.4.1 Para todo J € L(g-1;81) y a € Gy es Qr(J) = (Qr(J)),
donde, en general, J* = a~'J.

Maés aun, definimos un endomorfismo ®; de £(g_1;g1) como

D1(7) = 37— QulJ), T € Llarim)

Proposicién 3.4.2 [106] El endomorfismo ®, es un automorfismo si y solo
si H*1(£) = 0.

Por lo dicho antes, si £ es simple y dim(M) > 2 se verifica que ¢, es un
automorfismo. De ahora en adelante supondremos que el endomorfismo @,
es un automorfismo.

Teorema 3.4.3 [106] Sea N una clase admisible de aplicaciones campo

A,

basico equivalentes en Py sea (Q,1) el Lo-fibrado sobre M asociado a la

Gy-estructura P. Existe una conexion de Cartan C en (Q,1) verificando las
condiciones

N@O) =N, § =0, W*=0.

Demostracion:

Fijemos una aplicacién campo bésico B en Ny un homomorfismo ad-
misible h: P — (). Como estamos suponiendo que ®; es un automorfismo,
podemos encontrar, en cada v € P, una unica aplicacion lineal J,: g1 — g1
tal que

RZ = (I)L(Ju)y

donde R* es el tensor de Ricci de B. Del lema anterior se sigue que la
aplicacion J: u € P — J, € L(g_1;91) es un campo de tensores de tipo (0,2)
sobre M. Estos B, h y J asi obtenidos determinan, segin la proposicion
3.3.4, una conexién de Cartan, que expresamos de la forma C': g_; — X(P)
en (Q,i). Es claro que B y J coinciden con la aplicacién campo bésico y
el campo de tensores inducidos a partir de C por h, y por ello N(C) = N.
Como N es admisible, se sigue ( [106] prop. 7.5) que S* = 0. Finalmente,
sea W* el campo de tensores, tnico, inducido por W* sobre P dado por

W* =W+*ol.
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Entonces, con las notaciones anteriores ( [106] prop 7.5),
W*(X) = R*(X) — —J Z
De ahi, y del hecho de que R*(X) = & (Jx) resulta que

W(X) = 5J(X) — Qu()(X) — 2 I(X) S [1(e), X1, 7]

%

= —Qr(J)(X) +Qr(J)(X) =0.
Asi, W*(X) =0y W*=0. O

Definiciéon 3.4.2 La conexion de Cartan C del teorema anterior se dice una
conexion de Cartan normal.

Sean, de nuevo, {e;} una base de g_; y {f*} una base de g; duales con
respecto a la forma dev Killing B de £. Para cualquier X € £, consideramos
el campo de vectores £(X) sobre () dado en la observacién 3.3.1.

Definicién 3.4.3 La 1-forma £y-valuada Z* sobre () definida por

E0(X) =) [, EE(e), X)], ueQ, X € T(Q),

i
se denomina *-curvatura de la conexion de Cartan (Q, ).

Aqui, £(e;) se evaliia en el punto u y Z(£(e;), X) toma valores en £.

La definicién de =* es independiente de la eleccién de la base {e;}.

En [106], las componentes de la *-curvatura en go y g; se denotan, res-
pectivamente, por S* y W*. Por tanto

Proposicién 3.4.3 Una conezion de Cartan (Q,&) sobre M es normal si
= =0.
Puesto que si = = 0 entonces =* = 0, es claro que toda conexion de
Cartan llana es normal. Si (Q,&) es normal, se tiene, en particular, que
la go-componente = de =* es cero y por ello, =_; = 0, pues, en general,
X € g1, [g1, X] = 0 implica que X = 0.

Los dos resultados siguientes pueden verse en [106].

Teorema 3.4.4 Se verifica que:
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i) Sea (Q, &) una conexion de Cartan normal en un Lg-fibrado @) sobre M.
Entonces (Q, ) induce una Go-estructura sobre M. Reciprocamente, si
(P, [x]) es una Go-estructura sobre M, existe una conexion de Cartan
normal que induce la estructura (P, [x]).

i) Sean (Q,&) y (Q', &) conezxiones de Cartan normales sobre dos varie-
dades M y M’ respectivamente, y sean (P, [x]) y (P, [X]) las respecti-
vas Go-estructuras inducidas. Entonces, todo isomorfismo ¢: (Q,§) —
(Q, &) induce un isomorfismo de fibrados ¢: (P,[x]) — (P',[X']) tal
que pol =10 ¢, donde [:Q— P Y I':Q — P son las proyecciones.
Reciprocamente, para todo isomorfismo ¢: (P,[x]) — (P',[x']) existe
un dnico isomorfismo ¢: (Q,€) — (Q%,w') tal que ¢ o [=106.

i11) Una conexion de Cartan normal (Q,€) es llana si y solo si la Go-
estructura inducida sobre M es llana.

Proposicion 3.4.4 Sean P un Gq-fibrado y QQ un Lg-fibrado principal so-
bre M. Sea h: P — ) una homomorfismo de fibrados correspondiente a
la inclusion ig: Go — Lg. Entonces, para cada Go-conexion x (para cada
conerion adaptada) de torsion nula sobre P, existe una unica conezion de
Cartan normal (Q,§) verificando que h*§y = x y h*¢_1 = 0, donde 0 es la
1-forma g_1-valuada sobre P dada por el lema 3.3.2.

La definicion de Ly-fibrado asociado dada por Tanaka, asi como el teorema
3.4.4, estan realizados en un marco puramente abstracto. Sin embargo, lo
visto en las secciones anteriores, y, mas concretamente, el teorema 3.2.1 y
el teorema 1.8.1, nos permiten integrar ambos en el marco de las referencias
semi-holonémicas de segundo orden. Asi, se tiene:

Teorema 3.4.5 Todo Lg-fibrado asociado sobre M es isomorfo a un subfi-
brado Q) del fibrado .7:"2(M) de referencias semi-holonomicas de seqgundo orden
de M. Cuando el campo de tensores T del teorema 3.4.2 verifica T* = 0 se
puede construir sobre () una conexion normal de Cartan & que induce so-
bre la Go-estructura P = 73(Q) sobre M una clase de coneriones adaptadas
equivalentes. Reciprocamente, toda Go-estructura (P, [x]) sobre M estd in-
ducida por una conexion de Cartan normal en un subfibrado Q) del fibrado de
referencias semi-holonomicas de sequndo orden M del modo anterior.

Como hemos visto, un Lg-fibrado asociado es isomorfo a un subfibrado
Q del fibrado F 2(M) de referencias semi-holonémicas de segundo orden. En
particular, si la torsion de la conexién es nula, un tal Lg-fibrado asociado
es isomorfo a un subfibrado @) del fibrado de referencias holonémicas de
segundo orden. En esas condiciones, Ochiai [90], usando la forma candnica
sobre F2(M) probé lo siguiente:
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Corolario 3.4.1 Sea F*(M) el fibrado de referencias holonémicas de orden
dos sobre una variedad M dotada de una Go-estructura P C FM y [x]| una
clase de conexiones adaptadas equivalentes sobre M. Se puede construir un
Lo-subfibrado Q de F*(M) sobre P y una tinica conexién de Cartan normal
sobre Q que induce [x].

Ejemplos:

(1) Sobre una variedad M arbitraria siempre existen estructuras de Car-
tan estrictamente semi-holonémicas de tipo proyectivo. Basta tener presente
que en este caso P = FM y la clase de equivalencia [x| de cualquier conexién
lineal x € A (fM, g[(n,R)) con torsiéon no nula da lugar a una estructura
de Cartan proyectiva semi-holonémica, es decir, asociada a £ = sl(1+n,R).
Cuando elegimos una conexién lineal sin torsiéon obtenemos una estructura
de Cartan proyectiva holonémica.

(2) Como es bien sabido, la existencia de una métrica semi-riemanniana
de tipo (p, q), con p+ g = n, sobre una variedad M de dimensién n, depende
de la topologia de M excepto cuando alguno de los enteros p o ¢ es nulo.
Cuando M es una variedad dotada de una métrica semi-riemanniana, cada
conexién métrica con torsion sobre M determina una estructura de Cartan
semiholonémica conforme, es decir, asociada al dlgebra de Lie graduada £ =
so(p+ 1,¢+ 1,R) . En particular, cuando consideramos la estructura de
Cartan conforme asociada a una conexién métrica con torsion sobre una
variedad riemanniana, dicha estructura es semi-holonémica.



Capitulo 4

Estructuras de Cartan
invariantes llanas sobre un
espacio homogéneo

Sean £ = g_1®go D g1 un algebra de Lie real semisimple graduada, L /L
un espacio homogéneo semisimple llano asociado a £ y Gg el grupo lineal
de isotropia de L/Ly. Dada una variedad M de dimensién n = dim(g_;)
sobre la que actia un grupo de Lie G parece natural tratar de determinar
las estructuras geométricas G-invariantes asociadas a £ que puedan existir
sobre M y caracterizarlas cuando existan. En particular podemos plantear
ese problema cuando la acciéon de G es transitiva, es decir:

Dados un grupo de Lie G y un subgrupo cerrado y conexo H C G verifi-
cando que el espacio homogéneo M = G/H tiene dimensién n = dimL/Ly =
dim(g_1), jcudndo podemos asegurar que existe sobre M una Gg-estructura
P C FM que sea invariante bajo la acciéon natural que el grupo G ejerce por
la izquierda sobre P ?

Observemos que con ese planteamiento es imposible detectar las estruc-
turas proyectivas invariantes que hipotéticamente puedan existir sobre G/H
cuando L = PGL(1+4+n,R) y L/Lg = RP", pues en ese caso Gy = GL(n,R)
y por tanto P = F M, que es trivialmente invariante por la accién natural de
(G. Asi que es necesario reformular el problema para evitar esa importante
omisién. Como hemos senalado antes, Tanaka [104] estudié las estructuras
projectivas sobre una variedad diferenciable arbitraria M asociadas a una
clase de conexiones lineales sobre M proyectivamente equivalentes, constru-
yendo dichas estructuras como el par formado por una conexiéon de Cartan
normal definida sobre un Lg-fibrado (Q,[) asociado al fibrado de referencias

149
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FM (=P en este caso) de la variedad M dada (véase 3.1.2). Inicialmente
[104] considerdé conexiones lineales sin torsién, aunque luego eliminé esta
restriccién en su teorfa general [106]. Tanto en el caso proyectivo como
para un espacio homogéneo semisimple llano L/Lg arbitrario, Tanaka justi-
fica la existencia del fibrado @) aludiendo al proceso de extender el grupo de
estructura en P. Posteriormente Kobayashi y Nagano [68] hicieron una cons-
truccién semejante de las estructuras proyectivas pero en la que el fibrado
Q es una Lg-estructura holonémica de segundo orden, es decir Q C F2M
es una j(Lg)-reduccién del fibrado F2M de referencias holonémicas de se-
gundo orden sobre M, siendo aqui Ly el grupo de isotropia de un punto de
RP™ bajo la accién del grupo proyectivo y j: Ly — G*(n) el homomorfismo
inyectivo dado en general en el capitulo anterior. Para ello hay que partir
inexcusablemente de una clase de conexiones lineales sin torsién sobre M.
Ademas Kobayashi y Nagano construyeron la conexién normal de Cartan a
partir de la forma candnica 0 de F2M, (Kobayashi [66] construyé la forma
canénica 6 de cada fibrado F"M de referencias holonémicas de orden n
y Yuen [121] generalizé esta construccién para los fibrados F(M) de re-
ferencias semi-holonémicas de orden n). Ogiue [92] hizo una construcciéon
andloga para las estructuras conformes de signatura (p,0). Ya hemos dicho
en la introduccién general de esta memoria que Ochiai [90], [91], generaliz6
el método de Kobayashi-Nagano y Ogiue a todas las estructuras geométricas
ligadas a un algebra de Lie semisimple graduada, restringiéndose siempre a
variedades M dotadas de una Gg-estructura P C F2M que admiten G-
conexiones lineales sin torsion, hipotesis que en varios casos equivale a la
suposicion de que P es integrable. Teniendo presentes los resultados que
hemos obtenido en el capitulo anterior sobre estructuras semi-holonémicas
de segundo orden (y que generalizan los de Ochiai ), una reformulacién com-
pleta y suficientemente general del problema seria :

Dados un grupo de Lie G y un subgrupo cerrado y conexo H C G veri-
ficando que el espacio homogéneo M = G/H tiene dimensién n = dim(g_1)
jcudndo podemos asegurar que existe sobre M una Lg-estructura semi-holo-
némica de segundo orden ) C F2M que sea invariante bajo la accién natural
del grupo G?7 y también ;jcémo podemos caracterizar algebraicamente tales
estructuras de modo que podamos saber si existen o no?

Observemos que con la sola excepcion del caso proyectivo, la Lg-estructura
semi-holonémica de segundo orden Q C F?M se proyecta sobre una G-
estructura P estrictamente contenida en el fibrado de referencias lineales
FM de M.
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El objetivo de este capitulo es plantear y resolver un problema mas res-
tringido, que se mantiene dentro de los limites de la teoria formulada por
Ochiai en [90]:

Dados un grupo de Lie G y un subgrupo cerrado y conexro H C G veri-
ficando que el espacio homogéneo M = G/H tiene dimension n = dim(g_)
scudndo podemos asequrar que existe sobre M una Lg-estructura holonomica
de sequndo orden Q C F*M que sea llana (es decir, integrable) e invariante
bajo la accion natural del grupo G? y también, scomo podemos caracterizar
algebraicamente tales estructuras invariantes llanas de modo que podamos
saber si existen o no?

En este capitulo estudiaremos y caracterizaremos las estructuras inva-
riantes llanas () asociadas a un algebra de Lie £ semisimple y graduada
arbitraria sobre un espacio homogéneo G/H, generalizando un método que
fue desarrollado por Y. Agaoka [1] para las estructuras proyectivas (es decir,
para el algebra de Lie simple y graduada sl(1 + n,R)). Agaoka utilizé los
resultados y las notaciones del articulo [104] de N. Tanaka sobre estructu-
ras proyectivas, pero sin recurrir ni al trabajo de Kobayashi y Nagano [68],
que cita, ni al de Ochiai [90], que no cita. Pese a citar el trabajo general
de Tanaka [106] sobre estructuras asociadas a un algebra de Lie £ semi-
simple y graduada cualquiera, Agaoka no aborda la posibilidad de extender
sus métodos para el caso proyectivo al caso de estructuras invariantes llanas
asociadas a una tal adlgebra de Lie £ arbitraria. Nosotros desarrollaremos en
este capitulo el estudio de tales estructuras generalizadas con el lenguage de
las estructuras holonémicas de segundo orden, ya que esto tiene ciertas ven-
tajas conceptuales y técnicas. Pero podemos ver cada estructura llana de ese
tipo bien como una clase [x] de conexiones lineales adaptadas equivalentes
y sin torsién sobre una Gy-estructura G-invariante P C FM, o bien como
el par (@, &) formado por una Lg-estructura holonémica de segundo orden
Q C F?*M y una conexién normal de Cartan £ € A\(Q, £) asociada a dicha
clase [x]. Como es bien sabido [90], la integrabilidad de @ esta caracterizada
por la nulidad de la curvatura = de &, es decir, por la condicién

€ + 516, = 0.

Nétese que la integrabilidad de @ implica que su proyecciéon P = 73 (Q) C
FM es también una Gy-estructura integrable. Recordemos que si G es un
subgrupo de Lie de GL(n,R), una condicién necesaria para la existencia de
una G-estructura integrable P C FM sobre una variedad M de dimensién
n es que M admita una conexién lineal sin torsién y adaptada a P, es decir,
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una conexion sin torsién cuya 1-forma global de conexion y restringida a P
toma valores en el dlgebra de Lie g de G (véanse [37] o [102]). Asimismo, es
bien conocido [90] que un automorfismo de F?M deja invariante @ si y sélo
si deja invariante la conexion normal de Cartan. En consecuencia, el hecho
de que G deje invariante () equivale a que para todo a € G los automorfismos
de @ inducidos por las traslaciones,

7. tH € G/H — (ax)H ,

conserven la conexién de Cartan.

Como acabamos de decir, hemos generalizado la teoria de Y. Agaoka
de estructuras proyectivas invariantes llanas sobre un espacio homogéneo
M = G/H (que corresponden al dlgebra semisimple graduada sl(n + 1, R))
al caso de Lg-estructuras invariantes llanas sobre un espacio homogéneo G/ H,
que corresponden a un algebra semisimple graduada £ arbitraria, realizando
dichas estructuras como Lg-estructuras holonémicas de segundo orden () C
F2?M. En particular hemos probado que si & es el édlgebra de Lie de G
entonces cada Go-estructura invariante llana sobre M = G//H determina un
homomorfismo de algebras de Lie

[:6—-L=9g1DgDgh

sujeto a dos condiciones, concepto que hemos denominado (G P)-homomor-
fismo, y que incluye como caso particular al de los (P)-homomorfismos de
Agaoka. Cuando H es el subgrupo trivial de G esas dos condiciones se
reducen esencialmente a la tnica exigencia de que la componente de f en
g_1 sea sobreyectiva. Una relacién de equivalencia en el conjunto de tales
homomorfismos permite establecer una biyeccién entre el conjunto de Lg-
estructuras llanas G-invariantes sobre M = G/H y el conjunto de clases
de equivalencia de tales homomorfismos. Algunos resultados de Agaoka se
adaptan facilmente, mientras que otros han requerido una laboriosa tarea,
compartida con el director de esta tesis. Asimismo debemos a Yu. Khakimd-
janov la demostracién del teorema 4.4.1. Senalemos en particular que se ha
extendido al caso general el criterio de normalizacién de (P)-homomorfismos
dado en [1] para el caso proyectivo, usando la forma de Killing y el elemento
caracteristico del dlgebra £. Es mas, cuando £ es simple un resultado de
Dynkin [20] permite reducir este criterio al calculo de la traza de un deter-
minado producto de matrices.

En el capitulo siguiente, daremos varios ejemplos que ilustran la apli-
caciéon de la teoria que hemos desarrollado.
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Los resultados de este capitulo estdn contenidos en [83].

4.1 Lj-estructuras invariantes llanas sobre es-
pacios homogéneos

Sean G un grupo de Lie, H un subgrupo cerrado de G, & y ) sus res-
pectivas élgebras de Lie y M = G/H el espacio homogéneo cociente, bajo
la accién natural de GG por la izquierda. Como es bien sabido, la proyeccion
natural

mixe€G—aHeG/H

determina una estructura de fibrado principal, con espacio total G, base G/H
y grupo de estructura H, que actia sobre GG por la derecha de modo natural:
(x,a) € G x H — za € G. Denotaremos por o € G/H a la clase lateral del
elemento neutro e € G, clase que llamaremos origen de M. Dado a € G, la
translacién por la izquierda

ly:x e —axreG
induce un difeomorfismo 7,: G/H — G/H definido por
To:xH € M — 7,(xH) = (azx)H.

El grupo G actua transitivamente por la izquierda sobre M = G/H me-
diante la accién natural

(a,xH) — 1(zH) = l,(x)H = (ax)H.

Recordemos que para una aplicacion diferenciable ¢: M — N de varieda-
des de dimensiones m y n respectivamente, su prolongacién r-ésima ¢
es la apliaccion diferenciable dada por

O gof € FIM = jg(éo f) € FIN,
siendo F"M y F"N los respectivos fibrados de referencias holonémicas de
orden r de M y N. Si ¢ es un difeomorfismo, entonces m = n y ¢ es un
isomorfismo de G”(n)-fibrados principales (véase la definicién de G"(n) en el
capitulo 1).

Definicién 4.1.1 Sean M = G/H un espacio homogéneo de dimension n,
Q C F'M una K-estructura holonomica de orden r, con K un subgrupo de
Lie del grupo G"(n). Diremos que () es G-invariante si para todo a € G la
prolongacion r-ésima 7, del difeomorfismo T, verifica

."(Q) C Q.
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Noétese que decir de Q C F"M que es holonomica de orden r es redun-
dante, pese a lo cual usaremos esa expresion.

Teorema 4.1.1 Sea K un subgrupo de Lie de G"(n) y Q C F'M una K-

estructura holonomica de orden r G-invariante sobre el espacio homogéneo
M = G/H de dimension n. Cada r-referencia 6 € Q) en el origen o € G/H
determina un homomorfismo entre los fibrados principales 7: G — G/H y
mg: Q — G/H,

jora€G— jgla) =7.(0) € Q,

que es compatible con el homomorfismo de grupos de Lie
pr: H— K

dado por la condicion de que para todo a € H es

opr(a) = jg(a) .

Ademds ji; es compatible con la accion de G sobre @, es decir, para todo
a, bed es

7" j(b) = jg(ab) .
Si cambiamos 6 € @ por otra referencia o' € @Q el nuevo homomorfismo
entre H y K es conjugado de p,.

Demostracién:
Para todo a € H es 7,(0) = o. Por tanto, si 0 € mg {0} se tendra

también
7.(6) € T H{o}.
Luego existe k € K verificando

ok =7"(0).

Llamando

se tiene
op"(a) = jgla).

Veamos que p, es homomorfismo de grupos: Si a, b € H, entonces

op, (ab) = je(ab) = 7.3 (9)
= (ra 0m)"(0) = 77 (75 (b)) = 7" (0) o1 (1)
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= 7,7(6)p, (b) = 6py(a)py(b).

Como la accion de K es libre,

pr(a)pr(b) = pr(ab).

El hecho de que j: sea obviamente diferenciable implica que p, también
es diferenciable, ya que basta expresar dichas aplicaciones a través de una
trivializacién del fibrado Q).

O

Dado un homomorfismo de fibrados principales f: P — () compatible
con un homomorfismo de grupos de Lie ¢: G — H y fijado un elemento
po € Py suimagen gy = f(po), podemos considerar a f como una especie de
extension de ¢, ya que, para todo a € G es f(poa) = qop(a).

Sea L/Lg un espacio homogéneo semisimple llano asociado a un algebra
semisimple graduada £ = g 1 ® go & g;. Supongamos ahora que el espacio
homogéneo M = G/H tiene dimensién n = dimL/Ly y admite una Lg-
estructura G-invariante llana (Q,w) con Q@ C F?(M) y w una conexién de
Cartan G-invariante sobre () obtenida a partir de una clase [x] de conexiones
lineales sin torsién sobre M adaptadas a P = 7%(Q) C FM. Particularizare-
mos a continuacién la construccién anterior a los fibrados Q C F*(M) y
P = 72(Q) € FM. Observemos que la proyeccién natural [ = o @ — P
es un homomorfismo de fibrados principales compatible con la representacion
lineal de isotropia [: Ly — A(Gg) de L/Ly. En el lenguaje que hemos uti-
lizado en el capitulo anterior, el par (@, Z) es un Lo-fibrado asociado (véase
la definicién 3.1.1). Nétese que las conexiones x € [x]| no son necesariamente
G-invariantes.

Fijemos una referencia lineal 6 € P en el origen o € G/H, es decir un
isomorfismo

0:9g1=R"—>T,(G/H)=8/9.

Por el teorema anterior, existe un homomorfismo de fibrados, j definido
por
j=jlaiaeG—ja)=1V) e P,

compatible con el homomorfismo de grupos de Lie
P1: H — )\(Go) C GL(g_l) .

En estas condiciones se tiene
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Lema 4.1.1 La representacion p; de H en g_1 es equivalente a la repre-
sentacion lineal de isotropia de G/H.

Demostracion:
Recordemos que la representacion lineal de isotropia Adg/q de G/ H esta
dada por
Adg/o(a) =v o, (0)ov e GL(B/9H),

siendo
v: X+9He€e&/H—-m(e)X. € T,(G/H).

Por la definiciéon de p;, para todo a € H, es
ap(a) = j(a) = 7.1(5),

es decir

pi(a) = 06" 07 (0) 00,

y entonces la afirmacion se sigue de que
v todopi(a)odtov = Adgs(a).

O

Por tanto, podemos considerar a a p;: H — GL(g_l)Ncomo la repre-
sentacién lineal de isotropia de M = G/H y a la aplicacién j: G — P como
un homomorfismo de fibrados principales compatible con ella, ya que

j(ab) = j(a)pi(b).

Sea h: P — () un homomorfismo admisible es decir un homomorfismo de
fibrados que es una seccién global compatible con la inclusién ig: Go — Ly (o,
equivalentemente, h es compatible con la inclusién A € \(Gy) C GL(g_1) —
(A,0) € j(Log) C G*(n)). Fijemos ahora

o' =h(o)€q.

Asociado a o' obtenemos, como caso particular del teorema anterior, un
homomorfismo de fibrados principales,

j=j&: G—Q,

que esta dado, para todo a € GG, por
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Notese que

jley=0; jle)=0"

Como en el teorema anterior, también obtenemos un homomorfismo de
grupos de Lie
P2 H — LO

que esta definido, para todo a € H, mediante

o'pa(a) = j(a).

La aplicacién j = j&: G — @ es una aplicacién de fibrados compatible
con po, es decir, para todo a € G, b € H, se tiene

j(ab) = j(a)pa(b).

Por lo anterior el grupo G acttia por la izquierda sobre F2(M) y FM,
mediante las acciones

TAG) = dg(rac f),
VG ) = G (ra 0 f).

y en consecuencia, (G actia también por la izquierda tanto sobre la Lg-
estructura G-invariante @ C F?(M) como sobre su proyeccién la Go-es-
tructura G-invariante P C FM, mediante las respectivas restricciones de
esas acciones.

Observacién 4.1.1 Como casos particulares del teorema anterior, los ho-
momorfismos de fibrados j = j3: G — Q y j = j&: G — P son compatibles
con las respectivas acciones de GG, es decir, para todo a, b € G, es

72(j(b)) = j(ab),

70 (j(0)) = j(ab).

Lema 4.1.2 Los homomorfismos de fibrados principales j:G—P,j:G—
Q yl: Q — P verifican que

loj=7.
mientras que los homomorfismos de grupos de Lie py, pa vy la representacion
lineal de isotropia l: Ly — GL(g_1) de L/Lg verifican

lopy=p1.
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Demostracién:
Sea a € (G. Entonces

~

(Lo j)(a) = (7 () = (Lo 7P)(0) = 7V (I(0)) = 7V(0),

donde Z(o’) = 0 porque h(0) =0’y loh =id. Aqui, por la definicién ya dada

de 78V, se tiene que Tél)(é) se identifica con (7,).(0) y por tanto

(7(a)) = 7Y(0) = (7a)4(0) = j(a).

Ademds, j es un homomorfismo de fibrados principales compatible con
p2, j es un homomorfismo de fibrados principales compatible con p; y [ es
un homomorfismo de fibrados principales compatible con [, luego [ o ps = p;.

O

Vamos a dar ahora una descripcién explicita del homomorfismo po, que
usaremos mas adelante.

Sean [x] una clase de conexiones lineales sobre M = G/H equivalentes
y adaptadas a una Gg-estructura P C FM y w la conexiéon normal de Car-
tan que determina dicha clase sobre el Ly-fibrado principal Q C F?M que
corresponde a todas y cada una de esas conexiones lineales (@) se construye
por el procedimiento sefialado en el capitulo anterior). Como hemos dicho
alli, la Lg-estructura (Q,w) y el par (P,[x]) se determinan mutuamente.
Por hipdtesis la Lg-estructura () es G-invariante, es decir, para cualquier
a € G, 7,: M — M deja invariante la Lg-estructura (Q,w), por tanto )
deja invariante P y transforma cada conexion x en una conexiéon equivalente.
En consecuencia, para todo a € G, existe una funcién F,: G — g1 = g%,
que es Go-invariante (o sea, para todo u € Py todo g € Gy = A(Go) es
F,(ug) = F,(u)g) verificando la igualdad

Tél)*X —X= [Qa Fa] ’

. . 1)* . .
que expresa que las conexiones lineales o X vV X son equivalentes. El si-
guiente enunciado y su demostracién estan en [1] para el caso de una estruc-

tura proyectiva, pero podemos extenderlos facilmente al caso general
Lema 4.1.3 Dados a, b € G, se tiene que
Fuy=F+F,or".

Demostracion:
Puesto que para todo a € G es TCEI)*X — x = [0, F,], se sigue que



4.1. Lo-ESTRUCTURAS INVARIANTES LLANAS 159

Px—x = Wy —x
=7 ) —x = (e F [0, F)) — x
|—x = [6,F]+7"0,F)

Ahora bien, si denotamos Tb(l)*Fa =F,o Tb(l) entonces
(0, F)) = (10,7 " F,
ya que para todo V' € T, (FM) se tiene que
[0, Fa](V) = [0u(V), Fu(u)] € go
y en consecuencia,
10 F) (V) = [0, F(r (Vi) = [0 (V). Fulry” ()]
mientras que por otro lado,
0.7 El (V) = (5" V). Fao " (u)].

Por tanto,

0, F) = Té;)*x —-x = [0,F]+ [Tb(”*e, Tb(l)*Fa]
=10, )+ [0, F) = [0,F+ 7 F,]

Por tanto, 0 = [0, Fo, — (Fy + Tb(l)*Fa)], lo cual implica que
_ (1)* _
Fab (Fb+Tb Fa) —O,

ya que si z € g; es tal que [g_1, 2] = 0, entonces z = 0. O

Lema 4.1.4 Para a € H se verifica que

pa(a) = (io © pr)(a) o exp{—Fu(9)},

Demostracion:

Observemos que (ig o p1)(a) € Ly y que exp{—F,(0)} € Gy, pues F,(0) €
g1. La aplicacién 7. @ — @ verifica la relacién h o V=%, hq, donde
he: P — () es una aplicacién entre fibrados definida por
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ha(2) = h(z) exp(Fa(2)),

Por tanto, para a € H, resulta que

o'(io 0 p1)(a) = h(0) io(p1(a)) = h(op1(a)),

por ser h un homomorfismo de fibrados correspondiente a 7. Ahora bien,
por el lema 4.1.2; se tiene que para a € H es

J(a) = 1(j(a)) = 1(d'ps(a)),
y €como : @ — FM es un homomorfismo de fibrados correspondiente a la
representacion 1: Lo — GL(g_1) y [ o po = p1, entonces

d'(igopi)(a) = h(opi(a))
= (hor")(8) = (7, oha)(0)
=1(ha(0)) = 7.2(h(0) exp(Fu()))
= 7,20 exp(Fa(0))) = 72() exp(Fu(0)),

2 . .
porque 7% es un isomorfismo de fibrados. En consecuencia,

d(igop)(a) = 7(d) exp(E,())
= ja)exp(Fu(0)) = 0'pa(a)exp(Fu(0)),

de donde o' (igop1)(a) exp{—F,(0)} = o'p2(a), y por la unicidad de la definicién
de ps se sigue que

p2(a) = (ig 0 p1)(a) exp{—F,(0)}.
0

. . -, . . . . 1
Corolario 4.1.1 Si x es una conexion invariante, es decir, si (Té ))*X =X

para todo a € G, entonces, py = igo p1 y h: P — Q es compatible con la
accion por la izquierda de G. En particular, se tiene

j=hoj:G—Q.
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Demostracion:

Como (Tél))*x — x = 0 para todo a € G, se tiene que F, = 0 y por
ello, exp{F,(0)} = id para todo a € G. Entonces, del lema anterior se
deduce que ps = iy 0 p1. Ademds, j, h y j son homomorfismos de fibrados
correspondientes a po, 79 y p1 respectivamente, con lo cual, debe ser j = hoj.

El hecho de que h: P — () sea compatible con la accién por la izquierda

de G quiere decir que el diagrama

(2)

Q
1 Th
ey
p =, p

es conmutativo, lo cual es obvio por el lema anterior y porque en este caso
es F, =0 para todo a € G. O

4.2 (GP)-homomorfismo asociado a una es-
tructura de Cartan invariante llana

El objetivo de esta seccién es obtener una condicién necesaria para que un
espacio homogéneo M = G/H con H conexo y de dimensién n = dim L/Lg
admita una Lg-estructura G-invariante llana (Q, w), con Q C F*(M) y w una
conexion de Cartan G-invariante sobre (), siendo L /Lg un espacio homogéneo
semisimple llano asociado a un algebra de Lie semisimple graduada £ =
g-1 D go D g1- La condicion necesaria buscada es que la conexién de Cartan
w determina un homomorfismo de dlgebras de Lie

fi6— g

entre las dlgebras de Lie de los grupos de Lie G y L, cuyas propiedades re-
finaremos posteriormente, sintetizandolas en el concepto de (G P)-homomor-
fismo. Este nuevo concepto nos conducira entonces a una caracterizacion de
tales Lg-estructuras G-invariantes llanas sobre el espacio homogéneo M =

G/H.

Primero vamos a construir una aplicacion lineal de & en £ que dependera
de la clase [x]. Por la proposicién 3.4.4, para cada homomorfismo admisible
h: P — () existe una unica conexion de Cartan normal w sobre @) tal que
h*wg = x v h*w_; = 6. Por el apartado ii) del teorema 3.4.4, al ser G-

invariante la Lo-estructura (Q,w), resulta que, para todo a € G, es TéQ)Q cQ
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y ademads w = w. Por tanto 7" (P) C P y ademds cada 7." es un G-

isomorfismo de fibrados principales que transforma la conexién lineal sin

.« . * . .7
torsion x adaptada a P en una conexion 717X equivalente a y. La proyeccion
[: QQ — P verifica

7_52)*

Zorf) :7-(51)0[.

Consideremos ahora la 1-forma £-valuada j*w sobre G. Como la apli-
cacion j es compatible con la accion por la izquierda de G, es decir, como el
siguiente diagrama es conmutativo

(2
0

J1 TJ
G 1 @

entonces,

Jw=woj,: X(G) = X(Q) — £

es una forma £-valuada invariante por la izquierda sobre G y define una
aplicacion lineal
jJw:® — L]

donde & es el algebra de Lie de G. En efecto,

i w(X) = (jolo) w(X) = (1) 0 j)"w(X)
= j TP w(X) = jrw(X)

porque j es compatible con la accion . G x Q— Q.
Notese ademas que la aplicacién lineal j*w: & — £ depende de la eleccion

de x, porque la conexion de Cartan w depende de Yy, segun la proposicién
3.4.4.

Lema 4.2.1 Sean f:V — W y g: W — Z aplicaciones lineales entre es-
pacios vectoriales tales que g o f sea sobreyectiva. FEntonces, un subespacio
vectorial f(U) de W contiene a un subespacio T tal que T & ker(g) = W si
y solo si g(f(U)) = Z.

Demostracién:

Sea H C f(U) un subespacio tal que H @ ker(g) = W. Sean z € Z
y v € V verificando que g(f(v)) = z. Entonces, si f(v) = f(u) + w con
f(u) € Hy w € ker(g), resulta que z = g(f(v)) = g(f(u)). Reciprocamente,
si suponemos que g(f(U)) = Z, basta probar que W = f(U) + ker(g). Y
en efecto, si w € Wy f(u) € W son tales que g(w) = g(f(u)), se tiene que
w — f(u) € ker(g). O
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El siguiente resultado generaliza el dado por Agaoka [1] para estructuras
proyectivas.

Teorema 4.2.1 La Lg-estructura Q definida por x| es llana si y sdlo si j*w
es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

Demostracién:
Si [x] es llana, segun el teorema 3.4.4, iii), la correspondiente conexién de
Cartan normal w es llana, es decir,
1
Q=dw+ i[w,w] =0.

Haciendo la imagen reciproca por j se tiene, sobre G, que

0=jQ= (dw)+§J [w,w] = d(j w)+§[J w, J w].

Sean X, Y € & = T,(G) campos de vectores invariantes por la izquierda
sobre (G. Entonces, como j*w es invariante por la izquierda, resulta que
J*w(X) y j*w(Y) son constantes, y en consecuencia, X j*w(Y) = Yj*w(X) =
0. Se deduce entonces que

d(j"w)(X,Y) = Xj'w(Y) = Yji'w(X) — j"w[X, Y] = —j"w[X,Y].

Asi, de la ecuacién anterior se obtiene
1
—Jwl[X, Y] + E[j*w,j*w](X, Y)=0,

lo que significa que j*w es un homomorfismo de algebras de Lie pues

Jw, 7 Wl(X,Y) = [[Fw(X), jw(Y)]=[7"w(Y), j*w(X)] = 2[j"w(X), jw(Y)].

Reciprocamente, si j*w es un homomorfismo de algebras de Lie, se tiene,
dando la vuelta al razonamiento, que j*(dw + %[w,w]) = 0 sobre GG. Ahora
bien, para cualquier a € G, tal y como veremos mas adelante, se verifica que
J«(T,G) contiene un complementario del subespacio vertical de T)(,)(Q). Por
tanto, la igualdad

1
dw + §[w,w] =0

se verifica sobre (). En efecto, el subespacio vertical de Tj(,)(Q) esta generado
por los campos fundamentales, y si A*, B*, son campos fundamentales, se
sigue que
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(dw + %[w,w])(A*, B*) = dw(A*, B*) + %[w,w](A*, B*)

= A'w(B") = B'w(A") —w([A%, B]) + %([w(A*)yw(B*)] = [w(B7),w(A)])

= —w([A, B]") + %([A, B]—[B,A])=—-[A,B]+[A,B]=0

donde, en general, w(A*) = A, y donde A*w(B*) = A*B = 0, siendo aqui B
la funcién constante igual a B.

Asi, la igualdad dw + %[w, w] = 0 se verifica sobre los campos verticales
y sobre un complementario del subespacio vertical de Tj(,)(Q), y por tanto
dw + %[w, w] = 0 es vélido sobre @, es decir, la correspondiente conexién de
Cartan normal es llana.

Veamos que j,(7,G) contiene un complementario del subespacio vertical
de T(q)(Q). Sim: G — M es la proyeccién, se tiene que mgoj = w. Por tanto,
mQ. © J« = .. Ademds, el subespacio vertical de T)4)(Q) es ker(m.(j(a))) v
como 7, (j«(1,G)) = m(T,G) = Tr(o)(G/H) basta aplicar el lema 4.2.1.

O

Definicién 4.2.1 Sean M = G/H un espacio homogéneo de dimension n,
m: G — G/H su proyeccion natural y 0: g_1 = R* — T,(M) un isomor-
fismo. Llamaremos forma candnica infinitesimal en la referencia o a la
aplicacion lineal c: & — g1 = R"™ definida, para todo X € &, por

c(X) =0 (m(e)X,).

En esencia, ¢ no es mas que la proyeccion 7: X € & - X + 9 € /9,
pues se expresa como la composicion

c=0'tovorm

siendo v el isomorfismo
v: X+9Hed/H—me)X. €T,(G/H).
La siguiente propiedad justifica la nomenclatura dada a c:
Proposicién 4.2.1 Sean M = G/H un espacio homogéneo de dimension

n = dimL/Ly, P C FM una Gg-estructura G-invariante sobre M y 0 €
A(P,R™) la forma canénica de P. Fijemos en el origen o € M = G/H
una referencia lineal 6: g_1 = R® — T,(M) que pertenezca a P. Sea j: a €
G — 71,1(0) € P el homomorfismo de fibrados principales dado en la seccion
anterior. Para todo X € & es

c(X) = (770)e(Xe).
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Demostracion: 3
El elemento neutro de e € G verifica que 6 = j(e), luego

05(7.(e) Xe) = 5_1(71'13*(6) o j*X))

g

Sea £ = g_1DgoPDgr un algebra de Lie semisimple graduada. Denotemos
por p,: £ — g, la r-ésima proyeccion, r = —1, 0, 1. Denotaremos también
por p1: $ — gl(T,(G/H)) a la diferencial p;, de la representacion p;: H —
GL(T,(G/H)), dada en la seccién anterior, equivalente a la representacion
lineal de isotropia.

Definicién 4.2.2 Diremos que un homomorfismo de dlgebras de Lie f: & —
£ es un (GP)-homomorfismo si existe en el origen o € M = G/H una
referencia lineal 0: g_1 = R" — T,(M), que llamaremos la condicién inicial

de f,

para el cual las g.-componentes f,. = p,o f de f verifican

1.- f_1 coincide con la forma canonica infinitesimal ¢ del fibrado 7: G —

1

G/H en o, es decir sic=0"'ovom, se tiene

J-i=c.

En otras palabras, para todo X € & es o(f-1X) = m.(e)X,, lo que
expresa que el siguiente diagrama

& - &/9
fal . lv
g-1 L TO(G/H)

es conmutativo.

El isomorfismo 6~ tov es un operador de entrelazamiento entre la repre-

sentacion lineal infinitesimal de isotropia ade,s de G'/H y la restriccion
de Ao fo a 9. En otras palabras, para todo A € § el diagrama

o

g1 — TO(M) & 05/5:)
()\ © fo)(A) ] Pl(A) ! l ad@/g(A)
g

o

L = T(M) £ 6/9

es conmutativo.
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Observacién 4.2.1 La definicién anterior extiende el concepto de (P)-ho-
momorfismo, dado por Agaoka [1] para el caso en que el espacio homogéneo
modelo es el espacio proyectivo real, es decir para L/Ly = RP"™. El nombre
de (P)-homomorfismo alude claramente a que tales homomorfismos determi-
nan estructuras proyectivas invariantes llanas. De las tres condiciones en la
definicién de (P)-homomorfismo dada por Agaoka en [1], una es redundante.
Las dos restantes se han generalizado, permitiendo que tales homomorfismos
de algebras de Lie tomen valores en un algebra semisimple graduada arbi-
traria. Hemos decidido llamar (GP)-homomorfismos a tales objetos dado
que estan inspirados en la definicién de (P)-homomorfismo de Agaoka.

Observemos asimismo que al haber fijado la referencia 0 € P en 0o € M,
para Y € $), p1(Y) se expresa de forma matricial fijando la base canénica de
g1 = R" y su imagen por el isomorfismo lineal 6: g1 = R* — T,(M) = R".

De la definicion 4.2.2 se deriva también lo siguiente:

Proposicién 4.2.2 Sea f: & — £ un (GP)-homomorfismo. Entonces, para
X € & se tiene que f_1(X) = ¢(X) =6 (X)), donde 6: g_1 — T,(M) es
un isomorfismo lineal. Luego, f_1(X) = 0 si y s6lo si m.(X) = 0. Es decir,
f(X) € £ siysélosi X € ker(m,) = 9.

Ejemplos:

i) Sean G = GL(n,R), & = gl(n,R) su dlgebra de Lie y H el subgrupo
trivial de G. Sean £ el dlgebra de Lie sl(n+n,R) y G,,(R"*") el espacio
homogéneo semisimple llano asociado a £. Un (G P)-homomorfismo

gl(2n,R)
. == R = —
f: 66— £=sln+n,R) {ihy t€R

viene dado por

f(X):%(§ §)+{t[2n;teR}.

ii) Sean M = S™ = SO(n+1)/SO(n) y £ = so(n + 2,R), n > 2, con
la graduaciéon dada en el capitulo segundo, para p = ny ¢ = 0. La
aplicacién f: so(n + 1,R) — £ = so(n + 2,R) dada, para x € R,
y € so(n;R), por

—
N
SHK=
w |

8
N——

I
(@]

H_CQ N =
|
OMI»—AO
S

8
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es un (GP)-homomorfismo para el espacio homogéneo S™ = SO(n +
1)/SO(n). Nétese que el espacio homogéneo semisimple llano asociado
a £ en este caso es (S™/{£1}) = RP™.

Los célculos detallados aparecen en [83].

Sean M = (G/H un espacio homogéneo dotado de una Gg-estructura P C
FM y x € AN(P, A(go)) una conexién sin torsiéon adaptada a P tal que la Lg-
estructura (Q,w) = (P, [x]) definida por la clase x| de todas las conexiones
lineales equivalentes a y sea G-invariante y llana. Sean j: G — Qv j: G —
P los homomorfismos de fibrados principales compatibles, respectivamente,
con los homomorfismos de grupos de Lie py: H — Lo = j(Lg) C G*(n) y
p1: H— Gy = \Gy) C GL(n,R), dados como en la seccién 1, donde

j: Lo — GQ(n)

es el homomorfismo inyectivo de grupos de Lie dado en el capitulo tercero.
Denotemos también por po: $ — Lo =goP g1y p1: H — go a las respectivas
diferenciales de los anteriores homomorfismos. En estas condiciones se tiene
el siguiente resultado, que generaliza la proposicién 2.9 de [1]:

Teorema 4.2.2 El homomorfismo de dlgebras de Lie
f=7w 6 —-L=g.18gdn

inducido por la conexion de Cartan w verifica

1. La restriccion fig toma valores en £y y el homomorfismo inducido

fin: 5 — Lo coincide con ps. Estrictamente hablando es
j« o flo =p2.

2. f es un (GP)-homomorfismo.

Demostracién:

Identificamos & con el espacio tangente T¢.(G).
Para Y € $§ C T.G se tiene, por definicién de ps, que

J(exp(tY')) = o' pa(exp(tY')) = o exp(tpa(Y)),

siendo ps: $H — £( el homomorfismo de algebras de Lie inducido por py: H —
L. Derivando la ecuacion anterior en ¢ = 0 se obtiene
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J(Y) = pa(Y).

En efecto, la ecuacion j(exp(tY)) = o’ exp(tp2(Y')) se puede leer como

(j 0 expy)(t) = Resp(tpary) (0,

donde R,: 2 € Q — xa € @), a € L. Ahora bien, t — expy (t) es el unico
subgrupo uniparamétrico cuyo vector tangente en el cero es Y(e) =Y. Por
tanto, j.(Y) es el vector tangente en ¢ = 0 a la curva imagen ¢ — j(expy (¢)),
o sea,

d(j o expy) :
———=(0) = 7.(Y).
DY) (0) = ju(v)
Por otro lado, la definicién de campo fundamental (véase [70]) nos dice
que dada una aplicacion p: P — R de clase C*> entonces para todo u € P

: o Repien(w) — plu) _ d
A* (u)p = lim =P = 79 (Rea) ()

con lo que en nuestro caso,

d x
aRexp(th(Y)) (0/)/t=0 = (pQ(Y))o"

Se concluye entonces que

V) =7wY) =wiY) = w(pa(Y)5) = p2(Y),

por la definicién de conexién de Cartan (definicién 3.3.1, apartado 2). Esto
prueba 1.
Probemos ahora 2. Para X € &, tenemos que f_1(X) = (j*w)_1(X) =

Jrw-1(X), porque jw_1(X) = w_1ji(X) = (W(j(X)))-1 = (Jw)-1(X).
Como [*0 = w_1, se sigue, segun el lema 4.1.2, que

f(X) = (7T (X) = J0(X).
Asi, identificando £ con T,(L), podemos escribir

f—l(X) = j*Q(X) = (j*e)e(Xe) = 065*(X€) = 065*(X)7

puesto que j(e) = (7.)+(6) = (id),(6) = 6. De este modo, por la definicién

de 6,

f—l(X> = 05§*<X) = 6_1(7TP*5*(X))'
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Y como por definicién de j es mp o j = 7 (siendo wp: P — M la
proyeccion), se sigue que

fa(X) =07 (1 (X)) = e(X),

de donde j*w verifica el punto 1 de la definicién 4.2.2.

Por otra parte, para demostrar que f satisface el segundo apartado de la
definicion 4.2.2, observemos que las diferenciales de las aplicaciones py: $ —
j(Lo), p1: 9 — Mgo) v 1: j(Ly) — A(Gy), que verifican [ o py = p;, son
aplicaciones pa: $ — j«(£o), p1: H — Mgo) v l«: j«(£o) — A(go) tales que
l. 0 ps = p1. Aqui, j.(£o) se considera como subdlgebra del algebra de Lie
g%(n) C §%(n) del grupo G%(n) C G%(n), cuyo corchete estd descrito en la
seccion 5 del capitulo primero.

En concreto,

J«(£o) = A(&0) ®{[[Z,—]. —]; Z e m}-
La restriccién de la proyeccién 73 hace conmutativo el diagrama

Lo - j(Lo)
i |

G, = AMGo)

Teniendo esto en cuenta, y que en el apartado 1 hemos visto que para
todo A € §) se verifica que j, o fi5(A) = p2(A), resulta que

p1(A) = Lo pa(A) = (I 0 ju o fiy)(A)
= (Xomio fin)(A) = (Ao fys)(A),

lo que termina la demostracion.

Lema 4.2.2 Paraa € H y X € &,

((Adp(p2(a)) o f)(X) = f o Ada(a)(X),

es decir, el diagrama

6 — £
Ad(a) | | Adp(p2(a))
e L. ¢

es conmutativo.
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Demostracion:
Si A,: 2’ — z2'z~! denota la conjugacién por x, se tiene, puesto que
fr5 = (p2)«(e), que

Ady(p2(2)) o f/f,) = ( ) (e

Pero (A, z) 0 p2)(2) = pa(z ) 2(2)
asf, Ad(p2(2)) © f/5 = (p2 0 A:)u(e) =

(p2).(€) = (Apy2) © p2).(e).

)o
p2(2) 7" = pa(22'27") = (p2 o A)(2), ¥
(p2)«(e)AdL(2) = (f 0 Ad(2))/s. [

Lema 4.2.3 Sea x una 1-forma de conexion sobre P tal que la Lg-estructura
definida por [x] sea invariante y llana y sea f el (GP)-homomorfismo corres-
pondiente a x. Entonces

H(X) =x(.X), X €6 =T.(G).

Demostracion:

Sea w la conexién de Cartan normal asociada a y, que es llana por serlo x
(teorema 3.4.4, iii)). Puesto que [: Q — P es un homomorfismo de fibrados
correspondiente a [: Lo — GL(g-1), y como el nicleo de [ es Gy, se sigue
que para A € Ty (Q), I,(A) = 0si y sélosi A =Y* conY € g;.

Por tanto, como y = h*wy, se deduce que l* = ["h*wy = wo (e L. ) = wo
en T, (A). Haciendo la imagen reciproca de esta ecuacién por j tenemos

Jrwo=j"Tx=(oj)'x=J"x en e€G,
0, lo que es lo mismo,

folX) = (j"w)o(X) = j*wo(X) = (70 (X) = x(5:X),
para cualquier X € & =T,(G).

4.3 Estructura de Cartan invariante llana aso-
ciada a una clase de (GP)-homomorfismos
equivalentes

Sea X’ una l-forma de conexién sobre P. Siguiendo el mismo proceso
anterior podemos construir a partir de x’ otro homomorfismo de dlgebras de
Lie que satisfaga la condicién (GP). Estudiaremos la diferencia entre ambos
homomorfismos. La siguiente definicion estd motivada por la definicion de
conexiones equivalentes dada en el capitulo 2.
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Definicién 4.3.1 Sean f, f': & — £ dos (GP)-homomorfismos. Diremos
que f y f' son (GP)-homomorfismos equivalentes (y escribiremos f ~
f'), si existe € € gq tal que

fo=fo=1& -,

donde f; y f! denotan la g;-componente de f y f' respectivamente, y donde,
para X € 67 [gvffl](X) = [§7f71<X>] € go-

Claramente, ~ es una relacién de equivalencia, ya que f_; = f'; = ¢,
siendo ¢: ® — g_; la forma candnica infinitesimal de G/H.

De nuevo, para el caso proyectivo, la siguiente proposicién se encuentra
en [1].

Proposicion 4.3.1 Sean x y X' dos 1-formas de conexion equivalentes sobre
P tales que la Lo-estructura definida por [x] = [X'] sea invariante y llana.
Sean f y [’ los (GP)-homomorfismos asociados a x y X respectivamente.
Entonces, [ es equivalente a f’.

Demostracion:
Sean w y ' las correspondientes conexiones de Cartan de x y x’ respec-
tivamente. Entonces, puesto que la Gg-estructura [x] = [x/] definida por x

es llana, se sigue que w y ' son llanas. Sea Z € T, (Q)). Entonces

(FRw)(Z) = w(hdy(2)) =w(Z +Y*) =w(Z) + Y,

para algin Y € g;; bastard ver para ello que h*f*(Z) — Z = Y* para un
cierto Y € g;. Pues bien, se tiene, aplicando L, y teniendo en cuenta que
l; o h, =id, que
loh,ol(Z2)—1.(2)=1.(2)-1.(2) =0,

con lo cual, hl,(Z) — Z € ker(l,).

El ntcleo de la representacién lineal de isotrpia [: Ly — GL(g_1) es Gy
y el algebra de Lie de Gy es g;. Luego el nicleo de su diferencial [: £y —
al(g_1) es g1. Ademas, del lema 4.2.3 se sigue que fo(X) = x(.X) y que
fH(X) = X'(j«X) para cualquier X € & = T,(G).

Como x y X’ son equivalentes, existe una funciéon F': P — g; verificando
que

F(za) =F(z)a z€ P, a € Gy,
X' —x=10,F]
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En consecuencia, para X € & = T,(G),

foX) = folX) = (X = X)(5:X) = [00.X), F(5)],

pues si X € T.(G), entonces j, X € Tag ). Como se vio a lo largo de la
demostracién de la proposicién 4.2.2, 05(7.X) = 6~ (7p.ju X) = 67 (1. X) =
c(X). Asi,

fo(X) = fo(X) = [e(X), F(0)], X €g.
y basta fijar £ = —F(0) € g;. O

Debido a esta proposicion obtenemos una aplicacion @ entre el conjunto
de Lg-estructuras llanas G-invariantes sobre M = G/H y el conjunto de
clases de equivalencia de (G'P)-homomorfismos. Nuestro objetivo es de-
mostrar que ® es una aplicacién biyectiva. Empezamos viendo que ¢ es
inyectiva:

Proposicion 4.3.2 Sea ® la aplicacion que hace corresponder a cada Lg-
estructura G-invariante y llana (Q,w) sobre M = G/H la clase de equiva-
lencia del (GP)-homomorfismo f = j*w: & — £ dado en el teorema 4.2.2.
Entonces ® es inyectiva.

Demostracién:

Sean y y X' 1-formas de conexién sobre P tales que [x]| y [x/] sean Lg-
estructuras llanas invariantes. Sean f y f’ los (GP)-homomorfismos corres-
pondientes a x y X’ respectivamente. Supongamos que f es equivalente a f’,
es decir, que existe £ € g1 tal que f) — fo = [¢, f-1]. Debemos probar que y’
es equivalente a x.

Como [x] y [X/] son invariantes, existen funciones g;-valuadas F, y F!,
dependiendo de a € G, verificando que

F,(2b) = Fu(2)b,
Fo(2b) = Fy(2)b,
para todo z € Py b € Gy, y tales que para a € G,

(Tél))*x - X = [97 Fa]a
(Tél))*xl - X/ = [9> Fé],

puesto que 7,: M — M es una Gg-transformacién para cualquier a € G.
Ademas, por el lema 4.1.3, es
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Fu=Fy+ 7" F,,
Flb — FI (1)*F/

para a, b € G. Necesitamos la siguiente propiedad:
Lema 4.3.1 Para todo a € H se verifica que py(a) = & + Fo(0) — F.(0).

Demostracion:
Por el lema 4.2.3 tenemos que

fO( ) (]*X>7 fé = XIG*X>7
para X € & = T,(G). Por tanto, tenemos que, en e € G,

X(:X) =X (0:X) = fo(X) = fo(X) = [f-1(X), ¢]
=[e(X).§] = [07(mX). €] = [05(:X). €],

en virtud de lo visto en las demostraciones de la proposicién 4.3.1, del teorema
4.2.2 y de la proposicion 4.2.1 y del hecho de que f sea equivalente a f’. En
consecuencia, en o € P es

x—xX =10,

En efecto, es suficiente que y—x' y [0, £] coincidan sobre j,(T.(G)), porque
7+(T.(G)) contiene un complementario del subespacio vertical de T5(A) (pues
j = [o j v 75(T.L) contiene un complementario del subespacio vertical de
Tj)(Q)) ¥ porque sobre vectores verticales ambos miembros de la igualdad
se anulan: si A € gy, se tiene que XO(A ) = A = x5(A%); ademas, 05(A%) = 0.

Luego, como (7" y — (ri")*y' = [0, Fu] — [0, F!] + x — x/, resulta que
en o€ P es

() x = (7YX = 10,6 + Fu(6) — F;(3)).
Ahora, para X € T5(A) y a € H se verifica que

Ad(pr(a™ )X ((Rpy@-1)«(16)X) = By, gy X (Rpy a1 (7)) X)),

porque x es una l-forma de conexién y verifica que Rjix = Adar (071X,
para todo b € GL(g_1). En consecuencia, si a € H,
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Ad(p1(a™)X(Rpy(@)-1)« (167):X) = X(Rpa(@) (R a1 (74)u X))

= X(Reu (1), X) = x((r{V).X) = (747)"x(X).

Se sigue, por consiguiente, que

(Ta)X(X) = (70) K (X) = Ad(pr(a) ) (x = XN (Rpy@-1) (7)) X)

= Ad(p1(a) ) O((Rpy(a)1)<(7").X), €] = Ad(pr(a) ) [pa()0(X), €],

por el punto i) del lema 3.3.2; con lo cual

O((Rp,(a)-1)+ (7). X) = pr(@)0((7V)..X)

y 0((7’51))*)() = (TC(LI))*Q(X) = 0(X) por ser 7, una Go-transformacion y ser,
por tanto, 7D un Gy-isomorfismo para todo a € G.
De esta manera, para a € H,

(T X (X) = (17)* X (X) = Ad(pi(a) H)[pa(@)8(X), €] = [0(X), Epa(a)]

pues, en general, Ad(g )z =29y Ad(g)r =g 'z paraz €g |,2€91y
g € GL(g_1). Se sigue entonces que

[Q’ gpl(aﬂ = [07 5 + Fa(a) - F(;(éﬂ

en 0 € P,y puesto que 6: T;P — g_; es sobreyectiva, el resultado se sigue
de la transitividad de £. U

Continuando con la demostracion de que ® es inyectiva, vamos a construir
ahora una funcién F': P — g; como sigue: cualquier punto z € P se expresa
de la forma

zZ = aog

donde a € Gy g € Gy, y donde ao = Tél)(()) denota la accién de G por la

izquierda sobre P. Asi, a0 “mueve” la referencia o en el origen de M a una
referencia en 7,(0) = aH, y (a0)g traslada dicha referencia en 7,(0) a todas
las referencias que se encuentran en la misma fibra.

Definimos entonces

F(z) =¢&g+ F,(0)g — F.(0)g,
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que en efecto pertenece a g; porque para cualquier £ € g y g € GL(g_1) (en
particular g € Gy) es g € g;.

Es claro que F verifica que F'(zb) = F(z)bparaz € Py b € Gy. Ademds,
F esta bien definida. En efecto, para ello bastara probar que si a6g = 0, con
a € Gy ge Gy, entonces,

F(0) = & + Fe(0) — F{(0) = (§ + Fu(0) — F,(0))g-
Ahora bien, puesto que aog = 0 y dado que el diagrama

(1)
p =, p
7TPl l7TP
G/H "= G/H

es conmutativo, se deduce que

o= H = 7p(6) = np(adg) = 7p7i(69) = (7, 0 7p)(69)
= 1,7p(09) = Ta(mp(0)) = aH,

de donde, necesariamente, debe ser a € H. Por otra parte, debe ser ao =
Tél)(5> y si consideramos 6 como un isomorfismo 6: T,(M) = R" — T,(M)

entonces la accién anterior estd determinada por

7i0(0) = (7a)+(0) © 6= pr(a) 0 6 = dps (a),
ya que la accién por la derecha de GL(g_1) sobre P esta definida por

(p,a) € Px GL(g-1) —»aope P.
Es decir, adg = 6 implica que ao = 6¢g~*, y, por lo que hemos visto, debe

ser g=pi(a™!) yae€ H.
En consecuencia, por el lema anterior, y ya que a € H, es

F(adg) = £g+ Fa(0)g — Fo(0)g = (§+ Fa(0) — F3(0))g = &pa(a)g
=¢pa)pi(a’) =E=¢ple) = Ee+ Fo(6) — F/(0) = F(5).

Finalmente, la igualdad x — x’ = [, F] se verifica sobre P, con lo cual,
resulta que x y x’ son equivalentes y ® es inyectiva.
0

Sea M = GG/H un espacio homogéneo en las condiciones anteriores. Para
demostrar que ® es sobreyectiva, dado un (GP)-homomorfismo f: & — £
con condicion inicial 0, debemos construir una Gg-estructura G-invariante
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P C FM y una conexién x libre de torsién sobre P de modo que (P, [x])
sea una Lg-estructura llana e invariante cuyo correspondiente (GP)-homo-
morfismo sea f. Ademas, debemos construir un homomorfismo de fibrados
principales sobre M, j: G — P, tal que j(e) = 6 y que sea compatible con un
homomorfismo de grupos de Lie p;: H — [(Gy), cuya diferencial coincida con
fo. Mas aun, dado que (P, [x]) determina una estructura de Cartan (Q,w)
que se proyecta sobre P y que f debe coincidir con j*w, debemos construir
una j(Lg)-estructura holonémica de segundo orden G-invariante Q C F*M
y un homomorfismo de fibrados principales j: G — () compatible con un
homomorfismo de grupos de Lie po: H — Lo = j(Lg) cuya diferencial res-
tringida a $) coincida con la restriccion f|g, todo ello sujeto a las condiciones
de compatibilidad naturales expuestas en la primera secciéon. Para tal fin
necesitaremos los resultados que siguen.

Lema 4.3.2 Sea §: & — & una derivacion. Para todo X, Y € & se tiene

n

Y, X] = (~1) (?) 5"y, 57 X] .

J=0

Demostracion:
Por comodidad, utilizaremos la notacion

XY =[X,Y].

Desarrollando el miembro de la derecha en la expresién del enunciado se
obtiene que

n

Z:;(—w' (?) S (VoI X)

=2 <Z>(5“Y>(5bX>+(—1)l(7f> > (2)(50Y)(5d+1)<)

a+b=n ct+d=n—1

()H;;QGQ 6742
(})eriex)

() 2
(Vv o

utv=1

i+j=n—p

u n

..+ (—1)"—1( > )Y(é”X)

(% n
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— (0"Y)X + (T) (6"1Y)5X + (72‘) (6"72Y') (5% X))
bt <nﬁ 1> (6Y)(0" ' X) + Y&" X
- (”) (6" Y)6X + (” | 1) (6"72Y)(62X)

(
("Y' ) X) + -+ (” - 1)Y(5”X)}

(") e e e (1) vy

Fo (=1 (n " 1) {(BY)(6"1X) + Y (6" X))} + (—1)" (Z) Y (6"X)

—enx () - ()
A)= () )+ G ne
() - (G2 6)622)
- (”) <” B 3> b (=1)P (Z) YY) (67 X)

3)\p—3
o {1 (T) + (Z) - (Z) bt (C1)MY (7 X).

~—
~~

S?
n n\/n-—1 n\/n—2 n\/n—3 n
— — o (=1)P =0
<p) (1> <p—1> " <2) (p—2) (3> (p—3) oot =) (p) ’
para todo p = 1,2, ...,n, lo que se sigue del hecho bien conocido de que si

n € N, entonces, para todo p = 1,2,....,n y para todo k£ = 0,1, ..., p se tien

que
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n\(n—~k\ (n\/[(p
E)\p—k) \p/\k/)

Lema 4.3.3 Denotemos por p,: £ — @, la r-ésima proyeccion parar = —1,
0,1. Sean X €g_1,Y,Y €90 y Z € g1. Se verifica entonces que

O

i) po(ad(Y + Z)"Y") = ad(Y)"Y”,
i) po(ad(Y + Z2)"X) estd dado por
po(ad(Y + 2)"X) = ad(Y)" tad(2)X + ad(Y)" ?ad(Z)ad(Y)X
+... +ad(Y)ad(Z)ad(Y)" 2 X + ad(Z)ad(Y)" ' X.

Demostracién:
Teniendo en cuenta que ad(Z)Y’ € g; y ad(Z)?Y’ = 0, resulta que, al
aplicar

ad(Y + 2)" = ad(Y)" + ad(Y)" 'ad(Z) + ad(Y)" ?ad(Z)ad(Y)
+...+ad(2)ad(Y)" ' + ... +ad(Y)ad(Z2)" ' + ... +ad(Z)" ad(Y) + ad(Z)"
a Y’ se obtiene
ad(Y + 2)"(Y")
=ad(Y)"(Y") + ad(Y)" 'ad(Z)(Y') + ... + ad(Z2)ad (V)" (Y") + 0,
de donde se sigue i) pues
po(ad(Y)" tad(Z2)go) = ... = po(ad(Z)ad(Y)" *g¢) = 0.

La demostracién de ii) la haremos por induccién en n. El resultado es
obvio paran = 1. Supongamos cierto el resultado para 1 < n < k. Pongamos

X' =[Y,X|€g1,Y =[Z X] € go. Entonces

ad(Y + 21X = ad(Y + 2)ad(Y + 2)X
=ad(Y + 2)"{[Y, X] +[Z, X]} = ad(Y +2)*X' +ad(Y + 2)*Y".

Del apartado i) se sigue que po(ad(Y +2)*Y’) = ad(Y)*ad(Z) X mientras
que, por hipdtesis de induccién,
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po(ad(Y + Z)*X") = ad(Y)*'ad(2) X’ + ... + ad(Z)ad(Y)* 1 X’

= ad(Y) " ad(Z2)ad(Y)X + ... + ad(Z)ad(Y)* Tad(Y) X,
y sumando se sigue el resultado. O

A continuacién se construye una aplicacion

{rac€H—¢(a)egi=91",

que se utilizara para expresar la aplicacion py en el teorema 4.3.1. Esta
aplicacién generaliza la dada por Agaoka para el dlgebra £ = sl(1 +n,R) =
R*®gl(n,R)® (R™)*. Agaoka [1] da el enunciado, y unas breves indicaciones
como demostracion. En particular, afirma que para todo Y € $ es

[e.9]

Fo W) 1Y)

E(expY)
k:O

La demostraciéon detallada para £ = g1 @ go @ g; arbitraria es laboriosa
y se debe a J. F. Torres. Se utilizara el isomorfismo

Z€gr— ¢z =DBe(—,Z) €974,

que hace equivalentes a las representaciones de Gy en g; y g*, dadas, para
todoa € Gy, Z €91y X € gy por

N(a)(Z) = Adw(a)(2),

A (a)(¥) =1 o A(a),

siendo A: Gg — GL(g_1) la representacién lineal de isotropia de L /Ly, que,
recordemos, esta dada por

Aa)(X) = Adg(a)(X).

También consideraremos p;: H — A(Gg) como si tomara valores en Gy
cuando sea oportuno.

Proposicién 4.3.3 Sea f: & — £ un (GP)-homomorfismo. Entonces,
existe una unica aplicacion &: H — g1 = g*, verificando que
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i) Para todo a, b € H es

§(ab) = £(b) + &(a)p1 (D),

pensando los elementos de g1 como elementos de g*,, o equivalente-
mente,

&(ab) = £(b) + Adr(b™)€(a),
si no hacemos tal identificacion.

ii) Para todo a € H es

Adp(pi(a)™') o foo Adg(a) — fo = [f-1.&(a)].

Demostracién:

En primer lugar, notemos que la composicién Ad(p;(a)™!)o fyo Ad(a) es
efectivamente una aplicacién de & en gy porque Ad(a): & — &, fo: & — go
v Ad(p1(a)™!) es un endomorfismo de gy porque hemos probado en la seccién
anterior que

p1(H) C U(Go).
Notemos también que para cualquier X € &, se verifica que [f_1,{(a)](X) =

[f-1(X),&(a)] € go. La unicidad de &(a) se sigue de la transitividad de £
y de que f_1 = c es sobreyectiva. Recordemos que p,: £ — g, denota la

r-ésima proyeccion, r = —1, 0, 1.
Puesto que H es conexo, para todo elemento a € H existen Y7,...,Y, €
tales que

a=exp(Y1)...exp(Ys).

Supongamos primero que
a =exp(Y)

con Y € § y definamos

@) = =3 R A,

Denotando

podemos expresar £(a) como
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[ — ead(—fo(¥))
AR
Nétese que ed(—00)) = Ad(exp(—fo(Y))).

Si probamos que £(a) satisface la igualdad pedida, entonces, autométi-
camente &(a) estard bien definida sobre exp($)) C H, por la unicidad de

§(a).
Si&(a)y &(b) (a, b€ H) verifican dicha ecuacién, definimos

H(Y)

§(ab) = &(b) + &(a)p1 (b),

pensando los elementos de g; como elementos de g*,, o equivalentemente,

£(ab) = &(b) + Adp (b™")é(a),

si no hacemos tal identificacion. Por ser H conexo obtendriamos una apli-
cacién £: H — g; correctamente definida. Sea Z = fy(Adg(exp(Y))X), X,
Y € 9. De la conmutatividad del diagrama

) fO_ZP)l gl(g-1)

exp | | exp
H L GL(g,l)

se sigue que

Aay(@R(MMNZ = {ep(ads (V)12
= (e 7 = (YD) £ (Ady (exp(Y)) X)
— (=Y pr(Adg(exp(Y))X) = ead(p1(= Y))pl(ead(Y)X)

1
_ ead(Pl(_Y))pl(X +[Y, X] + §[Ya Y, X]]+..)

— ) () (X + [ (V), pr(X)] + %[pl(Y), [o1(Y), pr(X)]] + )

— (=)o (V) (X)) = eIV 5 (XY — (X)) = fo(X),

donde se ha usado el punto 2 de la definicién 4.2.2 y el hecho de que ad(p;(—Y"))
y ad(p1(Y")) conmutan. Luego,

Ad(pi(exp(=Y))™") o fo o Ad(exp(Y)) = fo

y la igualdad Ad(pi(a)™') o fo o Ad(a) — fo = [f_1,&(a)] es cierta, para
a=exp(Y) € H,en $H, pues f 1 =0en .
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Denotemos
f*=Ad(pi(a) ") o foAd(a): & — L.

Se trata de ver que pof® — pof = [f-1,&(a)].
Sea entonces X € £. Se tiene que, como a = exp(Y),
F(X) = Ad(pi(exp(=Y)) ™) o f o Ad(exp(Y)) X
= Ad(pi(exp(=Y))™") o f o (M)X).

Como f es un homomorfismo

FUX) = Ad(py(exp(—=Y)) ") 0 eI (fX).

Por otra parte, pr conmuta con Adyg(z) para cualquier z € Gy. Luego,

Po(f*(X)) = po{Ad(ps(exp(~Y)))(e*) fX)}
= po{Ad(exp(p1 (=) () fX)} = po{Ad(exp(fo(—Y))) (™) fX)}

= Ad(exp(fo(~Y))) 0 pofe® M) FX) = RN Ip($7 2 (ad(£Y))" £ X).

n=0
donde se ha usado que exp(p;(=Y)) = exp(fo(=Y)) € Gy, pues p1(=Y) =
fo(=Y) € go, ¥y que p; es un homomorfismo de algebras .
Escribiendo fX = f 1 X + fo X + f1X, se tiene, para todo Y € ), que
Y = foY + f1Y porque f_1Y = 0. Teniendo presente que

o0

po(e*) 1) = po(£) + po([Y, FX]) + 5pol[FY, [FY, X)) + .

resulta que

polfX, fY] =polfoY + fiY, fo X + foX + f1.X] = [fY, foX] = [f-1 X, AiY].

Por otra parte,

polfY, [fY, fX]] = polfoY + [1Y, [foY + 1Y, f1 X + foX + f1X]])

= [foY, [foY, foX]] + [foY, /Y, fo1 X + [AY, [foY, f-1 X]],

y, en general, se sigue que
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po(ad(fY)"fX) = po(ad(foY + f1Y)"(f-1 X + foX + f1.X))

= po(ad(foY + f1Y)" f1X) + po(ad(foY + f1Y)" foX)
—l—pg(ad(fOY + f1Y)nf1X)

= po(ad(foY + f1Y)"f1X) + po(ad(foY + f1Y)" foX)

= po(ad(foY + f1Y)" f21.X) + po(ad(foY)" foX).

En efecto, basta tener en cuenta que po(ad(foY + f1Y)"f1.X) = 0 y el
lema 4.3.3, apartado 1i).
Volvamos al resultado principal. Tenemos que

— 1
Po(e adfy)fX ) =DPo Z; ad(fY))" fX)
n=0

=3 polad(foY + AV X + foX + fiX)]

n!

n=0

l [(ad(foY + f1Y)"f21X) + (ad(foY)" foX)]

nl

o0

Z% ad(foY)"tad(f1Y)fo1 X + ad(foY)"2ad(f1Y)ad(foY) f_1 X
+... .+ ad(le)ad(fOY)”flf,lX —+ ad(fOY)"fOX]
Calculamos entonces

oo

PNy 2 ad(fY))" £X)

n!
n=0

o0

Z [ad(foY)" ad(f1Y) 1 X

ad(foY)" “ad(f1Y)ad(foY)f-1 X
+...+ad(fiY)ad(foY) L X +ad(f,Y)" foX]),
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donde se conviene en que ad(fyY)™? =0 para p > 1.
Ahora bien, de la conmutatividad de ad(—fpY) y ad(foY") se sigue que

=1
e2d(=fo Y) Z_| (ad(foY )" foX)
n!
n=0

— ad(=fo(Y)) gad(fo(Y)) foX = ead fo(Y))+ad(f0Y)f X = fuX

y tenemos por tanto que probar que

CROD(S™ L (ad(foY )" ad ()X
n=0

+...+ad(fAY)ad(foY)" T f1X))

1
:[kZ:O (it ) ad(foY)" 1Y, fo1X].

Obsérvese que para n = 1 el sumando

ad(foY)" tad(£1Y) f1 X +ad(foY)" ?ad(f1Y)ad(foY)f 1 X

“+... .+ ad(le)ad(fOY)”flf,lX

debe leerse como ad(f1X)f_1Y = [f1Y, f-1X], con lo cual, se debe probar
que

CRONAY, fo1X]
(=fo(¥)) ini ad(foY )" tad(f1Y) f1 X
n=2

+ad(fOY)"Jad(le)ad(on)f_lX
+ + ad(le)ad(on)”_lf_lX)

= [AiY, faX] +

) AY, faX].

k:l
Maés ain, puesto que

[e.e]

ASON[Y, fX] = [AY, faX]+ D %ad(—on)"[le, f1X]
n=1
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= [AY, fo X] + Z n, Y)"[f1Y, f1 X],
n=1
reducimos la expresion a
Z | [le f—lX]
n!

n=1

=1
+eMCEPD (N " —(ad(foY )" ad(fiY) f1 X

n!
n=2

+...+ ad(le)ad(fOY)"_lf_lX)

Z Y AY, faX],
=1

o bien, finalmente, a

Z (—1|)” ad(foY)"[f1Y, f-1X]

£33 E (e ay ad () 11X

+... +ad(fi¥)ad(foY)!f1X)

s ﬁad(—on)kle, fax]

Efectuaremos la demostracion por inducciéon en el niimero de productos
corchete que aparezcan en cada sumando, lo que podriamos llamar “grado”
de cada sumando. Para ello, y por comodidad, denotaremos fyY = Y,
Y =Yy f.1X = X_ 4. Supongamos entonces que en el primer miembro
de la igualdad anterior hacemos n =1y p+ ¢ = 1. Entonces, se tiene

—ad(Y)[¥h, X 1] + i (ad(%)ad (V1) X 1) + o (ad(¥1)ad (Yo) X )

= —{Yo, [, X o]l + Yo, 5, X o]+ %3, o, X1
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1 1

= —g¥o, M, Xl + 5[, [Yo, X]]
— %{—[YO, Y1, X4]] — Y1, [X 1, Yol]
1 1
- §[X_1, [Yo,Y1]] = —5[[3/0,3/1]7)(—1],
y como
S G I AN X ) = (3 G ) Y, X

resulta que paran = 1y p+q = 1 nos ha quedado el sumando correspondiente
a k =1 en el segundo miembro.

Supongamos ahora n = 2y p+ ¢ = 2. En el primer miembro de la
igualdad tenemos que

Sad ¥, X ]+ o {ad (Y ad (V)X
tad(Yo)ad(Y)ad(Yo) X_1 + ad(Y1)ad(Ye)2X_,}
1) g5ad (V) ad (¥)ad (V)X 1+ ad(¥1)ad(Ye)X ]
= Sad(Y PV X))+ cad(Yo)ad(¥i)X
Fgad(¥0)ad(¥)ad(¥o)X 1+ cad(¥i)ad(¥p)?X

—5ad (0 ad(Y)X o~ Zad(Yo)ad(¥i)ad(Yo)X

1 1 1
= zad(Y5)*ad(Y1) Xy — ad(Yo)ad(Y1)ad(Yo) X1 + cad(Y1)ad(Yo)" X

= < [¥o, Y%, Vi, X ] = 5%, (%6, X 1]

Y, [FolYe, X 1)

Ahora bien, usando la identidad de Jacobi, se tiene que

Yo, Yo, Y1, Xl = —=[¥o, V1, [X 0, Yo]l] = [Yo, [Xa, [¥o, Vi)
= [Yo, M[Yo, X4]]] = [[¥o, 1], [X1, Yol] = [X o, [Y0, [Yo, Ya]]]-
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Por otro lado, de nuevo por la identidad de Jacobi,
D/h D/Oa D/baXle] = _[%7 [[}/OaXfl]a Y’l]] - [[}/OaXfl]a [}/17 }/0]]

de donde resulta que

1 1
éad(YO)Qad(Yl)X_l + 6ad(yl)ad(yo)QX_1

A R A RPN

X o B0 Yl = 5[, [, Xl i)

| =

_é[[yo,x_l], V2. Yol)-

En consecuencia,

S, al¥e, Xalll — X ¥, [¥o, Vil]
o Y6 Xl V)~ 3DV, (Y, X))
-1 1

= 5 X o, o nll] = [, Yo, il Xl

De este modo, paran =2y p+q = 2, el calculo efectuado nos da el valor
del segundo miembro de la igualdad para k = 2, es decir,
1 (—1)? 2
5[[%;[}/07}/1”;)(71] = [ 3! ad<f0Y> fl}/? f*lX]'
Veamos entonces el caso general. Para abreviar, denotaremos, a partir de
ahora y hasta el final de la demostracion,

AB = [A, B).

Para un ntmero natural n cualquiera y p + ¢ = n el sumando que se
obtiene es

(_nl,)n%n(ile—l)

(-1)° 1

o T U9 X)X (X))
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o+ Yo (YT X)) + V(Y X}
+%%%{%"—1(1/1X_1) + Y (Yi(Yo X))
o V(Y X))

(- 1
pl (g+1)!
o+ Yo(Yi(Y T X)) + Vi(YiX 1))

(=)~ 1

+... 4+ CES 1)!Y0n*1{Y0(Y1X—1) +Y1(YoX0)}

+... +

YH{YJ(YI X)) + Y (Vi (YoX1h))

=Yg (X 1) + et Yo (Y0 X ) + oo+ ey Y0 T (YT X))
Fo A+ aYo(Vi(Yg ™ X)) + coVi(Yy X o).

Nuestro objetivo ahora es el calculo de los coeficientes ¢, j =0, 1,2, ..., n.
Se tiene:

Lema 4.3.4 Con las notaciones anteriores

—1)nts
cn_j:( ) (n> i =0,1,2,....n.

(n+1)!'\y

Demostracion:
Calculemos el coeficiente ¢,. Se tiene que

_ (=) 1 (=1, (=1
Y R P R T
(=r 1 (=H"'1
e pl (¢+1)! * (n—1)12!
G T < G VO
- nl + purd pl (n+1-p)!
_ e (Dt 1)!
_(n+1),{( D' (n+1) + p:op'(”“—f?)!}
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~mm (1))

S\ p
o (e - (e -

— 0 (0 ) e = e = S

(n+1)! n+1 (n+1)!

Anélogamente, el coeficiente ¢, de Y7 ' (Y1(YoX_1)) es

1 (=) (=17 (=1r 1 (=)~ *'1
I T T R W P YRR e DT

(=1)" ()" n+1) _ (=1)" N (=)™ (n+1)
(n+1)! (n+1)! (n+1)!

_ 1 n nt1 _ (=" (=p+t
= (YT EDT D) = T

Del mismo modo,

(=1+n+1)=

1 (-1) (-1)? (- 1 ()" 21
e B e L B 7§ By o) T

SR e S <

T — 1 (D 20— 1)

G e Ul ey (O] )

:Enlﬁn;( _<n;1>) - ((n+)"1+)1(n_(n+21)n)
Gt = St )

Supongamos, por induccién, que
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para j = 0,1,2,...,p, siendo p < n. Entonces, para j = p + 1 se tiene que

e <_1>_n+p(n) e
P (n—p)p+1)! (n+ 1! \p p)l(p+1)!
(—1)

) -, - S0
() -Gh) - TG -G
- i)
Asi, para p = 0,1,2,..,n, el coeficiente c,_, de Yo" P(Y;(Y?X_1)) en
=05 £, (e10V) X) o
o ((;3 1! (p)

Esto concluye la demostracion del lema 4.3.4. 0

La prueba de que Ad(pi(a)™) o fo o Ad(a) — fo = [f-1,&(a)] es ahora

consecuencia del lema 4.3.2.
Veamos finalmente que &(ab) = £(b) 4+ &(a)p1(b), con a, b € H, verifica

Ad(pi(ab)™) o foo Ad(ab) — fo = [f-1,€(ab)].

Desarrollando esta expresion se obtiene

Ad(pi(ab)™") o fo o Ad(ab) = Ad(p1(b) " pi(a) ") © fo o Ad(ab)

= Ad(p1(b)) " Ad(p1(a)) " o fo 0 Ad(a)Ad(b) = [f-1,€(ad)] + fo

= [f-1,€(b) + &(@)p1(D)] + fo = [f-1,€B)] + [f-1,€(a@) p1(D)] + fo,
de donde

Ad(p1(ab)™") o fo o Ad(ab) = Ad(p1 (b)) " o ([f-1,€(a)] + fo) o Ad(D)

— Ad(p1()) ™ 0 ([f-1,£(@)]) © Ad(B) + Ad(py(8) " o fy 0 Ad(D)
= Ad(p1 ()™ 0 ([f-1,&(a)]) 0 Ad(B) + [f-1, ()] + fo.

Por tanto, bastara ver que
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Ad(p1(b)) ™" o ([f-1,£(a)]) 0 Ad(b) = [f-1,&(a)ps(b)]-
Ahora bien, como Ad(p; (b))~ '¢(a) = £(a)p1(b), dado X € & se tiene que

Ad(pi (D))~ o ([f-1,€(a)]) 0 Ad(b)(X)
= Ad(p1(0))7" o [f-1(Ad(D))(X), &(a)]
= [Ad(p1(0)) ™" © f-1 0 Ad(D)(X), Ad(p1 (b)) &(a)],
y s6lo nos queda justificar que

Ad(pi (b)) o frr 0 Ad(D) = fou,

lo que se sigue de que el diagrama

~

—1

I

g-1
1 Ad(p1(0))

N g_l

Ad(b)

G — G
™

es conmutativo.

Esto concluye la demostracion de la proposicion 4.3.3.
0

Usaremos dos veces el siguiente resultado, para construir los fibrados G-
invariantes P C FM y Q C F?M asociados a un (GP)-homomorfismo.

Proposicion 4.3.4 Sea M una variedad arbitraria. Sean mi: P1 — M un
fibrado principal con grupo de estructura Hy y wo: Po — M un fibrado prin-
cipal con grupo de estructura Hy. Sea F': Py — Py un homomorfismo de
fibrados principales compatible con un homomorfismo ¢: Hy — Hy de gru-
pos de Lie cuya imagen ¢(Hy) estd contenida en un subgrupo de Lie regular
K C H,. Entonces el conjunto

P={F(uk;,uePy, ke K}
es una K-reduccion de P, cuya proyeccion wp es la restriccion map, y F

induce un homomorfismo de fibrados principales F:P - P, compatible con
¢, dado por

F(u) = F(u).

St ademds G es un grupo de Lie que actia por la izquierda sobre M, P,
y Po de modo compatible con las proyecciones w1, mo y con F', entonces G
actia por la izquierda sobre P de modo compatible con la proyeccion mp y
con F.
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Demostracion:

Para probar que mp: P — M es un K-fibrado principal con la topologia
relativa de P C Py podemos recurrir al hecho de que P es isomorfo de modo
natural a la ¢-extensién (véase [43], vol. II, cap. V, pag 201)

Py =P1 xu, K,

que, como la notacién sugiere, es el fibrado asociado a P; de fibra K, sobre
el cual actia H; por la izquierda a través del homomorfismo ¢ del modo
siguiente:

(a,k) € HH x K — ¢(a)k € K.

El isomorfismo natural entre P, y P estd dado por

Alternativamente podemos probar que P es el espacio total de un K-
fibrado principal comprobando que la restriccién Tp de cualquier trivializa-
ciéon T, de Py a todo abierto de trivialidad U de M que sea de trivialidad
también para P; es un homeomorfismo

T=Tp: 7, (U)y=PnNmy (U) - U x K,

y viendo que en la intersecciéon UNU’ de dos de estos abiertos la composicion
T"oT~! es un difeomorfismo. Aplicamos entonces la proposicién X, pag. 39,
de [43], vol. I, y obtenemos que P es una variedad diferenciable y el espacio
total de un K-fibrado principal con las trivializaciones dadas.

Finalmente, si suponemos ademas que tanto la variedad M como los
fibrados principales P; y P, son G-invariantes respecto a tres acciones por
la izquierda del grupo de Lie G compatibles entre si, entonces es inmediato
que la restriccion a G x P de la accion G x Py — Py de G sobre Py toma
valores en P y define una acciéon por la izquierda de G sobre P que deja P
invariante.

O

Lema 4.3.5 Sea f: & — £ un (GP)-homomorfismo de condicion inicial
0:R"=g1— &/9H =T,G/H). Eziste un homomorfismo del H-fibrado
G — M =G/H en el fibrado FM — M de referencias de M,

j: G — FM,

compatible con el homomorfismo py = Ade,g, y verificando que
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j(e) =0,
siendo Adgq: H — GL(®/$) la representacion lineal de isotropia de G/H.

Demostracion:
Basta definir para todo a € GG

j(a) = Tél)(é) = T4, (0) 0 0.
O

Lema 4.3.6 En las condiciones anteriores, el conjunto P C FM dado por

P=1{j(x)\a); v €G, ac Gy}

es el espacio total de una Go-estructura sobre M, siendo la proyeccion

mp: P— M
la restriccion de la proyeccion natural wh: FM — M.

Demostracion:
Es un caso particular de la proposicion 4.3.4.

La siguiente propiedad generaliza el lema 2.16 de [1].

Teorema 4.3.1 Dado un (GP)-homomorfismo f: & — £ existe un unico
homomorfismo de grupos de Lie py: H — Lg tal que [ o po = py y tal que la
diferencial de py coincide con la restriccion de f a $).

Demostracion:

La unicidad es evidente porque H es conexo. Probaremos la existencia.
Para a € $ denotaremos por {(a) al elemento de g; dado en la proposicién
4.3.3. Usando ¢ definimos po: H — L por

pa(a) = (io 0 pr)(a) exp{=£(a)}), a € H,
donde exp{—¢&(a)} € G1 C Ly y ig(p1(a)) € Ly. Asi,

Lo pa(a) = I((ig 0 p1)(a) exp{—E(a)})
= (lodg o pr(a))(l(exp{—£(a)})) = p1(a)
pues [ o iy = id y exp{—&(a)} € Gy = ker(]).
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Veamos que p; es un homomorfismo de grupos. En general, la igualdad
&(ab) = &(b) 4 &(a)p1(a) se puede interpretar como

£(ab) = €(b) + Adg, (p1(b)) ' (&(a)),
porque p1(b)~t € GL(g_1) y &(a) € g1. Se tiene asi que, como la aplicacién
i9: Gog — Lg es la inclusién,
p2(ab) = (i o p1)(ab) exp(—¢(ab))
= (10 © p1)(a)(io © p1)(b) exp(=E£(b) — &(a)p1(D))
Ahora bien, g; es abeliana y en general exp(A) exp(B) = exp(A + B) si

y sblo si [A, B] = 0. Luego

pa(ab) = (io © p1)(a)(io © p1)(b) exp(—£(b)) exp(—§(a)pr (D))

= (io © p1)(a)(io © p1)(b) exp(—&(a)pr (b)) exp(—£(D))
= (ig 0 p1)(a)(io © p1) (b) exp(—Ad(p1 (b) " )€(a)) exp(—£(D)).

Si denotamos por A,: y € Ly — A,(y) = zyx~' € Ly el automorfismo
de conjugacién por x € Ly, de la conmutatividad del diagrama

Ad x
g, "l o
exp | | exp
L, 25 L

se sigue que xexp(Y)x™!

p2(ab) = (io © p1)(a)(io 0 p1)(b) exp(—Ad(p1(b)")(£(a)) exp(—£(b))

= (io o p1)(a)(io © p1) (D)1 (b7") exp(—&(a)) p1 () exp(—£(D))
(i0 © p1)(a) exp(—=¢(a))(io © p1)(b) exp(=£(D)) = pa(a)p2(b),

es decir, ps es homomorfismo de grupos.
Sea ahora Y € $ arbitrario. Como

d
* 0)— = }/;37
(eXpY> ( >dt/0
se sigue que

d

(p2)«(Ye) = (p2 0 eXpY)*(O)E/o'
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Ahora bien, si p denota el producto en Lo, A:t € R — A(t) = (¢,1) la
aplicacion diagonal, y ¢, ¥: R — Lg son tales que

p(t) = (io 0 pr o expy)(t) , ¥(t) = (expo(—=E) o expy (),

se tiene que

(p2 © expy)(t) = (i © p1 © expy)(t) exp{—E(expy 1)}
= @()P(t) = (no (¢ x ) o A)().
Puesto que ¢(0) = e = ¢(0), tenemos, usando la regla de la cadena, que

(p2)«(Y) = (o (@ x 1) o A)(0)— = (e, e)(¢'(0),¢'(0)) = ¢'(0) +¢'(0).

Por otra parte

¢'(0) = io.(e)(pr)«(€)Ye = din(p1(Y)) = p1(Y) = fo(Y),

mientras que

¥'(0) = (expo(=¢))s(e)Ye

= exp,(0) o (=£).(e)Ye = (=E)(e)Ye = (=€ 0 expy).(0),

donde se ha usado que exp,(0) es la identidad. Pero

o

(=&) o (expy)(t) = (=) (exp(tY)) = Zmad(—fo(ty))kfl(ﬁ)

= AUY) + =), AW+ = LAWK + Y)Y +
Por consiguiente,

(=&)(exp(tY)) — L exp(e))

Y'(0) = (=€ o expy)'(0) = lim

t—0 t
~ thHi(Y)+ %[—tfot(y),tfl(Y)] +o L),

Resumiendo,

(p2)+(Y) = ¢'(0) +¢'(0) = fo(Y) + 1(Y) = f(V),
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ya que f_1(Y) = 0 para todo Y € $. Hemos probado asi que la diferencial
de ps es la restriccion de f a .
O

El siguiente resultado aparece para el caso particular de estructuras pro-
yectivas en [1], Lema 2.17. Su demostracion se adapta sin dificultad

Teorema 4.3.2 Sea f: & — £ un (GP)-homomorfismo de condicion inicial
0. Fijado o € F*M tal que wi(of) = 0, existe un homomorfismo del H-

fibrado G — M = G/H en el fibrado F*M — M de referencias holondmicas
de sequndo orden de M,

j: G — F*M,

compatible con el homopwrﬁsmo p2 construido en el teorema precedente, y
que verifica que loj =7 y jle) = 0.

Demostracion:

Sean {U, }aeca un recubrimiento abierto localmente finito de M y { fa}aca
una particién de la unidad subordinada a {U, }ac4. Para cada a € A fijemos
una seccién o,: U, — G verificando que o,(0) = e si o € U,. Suponiendo,
sin pérdida de generalidad, que el fibrado 7: G — M es trivial sobre U,,
definimos una aplicacién j,: 7~ 1(U,) — F*M por

Jaloa(z)a) = (hoj o04(x))pe(a), x€U,, a€H,

donde (hojooa(x))pa(a) denota la accién por la derecha de py(a) € Lg sobre
F2M. Por su propia definicién, j, es una aplicacién de fibrados correspon-
diente a ps. Ademss,

~

 loja(oa(@)a) = I((hojooa(z))pa(a))
= (lohojoaa(x))(lep(a)) = jooa(z)p(a) = j(oa(x)a),

porque 72: F*M — FM yi: G — P son correspondientes aly p;: H — Gy
respectivamente, y porque [ o h = id. Finalmente, se tiene que

Ja(e) = ja(0a(0)) = Jja(oa(o)e)
)P (hoj(e))pale)
h(o)pa(e) = d'pa(e) =0.

A
~—
Il

Asi, j, satisface, localmente, las condiciones del enunciado.
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Supongamos ahora que U, N Uz # 0y sea To5: 7 H(Us NUs) — g1 la
tinica aplicacién verificando j,(2) = jg(2) exp(7as(2)) para z € 7= YU, NUp).
Definimos j: G — F2M por

J(2) = ja(2) exp(— wa z e (Uy).
Notemos ahora que si z € 71 (U, NUp) y a € H se tiene que

Jo(2a) = js(za) exp(Tap(2a)) = js(2)pa(a) exp(Tas(2a)),

mientras que por otro lado

Ja(2a) = ja(2)pa(a) = js exp(Tap(2))pa(a),
con lo cual exp(7os5(za)) = p2(a) ™ exp(1as(2))pa(a), es decir,

exp(7ap(2a) = exp(Ad(pa(a) ) 7ap(2))-
Veamos que j estd bien definida sobre G. Sea z € 7~ (U, NUjp); entonces

j(2) = js(z) exp(— wa ))7sa(2
= ja(2) exp(75a(2)) exp(— Z f(m(2)) 750 (2
= Ja(2) exp(75a(2 va ))784(2
z) exp(— wa —Tga(2) + 731(2)))
2) exp(— Z F1(m(2)) (Tap(2) + 754(2)))

z) exp(— Z J1(7(2))Tar (2

pUes T,3 = Tgo. Por otra parte, para z € 7 *(U,) y a € H se tiene que

j(za) = ja(za) exp(= wa @))Tor (20))

(za) exp(— wa ))Tary(20))
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= Ja(2)p2(a) exp(— va )Ad(p2(a) ™) 7ay(2))
= ja(2)p2(a) exp(Ad(p2(a va ))Tay(2)))

= Ja(2)pa(@)pa(a) ™ exp(= Y fo(7(2))7ar (2)) p2(a)

Y

z) exp(— va NTar(2))p2(a) = j(2)pa(a).

Ademés, si z € 7 1(U,) resulta que

~

[0j(2) = l(ja(z) exp(= ) f1(m(2))7r(2)))

ZZO]a exp ny ))Tary (2 ))_loh()—j(z).

Finalmente, es trivial que j(e) = o pues si e € 7 1(U, N Us) entonces
o' = ja(e) = js(e) exp(tap(e)) = o' exp(Tas(e)), de tal modo que

exp(— wa ))Tary(€)) = €.

O

Para construir la j(Lg)-estructura Q C F2M procederemos igual que
hemos hecho para la Gg-estructura P.

Lema 4.3.7 El conjunto Q = {j(2)j(a) ; z € G, a € Lo} C F*M es una
j(Lo)-estructura holondmica de seqgundo orden G-invariante sobre M = G /H.

Demostracion:
Es un caso particular de la proposicién 4.3.4.

El siguiente teorema generaliza el teorema 2.12 de [1].

Teorema 4.3.3 La aplicacion ® que existe entre el conjunto de Lg-estructuras
invariantes llanas sobre M = G/H y el conjunto de clases de equivalencia
de (GP)-homomorfismos es una aplicacion biyectiva.
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Demostracion:

Ya hemos visto, en el lema 4.3.2, que ® es inyectiva. Para probar que ®
es sobreyectiva, dada una clase [f] de (G P)-homomorfismos, construiremos,
en primer lugar, una conexién de Cartan llana w tal que j*w = f. Para
cualquier a € G, un vector tangente en j(a) a @) se puede expresar de la
forma j,.X + A* donde X € & = T,(G) y A € £y, pues, por el mismo
argumento que el usado en la prueba del lema 4.2.1, j.(7,(G)) contiene un
complementario del subespacio vertical de Tj(4)(@). Definimos

Wiy (X + A = f(X)+ A€ &,

y extendemos esta definicion a cualquier punto de () mediante

Wity = Ad(g™) R} -1Wj(ayg,

para a € Gy g € Lg. Asi, w estd bien definida sobre @), pues si j, X +
A* = 4.Y + B*para X, Y € & A B € £, es decir, si j.(X —Y) =
(B — A)*, se tiene que f(X)+ A = f(Y)+ B. Para ello sera suficiente
demostrar que si j,(X) = A*, entonces, f(X) = A. Y en efecto, se tiene que
7(X) = 7u (7 X) = 1gu(A%) = 0y f1(X) = e(X) = 5} (m(X)) = 0. Por
consiguiente, f(X) € £y y, por tanto, X € §). Siguiendo los pasos dados en
la prueba de la proposicién 4.2.2; se concluye que 7,(X) = (p2(X))* vy, por el
teorema 4.3.1, f(X) = A.

Como j es una aplicacion correspondiente a po, para z € G, a € H y
Xeb=T,G)y Ac £y, es

Wj(za) (J+(X) + A) = Wj(2)pa(a) (3= X + AY).

Si desarrollamos esta igualdad, obtenemos que

Wiza) (Jx (20) Xza + Af(L0)
= Adr(pa(a)™) o (R}, 0)-19)j(2)pa(a) (7 (20) Xea + Af(0y)
= Adp(pa(a) " Hwjo) (Rpya)-1)« (1(2)p2(@)) (G (20) Xoa + Af20)) }
= Adr(p2(a) " Hwje {(Rp-1 ©)x(20) Xza + (Ad(p2(a) A)ji.) }
= Adp(pa(a)” Hwj) (7 0 Ram1)u(20) Xea + (Adpa(a) A)j(.))}
= Adp(pa(a) " H{wj() (G (2) (Ra1)4(20) Xzq + (Adpa(a) A)j ()}
= Adp(p2(a) " H{wj) (7 (2) (Ad(a) X)a + (Adpa(a) A)j(.))}
= Adp(p2(a) ) {f(Ad(a)X) + Adps(a) A} = Ady(p2(a) ™) o f(Ad(a) X) + 4,
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y la férmula wj.a) (je(20) Xza + A ,,)) = F(X) + A se sigue del lema 4.2.2.
A continuacion se demuestra que w satisface las condiciones de conexién
de Cartan llana.
Si A € £o, ya es wj(q)(A*) = A. En el punto j(a)g, a € G, g € Ly, resulta
que

je(A") = Ad(g " wj) (Rg-1).(A")
= Ad(g™"wj() (A ()(A)) = Ad(g™") o Ad(g)(A) = 4,

lo cual prueba que w(A*) = A para A € £.

Por otra parte, sea 7,X + A* un vector tangente en j(a), X € T,(G),
A€ £y Sif(X)+A=0,entonces, f(X) € £y, y del mismo modo que antes
tenemos que X € 9y j.(X) = (p2(X))". Asi,

0= Ju(X) = (p2(X))" = Ju(X) = (f(X))" = ju(X) = (=4)" = Ju(X) + A"

Ademas, si X es un vector tangente a @ en j(a)g, se tiene que wj(,)4(X) =
0; por tanto

Ry -wja)(X) = Wi (Rg-1)(X)) = 0,

de donde (Ry-1).(X) =0y X =0.
Finalmente se tiene que wj()y = Ad(gfl)R;,l; luego

Ad(9)wj(yg = By-1Wi(a)gs

es decir, Riw = Ad(g7') o w, lo cual concluye la prueba de que w es una
conexion de Cartan.

Probaremos a continuacién que h*w_; = 0 y que h*wy es una conexion
libre de torsion sobre P. Para ver que h*w_; = 6, bastara comprobar que
[0 = w_y, pues en ese caso es h*w_y = h*[*0 = (I o h)*0 = 0. Para j,(X) +
A* € Tj)(Q), X € & = T.(G), A € £, se tiene que w_1(j.(X) + A*) =
(F(X) + A)x = f1(X), y asi,

w1 (Jo(X) + A7) = [ (X) = (X)),

mientras que, como [,(A*) es vertical,

0. X + A%) = 0(l o) (X)+ 0l,(A%)
=005, X) =06 YmpusuX) = 6 1(mX) = c(X).
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Extendemos la prueba a cualquier punto de j(G). Si X, € T,(G), se
obtienen

c
y asf se tiene también que w_1(jX) = I*0(j.X) v I*0 = w_; en los puntos
de la forma j(a), a € G.

Por otra parte, el hecho de que h*wy sea una conexiéon libre de torsion
sobre P es general para cualquier conexion de Cartan llana w, tal y como se
vio en la seccion 3.3. Probaremos que la Gg-estructura definida por h*wy = x
es invariante.

Para cada a € GG, definimos una aplicacién P :QQ — @ por 2 ( (2)g) =
jlaz)g, z € G, g € L.

La aplicacion 7P
y g € Ly entonces

estd bien definida y es inyectiva porque, si a, z, 2’ € G

j(2)g = j (') si y solamente si j(az)g = j(az'), a€G.

En efecto, supongamos que y, y' € G son tales que j(y)g = j(y'). En-

tonces, l( (y ) ) = 1(j(v/), y por tanto, I(j(y))l(y) = I(j(/)). Puesto que
[oj=7, es J()l(g) = j(y) y el resultado se sigue de la observacién 4.1.1 y

del hecho de que 7V esté bien definida y sea inyectiva.
Ademds, dado j(z)g € Q, existe j(a™'2)g € Q tal que 2 (j(a™'2)g) =

jlaa™'z)g = j(z)g, de modo que 7P es sobreyectiva, y puesto que 7P es
trivialmente diferenciable, tenemos que 7% es un isomorfismo de fibrados co-
rrespondiente, ademds, a idy,, ya que 7652)(j(z)gg’) = jlaz)gg = 7.(j(2)9)g".

i, {7 (2), a € G} define una accién por la izquierda de G sobre @ (es

1nmed1at0 que 7(52) o 7'()(2) = chf, a, b € G) y j es compatible con dicha

accién, es decir, 7. (7(2)) = j(az), a, z € G. Por otra parte, se verifica que

7 (2) él)

loTqg ol: @ — P, es decir, el diagrama

-
—

>
— O

Q/\
11
CY
<, P

e
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es conmutativo, ya que dado j(2)g € @,

pues j es compatible con o y [ y 7Y son homomorfismos de fibrados co-
rrespondientes a | y a idg, respectivamente.

Ademais, 7% conserva w, es decir, (7152))*00 = w. En efecto, si X € & =

T.(G)y A € £, se tiene que w(j, X + A*) = f(X)+ Ay
(r2) w (G X + A7) = w((7P) (5. X)) + 0 (7). A,
donde
(1) (5. X) = (72 0 j)(X) = (5 0 7)o (X) = jul(70)< (X)),

pues el diagrama

7
Q — Q
g1 TJ

¢ = a
es conmutativo. Asf, w((74?):(j X)) = w(s((le)+(X))) = F(X) pues X es
invariante por la izquierda. Ademas,

(2) * o px A%
(7a)+(Af(e)) = Angm(j(z)) = Ajaz);

lo cual es cierto pues 7.” (j(2)g) = 72 (j(2))g vy basta seguir la demostracién

de que h*wy es una 1-forma de conexion sobre P dada en el lema 3.3.3. En
cualquier otro punto j(z)g, g € Lo, es

(T Wi az)g = Wiaz)g(T37)s = Ad(g7") 0 Y- 1wj(ea) (737)s
=Ad(g "o R}l(Téz))*wj(m) = Wj(za)g-

Por tanto, 7.°: (Q,w) — (Q,w) es un automorfismo de (Q,w), que con-

serva la conexion de Cartan, y, por el teorema 3.4.4, 7. (P, [x]) — (P, [x])

es un Go-isomorfismo para todo a € G, siendo x = h*wy. Asi, [x] es una Gy-

estructura llana e invariante y el (G P)-homomorfismo correspondiente a x es

J*w=fyaquesi X € & =T,(G), entonces, j*w(X) = wje)(4:.X) = f(X).
Concluimos de esta manera que ® es biyectiva.

O
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4.4 Normalizacién de (G P)-homomorfismos

En [1], Agaoka introduce una especie de normalizacion en su concepto de
(P)-homomorfismo que, con las notaciones que vamos a usar aqui, consiste
en lo siguiente: En [1] un (P)-homomorfismo f: & — sl(n+1,R) es un (N)-
homomorfismo si y sélo si el coeficiente (1,1) de la matrix fo(X) se anula
para todo X € m, siendo m un suplementario de $ en . Hemos comprobado
que la condicién de que eso equivale a que

Bg(e, fo(X)) =0,

siendo € el elemento caracteristico del algebra de Lie semisimple graduada
£. Esto nos permitird la normalizacion de nuestro concepto mas general de
(G P)-homomorfismo, que serd introducido en la definicién 4.4.1.

Denotemos de nuevo por {eq, ey, ..., e,} la base canénica de g_; = R y
sea € € go el elemento caracteristico de £, dado en la definicién 2.1.2. Sea
m un suplementario de $ en &, & = m ® $H. Una vez fijada la referencia
lineal o en el origen de M = G/H y teniendo en cuenta que c es sobreyectiva
y que ¢/q = 0, existe una base {X1, X5, ..., X, } de m tal que c(X}) = ey,
k = 1,2,...,n. Para cualquier (GP)-homomorfismo f tendremos entonces
que f1(Xy) =c(Xg) =ep, k=1,2,...,n.

El siguiente resultado es crucial en lo que sigue. Debemos su demostracion
a Y. Khakimdjanov.

Teorema 4.4.1 Sean f, f': & — £ dos homomorfismos de dlgebras de Lie,
siendo £ = g_1DgoD g1 un dlgebra de Lie semisimple graduada. Si f_1 = [’
y fo=f, y si f_1 es sobreyectiva, entonces, f = f'.

Demostracién:
Sean X, Y € &. Desarrollando por un lado

[F(X), fYV)] = fIX, Y] = (fa + fo+ )X, Y]

y por otro

S(X), (V)] = [(fr + o+ [)X), (for + fo+ [1) (V)]

e igualando las componentes en g, se tiene que

Sl X, Y] = [f-(X), AY)] + [fo(X), fo(Y)] + [/1(X), f (V)]
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o bien

[f-21(X), (V)] = [f1(Y), A(X)] = fol X, Y] = [fo(X), fo(Y)].

Anélogamente,

LX), AV = [ (Y), (X)) = fol X, YT = [£6(X), fo(Y)),

y como por hipétesis es fo = f) v f-1 = f_;, deducimos

[f1(X), 1)) = [f2(Y), A(X)] = [Fa(X), )] = [Fa(Y), fi(X)],

es decir,
[f-1(X), (fr = fR)Y)] = [f-1(Y), (fr = (X))

Pongamos ahora
A=[fa(X+Y),(h - HEX+Y)],
B=[fa(X-Y),(fi- X -=Y)].

Desarrollando resulta

A= [ (X), (i = X))
+1(X), (L = F)Y)]

[f(Y), (fr = DY)
[f-1(Y), (fr = fX)],

+ +

B = [f(X), (i — f)(X)]
=[f-(X), (fr = )Y)]

I+

[f(Y), (fr = DY)
/-1 (Y), (fr = fX)],

de donde
A =B =2[f1(X),(fi = )] +2[f-1(Y), (fr = f))(X)]
= A[f1(X), (/i = X))

En consecuencia

[F(X), (= )Y = (A~ B)

= HFA XY )0 = A V)] = (X = Y), (= )X =Y

Por otra parte, puesto que f_; es sobreyectiva y £ es transitiva, para ver
que f; = f| bastara ver que, para todo X, Y € &, es

[f-(X), (fr = f(Y)] = 0.
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Ahora bien, por la igualdad anterior sera suficiente demostrar que para
todo X € & es

[f=1(X), (fi = (X)) =0.
Pues bien, si tomamos Y = —X € & en la igualdad
[f-2(X), (fr = D)) = [f(Y), (i = FD(X)]
resulta que

[f1(X), (fr = F)(=X)] = [ (=X), (fr = F(X],

y €omo

[f2(X), (i = )X = = = f)(=X), fa(X))]
= [(fr = D), fa(X)] = [f(X), (AL = )X

se obtiene que, para todo X € &, es

[f-(X), (i = X)) =0,

como queriamos probar.

g

Corolario 4.4.1 Sean f y f' dos (GP)-homomorfismos. Si fo = f{, en-
tonces f = f'.

Demostracién:
Por la definicién de (G P)-homomorfismo,

Jo1 :f/_1 = C,

que es sobreyectiva, y por hipétesis fy = f§. Luego, por el teorema anterior,
f=1r,
O

El siguiente resultado permite parametrizar con los elementos de g; los
(GP)-homomorfismos equivalentes a uno dado.

Teorema 4.4.2 Dado un (GP)-homomorfismo f: & — £ = g1 @ go @
g1, existe una correspondencia biyectiva entre g, y el conjunto de (GP)-
homomorfismos que son equivalentes a f.
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Demostracion:

Dado ¢ € g, le vamos a hacer correspoder otro (G P)-homomorfismo
fli®8 — £ =91 ®go D g equivalente a f. Por la definicién de (GP)-
homomorfismo, debe ser

fri=c.
Definimos
fo=fo+ 16 f-1]: 8 — go.

Si existe un (G P)-homomorfismo cuyas componentes en g_; y go son
las anteriores f_; y f{, entonces su unicidad es obvia a partir del corolario
4.4.1. Para probar la existencia, consideremos la aplicacién lineal f{: & — g;
definida, para todo X € &, por

FLX) = R0 + 16 (X)) + 516 [ S (X)), X €.
Definimos, con los anteriores f},
f’:fl1+f(’)+f{,

Primero debemos probar que f’ es un homomorfismo de dlgebras de Lie.
Sean, pues, X, Y € &. Se tiene que

FIX.Y]
= f—l[Xv Y] + fO[X7 Y] + [ga f—l[X7 Y]] + fl[Xa Y]
HE ROV + Slel6 Sl VI
70X, £(V)]

= [ (X) 4 Jo(X) + [ Fa (0] + A(X) + (6 o] + 56 [6, Fr (X))

(V)4 S+ [E Fa ()] 4 A + 6 ()] + 56 [ S (Y]]
= [F10) + Jo(X) + A0, (V) + fo¥) + A + [ S 1 (X))
HE ]+ 2166 S (X)L 6 (V)] + 6 )] + 6 [, S (Y]]

A0 + o) + A0, [ Fa ]+ 16 SV + 56,16 S]]
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HE (0] + 6 S + 6 [6 SO F (V) + H(Y) + AV

Teniendo en cuenta que f es un homomorfismo de algebras de Lie,
(for+ fo+ XY= [(f-1 + fo+ [)X), (f<1 + fo+ fO)Y)],

y en consecuencia se debe probar que

€ £l Y]+ 16 Sl Y]+ 3166 £l VI = 6 £4(X))

HE O]+ 2166 (X)L 6 (V)] + 6 V)] + L6 [6, S (Y]]
A0+ foX) + A0, 6 F V)] + 6 o] + 5166 S (V)]
HE (0] + 6 X)) + 6 [6 T Fa (V) + H(Y) + AV

Vamos a separar la igualdad anterior en tres igualdades, correspondientes
a las componentes en g_1, go v g1. Algunos sumandos obtenidos al desarrollar
la expresién son nulos debido a que [g;, g;] C @iy, ¢, j = —1,0, 1. El primer
miembro de la igualdad no tiene componente en g_;, luego debemos verificar
las tres igualdades siguientes:

i) 0= [f1(X), [& W+ I, f (X)), Fa (V)]

i) [§, falX Y = I, fa(X), [§, fa (V)] + [f-2(X), [€ fo(Y)]

+351& (6 Fo1 I+ [fo(X), [ for (NN + (€, f-1(X)], fo(Y)]

HE, fo(X)] + 58, [, fa (X)), fa (V).

iii) (&, folX, Y] + 3[€, [€, f-a[ X, Y]] = [[€, f1(X)], [€, fo(Y)]
+5[8 6 oW+ (6 fo (D] + 516, 1€, Fa (XL [, f- (V)]

+Hfo(X), [6, fo(V)] + 58, &, Fa (N + [1(X), [€, f-2 (V)]
[1€, f-1 (X)), AO] A+ [[6 fo(X)] + 516, 1€, f (X)), fo (V)]

Se tiene, en cada caso, lo siguiente:

i) Por la identidad de Jacobi, es

0= [f1(X),[§, fa(Y)]]
& [fo1 (V) foa(XO]] + [f-2 (V) [f-1(X), €],
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donde [f-1(Y), f-1(X)] = 0 y donde

[f—l(Y)v [f—l(X)af]] = Hfaf—l(X)]af—l(Y)]a

lo cual prueba i).

ii) De la identidad

(for+ fot+ X Y] =[(f1 + fo+ fU)X), (fo1r + fo+ fi) (V)]
se deduce que

JAlX Y] = [f(X), o)) + [fo(X), fo (V)]

En consecuencia, se tiene que probar que

& [fo(X), fa(Y)
J1(X), [€ fo(Y)
)

]
]
Jo(X), [&, f(Y)]
€, fo(X)], fa(Y)

— o o e

]
]
]
]

Usando la identidad de Jacobi resulta que

(€ [ (X), fo(Y)]]
= =/ (X), [fo(Y). €]l = [fo(¥), € f2(X)]
= [ (X), 16 oW+ 16 F (X)), fo(Y)],
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y tras simplificar, lo que hay que probar es

(G IE NN RNV C N D))
H5llE 16 F2 (] )] = o

Usando de nuevo la identidad de Jacobi tenemos que

[§, f-1(X), € S (V)]
= —[& () &6 AN = (), (I8 f (XL €Dl

mientras que

de donde

16, F2 (). € Fa (V)]
= SHE ), [ falON) + a0 6 F (X)) €]

]
] +
H{[f-1(X), [& fa WML+ [[I8 f-a(Y)] €L f=a (X))

Por comparaciéon, bastara ver que

(&, [f2(Y), 16 Fa (X)) = = [[f1(X), [€, Fa (V)] €],

o bien, que

(€, 11 (Y), [&, fa (XN = [&, [f 2 (X, [€, fa (N,

lo cual es cierto, por la identidad de Jacobi

[f (), [, f-(X)]]
= (X), [ (Y), €]

— &l (X), (Y]]
[f1(X), [§, - ()]]-

Esto prueba ii).

209
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iii) Teniendo de nuevo en cuenta que

JAlX Y] = [f2(X), fo(V)] + [fo(X), f-(Y)],

y que, por el mismo argumento,

Sl X, Y] = [f-(X), A(Y)] + [fo(X), fo(Y)] + [/1(X), fo: (Y],

debemos probar que

(€, 1 (X), )]+ €, [fo(X), fo] + [, [f1(X), f (V)]

LG 6 GO L)+ 51616 o), 7]

= [l6 F 1O I A+ 5116 F (0] 616 (]
HIE RCOLIE T+ SlIE 16 (N6 f (V)]

+fo(X), [, oM+ S[f(X),[§ €, fF(Y)]]]
+[ (X)), [E W]+ [IE f-1 (X)) fi(Y)]
+[[€, fo(X)], fo(Y)] + €, 1€, f(XD]], fo(Y)].

—_

—

N = =N =N =
o

—

Usando la identidad de Jacobi y el hecho de que para todo Z € & es
(€, £1(Z)] = 0, se sigue que

[, [f1(X), V)] = ([, fa (X)), A1 (V)]
(€, [fo(X), fo(Y)]] = [fo(X), [€, fo )] + [€, fo (X)), fo(Y)],

(€, LX), fa (Y]] = [/1(X), [, fa (V)]

Probaremos a continuacién que

[57 [gv [f—l(X)v fO(Y)]”
= [l6 SO I S+ SlI6 16 F2 (0N Ao()]

N —
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Para ello, notemos que, por la identidad de Jacobi, es

1

5[57 [57 [f—l(X)v fO(Y)”]

=SSO 6 A0 + (616 F2(0) o) }
v ave (6, f(¥)]. €], £-4(X)] = 0 implica

(1€, f-1 (XL 1€ fo(V)]] = 1€, [F-1(X), [€, fo(Y)I]]-

Sustituyendo y operando se obtiene que lo que debemos probar es la
igualdad

(€, 1€ f (X1, fo(V)]]
=& (X & N+ (I8 6 2 (XD, fo(Y)],

la cual es cierta porque

Por otra parte, la demostracion de que

SIE 16 LX), F1 (V)]

= ll& SOLIE 2]+ S0, 616 S ()]

es completamente andloga. Finalmente, el punto iii) se sigue de que,
de nuevo por la identidad de Jacobi (véanse las igualdades escritas en
la seccion 2.5), es

1€, f (O] 6 16 Fa (W] = (€, fa (V)] [ €, Fa (XD
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Ademas, de la propia definicién de f’ se sigue que f’ es un homomorfismo
que verifica la condicién (GP) y que es equivalente a f. Finalmente, la
inyectividad de la aplicacion & — f’ se sigue de la definicion de f) y de la
transitividad de £, mientras que el caracter sobreyectivo se debe a la propia
definicién de (G'P)-homomorfismos equivalentes y al corolario 4.4.1. Esto
termina la demostracién. 0

Teorema 4.4.3 Sea f = f_1+ fo+ fi: & — £ un (GP)-homomorfismo.
Entonces, existe un homomorfismo de dlgebras de Lie f': & — £ equivalente

a f y tal que e ¢ ITm(f").

Demostracién:

La idea consiste en encontrar una forma lineal ¢: £ — R no nula sobre
el elemento caracteristico € y un elemento & € g; verificando que para todo
X € & sea

p(fo(X)) = —o([&, f-1(X)]).

Sea ¢: x € £ — p(x) = Bg(e,x). Puesto que para = € £ se verifica
que ad(e)ad (6)(1’) =zsiz€gyox€g yadlead(e)(z) =0siz € go,
entonces o(€) = Bg(e,e) = 2dim(g_1) # 0. Por otra parte, puesto que

Be(x, [y, z]) = Be([x,y], 2) se tiene, para £ € g1, que

e([€ f1(X)]) = Be(e € f-1(X)])
= Be([e,&], f-1(X)) = Be(§, f-1(X)),

con lo cual, debemos encontrar £ € g; tal que

Bs(G, fo(X)) = —Bsz(f» f—l(X))7

para todo X € &. Sean {uy, ug,...,u,} y {wy, ws,...,w,} bases de g_1 v g1
respectivamente duales con respecto a Bg. Entonces, como f_jjm: m — g4
es un isomorfismo lineal, existe una base {X;, Xs, ..., X,,} de m verificando
que f_1(X;) = u; para i =1,2,...,n. Pongamos £ = >, a;w; € g;. Tomando

o = _B£(€7 fO(Xl))7 L= 1727 ey T,

se tiene que

—Be(§, f1(Xy) = —BQ(ZOijj,f,1<Xi>)
— _B£<Z ajwj,u;) = —o; = Bele, fo(X5)),
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de tal modo que para este elemento £ € gy es Be(e, fo(X)) = —Be(§, f-1(X))
para todo X € &, lo cual prueba el resultado. U

Definicién 4.4.1 Un (GP)-homomorfismo f satisface la condicion (N) (o
es un (IN)-homomorfismo) si para todo X € m es

Bg(e, fo(X)) =0.

De las demostraciones de los dos teoremas anteriores se concluye ademas
que

Proposicién 4.4.1 Sea f un (GP)-homomorfismo. Entonces existe un inico
(N)-homomorfismo f' que es equivalente a f.

Combinando esta proposicion con el teorema 4.3.3, resulta:

Corolario 4.4.2 Fuxiste una correspondencia biyectiva entre el conjunto de
Gy-estructuras llanas invariantes sobre M = G/H vy el conjunto de (N)-
homomorfismos f: & — £.

La siguiente propiedad de la forma de Killing es bien conocida y su de-
mostracion, que es elemental, puede verse por ejemplo en [53].

Teorema 4.4.4 Sean & un dlgebra de Lie simple sobre C y $ una subdlgebra
simple de &. Entonces, existe a« € C — {0} tal que para todo X,Y € $) se
verifica

Bo(X,Y) = aBg(X,Y),
siendo Bg y Bg las formas de Killing de & y $ respectivamente.

Corolario 4.4.3 Sea $ C gl(n,C) un dlgebra de Lie simple sobre C. En-
tonces existe o« € C — {0} wverificando que para todo X, Y € §) es

Bs(X,Y) = a traza(XY).

Demostracién:
Necesariamente $ es una subdlgebra simple de & = sl(n,C). Del resul-
tado anterior se sigue que, para todo X, Y € 9,

Bs(X,Y) =a Bes(X,Y) = 2na traza(XY) .

El resultado analogo para algebras reales se debe a Dynkin
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Teorema 4.4.5 Sea $ C gl(n,R) un dlgebra de Lie simple real. FEziste
a € R — {0} tal que para cualesquiera X, Y € $) se verifica

B(X,Y) = a traza(XY).
De la definicion 4.4.1 y del resultado anterior tenemos que
Corolario 4.4.4 Si el dlgebra £ es simple graduada, entonces un (GP)-ho-

momorfismo f: & — £ satisface la condicion (N) siy solo sitraza(e fo(X)) =
0 para todo X € m.



Capitulo 5

Ejemplos de estructuras de
Cartan invariantes llanas

Este capitulo es una prolongacién del anterior. En él daremos varias
familias de ejemplos de estructuras de Cartan invariantes llanas sobre es-
pacios homogéneos M = G/H determinando la estructura con un (GP)-
homomorfismo de algebras de Lie. Tales espacios homogéneos seran grupos
de Lie (es decir, H = {e} y M = G) a excepcién del ejemplo 5 de la seccién 2
que determina mediante un G P-homomorfismo la estructura conforme llana
SO(n+ 1,R)-invariante de la esfera euclidiana S™ = SO(n+1,R)/SO(n,R),
para n > 3. Destaquemos también que la aplicaciéon identidad id: £ — £ es
un (GP)-homomorfismo, que da lugar a la Lg-estructura canénica en L /Ly,
que es Lg-invariante y llana. Esto proporciona una familia trivial de ejem-
plos, que es bien conocida [90]. Podemos sumarizar asi la lista de ejemplos
nuevos:

1. Hemos usado la técnica de Agaoka para encontrar nuevos ejemplos de
estructuras proyectivas en grupos de Lie de dimensiones 3 y 4 y en dos
familias infinitas de grupos de Lie filiformes.

2. Hemos encontrado ejemplos de estructuras homogéneas conformes in-
tegrables en algunos grupos de Lie de dimension baja. En particular,
obtenemos que sobre la esfera S® y sobre el grupo de Lie H — {0} de
los cuaternios no nulos existe una estructura conforme llana invariante
bajo la accién del grupo.

3. También hemos probado que la estructura conforme invariante llana
de las esferas euclidianas S™ = SO(n + 1,R)/SO(n,R), n > 2, puede

215
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obtenerse mediante un (G P)-homomorfismo.

4. Hemos demostrado que la estructura producto tensor integrable del
grupo lineal general GL(n,R) (que da su fibrado tangente T'(GL(n,R))
como el producto tensor de un fibrado vectorial de fibra tipo R™ por
un fibrado vectorial de fibra tipo R™") es de hecho una estructura
GL(n,R)-invariante llana, asociada al élgebra semisimple graduada
sl(n 4+ n,R). Esto se ha hecho de dos formas independientes: primero
mostrando que existe un (G P)-homomorfismo adecuado (procedimiento
inmediato) y, alternativamente, mediante la teoria general de G-estruc-
turas (procedimiento laborioso).

Recordemos finalmente que sobre una variedad puede suceder que existan
una o mas de una estructuras proyectivas invariantes llanas no isomorfas,
pero que si £ =g 1B go P g1 es un algebra de Lie simple entonces a lo sumo
existe una estructura de Cartan de tipo L /Ly no proyectiva, y ello por causa
del teorema de Ochiai sobre la nulidad del grupo de cohomologia H'!(£),
enunciado en la ultima seccion del capitulo tercero.

5.1 Ejemplos de estructuras proyectivas in-
variantes llanas

5.1.1 Ejemplos de estructuras proyectivas invariantes
llanas en grupos de Lie de dimension baja

Denotemos ahora por {eg, ey, ..., €, } la base canénica de R"**. Conside-
remos el dlgebra £ = sl(n + 1,R) con la graduacién (descrita en la seccion
2.2, apartado a), parap=1,g=n) £L=g_1 ® go @ g, dada por

{2 cnrer ).
go = {( _traga(A)}Sl)es; A€ gi(n,R) }

o {(S) cosene )

Sea & un algebra de Lie n-dimensional, con una base fijada { X1, Xo, ..., X,,}
tal que ¢(Xy) = ex, k = 1,2...,n. Puesto que el elemento caracteristico de £
esta dado por
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[ a]|0 c . —n - 1
ol )P T T T
(véase [69]) se sigue, utilizando el corolario 4.4.4, que un (G P)-homomorfismo
f:® — £ esun (IN)-homomorfismo si y sélo si el coeficiente (1,1) de fo(X)
es cero para todo X € &.

El siguiente resultado caracteriza los (/N )-homomorfismos sobre el dlgebra
de Lie £ = s[(1+4n,R). La implicacién no trivial puede verse en Agaoka [1].

Proposicion 5.1.1 Un homomorfismo f: & — £ de dlgebras de Lie es un
(N)-homomorfismo si y sélo si existen un homomorfismo de dlgebras de Lie
g: & — £ y un vector v € R™! tales que la matriz

P = (v]g(X1)vlg(Xa)vl ... [g(Xn)v) € gl(n +1,R)
es inversible y f(X) = P71g(X)P para todo X € &.

Demostracion:
Sea g: & — £ un homomorfismo cualquiera de algebras de Lie. Conside-
remos un vector v € R"*! de tal manera que la matriz

P = (vlg(X1)vlg(Xa)vl ... |g(Xn)v) € gl(n +1,R)

sea inversible. Si definimos f: & — £ por f(X) = P lg(X)P, X € &,
entonces, f es un (N)-homomorfismo. Obviamente, f estd bien definido,
pues traza(f(X)) = traza(g(X)) = 0 para todo X € &, y es homomorfismo
de algebras de Lie; ademas, para ¢+ = 1,2,...,n, se tiene que la primera
columna de la matrix f(X;) € £ es

f(Xi)eo = P lg(X;)Peo = P~ lg(X,)v = e;,

con lo cual, {f 1(X1), f-1(X2), ..., f-1(X,)} es la base canénica de R" = g_;
y el coeficiente (1, 1) de la matriz f(X) es cero para todo X € &.
Reciprocamente, sea f: & — £ un (INV)-homomorfismo y consideremos el
vector v = ¢y € R™™. Entonces, P = (v|f(X1)v|f(Xo)v|...|f(Xo)v) =1y
f se puede escribir de la forma f(X) = P71 f(X)P, para X € 6. O

En la proposicion anterior podemos, ademas, imponer que el homomor-
fismo g sea inyectivo. En efecto, si no lo fuese, se tendria que la dimension del
subespacio ({g(X1),9(X2),...,g(X,)}) serfa menor que n, con lo cual, exis-
tirfai € {1,2,...,n} tal que g(X;) seria combinacién lineal de {g(X7),...,g(X;-1),
9(Xit1),-,9(X,)}, es decir, existiria ¢ € {1,2,...,n} tal que g(X;)v depen-
deria linealmente de los vectores g(X1)v,...,g(X;_1)v,
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9(Xit1)v,...,g(Xp)v. De este modo, P no seria inversible. En resumen, si &
no se puede encajar como subalgebra en £, entonces no existe ningin (N)-
homomorfismo entre & y £, y por consiguiente, no existe ninguna estructura
proyectiva invariante llana sobre M.

En lo que sigue, denotaremos por {E;; ; i,j = 1,2,...,n} la base usual de
gl(n,R).

Sea ahora £ = s[(4,R) = sl(1 + 3,R). En este caso dim(g_1) = 3, lo
que conduce a estudiar ejemplos de estructuras proyectivas invariantes llanas
sobre grupos de Lie de dimension tres. Recordemos que las algebras de Lie
de dimensién 3 se hallan clasificadas en ocho familias. Nosotros seguiremos
aqui las notaciones de [21] (véase también P. Bernat, M. Vergne [13], cap.
VI, o [38]).

Ejemplo 1:

Sea & = ({ey, €2, e3}), con los corchetes idénticamente nulos, el dlgebra
abeliana 3-dimensional. Puesto que [Fa1, E51| = [Fo1, En| = [Es1, Ea] = 0,
la aplicacién lineal f: & — £ definida por f(e;) = FEa, f(e2) = Es,
f(es) = E41 proporciona directamente un (N)-homomorfismo de & en £. Ob-
viamente, este ejemplo se generaliza para el algebra abeliana n-dimensional.

Otra estructura proyectiva invariante llana, proporcionada por un (V)-
homomorfismo diferente del anterior, se obtiene, usando la proposicién 5.1.1,
como sigue: sean H; = FE;; — Ey, 1 = 1,2,3. Definamos g: & — £ por
gler) = Hy, g(es) = Ha, g(e3) = Hs y pongamos v = (a, b, ¢,d)". La matriz
P en este caso resulta

a b 0 0

b 0 b 0
P= c 0 0 ¢ ’

d —d —d —d

que es inversible si y sélo si a, b, ¢ y d son todos no nulos. El (N)-
homomorfismo correspondiente a g y a v, que no depende de los valores
no nulos de los parametros que define v, estda dado por

0 2 1 1
1 4 2 -1 -1

f(el) = Z 0 -2 —1 -1 )
0 -2 -1 -1

—_
S = O O

|

[

|

(\]

|

—
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01 1 2

1o -1 -1 -2
fles) =710 -1 _1 _o
4 -1 -1 2

Notemos que, efectivamente, f es un homomorfismo de dlgebras de Lie,
es decir, [f(e;), f(e;)] = 0 para i, j = 1, 2,3, porque

1 -1 -1 -1

1 -1 1 1 1

f(ei>f(€j) - Z -1 1 1 1
-1 1 1 1

Ejemplo 2:

Sea & = ({e1,eq,e3}), el dlgebra de Lie con el producto corchete dado
por [e1,es] = €1y [e1,e3] = 0 = [e, e3]. Consideremos el homomorfismo de
algebras de Lie g: & — £ dado por g(e;) = Eu3, g(e2) = Hy, g(esz) = Eos.
Para v = (a,b, ¢, d)" la matriz P descrita en la proposicién 5.1.1 es

que es inversible si y sélo si a y ¢ son distintos de cero. La proposicién 5.1.1
proporciona en este caso una familia de (/V)-homomorfismos, parametrizada
por los numeros reales, cada uno de los cuales esta dado por

fle1) = Ea,
0 0 0 0
0 —1 2 ¢
M) =11 0 1 0
0O 0 0 0
f<€3)—E417
para ciertos valores de ¢ # 0 y d.

Ejemplo 3:

Sea ® = 0(3) = ({e1, €2, e3}), con el producto corchete dado por ey, es] =
es, ea,e3] = €1y [es,e1] = eq, el dlgebra ortogonal. En este caso, es cono-
cido [1] que sobre SO(3) existe una tnica estructura proyectiva invariante
llana y el correspondiente (N)-homomorfismo f: & — £ estd dado por
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0 -1 0 0
1 4 0 0 O

f(€1> - 0 0 0 —2 )
0O 0 2 0
0O 0 -1 0
110 0 0 2

f(e2) - Z 4 0 0 0 )
0 —2 0 O
00 0 -1
1 0 0 -2 0
Jes)=7102 0o o
40 0 O

Ejemplo 4:

Sea & = &1 = ({e,e,e3}), el dlgebra de Lie definida por [ey, 5] = 0,
le1,e3] = €1y [ea, €3] = e2. El homomorfismo g: & — £ dado por g(e;) =
Eys, g(es) = Esg, g(es) = Hy y la proposicién 5.1.1 proporcionan, para
un vector v = (a,b,c,d)’ € R* con b y d no nulos el (N)-homomorfismo
f: ® — £ definido por

f(e1) = Eo1 + Eay,

f(e2) = Es1 + Esa,

fles) =

—_o oo
coc oo
coc oo
oflsfl =

La misma familia de (/V)-homomorfismos se obtiene si se considera el
homomorfismo g: & — £, g(e1) = Ea1, glea) = Es, g(es) = Hp. Sin
embargo, el homomorfismo g: & — £, g(e1) = Ei3, g(e2) = Eyo, gles) = Hs
da (para b y ¢ no nulos) una nueva familia de (/N)-homomorfismos definida
por

f(e1) = Eo1 + Eay,

flez) = Eay,
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00 0 0

00 0 O
fles) =

00 —1 2

10 0 1

Ejemplo 5:

Sea & = &2 = ({e1,eq,e3}) el dlgebra de Lie definida por [e1, es] = 0,
le1, €3] = €1y [e2, €3] = 2e5. Sig(er) = Eia, glea) = Euo, glez) = Hy, ysiv =
(a,b,c,d)! con by ¢ no nulos, obtenemos la familia de (N)-homomorfismos
dada por

f(e1) = E9 + Eay,

00 0 O
00 0 O
f(e3) - 00 —1 2Td
10 0 1
Ejemplo 6:
Sea & = &1 = ({e1,eq,e3}) el dlgebra de Lie definida por [e1,es] = 0,
[e1,e3] = e1 vy [ea,e3] = —ey. Entonces el homomorfismo dado por g(e;) =

E3s, g(es) = FEu4, g(es) = Hy y el vector v = (a,b,c,d)! con by d no nulos
proporcionan la familia de (N)-homomorfismos

f(e1) = B9 + Eay,

000 1

000 =

f(eS) - 000 é
d

1 00 0

Ejemplo 7:

Sea & = sl(2,R) = ({e1,e2,e3}), donde el producto corchete estd dado
por [e1, ea] = 2ey, [e1, €3] = —2e3 ¥ [ea, €3] = €;1. Los tres (N)-homomorfismos
f1, f2, f3, correspondientes a las tres estructuras proyectivas llanas invarian-
tes por la izquierda sobre SL(2,R) (véase [1]) estan dados por
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5.1.2 Estructuras proyectivas invariantes llanas no afi-
nes sobre grupos filiformes

Sea M una variedad diferenciable n-dimensional. La estructura afin
sobre M asociada a una conexion lineal V consiste simplemente en el par
(M,V). En tal caso, una transformacién afin f de (M,V) es un difeo-
morfismo f : M — M que conserva V, es decir, para todo X, Y € X(M) se
tiene

Sea M una variedad diferenciable n-dimensional y V una conexién lineal
sobre M. Siw e A\' (FM, gl(n,R)) es la forma global de conexién asociada a

Vy6e N(FM,R") es la forma canénica del fibrado de referencias lineales
F M entonces
¢=w+0e N\'(FM ga(n,R))

es una conexiéon de Cartan de tipo R/S con R = GA(n,R) el grupo afin,
S = GL(n,R), y R" = R/S el espacio afin n-dimensional. Si identificamos
{0} x R™ con R" podemos entonces identificar ga(n,R) = R"™ x ga(n,R)
(producto semidirecto) con

ga(n,R) = {{%} € gl(l+n,R); A€ gl(n,R), be]R{”} .

La forma de curvatura de Cartan de £ es

==d¢+ %[5,5] € /\2(fM,ga(n, R)),

y tiene como componente gl(n, R)-valuada a la curvatura Q = dw+ 3w, w] de
la conexion lineal w, mientras que su componente R"-valuada es la 2-forma
de torsién © de w, dada por © = df + w A 0. Asi,

=E=0+0.

Un difeomorfismo f : M — M es una transformacién afin de (M, V) siy
solo si la primera prolongacion de f, dada por

fOiue FM — fo(n(u)) ou e FM,
verifica
e =g,

Se dice que la estructura afin (M, V) es llana si la estructura de Cartan
afin (FM, &) es llana, es decir, con curvatura de Cartan

[1]

=0.
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Es bien conocido [67] que una estructura afin sobre M es llana si y sélo
si es una estructura afin integrable, lo que significa que M posee un atlas
{(Ui, i)} verificando que en cada interseccién no vacia U;NU; de M la trans-
formacion ; o g;j’l es una transformacién afin entre abiertos de R”, es decir,
para z € ¢;(U; NU;), ;o goj_l(x) es de la forma Az 4+ b con A € GL(n,R),
b € R". Siguiendo la costumbre, en lo sucesivo llamaremos meramente es-
tructura afin a una estructura afin integrable. Si M admite una estructura
afin integrable, diremos abreviadamente que M es una variedad afin. Por
lo dicho antes, M es afin si y sélo si existe una conexion lineal V sobre M
cuyas campos de tensores curvatura y torsién son nulos, es decir, para todo

X, Y, Z e X(M),
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vixy)Z =0,

T(X,Y)=VyY —VyX — [X,Y] =0.

Sea M = G un grupo de Lie. Si G admite una conexién V verificando
que para todo a € G las traslaciones por la izquierda l,: b € G — ab € G
son transformaciones afines de (G, V), diremos que la estructura afin (G, V)
es invariante por la izquierda.

Si g es el dlgebra de Lie de un grupo de Lie GG, toda conexion lineal G-
invariante V da lugar a un producto definido, para todo z, y € g, por la
aplicaciéon R-bilineal

(véase [54]). La curvatura de la conexién G-invariante V es nula, si y sélo si
dicha aplicacién bilineal verifica, para todo x, y, z € g, que

(zy)z — x(y2) = (yz)z — y(z2),
mientras que la torsién de la conexién G-invariante V es nula si y sélo si

el corchete en g se expresa mediante dicha aplicacién bilineal, de modo que
para todo z, y € g se tiene

[r,y] = zy —yz.

Definicién 5.1.1 [61]. Un algebra simétrica por la izquierda (o dlgebra
de Koszul-Vinberg) es un espacio vectorial real g dotado de un producto R-
bilineal (x,y) — L,y = xy que verifica la condicién

(zy)z —x(yz) = (yr)z — y(z2),

para todo x, y, z € g. Diremos también que un tal producto es un producto
simétrico por la izquierda en g.
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Es facil ver que en el algebra simétrica por la izquierda g el producto
corchete definido por
[z.y] = 2y —yx
induce una estructura de dlgebra de Lie en g.
La siguiente definicién de dlgebra de Lie afin, o estructura afin sobre un
algebra de Lie, es bien conocida (véase por ejemplo [61]):

Definicién 5.1.2 Un dlgebra de Lie g se dice afin si admite un producto
R-bilineal simétrico por la 1zquierda compatible con su estructura de dlgebra
de Lie, es decir, verificando

i) (xy)z — x(yz) = (yr)z —y(rz),
i) [z, y] = zy — ya.
Un tal producto se dird una estructura afin sobre g.

Todo grupo de Lie GG cuya algebra de Lie es afin posee una estructura afin
integrable invariante por la izquierda (véase por ejemplo [85]). El reciproco
también es cierto, como se ha senalado antes.

Notemos que no toda dlgebra de Lie es afin. Por ejemplo, es bien conocido
que un algebra de Lie semisimple no admite estructuras afines [61].

En el lenguaje matricial, una estructura afin en g equivale a la existencia
de una representacién de la forma

reg— <%'LLI> € gl(n+1,R)

r — L, € gl(n,R)

donde

es también una representacion de g, es decir, L, es un endomorfismo de g.

Definicién 5.1.3 Una estructura afin en el dlgebra de Lie g de un grupo
de Lie G se dice completa si la correspondiente conexion invariante por
la izquierda sobre G es geodésicamente completa, es decir, el dominio de
definicion de toda geodésica de la conexion V puede extenderse a R.

Recordemos que la sucesion central descendente de un dlgebra de Lie
g es la cadena de ideales

C’%goCl¢go...C"g...,

con Cg =gy C*g = [g,C¥q], para 1 < k <n — 1, y que un dlgebra de Lie g
se dice nilpotente si existe k& > 0 tal que C¥g = 0. Decimos que un grupo
de Lie GG es nilpotente si su algebra de Lie g es nilpotente.
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Definicién 5.1.4 Un dlgebra de Lie g de dimension n > 3 se dice filiforme
si dim(C*g) =n —k —1 para 1 <k <n — 1. Diremos que un grupo de Lie
G es filiforme si su dlgebra de Lie g es filiforme.

Es evidente que toda algebra de Lie filiforme es necesariamente nilpotente.
Luego todo grupo de Lie filiforme es nilpotente.

Definicién 5.1.5 Un dlgebra de Lie nilpotente g se dice caracteristicamente
nilpotente si toda derivacion de g es un endomorfismo nilpotente.

A continuacion describimos brevemente algunas estructuras afines en cier-
tos tipos de algebras de Lie.

1) Si g admite una derivacién inversible §, entonces g admite una estruc-
tura afin, pues el producto dado para todo z, y € g, por

vy =0~ ([z,9(y)])

verifica 1) y ii) [61].

2) Supongamos que dim(g) = 2m. Una 2-forma bilineal antisimétrica o
en g se dice simpléctica si do = 0y AN" o # 0. En ese caso, el par (g,0)
se dice un dlgebra de Lie simpléctica. Si (g,0) es simpléctica, entonces g es
afin, pues, para todo z, y, z € g, basta definir en g el producto xy mediante

o(ry,z) = —oly,[z,2]),

que verifica i) y ii). En [41] puede encontrarse la clasificaciéon de algebras
de Lie filiformes simplécticas de dimensién menor o igual que 10. En [45]
aparece la clasificacion de algebras de Lie nilpotentes simplécticas de di-
mension menor o igual que 6.

3) Finalmente sefialemos que en [64] se da una lista de todas las estruc-
turas afines completas en dlgebras nilpotentes de dimension 4.

A continuacién vamos a construir ejemplos no afines de estructuras pro-
yectivas sobre grupos de Lie filiformes. Sea G' un grupo de Lie y g su algebra
de Lie. Recordemos que en [1] se proporciona el siguiente método para la
construccién de (N)-homomorfismos, que ya hemos descrito en la proposicién
5.1.1: fijada una base {z1, ..., x,} de g y dados un homomorfismo de 4lgebras
de Lie

g:g— £=sln+1R)

y un vector v € R"*! tales que la matriz

P = (vlg(z1)olg(zz)ol .- |g(zn)v) € gl(n + 1, R)
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sea inversible, entonces f: g — £ definido por f(z) = P~ lg(z)P, = € g, es
un (N)-homomorfismo.
Sea ahora g un algebra de Lie afin con una estructura afin

L,:yeg— Lyy=zy€g.

Si la representacion

frxeg— (%’le) € gl(n+1,R)

toma valores en sl(n + 1,R) (lo que ocurre frecuentemente; por ejemplo, si
la estructura afin es completa, la matriz L, es triangular con ceros en la
diagonal principal para todo x € g), entonces, puesto que el coeficiente (1,1)
de f(z) es cero, resulta que f es un (N)-homomorfismo y la estructura afin
da lugar también a una estructura proyectiva invariante llana en el sentido
de [1], y del capitulo anterior.

Anteriormente hemos descrito algunas vias para obtener estructuras afines,
que también resultan ser estructuras proyectivas, en &dlgebras nilpotentes.
Nuestro objetivo en encontrar ejemplos, en ese tipo de algebras, de estructu-
ras proyectivas que no sean estructuras afines.

Para tal fin, el proceso que seguiremos es el siguiente:

1. Partimos del producto L., x € g, (que, en principio, toma valores en
gl(n,R), aunque usualmente la diagonal principal de la matriz L, es nula) y
que describiremos en funcién de una base {eg, e,...,e,_1} de g.

2. Buscamos una forma lineal no nula H: g — R sobre g que sea un
homomorfismo de dlgebras de Lie, considerando en R la estructura natural de
algebra de Lie abeliana. De hecho, si g es afin, entonces g # [g, g] (véase [61]);
por tanto, siempre existen formas lineales de este tipo sobre g.

3. Consideramos la representacién

h:xeg— ( H(()x) I? ) € glin+ 1,R).

Puesto que H es no nula, esta representacion, en general, no toma valores
en sl(n + 1,R).
4. Considerando el algebra sl(n + 1,R) como el cociente

_gl(n+1,R)
- {al; a €R}
y denotando por p: gl(n + 1,R) — sl(n + 1,R) a la aplicacién de paso al

cociente, computamos la composicién g = p o h, que es un homomorfismo de
gensl(n+1,R).

sl(n +1,R)
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5. Usando el homomorfismo ¢ del paso anterior y un vector v € R"*!
adecuado, la técnica descrita en la seccién anterior puede proporcionar un
(N)-homomorfismo, es decir, una estructura proyectiva invariante llana dife-
rente de la estructura afin de partida.

Ejemplo 1: Sean > 3. Consideremos el algebra de Lie filiforme n dimen-
sional g = ({eg,e1,...,e,-1}) con el producto corchete dado por [eg,e;] =
—e;11, parat = 1,...,n—2, siendo cero el resto de productos corchete, salvo
los que derivan de la anticonmutatividad. Esta dlgebra es isomorfa a la més
simple de las élgebras filiformes, la llamada L, en [62] y po en [40]. Para
cada x = apeg + a161 + -+ - + an_1€6,_1 € @, consideremos el homomorfismo
de élgebras de Lie L,: g — sl(n,R) dado, en la base {eg,e1,...,e,_1} por la
matriz

0 0 O .0
ay 0 O .0
—a2 agp 0 .0
Lx = as 0 a 0 S 5[(71, R)
(-1)”71(1”_1 0O 0 ... ap O

La matriz L, es la matriz traspuesta de la matriz del producto simétrico
por la izquierda descrito en [85], pag. 10, como contraejemplo para justi-
ficar la no veracidad de la conjetura de Auslander en &dlgebras filiformes de
dimension par. Para esta élgebra filiforme, la forma lineal H(z) = ag + a;
es no nula y es un homomorfismo de algebras de Lie. Si h: g — gl(n + 1,R)
es la representacion descrita arriba en el punto 3, un céalculo directo muestra
que el homomorfismo g =poh: g — sl(n + 1,R) estd dado por

n(ap+ai)
e a0+ 0 0 0 0
0 —as 0 0 0 0
0 ay —“SILJF? 0 0 0
0 —an Qo —GSLLJrall 0 0
g(x) =
0 as 0 ag 0 0
0 (—1)"2a,_, 0 0 —% 0
0 (—)n — la,— 0 0 ag — g
Tomando ahora el vector v = (1,...,1)" € R""! se obtiene que la matriz

P descrita en la proposicién 5.1.1 estd dada por
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17%11#1100 0
1—@—71—“00 0
P:l,ﬁl—#l—lo 0
Lo s 001 0
L 5 —a7 000 (="

que es inversible, pues su determinante es igual a +1. Asi hemos obtenido en
g una estructura proyectiva invariante llana y que estd explicitamente dada
por

0 Gip i 0 00 0
Lo 000 0
0o 0 =L 0 0 0 0
0 1 0 =5 0 0 0
-1
fey=| 0 0 S 0
0 0 10 -1 =k 0
0 0 —1 0 0 -1
0 0 (=)™t 0 0 0 1 =L
0 (n—lr-ll)2 (n—?l)2 0 0 0
0 E ! 0 0 0
R S S 0
fler) = 0 1 1 il 0 0
-1
0 -1 -1 0 =k 0
0 (=t (=)™t 00 T
mientras que si f(ex) = (a;;) para k = 2,...,n — 1, entonces ayyo; = 1,

Ag422 = Q423 = n’—+11 y ai; = 0 en otro caso. Notemos que, puesto que la
componente en g; de f(eg) y de f(e1) es no nula, la estructura anterior no es
afin. Notemos también que la estructura proyectiva obtenida depende de las
elecciones de la forma lineal H y del vector v; cambiando H y/o v es posible
obtener nuevas estructuras proyectivas invariantes llanas no afines sobre g.
Ejemplo 2: Sea n > 5. Consideremos el algebra de Lie n-dimensional
g = ({eo,€1,-..,€n_1}) con el producto corchete dado por [eg, ;] = €41,
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i=1,...,n—1, [e1,ej] = e€j42, J =2,...,n — 2, y siendo nulos el resto de
productos corchete no derivados de la anticonmutatividad, que es un algebra
de Lie filiforme isomorfa al dlgebra denotada por R,, en [61] (g se denota por
po + W14 en [40]). El producto dado para cada z € g por la matriz

0 0 0 O 0
a; 0 0 O 0
—Q2 Qo 0 0 0
L, = as a ap 0 0 | €sl(n,R)
—Aay 0 a; Qo 0
(—1)”*1%_1 0O 0 ... a4 ag O

es un producto simétrico por la izquierda en g (y da lugar, por tanto, a una
estructura afin en g). Tal y como ocurre en el ejemplo anterior, la forma
lineal H: x € g — H(x) = a9+ a; € R es un homomorfismo no nulo de
algebras de Lie; si g: g — sl(n + 1,R) denota el homomorfismo descrito en
el punto 4 del método expuesto al principio de esta seccién, para cada x € g
la diagonal principal de la matriz g(x) coincide con la diagonal principal de
la matriz g(z) del ejemplo anterior. Este homomorfismo g y de nuevo el
vector v = (1,...,1) € R™™! proporcionan, segiin la descripcién dada en la
proposicién 5.1.1, una matriz P € gl(n + 1,R) inversible que da lugar al
(N)-homomorfismo f: g — sl(n + 1,R) definido por

O mip mirp 0O 0
- - B 0
0 0 =L 0 0 0
0 1 0 =5 0 0
fle)=110 0 -1 -1 =% 0
0 0 0 0 -1 0
0 0 (=1 0 0 -1 =L
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O ofe wirp 0 0 0 0 00 0
0O 24 1 0 0 0 0 00 0
1 =5 =2 0 0 0 0 00 0
0 1 1 =% 0 0 0 00 0
fle=1|0 -1 0O 0 = 0 0 00 0
0 0 11 0 = o0 00 0
0 0 o 0 1 0 =% 00 0
0 0 o 0 0 0 0 10 =4
mientras que, como antes, si f(ex) = (a;;) para k = 2,...,n — 1, entonces

Qpy21 = 1, Qo2 = Qpyo3 = n_—+11 y a;; = 0 en otro caso. De nuevo, la com-
ponente en g; de f es no nula y por tanto la estructura proyectiva invariante
llana definida por f no es afin.

El método descrito aqui puede resultar valido en cualquier algebra afin
g. Para ello, es necesario encontrar en g una representacion L,, © € g,
definida de tal manera que la matriz P obtenida a partir de ella sea inversible
para ciertos vectores v; esto no es, en general, sencillo. Por ejemplo, si
g = ({eo, e1,€2,€3}) es el dlgebra de Lie dada por [eg, e1] = ea y [es, €] =0,
i < j, en otro caso (g se denota por H en [64]), a ninguno de los productos
descritos en [64] para g se le puede aplicar satisfactoriamente este método.

5.2 Estructuras conformes invariantes llanas

-1
Sea S = I € GL(n+2,R). El dlgebra de Lie £ = o(S) =
-1
{M € gl(n+2,R) ; M'S + SM = 0} (obtenida como caso particular del
modelo descrito en la seccién 2.6 para p = n y ¢ = 0) admite la graduacién
L£=9g_1%goP g1 dada por

g1 = v cL;veR",,

go = B €eL;a€c€R,Beo(n) p,
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g1 = ¢ el er”

Puesto que el elemento caracteristico de este algebra es

1

—1

(véase [69]) resulta, aplicando el corolario 4.4.4, que la condicién para que
un homomorfismo f de un algebra de Lie & en £ sea un (N)-homomorfismo
es de nuevo que el coeficiente (1,1) de fo(X) sea cero para todo X € &.

Supongamos que n = 3.

Ejemplo 1:
Sea & = (R3, x) con el producto corchete dado por el producto vectorial
usual: si v = (z,9,2)" y w = (2/,9/,2') entonces [v,w] = v x w = (yz' —

2y, zx’ — x2' xy — ya')t. Esta édlgebra es isomorfa al dlgebra

0(3) = {X € gl(3,R); X'+ X =0}

de todas las matrices antisimétricas de orden tres a través del isomorfismo

0 =z =z
(,9,2)  eR* = | —z 0 5y | €0(3).
—z —y 0

Un (N)-homomorfismo f de & en £ estd dado por

0% 0 0 0
10 0 0
f(1,0,00=]10 0 0 5 0 [,
00 3 0 0
01 0 0 0
00 %z 0 0
00 0 F 0
f0,1,000=1 0 0 0 F |,
05 0 0 0
00 1 0 0
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00 0 2 0
003 0 0
f(0,0,1)'=10 35 0 0 0
100 o0 F
00 0 1 0

Proposicién 5.2.1 El homomorfismo f es el inico (N)-homomorfismo en-
tre & y £. En particular, sobre la variedad M = S? existe una 1inica estruc-
tura conformemente llana invariante.

Demostracion:
Sea g un (N)-homomorfismo de & en £. Dados v, w € R3 podemos
poner

£(v) £(w)
glv)=1| v w(f) E@)" |, gw)=1 w 90(15) )" |,

donde & y ¢ son funciones lineales de las coordenadas de v y w. Teniendo en
cuenta que debe ser [g(v), g(w)] = g(vXw) y que g es un (N)-homomorfismo,
la condicién de que el coeficiente (1,1) de g(v X w) debe ser nulo se traduce
en que £(v)w = {(w)v. Poniendo v = (x,y, 2)", w = (2/,y,2')" y poniendo

a
é b = (CLHCL + alzb -+ a13C, 0214 —+ a22b + a93C, 4310 -+ CL32b —+ CL33€>,
C

se tiene que £(v)w = &(w)v deriva en la simetria de la matriz A = (a;;) €
gl(3,R). Por otra parte, si

a 0 b11a + b12b + b13C bgla + bng + ngC
2 b = —bua — blgb — b130 0 bgla + bggb + b33C ,
—bgla — bggb — ngC —b310, — bgzb — b336 0

la condicién p(v)w — p(w)v = v X w, que resulta también de [g(v), g(w)] =
g(v X w), da las ecuaciones

(bnl’ + b12y + b13z)y’ + (b21$ -+ bggy + 6232)2/
— (b + by + b132")y — (bar’ + baoy’ + baszz')z = y2' — 2y,
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—(b11z + biay + bi3z)a’ + (bs1z + baoy + bsz2)2
+(b11$‘/ + blzyl + blgzl)I — (b31$l + ngyI + b332/)Z = Z.T/ — LUZ/,

—(ba12 + bagy + bagz)a’ — (bs1x + bsay + b3z2)y’
+(bo1” + baoy' + bagz')x + (bg12” + baoy’ + bszz')y = xy’ — ya,

de donde se obtienen by; = bjs = by = by3 = bgs = b3z = 0, by = % y
bis = bsr = 2. Ast, [p(v), ()] = Jo(vxw) y de la condicion [g(v), g(w)] =
g(v X w) resulta también

E(w) — wE(v) + (W) ~ (W)’ = 5ol x w).

Desarrollando, obtenemos las ecuaciones

(a21$/ + agy’ + a23z')$ — (ag1x + ay + a23z)$/
1
+(anz + apy + a132)y’ — (anx’ + a2y’ + a132")y = Z(?ﬂ, —zy'),
(as12” + asoy’ + assz’ )z — (as1x + asey + azszz)a’

1
+(apz + a1y + a132)2" — (@’ + ay’ + a132')z = Z(zx/ —z2),

(az12’ + azay’ + assz’)y — (agiz + az2y + assz)y’

1
+(anx + agny + agyz)z — (anr’ + any + ayz')z = Z(zy' —yz'),

obteniendo asi aj; = a9 = az3 = %1 y el resto de coeficientes a;; iguales a
cero. Notemos, ademas, que, con los datos obtenidos se verifica que la matriz
A es simétrica y se verifica también la ecuacion

§(v)p(w) — E(w)p(v) = (v x w),

ultima de las condiciones derivadas de [g(v), g(w)] = g(v X w). En definitiva,

g=1r O
Ejemplo 2:
Sea & = ({ey,e9,e3}), con el producto corchete dado por [ej,es] =
le1,e3] = 0y [eg,e3] = ey, el dlgebra de Heisenberg. Supongamos que g

es un (N)-homomorfismo de & en £. Dados v, w € R3, pongamos, como en
la demostracién anterior
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£(v) §(w)
glw) = | v s@(f) @) |, glw)=| w 90(1;)) (§(w))’

Si, en coordenadas en la base {e1, ey, e3} ponemos v = (x,y,2)' y w =

(«',y, 2")t, entonces [v,w] = (yz’' — zy/,0,0)". Para

a 0 bna + blgb + blgc bgl(l + bQQb + ngC
2 b = —bua — blgb - blgc 0 bglCL + b32b + b330
—bgla — bggb — bQ3C —b31a - b32b — b330 0

la igualdad ¢(v)w — ¢(w)v = [v, w], que también se debe verificar ahora, da
las ecuaciones

(blll” + b12y + blgz)y' + (bglflf + bggy + 5232’)2’/
—(b11x’ + bioy’ + b132" )y — (bara’ + baoy’ + basz’)z = y2' — 2y,

—(bn%’ + b12y + blgz)x' -+ (bgll’ + b32y + bggZ)Z/
+(b11$, + blzy/ + blgzl)l’ — (bgll’, + bggyl + b332,)2 = 0,

— (b1 + bagy + bazz)x’ — (bs1x + baay + bsz2)y’

+(bgl$/ + bzgy/ + 6232’/)33 + (bgll‘/ + bggy, + bggzl)y = 0,

-1

de donde by1 = ba1 = b1y = bz = bag = b33 = 0, byy = b3 = % y biz = 5 -

Poniendo

¢((a, b, C)t) = (a11a + a12b + a13¢, ag1a + asnb + aszc, asia + azsb + asse),

la condicion

vg(w) — wg(v) + (wE(v))" = (v§(w))" + @(v)p(w) — p(w)p(v) = ([v,w]),
que se obtiene de [g(v), g(w)] = g([v,w]), se traduce en
(agll‘/ + Clzgy/ -+ aggz/){lj — (aglx + a2y + CLQgZ)ZB/

1
+(anz + a2y + a132)y’ — (ana’ + arny’ + ar132")y + Z(:cy’ —ya') =0,
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(as12” + asoy’ + assz’ )z — (az12 + azey + azzz)a’

1
+(anw + ay + a132)2" — (a2’ + ay’ + a132’)z + Z(a:z’ — za'),

(az12’ + asey’ + assz’)y — (aziz + az2y + assz)y’

1 1
+ (a1 + agey + ag32)z’ — (ag1x’ + agey’ + assz’)z + 1 (2 —y2') = B (yz' —zy'),

lo que lleva a a1, = ’T‘r’, Q29 = Q33 = %, siendo nulos el resto de los coeficientes.
Sin embargo, con los valores que resultan para {(v) y &(w) se tiene que

E(u)p(w) — Ew)p(v) = (S0 — =), 5(a7 — 20'), (v’ — 1)),

que no coincide con &([v,w]) = (F(yz' — 2/),0,0). Esto supone que no
existe ningin (N)-homomorfismo de & en £.

Ejemplo 3:

Consideremos la familia de dlgebras de Lie & = gt = ({ey, 2, e3}), k # 0,
donde el producto corchete se define por [e1, es] = 0, [e1,e3] = €1y [ez, €3] =
kes. Dos algebras gf y g¥ de esta familia infinita son isomorfas si y sélo si
kk' = 1, con lo cual esta familia estd paramétrizada con k € [—1,0) U (0, 1].

Los grupos

GE={| 0 e™ y | ;a2yteR}

tienen como algebra de Lie a g¥.

Proposicién 5.2.2 Sobre GY existe una estructura invariante conforme-
mente llana si y sélo si k = 1. Ademds, esta estrucutura invariante es
unica.

Demostracion:

Supongamos que g: g8 — £ es un (N)-homomorfismo. Poniendo, en
coordenadas en {ey, e, €3}, v = (1,9, 2)", w = (2,1, 2')!, tenemos ahora que
(v, w] = (x2'—z2', k(yz'—2y),0)". Utilizaremos las mismas notaciones que en
la prueba de la proposicién 5.2.1. La condicién &(v)w = &(w)v deriva, como
entonces, en la simetria de la matriz (a;;). La condicién p(v)w — p(w)v =
[v, w] proporciona ahora las ecuaciones
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(bllx + blgy -+ b132)y/ + (bglx + bggy -+ 5232)2’/
—(bll.fll'/ + b12yl + blgz’)y — (bgll'/ + bggyl + ngZ/)Z = 332'/ — Z.f/,

— (b1 + bioy + biz2)az’ + (bs1x + bgay + b3zz)2’
+(birx’ + bioy' + b1z )z — (bs12’ + baoy’ + bss2')z = k(yz' — zv/),

— (b1 + bagy + baszz)x’ — (bs1x + baay + bsz2)y’
+(bgl$/ + bzgy/ + 6232’/)33 + (bgll‘/ + bggy, + bggzl)y = 0,

que dan como solucién by; = 1, bgs = k y 0 para los restantes coeficientes.
De este modo se obtiene

0 0 =z
pv)=1 0 0 ky
—x —ky 0

Por otra parte, de [g(v), g(w)] = g([v, w]) se obtiene también que

v§(w) = wé(v) + (w(v))" = (W§(w))" + p(V)p(w) = p(w)e(v) = ([v, w]),

lo cual proporciona las ecuaciones

((121513/ + aggy/ -+ a232/)x — (aglx + a2y + (1232)58/

+(anx + a2y + a132)y — (a2’ + ary’ + a132")y = k(zy' — ya'),

(as12” + asy’ + aszsz’ )z — (az12 + azey + azszz)a’

+(anz + arpy + a132)2’ — (@’ + apy’ + a132')z = (22" — za'),

(az12" + agoy’ + az3z’)y — (as1x + agay + ass2)y’

+(ag1® + asy + agsz)z’ — (an @’ + axny’ + axyz')z = k(yz' — zy'),

resultando a1 = as3 = %7 Qoo = % y nulos los restantes coeficientes. De

este modo, la ecuacién £(v)p(w) — &(w)p(v) = £([v, w]) queda

xz — za! kyz’ -z xz — za! yz' — zy
)

(5 5 0) = (T kek - ),
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de donde k(2k — 1) = k, es decir, k = 0, solucién que carece de sentido, o
k=1. O

El tnico (NV)-homomorfismo de g} en £ estd explicitamente dado por

0 £ 000
1 0 01 4
fle)=]10 0 0 0 0 [,
0 -1 000
01 000
00 42 00
00 0 00
flee)=110 0 1 5 [,
00 -100
00 1 00
0003 0
00000
flesy=100 0 0 0
1000 %
00010

Supongamos ahora que n = 4.

Ejemplo 4:

Consideremos el grupo de Lie real H — {0} con el producto usual de los
cuaternios. El dlgebra de Lie de este grupo es & = s0(3)BR. Si {eq, es, 63,64}
denota la base standard de & y, en coordenadas en dicha base, ponemos

v = m1ey + Toey + w3e3 + xyeq = (11, T2, T3, 14),

w = yr€1 + Yoo + Yses + ysea = (Y1, Y2, Y3, Ya),

entonces [v,w| = (XTays — T3y2, T3y — T1Y3, T1Y2 — Tay1). Sea f un (N)-
homomorfismo de & en £. Utilizando las mismas notaciones que en la de-
mostraciéon de la proposicién 5.2.1 y poniendo

4 4

4 4
5((%; az, ag, a4)t) = (Z A1;Q4, Z A2y, Z a3; g, Z a4iai)7
i=1 i=1 i=1

=1

tenemos que la condicién £(v)w = £(w)v equivale de nuevo a la simetria de
la matriz (a;;). Pongamos ahora
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aq 0 Z?zl biia; Z?:l baia; Z?:l bs;a;
ar | | =3 bua 0 S bua;r > by

7 as B - Z?ﬂ bya;, — Z?:1 byia; 0 Z?:l beia;
ay =Y bsiar =Y bsia; — S beia 0

La condicién p(v)w — p(w)v = [v,w] deriva en las ecuaciones

4

Z(blmyg + boiiys + bsiziya
i=1

—b1yixe — boyirs — b3z'yz'$4) = T2Y3 — T3Y2,

4

Z(—blil’i% + byiwiys + bsixiya
i=1

+b1yit1 — bayics — bsiyita) = T3y1 — T1Ys3,

4
Z(_b%ﬂ?iyl — byixiYo + beiTiya

i=1

+boiyi1 + baiyita — beiYiTa) = T1Y2 — Lo,

4

Z(_b&'ﬂcz‘yl — bsiziya — beiziys

i=1
+bs;yiw1 + bsiyia + beiyixs) = 0,

de las que resultan todos los coeficientes nulos excepto bz = by = _71 y
bog = % De este modo

aq 0 _710,3 %(12 0
as - 503 0 _Tlal 0
¥ as - %1&2 %a1 0 0
ay 0 0 0 O

Por otra parte, la igualdad

v§(w) —wg(v) + (wg(v))" — (v§(w))" + p(v)p(w) — p(w)p(v) = @([v, w])

proporciona las ecuaciones
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4 1
Z(aziﬂhyi + a1TiYe — ATy — A1 XT2Y;) = Z<5E291 — T1Y2),
i=1
1 1
Z(aiﬂxlyi + a;TYs — agiTiyr — auiUzyi) = 1(1'3?/1 - xlyS)a
i=1
4
Z(%z‘%% + Q1;T:Ys — Qa3 TiY1 — aux4y¢) =0,
i=1
4
1
Z(asﬂwi + 2Ty — 3T Yo — A2 T3Y;) = Z(ifsyz — Z2Y3),
i=1
4
Z(a4i$2y¢ + A9 T;Ys — A4 TiY2 — A2 X4Y;) = 0,
i=1
4
Z(a4ix3yz’ + a3 %Yy — AgiTiYs — a3;24Y;) = 0,

=1

cuya solucién es a1 = a9y = a3z = ’71, Qg = % y a;j = 0sii # j. Comoquiera
que con estos parametros se cumple también & (v)p(w)—E&(w)p(v) = &([v, w)),
se concluye que sobre H — {0} existe una tunica estructura invariante con-
formemente llana, que corresponde al tnico (N)-homomorfismo de & en £
existente y que esta dado por

0=z 0 0 0 0
1 00 0 0 F
00 0 35 0 0
=19 0 1 00 0 |
000 0 0 0 0
01 0 0 0 0
00 = 00 0
00 0 300
1 0 0 00
— 8
Je)=19 2 900 0 |
00 0 00 0
000 1 00 0
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Ejemplo 5:
Es bien conocido que para n > 3 la esfera euclidiana

S = SO(n + 1,R)/SO(n,R)

admite una estructura conforme llana e invariante por la acciéon natural de
SO(n+1,R), (las variedades riemannianas homogéneas conformemente llanas
estan clasificadas en [5]). Esto se deduce también muy fécilmente del (GP)-
homomorfismo dado como segundo ejemplo en la seccién 4.2, aplicando el
teorema .

5.3 Estructura grassmanniana invariante llana
en GL(n,R)

En esta secciéon hemos construido, en colaboracién con J. F. Torres, un
ejemplo de estructura grassmanniana sobre el grupo lineal general GL(n, R).
Dimos como ejemplo de (G P)-homomorfismo en el capitulo anterior la apli-
cacion

gl(2n, R)
: R Rl=——~——

definida por

=3[ X Y]+t eery

Por los resultados que hemos obtenido en el capitulo anterior, la clase de
equivalencia de f define una Go-estructura llana G L(n,R)-invariante sobre
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M = GL(n,R), siendo Gy = GL(n,R)®GL(n,R) el grupo lineal de isotropia
de la variedad de Grassmann G, (R"*") pensada como espacio homogéneo se-
misimple llano asociado al dlgebra de Lie semisimple graduada sl(n + n, R).
A continuacion vamos a probar cémo puede obtenerse tal Gg-estructura in-
variante llana usando los métodos clasicos de la teoria de G-estructuras, pro-
ceso que resulta considerablemente més laborioso que probar que f cumple
las sencillas condiciones de la definicién de (G P)-homomorfismo.

Consideremos el grupo G = GL(n,R), cuya algebra de Lie & = gl(n,R)
es isomorfa a R" ® (R™)*. El espacio fibrado tangente T'(G) de G es isomorfo
candénicamente a gl(n,R) x G, es decir, a (R” ® (R")*) x GL(n,R). Ahora
bien, esto significa que el espacio fibrado tangente T'(G) es de tipo “producto
tensor”, es decir isomorfo al producto tensor de dos fibrados vectoriales. En
efecto, sean E; = R" x G y Fy = (R")* x G y consideremos los espacios
fibrados triviales (Ey,m,R™",G) y (Es, s, (R™)*,G). El fibrado producto
tensor (F; ® Eq, 7, (R” ® (R™)*), G), tiene como espacio total a

E @ By =: [ J([R" x {4}) ® (R")" x {4})

AeG

y como proyeccion la proyeccion natural
m: (v,A)®(§,A) e By ® By - Ae GL(n,R).

Un isomorfismo natural entre éste fibrado producto tensor y el fibrado tan-
gente T'(GL(n,R) estd dado por

To: (@A) eR"Q(R")) X G — (v,A) R (§,A) € E1 ® Ey.

La inclusién del abierto G = GL(n,R) en R” = (R @ (R™)*) define una
carta global ¢ en GG que a su vez induce una trivializacion global en el fibrado
F%(@) de referencias holonémicas de segundo orden de G, dada por

T, jof € FA(G) — (A, D(w o f)(0),D*(p o f)(0)) € G x G*(n?),

donde f: R” — G es un difeomorfismo local que lleva 0 € R” en A € G y
donde G?(n?) es el grupo de referencias de segundo orden de R™.
Recordemos que si p y ¢ son enteros > 2, decimos que una variedad dife-
renciable M de dimension pq posee una estructura producto tensor integrable
o grassmanniana si y existen dos fibrados vectoriales ng: E — M de rango
py mr: ' — M de rango q tales que el fibrado tangente T'M es localmente
isomorfo al fibrado vectorial E ® F' — M. Esto implica que el fibrado de
referencias FM se reduce al grupo GL(p,R) ® GL(¢q,R). En nuestro caso, si
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G = GL(n,R) lo anterior nos proporciona sobre G la GL(p,R) ® GL(p,R)-
estructura integrable P dada por

P={jof=(X,A®B); X €G, Ac GL(R"), B € GL(R")")},

donde j} f denota el 1-jet de un difeomorfismo local f: (R"Q,O) — (G, A).
En [6], la definicién para variedades complejas de estructura grassmanniana,
o de tipo “producto tensor”, exige un isomorfismo global del fibrado cotan-
gente con el producto tensor de dos fibrados vectoriales. En cambio Hangan
demuestra en [52] que, para variedades reales, la condicién de que el fibrado
tangente sea localmente isomorfo al producto tensor de dos fibrados vecto-
riales es equivalente a la integrabilidad de la correspondiente GL(p,R) ®
G L(p,R)-estructura, cuando p y ¢ son mayores o iguales que 3.

Pongamos Gy = GL(n,R) ® GL(n,R) y denotemos por Le: X € G —
Lo(X) = CX € G la traslacién por la izquierda por C' € G. La Gg-estructu-
ra P es invariante si es Lo-invariante para todo C' € G, es decir, si Lg) (3o ) =
Jo(Lc o f) € P para jj € P, siendo L(Cl) la aplicacién prolongacién entre los
fibrados de referencias definida en la seccién 1.8. Sea pues f: (R™,0) —
(G,U) un difeomorfismo local tal que jif € Py pongamos D(p o f)(0) =
A® B, Ae GLR"), B € GL((R")*). Como L conmuta con ¢ y es lineal,
resulta que

D(poLco f)(0) = D(Lgo (o f))(0)
= D(Lc)(X) e D(po f)(0) = D(Lc)(X)(A® B) = Le(A® B),

donde Lo(A® B): R ® (R")* — R" ® (R™)* estd dada por

Lo(A® B)(& @ &) = C((A&) @ (62B)) .

Si ponemos C' = > x; ® aj, ; € R", a; € (R")* y para a € (R")* y
¢ € R" denotamos

{al¢) = a(f),

entonces
C(A&G ®&B) =) (a)|AG)z; © 6B = (CA® B) (6 © &)
ya que

(CA®B) (& ®&) =) (1:©a;)(A) @ &B
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= Z(O@’Agﬁl’l ® €QB

Asi, D(po Lo o f)(0) = CA® By la Gg-estructura es invariante.
Consideremos ahora el dlgebra de Lie £ = sl(n 4+ n,R) con la graduacién
£ =9g.1Dgo® g dada en la seccién 2.2, apartado a). Segun se vio en

la seccién 2.8, el tensor de Tanaka de £ estd dado, para x = (%P),

(00 0|B
Tr = A0 €g-1,2= 0l o € g1, por

. 0 0
V(z, 2)a’ = < ABA ¥ ABA |0 ) ’

o bien, identificando x con A, z con B, x' con A’, etcétera, por

U(A, B)A' = ABA' + A'BA,

donde ahora ABA’+ A’ BA se puede considerar como un elemento de gl(n, R),
es decir, de T,(G).
La aplicacién bilineal V: gl(n,R) x gl(n,R) — gl(n,R) dada por

1
VXY = §[X7Y]

define una conexién invariante por la izquierda sobre GL(n,R) que, ademas,
no tiene torsién pues si X e Y son campos de vectores invariantes por la
izquierda sobre G se tiene

1 1
VxY = VyX = S[X.Y] - o[, X] = [X,V],

Sea {E;;; i,j = 1,2,...,n} la base usual de gl(n,R). Si ponemos
k
Vi, Bia = ) Vi 5Bk
kyy

las constantes %k(] ;3 son los simbolos de conexién de V [77]. Dado que, por
definicion,

1
Vs Bia = 5(EjpBia = EiaEjs)

obtenemos

1 i ¢J s By
’Yz@jﬂ = 5(55‘%57 - 5i5k55)-
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Utilizando la identificacién dada arriba al describir el tensor ¥ de Tanaka,

pongamos V(A, B)A’ = ABA" + AABA € g_; = gl(n,R). Respecto a la base
usual de gl(n,R) se tendrd que

U(Eio, Ej3)Eis = Z vl g, .

Ahora bien, V(E;,, E;3)Eis = EioEsjEis + EisEgjEi y en general

0 si a#
EmEﬂjElg = 0 si l 7éj
Eis st a=pyl=]

resulta

IO = 65016400 + 67816402

Consideremos también la derivada covariante del tensor ¥ de Tanaka con
respecto a un campo de vectores invariante por la izquierda representado por
un elemento E,,, de la base usual de gl(n,R). Dicha derivada covariante es
un tensor del mismo tipo que ¥ y, por tanto, podemos poner

(Vi ©)(Eia, Eg)) Eis = Y (Vi O)20 15 By

ky
— E : 3B ky
‘ijc 11 muEk'Y

Pongamos, por comodidad, I =i«a, J = 506, L =10, M = mu,y R = rp.
Es conocido que [77]

Wit = En(¥7r) + Z WL Vin

"‘Z‘I’{E’YJI%(M Z BT — Z‘I’JK’YLMy

siendo Ey (U7K) =0 ya que U/E es constante. Luego,
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0 k
\I’Zf lé’,ym,u
= (007850 + 0003070 ) e+ Y (03670508 + 8205616115 1
rp r,p
i sk i Sk AT i Sk j Sk\AT
=) (0107 858) + 00036100 ikl vy — D (61655707 + 6263676811 o
0 r,p
= ,yzjéﬂm,uélkég + ’yl](fm,u(sgdzk + ,ylojm,ué‘zj' 5? + fyizgm,u(sgélj
_yzjgmuélké? - /Yufmuégéf - Vléﬁmu(szj‘ 52 - fyl]gmu(sgéf

Por consiguiente, teniendo en cuenta la expresién general ya obtenida
para ”yf v ;5 resulta finalmente que

) 1. . . )
vl Zfs?mu = 5[52%5? I
+8!,67. 60630 — smsels]ok
+oLok 81576y — omefeslsy

810k 638551 —  o65oke) 0l

i 0,00
L Rt A S S St
—8!6F 685757+ omorels)s]
—8Lok 875107+ oparelels]
—0L,67.63606%  + 6767870568 = 0.

En consecuencia, si Bs denota el primer tensor de integrabilidad (tensor
de Bernard) de la estructura (véanse [12], [37]), las componentes (Ms)%
del tensor Mg = (n? — 1)Bs definido por Hangan en [52] son nulas, y por
tanto, (Mg) = 0. Como los tensores Bs y Mg son equivalentes desde el
punto de vista de la integrabilidad [52], se sigue que si n > 3 la Gg-estructu-
ra sobre G = GL(n,R) es integrable (notemos que Gy = GL(n,R)®GL(n,R)
se denota por G, en [52]).

Observemos ademas que en el cdlculo anterior se ha visto que Vg, , ¥ = 0
para todo E,, en la base usual de gl(n,R). Puesto que todo campo Z € X(G)
se expresa en funcion de una base de campos invariantes por la izquierda y
como VixW¥ = fVxW para cualquier funcién f sobre G y cualquier campo
X € X(G), se sigue que

Vz¥ =0
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para todo Z € X(G), es decir, el campo de tensores ¥ es paralelo, lo que
significa que la conexién V esta a la Gg-estructura que define ¥ sobre G.
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