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amigos de despacho, especialmente a Alexandre Andrés Cortés Ayaso e José Carlos Dı́az
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Abstract

Isothermal coordinate systems in Riemannian surfaces are generalized in a natural way by
locally conformally flat manifolds. Although there is not a complete classification of this
sort of manifolds when their dimension is greater than two, there exist some important
results under suitable topological conditions. Among those a relevant role is played by
Kuiper’s Theorem: a compact simply connected locally conformally flat manifold is iso-
metric to an Euclidean sphere [20]. We are also interested in the following, due to Zhu
[37]: the universal cover of a complete locally conformally flat manifold with nonnegative
Ricci curvature is in the conformal class of Rn, Sn or Sn−1 × R. In spite of these results,
among many others, there is a lack of information concerning negative curvature.

The aim of this work is to obtain new examples of complete locally conformally flat
manifolds with negative Ricci curvature. In order to do that, we use a geometric construc-
tion introduced by Bishop and O’Neill [5], which was extensively used to create examples
of complete manifolds with negative curvature, called warped products. Apart from this
kind of manifolds, we will study some generalizations like twisted products or multiply
warped products. We will focus in multiply warped products, since twisted products can
be reduced to warped products under our essential assumption of local conformal flatness
(if the base and the fiber are not one-dimensional), as it is shown in Teorema 1.5.13.

Firstly, we give a characterization of locally conformally flat warped products (Chapter
2), based on the fact that any warped product is in the conformal class of a suitable direct
product. Such characterization provides the key for the later development of the study of
locally conformally flat multiply warped products.

In Chapter 3 the case of multiply warped products with one-dimensional base is ana-
lyzed, summarizing results in Teorema 4.3.1.; it provides a characterization of this prod-
ucts, showing that at most three fibers may occur. Later on multiply warped products
with base of dimension greater than two are approached, obtaining a characterization in
Teorema 5.3.5., as well as restrictions in the number of fibers (which must be less or equal
than the dimension of the base plus two).

Multiply warped products with topological conditions on their basis are the subjects
of Chapter 6, where Teorema 6.2.1. shows that if the base is compact, then the multiply
warped product is already a warped product (i.e., it only admits one fiber if it is locally
conformally flat). Special attention is paid to multiply warped products with base a model
space, Rn, Hn and Sn.
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As an application of the previous results, examples of complete locally conformally
flat manifolds of negative sectional curvature are obtained in Chapter 7. Also, multiply
warped spaces are used to construct new examples of complete locally conformally flat
manifolds of nonpositive Ricci curvature.



Introducción

As variedades riemannianas localmente conformemente chás son unha xeneralización na-
tural da estructura conforme das superficies riemannianas. De feito, a posibilidade de
constrúır sistemas de coordenadas isotermais garante a existencia de transformacións con-
formes locais entre unha superficie de Riemann calquera e o plano euclidiano. Sen em-
bargo, en dimensións superiores, non toda variedade riemanniana admite unha estruc-
tura localmente conformemente chá e é, actualmente, un problema aberto o obter unha
boa clasificación das variedades cunha estructura deste tipo. O estudio das propiedades
globais de variedades localmente conformemente chás foi iniciado por Kuiper [20], quen
clasificou as variedades compactas localmente conformemente chás simplemente conexas,
mostrando que son esferas. Posteriormente, Tani [30] probou que unha variedade local-
mente conformemente chá, compacta, conexa e orientada con curvatura escalar constante
é isométrica a unha esfera se a súa curvatura de Ricci é positiva. Estes resultados foron
xeneralizados máis tarde por Cheng [8] e Zhu [37], obténdose finalmente que unha varie-
dade completa localmente conformemente chá con curvatura de Ricci non negativa está na
clase conforme de Rn, Sn ou Sn−1 ×R, onde Sk denota a esfera euclidiana k-dimensional.

A pesar dos progresos realizados no estudio de variedades localmente conformemente
chás con curvatura de Ricci non negativa, é moi escasa a información que se dispón no
caso en que a curvatura de Ricci sexa non positiva. Obviamente, un paso previo a cal-
quera intento de clasificación de tales variedades é o de dispor de exemplos significativos
das mesmas. Aśı, é claro que Rn, Hn e Hn−1 × R proporcionan exemplos completos de
variedades localmente conformemente chás con curvatura de Ricci non positiva, onde Hk

denota o espacio hiperbólico k-dimensional. Polo tanto, o primeiro problema a estudiar é
a posible existencia de outros exemplos, á vista dos resultados coñecidos para curvaturas
positivas.

Unha técnica amplamente utilizada para xenerar exemplos de variedades completas con
curvatura negativa baséase nunha construcción xeométrica sinxela descrita por Bishop e
O’Neill [5]: os productos warped (ou, nunha situación máis xeral, os productos twisted
[28]). Tales estructuras consisten en deformar a métrica da variedade producto median-
te unha homotecia nun dos factores, a cal vaŕıa segundo os puntos do outro factor.
Na situación máis sinxela, as superficies de revolución son productos warped e, dunha
forma máis xeral, as coordenadas polares xeodésicas permiten unha descripción local da
xeometŕıa dunha variedade como producto warped.
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É coñecido [36] que, localmente, unha variedade producto localmente conformemente
chá é chá ou ben se reduce a un producto con dous factores de curvatura seccional constante
e oposta, sempre que as súas dimensións sexan maiores que un. Aśı pois, se ben a técnica
de constrúır productos directos de variedades localmente conformemente chás non parece
efectiva á hora de producir novos exemplos, si o será cando na variedade producto se
considere unha métrica producto deformado.

Dada a súa maior flexibilidade os productos warped supoñen un recurso actualmente
en auxe para atopar exemplos de diversos tipos de variedades con diferentes caracteŕısticas,
xa que, a pesar de que a súa xeometŕıa é relativamente sinxela, a función de deformación
permite en moitos casos perturbar a xeometŕıa da fibra e, en definitiva, a da variedade,
para adaptarse ós requisitos esixidos. Seguindo o mesmo curso, xeneraĺızanse os produc-
tos warped de diversos modos, entre os que destacan os productos twisted (con pouco
interés no devir deste traballo, como se mostra no Teorema 1.5.13), e os productos mul-
tiwarped, nos que se basea a busca de exemplos de variedades localmente conformemente
chás con tensor de Ricci non positivo. Comezando por estudiar a conformalidade chá local,
caracteŕızanse localmente os productos multiwarped con esta propiedade (Teorema 5.3.5)
para obter, como consecuencia e globalizando o resultado, novos exemplos de variedades
completas localmente conformemente chás que, baixo certas condicións adicionais, teñen
curvatura seccional ou tensor de Ricci non positivo.

Cómpre sinalar que o feito que permitiu comprender as ecuacións diferenciais inhe-
rentes á estructura localmente conformemente chá dun producto warped ou multiwarped
radicou na propiedade de que todo producto warped está na clase conforme dun determi-
nado producto directo. Esta propiedade esencial que, sen embargo, semella non ter sido
explotada con anterioridade no estudio dos productos deformados, é probablemente un
punto de partida adecuado para enfocar tanto o estudio de problemas de causalidade en
xeometŕıa de Lorentz, como o estudio de puntos de corte ó longo de xeodésicas nulas, dado
que ambos posúen a caracteŕıstica de invarianza conforme [1].

Dunha maneira máis precisa, o contido desta memoria estructúrase segundo a descrip-
ción que se dá a continuación.

O Caṕıtulo 1 ad́ıcase a introducir os conceptos básicos para o desenvolvemento da
memoria e as propiedades necesarias para levar a cabo este estudio. Introdúcense os
productos warped e twisted, estudiándose algúns aspectos relacionados coa súa curvatura.
Ademais, dado que as transformacións conformes desempeñan un papel fundamental neste
traballo; recordamos algúns resultados relativos á súa influencia sobre operadores diferen-
ciais como o gradiente, o hessiano e o laplaciano. Trátanse no Caṕıtulo 2 os productos
warped localmente conformemente chans, obtendo condicións necesarias e suficientes que
caracterizan os productos con esta propiedade, as cales son descritas no teorema seguinte:

Teorema 2.1.5. Sexa M = B ×f F un producto warped.

(i) Se dim B = 1, entón M = B×f F é localmente conformemente chá se e só se (F, gF )
ten curvatura seccional constante.



(ii) Se dimB > 1 e dimF > 1, entón M = B ×f F é localmente conformemente chá se
e só se

(ii.1) (F, gF ) é unha variedade de curvatura seccional constante cF .

(ii.2) A función f : B −→ R+ define un cambio conforme en B de modo que
(B, 1

f2 gB) ten curvatura seccional constante c̃B = −cF .

(iii) Se dimF = 1, entón M = B ×f F é localmente conformemente chá se e só se a
función f : B −→ R+ define un cambio conforme en B tal que (B, 1

f2 gB) é unha
variedade de curvatura seccional constante.

Como xa mencionamos, o anterior teorema supón unha caracterización local dos pro-
ductos warped localmente conformemente chans. De feito, para calquera base (B, gB)
localmente conformemente chá e calquera fibra (F, gF ) de curvatura seccional constante,
existen funcións de deformación definidas localmente sobre B, f|U : U ⊂ B −→ R+ de
maneira que U ×f |U F é localmente conformemente chá. Aśı, o problema esencial radica
na posibilidade de estender as funcións f|U a toda a base B.

Unha vez caracterizados os productos warped localmente conformemente chans, estú-
dianse en función da base, con especial énfase en que esta sexa unha variedade compacta
ou un espacio modelo (Rn, Sn ou Hn). Neste punto é importante sinalar que os produc-
tos B ×f F localmente conformemente chans con base de curvatura seccional constan-
te correspóndense coa situación na que 1

f2 gB é un cambio conforme definido por unha
transformación de Möbius en (B, gB). Ademais, cobra especial importancia a función de
deformación, que marca a diferencia entre o estudio local e global levado a termo (pois
non sempre é posible estender a función a toda a variedade, áında que se poida definir
localmente), aśı como a unicidade da mesma á hora de constrúır un producto warped
localmente conformemente chan dada a base e a fibra.

Este estudio dos productos warped constitúe a primeira parte da memoria que, se
ben posúe interese en si mesma, supón tamén un preludio ós catro caṕıtulos seguintes,
onde se introduce unha xeneralización dos productos warped: os productos multiwarped.
Xeneralización esta que, como se verá, ampĺıa dende diversos ángulos a estructura de
producto deformado anterior, supoñendo en moitas situacións unha estructura máis rica.
Non obstante, noutras ocasións non permitirá enriquecer, como veremos no Caṕıtulo 6, a
gama de exemplos obtidos a partir dos productos warped.

Esta segunda parte segue unha orde linear, comenzando cun pequeno achegamento á
xeometŕıa dos productos multiwarped, baseado na xeneralización da estructura warped,
que se desenvolve principalmente no Caṕıtulo 3. Este pequeno estudio da xeometŕıa da
estructura multiwarped porá de manifesto o papel diferenciado que xoga a base do pro-
ducto, o que se enfatizará áında máis á hora de abordar a condición de conformalidade chá
local. En concreto, obtéñense as expresións do tensor de curvatura, curvatura seccional,
de Ricci e escalar dun producto multiwarped. Estas fórmulas serán esenciais para abordar
os problemas que son obxectivo na presente memoria. Neste caṕıtulo facemos especial



énfase en dous aspectos dos productos multiwarped: a súa completitude (Teorema 3.2.1)
e a caracterización dos mesmos fronte a outras xeneralizacións dos productos warped, a
primeira vista máis xerais, en termos do tensor de Ricci (Teorema 3.3.1).

O estudio da conformalidade chá local dos productos multiwarped reaĺızase nos tres
caṕıtulos seguintes. O primeiro deles, o Caṕıtulo 4, está adicado ós productos multiwarped
con base de dimensión un. Esta condición supón unha maior maleabilidade das funcións
de deformación, permitindo obter as solucións concretas das ecuacións diferenciais que
xorden neste ámbito, o que se reflexa nun achegamento máis estreito á condición de con-
formalidade chá local nestes productos. O principal resultado deste caṕıtulo é o seguinte,
que caracteriza os productos multiwarped con base de dimensión un e localmente con-
formemente chans:

Teorema 4.3.1. Sexa M un producto multiwarped con base un intervalo I ⊂ R, entón é
localmente conformemente chan se e só se cumple unha das tres posibilidades seguintes:

(i) M é un producto warped M = I ×f F con fibra F de curvatura seccional constante
e función de deformación f arbitraria (positiva).

(ii) M é un producto biwarped M = I ×f1 F1 ×f2 F2 con fibras de curvatura seccional
constante e as funcións de deformación veñen dadas por

f1 = (ξ ◦ f)
1
f ′

, f2 =
1
f ′

onde f é unha función estrictamente crecente arbitraria, ξ é unha función de defor-
mación que fai o producto I ×ξ F1 de curvatura seccional constante e ξ ◦ f > 0.

(iii) M = I×f1 F1×f2 F2×f3 F3 con fibras de curvatura seccional constante e as funcións
de deformación veñen dadas por

f1 = (ξ1 ◦ f)
1
f ′

, f2 = (ξ2 ◦ f)
1
f ′

, f3 =
1
f ′

onde f é unha función estrictamente crecente arbitraria, ξ1, ξ2 son funcións de
deformación que fan o producto I ×ξ1 F1 ×ξ2 F2 de curvatura seccional constante e
ξi ◦ f > 0, i = 1, 2.

Dous aspectos no teorema anterior merecen ser destacados: por unha banda, as posibles
funcións de deformación que fan o producto I×ξ1F1×ξ2F2 de curvatura seccional constante
están completamente determinadas no Teorema 4.1.1. Por outra banda, é interesante
sinalar que a propiedade de conformalidade chá local é independente da última función de
deformación en cada unha das distintas situacións posibles no Teorema 4.3.1.

O caso en que a base ten dimensión maior ou igual que dous é substancialmente máis
complexo, e require un tratamento diferente dada a dificultade de obter solucións das
posibles ecuacións diferencias. O estudio das variedades localmente conformemente chás



con base de dimensión maior que un, desenvólvese nos Caṕıtulos 5 e 6, onde se trata o
problema de dar condicións necesarias e suficientes para que un producto multiwarped
sexa localmente conformemente chan, dende un punto de vista local, e o de estender
as funcións de deformación a toda a variedade, atopando aśı restriccións importantes
para definir productos multiwarped localmente conformemente chans completos. Debido
á complexidade do problema, ocuparán un lugar central os productos multiwarped con base
un espacio modelo ou unha variedade compacta, onde se caracterizará completamente a
conformalidade chá local. Cómpre sinalar que a restricción a bases de curvatura seccional
constante exprésase analiticamente polo feito de que as funcións de deformación inducen
transformacións de Möbius na base (B, gB). No Caṕıtulo 5 caracteŕızanse localmente os
productos multiwarped localmente conformemente chans mediante o seguinte:

Teorema 5.3.5. Sexa M = B×h1 F1×· · ·×hk
Fk un producto multiwarped con dimB = s.

Entón M é localmente conformemente chan se e só se as fibras teñen curvatura seccional
constante e localmente as funcións de deformación verifican

hi = fi · ϕ

onde ϕ é un factor conforme definido nun aberto V ⊂ B de tal forma que gB = ϕ2gRs e
as funcións fi verifican:

(i) As funcións de deformación fi son solucións da ecuación de Möbius, e polo tanto
son da forma

fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,
−→x 〉+ ci, ai, ci ∈ R,

−→
bi ∈ Rs(1)

(ii) Para cada dúas funcións de deformación veŕıficase a ecuación seguinte:

〈−→b i,
−→
b j〉 = 2aicj + 2ajci(2)

onde a métrica 〈, 〉 é o producto escalar euclidiano usual.

(iii) Para cada fibra Fi con dimensión maior que un, a correspondente función de defor-
mación fi cumpre a ecuación:

‖−→b i‖2 = 4aici + KFi(3)

sendo ‖ · ‖ a norma usual en Rs e KFi a curvatura seccional da fibra Fi.

Ó caracterizar a condición localmente mediante este teorema, áchanse tamén restriccións
tanto sobre o posible número de fibras como na súa xeometŕıa. Aśı:

Corolario 5.3.6. Sexa B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un poducto multiwarped localmente con-

formemente chan, con s = dimB. Entón k ≤ s + 2. Ademais, de entre as fibras con



dimensión maior que un, pode haber ó sumo unha con curvatura negativa ou nula e s + 1
con curvatura positiva.

Neste punto merece a pena destacar que as condicións (2) e (3) no Teorema 5.3.5
teñen unha interpretación moi sinxela en termos de certos vectores nun espacio métrico
de dimensión s + 2, o que permite constrúır unha gran cantidade de exemplos de varieda-
des localmente conformemente chás utilizando a estructura de producto multiwarped con
calquera número de fibras (menor ou igual que s + 2).

Ademais, novas restriccións aparecerán á hora de tratar as condicións anteriores global-
mente, pois a topolox́ıa da variedade marcará pautas certamente restrictivas, obténdose,
por exemplo, que os únicos productos multiwarped con base compacta (ou Rs) que son
localmente conformemente chans son os productos warped:

Teorema 6.2.1. Sexa B unha variedade compacta de dimensión s ≥ 2. Se M = B ×f1

F1 × · · · ×fk
Fk é un producto multiwarped localmente conformemente chan, entón k = 1,

i.e., os únicos productos multiwarped localmente conformemente chans con base compacta
son os productos warped.

Xa no último caṕıtulo, e como aplicación do traballo precedente, estudiaranse as po-
sibilidades de atopar productos multiwarped completos localmente conformemente chans
con curvatura seccional ou tensor de Ricci non positivos. A flexibilidade que presentan
os productos warped fronte ós productos directos foi, en diversas ocasións, fonte de exem-
plos para variedades con diversas caracteŕısticas [18]. De modo similar, preténdese atopar
nos productos multiwarped exemplos de variedades riemannianas cun maior grao de com-
plexidade que satisfagan certas propiedades. Aśı, baseándose en resultados dos Caṕıtulos
2, 5 e 6, obtense que ademais dos exemplos obvios de variedades completas localmente
conformemente chás con curvatura seccional non positiva dados por Hn, Rn e Hn−1 × R,

a clase de variedades localmente conformemente chás completas con curvatura
seccional non positiva contén ós productos warped do tipo

R×f Rd, Rs ×f Hd, Rs ×f R

con funcións de deformación f dadas polo Teorema 7.1.2;

e productos multiwarped do tipo

H2 ×f1 H
2 ×f2 R

onde as funcións de deformación veñen dadas por

f1(x1, x2) =
1
2(x2

1 + x2
2) + x2 + 1
x2

, f2(x1, x2) =
1
4(x2

1 + x2
2) + x2 + 1

2

x2

ou,
H2 ×f1 R

2 ×f2 R



onde as funcións de deformación veñen dadas por

f1(x1, x2) =
1
4(x2

1 + x2
2) + x1 + 1
x2

, f2(x1, x2) =
1
2(x2

1 + x2
2) + 2x1 + x2 + 2

x2
.

Analogamente, obtéñense condicións que caracterizan os productos multiwarped lo-
calmente conformemente chans con tensor de Ricci non positivo. Engadindo a esta a
condición de seren completa, móstranse, ademais dos productos que posúen curvatura
seccional non positiva (e que, por tanto, teñen tamén tensor de Ricci non positivo),

exemplos de variedades completas localmente conformemente chans con tensor
de Ricci non positivo, tales como

H2 ×f1 H
2 ×f2 S

2 ×f3 S
2 ×f4 S

2

onde as funcións de deformación veñen dadas por

f1(x1, x2) =
3
2
(x2

1+x2
2)+x1+4x2+3

x2
,

f2(x1, x2) = (x2
1+x2

2)+3x2+2
x2

,

f3(x1, x2) =
1
2
(x2

1+x2
2)+x1+2x2+2

x2
,

f4(x1, x2) = (x2
1+x2

2)+x1+2x2+1
x2

.

Obsérvese que a curvatura seccional destes exemplos non posúe signo constante, a pe-
sar de que as curvaturas de Ricci sexan estrictamente negativas. De feito, o Corolario 7.1.4
garante que non existen funcións de deformación para as que H2×f1H2×f2 S2×f3 S2×f4 S2

sexa localmente conformemente chá con curvatura seccional non positiva. Con estes
exemplos alcánzase o obxectivo marcado ó comezo destas liñas que, por outra banda,
vai acompañado de resultados sobre conformalidade chá local en productos deformados
(incluindo diversas xeneralizacións), os cales posúen interese propio e, como vén de men-
cionarse, abre as portas para o estudio de propiedades conformes relacionadas con varie-
dades que se describen mediante estructuras de productos deformados.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Dado que o ámbito de estudio deste traballo se enmarca na xeometŕıa riemanniana,
comezamos o primeiro caṕıtulo recordando os principais elementos que forman parte desta,
co fin de fixar a notación que empregaremos no desenvolvemento da memoria. Posto que o
obxectivo é analizar a xeometŕıa de variedades riemannianas, trataremos, en xeral, cunha
variedade M de dimensión n sobre a que está definida unha métrica g definida positiva; de-
notaremos a este par (M, g) ou, indistintamente, (M, 〈, 〉). Sobre a variedade riemanniana,
existe unha única conexión simétrica que fai paralela a métrica g, denominada conexión
de Levi-Civita. A súa expresión vén dada pola fórmula de Koszul:

2 g (∇XY, Z) = Xg(Y, Z) + Y g(X, Z)− Zg(X, Y )
+g(X, [Z, Y ]) + g(Y, [Z,X]) + g(Z, [X, Y ])

para campos de vectores X, Y, Z ∈ X(M). A partir da conexión de Levi-Civita definimos
a curvatura como o tensor de tipo (1, 3):

R(X, Y )Z = ∇[X,Y ]Z − [∇X ,∇Y ]Z

que verifica:
R(X, Y )Z = −R(Y, X)Z

R(X,Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0(1.1)

(∇XR)(Y, Z)V + (∇Y R)(Z,X)V + (∇ZR)(X,Y )V = 0(1.2)

para calesquera campos de vectores X,Y, Z, V ∈ X(M) e sendo [ ·, · ] o corchete de Lie para
campos de vectores en M . No que segue referirémonos á expresión (1.1) como Primeira
Identidade de Bianchi (ou Identidade de Bianchi Alxébrica) e a (1.2) como Segunda Iden-
tidade de Bianchi (ou Identidade de Bianchi Diferencial).

A partir do tensor curvatura de tipo (1, 3) def́ınese o tensor curvatura de tipo (0, 4),
que tamén denotaremos por R, como:

R(X,Y, Z, V ) = g(R(X, Y )Z, V )

1
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Este presenta, ademais das propiedades que se derivan directamente das tres anteriores,
dúas referidas á antisimetŕıa nos dous últimos argumentos e á simetŕıa entre o primeiro e
o segundo par, é dicir, R(X,Y, Z, V ) = −R(X,Y, V, Z) e R(X,Y, Z, V ) = R(Z, V, X, Y ).

A curvatura da variedade é un obxecto de importancia fundamental no estudio xeomé-
trico dunha variedade de Riemann, mais dunha dificultade extrema, debido ó seu carácter
de tipo (0, 4). Non obstante, o uso das súas simetŕıas fai posible definir e estudiar obxectos
xeométricos asociados ó tensor de curvatura que permiten, non só un tratamento máis
sinxelo, senón dar unha interpretación máis tanxible. Este é o caso da curvatura seccional,
definida sobre planos Π xenerados por campos de vectores X, Y , como segue:

K(Π) =
R(X, Y,X, Y )

g(X, X)g(Y, Y )− g(X, Y )2

e que dá a curvatura de Gauss en cada punto p da superficie tanxente en p ó plano Π que
é imaxe pola aplicación exponencial do propio plano Π, é dicir, a curvatura de Gauss en p
da superficie SΠ = expp(Π). Parte da importancia da curvatura seccional reside en que é
posible obter o tensor curvatura a partir dela, é dicir, que a curvatura seccional determina
univocamente a curvatura da variedade.

A contracción de tensores permite tamén definir, a partir do tensor curvatura o Tensor
de Ricci:

ρ(X,Y ) = Tr[Z Ã R(X, Z)Y ]

para campos de vectores X, Y, Z ∈ X(M). Expresando o tensor de Ricci respecto dunha
base ortonormal {E1, . . . , En} chégase a:

ρ(X, Y ) =
n∑

i=1

R(X, Ei, Y, Ei)

Cunha nova contracción sobre o tensor de Ricci, obtense a curvatura escalar, que denota-
mos por τ :

τ = Tr(ρ)

e que respecto dunha base ortonormal {E1, . . . , En} exprésase:

τ =
n∑

i=1

ρ(Ei, Ei)

1.1 Descomposición do tensor curvatura

Entre a moita información que ofrece o tensor curvatura dunha variedade riemannia-
na, podemos discernir entre diferentes aspectos que afectan a propiedades concretas da
xeometŕıa da mesma. Aśı, o tensor curvatura pódese descompoñer en diferentes ten-
sores, relacionados cada un deles con información que atinxe a distintas propiedades da
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variedade. Nesta sección veremos unha descomposición do tensor curvatura que nos per-
mitirá introducir o tensor de Weyl, ferramenta fundamental para levar a cabo o traballo
desenvolvido nesta memoria.

Definición 1.1.1 Sexan A,B tensores simétricos de tipo (0, 2). Def́ınese o producto de
Kulkarni-Nomizu como segue:

(A •B) (X, Y, Z, V ) := A(X,Z)B(Y, V ) + A(Y, V )B(X,Z)
−A(X,V )B(Y, Z)−A(Y,Z)B(X, V )

Aśı definido, • é un producto exterior simétrico e para calesquera A,B tensores simétricos
de tipo (0, 2) tense que A •B é un tensor curvatura alxébrico. Máis áında, pódese probar
([10],[14]), que os tensores curvatura alxébricos R están xenerados por tensores da forma
R = A •A, sendo A un tensor simétrico. Aśı, denotamos por R0 o tensor curvatura dado
deste xeito onde os tensores simétricos son o propio tensor métrico da variedade, isto é,
R0 = 1

2 g • g.
Empregaremos o producto de Kulkarni-Nomizu para expresar a forma das diferentes

compoñentes do tensor curvatura no teorema seguinte.

Teorema 1.1.1 [19, Teorema 8.24] O tensor curvatura dunha variedade riemanniana
n-dimensional descomponse nas compoñentes seguintes

U = τ
n(n−1)R

0

Z = 1
n−2

(
ρ− τ

ng
) • g

W = R− U − Z = R− C • g

onde C = 1
n−2

(
ρ− τ

2(n−1)g
)

denota o tensor de Schouten.

Observación 1.1.2 As compoñentes dadas no Teorema 1.1.1 son ortogonais no corres-
pondente espacio de 2-formas, onde se poden reinterpretar os tensores curvatura, res-
pecto de certa métrica dada pola traza da composición de endomorfismos. É dicir, que
se asociamos a cada tensor curvatura o correspondente endomorfismo de 2-formas, as
compoñentes asociadas a U , Z e W son ortogonais respecto da métrica 〈A,B〉 = Tr(A◦B).

Cada unha destas compoñentes tén un significado xeométrico, e a súa anulación impón
fortes restriccións sobre a xeometŕıa da variedade. O seguinte corolario resume algunhas
propiedades das compoñentes anteriores do tensor curvatura

Corolario 1.1.3 [19, Corolario 8.25] Sexa (M, g) unha variedade riemanniana n-dimen-
sional, con n ≥ 3. Tense:

(i) (M, g) ten curvatura constante se e só se Z = W = 0.
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(ii) (M, g) é Einstein se e só se Z = 0.

(iii) τ = 0 se e só se U = 0.

(iv) ρ = 0 (i.e., (M, g) é Ricci chá) se e só se U = Z = 0.

Demostración.

(i) Sabemos que se unha variedade ten curvatura seccional constante, o seu tensor cur-
vatura é un múltiplo de R0, co que as compoñentes Z e W son nulas. Reciproca-
mente, se as compoñentes Z e W son nulas, o tensor curvatura é un múltiplo de R0,
co cal a variedade ten curvatura seccional constante.

(ii) Unha variedade é einstein se e só se ρ = τ
ng, e esta condición equivale a que Z = 0

dada a expresión de Z do Teorema 1.1.1.

(iii) Dedúcese directamente da expresión de U dada no Teorema 1.1.1.

(iv) De novo atendemos ás expresións de U e Z que nos proporciona o Teorema 1.1.1.
Se ρ = 0, necesariamente temos que τ = 0, anulándose a compoñente Z, e, por (iii),
τ = 0 equivale a U = 0. Reciprocamente, se U = 0 temos que τ = 0, o cal, unido a
que Z = 0 implica que o tensor de Ricci é nulo, outra vez polo Teorema 1.1.1.

¤

A compoñente W do tensor curvatura recibe o nome de Tensor de Weyl e, como xa
indicamos anteriormente, supón unha peza fundamental para o desenvolvemento deste
traballo. A forma que empregaremos para levarmos a termo cálculos posteriores é a
seguinte:

W (X,Y, Z, V ) = R(X,Y, Z, V )
+ τ

(n−1)(n−2){〈X, Z〉〈Y, V 〉 − 〈Y, Z〉〈X, V 〉}
− 1

n−2{ρ(X, Z)〈Y, V 〉 − ρ(Y,Z)〈X, V 〉
+ρ(Y, V )〈X, Z〉 − ρ(X, V )〈Y,Z〉}

(1.3)

Observación 1.1.4 Nunha variedade 3-dimensional o tensor de Weyl é nulo, dado que o
tensor de Ricci determina completamente a curvatura da variedade [19, Corolario 8.25].

Observación 1.1.5 Dos apartados (i) e (ii) do corolario anterior extráese que unha va-
riedade ten curvatura seccional constante se e só se é einstein e W = 0.

O tensor de Weyl está relacionado coa clase conforme da métrica, como veremos nos
seguintes resultados que enunciamos. Pero antes, recordamos que dúas métricas en M,
g, gc, dinse conformemente equivalentes se os ángulos teñen a mesma magnitude medidos
coas dúas métricas, é dicir, se existe unha función escalar φ tal que gc = φ2 g.
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Teorema 1.1.6 [19, Lema 8.30] O tensor de Weyl dun tensor curvatura é conformemente
invariante, esto é, dadas g, gc conformemente equivalentes (gc = φ2g), tense W = W c para
os tensores de tipo (1, 3), e W c = φ2W para os tensores de tipo (0, 4).

Dicimos que unha métrica g é localmente conformemente chá se para cada punto p ∈ M
existe unha veciñanza U e un difeomorfismo ψ : V ⊂ Rn −→ U con ψ∗g = φ2 gRn para
un certo natural n, é dicir, se a métrica é localmente un cambio conforme dunha métrica
euclidiana usual. Á vista do Teorema 1.1.6, temos que se unha métrica é localmente
conformemente chá entón o seu tensor de Weyl é nulo. O seguinte resultado completa este
feito dando a caracterización de variedades localmente conformemente chás.

Teorema 1.1.7 [19, Teorema 8.31] Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimensión
n.

(i) Se n ≥ 4 , g é conformemente chá se e só se W = 0.

(ii) Para n = 3, g é conformemente chá se e só se

(∇XC)(Y, Z) = (∇Y C)(X, Z)

para calesquera campos de vectores X, Y , Z; onde C denota o tensor de Schouten
(R = C • g + W ).

1.2 Variedades de curvatura seccional constante

No desenvolvemento destes preliminares vimos de destacar propiedades como o carácter
einstein que proporcionan información substancial sobre a xeometŕıa da variedade. Máis
restrictivo que o seren einstein, é ter curvatura seccional constante, como mostra o Coro-
lario 1.1.3; de feito, do corolario dedúcese unha caracterización das variedades con cur-
vatura seccional constante, de xeito que isto é equivalente ó carácter einstein e localmente
conformemente chá, feito no que reparamos na Observación 1.1.5. Cómpre, logo, indagar
na existencia de cambios conformes entre variedades de curvatura seccional constante. O
seguinte resultado mostra que se poden caracterizar localmente as variedades de curvatura
seccional constante pola existencia dun cambio conforme dun tipo concreto da métrica eu-
clidiana:

Teorema 1.2.1 [34, Teorema 2.4.11] Sexa M unha variedade riemanniana de dimensión
n ≥ 2 e sexa c ∈ R. Entón equivalen:

(i) M ten curvatura seccional constante c

(ii) Para cada p ∈ M existen coordenadas locais (u1, . . . , un) nunha veciñanza de p nas
que a métrica ten a expresión

g =
du1 ⊗ du1 + · · ·+ dun ⊗ dun(

1 + c
4

∑
(ui)2

)2(1.4)
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(iii) Para cada p ∈ M existe unha veciñanza de p que é isométrica a un subconxunto
aberto de Sn se c > 0, Rn se c = 0 ou de Hn se c < 0.

Observación 1.2.2 Como consecuencia do Teorema 1.2.1 toda variedade de curvatura
seccional constante é localmente conformemente chá. Sen embargo, existen numerosos
exemplos de variedades localmente conformemente chás con curvatura seccional non cons-
tante. Para exemplificar este feito temos as variedades producto R × N(c) ou N1(c) ×
N2(−c), para unha constante c 6= 0, que son localmente conformemente chás, mais a súa
curvatura seccional non é constante.

A terceira afirmación do Teorema 1.2.1 reduce, localmente, as variedades de curvatura
seccional constante ós espacios modelo Rn, Hn e Sn. En numerosas ocasións nesta memoria
basearemos o estudio dunha certa variedade nun destes espacios. É por isto que damos a
continuación unha breve descripción deles:

O espacio euclidiano (Rn, gRn), onde a métrica ten como matriz asociada a matriz
identidade, aśı a súa expresión é

gRn = dx1 ⊗ dx1 + · · ·+ dxn ⊗ dxn

O espacio hiperbólico (Hn, gHn), onde o modelo que consideraremos será o que toma
Hn = {x ∈ Rn : xn > 0} como variedade subxacente, é dicir, definimos a métrica no
semiespacio positivo con respecto á última coordenada. Dita métrica vén dada por un
cambio conforme global da métrica euclidiana:

gHn =
1

R2 x2
n

(dx1 ⊗ dx1 + · · ·+ dxn ⊗ dxn)

para certa constante R. Con esta expresión da métrica o valor da curvatura seccional é
−R2.

O espacio esférico (Sn, gSn), formado pola esfera de radio 1/R sobre a que se define a
métrica inducida polo embebemento da mesma en Rn+1. A expresión para certa parame-
trización da esfera é

gSn = 1
R2

(
dx1 ⊗ dx1 + sen2(x1)dx2 ⊗ dx2 + · · ·

· · ·+ sen2(x1)cos2(x2) · · · cos2(xn−1)dxn ⊗ dxn

)

e, aśı, a curvatura seccional é R2.

1.3 Operadores diferenciais

Sobre unha variedade de Riemann (M, g) de dimensión n, seguindo os convenios de [26],
damos as seguintes definicións:
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Se X é un campo de vectores, definimos a diverxencia de X como divX = Tr(∇X),
onde denota Tr a contracción con respecto á métrica g. Polo tanto, nunha base {E1, . . . , En}
ortonormal temos

divX =
∑

i

〈∇EiX, Ei〉

Sexa f unha función definida sobre a variedade M . Def́ınese o gradiente de f como o
campo de vectores ∇f que verifica

〈∇f, Z〉 = df(Z) = Zf, ∀Z ∈ X(M)

ou, empregando a notación usual para os isomorfismos musicais, ∇f = ]df .
O hessiano da función f defińımolo como

Hf = ∇(∇f)

É importante salientar que o hessiano Hf de f é o campo de tensores simétrico de tipo
(0, 2) [26, Lema 49]:

Hf (X, Y ) = XY f − (∇XY )f
= 〈∇X(∇f), Y 〉

Aśı, denotamos con hf o tensor de tipo (1, 1) asociado ó hessiano, é dicir, hf é o campo
de tensores caracterizado por 〈hf (X), Y 〉 = Hf (X, Y ) para X,Y ∈ X(M).

Para unha función f en M definimos o laplaciano ∆f como a diverxencia do gradiente:

∆f = div(∇f)

Deste xeito tense
∆f = Tr(hf )

Algunhas das propiedades que serán de maior utilidade no devir deste traballo móstranse
no lema seguinte e o posterior corolario.

Lema 1.3.1 [13, Proposición 2.4.2] Sexan f1, f2 : (M, g) −→ R, e X, Y ∈ X(M), entón:

(i) div(f1X) = g(∇f1, X) + f1divX

(ii) ∇(f1f2) = f1∇f2 + f2∇f1

(iii) hf1f2(X) = f1hf2(X) + f2hf1(X) + g(∇f1, X)∇f2 + g(∇f2, X)∇f1

(iv) Hf1f2(X,Y ) = f1Hf2(X,Y ) + f2Hf1(X, Y )
+g(∇f1, X)g(∇f2, Y ) + g(∇f2, X)g(∇f1, Y )

(v) ∆(f1f2) = f1∆f2 + f2∆f1 + 2g(∇f1,∇f2)
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Corolario 1.3.2 Para unha función f : (M, g) −→ R e X,Y ∈ X(M) campos de vectores
en M , o hessiano de 1

f vén dado pola expresión seguinte:

H 1
f
(X,Y ) = − 1

f2
Hf (X, Y )− 1

f
〈∇f,X〉〈∇ 1

f
, Y 〉 − 1

f
〈∇ 1

f
,X〉〈∇f, Y 〉

Demostración.
A fórmula dedúcese facilmente a partir do Lema 1.3.1 escribindo a expresión correspon-
dente para Hf 1

f
e despexando H 1

f
. ¤

1.4 Transformacións conformes e ecuación de Möbius

Á hora de estudiar a xeometŕıa dunha variedade, unha das propiedades de relevancia
fundamental é, como salientamos anteriormente, o carácter einstein. Ademais, entre os
morfismos que se definen entre variedades de Riemann, alcanzan unha importancia moi
singular as transformacións conformes, por seren aplicacións que conservan a magnitude
dos ángulos. Atendendo a estes dous elementos, resulta de especial interese identificar as
transformacións conformes que conservan o carácter einstein, é dicir, caracterizar as apli-
cacións conformes que definidas sobre unha variedade einstein dan lugar a outra variedade
con métrica einstein. A este obxectivo adicamos esta sección, baseada fundamentalmente
nos traballos [11] e [27]. Comezamos dando as expresións dos operadores diferenciais tras
un cambio conforme.

Lema 1.4.1 [13, Lema 6.1.1] Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimensión n e
sexa gc = φ2 g unha transformación conforme da métrica g. Entón:

(i) ∇c = 1
φ2∇, onde ∇ e ∇c son os gradientes con respecto a g e gc, respectivamente.

(ii) Para X,Y ∈ X(M),

∇c
XY = ∇XY +

1
φ

X(φ)Y +
1
φ

Y (φ)X − 1
φ

g(X, Y )∇φ

onde ∇ e ∇c son as conexións de Levi-Civita de g e gc, respectivamente.

(iii) Se f : M −→ R é unha función en M , e X, Y ∈ X(M)

Hc
f (X,Y ) = Hf (X,Y )− 1

φ {g(∇φ,X)g(∇f, Y ) + g(∇φ, Y )g(∇f, X)
−g(∇φ,∇f)g(X, Y )}

(iv) Para unha función f : M −→ R, tense:

∆cf =
1
φ2

∆f +
n− 2
φ3

g(∇φ,∇f)

onde ∆ and ∆c son os laplacianos con respecto ás métricas g e gc, respectivamente.
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Os lemas precedentes, pese á súa tecnicidade, xunto coa expresión dada no seguinte
resultado, permitirán levar a cabo moitos dos cálculos a realizar en caṕıtulos posteriores.

Lema 1.4.2 Sexan f, h : M −→ R funcións definidas sobre unha variedade riemanniana
(M, g). Sexa gc o cambio conforme da métrica g dado por gc = 1

f2 g. Entón

Hc
h
f

=
1
f

Hh − h

f2
Hf − 1

f2
〈∇f,∇h〉g +

h

f3
〈∇f,∇f〉g(1.5)

Demostración.
A demostración será unha sucesión de cálculos baseados no Lema 1.3.1, o Corolario 1.3.2
e o Lema 1.4.1:

Hc
h
f

(X, Y ) = Hh
f
(X,Y )− f

(
〈∇ 1

f , X〉〈∇h
f , Y 〉+ 〈∇h

f , X〉〈∇ 1
f , Y 〉 − 〈∇ 1

f ,∇h
f 〉〈X,Y 〉

)

= Hh
f
(X,Y ) + 1

f

(
〈∇f, X〉〈∇h

f , Y 〉+ 〈∇h
f , X〉〈∇f, Y 〉 − 〈∇f,∇h

f 〉〈X, Y 〉
)

= 1
f Hh(X, Y ) + hH 1

f
(X,Y ) + 〈∇ 1

f , X〉〈∇h, Y 〉+ 〈∇h,X〉〈∇ 1
f , Y 〉

+ 1
f

(
1
f2 〈∇f, X〉〈f∇h− h∇f, Y 〉+ 1

f2 〈f∇h− h∇f, X〉〈∇f, Y 〉
− 1

f2 〈∇f, f∇h− h∇f〉〈X,Y 〉
)

= 1
f Hh(X, Y )− h 1

f2 Hf (X, Y )− h
f 〈∇f,X〉〈∇ 1

f , Y 〉 − h
f 〈∇ 1

f , X〉〈∇f, Y 〉
+〈∇ 1

f , X〉〈∇h, Y 〉+ 〈∇h, X〉〈∇ 1
f , Y 〉+ 1

f2 〈∇f,X〉〈∇h, Y 〉
− h

f3 〈∇f, X〉〈∇f, Y 〉+ 1
f2 〈∇h,X〉〈∇f, Y 〉 − h

f3 〈∇f,X〉〈∇f, Y 〉
− 1

f2 〈∇f,∇h〉〈X, Y 〉+ h
f3 〈∇f,∇f〉〈X, Y 〉

= 1
f Hh(X, Y )− h

f2 Hf (X,Y ) + h
f3 〈∇f, X〉〈∇f, Y 〉+ h

f3 〈∇f,X〉〈∇f, Y 〉
− 1

f2 〈∇f, X〉〈∇h, Y 〉 − 1
f2 〈∇h,X〉〈∇f, Y 〉+ 1

f2 〈∇f, X〉〈∇h, Y 〉
− h

f3 〈∇f, X〉〈∇f, Y 〉+ 1
f2 〈∇h,X〉〈∇f, Y 〉 − h

f3 〈∇f,X〉〈∇f, Y 〉
− 1

f2 〈∇f,∇h〉〈X, Y 〉+ h
f3 〈∇f,∇f〉〈X, Y 〉

= 1
f Hh(X, Y )− h

f2 Hf (X,Y )− 1
f2 〈∇f,∇h〉〈X, Y 〉+ h

f3 〈∇f,∇f〉〈X, Y 〉

¤

A continuación damos as expresións da conexión, a curvatura e o tensor de Ricci para
un cambio conforme na métrica. Para iso empregamos o producto de Kulkarni-Nomizu
entre dous tensores de tipo (0, 2):

Teorema 1.4.3 [29] Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimensión n. Dada
f : M −→ R consideramos a métrica gc = φ2 g en M e f tal que φ = ef . Entón temos as
seguintes relacións:
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(i) ∇c
XY = ∇XY + X(f)Y + Y (f)X − g(X,Y )∇f

(ii) Rc = e2f
(
R− (

Hf − df ⊗ df + 1
2g(∇f,∇f)g

) • g
)

(iii) ρc = ρ− (n− 2)(Hf − df ⊗ df)− (∆f + (n− 2)g(∇f,∇f))g

Atendendo á expresión dada neste teorema para o tensor de Ricci tras un cambio
conforme da métrica, dáse a definición seguinte para unha variedade riemanniana (M, g)
de dimensión n ≥ 2 e unha función f : M −→ R. O campo de tensores

B(f) = Bg(f) = Hf − df ⊗ df − 1
n
{∆f − ‖∇ f‖2}g

recibe o nome de tensor Schwarziano, e entre as súas propiedades destaca a de ser un
tensor simétrico de traza nula. A ecuación B(f) = 0 denomı́nase ecuación de Möbius, e
supón a peza clave para caracterizármonos os cambios conformes que conservan o carácter
einstein, como mostra este teorema:

Teorema 1.4.4 [11] Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimensión n. Dada
unha función f : M −→ R que satisfai a ecuación de Möbius, é dicir, tal que Bg(f) = 0,
os tensores curvatura e de Ricci da métrica conforme gc = e2fg verifican:

(i)

Rc = e2f

(
R− 1

n

(
∆f +

n− 2
2

g(∇f,∇f)
)

g • g

)

(ii)

ρc = ρ− n− 1
n

(2∆f + (n− 2)g(∇f,∇f))g

No apartado (ii) do teorema apréciase cómo o tensor de Ricci se expresa en función
do tensor de Ricci da métrica conformemente equivalente e da propia métrica. Esta
observación condúcenos ó corolario seguinte:

Corolario 1.4.5 [11] Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimensión n e consi-
deremos a métrica gc = e2fg, para f : M −→ R. Se f satisfai a ecuación de Möbius
entón os autoespacios do operador de Ricci de gc coinciden cos autoespacios do operador
de Ricci de g.

Aśı, este corolario achéganos ó seguinte, que dá a identificación pretendida das trans-
formacións conformes que conservan o carácter einstein.

Corolario 1.4.6 [11] Sexa (M, g) unha variedade conexa de Einstein n-dimensional con
n ≥ 3 e sexa gc = e2fg, para f : M −→ R. Entón, (M, gc) é de Einstein se e só se
Bg(f) = 0.
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A ecuación de Möbius, B(f) = 0, pódese linearizar co cambio de variable u = e−f ,
obtendo a ecuación:

Hu =
1
n

(∆u)g(1.6)

chamada ecuación local de Möbius. Esta ecuación linearizada é máis manexable e no caso
eucĺıdeo permite dar o conxunto das súas solucións localmente:

Lema 1.4.7 As solucións da ecuación B(f) = 0 nun aberto U ⊂ Rn, son da forma

u(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c, con a, c ∈ R,
−→
b ∈ Rn

Demostración.
No espacio euclidiano Rn a ecuación (1.6) escŕıbese

(Hu)ij =
1
n

(∆u)δi
j

para i, j ∈ {1, . . . , n}. Polo tanto resulta equivalente a

∂i∂iu = ∂j∂ju, ∂i∂ju = 0, i 6= j

Da segunda ecuación despréndese que a solución ten variables separadas e, da primeira,
tendo en conta este feito, que é un polinomio de segundo grao da forma seguinte:

u = ax2
1 + ax2

2 + · · ·+ ax2
n + b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn + c

¤

1.5 Productos deformados

No estudio de propiedades xeométricas de variedades riemannianas, xoga un papel fun-
damental o producto directo ou producto riemanniano pois, o teorema de descomposición
de de Rham [9], permite reducir certas variedades a un producto directo no que estudiar
individualmente cada factor. Sen embargo, a rixidez desta estructura dificulta a obtención
de exemplos de variedades con certas caracteŕısticas. É por isto que entran en escena os
productos deformados, nos que a xeometŕıa dos factores pódese ver deformada polos de-
mais. Como veremos nesta sección, a flexibilidade de certos productos engadida á súa
relativa sinxeleza e o conseguinte coñecemento da súa xeometŕıa, permitiu xerar exemplos
de diversos tipos de variedades. En primeiro lugar introducimos productos deformados
con dous únicos factores, para logo dar unha xeneralización a un tipo de producto cun
número de factores arbitrario.
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1.5.1 Productos warped

Definición 1.5.1 Sexan (B, gB) e (F, gF ) dúas variedades riemannianas e f unha función
diferenciable positiva definida en B. Def́ınese o producto warped M = B ×f F como a
variedade producto M = B × F equipada coa métrica

g = π∗(gB) + (f ◦ π)2σ∗(gF )

onde π denota a proxección canónica de M en B e σ a correspondente proxección de M
en F . Diremos que B é a base e F a fibra do producto warped.

A xeometŕıa riemanniana no seu sentido máis amplo adquiriu unha grande importancia
a ráız da fundamentación da Teoŕıa da Relatividade nos seus principios. É neste contexto
onde as métricas semi-riemannianas, e máis en concreto a xeometŕıa de Lorentz, atopa
unha maior utilidade e motivación f́ısica ó serviren de modelo a unha teoŕıa que revolu-
ciona, a comezos do século XX, a concepción do Universo e, en xeral, da F́ısica. Fronte
ós distintos aspectos a estudiar a escala macroscópica, hai unha diferenciación clara entre
os que se deron en chamar modelos espacio-temporais cosmolóxicos e modelos espacio-
temporais estáticos. Os modelos cosmolóxicos tratan de describir o espacio-tempo a grande
escala, sen alteracións gravitatorias relevantes, pois supoñen unha densidade de materia
uniforme no espacio-tempo; destacan entre eles os chamados modelos de Robertson-Walker,
que se caracterizan por variedades do tipo

I ×f N

onde I ⊂ R é a subvariedade que describe a temporalidade e N é unha variedade rieman-
niana 3-dimensional de curvatura seccional constante. A métrica vén dada por gR−W =
−dt2 ⊕ f2(t)dσ2, onde dσ2 é o elemento de liña de N . Esta métrica é, como se deduce da
súa expresión, un producto warped lorentziano.

Outro tipo de modelos relativistas, que tratan de describir rexións alteradas por campos
gravitacionais, son os modelos estáticos. As variedades empregadas para describir estes
modelos son tamén productos warped, se ben a expresión que os caracteriza é

N ×f I

onde de novo I ⊂ R, pero agora N é unha variedade de Riemann por determinar. A
métrica é da forma gST = dσ2 ⊕ −f2dt2 onde t é a coordenada temporal. Veremos no
sucesivo propiedades conformes destes modelos, pois pese a que os resultados deste traballo
están desenvolvidos exclusivamente para métricas riemannianas, moitos dos resultados son
válidos tamén para métricas indefinidas [6].

Para achegarmos a xeometŕıa dos productos warped, vexamos as expresións da súa
conexión con respecto a vectores na base e na fibra.

Proposición 1.5.1 [26, Proposicion 35] En M = B ×f F , con X, Y ∈ X(B) e U, V ∈
X(F ), a conexión de Levi-Civita vén dada por:
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(i) ∇XY é o levantado a B × F de ∇B
XY ,

(ii) ∇XU = ∇UX = Xf
f U ,

(iii) nor(∇UV ) = II(U, V ) = − 〈U,V 〉
f ∇f ,

(iv) tan(∇UV ) é o levantado a B × F de ∇F
UV ,

onde ∇B e ∇F denotan as conexións de Levi-Civita de (B, gB) e (F, gF ), respectivamente,
e II a segunda forma fundamental respecto de F .

Dado un producto warped M = B×f F , denotemos por LB e LF as foliacións canónicas
asociadas ás subvariedades determinadas por B e F . En vista das expresións da conexión,
a foliación canónica LB é totalmente xeodésica, mentres que a foliación canónica LF é
totalmente esférica. Este feito é caracteŕıstico, entre os espacios producto, dos productos
warped, para foliacións ortogonais:

Proposición 1.5.2 [28, Proposición 3] Sexa g unha métrica definida na variedade B×F .
Se LB e LF se intersecan ortogonalmente, entón a métrica g é un producto warped se e
só se LB é totalmente xeodésica e LF é esférica.

Os productos warped foron introducidos en [5] para constrúır exemplos de variedades
de Riemann con curvatura non positiva. Mais, a partir de áı foron extensivamente estu-
diados, obtendo resultados referentes a eles de moi diversa ı́ndole. Sen dúbida unha das
motivacións máis importantes que levaron a estudiar este tipo de variedades é a diver-
sidade de modelos f́ısicos que se axustan a esta estructura, especialmente na Teoŕıa da
Relatividade, como vimos de ver, onde moitos dos modelos que se propoñen para describir
a xeometŕıa espacio-temporal son realmente productos warped, ou, en numerosas ocasións,
xeneralizacións destes, como veremos nas seguintes seccións.

A continuación damos as expresións correspondentes ás distintas compoñentes do ten-
sor curvatura.

Proposición 1.5.3 [26, Proposicion 42] En M = B ×f F riemanniano, con X, Y, Z ∈
X(B) e U, V, W ∈ X(F ), con tensor curvatura R, temos

(i) R(X, Y )Z é o levantado a B × F de RB(X,Y )Z en B,

(ii) R(U,X)Y = Hf (X,Y )
f U ,

(iii) R(X, Y )U = R(U, V )X = 0,

(iv) R(X, U)V = 〈U,V 〉
f ∇X(∇f),

(v) R(U, V )W = RF (U, V )W − 〈∇f,∇f〉
f2 (〈U,W 〉V − 〈V, W 〉U),

onde RB e RF son as curvaturas respectivas da base B e a fibra F .

Corolario 1.5.4 [26, Corolario 43] En M = B×f F producto warped con d = dimF > 1,
X, Y ∈ X(B) e U, V ∈ X(F ), verif́ıcase:
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(i) ρ(X, Y ) = ρB(X, Y )− d
f Hf (X,Y ),

(ii) ρ(X, U) = 0,

(iii) ρ(U, V ) = ρF (U, V )− 〈U, V 〉
(

∆f
f + (d− 1) 〈∇f,∇f〉

f2

)
,

sendo ρB, ρF os tensores de Ricci de B e F , respectivamente.

Do corolario anterior deducimos a expresión para a curvatura escalar dun producto
warped:

Corolario 1.5.5 No producto warped M = B ×f F , a curvatura escalar vén dada por:

τ = τB +
τF

f2
− 2d

∆f

f
− d(d− 1)

〈∇f,∇f〉
f2

onde d = dimF .

Como xa comentamos, os productos warped foron empregados para dar exemplos de
variedades con curvatura negativa, caracterizándose do xeito seguinte:

Teorema 1.5.6 [5, Teorema 7.5, Lema 7.6] Sexan B e F variedades riemannianas, e sexa
f unha función positiva definida en B. Entón o producto warped B ×f F ten curvatura
K < 0 se e só se:

(i) dimB = 1 ou KB < 0
(ii) f é estrictamente convexa
(iii) (a) dimF = 1, ou

(b) KF < 0 se f ten un mı́nimo; KF ≤ 0 se f non ten un mı́nimo.

Tamén nesta liña, Besse propón en [4] a busca de exemplos de variedades einstein
compactas baseada nos productos warped fronte á rixidez dos productos directos, se ben
non con moito éxito. Pola contra, os productos warped si proporcionaron exemplos de
variedades completas einstein. Finalmente, na mesma referencia, móstranse os productos
warped como variedades que aparecen en certo sentido de forma natural como subcon-
xuntos densos no espacio das variedades completas. Tamén nesta liña de actuación foron
desenvolvidos outros traballos, entre os que salientamos [3] e [17].

1.5.2 Productos twisted

A primeira xeneralización dos productos warped que analizamos é a seguinte, introducida
en [7], e estudiada sistemáticamente por Ponge e Reckziegel [28]:

Definición 1.5.2 Sexan (B, gB) e (F, gF ) dúas variedades riemannianas, f unha función
diferenciable positiva definida en M = B × F . Def́ınese o producto twisted M = B ×f F
como a variedade producto M = B × F equipada coa métrica

g = π∗(gB) + f2σ∗(gF )
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onde π denota a proxección canónica de M en B e σ a correspondente proxección de M en
F . Ás variedades B e F chamámoslle base e fibra, respectivamente, do producto twisted.

Unha curiosa interpretación dos cambios conformes dunha variedade riemanniana en
función dos productos twisted ten lugar cando se considera como variedade base un único
punto. Aśı, fixado un punto p, pódese identificar o producto twisted {p} ×f F co cambio
conforme de F dado pola función de deformación: (F, f2gF ). Neste marco identificativo, os
productos warped relaciónanse coas homotecias, pois a función de deformación é constante.

Para achegármonos á xeometŕıa propia dun producto twisted, pasamos a describir a
conexión e a curvatura cos correspondentes tensores obtidos mediante contracción. Por
comodidade as expresións están referidas a ξ = Log f , no canto de a f directamente.

Proposición 1.5.7 [11, Proposición 1.3.1.] Sexa M = B ×f F un producto twisted,
X, Y ∈ X(B) e U, V ∈ X(F ) campos de vectores. A conexión de Levi-Civita de M descŕı-
bese en función das conexións dos factores B e F como segue

(i) ∇XY é o levantado a B × F de ∇B
XY

(ii) ∇XU = X(ξ)U

(iii) ∇UV = ∇F
UV + U(ξ)V + V (ξ)U − g(U, V )∇ξ

onde ∇B e ∇F son as conexións de Levi-Civita de B e F , respectivamente.

Desta proposición despréndese que as foliacións canónicas respecto de B e F , que
denotamos respectivamente por LB e LF , son totalmente xeodésica a primeira delas e
totalmente umb́ılica a segunda. Coma no caso dos productos warped, tamén aqúı este
feito caracteriza os productos twisted para foliacións ortogonais:

Proposición 1.5.8 [28, Proposición 3] Sexa g unha métrica definida na variedade B×F .
Se as foliacións canónicas LB e LF se intersecan perpendicularmente, entón a métrica g
é un producto twisted se e só se LB é totalmente xeodésica e LF é totalmente umb́ılica.

A seguinte proposición dános a expresión da curvatura nun producto twisted.

Proposición 1.5.9 [11, Proposición 1.3.4.] Para M = B ×f F producto twisted, a cur-
vatura está completamente determinada por:

(i) R(X, Y )Z = RB(X, Y )Z

(ii) R(U,X)Y = (Hξ(X, Y ) + X(ξ)Y (ξ))U

(iii) R(X, U)V = g(U, V )(X(ξ)∇ξ + hξ(X))−XV (ξ)U

(iv) R(U, V )X = XV (ξ)U −XU(ξ)V

(v) R(U, V )W = RF (U, V )W + g(∇ξ,∇ξ)(g(U,W )V − g(V, W )U)
+ Hξ(V, W )U −Hξ(U,W )V
+ g(V, W )hξ(U)− g(U,W )hξ(V )
+ W (ξ)(V (ξ)U − U(ξ)V )
+ (U(ξ)g(V, W )− V (ξ)g(U,W ))∇ξ
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onde denotamos por X,Y, Z ∈ X(B) e U, V,W ∈ X(F ) os campos de vectores, e por RB e
RF os tensores curvatura de B e F , respectivamente.

A proposición seguinte describe o tensor de Ricci nun producto twisted.

Proposición 1.5.10 [11, Proposición 1.3.6.] Sexa M = B ×f F un producto twisted.
Para X, Y ∈ X(B) e V, W ∈ X(F ) temos

(i) ρ(X, Y ) = ρB(X,Y )− d(X(ξ)Y (ξ) + Hξ(X, Y ))

(ii) ρ(X, V ) = (1− d)XV (ξ)

(iii) ρ(V, W ) = ρF (V, W ) + (2− d)(V (ξ)W (ξ) + Hξ(V, W ))
+ (d− 2)g(V, W )g(∇ξ,∇ξ)− g(V, W )∆ξ

onde ρB e ρF son, respectivamente, os tensores de Ricci de B e F e d = dimF .

O seguinte teorema caracteriza cando certos productos twisted son productos warped.

Teorema 1.5.11 [12, Teorema 1] Sexa B×f F un producto twisted con dimF > 1. Entón,
ρ(X, V ) = 0 para calesquera X, V con X tanxente a B e V tanxente a F se e só se B×f F
pódese expresar como un producto warped B ×

f̃
F de (B, gB) e (F, g̃F ), onde g̃F é unha

métrica conformemente equivalente a gF .

O seguinte corolario amosa unha condición suficiente para que o producto twisted sexa
simplemente un producto warped. Tal condición resulta de gran utilidade por mor da
sinxeleza que presenta á hora de traballar con ela.

Corolario 1.5.12 [12, Corolario 1] Sexa M = B ×f F , con dimF > 1, un producto
twisted. Entón, se (M, g) é einstein, pódese expresar como un producto warped.

Na mesma liña que o corolario anterior, o teorema seguinte mostra que a condición de
ser localmente conformemente chá en moitos casos reduce os productos twisted a productos
warped.

Teorema 1.5.13 Sexa M = B ×f F un producto twisted riemanniano con dimB > 1,
dimF > 1. Se o tensor de Weyl é nulo entón M pódese escribir como un producto warped.

Demostración.
Empregando o Teorema 1.5.11, a demostración redúcese a probar que ρ(X, V ) = 0, para
calesquera X ∈ X(B) e V ∈ X(F ).

Sexa X1, . . . , Xs unha referencia ortogonal en B e sexa V1, . . . , Vd unha referencia
ortogonal en F . Basta calcular a compoñente W (Xi, Xj , Xi, Vk), con i 6= j, do tensor de
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Weyl, como segue

W (Xi, Xj , Xi, Vk) = R(Xi, Xj , Xi, Vk)
+ τ

(n−1)(n−2){〈Xi, Xi〉〈Xj , Vk〉 − 〈Xj , Xi〉〈Xi, Vk〉}
− 1

n−2{ρ(Xi, Xi)〈Xj , Vk〉 − ρ(Xj , Xi)〈Xi, Vk〉
+ρ(Xj , Vk)〈Xi, Xi〉 − ρ(Xi, Vk)〈Xj , Xi〉}

= −1
n−2 〈Xi, Xi〉ρ(Xj , Vk)

(1.7)

para ver que, se W = 0, entón necesariamente ρ(Xj , Vk) = 0 para calesquera j ∈ {1, . . . , s}
e k ∈ {1, . . . , d}. Dado que j e k son arbitrarios, conclúe a demostración, xa que podemos
escoller sempre i 6= j por ser dimB > 1. ¤

Observación 1.5.14 Se ben este traballo queda enmarcado dentro do contexto rieman-
niano e atendendo a tal se enunciou o Teorema que precede, este pódese estender á situación
máis xeral de variedades semi-riemannianas con idéntica proba.

Observación 1.5.15 No Teorema 1.5.13 imponse como hipótese que tanto a dimensión
da base coma a da fibra sexan maiores que un. Nótese que no Corolario 1.5.12 só se esixe
que a dimensión da fibra sexa maior que un, pois é necesario para empregar o Teorema
1.5.11. O mesmo sucede neste caso, en que a mesma hipótese permite empregar o mesmo
teorema; sen embargo, a diferencia está en que precisamos alo menos dimensión dous na
base para escoller vectores ortogonais na ecuación (1.7). Isto xustifica ambas hipóteses,
pero ademais, a esixencia dunha delas garante a necesidade da outra mediante a seguinte
dualidade que presentan os productos twisted localmente conformemente chans:
Sexa M = B×f F un producto twisted localmente conformemente chan. A métrica pódese
escribir dos seguintes xeitos

gB ⊕ f2gF = f2

(
1
f2

gB ⊕ gF

)

e aśı, M é localmente conformemente chá se e só se N = 1
f2 gB ⊕ gF o é, e, xa que f está

definida sobre toda a variedade, N é de novo un producto twisted que ten por base F e por
fibra B. Polo tanto, existe unha dualidade entre a base e a fibra nos productos twisted,
que interpreta a doble hipótese feita no enunciado do Teorema 1.5.13.

Ademais, vexamos que esta dualidade é coherente coa interpretación dun producto
twisted como producto warped, é dicir, que se a variedade M é de feito un producto
warped, tamén o é a variedade N . Aśı, condición necesaria e suficiente para que M sexa
un producto warped é que a función f : B × F −→ R+ poida escribirse como producto
de outras dúas f = f1 · f2 tales que f1 : B −→ R+ e f2 : F −→ R+. Pero en caso de
ser aśı, a función de deformación do producto twisted N , tamén se poderá escribir como
1
f = 1

f1·f2
= 1

f1
· 1

f2
que é á súa vez o producto de funcións requerido para que N sexa un

producto warped. Desta maneira, obtense a equivalencia entre o carácter twisted estricto
(non warped) entre as dúas variedades M e N .
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Observación 1.5.16 Cómpre preguntármonos se a hipótese sobre a dimensión da base
e a fibra é realmente necesaria. O seguinte exemplo sinxelo dá resposta afirmativa a tal
interrogante:

Consideremos M1 = I ×f1 U , con función de deformación dada por

f1(x, y, z, t) =
1

x + y + z + t

onde I é un intervalo de R e U ⊂ R3, ambos abertos, escollidos de modo que f1 sexa
positiva en I × U .

A anulación do tensor de Weyl garante a conformalidade chá de M1. Resta probar
que M1 non é realmente un producto warped, con tal obxecto calculamos o tensor de
Ricci avaliado sobre un vector de cada factor e comprobamos que non é cero. Esta é unha
caracterización que permite diferenciar os productos twisted dos productos warped, pois
para productos warped, o Corolario 1.5.4 mostra que é nulo, de modo que se nun producto
twisted non se anula, temos garantido que non se pode reducir a un producto warped.
Se tomamos unha base ortonormal {U1, U2, U3} en U , ó facermos os cálculos para este
exemplo concreto obtemos:

ρ(X, Ui) =
−2

(x + y + z + t)2

para calquera i ∈ {1, 2, 3}, e aśı tense que a condición de ter a base dimensión maior que
un é necesaria. Ademais, atendendo á dualidade mencionada na observación anterior, o
producto twisted N1 = U × 1

f1

I ten fibra de dimensión un, é localmente conformemente

chan e non se pode reducir a un producto warped.

1.6 Productos multiwarped

Veremos nesta sección unha xeneralización dos productos warped baseada na adición dun
número arbitrario de fibras deformadas. Aśı, tense a definición seguinte.

Definición 1.6.1 Dicimos que unha variedade (M, g) é un producto multiwarped se M
pode escribirse como un producto de variedades: M = B × F1 × · · · × Fk e g vén dada
pola expresión seguinte:

g = gB ⊕ f2
1 g1 ⊕ · · · ⊕ f2

kgk

onde f1, . . . , fk : B −→ R+ son funcións definidas en B e gB, g1, . . . , gk son métricas
riemannianas en B, F1, . . . , Fk. B é a base do producto multiwarped, F1, . . . , Fk son as
fibras e f1, . . . , fk son as funcións de deformación.

Como se desprende da definición anterior e como xa comentamos anteriormente, os pro-
ductos warped correspóndense con productos multiwarped dunha única fibra. Asimesmo,
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cobran especial importancia os productos multiwarped de dúas fibras, que chamaremos
biwarped, pois en certas ocasións convirá reducir os productos con múltiples fibras a dúas,
por simplicidade. Veremos máis adiante o que queremos dicir con reducir neste contexto.

Observación 1.6.1 Nótese que un producto multiwarped é unha xeneralización que se
pode entender en diversos sentidos. Por un lado, un producto destas caracteŕısticas é
en si un producto warped, pois o producto multiwarped M = B ×f1 F1 × · · · ×fk

Fk

pódese pensar coma un producto warped con base B × F1 × · · · × Fk−1 e fibra Fk, e
analogamente para calquera permutación das fibras. Á súa vez, esta base é un producto
multiwarped que se pode descompoñer de novo como base e fibra dun producto warped.
Cómpre resaltar que estes productos multiwarped que se entenden como base do producto
warped M son totalmente xeodésicos como subvariedades do producto. Por outro lado,
os productos multiwarped xeneralizan os productos warped en tanto que, partindo dun
producto warped B×f1 F1, sen alterar a xeometŕıa deste producto en absoluto, conv́ırtese
en subvariedade do producto M = B ×f1 F1 × · · · ×fk

Fk engadindo novas fibras coa
correspondente función de deformación. Non debemos deixar pasar por alto neste intre
o feito de que tódalas consideracións que facemos sobre algunha fibra son válidas para
calquera delas, e aśı, podemos dicir que os productos multiwarped mostran unha certa
simetŕıa no que ás súas fibras se refire, no sentido de que ningunha delas xoga un papel
destacado sobre as outras; se ben si o fai a base, e veremos que esta é precisamente a que
determinará, se non completamente si en grande medida, a xeometŕıa do producto.

Observación 1.6.2 En vista da definición dos productos multiwarped, a estructura da
métrica que os caracteriza é un tanto flexible, xa que diferentes funcións e diferentes fibras
poden dar lugar a un mesmo producto multiwarped, de xeito que poderiamos escribir
un producto multiwarped de varios modos sendo esencialmente idénticos. Para eludir as
confusións que poidan xurdir deste feito, tomaremos en consideración os seguintes criterios:

• As funcións de deformación que sexan iguais módulo un escalar serán escritas como
a mesma función, modificando co escalar correspondente a métrica da fibra.

• As fibras que teñan a mesma función de deformación (tendo en conta o criterio
anterior), serán consideradas unha mesma fibra.

Como consecuencia deste criterio, de agora en diante, se temos un producto multi-
warped da forma M = B ×f1 F1 ×cf1 F2, con c ∈ R, pasaremos a consideralo coma un
producto warped M = B ×f1 (F1 × F2), e con métrica g = gB ⊕ f2

1 (gF1 ⊕ c2gF2). Deste
modo evitaremos, en moitos casos, analizar por separado productos multiwarped idénticos
xeometricamente. Se ben estes criterios non son suficientes para evitar completamente
reiteracións análogas, pois quedaŕıan por considerar diferentes parametrizacións dunha
mesma variedade, si son suficientes para evitar analizar máis casos dos necesarios, e o
coste de criterios máis estrictos seŕıa unha considerable perda de claridade no desenvolve-
mento do traballo.
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Os productos multiwarped, como vimos de ver, xeneralizan os productos warped; in-
tuitivamente, mentres nos productos warped temos dous factores con un deles modificando
a xeometŕıa do outro, nos productos multiwarped ténse un número indefinido de factores
cun deles xogando un papel destacado, pois conserva a xeometŕıa no producto e altera a
dos restantes. Esta consideración refléxase na conexión da variedade, que se describe a
continuación:

Lema 1.6.3 Sexa M = B×f1 F1×f2 F2×· · ·×fk
Fk un producto multiwarped, X,Y ∈ X(B)

e Ui, Vi ∈ X(Fi). Entón a conexión de Levi-Civita vén dada por:

(i) ∇XY = ∇B
XY

(ii) ∇XVi = ∇ViX = X fi

fi
Vi

(iii) nor∇UiVi = II(Ui, Vi) = − 〈Ui,Vi〉
fi

∇fi

(iv) tan∇UiVi = ∇Fi
Ui

Vi

(v) ∇ViVj = 0,∀i 6= j

onde ∇B e ∇Fi denotan as conexións de Levi-Civita en B e Fi, respectivamente, e II a
segunda forma fundamental respecto da subvariedade Fi, con i ∈ {1, . . . , k}.

Demostración.
Dado que os productos multiwarped son unha xeneralización dos productos warped que
conservan integramente a xeometŕıa do producto warped formado pola base e unha cal-
quera das fibras, as expresións (i),(ii), (iii) e (iv) son as dadas na Proposición 1.5.1 e non
requiren unha demostración engadida.

A expresión nova é a dada en (v). Para chegar a ela empregamos a fórmula de Koszul,
tense:

2〈∇ViVj , A〉 = Vi 〈Vj , A〉+ Vj 〈A, Vi〉 −A 〈Vi, Vj〉
+〈Vi, [A, Vj ]〉+ 〈Vj , [A, Vi]〉+ 〈A, [Vi, Vj ]〉

para Vi ∈ X(Fi), Vj ∈ X(Fj) e A ∈ X(M). Analizamos os catro casos seguintes que nos
conducen ó resultado:

• A ∈ X(B), entón

2〈∇ViVj , A〉 = Vi(0) + Vj(0)−A(0) + 〈Vi, 0〉+ 〈Vj , 0〉+ 〈A, 0〉 = 0

onde empregamos que se B ∈ X(N1) e C ∈ X(N2), onde N1 e N2 son subvariedades
dunha variedade dada, entón [B,C] = 0 (Corolario 1.44 en [26]).

• A ∈ X(Fi), neste caso tense

2〈∇ViVj , A〉 = Vi(0) + Vj 〈A, Vi〉 −A(0) + 〈Vi, 0〉+ 〈Vj , [A, Vi]〉+ 〈A, 0〉 = 0

xa que [A, Vi] ∈ X(Fi) e 〈A, Vi〉 ∈ F(Fi).
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• A ∈ X(Fj), entón, dado que [, ] se anula en campos de vectores de distintas fibras
(Corolario 1.44 en [26]), tense que ∇ViVj = ∇VjVi e o resultado dedúcese por simetŕıa
co caso anterior.

• Noutro caso os termos da fórmula de Koszul son cero, trivialmente.

¤

Ó presentarmos a conexión dos productos warped e twisted, vimos que hab́ıa unha
estricta relación entre estes e a xeometŕıa das foliacións canónicas respecto dos dous fac-
tores. En tanto os productos multiwarped son unha xeneralización dos productos warped
baseada no aumento do número de fibras, parece natural agardar un resultado similar
que xeneralice o correspondente dos productos warped. Como mostran as expresións da
conexión, a foliacion canónica respecto da base LB é totalmente xeodésica, mentres que
as foliacións canónicas respecto das fibras LF1 , LF2 , . . . , LFk

son esféricas. A implicación
inversa tamén é certa para foliacións ortogonais e tense, entón, o resultado seguinte:

Teorema 1.6.4 [22, Proposición 4] Sexa M = B × F1 × F2 × · · · × Fk unha variedade
producto con foliacións canónicas LB, LF1, LF2, . . . , LFk

respecto da base e as fibras
respectivamente. Se as foliacións son perpendiculares ó definir unha métrica g sobre M ,
entón a métrica g é un producto multiwarped se e só se a folición canónica asociada á base
LB é totalmente xeodésica e as foliacións canónicas asociadas ás fibras LF1, LF2, . . . , LFk

son esféricas.

Este tipo de disertacións deu lugar a unha extensa bibliograf́ıa e a numerosos resultados
de destacado interés sobre productos multiplemente warped. Entre eles, un dos máis rele-
vantes é a xeneralización levada a cabo en [15] onde se dá un teorema de descomposición
análogo ó teorema de de Rham para productos multiwarped, é dicir, caracteŕızanse as
variedades riemannianas que se poden descompoñer como un producto multiwarped. A
importancia do teorema de de Rham radica fundamentalmente na simplificación que supón
no estudio da xeometŕıa dunha variedade a posibilidade de descompoñela en factores máis
simples, que se poden estudiar independentemente, pois os productos directos conservan a
xeometŕıa dos factores como subvariedades do producto. Esta mesma utilidade transmı́tese
ó teorema dado por Hiepko [15], pois, se ben non se pode estudiar por separado a xeometŕıa
dos factores, pois a base inflúe mediante a función de deformación na xeometŕıa das fi-
bras, si posúen numerosas propiedades de carácter local, como veremos no decorrer desta
memoria, que permiten un estreito achegamento a innumerables propiedades xeométricas
das variedades que son obxecto de estudio.
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Caṕıtulo 2

Conformalidade chá dun producto
warped

Como vimos de mencionar na introducción, os productos warped preséntanse en moitos
casos como excelentes candidatos na busca de exemplos de variedades satisfacendo certas
condicións, como pode ser, no caso que nos ocupa, a conformalidade chá local. Fronte á
rixidez do producto directo, os productos warped exhiben, mediante a función de defor-
mación, un grao de liberdade que flexibiliza a súa estructura, permitindo aśı o amolda-
mento requerido en certas situacións. Ademais, lonxe de posúır unha estructura rebuscada
ou artificial, os productos warped aparecen en moi diversos contextos, e o seu estudio
permanece ligado a diversos ámbitos como a xeometŕıa de variedades completas [4], carac-
teŕısticas de amplo espectro (negatividade da curvatura en [5]), modelos cosmolóxicos,
etc.

Este caṕıtulo está adicado ó estudio da conformalidade chá local en productos warped,
o que supón, no desenvolvemento global desta memoria, un paso previo á abordaxe do
caso máis xeral de conformalidada chá local en productos deformados múltiples. Mais, á
súa vez, o caṕıtulo ten interese en si mesmo, pois identifica os productos que, deformados,
poden admitir a propiedade de conformalidade chá local. Concretamente, o obxectivo deste
caṕıtulo é caracterizar os productos warped localmente conformemente chans, cuestión que
reduciremos ó estudio da conformalidade chá local en productos directos. Posteriormente
abordaremos os productos warped con base un espacio modelo, describindo as funcións de
deformación localmente, nunha primeira etapa, para obter as condicións que garanten a
súa definición global nunha segunda.

2.1 Condicións necesarias e suficientes

O obxectivo desta sección é caracterizar os productos warped localmente conformemente
chans. Para iso comezamos por estudiar os productos directos, xa que particularizan os
productos warped para funcións de deformacións constantes, e basearemos o estudio dos

23
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productos warped nunha transformación conforme que nos permita reducir o problema á
análise da conformalidade chá local dun producto directo.

Lema 2.1.1 Sexa M = B×F un producto riemanniano localmente conformemente chan
tal que dimM ≥ 4. Entón WB = 0 e WF = 0.

Demostración.
Posto que o producto é directo, os dous factores xogan o mesmo papel e a proba é análoga
para ambos; farémola, pois, para B. Se dimB < 4 entón WB = 0 sempre, co que
non temos nada que probar. Supoñamos pois que dimB ≥ 4. Que B sexa localmente
conformemente chá equivale ([21, Teorema 3.2]) a que para calesquera vectores ortogonais
{e1, e2, e3, e4} se verifique

K12 + K34 = K14 + K23

onde empregamos a notación Kij = K(ei, ej). Polo tanto temos que a igualdade anterior
é certa para M . Pero se tomamos calesquera vectores ortogonais en B ou F , tamén serán
ortogonais en M , por ser un producto directo, e ademais

KB
ij = Kij

aśı que, para calesquera {e1, e2, e3, e4} ortogonais en B

KB
12 + KB

34 = KB
14 + KB

23

e isto equivale a que WB = 0. ¤

Lema 2.1.2 Sexa M = B×F un producto riemanniano localmente conformemente chan
tal que dimM ≥ 3. Entón B e F teñen curvatura seccional constante.

Demostración.
Empregaremos a caracterización da conformalidade chá dada no Teorema 1.1.7 e, dado
que diferencia os casos de dimM = 3 e dimM ≥ 4, tamén o faremos nós aqúı.

• n = dimM ≥ 4. Por un lado temos que W = 0 ⇒ WB = 0 = WF . Polo tanto, basta
con probar que B e F son einstein, como mostra o Corolario 1.1.3.
Sexa s = dimB, {e1, e2, ..., es+1, es+2, ..., en} unha base ortonormal de M . Emprega-
mos i, j para sub́ındices de campos en B e a, b para sub́ındices de campos en F .
Dado que W = 0, temos:

Wi(s+1)i(s+1) = Ri(s+1)i(s+1) + τ
(n−1)(n−2) − 1

n−2(ρii + ρ(s+1)(s+1)) = 0
...

Winin = Rinin + τ
(n−1)(n−2) − 1

n−2(ρii + ρnn) = 0
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pero Ri(s+1)i(s+1) = · · · = Rinin = 0, aśı que

ρ(s+1)(s+1) = · · · = ρnn

e polo tanto,
ρF
(s+1)(s+1) = · · · = ρF

nn

Ademais,
Wiaib = Riaib + τ

(n−1)(n−2)(giigab − giagib)
− 1

n−2(ρiigab + ρab − ρiagib − ρibgia) = 0

redúcese a
Wiaib = − ρab

n− 2
= 0

co cal, esta base ortonormal diagonaliza o tensor de Ricci e, aśı, temos que ρF =
λId = λgF .
Por outro lado,

Wijij = Rijij +
τ

(n− 1)(n− 2)
− 1

n− 2
(ρii + ρjj) = 0, para i 6= j

e dado que Rijij = RB
ijij , τ = τB + τF e ρii = ρB

ii , temos que na anterior ecuación
tódolos sumandos dependen de B excepto τF , que por este motivo ha ser necesaria-
mente constante.
Como τF =

∑n
a=s+1 ρaa = (n − s)ρnn temos que ρaa tamén é constante e, como o

tensor de Rici é un múltiplo da métrica, F é einstein.
Analogamente próbase que B ten necesariamente que ser einstein.

• n = dimM = 3. Neste caso procedemos de xeito diferente, pois o tensor de Weyl
é sempre nulo e non nos proporciona ningunha información sobre a conformalidade
chá da variedade. Atendendo á caracterización da conformalidade chá dada no Teo-
rema 1.1.7 temos que se M é localmente conformemente chá, entón, para calesquera
vectores X, Y, Z verif́ıcase a seguinte igualdade:

(∇XC)(Y,Z) = (∇Y C)(X,Z)

Tomando campos de vectores X en B e Y = Z en F , ou viceversa, X en F e Y = Z
en B, a igualdade anterior redúcese a:

X(τ) = 0

e deducimos que τ é constante. Pero dado que τ = τB + τF e os factores teñen di-
mensión un e dous, deducimos que ambos son einstein, e, polo tanto, teñen curvatura
seccional constante. ¤
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Como consecuencia directa do teorema precedente tense o seguinte corolario.

Corolario 2.1.3 Sexa M = B × F un producto riemanniano localmente conformemente
chan. Entón B e F son localmente conformemente chás.

Demostración.
Polo resultado anterior sabemos que B e F teñen curvatura seccional constante, logo
ambas son localmente conformemente chás. ¤

Coa axuda dos lemas precedentes probaremos o seguinte teorema, que caracteriza os
productos directos de dúas variedades que son localmente conformemente chás, dado en
[36], se ben damos aqúı unha demostración alternativa para dimensión de M arbitraria.

Teorema 2.1.4 Sexa M = B × F un producto riemanniano. Entón (M, g) é localmente
conformemente chan se e só se B e F teñen curvatura seccional constante e ademais dáse
unha das tres condicións seguintes:

– dimB = 1.

– dimF = 1.

– dimB > 1, dimF > 1 e KB = −KF .

Demostración.
Os dous primeiros casos son similares. Aplicamos o lema anterior para concluir que B e F ,
nos seus respectivos casos, teñen curvatura seccional constante. Para probar a suficiencia
basta asumir a constancia da curvatura e substituir nas expresións das compoñentes do
tensor de Weyl, vendo aśı que son todas nulas.

Se dimB > 1 e dimF > 1, sabemos polo lema anterior que (B, gB) e (F, gF ) teñen
curvatura seccional constante, poñamos KB e KF . Substituindo nas expresións das
compoñentes do tensor de Weyl chegamos ás tres ecuacións seguintes, onde s = dimB,
d = dimF e n = dimM :

{(n− 1)(n− 2) + s(s− 1)− 2(n− 1)(s− 1)}KB + d(d− 1)KF = 0

s(s− 1)KB + {(n− 1)(n− 2) + d(d− 1)− 2(n− 1)(d− 1)}KF = 0

{s(s− 1)− (s− 1)(n− 1)}KB + {d(d− 1)− (n− 1)(d− 1)}KF = 0

que podemos escribir do seguinte xeito tendo en conta que s + d = n:

d(d− 1)(KB + KF ) = 0

s(s− 1)(KB + KF ) = 0

(s− 1)(d− 1)(KB + KF ) = 0

Vemos que, dado que supoñemos s, d > 1 as tres ecuacións redúcense a KB + KF = 0.
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Para probar a suficiencia basta facer estas últimas contas inversamente para calcular
as compoñentes do tensor de Weyl, que serán nulas. ¤

Unha vez que coñecemos os productos directos (de dous factores) localmente conforme-
mente chás, atopámonos en condicións de afrontar o problema de caracterizar os productos
warped localmente conformemente chás, que se resolve no seguinte teorema.

Teorema 2.1.5 Sexa M = B ×f F un producto warped. Entón:

(i) Se dim B = 1, entón M = B×f F é localmente conformemente chá se e só se (F, gF )
ten curvatura seccional constante.

(ii) Se dim B > 1 e dimF > 1, entón M = B ×f F é localmente conformemente chá se
e só se

(ii.1) (F, gF ) é unha variedade de curvatura seccional constante cF .
(ii.2) A función f : B −→ R+ define un cambio conforme en B de modo que (B, 1

f2 gB)
ten curvatura seccional constante c̃B = −cF .

(iii) Se dimF = 1, entón M = B ×f F é localmente conformemente chá se e só se a
función f : B −→ R+ define un cambio conforme en B tal que (B, 1

f2 gB) é unha
variedade de curvatura seccional constante.

Demostración.
Sexa (M = B ×f F, g = gB ⊕ f2gF ) un producto warped riemanniano de dimensión
arbitraria n. A métrica pódese escribir, sacando factor común f2,

g =

(
gB

f2gF

)
= f2

(
f−2gB

gF

)

Se consideramos un cambio conforme na métrica g:

gc = f−2g

a expresión de gc será

gc =

(
f−2gB

gF

)

que é un producto directo das variedades (B, gc
B), con gc

B = f−2gB, e (F, gF ).
Posto que a conformalidade chá se conserva por cambios conformes, a métrica g será

localmente conformemente chá se e só se gc é localmente conformemente chá. Pero a
conformalidade chá en productos directos está caracterizada totalmente polo Teorema
2.1.4, de onde se segue o presente resultado. ¤

Nótese que o teorema anterior xeneraliza ó Teorema 2.1.4. Do xeito que os produc-
tos directos particularizan os productos warped para funcións de deformación constante,
tamén considerando o mesmo tipo de funcións obtense como caso particular o Teorema
2.1.4 partindo do Teorema 2.1.5.
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Observación 2.1.6 Os productos warped de tipo cosmolóxico, referidos co nome de
Robertson-Walker, teñen, como xa mencionamos, a forma I ×f N(c), onde N é unha
variedade de curvatura seccional constante c. Atendendo a un teorema análogo ó ante-
rior, en [6], dáse explicación ó feito de seren os espacios Robertson-Walker localmente
conformemente chans para calquera función de deformación f . Vese tamén, pola contra,
como os espacio-tempo estáticos, da forma B ×f R, deben cumplir condicións certamente
restrictivas na base B e na función de deformación para ser localmente conformemente
chans, pois isto depende de que a variedade B coa métrica 1

f2 gB teña curvatura seccional
constante.

Corolario 2.1.7 Sexa M = B×f F un producto warped localmente conformemente chan.
Entón a base B é localmente conformemente chá e a fibra F ten curvatura seccional
constante.

Demostración.
Polo Teorema 2.1.5, F ten en calquera caso curvatura seccional constante (trivializamos o
caso en que a fibra teña dimensión 1). Por outro lado, sempre que dim B > 1, a métrica
f−2gB ten curvatura seccional constante, e polo tanto é localmente conformemente chá;
en consecuencia tamén o é a propia gB. ¤

2.2 Estudio local da conformalidade chá local

Queremos coñecer a estructura local das variedades que, deformadas, poden dar lugar a
un producto warped localmente conformemente chan. Para iso serv́ımonos do Teorema
2.1.5 e, se partimos de dúas variedades (B, gB) e (F, gF ), queremos saber qué condicións
deben cumplir a función de deformación f e a variedade (B, gB) para que (B, f−2gB) teña
curvatura seccional constante. Deberemos atender, ademais, á condición adicional que se
presenta nos casos en que dimB > 1 e dimF > 1, isto é, que as curvaturas seccionais de
(B, f−2gB) e (F, gF ) sexan opostas.

Se (B, gB) é unha variedade localmente conformemente chá, entón temos garantida a
existencia local de funcións f de forma que (B, f−2gB) ten curvatura seccional constante
arbitraria (bastaŕıa pasar a curvatura seccional nula mediante o cambio conforme que a
fai conformemente chá e compoñer co cambio conforme que a fai da curvatura requerida,
como amosa o Teorema 1.2.1). Polo tanto, temos o seguinte rećıproco local do Corolario
2.1.7:

Teorema 2.2.1 Sexa (B, gB) unha variedade localmente conformemente chá e (F, gF )
un espacio de curvatura seccional constante. Entón existen funcións de deformación f
definidas localmente sobre B de xeito que U ×f F é localmente conformemente chá (sendo
U ⊂ B o aberto U de definición de f).
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Demostración.
Partimos de (B, gB) variedade localmente conformemente chá. Para cada punto de B
existe un entorno U ⊂ B e un difeomorfismo ψ : V ⊂ Rn −→ U verificando ψ∗g = φ2gRn .
O Teorema 1.2.1 mostra a existencia de funcións, como ϕ = 1/(1+ −KF

4

∑
(ui)2), definida

nun aberto de Rn, tal que a curvatura seccional da métrica ϕ2gRn é −KF . Polo tanto,
constrúımos a variedade seguinte

Rn × 1
ϕ

F

Deste xeito, polo Teorema 2.1.5, este producto warped é localmente conformemente chán.
Pero dado que gRn = 1

φ2 gB, o producto U × F coa métrica

1
φ2

gB ⊕ 1
ϕ2

gF

tamén é localmente conformemente chán. Agora, como a conformalidade chá local é
preservada por transformacións conformes, obtense que

U ×f F

é localmente conformemente chá para f = φ/ϕ. ¤

Observación 2.2.2 Como consecuencia do teorema anterior, cómpre analizar dous as-
pectos de especial interese; estes son:

1. a posibilidade de estender a función de deformación f a toda a variedade B, con
obxecto de constrúır productos warped completos, e

2. a unicidade da función de deformación.

Na vindeira sección trataremos o primeiro punto, facendo un estudio global da con-
formalidade chá de productos warped. Referido á unicidade da función de deformación, é
dicir, a se dado un producto warped que é localmente conformemente chan, existen máis
funcións que deformen o mesmo producto e que fagan que este siga sendo conformemente
chan, trataremos o problema localmente.

Sexa (B×f F, gB ⊕ f2gF ) un producto warped localmente conformemente chan. Sabe-
mos que (B, f−2gB) ten curvatura seccional constante. Queremos ver agora qué funcións
f̃ definidas localmente en B fan que (B, f̃−2gB) teña curvatura seccional constante. En
primeiro lugar descartamos o caso en que dimB = 1, pois neste caso calquera función
f : B −→ R+ fai o producto warped conformemente chan sen máis que esixir a constancia
da curvatura seccional da variedade F (Teorema 2.1.5).

Para estudiar os casos restantes, escribimos a variedade (B, f̃−2gB) como

(B,
f2

f̃2

1
f2

gB)
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Á vista desta expresión basta con atopar os cambios conformes da métrica en (B, f−2gB)
que manteñen a curvatura seccional constante para coñecer as funcións que buscamos.

Deste modo, o problema tradúcese en buscar os cambios conformes de variedades de
curvatura seccional constante que conservan a constancia da curvatura seccional. Para
iso, dado que o tensor de Weyl é invariante por cambios conformes, bastará con atopar
aqueles que conserven o carácter einstein. O Corolario 1.4.6 achéganos a resposta para
variedades conexas de dimensión ≥ 3: os cambios conformes que conservan o carácter
einstein son exactamente aqueles da forma gc = e2fg que son solución da ecuación de
Möbius Bg(f) = 0.

O caso máis sinxelo é o caso eucĺıdeo, no que o Lema 1.4.7 caracteriza as posibles
solucións: para un cambio conforme gc = e2fg0 no espacio eucĺıdeo, sabemos que, tras
facer o cambio u = e−f , temos que as funcións u : Rn −→ R son da forma

u(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c, con a, c ∈ R,
−→
b ∈ Rn

Polo tanto, desfacendo o cambio anterior, temos que, a transformación da métrica que
buscamos é

gc =
1

(a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c)2
g0

aśı, obtemos que as funcións f̃ requeridas son as da forma:

f̃(−→x ) = (a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c)f(−→x )(2.1)

Esta expresión local, para calesquera a, c ∈ R,
−→
b ∈ Rn caracteriza as funcións definidas

localmente que conservan a constancia da curvatura seccional. Pero isto só resolve o noso
problema da conformalidade chá no producto warped se a variedade F ten dimensión
un. Noutro caso, o cambio conforme sobre a base debe conservar o valor da curvatura
seccional. Polo tanto, cómpre estudiar cómo vaŕıa a curvatura seccional ó facer un cambio
conforme deste tipo.

Lema 2.2.3 Sexa (Rn, e2fg0) unha transformación de Möbius da métrica eucĺıdea. Entón,
para {E1, . . . , En} base ortonormal, tense

• A curvatura de (Rn, e2fg0) vén dada por

Rijij = 4ac−‖−→b ‖2
u4 , para i 6= j

onde u = e−f ten a forma u(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c.

• A curvatura seccional de (Rn, e2fg0) ten a expresión

K = 4ac− ‖−→b ‖2



2.3 Estudio global da conformalidade chá local 31

Demostración.
Empregando o Teorema 1.4.4, a expresión da curvatura vén dada por

Rijij = 1
u2

{
− 2

n

(
∆(Log u−1) + (n−2)

2 ‖∇(Log u−1)‖2
)}

= −1
u2n

(
2∆(Log u−1) + (n− 2)‖∇(Log u−1)‖2

)

= −1
u2n

(
2‖
−→
b ‖2−4ac−2(n−2)au

u2 + (n− 2)‖
−→
b ‖2−4ac+4au

u2

)

= −1
u2n

(
n‖−→b ‖2−4nac

u2

)

= 4ac−‖−→b ‖2
u4

Se agora calculamos a curvatura seccional a partir da expresión anterior, temos

Kij =
4ac− ‖−→b ‖2

u4
u4 = 4ac− ‖−→b ‖2

tal como enunciamos. ¤

Temos pois, que os cambios conformes que manteñen constante o valor da curvatura
seccional para o espacio eucĺıdeo son aqueles que verifican:

4ac− ‖−→b ‖2 = 0

2.3 Estudio global da conformalidade chá local

Nesta sección estudiamos a posibilidade de definir globalmente sobre a base B funcións de
deformación que fagan o producto B ×f F localmente conformemente chan.

Dada a complexidade do problema, limitarémonos ó caso en que a base sexa un espacio
completo e simplemente conexo de curvatura seccional constante.

Observación 2.3.1 Consideremos un producto warped B ×f F localmente conforme-
mente chan. Establecer como hipótese que B teña curvatura seccional constante equivale
a que sexa einstein, pois, por ser o producto warped localmente conformemente chan,
tamén o é a base (Corolario 2.1.7). Pero, dado que (B, 1

f2 gB) ten curvatura seccional
constante, como se deduce do Teorema 2.1.5, tense que 1/f é unha transformación de
Möbius.

Reciprocamente, que 1/f sexa unha transformación de Möbius en (B, gB) equivale a
que f sexa unha transformación de Möbius en (B, 1

f2 gB), e dado que esta variedade ten
curvatura seccional constante, (B, gB) será einstein e, por ser localmente conformemente
chá, tamén terá curvatura seccional constante (pódese chegar á mesma conclusión tendo
en conta que as transformacións de Möbius conservan os autoespacios do operador de



32 2 Conformalidade chá dun producto warped

Ricci, como vimos no Corolario 1.4.5). Polo tanto, impoñer a hipótese sobre a base da
constancia da curvatura seccional equivale a que a función de deformación dea lugar a
unha transformación de Möbius mediante a súa inversión.

2.3.1 Productos warped localmente conformemente chans con base o
espacio euclidiano

Na sección anterior vimos que a función θ(−→x ) = 1

a‖−→x ‖2+〈−→b ,−→x 〉+c
, con a, c ∈ R e −→b ∈ Rs,

é a única que conserva a constancia da curvatura seccional en Rs na deformación conforme
correspondente. Vexamos agora cándo se pode definir a función en todo Rs.

θ(−→x ) = 1

a‖−→x ‖2+〈−→b ,−→x 〉+c
non está definida no conxunto Γ = {−→x ∈ Rs : a‖−→x ‖2 +

〈−→b ,−→x 〉+ c = 0}. Vexamos que conxunto é este segundo nos casos seguintes:

• a, c > 0. Entón o grafo da función f(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉 + c é un paraboloide
convexo.

A función de deformación é un paraboloide convexo.

A función ten un mı́nimo absoluto no punto Pm = (−b1
2a , . . . , −bs

2a ), polo tanto, a
función terá algún punto onde se anule se e só se f(Pm) ≤ 0, o cal significa que
necesariamente ha verificar

f(Pm) = a‖( b1

2a
, . . . ,

bs

2a
)‖2 +

−b2
1

2a
+ · · ·+ −b2

s

2a
+ c =

−‖−→b ‖2

4a
+ c > 0

• a > 0, c < 0. Teriamos que f → c cando x → 0, tomando aśı valores negativos, co
cal, non obtemos funcións de deformación desta forma.

• a = 0. Neste caso a función toma valores negativos salvo que −→b sexa nulo e c > 0.
Pero esta situación corresponde a unha homotecia, e trivializa o producto warped
nun producto directo. Polo que descartamos tamén esta situación.

• a < 0, c arbitrario. O paraboloide non podeŕıa estar definido en todo Rs sendo a
función positiva, pois f → −∞ cando x →∞ (si podeŕıa ser f sempre negativa con
c < 0, obtendo aśı cálculos simétricos ós que faremos, polo que convimos restrinxirnos
a funcións de deformación estrictamente positivas).
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En resume, tense que necesariamente deben ser positivos a e c, na función θ, para que
estea ben definida e sexa positiva. Ademais, o seu mı́nimo debe ser positivo, o que se
traduce na desigualdade 4ac− ‖−→b ‖2 > 0.

Resumimos os resultados deste apartado no lema seguinte:

Lema 2.3.2 Sexa M = Rs×f F un producto warped localmente conformemente chan con
base euclidiana. Entón f é da forma:

f(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c,
−→
b ∈ Rs, a, c ∈ R

cos coeficientes a > 0, c > 0 e −→b satisfacendo a desigualdade 4ac− ‖−→b ‖2 > 0.

Xa vimos que, para que un cambio conforme conserve a constancia da curvatura sec-
cional, a función de deformación debe verificar a ecuación de Möbius. Pero ademais,
cómprenos en ocasións que manteña o valor da curvatura seccional e, como vimos anterior-
mente, unha condición necesaria e suficiente para que iso ocorra é que a, c e −→b verifiquen

4ac− ‖−→b ‖2 = 0

pero vimos de ver que para poder definir f en todo Rs débese verificar que

4ac− ‖−→b ‖2 > 0

A función de deformación non corta ó plano xs+1 = 0.

Esta incompatibilidade é a clave do teorema seguinte:
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Teorema 2.3.3 Sexa Rs×f F , s > 1, un producto warped, entón é localmente conforme-
mente chan se e só se f(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉 + c con 4ac − ‖−→b ‖2 > 0, a, c > 0
e, ademais, se dimF > 1, F ten curvatura seccional constante e cúmprese unha das
condicións seguintes:

(i) KF = 0 e o producto é directo, i.e., f é constante.

(ii) KF < 0, verificando KF = ‖−→b ‖2 − 4ac.

Demostración.
O resultado séguese do Lema 2.3.2, aśı como dos comentarios anteriores, tendo en conta
a incompatibilidade entre o requisito de definición global da función (4ac − ‖−→b ‖2 > 0)
e a necesidade de ser nula a curvatura seccional se a dimensión da fibra é maior que un
(4ac− ‖−→b ‖2 = 0), para o caso (i). No apartado (ii) o valor de KF debe ser oposto ó da
curvatura seccional da base deformada conformemente, como vimos no Teorema 2.1.5. ¤

Atinxindo ó problema da unicidade da función de deformación, xa tratado dende un
punto de vista local, podemos dar na mesma liña dos resultados anteriores o seguinte:

Corolario 2.3.4 Sexa (B×f F, gB⊕f2gF )un producto warped localmente conformemente
chan tal que dimB > 1 e dimF > 1. Se (B, f−2gB) = (Rs, g0) entón f é a única función
de deformación que fai o producto warped localmente conformemente chan.

Demostración.
De haber outro producto warped (B ×

f̃
F, gB ⊕ f̃2gF ) localmente conformemente chan,

teriamos que (B, f̃−2gB) ten curvatura seccional nula, pois debe ser oposta á da fibra F
(esta é nula por ser localmente conformemente chan o producto Rs × F ). Pero entón
temos un cambio conforme da métrica f−2gB dado por f̃/f , que conserva a nulidade da
curvatura seccional de Rs, o que contrad́ı o Lema 2.3.2. ¤

2.3.2 Productos warped localmente conformemente chans con base o
espacio hiperbólico

Unha vez que coñecemos os productos warped con base Rs que son localmente conforme-
mente chans, trataremos de estudiar os outros espacios modelo de curvatura seccional
constante. Comezamos polo espacio hiperbólico, que trataremos de relacionar co espacio
eucĺıdeo mediante unha transformación conforme global.

A identidade é unha aplicación conforme entre o semi-espacio superior euclidiano e o
espacio hiperbólico (pensado no seu modelo de semi-espacio de Poincaré) verificando

ϑ : (U s, g0) −→ (Hs, gH)
(x1, . . . , xs) Ã (x1, . . . , xs)

ϑ∗gH = 1
x2

s
g0
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onde denotamos por (U = {−→x ∈ Rs : xs > 0}, g0) o semi-espacio euclidiano e por (Hs, gH)
o modelo de Poincaré do espacio hiperbólico.

Nótese que ϑ é unha aplicación de Möbius, pois conserva a constancia da curvatura
seccional. De feito, e como era de esperar, é da forma (2.1) con a = c = 0 e b = (0, . . . , 0, 1),
pois está definida nun aberto de Rs.

Cada vez que teñamos unha aplicación φ : (Hs, gH) −→ (Hs, 1
f2 gH) que conserva a

constancia da curvatura seccional, sabemos que verifica a ecuación de Möbius e, polo
tanto, temos o seguinte diagrama:

φ
(Hs, gH) −→ (Hs, 1

f2 gH)
ϑ ↑ ↗φ ◦ ϑ

(U s, g0)

Aśı, dada unha función φ : (Hs, gH) −→ (Hs, 1
f2 gH) que verifique a ecuación de Möbius

B(φ) = 0, temos unha función φ ◦ ϑ : (U s, g0) −→ (Hs, 1
f2 gH), que tamén é de Möbius,

pois é a composición de dúas aplicacións de Möbius, e, dado que está definida nun aberto
de Rs, é da forma (2.1):

(φ ◦ ϑ)∗(
1
f2

gH) =
1(

a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c
)2 g0

Entón, dado que ϑ∗gH = 1
x2

s
g0, chegamos a

1
f(−→x )2

=
x2

s(
a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c

)2

para uns certos a, c ∈ R e −→b ∈ Rs, verificando 4ac− ‖−→b ‖2 > 0 ou −bs
2a ≤ 0 e 4ac− (b2

1 +
b2
2 + · · ·+ b2

s−1) ≥ 0, o que garante que a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c > 0, ∀−→x ∈ U s. Outra forma
de chegar a esta expresión seŕıa resolver a ecuación de Möbius para o espacio hiperbólico,
resolvendo o sistema de ecuacións en derivadas parciais que se obtén empregando o Lema
1.4.1 para reescribir a ecuación de Möbius neste espacio.

Observación 2.3.5 Queremos dar as condicións pertinentes para que φ estea ben definida
en U s, o que ben sendo que a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c 6= 0, pero tomando a, c > 0, isto queda
reducido a a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉 + c > 0. A condición 4ac − ‖−→b ‖2 > 0 garántenos que
a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉 + c > 0 en todo Rs. Pero, dado que reducimos o dominio da función,
agora temos máis casos favorables: aqueles nos que a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉 + c se anula no
semiespacio negativo pechado {−→x ∈ Rs : xs ≤ 0}.

Para caracterizar estes casos temos:
No caso en que o punto mı́nimo do paraboloide, −bs

2a , teña a última coordenada negativa
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A función de deformación pode ser positiva áında que o paraboloide sexa negativo en
puntos que cumplan xs < 0.

ou nula, é dicir, −bs
2a ≤ 0, teriamos a situación representada no debuxo, onde o plano

corta ó paraboloide en a‖x‖2 + bx + c = 0. Nesta situación, para que o paraboloide non
corte ó semiespacio U s basta con que a‖x‖2 + bx + c ≥ 0 en xs = 0. Isto no debuxo
queda ilustrado con que a ĺınea negra, é dicir, o paraboloide (s− 1)-dimensional obtido ó
intersecar o hiperplano xs = 0 co paraboloide, corta ó hiperplano horizontal ó sumo nun
punto. Escribimos esta condición como

a(x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
s−1) + b1x1 + b2x2 + · · ·+ bs−1xs−1 + c ≥ 0

Repetindo os cálculos anteriores para este novo paraboloide (s− 1)-dimensional, obtemos
que a condición é

4ac− (b2
1 + b2

2 + · · ·+ b2
s−1) ≥ 0

En resumen, temos a función φ definida globalmente neste modelo do espacio hiperbólico
se

• 4ac− ‖−→b ‖2 > 0, ou

• −bs
2a ≤ 0 e 4ac− (b2

1 + b2
2 + · · ·+ b2

s−1) ≥ 0
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Estas reflexións demostran o lema seguinte:

Lema 2.3.6 Sexa M = Hs ×f F un producto warped localmente conformemente chan,
con Hs denotando o espacio hiperbólico no modelo do semi-espacio de Poincaré. Entón as
funcións de deformación f teñen a forma:

f(−→x ) =
a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c

xs
,

−→
b ∈ Rs, a, c ∈ R

para coeficientes a > 0, c ∈ R e −→b ∈ Rs verificando unha das dúas condicións

(1) 4ac− ‖−→b ‖2 > 0

(2) 4ac− (b2
1 + · · ·+ b2

s−1) ≥ 0 e bs ≥ 0

Coa axuda deste lema, chegamos ó seguinte resultado:

Teorema 2.3.7 Sexa Hs ×f F , s > 1, un producto warped con fibra completa e simple-

mente conexa. Entón é localmente conformemente chan se e só se f(−→x ) = a‖−→x ‖2+〈−→b ,−→x 〉+c
xs

,
a > 0, e unha das condicións seguinte é verificada:

(i) F = R con f cumplindo (1) ou (2).

(ii) F = Hd, con d > 1 e ‖−→b ‖2 − 4ac = −1.

(iii) F = Rd, con d > 1 e ‖−→b ‖2 − 4ac = 0, ademais para que f sexa positiva debe
verificarse 4ac− (b2

1 + . . . + b2
s−1) ≥ 0 e bs ≥ 0.

(iv) F = Sd, con d > 1 e ‖−→b ‖2−4ac = 1, ademais para que f sexa positiva debe verificarse
4ac− (b2

1 + . . . + b2
s−1) ≥ 0 e bs ≥ 0.

Demostración.
A expresión da función obtense a partir do Lema 2.3.6. Polo Teorema 2.1.5 a fibra ten
curvatura seccional constante e, por ser completa e simplemente conexa, redúcense as
posibilidades a Sd, Rd e Hd. Ademais, se dimF > 1, obtéñense as condicións de KF =
‖−→b ‖2 − 4ac. ¤

2.3.3 Productos warped localmente conformemente chans con base a
esfera

O caso da esfera preséntase moi diferente ó do espacio hiperbólico, pois posúe unha carac-
teŕıstica, como é a compacidade, que nos permite aproveitar as propiedades que se derivan
dela. Sen embargo, neste caso topamos cun obstáculo importante: non temos un cambio
conforme global, como tiñamos no espacio hiperbólico, que nos permita reducir o proble-
ma ó espacio eucĺıdeo. É por estes motivos que a análise que facemos nesta sección se
desmarca das dúas anteriores.
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Queremos estudiar cándo un producto warped que ten como base a esfera de dimensión
s é localmente conformemente chan. Para iso sabemos que unha condición necesaria é que
(Ss, 1

f2 gS) teña curvatura seccional constante. Dado que (Ss, gS) ten curvatura seccional
constante, a función 1

f2 ten que verificar a ecuación de Möbius, é dicir, B(φ) = B( 1
f ) = 0;

a cal, tras facer o cambio de variable u = f = e−φ, lineaŕızase para adquiri-la forma

Hf =
1
s
∆f g(2.2)

Consideremos o campo de vectores

X = ∇f

definido sobre Ss. Vexamos que aśı definido, X é un campo de vectores conforme. Para
iso, vexamos que LXg = 2µg:

(LXg)(Y, Z) = g(∇Y X,Z) + g(∇ZX,Y )
= g(∇Y∇u,Z) + g(∇Z∇u, Y )
= Hf (Y,Z) + Hf (Z, Y )
= 2Hf (Y, Z)

e, aśı, substituindo por (2.2), chegamos a

(LXg)(Y, Z) = 2Hf (Y, Z) = 2
1
s
∆fg(Y, Z)

co que X é un campo de vectores conforme.
Agora ben, para un campo de vectores conforme temos o seguinte lema que dá unha

expresión para o laplaciano da diverxencia:

Lema 2.3.8 [35, Lema 4.2] Sexa Z un campo de vectores conforme nunha variedade n-
dimensional (M, gM ). Entón

−∆(divZ) =
τ

n− 1
div(Z) +

n

2(n− 1)
Z(τ)(2.3)

Na expresión (2.3) substituimos o campo de vectores Z por X = ∇f , e entón, temos
que

−∆(divX) =
τ

s− 1
div(X) +

s

2(s− 1)
X(τ)

pero para a variedade que nos ocupa, é dicir, a esfera Ss a curvatura escalar é constante
e a expresión anterior queda reducida a

∆(divX) =
−τ

s− 1
div(X)

ou
∆(div∇f) =

−τ

s− 1
div(∇f)
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que vén a ser, dado que div∇f = ∆f ,

∆(∆f) =
−τ

s− 1
∆f(2.4)

Esta ecuación pódese interpretar dicindo que ∆f é unha autofunción para o autovalor λ1 =
− τ

s−1 do laplaciano na esfera. Da ecuación (2.4), aplicando a linearidade do laplaciano,
chegamos a

∆(∆f +
τ

s− 1
f) = 0

Interpretamos esta ecuación dicindo que a función ∆f + τ
s−1 f é unha función armónica

que, por estar definida nunha variedade compacta, ha ser necesariamente constante:

∆f +
τ

s− 1
f = C(2.5)

onde C é tal constante. Se denotamos por ψ unha λ1-autofunción para o laplaciano na
esfera, entón na expresión (2.5) despexamos f para obter

f = −s− 1
τ

ψ + C

Nótese que C debe ser escollida de xeito que a función f sexa positiva.

Observación 2.3.9 O autoespacio asociado ó autovalor λ1 = − τ
s−1 do laplaciano en Ss

está xenerado pola restricción a Ss dos polinomios homoxéneos de grao un en Rs+1 [2,
Caṕıtulo 3]. Polo tanto, unha λ1-autofunción é a restricción a Ss dun polinomio P do tipo
seguinte

P (−→x ) = 〈−→b ,−→x 〉, con 0 6= −→
b ∈ Rs+1

Observación 2.3.10 Dada unha transformación de Möbius f na esfera de dimensión s,
vimos de ver que é da forma f(−→x ) = − s−1

τ 〈−→b ,−→x 〉+C, con −→b ∈ Rs+1, entón a condición de

ser f positiva pódese escribir 0 < − s−1
τ 〈−→b ,

−→
b

‖−→b ‖
〉+C, ou, equivalentemente C > s−1

τ ‖−→b ‖.

Como conclusión temos o lema seguinte:

Lema 2.3.11 Sexa M = Ss ×f F un producto warped localmente conformemente chan,
entón a función de deformación f é da forma

f = −s− 1
τ

ψ + C(2.6)

onde ψ é unha autofunción para o laplaciano, ∆ψ = − τ
s−1ψ, e C é unha constante que

fai á función f positiva.
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Teorema 2.3.12 Sexa Ss ×f F , s > 1, un producto warped. Entón é localmente con-
formemente chan se e só se a función de deformación é da forma f = − s−1

τ ψ + C (con ψ
autofunción para o laplaciano) e, ademais, se dimF > 1 a fibra F ten curvatura seccional
constante negativa.

Demostración.
A expresión da función vén dada polo Lema 2.3.11. Por outro lado, se consideramos un
cambio conforme (Ss, 1

f gSs), onde f vén dada pola expresión (2.6), a curvatura seccional

é constante con valor K = C2 − (s−1)2

τ2 ‖−→b ‖2, onde ψ = P |Ss para P (−→x ) = 〈−→b ,−→x 〉
polinomio homoxéneo definido en Rs+1. Debemos ter en conta que, dado que f é positiva
tense C > s−1

τ ‖−→b ‖ (Observación 2.3.10) e, polo tanto, a curvatura seccional dun cambio

conforme da esfera tamén é positivo: K = C2 − (s−1)2

τ2 ‖−→b ‖2 > 0. Polo Teorema 2.1.5, se
dimF > 1 isto obriga á fibra a ter curvatura negativa. ¤

Fibras

Base Función de deformación R Rd Sd Hd

Rs f(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c Si Non Non Si

Ss f(−→x ) = − s−1
τ 〈−→b ,−→x 〉+ C Si Non Non Si

Hs f(−→x ) = a‖−→x ‖2+〈−→b ,−→x 〉+c
xs

Si Si Si Si

A táboa amosa as posibles combinacións de bases e fibras.

2.4 Productos warped con base compacta e completa

Adicamos esta sección a analizar a unicidade da función de deformación para productos
warped localmente conformemente chans nos que a base presenta algunha propiedade
topolóxica como a compacidade, ou xeométrica, como é a completitude xeodésica. Veremos
que en ambos casos os posibles productos warped teñen como base un espacio modelo ou
un producto warped espećıfico.

Teorema 2.4.1 Sexa (B, gB) unha variedade riemanniana compacta sobre a que se de-
finen dúas funcións de deformación f e f̂ , distintas (i.e., f 6= cf̂) de modo que, para unha
certa variedade F , os productos warped B ×f F e B ×f̂ F son localmente conformemente

chans. Entón (B, 1
f2 gB) é isométrico a unha esfera euclidiana e a función f̂/f ten a forma

descrita no Teorema 2.3.11.
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Demostración.
Dado que B ×f F e B ×f̂ F son localmente conformemente chans, sabemos polo Teorema
2.1.5 que as variedades (B, 1

f2 gB) e (B, 1
f̂2

gB) teñen curvatura seccional constante.

Tense, polo tanto, que id : (B, 1
f2 gB) −→ (B, 1

f̂2
gB) é unha aplicación conforme en-

tre dous espacios compactos de curvatura seccional constante. Repetindo o argumento
da sección anterior, chégase a que f̂/f é solución da ecuación linearizada de Möbius en
(B, 1

f2 gB), é dicir, se dimB = s,

Hf̂/f =
1
s
∆(f̂/f)g(2.7)

e entón ∇(f̂/f) é un campo de vectores conforme en (B, 1
f2 gB). Do Lema 2.3.8 obtense a

ecuación

∆
(

∆(f̂/f) +
τ

s− 1
f̂/f

)
= 0(2.8)

de onde
∆(f̂/f) +

τ

s− 1
f̂/f = C(2.9)

con C constante, por ser unha función armónica definida nunha variedade compacta.
Empregando de novo a ecuación de Möbius linearizada e substituindo ∆(f̂/f) en (2.9),
chegamos a

s− 1
τ

HC−∆(f̂/f) −
1
s
∆(f̂/f)g = 0

e, finalmente,
H∆(f̂/f) +

τ

s(s− 1)
∆(f̂/f)g = 0(2.10)

que, para τ > 0, é a Ecuación de Obata para ∆(f̂/f). Dado que f̂/f non é constante, da
ecuación (2.9) séguese que tampouco o é ∆(f̂/f), e entón (B, 1

f2 gB) é isométrica a unha
esfera euclidiana [24].

Resta por comprobar que non pode suceder τ ≤ 0; farémolo vendo como conduce a
unha contradicción. Se τ < 0, entón a existencia dunha solución ∆(f̂/f) de (2.10) non
constante, é caracteŕıstica de productos warped da forma R×ξ N entre as variedades com-
pletas (nótese que B é completa, pois é compacta), onde N é unha variedade riemanniana
completa e a función de deformación cumple ξ′′ + τ

s(s−1)ξ = 0. Pero unha variedade deste
tipo non é compacta, co que obtemos a contradicción que buscabamos para τ < 0. Sexa
agora τ = 0, entón, por (2.9), ∆(f̂/f) é constante. Aśı, volvendo a (2.7), temos

Hf/f̂ =
α

s
g

para unha constante α. Desta ecuación dedúcese que f̂/f é unha función concircular e,
por [31, Teorema 2], (B, 1

f2 gB) é isométrica a unha esfera, o que contrad́ı a suposición
τ = 0. ¤
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Observación 2.4.2 Nótese que no Teorema 2.4.1 chégase a que (B, 1
f2 gB) é unha esfera,

pero tamén o é (B, 1
f̂2

gB), pois bastaŕıa repetir o argumento da demostración intercam-

biando os papeis de f e f̂ .

Teorema 2.4.3 Sexa M = B ×f F , con s = dimB > 1, un producto warped localmente
conformemente chan con (B, 1

f2 gB) completa. Se existe unha función de deformación f̂

distinta de f (i.e., f̂ 6= cf para calquera constante c) para a que M = B×f̂ F é localmente
conformemente chá, entón tense unha das seguintes situacións:

(i) (B, 1
f2 gB) é un espacio de curvatura seccional constante completo e simplemente

conexo.

(ii) (B, 1
f2 gB) é un producto warped R ×αexp(α t+β) N , onde (N, gN ) é unha variedade

riemanniana chá completa e as funcións f e f̂ verifican

f

f̂
= exp(α t + β) + C

para certas constantes α > 0, β, C ≥ 0 e con α2 = − τ
s(s−1) sendo τ a curvatura

escalar de (B, 1
f2 gB).

Demostración.
Supoñamos que f e f̂ son dúas funcións distintas (módulo unha constante) definidas en B
que fan os productos warped (B×f F ) e (B×f̂ F ) localmente conformemente chans. Polo
Teorema 2.1.5, (B, 1

f2 gB) e (B, 1
f̂2

gB) teñen curvatura seccional constante, polo que id :

(B, 1
f2 gB) −→ (B, 1

f̂2
gB) é unha transformación de Möbius e, empregando o [18, Teorema

27], (B, 1
f2 gB) é un espacio de curvatura seccional constante completo e simplemente

conexo, é dicir, isométrico a un espacio modelo, ou ó producto warped R ×αexp(αt+β) N ,
con N variedade completa e ricci-chá de dimensión (s− 1); ademais, neste caso a función
de deformación é f/f̂ = exp(αt + β) + C. Pódese engadir que, dado que R×αexp(αt+β) N
é localmente conformemente chá, N ten curvatura seccional constante, e aśı é chá (pois
sabiamos que era ricci-chá). Calculando para este producto warped a curvatura seccional,
obtense τ = −s(s− 1)α2. ¤

Observación 2.4.4 Se (B, 1
f2 gB) é un espacio modelo, coma no apartado (i) do teorema

anterior, as funcións f/f̂ están dadas polos Lemas 2.3.2, 2.3.6 e 2.3.11. Ademais, dado
que o argumento é aplicable tanto á variedade (B, 1

f2 gB) como a (B, 1
f̂2

gB), os mesmos

teoremas dan a expresión de f̂/f .
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Caṕıtulo 3

Xeometŕıa de productos
multiwarped

No primeiro caṕıtulo discutimos dúas xeneralizacións dos productos warped. A primei-
ra delas, os productos twisted, baseaban a súa xeneralidade na ampliación do dominio
das funcións de deformación a toda a variedade. Non obstante, vimos que certas res-
triccións nas propiedades xeométricas da variedade garanten que o producto twisted é,
realmente, un producto warped. A segunda delas son os productos multiwarped (tamén
aparecen na bibliograf́ıa como multiply warped), que en vez de modificar a xeometŕıa da
fibra, consideran a existencia dun número arbitrario delas, de xeito que o producto ten
unha única base onde a xeometŕıa permanece inalterada (como subvariedade do producto
a base é totalmente xeodésica), e distintas fibras nas que a métrica se ve modificada por
funcións definidas sobre a base (aśı as fibras son totalmente esféricas como subvariedades
do producto).

No Caṕıtulo 1 falabamos dos espacio-tempos cosmolóxicos e estáticos como modelos de
productos warped. Xa vimos tamén, na Observación 1.6.1, que os productos multiwarped
son unha xeneralización dos productos warped (interésanos agora, das dúas posibles xe-
neralizacións, a que considera a base como un producto multiwarped e unha única fibra),
e aparecen en certas ocasións modelos de espacio-tempos que se axustan á estructura
dos productos multiwarped. Adquire especial importancia o espacio de Schwarzschild,
modelo estático que é solución do problema gravitacional estático de simetŕıa central. A
súa métrica pódese escribir

gSC =
1

1− A
r

dr2 + r2(sen2θdϕ2 + dθ2)−
(

1− A

r

)
dt2

en coordenadas espaciais esféricas (r, ϕ, θ) e onde A depende do corpo que crea o campo
gravitatorio. Á vista da expresión da métrica, este espacio é estático, pois podemos con-
sideralo como un producto warped con base o factor con métrica definida positiva; ou ben
podemos considerar como base a subvariedade con elemento de ĺınea denotado por dr2, e
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dúas fibras, unha de dimensión dous espacial e outra de dimensión un temporal.

3.1 Expresións xeométricas

Nesta sección describiremos mediante unha serie de lemas os tensores xeométricos rela-
cionados coa curvatura destes productos deformados.

Lema 3.1.1 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped. Entón as

compoñentes do tensor curvatura verifican:

(i) RXY Z = RB
XY Z

(ii) RViXY =
Hfi

(X,Y )

fi
Vi

(iii) RXY Vi = RUiViX = 0

(iv) RXUiVi = 〈Ui,Vi〉
fi

∇X(∇fi)

(v) RUiViWi = RFi
UiVi

Wi − ‖∇fi‖2
f2

i
{〈Ui,Wi〉Vi − 〈Vi,Wi〉Ui}

para calesquera campos de vectores X, Y, Z ∈ X(B) e calesquera Ui, Vi,Wi ∈ X(Fi) campos
de vectores tanxentes a calquera fibra Fi. Ademais,

(vi) RXUiUj = RUiXUj = RUiUjX = 0, i 6= j

para calesquera X ∈ X(B) e Ui ∈ X(Fi), Uj ∈ X(Fj), i 6= j. E,

(vii) RUiUjUk = 0

(viii) RUiViUj = 0

(ix) RUjUiVi = 〈Ui,Vi〉〈∇fi,∇fj〉
fifj

Uj

para campos de vectores Ui ∈ X(Fi), Uj ∈ X(Fj), Uk ∈ X(Fk) calesquera con i 6= j 6= k 6= i.

Demostración.
Debido a que os productos multiwarped xeneralizan os productos warped respetando a
xeometŕıa da subvariedade formada pola base e unha calquera das fibras, podemos empre-
gar a Proposición 1.5.3 para probar (i), (ii), (iii), (iv) e (v) que, como se observa, ofrecen
unha expresión análoga ás correspondentes dos productos warped. Probaremos, entón, as
expresións (vi), (vii), (viii) e (ix). Empregaremos o Lema 1.6.3 e a definición do tensor
curvatura. Tense:

(vi)
RXUiUj = ∇Ui∇XUj −∇X∇UiUj +∇[X,Ui]Uj

= 0

para calesquera X ∈ X(B) e Ui ∈ X(Fi), Uj ∈ X(Fj), i 6= j. Por outro lado,

(vii)
RUiUjUk = ∇Uj∇UiUk −∇Ui∇UjUk +∇[Ui,Uj ]Uk = 0
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(viii)
RUiViUj = ∇Vi∇UiUj −∇Ui∇ViUj +∇[Ui,Vi]Uj = 0

(ix)
RUjUiVi = ∇Ui∇UjVi −∇Uj∇UiVi +∇[Uj ,Ui]Vi

= 〈Ui,Vi〉
fi

∇Uj∇fi

= 〈Ui,Vi〉〈∇fi,∇fj〉
fifj

Uj

para Ui ∈ X(Fi), Uj ∈ X(Fj), Uk ∈ X(Fk) campos de vectores calesquera verificando
i 6= j 6= k 6= i. ¤

Ata este punto, vimos como as variedades de curvatura seccional constante xogan un
papel esencial no estudio de productos riemannianos (tanto directos como deformados:
warped e twisted) localmente conformemente chans. Isto tamén sucederá con produc-
tos deformados múltiples, polo que as seguintes fórmulas, que expresan as curvaturas
seccionais asociadas ós distintos tipos de campos de vectores que compoñen o fibrado
tanxente dun producto multiwarped, serán de grande utilidade.

Lema 3.1.2 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped. Se X,Y ∈ X(B)

e Ui, Vi ∈ X(Fi), entón a curvatura seccional verifica:

(i) KXY = KB
XY , onde KB

XY denota a curvatura seccional con respecto ó plano {X, Y }
en (B, gB).

(ii) KXUi = −Hfi
(X,X)

fi‖X‖2

(iii) KUiVi = 1
f2

i
KFi

UiVi
− ‖∇fi‖2

f2
i

, onde KFi
UiVi

denota a curvatura seccional respecto do plano
{Ui, Vi} en (Fi, gFi)

(iv) KUiUj = − 〈∇fi,∇fj〉
fifj

e onde ∇fi e Hfi denotan, respectivamente, o gradiente e o hessiano da función de defor-
mación fi.

Demostración.
O resultado séguese de forma inmediata das expresións do lema anterior. Dado que as
tres primeiras son análogas ás correspondentes para productos warped, escribiremos con
certo detalle e a modo de exemplo a proba de (iv):

KUiUj = R(Ui,Uj ,Ui,Uj)
〈Ui,Ui〉〈Uj ,Uj〉−〈Ui,Uj〉2

= − 〈∇fi,∇fj〉
fifj〈Ui,Ui〉〈Uj ,Uj〉〈Ui, Ui〉〈Uj , Uj〉

= − 〈∇fi,∇fj〉
fifj
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para campos de vectores Ui ∈ X(Fi) e Uj ∈ X(Fj), con i 6= j, e sendo ∇fi o gradiente da
función fi. ¤

Unha vez obtida a expresión de cada tipo de compoñente do tensor curvatura, con-
traemos nos argumentos primeiro e terceiro para obter o tensor de Ricci.

Lema 3.1.3 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped, X, Y ∈ X(B) e

Ui, Vi ∈ X(Fi), e sexa di = dimFi para i = 1, . . . , k. Entón o tensor de Ricci vén dado
por:

(i) ρ(X, Y ) = ρB(X, Y )−∑k
i=1

Hfi
(X,Y )

fi
di

(ii) ρ(X, Vi) = 0, para todo i = 1, . . . , k.

(iii) ρ(Ui, Vi) = ρFi(Ui, Vi)− 〈Ui, Vi〉
(

∆fi
fi

+ (di − 1)‖∇fi‖2
f2

i
+

∑
j 6=i dj

〈∇fi,∇fj〉
fifj

)

para todo i = 1, . . . , k.

(iv) ρ(Vi, Vj) = 0, sempre que i 6= j.

Demostración.
Sexa s = dim B, e {X1, . . . , Xs, E11, . . . , E1d1 , . . . , Ek1, . . . , Ekdk

} unha referencia local
ortonormal en M , con Xr ∈ X(B) e Eir ∈ X(Fi). Empregando esta base calculamos as
diferentes compoñentes do tensor de Ricci:

(i) Sexan X, Y ∈ X(B), entón:

ρ(X,Y ) =
∑s

r=1 R(X, Xr, Y,Xr) +
∑k

i=1

∑di
r=1 R(X, Eir, Y, Eir)

=
∑s

r=1 RB(X, Xr, Y, Xr) +
∑k

i=1

∑di
r=1−

Hfi
(X,Y )

fi

= ρB(X, Y )−∑k
i=1

Hfi (X,Y )
fi

(di)

(ii) Sexan X ∈ X(B) e Vi ∈ X(Fi), entón:

ρ(X,Vi) =
∑s

r=1 R(X, Xr, Vi, Xr) +
∑k

l=1

∑dl
r=1 R(X,Elr, Vi, Elr)

=
∑dr

r=1−〈∇X(∇fr)
fr

, Vr〉
= 0

(iii) Sexan Ui, Vi ∈ X(Fi), daquela:

ρ(Ui, Vi) =
∑s

r=1 R(Ui, Xr, Vi, Xr) +
∑k

l=1

∑dl
r=1 R(Ui, Elr, Vi, Elr)

=
∑s

r=1−Hfi (Xr,Xr)
fi

〈Ui, Vi〉+
∑

l 6=i

∑dl
r=1− 〈∇fi,∇fr〉

fifr
〈Ui, Vi〉

+
∑ni

j=1

(
RFi(Ui, Eir, Vi, Eir)− ‖∇fi‖2

f2
i
{〈Ui, Vi〉 − 〈Ui, Eir〉〈Vi, Eir〉}

)

= ρFi(Ui, Vi)

−〈Ui, Vi〉
(

∆fi

fi
+ (di − 1)‖∇fi‖2

f2
i

+
∑

l 6=i(dl)
〈∇fi,∇fl〉

fifl

)
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(iv) Sexan Vi ∈ X(Fi) e Vj ∈ X(Fj), entón:

ρ(Vi, Vj) =
∑s

r=1 R(Vi, Xr, Vj , Xr) +
∑k

l=1

∑dl
r=1 R(Vi, Elr, Vj , Elr)

= 0

¤

Contraendo o tensor de Ricci, obtense a curvatura escalar. Para iso serv́ımonos das
expresión do lema precedente.

Lema 3.1.4 Sexa M = B×f1 F1×· · ·×fk
Fk un producto multiwarped. Entón a curvatura

escalar ten a expresión seguinte:

τ = τB +
∑k

i=1
τFi

f2
i

−∑k
i=1 2 di

∆fi
fi
−∑k

i=1 di(di − 1)‖∇fi‖2
f2

i

−∑k
i=1

∑
j 6=i didj

〈∇fi,∇fj〉
fifj

onde τB e τFi denotan as curvaturas escalares da base (B, gB) e das fibras (Fi, gFi), res-
pectivamente, e di = dimFi.

Ademais do interese que encerran en si mesmas as fórmulas obtidas nos lemas ante-
riores, xa que proporcionan un achegamento á xeometŕıa deste tipo de productos, serán
fundamentais á hora de escribir o tensor de Weyl dun producto multiwarped localmente
conformemente chan, aspecto esencial no desenvolvemento do traballo e, en concreto, do
Caṕıtulo 5.

3.2 Completitude de productos multiwarped

A completitude dun producto directo de variedades riemannianas está determinada pola
completitude de cada un dos factores, pois cada un deles é unha subvariedade totalmente
xeodésica, como xa vimos. Veremos no seguinte resultado que nun producto multiwarped,
a pesar de estar a métrica de cada fibra influenciada pola variedade base, tamén a com-
pletitude do producto depende da completitude de cada factor, sen que as funcións de
deformación xoguen ningún papel neste sentido.

Teorema 3.2.1 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped riemanniano

con métrica g. Entón M é completa se e só se (B, gB),(F1, g1),. . .,(Fk, gk) son completas.

Demostración.
De comezo vexamos que se o producto M é completo, entón éo a base e cada unha das
fibras. Aśı, supoñamos M completo. Empregando o teorema de Hopf-Rinow, veremos
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a completitude xeodésica analizando sucesións de Cauchy. Sexa {pi} unha sucesión de
Cauchy en B. Dado que a métrica en B é a inducida pola proxección na base, escollendo
puntos q1 ∈ F1, . . . , qk ∈ Fk, consideramos a sucesión {(pi, q1, . . . , qk)}, que é de Cauchy
en M e, por ser esta completa, converxe en M e, polo tanto, en B. Para unha fibra Fj

sexa {qi} unha sucesión de Cauchy. Tomando p ∈ B, q1 ∈ F1, . . . , qk ∈ Fk, tense que
{(p, q1, . . . , qi, . . . , qk)}i∈N é de Cauchy (pois 〈(p, q1, . . . , qiα , . . . , qk), (p, q1, . . . , qiβ , . . . , qk)〉
= f(p)2gj(qiα , qiβ )) e, por ser M completa, converxente.

Vexamos agora a implicación inversa, é dicir, supoñamos que tanto a base B como as fi-
bras F1, . . . , Fk son completas. De novo empregamos Hopf-Rinow e, aśı, sexa unha sucesión
de Cauchy {(pi, q1i, . . . , qki)} en M . Posto que 〈(piα , q1iα , . . . , qkiα), (piβ , q1iβ , . . . , qkiβ )〉 ≥
gB(piα , piβ ) tamén {pi} é unha sucesión de Cauchy que, por ser B completo por hipótese,
converxe. Ademais, xa que esta sucesión en B é converxente, existe un compacto K tal
que {pi} ⊂ K, e aśı cada función fj verifica 0 < c ≤ fj |K ≤ d para certos c, d ∈ R. Esta
acotación permı́tenos escribir 〈(piα , q1iα , . . . , qkiα), (piβ , q1iβ , . . . , qkiβ )〉 ≥ cgj(qjiα , qjiβ ) e
deducir que cada {qji} é de Cauchy. Posto que cada Fj é completa estas sucesións son
todas converxentes na correspondente fibra Fj . Agora, a acotación superior anterior das
fj permı́tenos concluir que a sucesión converxe en M , e aśı, M é completa. ¤

Observación 3.2.2 O teorema anterior segue a liña de demostración do Lema 7.40 en
[26]. De feito, e facendo uso deste lema, poderiamos dar unha demostración alternativa
considerando o producto multiwarped como un producto warped con base outro producto
warped, é dicir, agrupando

(
B ×f1 F1 × · · · ×fk−1

Fk−1

)×fk
Fk. Deste xeito teriamos que

o producto é completo se o son os dous factores e, actuando recursivamente, se o son a
base e cada unha das fibras, tal e como afirma o Teorema 3.2.1.

3.3 Productos quasi-warped ou multitwisted

Como vimos na sección adicada ós productos deformados do Caṕıtulo 1, existen xenerali-
zacións dos productos warped, como son os productos twisted, que se basean na ampliación
do dominio da función de deformación. Os productos multiwarped, sen embargo, basean
a súa xeneralidade na consideración de diversas fibras, neles as funcións de deformación
están definidas unicamente sobre a base. Combinando ambas ideas pódense definir outros
tipos de variedades, que gozan dunha maior liberdade na estructura da métrica. Exemplos
desta ı́ndole pódense ver en [32], onde se mostran descomposicións análogas á de de Rham
para este tipo de productos.

A continuación definimos os productos quasi-multiwarped e multitwisted, que engloban
a tódolos descritos ata agora nesta memoria.

Definición 3.3.1 Sexan (B, gB), (F1, gF1), . . ., (Fk, gFk
) variedades riemannianas. A

variedade produto M = B × F1 × · · · × Fk dotada coa métrica

g = gB ⊕ f2
1 gF1 ⊕ · · · ⊕ f2

kgFk
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dise un producto quasi-multiwarped (respectivamente, multiwisted) se as funcións de defor-
mación son da forma fi : B ×Fi −→ R+, i ∈ {1, . . . , k} (respectivamente, fi : M −→ R+,
i ∈ {1, . . . , k}).

Atendento á definición dada, tanto os productos warped como os productos twisted son
casos particulares dos productos quasi-multiwarped, que á súa vez se ven xeneralizados
polos productos multitwisted.

A métrica dos productos multitwisted presenta unha forma moi flexible, o que se tra-
duce en que un gran número de variedades quedan englobadas neste tipo; pola contra,
isto supón que a xeometŕıa non presente caracteŕısticas espećıficas que faciliten o seu es-
tudio. Non obstante, e pese a que os productos quasi-multiwarped conteñen estrictamente
ós productos multiwarped, posúen a rixidez necesaria na súa xeometŕıa para que, baixo
hipóteses como a conformalidade chá local, se reduzan a aqueles, de modo similar a como
suced́ıa cos productos twisted.

Teorema 3.3.1 Sexa M = B×f1 F1×· · ·×fk
Fk un producto quasi-multiwarped localmente

conformemente chan con dimB > 1, dim F1 > 1,. . . ,dim Fk > 1. Entón M é un producto
multiwarped.

Demostración.
A demostración segue as mesmas pautas que a do Teorema 1.5.13. Sexan X, Y ∈ X(B) e
Vi ∈ X(Fi), entón, posto que W = 0, os termos das igualdades seguintes son nulos:

W (X, Y, X, Vi) = R(X, Y, X, Vi)− τ
(n−1)(n−2){〈X,X〉〈Y, Vi〉 − 〈X, Vi〉〈Y, X〉}

− 1
n−2 (〈X, X〉ρ(Y, Vi) + 〈Y, Vi〉ρ(X, X)

−〈Y, X〉ρ(X, Vi)− 〈X,Vi〉ρ(Y,X))

= − 1
n−2〈X, X〉ρ(Y, Vi)

Polo tanto, tense ρ(Y, Vi) = 0. Vexamos agora este termo en particular. Como os termos
da forma R(Y, Uj , Vi, Uj) son nulos, dada a forma que toma a conexión de Levi-Civita
asociada a unha métrica deste tipo, o tensor de Ricci para estas compoñentes é:

ρ(Y, Vi) = (1− di)Y Vi(Log fi)

onde di = dimFi.
De xeito análogo a como se fai no Teorema 1.5.11, conclúese que a función fi separa

variables de B e Fi, obténdose aśı o resultado. ¤

As hipóteses de dimensionalidade na base e nas fibras son esperables se temos en
conta que os productos quasi-multiwarped están xogando un papel similar, en canto a
interrelación entre a xeometŕıa da base e as fibras, ó dos productos twisted. Aśı, pódense
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obter contraexemplos, coma no Exemplo 1.5.16, sen máis que engadir fibras a este, de
modo que sexa unha subvariedade totalmente xeodésica.

Pese á existencia de productos máis xerais que os productos multiwarped, centraré-
monos no estudio destes, pois a flexibilidade na estructura dos productos multitwisted
dificulta o seu estudio xenérico. Ademais, como mostra o Teorema 3.3.1, outros casos que
semellan máis xerais a simple vista non o son realmente, e cubrimos, aśı, gran parte dos
productos múltiples considerados ata o momento.



Caṕıtulo 4

Productos multiwarped con base
de dimensión un

Á hora de afrontar o estudio de productos multiwarped, atopamos que a base xoga un papel
fundamental, influindo coas súas caracteŕısticas nas propiedades xerais do producto. Por
este motivo consideramos separadamente o caso en que a base ten dimensión un. Este feito
ten unha relevancia transcendental sobre as funcións de deformación, que son dunha única
variable, e, consecuentemente, son máis manexables. En concreto, poderemos resolver
as ecuacións diferenciais que se nos plantexen, conseguindo, a partir das solucións das
mesmas, dar unha caracterización dos productos multiwarped localmente conformemente
chans con base 1-dimensional. Por outra banda, ó ter a base dimensión unitaria, esta é
esencialmente R ou un intervalo, o que minimiza os casos a estudiar, en contraposición a
caṕıtulos posteriores nos que a natureza da base marcará a xeometŕıa do producto, como
veremos.

Na primeira sección daremos unha clasificación dos productos multiwarped con base
de dimensión un que teñen curvatura seccional constante. Como xa vimos no Caṕıtulo
2, as variedades de curvatura seccional constante interveñen decisivamente nos productos
warped; dado que os productos multiwarped son unha xeneralización deles, tamén neste
caṕıtulo tomaremos servicio delas.

É na segunda sección onde se afronta a caracterización propiamente dita, xa men-
cionada, dos productos multiwarped localmente conformemente chans con base de di-
mensión un. En primeiro lugar farase dende un punto de vista local, o que supón unha
primeira aproximación, para, na seguinte sección, completalo coas restriccións que apare-
cen ó tratar de estender os resultados a toda a variedade. O Caṕıtulo remata cunha serie
de exemplos que cubren cada un dos diferentes casos interesantes que aparecerán.

53



54 4 Productos multiwarped con base de dimensión un

4.1 Clasificación local de productos multiwarped de cur-
vatura seccional constante e base de dimensión un

Nesta sección clasificaremos os productos multiwarped con base 1-dimensional de cur-
vatura seccional constante. Para iso facemos uso do Lema 3.1.2, interpretando as diferentes
expresións que nel aparecen para o caso en que as funcións teñen unha única variable.

O seguinte teorema dá a clasificación pretendida, e na súa proba veremos como inflúen
as diferentes condicións do Lema 3.1.2 no resultado.

Teorema 4.1.1 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped con base de

dimensión 1. Entón M ten curvatura seccional constante K se e só se k ≤ 2 e ademais
se dá unha das seguintes posibilidades:

(i) Se K = 0, entón M = B×α1F1 ou M = B×α1F1×α2F2 e as funcións de deformación
están dadas por

αi(t) = ait + bi

con a1a2 = 0 no caso de ter M dúas fibras, e as fibras (Fi, gi) son de curvatura
seccional constante KFi = a2

i , se dimFi ≥ 2, i = 1, 2.
(ii) Se K = c2, entón M = B×β1 F1 ou M = B×β1 F1×β2 F2, as funcións de deformación

son
βi(t) = ai sen ct + bi cos ct

con a1a2 + b1b2 = 0 de haberen dúas fibras en M , e as fibras (Fi, gi) teñen curvatura
seccional constante KFi = c2(a2

i + b2
i ), nos casos en que dimFi ≥ 2, i = 1, 2.

(iii) Se K = −c2, entón M = B ×γ1 F1 ou M = B ×γ1 F1 ×γ2 F2, as funcións de
deformación son

γi(t) = ai senh(ct) + bi cosh(ct)

con a1a2−b1b2 = 0 se M ten dúas fibras, e as fibras (Fi, gi) teñen curvatura seccional
constante KFi = c2(a2

i − b2
i ), nos casos en que dimFi ≥ 2, i = 1, 2.

Demostración.
Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk

Fk un producto multiwarped con dim B = 1 e curvatura
seccional constante K. Entón, as expresións do Lema 3.1.2 dan lugar ás ecuacións:

(ii’) f ′′i (t) + Kfi(t) = 0
(iii’) KFi = f ′i(t)

2 + Kfi(t)2

(iv’) f ′i(t)f
′
j(t) + Kfi(t)fj(t) = 0

A ecuación (ii′) depende unicamente da función de deformación e do valor da curvatura
seccional de M . Polo tanto, esta ecuación restrinxe as funcións de deformación ós tres
tipos seguintes, segundo K sexa nulo, positivo ou negativo, respectivamente:

K = 0 : αi(t) = ai t + bi

K = c2 : βi(t) = ai sen(ct) + bi cos(ct)
K = −c2 : γi(t) = ai senh(ct) + bi cosh(ct)
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Tomando a ecuación (ii′) e multiplicando ambos membros da igualdade por 2f ′i , obte-
mos

2f ′i(t)f
′′
i (t) + 2Kfi(t)f ′i(t) = 0

e, integrando con respecto a t, chégase a

f ′i(t)
2 + Kfi(t)2 = cte

onde cte é unha constante arbitraria. Se comparamos esta ecuación con (iii′), vemos
que a diferencia estriba no valor da constante de integración, que en (iii′) ten o valor
fixo KFi . Atendendo a que esta ecuación expresa a curvatura seccional con respecto ó
plano xenerado por dous vectores da mesma fibra, interprétase dicindo que no caso en que
dimFi ≥ 2, mostra a compatibilidade da fibra coa función de deformación. Aśı, nos tres
casos anteriores, e para fibras de dimensión maior que un tense:

K = 0 : KFi = a2
i

K = c2 : KFi = c2(a2
i + b2

i )
K = −c2 : KFi = c2(a2

i − b2
i )

As dúas ecuacións anteriores bastaŕıan para o caso en que M fose un producto warped.
Sen embargo, se M ten dúas ou máis fibras, entón aparece a ecuación (iv′) que corresponde
á condición de curvatura seccional K con respecto a un plano xenerado por campos de
vectores en distintas fibras. Aśı, a ecuación (iv′) supón unha condición de compatibilidade
entre as funcións de deformación, pois, á vista da ecuación, non xoga ningún papel neste
sentido o valor da curvatura seccional de cada fibra. Esta esixencia suporá unha cota no
número de fibras: supoñamos que temos tres funcións de deformación fi, fj e fk; entón
cada dúas verifican a ecuación (iv′), de modo que se ten

f ′i
fi

= −c
fj

f ′j
=

f ′k
fk

e, polo tanto, f ′i/fi = f ′j/fj , pero dado que (Log fi)′ = f ′i/fi, pódese escribir a igualdade
anterior como 0 = (Log fi)′ − (Log fj)′ = (Log (fi/fj))′, co que Log (fi/fj) é constante,
e tamén o é, entón, fi/fj , o que supón unha contradicción. Supoñendo que temos dúas
únicas funcións de deformación, chegamos a:

K = 0 : aiaj = 0
K = c2 : aiaj + bibj = 0

K = −c2 : aiaj − bibj = 0

para i = 1, 2. Obtendo aśı tódalas condicións do enunciado. ¤

Observación 4.1.2 No teorema precedente, ó darmos as solucións da ecuación (ii′) para
o caso K = −c2, poderiamos ter expresado as solucións do xeito equivalente fi(t) =
ai exp(ct) + bi exp(−ct). Desta maneira obtéñense as condicións
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(ĩii) KFi = −4 c2 ai bi para a curvatura das fibras con dimensión maior que un, e

(ĩv) aibj + ajbi = 0 como condición de compatibilidade das funcións de deformación.

Non obstante, preferimos para o teorema a forma dada con obxeto de manter a analox́ıa
co caso K = c2.

As táboas seguintes esquematizan os posibles casos que clasifica o Teorema 4.1.1, para
un producto multiwarped con base un intervalo real I, unha fibra na primeira táboa e
dúas fibras na segunda.

PRODUCTO WARPED I ×f F

K = 0 K = c2 K = −c2

Función de αi(t) = βi(t) = γi(t) =
deformación a t + b a sen(ct) + b cos(ct) a senh(ct) + b cosh(ct)

dimF = 1

dimF > 1 KF = a2 KF = c2(a2 + b2) KF = c2(a2 − b2)

Productos warped con base 1-dimensional e curvatura seccional constante.

PRODUCTO BIWARPED I ×f1 F1 ×f2 F2

K = 0 K = c2 K = −c2

Función de αi(t) = βi(t) = γi(t) =

deformación ai t + bi ai sen(ct) + bi cos(ct) ai senh(ct) + bicosh(ct)

dimF1 = 1

dimF2 = 1
a1a2 = 0 a1a2 + b1b2 = 0 a1a2 − b1b2 = 0

dimF1 = 1

dimF2 > 1

a1a2 = 0

KF2 = a2
2

a1a2 + b1b2 = 0

KF2 = c2(a2
2 + b2

2)

a1a2 − b1b2 = 0

KF2 = c2(a2
2 − b2

2)

dimF1 > 1

dimF2 > 1

a1a2 = 0

KF1 = a2
1

KF2 = a2
2

a1a2 + b1b2 = 0

KF1 = c2(a2
1 + b2

1)

KF2 = c2(a2
2 + b2

2)

a1a2 − b1b2 = 0

KF1 = c2(a2
1 − b2

1)

KF2 = c2(a2
2 − b2

2)

Productos biwarped con base 1-dimensional e curvatura seccional constante.
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4.2 Productos multiwarped localmente conformemente
chans con base de dimensión un

Nesta sección estudiamos a conformalidade chá en productos multiwarped con base de
dimensión 1. Para levar a cabo este obxectivo facemos uso da sección anterior, pois,
dado que os productos multiwarped xeneralizan os productos warped e no Caṕıtulo 2 as
variedades con curvatura seccional constante xogaron un papel fundamental, tamén aqúı
o farán.

Teorema 4.2.1 Sexa I×f1 F1×· · ·×fk
Fk un producto multiwarped localmente conforme-

mente chan con funcións de deformación diferentes entre si (módulo un escalar). Entón
o número de fibras é k ≤ 3.

Demostración.
Escribindo o producto multiwarped da forma seguinte

f2
k

(
1
f2

k

I × f1
fk

F1 × · · · × fk−1
fk

Fk−1 × Fk

)

o novo producto multiwarped

1
f2

k

I × f1
fk

F1 × · · · × fk−1
fk

Fk−1 × Fk

tamén é localmente conformemente chan e, polo tanto, a subvariedade

1
f2

k

I × f1
fk

F1 × · · · × fk−1
fk

Fk−1

ten curvatura seccional constante. Reescalando a métrica en I mediante t̃ =
∫

1
fk(t)dt, a

anterior variedade escŕıbese

I ×
f̃1

F1 × · · · ×f̃k−1
Fk−1

con f̃i(t̃) = fi(t̃)

fk(t̃)
, e, dado que ten curvatura seccional constante, empregando o Lema 3.1.2,

chégase a que se deben cumplir as seguintes ecuacións

KV1W2 = − f̃ ′1f̃
′
2

f̃1f̃2

= KV1Wk−1
= − f̃ ′1f̃

′
k−1

f̃1f̃k−1

de onde se deduce que f̃1 é constante ( e, polo tanto, f1 = c1kfk) ou f̃ ′2
f̃2

= · · · =
f̃ ′k−1

f̃k−1
e

entón f̃2 = c23f̃3 = · · · = c24f̃4. Repetindo o argumento precedente con outras funcións,
en caso de ser necesario, conclúese que só pode haber dúas funcións diferentes (módulo
unha constante) entre f̃1, f̃2, . . . , f̃k−1. E, consecuentemente, só tres entre f1, . . . , fk. ¤
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Observación 4.2.2 O Teorema 4.2.1 dedúcese directamente dos Teoremas 2.1.5 e 4.1.1,
pois se I ×f1 F1 × · · · ×fk

Fk é un producto multiwarped localmente conformemente chan,
como en particular é un producto warped con base I×f1 F1×· · ·×fk−1

Fk−1, polo Teorema
2.1.5, sacando factor común f2

k , tense que 1
f2

k
I ×f1/fk

F1 × · · · ×fk−1/fk
Fk−1 ten curvatura

seccional constante. Mais, empregando agora o Teorema 4.1.1 obtense a cota de dúas
fibras para esta variedade, e engadindo de novo a fibra Fk téñense as tres fibras como
cota superior para un producto multiwarped localmente conformemente chan con base de
dimensión un.

Teorema 4.2.3 Sexa M un producto multiwarped localmente conformemente chan con
base 1-dimensional, entón tense unha das tres posibilidades seguintes:

• M é un producto warped M = I ×f F con fibra F de curvatura seccional constante e
función de deformación f arbitraria.

• M é un producto biwarped M = I×f1F1×f2F2 con fibras F1, F2 de curvatura seccional
constante, f2 unha función arbitraria e f1 dada por

f1(t) = ξ

(∫
1

f2(t)
dt

)
f2(t)

onde ξ é unha función de deformación que fai o producto warped I×ξ F1 de curvatura
seccional constante.

• M = I ×f1 F1×f2 F2×f3 F3 con F1, F2, F3 de curvatura seccional constante , f3 unha
función de deformación arbitraria e f1, f2 dadas por

f1(t) = ξ1

(∫
1

f3(t)dt
)

f3(t)

f2(t) = ξ2

(∫
1

f3(t)dt
)

f3(t)

onde ξ1, ξ2 son funcións que fan o producto biwarped I ×ξ1 F1 ×ξ2 F2 de curvatura
seccional constante.

Demostración.
Polo Teorema 4.2.1, o número de fibras só pode ser 1, 2 ou 3. En calquera dos tres casos
as fibras teñen curvatura seccional constante. Ademais, se M é un producto warped entón
esta condición, ademais de ser necesaria, é suficiente, como proba o Teorema 2.1.5. Por
outro lado, se o número de fibras é maior que un, supoñamos en primeiro lugar que ten
dúas fibras, sexa M = I ×f1 F1 ×f2 F2, entón

1
f2
2

dt2 ⊕ f2
1

f2
2

gF1(4.1)

ten curvatura seccional constante. Pero 4.1 pódese escribir, reparametrizando a coorde-
nada t, como

dt̃⊕ ξ(t̃)2gF1(4.2)
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onde este é un producto warped con curvatura seccional constante, ξ(t̃) = f1(t)
f2(t) e t̃ =∫

1
f2(t)dt. Despexando f1 e substituindo t̃ polo seu valor obtense a expresión do enunciado.

Se o número de fibras é tres, M = I ×f1 F1 ×f2 F2 ×f3 F3, entón

1
f2
3

dt2 ⊕ f2
1

f2
3

gF1 ⊕
f2
2

f2
3

gF2(4.3)

ten curvatura seccional constante, e, mediante unha reparametrización, pódese escribir

dt̃⊕ ξ1(t̃)2gF1 ⊕ ξ2(t̃)2gF2(4.4)

con ξ1(t̃) = f1(t)
f3(t) e ξ2(t̃) = f2(t)

f3(t) , e a reparametrización vén dada por t̃ =
∫

1
f3(t)dt. Des-

pexando f1 e f2 e, de novo, substituindo t̃ polo seu valor, obtéñense as expresións do
enunciado. ¤

4.3 Estudio global.

O obxectivo desta sección é estudiarmos cándo un producto multiwarped localmente con-
formemente chan con base de dimensión un, é dicir, do tipo descrito na sección anterior,
pode estenderse a toda a variedade. O Teorema 4.2.3 mostra condicións necesarias e sufi-
cientes para que un producto multiwarped cumpla esta condición no entorno dun punto.
Cómpre agora coñecer cales son as condicións adicionais que limitan a existencia de pro-
ductos multiwarped definidos globalmente e que posúan esta propiedade.

En xeral, partimos de dous tipos de condicións: unha de tipo xeométrico que restrinxe
os factores a variedades de curvatura seccional constante (alo menos as fibras, para a
base basta con que sexa conformemente de curvatura seccional constante), e outra de
tipo topolóxico, que esixe á función de deformación estar definida en toda a variedade
e ser positiva. A primeira delas, a constancia da curvatura seccional, non supón unha
gran restricción se partimos de que se satisfacen as condicións localmente, pois se unha
variedade ten curvatura seccional constante nun entorno de cada punto, e a tal variedade é
conexa, entón terá curvatura seccional constante. Sen embargo, que poidamos definir unha
función de deformación localmente sobre cada punto da variedade non asegura que exista
unha función definida sobre a variedade. É por isto que a principal dificultade estriba en
coñecer cándo a función de deformación pode ser estendida, cumplindo os requisitos de
seren función warping, isto é, estrictamente positiva.

Teorema 4.3.1 Sexa M un producto multiwarped con base R, entón é localmente con-
formemente chan se e só se cumple unha das tres posibilidades seguintes:

(i) M é un producto warped M = R ×f F con fibra F de curvatura seccional constante
e función de deformación f arbitraria (positiva).
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(ii) M é un producto biwarped M = R ×f1 F1 ×f2 F2 con fibras de curvatura seccional
constante e as funcións de deformación veñen dadas por

f1 = (ξ ◦ f)
1
f ′

, f2 =
1
f ′

onde f é unha función estrictamente crecente arbitraria e ξ é unha función de defor-
mación que fai o producto R×ξ F1 de curvatura seccional constante e ξ ◦ f > 0.

(iii) M = R×f1 F1×f2 F2×f3 F3 con fibras de curvatura seccional constante e as funcións
de deformación veñen dadas por

f1 = (ξ1 ◦ f)
1
f ′

, f2 = (ξ2 ◦ f)
1
f ′

, f3 =
1
f ′

onde f é unha función estrictamente crecente arbitraria e ξ1, ξ2 son funcións de
deformación que fan o producto R ×ξ1 F1 ×ξ2 F2 de curvatura seccional constante e
ξi ◦ f > 0, i = 1, 2.

Demostración.
Do Teorema 4.2.3 obtéñense condicións necesarias e suficientes para que un producto
multiwarped con base 1-dimensional sexa localmente conformemente chan. A partir del,
a extensión da condición de estar definida a función de deformación a toda a variedade é
o que engade este teorema. Aśı, a demostración consiste en ver que as funcións auxiliares
f e ξ garanten a positividade de f1, f2 e f3 segundo os casos. Dado que nos casos de dúas
e tres fibras unha función vén dada por 1

f ′ , aparece a condición de ser f estrictamente
crecente, garantindo a positividade de f2 ou f3 segundo esteamos con dúas ou tres fibras.
Fixada a forma de crecemento de f , só resta asegurar que ξ ◦ f ou ξ1 ◦ f e ξ2 ◦ f sexan
positivas, e esta é a outra condición que aparece no enunciado do teorema. ¤

Se ben o teorema anterior caracteriza os productos multiwarped localmente conforme-
mente chans con base R, as condicións que mostra sobre eles non son tanxibles abondo
como para intuilas nunha primeira aproximación. A continuación trataremos de interpreta-
las dando exemplos para diferentes tipos de fibras. Para iso servirémonos da clasificación
dada na primeira sección de productos multiwarped con curvatura seccional constante,
posto que, a partir dunha variedade de curvatura seccional constante, podemos obter me-
diante un producto directo con un factor de curvatura oposta, e o consecuente cambio
conforme, un producto warped localmente conformemente chan. Como xa comentamos
no seu momento, un producto multiwarped pódese entender como un producto warped
onde a base é, á súa vez, un producto multiwarped cunha fibra menos; esta consideración
xunto coa anterior serán a clave para proporcionar os exemplos que damos a continuación.

Xa que os productos warped foron estudiados previamente, e de feito é coñecida a
conformalidade chá en productos do Robertson-Walker (se ben adoitan estudiarse con sig-
natura (1, n−1), para n a dimensión da variedade [6]); pasaremos directamente a productos
estrictamente multiwarped, comezando con exemplos de dúas fibras, que diferenciaremos
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segundo o carácter positivo, negativo ou nulo da curvatura seccional K, a cal representa a
curvatura seccional do producto correspondente da primeira sección do caṕıtulo. Da clasi-
ficación feita na sección 4.1 obtéñense exemplos de productos multiwarped con curvatura
seccional constante de unha e dúas fibras, que tamén son localmente conformemente chans.
A continuación daremos exemplos diferentes de dúas fibras, como xa explicamos, e exem-
plos con tres fibras. Con isto abarcamos tódalas posibilidades con interese, pois sabemos
polo Teorema 4.2.1 que non pode haber productos multiwarped localmente conformemente
chans con máis de tres fibras.

Para proporcionarmos os exemplos de cada tipo, precisamos unha función que xogue o
papel da f no Teorema 4.3.1. Dado que esta f debe ser estrictamente crecente e queremos
poder controlar o seu percorrido para facer a composición ξ◦f positiva, tomaremos f(t) =
π
4 + 1

2arctg(t) como función base, pois tomando valores no intervalo (0, π
2 ) verifica −π

2 <
arctg(t) < π

2 . Isto permitiranos controlar a imaxe da función f para que composta con
ξ sexa positiva. Non obstante, en moitos dos exemplos será necesario facer pequenas
modificacións sobre ela para asergurar esta positividade.

Variedade producto: R× R× R
• K = 0

Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a t + b

3. ξ ◦ f(t) = a f(t) + b > 0 ⇔ f(t) > −b
a ( se a > 0) ou f(t) < −b

a ( se a < 0)

Exemplo:
R×(π+arctg(t))(1+t2) R×1+t2 R

• K > 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a sen(c t) + b cos(c t)
3. ξ ◦ f(t) = a sen(c f(t)) + b cos(c f(t)) > 0

Exemplo:
R×(sen(π

4
+ 1

2
arctg(t))+cos(π

4
+ 1

2
arctg(t)))(1+t2) R×(1+t2) R

• K < 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a ec t + b e−c t

3. ξ ◦ f(t) = a ec f(t) + b e−c f(t) > 0
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Exemplo:
R×(e(π+arctg(t))+e−(π+arctg(t)))(1+t2) R×(1+t2) R

Variedade producto: R× R× F2, con d = dimF2 > 1.
Neste caso as condicións sobre f e ξ son as mesmas que para o producto R × R × R,

pero temos unha nova condición na fibra que ten dimensión maior que un: a curvatura
seccional é oposta á do producto warped R×f R.

• K = 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a t + b

3. ξ ◦ f(t) = a f(t) + b > 0 ⇔ f(t) > −b
a ( se a > 0) ou f(t) < −b

a ( se a < 0)
4. KF2 = 0

Exemplo:
R×(π+arctg(t))(1+t2) R×1+t2 Rd

• K > 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a sen(c t) + b cos(c t)
3. ξ ◦ f(t) = a sen(c f(t)) + b cos(c f(t)) > 0
4. KF2 < 0

Exemplo:
R×(sen(π

4
+ 1

2
arctg(t))+cos(π

4
+ 1

2
arctg(t)))2(1+t2) R×2(1+t2) Hd

• K < 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a ec t + b e−c t

3. ξ ◦ f(t) = a ec f(t) + b e−c f(t) > 0
4. KF2 > 0

Exemplo:
R×(e(π+arctg(t))+e−(π+arctg(t)))(1+t2) R×(1+t2) Sd

Variedade producto: R× F1 × R, con d = dimF1 > 1.
Aqúı aparecen novas condicións sobre a curvatura de F1.
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• K = 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a t + b

3. ξ ◦ f(t) = a f(t) + b > 0 ⇔ f(t) > −b
a ( se a > 0) ou f(t) < −b

a ( se a < 0)
4. KF1 = a2

Exemplo:
R×(π+arctg(t))(1+t2) Sd ×1+t2 R

• K > 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a sen(c t) + b cos(c t)
3. ξ ◦ f(t) = a sen(c f(t)) + b cos(c f(t)) > 0
4. KF1 = c2(a2 + b2)

Exemplo:

R×( 1√
2
sen(π

4
+ 1

2
arctg(t))+ 1√

2
cos(π

4
+ 1

2
arctg(t)))2(1+t2) S

d ×2(1+t2) R

• K < 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a ec t + b e−c t

3. ξ ◦ f(t) = a ec f(t) + b e−c f(t) > 0
4. KF1 = −4c2ab

Exemplo:
R×( 1

2
e(π+arctg(t))+ 1

2
e−(π+arctg(t)))(1+t2) H

d ×(1+t2) R

Variedade producto: R× F1 × F2, con d1 = dimF1 > 1 e d2 = dimF2 > 1.
Cando as dimensións das fibras son maiores que un temos condicións no valor da súa

curvatura seccional.

• K = 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a t + b

3. ξ ◦ f(t) = a f(t) + b > 0 ⇔ f(t) > −b
a ( se a > 0) ou f(t) < −b

a ( se a < 0)
4. KF1 = a2, KF2 = 0
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Exemplo:
R×(π+arctg(t))(1+t2) Sd1 ×1+t2 Rd2

• K > 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a sen(c t) + b cos(c t)
3. ξ ◦ f(t) = a sen(c f(t)) + b cos(c f(t)) > 0
4. KF1 = c2(a2 + b2), KF2 < 0

Exemplo:

R×( 1√
2
sen(π

4
+ 1

2
arctg(t))+ 1√

2
cos(π

4
+ 1

2
arctg(t)))2(1+t2) S

d1 ×2(1+t2) Hd2

• K < 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ(t) = a ec t + b e−c t

3. ξ ◦ f(t) = a ec f(t) + b e−c f(t) > 0
4. KF1 = −4c2ab, KF2 > 0

Exemplo:
R×( 1

2
e(π+arctg(t))+ 1

2
e−(π+arctg(t)))(1+t2) H

d1 ×(1+t2) Sd2

Con estes exemplos fixemos un percorrido por cada tipo de producto multiwarped,
diferenciando fibras con dimensión un ou maior. Sen embargo, como vimos na clasificación
dada na Sección 4.1, segundo pasamos de fibras de dimensión un a dimensión maior,
aparece unha nova restricción na función de deformación. Aśı, as funcións válidas para
exemplos con fibras de dimensión maior que un, tamén son válidas para fibras de dimensión
un, se ben ó contrario non é certo. É por este motivo e polo feito de seren moitos os casos
a analizar, que daremos exemplos de productos multiwarped con tres fibras con funcións
adecuadas para que fagan estes productos localmente conformemente chans no caso en
que a dimensión das fibras sexa maior que un, pero polo dito anteriormente, as mesmas
funcións valerán para fibras de dimensión un.

Variedade producto: R × F1 × F2 × F3, con d1 = dimF1 > 1, d2 = dimF2 > 1 e
d3 = dimF3 > 1.

• K = 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ1(t) = a1 t + b1, ξ2(t) = b2
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3. ξ1 ◦ f(t) = a1 f(t) + b1 > 0, ξ2 ◦ f(t) = b2 > 0
4. KF1 = a2

1, KF2 = 0

Exemplo:
R×(π+arctg(t))(1+t2) Sd1 ×1+t2 Rd2 ×1+t2 Rd3

Este exemplo é de dúas fibras, pois ó seren necesariamente ξ2(t) = b2, a segunda e
terceira fibras fusiónanse nunha soa segundo o criterio adoptado ó comezo do traballo.

• K > 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ1(t) = a1 sen(c t)+b1 cos(c t), ξ2(t) = a2 sen(c t)+b2 cos(c t) con a1a2+b1b2 = 0
3. ξ1◦f(t) = a1 sen(c f(t))+b1 cos(c f(t)) > 0, ξ2◦f(t) = a2 sen(c f(t))+b2 cos(c f(t)) >

0
4. KF1 = c2(a2

1 + b2
1), KF2 = c2(a2

2 + b2
2)

Exemplo:
R×f1 S

d1 ×f2 S
d2 ×f3 H

d3

con

f1(t) = { 1√
2
sen(3π

8 + 1
4arctg(t)) + 1√

2
cos(3π

8 + 1
4arctg(t))}4(1 + t2)

f2(t) = { 1√
2
sen(3π

8 + 1
4arctg(t))− 1√

2
cos(3π

8 + 1
4arctg(t))}4(1 + t2)

f3(t) = 4(1 + t2)

• K < 0
Condicións:

1. f estrictamente crecente
2. ξ1(t) = a1 ec t + b1 e−c t, ξ2(t) = a2 ec t + b2 e−c t con a1b2 + a2b1 = 0
3. ξ1 ◦ f(t) = a1 ec f(t) + b1 e−c f(t) > 0, ξ2 ◦ f(t) = a2 ec f(t) + b2 e−c f(t) > 0
4. KF1 = −4c2a1b1, KF2 = −4c2a2b2

Exemplo:
R×f1 H

d1 ×f2 S
d2 ×f3 S

d3

con
f1(t) = (1

2e(2π+arctg(t)) + 1
2e−(2π+arctg(t)))(1 + t2)

f2(t) = (1
2e(2π+arctg(t)) − 1

2e−(2π+arctg(t)))(1 + t2)
f3(t) = 1 + t2
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Caṕıtulo 5

Productos multiwarped con base
de dimensión s ≥ 2. Estudio local.

Comeza neste caṕıtulo o estudio dos productos multiwarped localmente conformemente
chans con base de dimensión maior que un. Pese ás analox́ıas obvias co caṕıtulo anterior,
sobre todo no que atinxe a funcións de deformación e fibras do producto, este apartado
esixe un tratamento diferente no que asumen papeis fundamentais a curvatura seccional
da base e os respectivos cambios conformes dados polas funcións de deformación. Aśı,
neste caṕıtulo adquire unha candente relevancia a Ecuación de Möbius e as súas solucións.

A primeira sección mostra a independencia que entre si teñen as fibras, recalcando que
na xeometŕıa do producto multiwarped é a base a que xoga un papel destacado e, por isto,
é posible esquecerse das fibras intrascendentes do producto multiwarped, considerando
unha subvariedade totalmente xeodésica dada pola base e un número arbitrario das fibras
iniciais.

O desenvolvemento posterior do caṕıtulo farase diferenciando, nun primeiro momento,
os productos con base chá; dando unha caracterización da conformalidade chá local nestes.
O feito de seren as bases dos productos multiwarped totalmente xeodésicas, e polo tanto
herdar a xeometŕıa da variedade, fainas tamén localmente conformemente chás ó selo o
producto. Este cambio conforme permitirá reducir o problema localmente ó de base chá,
e aśı obter, en xeral, restriccións no número de fibras, que se enfatiza dependendo dos
signos das curvaturas destas.

5.1 Reducción no número de fibras

No decorrer desta memoria, atopamos en diversas ocasións que podemos reducir as varieda-
des obxecto de estudio a outras máis sinxelas ou ben, e máis concretamente, descompoñer
os productos multiwarped en subvariedades da forma que máis conveña para traballar
sobre eles. Nesta liña damos o seguinte teorema, enfocado ó estudio da conformalidade chá
en productos multiwarped, pois permitirá considerar productos multiwarped con menos

67
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fibras para obter condicións necesarias en posteriores seccións.

Teorema 5.1.1 Se M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk é localmente conformemente chá, entón

B ×f1 F1 × · · · ×fk−1
Fk−1 tamén é localmente conformemente chá; en particular, B é

localmente conformemente chá. Ademais, cada fibra Fi ten curvatura seccional constante
se dimFi > 1.

Demostración.
M é localmente conformemente chá se e só se 1

f2
k
B × f1

fk

F1 × · · · × fk−1
fk

Fk−1 ten curvatura

seccional constante e, se dimFk > 1, esta é oposta á curvatura seccional de Fk, que á
súa vez é constante. En calquera caso, tanto 1

f2
k
B × f1

fk

F1 × · · · × fk−1
fk

Fk−1 coma as fibras

F1, . . . , Fk teñen curvatura seccional constante, e B ×f1 F1 × · · · ×fk−1
Fk−1 é localmente

conformemente chá. ¤

Corolario 5.1.2 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk unha variedade localmente conforme-

mente chá. Entón, cada subvariedade do tipo B ×fi1
Fi1 × · · · ×fir

Fir , ∀ i1, . . . ir ∈
{1, . . . , k}, é localmente conformemente chá.

Demostración.
O resultado séguese directamente do Teorema 5.1.1, pois a orde das fibras non importa e,
aśı, non importa con que fibra fagamos a reducción anterior. ¤

5.2 Caracterización dos productos multiwarped con base
chá

Como primeiro achegamento ó estudio dos productos multiwarped localmente conforme-
mente chans con base de dimensión maior que un, estudiaremos aqueles que teñan como
base unha variedade chá. O motivo de estudiar este tipo de productos multiwarped,
ademais do interese intŕınseco que estes posúan, está no feito de que calquera producto
multiwarped localmente conformemente chan obtense localmente como cambio conforme
dun deste tipo.

Posto que nos interesan os productos multiwarped con base chá, obtemos aqúı as
expresións para o tensor de Weyl dun producto destas caracteŕısticas no caso máis xeral
de base con curvatura seccional constante, pois o coste é similar con respecto a considerar
a base chá, coa ventaxa de gañarmos en xeneralidade.

Lema 5.2.1 Sexa B unha variedade de curvatura seccional constante e M = B ×f1 F1 ×
· · · ×fk

Fk un producto multiwarped, X,Y ∈ X(B) e Ui, Vi ∈ X(Fi) campos de vectores



5.2 Caracterización dos productos multiwarped con base chá 69

ortonormais. As compoñentes non nulas do tensor de Weyl son:

W (X,Y, X, Y ) = RB(X,Y, X, Y ) + τ
(n−1)(n−2) − 1

n−2 {ρ(X,X) + ρ(Y, Y )}
W (X,Ui, X, Ui) = −Hfi

(X,X)

fi
+ τ

(n−1)(n−2) − 1
n−2{ρ(X, X) + ρ(Ui, Ui)}

W (Ui, Uj , Ui, Uj) = − 〈∇fi,∇fj〉
fifj

+ τ
(n−1)(n−2) − 1

n−2{ρ(Ui, Ui) + ρ(Uj , Uj)}
W (Ui, Vi, Ui, Vi) = f2

i RFi(Ui, Vi, Ui, Vi)− ‖∇fi‖2
f2

i

+ τ
(n−1)(n−2) − 1

n−2{ρ(Ui, Ui) + ρ(Vi, Vi)}
Demostración.
Nas condicións dadas polo enunciado tense que o tensor de Weyl é nulo se o aplicamos
sobre catro campos de vectores ortogonais de xeito que tres deles sexan distintos, pois nese
caso teriamos, para A,B, C ∈ X(M) distintos,

W (A,B, C,B) = R(A,B,C, B)− 1
n− 2

ρ(A,C)

pero dos Lemas 3.1.1 e 3.1.3, tendo en conta que a curvatura seccional da base e das fibras
é constante, obtense que W (A,B, C,B) = 0 en calquera caso. Por este motivo, basta
con calcular as compoñentes dadas no enunciado e estas obtéñense empregando de novo o
Lema 3.1.1 na fórmula (1.3). ¤

Agora, a partir do lema anterior obtemos as expresións para o caso en que a base sexa
chá.

Lema 5.2.2 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk sendo B unha variedade chá, X,Y ∈ X(B)

e Ui, Vi ∈ X(Fi) campos de vectores ortonormais. As compoñentes non nulas do tensor de
Weyl son:

W (X, Y,X, Y ) = τ
(n−1)(n−2) − 1

n−2{ρ(X,X) + ρ(Y, Y )}
W (X, Ui, X, Ui) = −Hfi

(X,X)

fi
+ τ

(n−1)(n−2) − 1
n−2{ρ(X,X) + ρ(Ui, Ui)}

W (Ui, Uj , Ui, Uj) = − 〈∇fi,∇fj〉
fifj

+ τ
(n−1)(n−2) − 1

n−2{ρ(Ui, Ui) + ρ(Uj , Uj)}
W (Ui, Vi, Ui, Vi) = f2

i RFi(Ui, Vi, Ui, Vi)− ‖∇fi‖2
f2

i

+ τ
(n−1)(n−2) − 1

n−2{ρ(Ui, Ui) + ρ(Vi, Vi)}
Continuamos co estudio dos productos multiwarped con base unha variedade chá. As

expresións do tensor de Ricci e da curvatura escalar veñen dadas polos seguintes lemas:

Lema 5.2.3 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped con base chá,

X, Y ∈ X(B) e Ui, Vi ∈ X(Fi) campos de vectores ortonormais e di = dimFi. Entón as
compoñentes non nulas do tensor de Ricci veñen dadas por:

ρ(X, Y ) = −∑k
i=1

Hfi
(X,Y )

fi
di

ρ(Ui, Vi) = ρFi(Ui, Vi)− 〈Ui, Vi〉
{

∆fi

fi
+ (di − 1)‖∇fi‖2

f2
i

+
∑

j 6=i dj
〈∇fi,∇fj〉

fifj

}
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Lema 5.2.4 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped con base chá,

di = dimFi. A curvatura escalar ten a expresión seguinte:

τ =
∑k

i=1
τFi

f2
i

−∑k
i=1 2di

∆fi
fi
−∑k

i=1 di(di − 1)‖∇fi‖2
f2

i

−∑k
i=1

∑
j 6=i didj

〈∇fi,∇fj〉
fifj

Con toda esta ferramenta achámonos en condicións de afrontar a tarefa de atopar
condicións que caractericen os productos multiwarped con base chá localmente conforme-
mente chans. Para comezar, dado que os productos multiwarped son, en particular, pro-
ductos warped con base outro producto multiwarped,

B ×f1 F1 × · · · ×fk−1
Fk−1︸ ︷︷ ︸ ×fk

Fk︸︷︷︸
Base Fibra

aplicando o Teorema 2.1.5, obtemos que cada fibra ten curvatura seccional constante,
como vimos no Teorema 5.1.1. Ademais, a base deste producto warped deformada pola
función correspondente ten curvatura seccional constante, e, en particular, a deformación
conforme da base B ten curvatura seccional constante, polo que é einstein, e, aśı, debe
verificar a ecuación de Möbius. Entón, para s = dimB, teriamos que cada función fi

verifica a ecuación Hfi = ∆fi
s g.

Se un producto multiwarped da forma M = B×f1 F1×· · ·×fk
Fk, con B unha variedade

chá, é localmente conformemente chan, polo Corolario 5.1.2, tamén o é Ni = B×fi Fi, con
ni = dimNi, para calquera i ∈ {1, . . . , k}. Aśı, empregando as expresións dadas nos lemas
anteriores, obtemos unha condición necesaria, se dimFi ≥ 2 (se dimF1 = 1 triviaĺızase),
para que un producto multiwarped sexa localmente conformemente chan:

WNi(X,Y,X, Y ) = 1
(ni−1)(ni−2)τ − 1

ni−2 {ρ(X, X) + ρ(Y, Y )}
= 1

(ni−1)(ni−2)

{
τFi

f2
i
− 2di

∆fi

fi
− di(di − 1)‖∇fi‖2

f2
i

}

+ 2
ni−2

∆fi
s fi

di

= di(di−1)
(ni−1)(ni−2)

{
KFi

f2
i

+ 2∆fi
s fi

− ‖∇fi‖2
f2

i

}

Polo tanto, débese verificar para cada función de deformación e a correspondente fibra
con dimFi ≥ 2 a condición:

‖∇fi‖2

f2
i

=
KFi

f2
i

+ 2
∆fi

s fi

Seguindo co mesmo procedemento, reducindo o número de fibras do producto multi-
warped, e asumindo que para cada fibra Fi de dimensión maior que un e cada función
de deformación fi se cumple ‖∇fi‖2

f2
i

= KFi

f2
i

+ 2∆fi
s fi

, extraemos unha nova condición para
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cada dúas fibras a partir da variedade Nij = B ×fi
Fi ×fj

Fj , con nij = dimNij , que polo
Corolario 5.1.2 sabemos que é localmente conformemente chá:

WNij (X,Y,X, Y ) = 1
(nij−1)(nij−2)τ − 1

nij−2 {ρ(X, X) + ρ(Y, Y )}

= 1
(nij−1)(nij−2)

{
τFi

f2
i

+ τFj

f2
j
− 2di

∆fi

fi
− 2dj

∆fj

fj
− di(di − 1)‖∇fi‖2

f2
i

−dj(dj − 1)‖∇fj‖2
f2

j
− 2didj

〈∇fi,∇fj〉
fifj

}

+ 2
nij−2

∆fi

s fi
di + 2

nij−2
∆fj

s fj
dj

= 2didj

(nij−1)(nij−2)

{
∆fi

s fi
+ ∆fj

s fj
− 〈∇fi,∇fj〉

fifj

}

Para calquera dimensión nas fibras, obtemos que para cada dúas delas, a seguinte
ecuación é condición necesaria:

∆fi

s fi
+

∆fj

s fj
=
〈∇fi,∇fj〉

fifj

O seguinte teorema mostra como estas condicións necesarias que vimos de obter tamén
son suficientes para que o producto multiwarped sexa localmente conformemente chan.

Teorema 5.2.5 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped con base B

chá e s = dimB. Entón M é localmente conformemente chan se e só se:

(i) Hfi = ∆fi

s g para todo i ∈ {1, . . . , k}, i.e., cada función de deformación fi é unha
transformación de Möbius.

(ii) Para todo i 6= j, cúmplese a ecuación

∆fi

s fi
+

∆fj

s fj
=
〈∇fi,∇fj〉

fifj
(5.1)

(iii) Se dimFi ≥ 2, entón Fi ten curvatura seccional constante KFi e cúmplese

‖∇fi‖2

f2
i

=
KFi

f2
i

+ 2
∆fi

s fi
(5.2)

Demostración.
Os cálculos previos ó teorema mostran que as condicións son necesarias. Para vermos
que tamén son suficientes, calculamos as diferentes compoñentes do tensor de Weyl, pero
antes, para facilitar os cálculos, escribimos as expresións das compoñentes do tensor de
Ricci e da curvatura escalar asumindo estas condicións.
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Para o tensor de Ricci, as compoñentes non nulas son:

ρ(X, Y ) = −∑k
i=1 di

Hfi (X,Y )
fi

= −∑k
i=1 di

∆fi

sfi
〈X, Y 〉

ρ(Ui, Vi) = ρFi(Ui, Vi)− 〈Ui, Vi〉
(

∆fi

fi
+ (di − 1)‖∇fi‖2

f2
i

+
∑

j 6=i dj
〈∇fi,∇fj〉

fifj

)

= ρFi(Ui, Vi)

−〈Ui, Vi〉
(

∆fi

fi
+ (di − 1)2∆fi

sfi
+ (di − 1)KFi

f2
i

+
∑

j 6=i dj
1
s

(
∆fi

fi
+ ∆fj

fj

))

= ρFi(Ui, Vi)

−〈Ui, Vi〉
(

s+2(di−1)
s

∆fi
fi

+ (di − 1)KFi

f2
i

+
∑

j 6=i dj
1
s

(
∆fi
fi

+ ∆fj

fj

))

Análogamente, para a curvatura escalar tense:

τ =
∑k

i=1
τFi

f2
i
−∑k

i=1 2di
∆fi

fi
−∑k

i=1 di(di − 1)‖∇fi‖2
f2

i
−∑k

i=1

∑
j 6=i didj

〈∇fi,∇fj〉
fifj

=
∑k

i=1
τFi

f2
i
−∑k

i=1 2di
∆fi

fi
−∑k

i=1 di(di − 1)
(

2∆fi

sfi
+ KFi

f2
i

)

−∑k
i=1

∑
j 6=i didj

1
s

(
∆fi

fi
+ ∆fj

fj

)

Os catro tipos de compoñentes, non nulas a priori, do tensor de Weyl son os que
desenvolvemos a continuación.

Para calesquera X,Y ∈ X(B) ortonormais:

W (X,Y, X, Y ) = τ
(n−1)(n−2) − 1

n−2 {ρ(X, X) + ρ(Y, Y )}
= 1

(n−1)(n−2)

{∑k
i=1

τFi

f2
i
−∑k

i=1 2di
∆fi

fi
−∑k

i=1 di(di − 1)
(

2∆fi

sfi
+ KFi

f2
i

)

−∑k
i=1

∑
j 6=i didj

1
s

(
∆fi

fi
+ ∆fj

fj

)}
+ 1

n−2

∑k
i=1 di

∆fi

sfi

= 1
(n−1)(n−2)

{∑k
i=1

di(di−1)KFi

f2
i

−∑k
i=1 2di

∆fi

fi

−∑k
i=1 di(di − 1)

(
2∆fi
sfi

+ KFi

f2
i

)
−∑k

i=1

∑
j 6=i didj

1
s

(
∆fi
fi

+ ∆fj

fj

)}

+ 2
n−2

∑k
i=1 di

∆fi
sfi

= 1
s(n−1)(n−2)

∑k
i=1(−2sdi − 2di(di − 1) + 2(n− 1))∆fi

fi

− 1
(n−1)(n−2)

∑k
i=1

∑
j 6=i didj

1
s

(
∆fi
fi

+ ∆fj

fj

)

= 1
s(n−1)(n−2)∑k

i=1{−2(n− s− di)di − 2sdi − 2di(di − 1) + 2di(n− 1)}∆fi

fi

= 0

Sexan l,m ∈ {1, . . . , k} e Ul ∈ X(Fl), Um ∈ X(Fm) campos de vectores ortonormais,
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entón:

W (Ul, Um, Ul, Um) = −1
s

(
∆fl
fl

+ ∆fm

fm

)
+ τ

(n−1)(n−2) − 1
n−2{ρ(Ui, Ui) + ρ(Uj , Uj)}

= −1
s

(
∆fl
fl

+ ∆fm

fm

)
+ 1

(n−1)(n−2)

{∑k
i=1

τFi

f2
i
−∑k

i=1 2di
∆fi

fi

−∑k
i=1 di(di − 1)

(
2∆fi

sfi
+ KFi

f2
i

)

−∑k
i=1

∑
j 6=i didj

1
s

(
∆fi

fi
+ ∆fj

fj

)}

+ 1
n−2

{
s+2(dl−1)

s
∆fl
fl

+
∑

j 6=l dj
1
s

(
∆fl
fl

+ ∆fj

fj

)

+ s+2(dm−1)
s

∆fm

fm
+

∑
j 6=m dj

1
s

(
∆fm

fm
+ ∆fj

fj

)}

= −n+2+s+2(dl−1)+n−2dl−s
s(n−2)

∆fl
fl

+ −n+2+s+2(dm−1)+n−2dm−s
s(n−2)

∆fm

fm

+ 1
s(n−1)(n−2)

∑k
i=1{−2sdi − 2di(di − 1)− 2di(n− di − s)

+di(n− 1) + di(n− 1)}∆fi
fi

= 0

Sexan X ∈ X(B) e Ul ∈ X(Fl) unitarios en M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk. Entón:

W (X, Ul, X, Ul) = −Hfl
(X,X)

fl
+ τ

(n−1)(n−2) − 1
n−2{ρ(X, X) + ρ(Ul, Ul)}

= −∆fl
sfl

+ 1
(n−1)(n−2)

{
−∑k

i=1 2di
∆fi
fi
−∑k

i=1 di(di − 1)2∆fi
sfi

−∑k
i=1

∑
j 6=i didj

1
s

(
∆fi

fi
+ ∆fj

fj

)}
+ 1

n−2

∑k
i=1 di

∆fi

sfi

− 1
n−2

{
ρFl(Ul, Ul)−

(
s+2(dl−1)

s
∆fl
fl

+ (dl − 1)KFl

f2
l

+
∑

j 6=l dj
1
s

(
∆fl
fl

+ ∆fj

fj

))}

= −(n− 2− s− 2(dl − 1)− n + 2dl + s− n + 1)∆fl
sfl

+ 1
(n−1)(n−2)s

∑k
i=1{−2sdi − 2di(di − 1)− 2di(n− di − s)

+2di(n− 1)}∆fi
fi

= 0

Sexan Ul, Vl campos de vectores ortonormais en M tanxentes á fibra Fl. Entón:
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W (Ul, Vl, Ul, Vl) = f2
l RFl(Ul, Vl, Ul, Vl)

−‖∇fl‖2
f2

l
+ τ

(n−1)(n−2) − 1
n−2{ρ(Ul, Ul) + ρ(Vl, Vl)}

= KFl

f2
l
− 2∆fl

sfl
− KFi

f2
i
− 1

(n−1)(n−2)

(∑k
i=1

τFi

f2
i
−∑k

i=1 2di
∆fi

fi

−∑k
i=1 di(di − 1)

(
2∆fi
sfi

+ KFi

f2
i

)
−∑k

i=1

∑
j 6=i didj

1
s

(
∆fi
fi

+ ∆fj

fj

))

− 1
n−2

{
ρFl(Ul, Vl)−

(
s+2(dl−1)

s
∆fl
fl

+ (dl − 1)KFl

f2
l

+
∑

j 6=l dj
1
s

(
∆fl
fl

+ ∆fj

fj

))

+ρFl(Ul, Vl)−
(

s+2(dl−1)
s

∆fl
fl

+ (dl − 1)KFl

f2
l

+
∑

j 6=l dj
1
s

(
∆fl
fl

+ ∆fj

fj

))}

= −2∆fl
sfl

− 1
(n−1)(n−2)

(
−∑k

i=1 2di
∆fi

fi

−∑k
i=1 di(di − 1)

(
2∆fi

sfi

)
−∑k

i=1

∑
j 6=i didj

1
s

(
∆fi

fi
+ ∆fj

fj

))

+ 1
n−2

{
s+2(dl−1)

s
∆fl
fl

+
∑

j 6=l dj
1
s

(
∆fl
fl

+ ∆fj

fj

)

+ s+2(dl−1)
s

∆fl
fl

+
∑

j 6=l dj
1
s

(
∆fl
fl

+ ∆fj

fj

)}

= −2(n−2)+2s+4(dl−1)+2n−4dl−2s
s(n−2)

∆fl
fl

+ 1
s(n−1)(n−2)

∑k
i=1{−2sdi − 2di(di − 1)− 2di(n− di − s)

+2di(n− 1)}∆fi

fi

= 0

¤

5.3 Estructura local de productos multiwarped localmente
conformemente chans

Estudiaremos nesta sección os productos multiwarped que teñen por base un aberto de Rs

coa métrica euclidiana. Por comodidade, convimos en chamarlle U s, denotando con isto
un aberto U s ⊂ Rs, coa métrica inducida pola aplicación inclusión.

O Teorema 5.2.5 mostra condicións necesarias e suficientes para que un producto mul-
tiwarped con base de curvatura nula sexa localmente conformemente chan. Se tomamos
como base Rs, podemos interpretar estas condicións máis concretamente e obtemos aśı o
seguinte:

Teorema 5.3.1 Sexa M = U s×f1 F1×· · ·×fk
Fk, con U s ⊂ Rs, un producto multiwarped.

Entón M é localmente conformemente chan se e só se:
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(i) As funcións de deformacións fi verifican a ecuación de Möbius, e polo tanto son da
forma

fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,
−→x 〉+ ci, ai, ci ∈ R,

−→
bi ∈ Rs(5.3)

(ii) Para cada dúas funcións de deformación veŕıficase a ecuación seguinte:

〈−→b i,
−→
b j〉 = 2aicj + 2ajci(5.4)

onde a métrica 〈, 〉 é a dada pola matriz identidade.

(iii) Para cada fibra Fi con dimensión maior que un, Fi ten curvatura seccional constante,
e a correspondente función de deformación fi cúmple a ecuación:

‖−→b i‖2 = 4aici + KFi(5.5)

sendo ‖ · ‖ a norma usual en Rs e KFi a curvatura seccional da fibra Fi.

Demostración.
A proba deste teorema non é máis que a interpretación do Teorema 5.2.5 no caso en que
a base é U s. O seren as funcións de deformación transformacións de Möbius, polo Lema
1.4.7, equivale a que teñan a expresión

fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,
−→x 〉+ ci

para algún −→b i ∈ Rs e constantes ai, ci ∈ R.
Coñecida a expresión das función, pódese substituir nas expresións (5.1) e (5.2), para

obter, respectivamente,

〈∇fi,∇fj〉
fifj

− ∆fi

s fi
− ∆fj

s fj
= 〈2ai

−→x +
−→
b i,2aj

−→x +
−→
b j〉

fifj
− 2sai

sfi
− 2saj

sfj

= 〈−→b i,
−→
b j〉−2aicj−2ajci

fifj

e,
‖∇fi‖2

f2
i

− KFi

f2
i
− 2∆fi

s fi
= ‖2ai

−→x +
−→
b i‖2

f2
i

− KFi

f2
i
− 4sai

sfi

= ‖−→b i‖2−4aici−KFi

f2
i

Deste modo as ecuacións do Teorema 5.2.5 son equivalentes ás dadas no enunciado. ¤

Dado que neste caso as funcións de deformación veñen dadas pola expresión (5.3),
unha función de deformación deste tipo queda caracterizada polos coeficientes ai, ci ∈ R e−→
b i ∈ Rs. Introducimos pois a notación seguinte: a partir de cada función de deformación
definida en Rs, definimos un vector en Rs+2 de xeito que, se fi(−→x ) ten a expresión fi(−→x ) =
ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,

−→x 〉+ ci, o vector que a identifica será (bi1 , . . . , bis , ai, ci).
Neste espacio vectorial, Rs+2, definimos un producto escalar expresado pola matriz
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gMER =




1 0 . . . 0 0 0
0 1 . . . 0 0 0
...

... . . .
...

...
...

0 0 . . . 1 0 0
0 0 . . . 0 0 −2
0 0 . . . 0 −2 0




que é a suma directa dos espacios métricos Rs e R2 coas métricas

g0 =




1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 1


 e gL =

(
0 −2
−2 0

)

respectivamente. Obsérvese que g0 é a métrica euclidiana en Rs e, polo tanto, é unha
métrica riemanniana (definida positiva); sen embargo, gL é unha métrica indefinida de
signatura (1, 1), é dicir, é unha métrica de Lorentz definida sobre o plano R2. En definitiva,
tense que a métrica gMER, suma das dúas anteriores é unha métrica de Lorentz definida
en Rs+2, pois ten signatura (1, s + 1).

Facendo uso da métrica gMER, pódense expresar as ecuacións (5.5) e (5.4) máis co-
modamente:

– Ecuación (5.5): ‖−→b i‖2 = 4aici + KFi pódese escribir de modo equivalente como

gMER(−→ξ i,
−→
ξ i) = KFi

– Ecuación (5.4): 〈−→b i,
−→
b j〉 = 2aicj + 2ajci transcŕıbese como

gMER(−→ξ i,
−→
ξ j) = 0

onde as funcións fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,
−→x 〉 + ci están identificadas cos vectores −→ξ i =

(bi1 , . . . , bis , ai, ci) en Rs+2.

Observación 5.3.2 A notación que vimos de introducir permite reescribir o Teorema
5.2.5 para productos multiwarped con base U s ⊂ Rs, s ≥ 2. Aśı as condicións necesarias
e suficientes para que U s ×f1 F1 × · · · ×fk

Fk sexa localmente conformemente chan son:

(i) As funcións de deformación fi cumplen a ecuación de Möbius, polo tanto, son da
forma

fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,
−→x 〉+ ci

(ii) Para cada dúas funcións de deformación fi e fj, tense fi⊥fj na métrica gMER.

(iii) As fibras Fi que verifiquen dimFi ≥ 2 teñen curvatura seccional constante e, ademais,
a función de deformación fi cumple ‖fi‖2

MER = KFi, onde ‖ · ‖MER é a norma
inducida pola métrica gMER.
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Apoiándonos nesta notación, estamos en condicións de probar o seguinte teorema:

Teorema 5.3.3 Sexa M = U s ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped localmente

conformemente chan, entón k ≤ s + 2. Ademais, de entre as fibras con dimensión maior
que un, pode haber ó sumo unha con curvatura seccional negativa e s + 1 con curvatura
seccional positiva; ou, se hai unha fibra chá, entón só pode haber s fibras máis, e estas
terán curvatura positiva.

Demostración.
Para obtermos a limitación no número de fibras, serv́ımonos da Observación 5.3.2, e aśı
tense que para cada dúas fibras debe verificarse que as correspondentes funcións de defor-
mación son ortonormais na métrica gMER. Pero dado que gMER é unha métrica definida
en Rs+2, o maior número de vectores ortonormais entre si é s+2, o que supón a restricción
que buscabamos. Ademais, dado que gMER ten signatura (1, s + 1) e as funcións de de-
formación das fibras con dimensión maior que un teñen por norma a curvatura da fibra,
obtense que o número de fibras con curvatura positiva non pode ser maior que s+1, que é
o máximo número de vectores espaciais linealmente independentes que podemos atopar en
(Rs+2, gMER), e, análogamente, o máximo número de fibras con curvatura negativa é un,
que corresponde co máximo número de vectores temporais en (Rs+2, gMER) linealmente
independentes.

Non obstante, se un vector é nulo en (Rs+2, gMER), non pode haber no seu subespacio
ortogonal máis que s vectores de xeito que todos eles sexan linealmente independentes,
ademais todos eles serán espaciais. Polo tanto, dada a correspondencia do carácter dos
vectores coas condicións sobre as funcións de deformación e a curvatura das fibras, estas
s fibras, de existeren, terán curvatura seccional positiva. ¤

Observación 5.3.4 O teorema anterior establece unha cota para o número de fibras dun
producto multiwarped localmente conformemente chan, pero non establece en principio
que esa sexa a mellor das cotas, é dicir, que poida realmente haber unha variedade destas
caracteŕısticas con base de dimensión s e con s + 2 fibras. Para probarmos que realmente
é aśı, consideremos o seguinte exemplo xenérico: para o producto multiwarped U s×f1 R×
· · · ×fs+2 R definimos as funcións de deformación f1, . . . , fs+2 sobre U s ⊂ Rs na variable
−→x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs:

−→
ξ 1 = (1, 0, . . . , 0, 0, 0) ↔ f1(−→x ) = x1−→
ξ 2 = (0, 1, . . . , 0, 0, 0) ↔ f2(−→x ) = x2
... =

... ↔ ... =
...−→

ξ s = (0, 0, . . . , 1, 0, 0) ↔ fs(−→x ) = xs−→
ξ s+1 = (0, 0, . . . , 0, 1, 1) ↔ fs+1(−→x ) = ‖x‖2 + 1−→
ξ s+2 = (0, 0, . . . , 0, 1,−1) ↔ fs+2(−→x ) = ‖x‖2 − 1

estas funcións def́ınense nun aberto U s ⊂ Rs de forma que todas elas sexan positivas, por
exemplo, U s = {−→x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs : xi > 1,∀i = 1, . . . , s}.
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Trataremos a continuación os productos multiwarped localmente conformemente chans
con base de dimensión s ≥ 2 arbitraria. Neste contexto, a primeira restricción que
atopamos sobre a base para que o producto multiwarped sexa localmente conformemente
chan é a dada polo Teorema 5.1.1: que a propia base sexa localmente conformemente chan.

Teorema 5.3.5 Sexa M = B×h1 F1×· · ·×hk
Fk un producto multiwarped con dimB = s.

Entón M é localmente conformemente chan se e só se as fibras teñen curvatura seccional
constante e localmente as funcións de deformación verifican

hi = fi · ϕ

onde as funcións fi veñen dadas polo Teorema 5.3.1 e ϕ é un factor conforme definido
nun aberto V ⊂ B de tal forma que gB = ϕ2gRs.

Demostración.
Dado que M é localmente conformemente chá, tamén a base B é localmente conformemente
chá. Pero isto equivale a que exista unha función ϕ tal que gB = ϕ2gRs , sendo gRs a métrica
euclidiana en Rs para s = dimB. Sacando factor común ϕ2 na expresión da métrica de
M , esta pódese escribir como

ϕ2

(
U s ×h1

ϕ

F1 × · · · ×hk
ϕ

Fk

)

para un certo U s ⊂ Rs, pero, dado que U s ×h1
ϕ

F1 × · · · ×hk
ϕ

Fk é un cambio conforme de

M , esta será localmente conformemente chá se e só se o é aquela. Polo tanto, para dar
as condicións que caracterizan a conformalidade chá de M , centrarémonos no producto
multiwarped U s×h1

ϕ

F1×· · ·×hk
ϕ

Fk, que ten como base un aberto euclidiano e foi obxecto de

estudio anteriormente nesta mesma sección. Aśı, facendo uso do Teorema 5.3.1, obtemos
as condicións dadas no enunciado para as funcións de deformación hi que son da forma
fi · ϕ. ¤

A consideración feita na demostración precedente, isto é, o sacarmos factor común ϕ2

sendo ϕ o cambio conforme local da base co espacio euclidiano, e estudiar a variedade aśı
obtida con base un aberto de Rs, permı́tenos adaptar os teoremas anteriores ó caso en que
a base do producto multiwarped non é chá, obtendo de modo similar cotas para o número
de fibras. Tense, polo tanto, o seguinte resultado:

Corolario 5.3.6 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un poducto multiwarped localmente

conformemente chan, con s = dimB. Entón k ≤ s + 2. Ademais, de entre as fibras
con dimensión maior que un, pode haber ó sumo unha con curvatura negativa e s + 1 con
curvatura positiva; ou, se hai unha fibra chá, entón só pode haber s fibras máis, e estas
terán curvatura positiva.
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Demostración.
Repetindo o argumento anterior, sexa gB = ϕ2 gRs , entón, sacando factor común ϕ2 en M ,
temos que U s× f1

ϕ

F1× · · ·× fk
ϕ

Fk, U s ⊂ Rs, é localmente conformemente chá. Mais, dado

que non fixemos ningún cambio nas fibras do producto multiwarped, as condicións que
sobre estas impón o Teorema 5.3.3 permanecen inalteradas, e o corolario é inmediato. ¤

Observación 5.3.7 No Teorema 4.3.1 probamos que o maior número de fibras que ad-
mite un producto multiwarped localmente conformemente chan con base undimensional é
tres. Atendendo ó Corolario 5.3.6, o número máximo de fibras que pode ter un producto
multiwarped localmente conformemente chan é dimB + 2, onde B é a base do producto
mutiwarped. Pese a que o modo de achegamento ó estudio dos dous casos: base undimen-
sional e base de dimensión maior que un, son sensiblemente diferentes, o resultado obtido
é que en ambos a cota das fibras é dimB + 2.
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Caṕıtulo 6

Productos multiwarped con base
de dimensión s ≥ 2. Estudio global.

Neste caṕıtulo continuamos o estudio dos productos multiwarped localmente conforme-
mente chans con base de dimensión superior a un, que comezamos no caṕıtulo anterior.
Daquela fixemos un achegamento local co que obtivemos fortes restriccións, atopando co-
tas para o número de fibras. Agora trataremos os productos globalmente, analizando a
conformalidade chá local segundo a base sexa unha variedade compacta (onde adquire
especial importancia a esfera, que xorde de modo natural), ou outro espacio modelo, é
dicir, Rs ou Hs.

Para desenvolver esta tarefa servirémonos do resultado dado na primeira sección, que
permite relacionar a curvatura dos cambios conformes da base mediante as funcións de
deformación. Aśı, obteremos moitas restriccións que permitirán, no caso de variedades
compactas e o espacio euclidiano, mellorar a cota dada anteriormente para o número de
fibras. Concretamente veremos que os productos multiwarped localmente conformemente
chans con base compacta de dimensión dous ou maior son, de feito, productos warped. Sim-
ilar situación atoparemos ó tratarmos con bases euclidianas. Sen embargo, e a pesar das
similitudes formais entre o espacio hiperbólico e o euclidiano (pois un obtense conforme-
mente de modo global a partir do outro), o comportamento que presenta o semiespacio de
Poincaré é totalmente diferente, xa que con el como base pódese alcanzar o máximo número
de fibras, é dicir, veremos un exemplo dun producto multiwarped completo, localmente
conformemente chan, con base Hs e s + 2 fibras.

6.1 Algúns resultados sobre productos multiwarped local-
mente conformemente chans

O seguinte teorema será de grande utilidade para estudiar os productos multiwarped con
base compacta ou euclidiana.

81
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Teorema 6.1.1 Se M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk é un producto multiwarped localmente

conformemente chan, entón, para calesquera i, j ∈ {1, . . . , k}, os productos warped iPj =
1
f2

i
gB ⊕ f2

j

f2
i
gj e jPi = 1

f2
j
gB ⊕ f2

i

f2
j
gi teñen curvatura seccional constante K

iPj , K
jPi, respec-

tivamente, verificando a seguinte fórmula

−K
iPjf2

j −K
jPif2

i = ‖fj∇fi − fi∇fj‖2(6.1)

Demostración.
Consideramos o producto biwarped N = B ×fi Fi ×fj Fj para certos i, j ∈ {1, . . . , k} con
i 6= j que, polo Corolario 5.1.2, tamén é localmente conformemente chan. Este producto
N pódese escribir dos dous xeitos seguintes:

f2
j

(
1
f2

j

gB ⊕ f2
i

f2
j

gi ⊕ gj

)
(6.2)

f2
i

(
1
f2

i

gB ⊕ gi ⊕
f2

j

f2
i

gj

)
(6.3)

aśı, a expresión (6.2) mostra que N está na clase conforme do producto directo de (B ×
Fi,

1
f2

j
gB ⊕ f2

i

f2
j
gi) e (Fj , gj), e a expresión (6.3) amosa como a mesma variedade N está

tamén na clase conforme do producto directo de (B × Fj ,
1
f2

i
gB ⊕ f2

j

f2
i
gj) e (Fi, gi).

Polo Teorema 2.1.4 séguese que iPj e jPi teñen curvatura seccional constante, K
iPj e

K
jPi , respectivamente.
No que segue desta proba, adoptamos a notación: g(i) = 1

f2
i
gB, g(j) = 1

f2
j
gB e H i =

Hg(i)
e Hj = Hg(j)

, os hessianos para as métricas conformes correspondentes.
Do Lema 3.1.2 chégase á seguinte expresión para a curvatura seccional de iPj = 1

f2
i
gB⊕

f2
j

f2
i
gj relativa a X e V , campos de vectores na base e na fibra, respectivamente.

K
iPj

XV = −
H i

fj
fi

(X, X)

fj

fi
g(i)(X,X)

Polarizando, obtense a seguinte igualdade

−K
iPj

fj

fi
g(i) = H i

fj
fi

Agora, H i
fj
fi

exprésase en termos do hessiano de B, denotado por H, e das funcións fi

e fj . Do Lema 1.4.2 obtense:
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H i
fj
fi

(X, Y ) = 1
fi

Hfj
(X, Y )− fj

f2
i
Hfi

(X, Y )

− 1
f2

i
〈∇fi,∇fj〉〈X,Y 〉+ fj

f3
i
〈∇fi,∇fi〉〈X, Y 〉

Polo que, finalmente,

−K
iPj

fj

fi
g = fiHfj − fjHfi − 〈∇fi,∇fj〉g +

fj

fi
〈∇fi,∇fi〉g(6.4)

e, de xeito similar, para a variedade jPi, tense

−K
jPi

fi

fj
g = fjHfi − fiHfj − 〈∇fi,∇fj〉g +

fi

fj
〈∇fj ,∇fj〉g(6.5)

Sumando as ecuacións (6.4) e (6.5), obtense a seguinte

−K
iPj

fj

fj
−K

jPi
fi

fj
= −〈∇fi,∇fj〉+

fj

fi
〈∇fi,∇fi〉 − 〈∇fi,∇fj〉+

fi

fj
〈∇fj ,∇fj〉

que dá lugar á que segue

−K
iPjf2

j −K
jPif2

i = ‖fj∇fi − fi∇fj‖2 ¤(6.6)

O seguinte Corolario está englobado polo Corolario 5.3.3 dado no caṕıtulo anterior, sen
embargo, presentámolo aqúı de novo cunha demostración alternativa baseada no Teorema
6.1.1.

Corolario 6.1.2 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped localmente

conformemente chan. Entón, todas as fibras con dimensión maior que un teñen curvatura
seccional constante positiva excepto, ó sumo, unha delas.

Demostración.
Polo Teorema 5.1.1 tódalas fibras teñen curvatura seccional constante e, polo Teorema
2.1.5, empregando a notación do teorema anterior, KFi = −K

iPj , onde Fi é unha fibra
con dimensión maior que un. Entón, do Teorema 6.1.1 séguese a seguinte fórmula

KFif2
j + KFjf2

i = ‖fj∇fi − fi∇fj‖2(6.7)

Dado que o lado dereito da igualdade é non negativo, KFi e KFj non poden ser os dous
negativos. Se KFi = KFj = 0, entón ‖fj∇fi − fi∇fj‖ = 0, e polo tanto

∇fi

fi
=
∇fj

fj

pero isto significa que ∇(Logfi) = ∇(Logfj) ou, equivalentemente, ∇(Log fi
fj

) = 0, entón

Log fi
fj

é constante e tamén o é fi
fj

; pero isto non é posible tendo asumido o criterio que
adoptamos inicialmente sobre as funcións de deformación.
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Temos, polo tanto, que dadas dúas fibras, unha delas ten curvatura estrictamente
positiva. Se a outra ten curvatura negativa ou nula, repetindo o argumento anterior coas
outras fibras (con dimensión maior que un), chegamos a que esa será a única con curvatura
non positiva. ¤

6.2 Productos multiwarped con base compacta

O principal resultado desta sección amosa a imposibilidade de constrúır productos multi-
warped localmente conformemente chans con máis dunha fibra se a base é compacta.

Teorema 6.2.1 Sexa B unha variedade compacta de dimensión s ≥ 2. Se M = B ×f1

F1 × · · · ×fk
Fk é un producto multiwarped localmente conformemente chan, entón k = 1,

i.e., os únicos productos multiwarped localmente conformemente chans con base compacta
son productos warped.

Demostración.
Supóñase k > 1. Collendo fi, fj con i, j ∈ {1, . . . , k}, a variedade

1
f2

i

B × f1
fi

F1 × · · · F̂i · · · × fk
fi

Fk

ten curvatura seccional constante, e, polo tanto, tamén 1
f2

i
B ten curvatura constante, que

é compacta por hipótese. Análogamente,

1
f2

j

B × f1
fj

F1 × · · · F̂j · · · × fk
fj

Fk

e 1
f2

j
B teñen curvatura seccional constante. Pero 1

f2
j
B é unha transformación conforme

mediante f2
i

f2
j

de 1
f2

i
B e, por [18] (véxase tamén [24] e [31]), 1

f2
i
B e 1

f2
j
B teñen que ser esferas

euclidianas de un certo radio.
Por outro lado, da ecuación (6.1) no Teorema 6.1.1, 1

f2
i
B ou 1

f2
j
B ten curvatura seccional

constante negativa, mais isto é unha contradicción co feito de seren ambalas dúas esferas
euclidianas e, consecuentemente, de curvatura positiva. ¤

Observación 6.2.2 O estudio dos productos warped localmente conformemente chans
con base a esfera Ss foi desenvolvido ó longo do Caṕıtulo 2. Nótese que en virtude do
Teorema de Kuiper, a única variedade compacta simplemente conexa que pode ser base
dun producto warped localmente conformemente chan é a esfera euclidiana [20]. Sen
embargo, debilitando a condición de ser simplemente conexa, é sinxelo construir exemplos
como segue:
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Considerando o toro chan Ts, sexa f unha función positiva definida sobre Ts. Entón
o producto warped (

Ts, f2gTs

)×f

(
Rd, gRd

)

é localmente conformemente chan.

6.3 Productos multiwarped con base completa e simple-
mente conexa de curvatura seccional constante

Nesta sección estudiamos os productos multiwarped localmente conformemente chans con
base completa. Como vimos facendo ó longo do traballo, restrinx́ımonos ó caso no que a
base ten curvatura seccional constante. Ademais, supoñendo que B é un espacio modelo
(B = Rs ou B = Hs) téñense situacións completamente opostas, como veremos.

Teorema 6.3.1 Sexa s > 1, o producto multiwarped M = Rs ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk é

localmente conformemente chan se e só se k = 1 e a función de deformación f é da forma
seguinte

f(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c

para uns certos escalares a, c > 0 e un vector −→b ∈ Rs, verificando ‖−→b ‖2 − 4ac = KFi se
dimFi > 1.

Demostración.
Supoñamos que o número de fibras é k > 1 para obter unha contradicción. Sexan f1, f2

dúas funcións de deformación diferentes. Do Teorema 6.1.1 e a ecuación (6.1), alo menos
unha entre k1 e k2 é estrictamente positiva, onde −k1 e −k2 son as curvaturas de 1

f2
1
gRs

e 1
f2
2
gRs , respectivamente. Dado que son transformacións de Möbius en Rs, son da forma

fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,−→x 〉 + ci, i = 1, 2, e a curvatura seccional −k1,−k2 tras a trans-
formación conforme é estrictamente positiva como vimos no Caṕıtulo 2 (Lema 2.3.2 e
Teorema 2.3.3). Pero isto supón unha contradicción que provén do feito de supoñer
k > 1. Entón M é, de feito, un producto warped, e a función de deformación ten a
forma f(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+c, a, c > 0, verificando a condición (5.5) se dimFi > 1.¤

Observación 6.3.2 No resultado anterior facemos uso do Teorema 6.1.1 para deducir
que k1 ou k2 é positivo. No caso en que tódalas fibras teñan dimensión maior que un non
é necesario recurrir a el, pois o Teorema 5.3.3 garante que como moito unha de k1, k2 é
negativa ou nula, co que alo menos unha é positiva, de onde, de novo polo Lema 2.3.2,
acádase unha contradicción.

No caṕıtulo anterior atopamos unha cota superior para o número de fibras que pode
ter un producto multiwarped localmente conformemente chan. Ademais, para atoparmos
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esta cota traballamos dende un punto de vista local, é dicir, que non podemos atopar
ningunha variedade cumplindo que no entorno dun punto verifique a condición de ser
conformemente chá e ter máis de s + 2 fibras (tendo como base do producto multiwarped
unha variedade de dimensión s). Acabamos de ver tamén no presente caṕıtulo, que se a
base é unha variedade compacta ou o espacio euclidiano Rs non pode haber máis dunha
fibra se o producto multiwarped é localmente conformemente chan, independentemente
da dimensión da base. Dos tres espacios modelos, Rs, Hs e Ss, resta por ver como se
comporta o espacio hiperbólico como base dun producto tal.

Sabemos, ademais, que se a base ten dimensión s de ningún xeito pode ter máis de
s + 2 fibras, pero veremos no seguinte exemplo que cando a base é o espacio hiperbólico
s-dimensional, é posible alcanzar o máximo número de fibras.
Exemplo. Sexa Hs ×f1 R× · · · ×fs+2 R un producto multiwarped coas funcións de defor-
mación dadas polos vectores seguintes (empregamos a notación introducida na Observacion
5.3.4):

−→
ξ 1 = (1, . . . , 1, 1, s + 2, s+4

4 , s + 1)−→
ξ 2 = (1, . . . , 1, 1, s, s+2

4 , s− 1)−→
ξ 3 = (0, . . . , 0, 0, 3, 1, 2)−→
ξ 4 = (0, . . . , 0, 0, 1, 2, 1

2 , 2)−→
ξ 5 = (0, . . . , 0, 1, 0, 2, 1

2 , 2)−→
ξ 6 = (0, . . . , 1, 0, 0, 2, 1

2 , 2)
... =

...−→
ξ s+2 = (1, 0, . . . , 0, 2, 1

2 , 2)

é dicir, que as funcións, escritas na súa forma habitual son:

f1(−→x ) =
s+4
4
‖−→x ‖2+x1+···+xs−1+(s+2)xs+s+1

xs

f2(−→x ) =
s+2
4
‖−→x ‖2+x1+···+xs−1+s xs+s−1

xs

f3(−→x ) = ‖−→x ‖2+3 xs+2
xs

f4(−→x ) =
‖−→x ‖2

2
+xs−1+2 xs+2

xs

f5(−→x ) =
‖−→x ‖2

2
+xs−2+2 xs+2

xs

f6(−→x ) =
‖−→x ‖2

2
+xs−3+2 xs+2

xs
...

...

fs+2(−→x ) =
‖−→x ‖2

2
+x1+2 xs+2

xs

este producto cumple as condicións do Teorema 5.3.5 e, polo tanto, é localmente con-
formemente chan. Ademais, as función fi aśı definidas son positivas en todo o semiplano
hiperbólico, pois cumplen as condicións dadas no Lema 2.3.6. Desta maneira, temos
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exemplos globais, con base o espacio hiperbólico de dimensión arbitraria, de productos
multiwarped localmente conformemente chans e co máximo número de fibras posible.

Por simplicidade, no exemplo anterior escolléronse fibras de dimensión 1, pero pode-
ŕıanse coller de dimensión maior sen máis que ter en conta que o valor da curvatura está
dado pola función de deformación.

Como conclusión ás precedentes consideracións sobre os productos multiwarped con
base o espacio hiperbólico, temos o seguinte teorema.

Teorema 6.3.3 Sexa M = Hs ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk, con s > 1, un producto multiwarped

localmente conformemente chan. Entón k ≤ s + 2 e as funcións fi son da forma

fi(−→x ) =
ai‖−→x ‖2 + 〈−→bi,

−→x 〉+ ci

xs

con ai > 0, ci ∈ R e −→bi ∈ Rs verificando unha das dúas condicións

1. 4aici − ‖−→b i‖2 > 0

2. 4aici − (b2
i1 + · · ·+ b2

i(s−1)) ≥ 0 e bis ≥ 0

Ademais, pódense atopar funcións f1, . . . , fs+2 deste tipo de modo que Hs ×f1 F1 ×
· · · ×fs+2 Fs+2 sexa localmente conformemente chan, onde unha das fibras ten curvatura
negativa e s + 1 teñen curvatura positiva.

Inversamente, o seguinte corolario permite crear exemplos de productos multiwarped
localmente conformemente chans con base o espacio hiperbólico.

Corolario 6.3.4 Sexa M = Hs ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped, entón se as

fibras teñen curvatura seccional constante e as funcións de deformación son da forma

fi(−→x ) =
ai‖−→x ‖2 + 〈−→bi,

−→x 〉+ ci

xs

con ai > 0, ci ∈ R e −→bi ∈ Rs e verifican unha das condicións seguintes

1. 4aici − ‖−→b i‖2 > 0

2. 4aici − (b2
i1 + · · ·+ b2

i(s−1)) ≥ 0 e bis ≥ 0

e, ademais, as funcións xsfi verifican as ecuacións (5.4) e (5.5), entón M é localmente
conformemente chan.

Demostración.
Dado que o espacio hiperbólico pode ser obtido como cambio conforme global do espacio
euclidiano, o resultado obtense a partir dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.5. ¤
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Caṕıtulo 7

Aplicacións

Como foi mencionado en diversas ocasións ó longo desta memoria, os productos warped
foron introducidos en [5] co obxecto de estudiar variedades con curvatura seccional negati-
va. Por este motivo, semella natural estudiar cándo os productos multiwarped, que xene-
ralizan ós anteriores baixo dous puntos de vista diferentes (Observación 1.6.1), teñen cur-
vatura seccional nonpositiva. A primeira sección do caṕıtulo está adicada a este propósito;
nela empregaremos o teorema seguinte, que xeneraliza o Teorema 5.2.5 a productos mul-
tiwarped con base de curvatura seccional constante. A proba deste resultado é análoga á
do xa mencionado Teorema 5.2.5, e obviámola:

Teorema 7.0.1 Sexa M = B×f1 F1× · · · ×fk
Fk un producto multiwarped con base B de

curvatura seccional constante. Entón M é localmente conformemente chan se e só se:

(i) Hfi = ∆fi

s g para todo i ∈ {1, . . . , k}.
(ii) Para todo i 6= j, cúmprese a ecuación

∆fi

s fi
+

∆fj

s fj
+ KB =

〈∇fi,∇fj〉
fifj

(7.1)

(iii) Se dimFi ≥ 2, entón Fi ten curvatura seccional constante KFi e cúmprese

‖∇fi‖2

f2
i

=
KFi

f2
i

+ 2
∆fi

s fi
+ KB(7.2)

Para variedades localmente conformemente chás, baixo as hipóteses de completitude e
nonnegatividade do tensor de Ricci, existe unha clasificación [37] que reduce as posibili-
dades, agás conformalidade, a Sn, Rn e R× Sn−1. Veremos na Sección 7.2 cómo construir
exemplos de productos multiwarped localmente conformemente chans con tensor de Ricci
nonpositivo, que non pertencen ás clases análogas das anteriormente citadas, isto é, as
dadas por Hn, Rn e R × Hn−1. Deste modo, probamos que, de darse unha clasificación
similar para variedades con tensor de Ricci nonpositivo, teriamos unha maior riqueza na
diversidade de clases que a constitúısen.

89
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7.1 Curvatura seccional non positiva

O estudio do carácter positivo ou negativo da curvatura seccional en variedades riemannia-
nas entraña a dificultade que conleva a comprobación deste feito con respecto a cada plano
mais, no caso de productos multiwarped, o seguinte resultado simplifica enormemente esta
tarefa.

Lema 7.1.1 Sexa M = B×f1F1×· · ·×fk
Fk un producto multiwarped localmente conforme-

mente chan de dimensión n e con base de curvatura seccional constante. Sexa {E1, . . . , En}
unha base ortogonal respecto da cal se verifica KEiEj ≥ 0 (respectivamente, KEi,Ej ≤ 0).
Entón K ≥ 0 (respectivamente, K ≤ 0).

Demostración.
Supoñamos KEi,Ej ≥ 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}. Sexan U, V ∈ X(M) distintos; pódense
escribir como combinación linear dos elementos da base U =

∑n
a=1 uaEa e V =

∑n
b=1 vbEb.

Entón
KUV =

R(U, V, U, V )
〈U,U〉〈V, V 〉 − 〈U, V 〉2

Dado que o denominador é sempre positivo, basta con ver que R(U, V, U, V ) ≥ 0. Tense

R(U, V, U, V ) =
n∑

i=1

n∑

j=1

n∑

l=1

n∑

m=1

uivjulvmR(Ei, Ej , El, Em)

pero polo Lema 3.1.1, tendo en conta que cada función de deformación verifica a ecuación
de Möbius e tanto a base coma as fibras teñen curvatura seccional constante, os únicos
sumandos que non se anulan son os da forma u2

i v
2
j R(Ei, Ej , Ei, Ej) ou ben os da forma

uivjujviR(Ei, Ej , Ej , Ei). Aśı, obtemos

R(U, V, U, V ) =
n∑

i=1

n∑

j=1

(
u2

i v
2
j R(Ei, Ej , Ei, Ej) + uiujvjviR(Ei, Ej , Ej , Ei)

)

que se pode escribir de modo equivalente como

R(U, V, U, V ) =
∑n

i=1

∑n
j=i+1(u

2
i v

2
j − 2uiujvjvi + u2

jv
2
i )R(Ei, Ej , Ei, Ej)

=
∑n

i=1

∑n
j=i+1(uivj − ujvi)2R(Ei, Ej , Ei, Ej)

e, dado que cada sumando é non negativo, obtense que tamén o é a suma. Para o caso en
que KEiEj ≤ 0 o resultado é análogo. ¤

En [5], danse condicións necesarias e suficientes para que un producto warped teña
curvatura seccional negativa. Dado que neste traballo vimos de abordar o estudio dos
productos multiwarped, que xeneralizan ós aĺı descritos, e coa hipótese adicional da confor-
malidade chá local, estudiaremos nesta sección os productos multiwarped localmente con-
formemente chans con curvatura secccional non positiva. Ademais, dado o destacado papel
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que veñen xogando os espacios modelo de curvatura seccional constante, restrinxirémonos
a productos multiwarped con base Rs, Hs ou Ss.

Teorema 7.1.2 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped localmente

conformemente chan con curvatura seccional K.

(i) Se B = Rs entón k = 1 e sempre se cumple K ≤ 0.

(ii) Se B = Hs as funcións de deformación son da forma fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2+〈−→b i,
−→x 〉+ci

xs
e

condicións necesarias e suficientes para que K ≤ 0 son

(ii.a) fi ≥ 2bis se dim Fi ≥ 2 e

(ii.b) 1 ≥ bis
fi

+ bjs

fj
para cada dúas funcións de deformación.

(iii) Se B = Ss nunca se cumple K ≤ 0.

Demostración.
Por ser M un producto multiwarped localmente conformemente chan con base de curvatura
seccional constante KB, verif́ıcanse as ecuacións seguintes (Teorema 7.0.1):

1. Hfi = ∆fi
s g

2. Se dimFi ≥ 2, entón KFi é constante e ‖∇fi‖2
f2

i
= 2∆fi

sfi
+ KFi

f2
i

+ KB

3. 〈∇fi,∇fj〉
fifj

= 1
s

(
∆fi
fi

+ ∆fj

fj

)
+ KB

Entón, do Lema 3.1.2 obtéñense as condicións

(a) KXY = KB
XY ≤ 0

(b) KXUi = −Hfi
(X,X)

fi‖X‖2 ≤ 0

(c) KUiVi = 1
f2

i
KFi

UiVi
− ‖∇fi‖2

f2
i

≤ 0

(d) KUiUj = − 〈∇fi,∇fj〉
fifj

≤ 0

que se poden reescribir

(a) KB
XY ≤ 0

(b) ∆fi

sfi
≥ 0

(c) 1
f2

i
KFi − (2∆fi

sfi
+ KFi

f2
i

+ KB) = −(2∆fi
sfi

+ KB) ≤ 0 ⇒ 2∆fi
sfi

+ KB ≥ 0

(d) 1
s

(
∆fi

fi
+ ∆fj

fj

)
+ KB ≥ 0

Da condición (a) obtemos (iii) do teorema. Vexamos (i) e (ii).
Se B = Rs, polo Teorema 6.3.1, só pode haber unha fibra, a función de deformación é

da forma f(−→x ) = a‖−→x ‖2 + 〈−→b ,−→x 〉+ c e as condicións anteriores redúcense a:

(b′) 2a
f ≥ 0
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(c′) 4a
f ≥ 0

onde (b′) e (c′) son equivalentes, co que temos probado (i), pois tomamos sempre a > 0.

Se B = Hs entón as funcións de deformación son da forma fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2+〈−→b i,
−→x 〉+ci

xs

e, tendo en conta que ∆fi = sfi − sbis (esta expresión obtense do apartado (iv) do Lema
1.4.1 tendo en conta que o espacio hiperbólico vén dado por unha transformación conforme
do euclidiano), as condicións anteriores escŕıbense como:

(b′′) sfi−sbis
sfi

= 1− bis
fi
≥ 0

(c′′) 2 sfi−sbis

sfi
− 1 = 1− 2 bis

fi
≥ 0

(d′′) 1
s

(
sfi−sbis

fi
+ sfj−sbjs

fj

)
− 1 = 1− bis

fi
− bjs

fj
≥ 0

Analicemos a condición (b′′). Tense 1− bis
fi
≥ 0, pero isto é equivalente a fi ≥ bis, é dicir,

que se ten a desigualdade:

ai‖−→x ‖2 + 〈−→bi,
−→x 〉+ ci

xs
≥ bis

ou, equivalentemente,
(
ai(x2

1 + · · ·+ x2
s−1) + bi1x1 + · · ·+ bi(s−1)xs−1 + ci

)
+ aix

2
s ≥ 0

pero esta condición é verificada por calquera función de deformación para Hs, como vimos
nas condicións expresadas no Lema 2.3.6. De (c′′) e (d′′) obtéñense, respectivamente, (ii.a)
e (ii.b). ¤

Observación 7.1.3 Nótese que as condicións (a), (b) e (c), dadas no curso da demostra-
ción anterior, identif́ıcanse coas condicións do Teorema 7.5 de [5], para que un producto
warped teña curvatura seccional negativa.

Desenvolvendo as condicións do teorema anterior para o caso en que a base do producto
multiwarped é o espacio hiperbólico, obtense o resultado seguinte.

Corolario 7.1.4 Sexa M = Hs ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped localmente

conformemente chan con curvatura seccional non positiva. Entón M posúe ó sumo unha
fibra de dimensión maior que un, e esta ten, necesariamente, curvatura non positiva.

Demostración.
A condición (ii.a) é fi ≥ 2bis, é dicir:

ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,
−→x 〉+ ci

xs
≥ 2bis

ou,
ai‖−→x ‖2 + 〈(bi1, . . . , bi(s−1),−bis),−→x 〉+ ci ≥ 0

O anterior paraboloide será positivo cando se cumpla unha das dúas condicións seguintes:
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1. 4aici − ‖bi‖2 > 0

2. bis ≤ 0 e 4aici − (b2
i1 + · · ·+ b2

i(s−1)) ≥ 0

que non son disxuntivas. Atendendo á condición 2 e á segunda condición dada no Lema
2.3.6, dedúcese que os únicos casos que se poden dar son aqueles en que 4aici−‖−→b i‖2 > 0
ou 4aici−‖−→b i‖2 = 0 con bis ≥ 0. Polo tanto, dado que nunca se cumple 4aici−‖−→b i‖2 < 0,
a esfera non pode ser fibra dun producto multiwarped deste tipo, e só pode haber fibras con
curvatura seccional constante negativa ou cero. Non obstante, o Corolario 5.3.3 asegúranos
que só pode haber unha fibra de dimensión maior que un con curvatura seccional non
positiva e, aśı, un producto multiwarped destas caracteŕısticas só pode ter unha fibra con
dimensión maior que un. ¤

Á vista do Teorema 7.1.2, dado que pretendemos atopar exemplos de productos mul-
tiwarped con curvatura seccional non positiva, a base que ofrece máis liberdade á hora
de escoller as fibras é o espacio hiperbólico. Atendendo ó Corolario 7.1.4, non se poden
constrúır exemplos cunha fibra de curvatura seccional positiva. Unha vez exclúıdo este
caso, os dous exemplos seguintes mostran cada unha das posibilidades. Posto que só pode
haber unha fibra con dimensión maior que un, constrúımos cada exemplo con dúas fibras,
unha das cales é R. No Exemplo 7.1.5 unha fibra ten curvatura seccional negativa e no
Exemplo 7.1.6 a fibra con dimensión maior que un é chá.

Exemplo 7.1.5 Consideremos o espacio H2 ×H2 × R e denotemos os puntos do espacio
por −→x = (x1, x2, x3, . . .). Definimos a métrica seguinte:

g(−→x ) =




1
x2
2

0 0 0 0
0 1

x2
2

0 0 0
0 0 f2

1 (−→x ) 1
x2
4

0 0
0 0 0 f2

1 (−→x ) 1
x2
4

0
0 0 0 0 f2

2 (−→x )




para as funcións

f1(−→x ) =
1
2
‖−→x ‖2+x2+1

x2

f2(−→x ) =
1
4
‖−→x ‖2+x2+ 1

2
x2

Esta variedade ten estructura de producto multiwarped e é localmente conformemente
chá. A súa curvatura seccional vén dada polas expresións do Lema 3.1.2; aśı tense, para
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X, Y ∈ X(H2), U1, V1 ∈ X(H2) e U2 ∈ X(R):

KXY = −1

KU1V1 = −x2
1+(x2−1)2+1

2x2f1

KXU1 = −x2
1+x2

2+2
2x2f1

KXU2 = −x2
1+x2

2+2
4x2f2

KU1U2 = −x4
1+(−2+x2

2)2+2x2
1(2+x2

2)

8x2
2f1f2

que en cada caso é menor ou igual que cero.

Exemplo 7.1.6 Consideremos o espacio H2 × R2 × R e, coma no exemplo anterior, de-
notamos −→x = (x1, x2, x3, . . .), onde definimos a métrica seguinte:

g(−→x ) =




1
x2
2

0 0 0 0
0 1

x2
2

0 0 0
0 0 f2

1 (−→x ) 0 0
0 0 0 f2

1 (−→x ) 0
0 0 0 0 f2

2 (−→x )




para as funcións

f1(−→x ) =
1
4
‖−→x ‖2+x1+1

x2

f2(−→x ) =
1
2
‖−→x ‖2+2x1+x2+2

x2

Ó igual que no exemplo anterior a variedade é un producto multiwarped localmente con-
formemente chan. Ademais, para X,Y ∈ X(H2), U1, V1 ∈ X(R2) e U2 ∈ X(R):

KXY = −1
KU1V1 = −1
KXU1 = −1
KXU2 = −x2

1+x2
2+4x1+4

2x2f2

KU1U2 = −x2
1+x2

2+4x1+4
2x2f2

que, como se pode comprobar, é menor ou igual que cero para calquera dos planos.

O Corolario 7.1.4 dá unha interpretación da condición (ii.a) do Teorema 7.1.2, ob-
tendo importantes restriccións no posible número de fibras con dimensión maior que un
para un producto multiwarped localmente conformemente chan con K ≤ 0. Na seguinte
observación trataremos de achegarnos xeométricamente á condición (ii.b).
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Observación 7.1.7 A condición (ii.b) expresa a restricción entre cada dúas funcións de
deformación, dada pola expresión 1 ≥ bis

fi
+ bjs

fj
. Obsérvese en primeiro lugar que, se fi e

fj son funcións verificando a condición (ii.a), tamén verifican a condición (ii.b), pois

bis

fi
≤ 1

2
,
bjs

fj
≤ 1

2
⇒ 1 ≥ bis

fi
+

bjs

fj

Por outro lado, na proba do Corolario 7.1.4 vimos que a condición (ii.a) equivale a
ai‖−→x ‖2+〈(bi1, . . . , bi(s−1),−bis),−→x 〉+ci ≥ 0. Mais, como vimos no Corolario 5.3.3, só unha
fibra pode verificar 4aici − ‖−→b i‖2 ≥ 0, co que se fai necesaria unha maior profundidade
na análise destas condicións.

As interseccións dos paraboloides co plano xs+1 = 0 son disxuntas.

Atendamos a estas consideracións puntualmente para dar unha interpretación xeomé-
trica á condición de compatibilidade entre funcións de deformación (ii.b). As funcións
que verifican 4aici − ‖−→b i‖2 < 0, estendidas a todo o conxunto Rs, son negativas no
hiperplano negativo (con respecto á coordenada xs). Agora ben, para calquera destas

funcións fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2+〈−→b i,
−→x 〉+ci

xs
existe un conxunto U onde fi(U) ≤ 0, e, por simetŕıa,

existe un conxunto C = {−→x : (x1, . . . , xs−1,−xs)} contido en Hs no que a función f̃i(−→x ) =
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fi(x1, . . . , xs−1,−xs) é negativa. Sendo aśı, tense:

ai‖−→x ‖2 + 〈(bi1, . . . , bi(s−1),−bis),−→x 〉+ ci ≤ 0

co que
ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,

−→x 〉+ ci

2xs
≤ bis

e, entón, bis

fi(
−→x )

≥ 1
2 . Pero cando isto se cumpla, é dicir, en U , debe verificarse (atendendo

a (ii.b)) para calquera j 6= i,
bjs

fj(−→x )
≤ 1

2

é dicir, que f̃j(−→x ) ≥ 0 para x ∈ U . Dito doutro xeito, as funcións de deformación non
poden ser nonpositivas simultaneamente. Na figura, o plano representa o semiespacio
xs ≤ 0, entón as interseccións dos paraboloides co plano non poden ter ningún punto en
común.

7.2 Tensor de Ricci non positivo

Esta sección condúcenos a un exemplo, con estructura de producto multiwarped e local-
mente conformemente chan con base de curvatura seccional constante, no que o tensor de
Ricci é nonpositivo. O feito de ter curvatura seccional nonpositiva garante que o tensor de
Ricci tamén o sexa, polo que é apto para este propósito calquera dos exemplos da sección
anterior. Sen embargo, a conversa non é certa, e isto tamén será posto de manifesto cos
exemplos dados nesta sección.

Desenvolvemos a continuación as expresións non nulas dadas no Lema 3.1.3 para o
tensor de Ricci dun producto multiwarped, é dicir, as compoñentes do tensor de Ricci
que corresponden a considerar dous vectores na base ou en cada unha das fibras. O noso
propósito é estudiar os autovalores do operador de Ricci, se ben as expresións que temos
son para o tensor de tipo (0, 2), tomamos vectores ortonormais que representaremos por
X ∈ X(B) e Ui ∈ X(Fi) e, aśı, obtemos:

ρ(X,X) = ρB(X, X)−∑k
i=1

Hfi
(X,X)

fi
di = (s− 1)KB −∑k

i=1 di
∆fi

sfi

ρ(Ui, Ui) = ρFi(Ui, Ui)−
(

∆fi

fi
+ (di − 1)‖∇fi‖2

f2
i

+
∑

j 6=i dj
〈∇fi,∇fj〉

fifj

)

= (di − 1)KFi −
(
s∆fi

sfi
+ (di − 1)(2∆fi

sfi
+ KFi

f2
i

+ KB)

+
∑

j 6=i dj

(
1
s (∆fi

fi
+ ∆fj

fj
) + KB

))

= −
(
(s + 2di − 2)∆fi

sfi
+ (n− s− 1)KB + (n− s− di)∆fi

sfi
+

∑
j 6=i dj

∆fj

sfj

)

= −
(
(n− 2)∆fi

sfi
+ (n− s− 1)KB +

∑
j dj

∆fj

sfj

)

= −
(
(n− 2)∆fi

sfi
+ (n− 2)KB +

∑
j dj

∆fj

sfj
− (s− 1)KB

)
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onde di = dimFi.
Destas expresións dedúcese o teorema seguinte, que describe os casos en que a base é

Rs, Hs e Ss.

Teorema 7.2.1 Sexa M = B ×f1 F1 × · · · ×fk
Fk un producto multiwarped localmente

conformemente chan. Denotando n = dimM e di = dimFi, tense:

(i) Se B = Rs entón k = 1 e sempre se cumple ρ ≤ 0.

(ii) Se B = Hs as funcións de deformación son da forma fi(−→x ) = ai‖−→x ‖2+〈−→bi ,
−→x 〉+ci

xs
e

condicións necesarias e suficientes para que ρ ≤ 0 son
(ii.a) (n− 1)−∑k

i=1 di
bis
fi
≥ 0 e

(ii.b) (n− 1)− (n− 2) bis
fi
−∑

j dj
bjs

fj
≥ 0

(iii) Se B = Ss nunca se cumple ρ ≤ 0.

Demostración.
Se B = Rs o producto multiwarped só pode ter unha fibra (Teorema 6.3.1), que debe
verificar a condición:

∆fi

sfi
≥ 0

e, dado que a función de deformación ten a forma f(x) = a‖−→x ‖2 +〈−→b ,−→x 〉+c, a condición
anterior tradúcese en que a ≥ 0, co que non temos condicións neste caso, e sempre se
cumple ρ ≤ 0.

Se B = Hs, entón as funcións de deformación teñen a forma

fi(−→x ) =
ai‖−→x ‖2 + 〈−→b i,

−→x 〉+ ci

xs

e deben verificarse as condicións seguintes:

(s− 1) +
k∑

i=1

di
∆fi

sfi
≥ 0

e
(n− 2)

∆fi

sfi
− (n− s− 1) +

∑

j

dj
∆fj

sfj
≥ 0

Pero tendo en conta que ∆fi = sfi − sbis, redúcense a:

(n− 1)−
k∑

i=1

di
bis

fi
≥ 0

e

(n− 2)
sfi − sbis

sfi
− (n− s− 1) +

∑

j

dj
sfj − sbjs

sfj
= (n− 1)− (n− 2)

bis

fi
−

∑

j

dj
bjs

fj
≥ 0
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Se B = Ss, entón polo Teorema 6.2.1 só pode haber unha fibra. Pero, tomando a
expresión de ρ(X, X), onde X ∈ X(B), vemos que é positivo, pois neste caso KB > 0
e ∆f(−→x ) < 0, para algún −→x ∈ Ss, dado que ∆ψ = − τ

n−1ψ con ψ autofunción para o
laplaciano, como vimos no Lema 2.3.11. ¤

É un feito ben coñecido, como xa recalcamos na introducción da sección, que se unha
variedade ten curvatura seccional constante nonpositiva, tamén o seu tensor de Ricci será
non positivo. Por este motivo, calquera exemplo dado na sección anterior verifica as
condicións dadas no teorema precedente. Sen embargo, non se verifica a conversa, é dicir,
existen variedades con curvatura seccional positiva en algún punto e con tensor de Ricci
nonpositivo, como amosa o seguinte exemplo.

Exemplo 7.2.2 Sexa o producto multiwarped H2 ×f1 S2 ×f2 S2 coas métricas usuais, ou
sexa, consideramos a métrica

g(−→x ) =




1
x2
2

0 0 0 0 0
0 1

x2
2

0 0 0 0
0 0 f2

1 (−→x ) 0 0 0
0 0 0 f2

1 (−→x )Sen(x3)2 0 0
0 0 0 0 f2

2 (−→x ) 0
0 0 0 0 0 f2

2 (−→x )Sen(x5)2




e como funcións de deformación tomamos:

f1(−→x ) = ‖−→x ‖2+3x2+2
x2

f2(−→x ) =
1
2
‖−→x ‖2+x1+2x2+2

x2

A variedade é localmente conformemente chá (basta ver que atende ás condicións do
Teorema 6.3.4) e, tras os tediosos cálculos que permiten calcular os autovalores do tensor
de Ricci, obtéñense os tres seguintes, cada un deles con multiplicidade dous:

ρ1 = −5x4
1+10x3

1+16x2
1+20x1+20

2x2
2f1f2

− 21x3
2+33x2

2+60x2+20

2x2
2f1f2

− 9(x1+x2)2

2x2
2f1f2

−5(x1+x2
2)2

2x2
2f1f2

− 21x2
1x2

2x2
2f1f2

− 5x2
1x2

2

x2
2f1f2

ρ2 = −5x4
1+10x3

1+16x2
1+20x1+20

2x2
2f1f2

− 9x3
2−7x2

2+12x2+20

2x2
2f1f2

− (3x1−x2)2

2x2
2f1f2

−5(x1+x2
2)2

2x2
2f1f2

− 9x2
1x2

2x2
2f1f2

− 5x2
1x2

2

x2
2f1f2

ρ3 = −5x4
1+10x3

1+16x2
1+20x1+20

2x2
2f1f2

− 5x3
2−15x2

2+28x2+20

2x2
2f1f2

− 9(x1+x2)2

2x2
2f1f2

−5(x1+x2
2)2

2x2
2f1f2

− 5x2
1x2

2x2
2f1f2

− 5x2
1x2

2

x2
2f1f2
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Nótese que en cada sumando o signo do denominador está determinado polo producto
das funcións de deformación, co que é sempre positivo, e o numerador de cada sumando é
sempre non negativo.

Non obstante, esta variedade non ten curvatura seccional nonpositiva, pois sabemos
polo Corolario 7.1.4 que nese caso non podeŕıa haber dúas fibras con dimensión maior que
un se a base é o espacio hiperbólico.

Exemplo 7.2.3 O exemplo precedente pódese ampliar con dúas fibras máis, obtendo aśı
a cota de 4 fibras para a base de dimensión 2. Aśı, o producto warped

H2 ×f1 H
2 ×f2 S

2 ×f3 S
2 ×f4 S

2

con
f1(−→x ) =

3
2
‖−→x ‖2+x1+4x2+3

x2

f2(−→x ) = ‖−→x ‖2+3x2+2
x2

f3(−→x ) =
1
2
‖−→x ‖2+x1+2x2+2

x2

f4(−→x ) = ‖−→x ‖2+x1+2x2+1
x2

é localmente conformemente chan e o seu tensor de Ricci é menor ou igual que cero, como
se pode comprobar a partir de (ii) no Teorema 7.2.1.

Observación 7.2.4 Na referencia [37], dáse unha clasificación das variedades completas
localmente conformemente chás con ρ ≥ 0, obtendo como resultado as clases representadas
polos tres espacios: Sn, Rn e R×Sn−1. Neste caṕıtulo proporcionamos mediante productos
multiwarped diferentes exemplos de variedades localmente conformemente chás con ρ ≤ 0.
Á vista destes exemplos, e ante a posibilidade de xerar outros moitos con base de dimensión
maior (co consecuente aumento no posible número de fibras), ponse de manifesto que
unha clasificación análoga á dada en [37] para ρ ≤ 0 posuiŕıa unha maior diversidade de
variedades e, por tanto, unha maior complexidade.
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