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Abstract

Isothermal coordinate systems in Riemannian surfaces are generalized in a natural way by
locally conformally flat manifolds. Although there is not a complete classification of this
sort of manifolds when their dimension is greater than two, there exist some important
results under suitable topological conditions. Among those a relevant role is played by
Kuiper’s Theorem: a compact simply connected locally conformally flat manifold is iso-
metric to an Euclidean sphere [20]. We are also interested in the following, due to Zhu
[37]: the universal cover of a complete locally conformally flat manifold with nonnegative
Ricci curvature is in the conformal class of R™, S™ or S®! x R. In spite of these results,
among many others, there is a lack of information concerning negative curvature.

The aim of this work is to obtain new examples of complete locally conformally flat
manifolds with negative Ricci curvature. In order to do that, we use a geometric construc-
tion introduced by Bishop and O’Neill [5], which was extensively used to create examples
of complete manifolds with negative curvature, called warped products. Apart from this
kind of manifolds, we will study some generalizations like twisted products or multiply
warped products. We will focus in multiply warped products, since twisted products can
be reduced to warped products under our essential assumption of local conformal flatness
(if the base and the fiber are not one-dimensional), as it is shown in Teorema 1.5.13.

Firstly, we give a characterization of locally conformally flat warped products (Chapter
2), based on the fact that any warped product is in the conformal class of a suitable direct
product. Such characterization provides the key for the later development of the study of
locally conformally flat multiply warped products.

In Chapter 3 the case of multiply warped products with one-dimensional base is ana-
lyzed, summarizing results in Teorema 4.3.1.; it provides a characterization of this prod-
ucts, showing that at most three fibers may occur. Later on multiply warped products
with base of dimension greater than two are approached, obtaining a characterization in
Teorema 5.3.5., as well as restrictions in the number of fibers (which must be less or equal
than the dimension of the base plus two).

Multiply warped products with topological conditions on their basis are the subjects
of Chapter 6, where Teorema 6.2.1. shows that if the base is compact, then the multiply
warped product is already a warped product (i.e., it only admits one fiber if it is locally
conformally flat). Special attention is paid to multiply warped products with base a model
space, R™, H" and S"™.
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As an application of the previous results, examples of complete locally conformally
flat manifolds of negative sectional curvature are obtained in Chapter 7. Also, multiply
warped spaces are used to construct new examples of complete locally conformally flat
manifolds of nonpositive Ricci curvature.



Introduccion

As variedades riemannianas localmente conformemente chds son unha xeneralizacién na-
tural da estructura conforme das superficies riemannianas. De feito, a posibilidade de
construir sistemas de coordenadas isotermais garante a existencia de transformaciéns con-
formes locais entre unha superficie de Riemann calquera e o plano euclidiano. Sen em-
bargo, en dimensions superiores, non toda variedade riemanniana admite unha estruc-
tura localmente conformemente ché e é, actualmente, un problema aberto o obter unha
boa clasificacién das variedades cunha estructura deste tipo. O estudio das propiedades
globais de variedades localmente conformemente chés foi iniciado por Kuiper [20], quen
clasificou as variedades compactas localmente conformemente chas simplemente conexas,
mostrando que son esferas. Posteriormente, Tani [30] probou que unha variedade local-
mente conformemente chéd, compacta, conexa e orientada con curvatura escalar constante
¢é isométrica a unha esfera se a sua curvatura de Ricci é positiva. Estes resultados foron
xeneralizados mais tarde por Cheng [8] e Zhu [37], obténdose finalmente que unha varie-
dade completa localmente conformemente ché con curvatura de Ricci non negativa estd na
clase conforme de R”, S” ou S* ! x R, onde S* denota a esfera euclidiana k-dimensional.

A pesar dos progresos realizados no estudio de variedades localmente conformemente
chés con curvatura de Ricci non negativa, é moi escasa a informacién que se dispén no
caso en que a curvatura de Ricci sexa non positiva. Obviamente, un paso previo a cal-
quera intento de clasificacion de tales variedades é o de dispor de exemplos significativos
das mesmas. Asi, é claro que R”, H” e H* ! x R proporcionan exemplos completos de
variedades localmente conformemente chas con curvatura de Ricci non positiva, onde HF
denota o espacio hiperbdlico k-dimensional. Polo tanto, o primeiro problema a estudiar é
a posible existencia de outros exemplos, & vista dos resultados conecidos para curvaturas
positivas.

Unha técnica amplamente utilizada para xenerar exemplos de variedades completas con
curvatura negativa baséase nunha construccién xeométrica sinxela descrita por Bishop e
O’Neill [5]: os productos warped (ou, nunha situacién mais xeral, os productos twisted
[28]). Tales estructuras consisten en deformar a métrica da variedade producto median-
te unha homotecia nun dos factores, a cal varia segundo os puntos do outro factor.
Na situacién mais sinxela, as superficies de revolucién son productos warped e, dunha
forma mais xeral, as coordenadas polares xeodésicas permiten unha descripcién local da
xeometria dunha variedade como producto warped.
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E cofecido [36] que, localmente, unha variedade producto localmente conformemente
ché é ché ou ben se reduce a un producto con dous factores de curvatura seccional constante
e oposta, sempre que as sias dimensiéns sexan maiores que un. Asi pois, se ben a técnica
de construir productos directos de variedades localmente conformemente chds non parece
efectiva & hora de producir novos exemplos, si o serd cando na variedade producto se
considere unha métrica producto deformado.

Dada a suia maior flexibilidade os productos warped supofien un recurso actualmente
en auxe para atopar exemplos de diversos tipos de variedades con diferentes caracteristicas,
xa que, a pesar de que a sia xeometria é relativamente sinxela, a funcién de deformacién
permite en moitos casos perturbar a xeometria da fibra e, en definitiva, a da variedade,
para adaptarse 0s requisitos esixidos. Seguindo o mesmo curso, xeneralizanse os produc-
tos warped de diversos modos, entre os que destacan os productos twisted (con pouco
interés no devir deste traballo, como se mostra no Teorema 1.5.13), e os productos mul-
tiwarped, nos que se basea a busca de exemplos de variedades localmente conformemente
chas con tensor de Ricci non positivo. Comezando por estudiar a conformalidade cha local,
caracterizanse localmente os productos multiwarped con esta propiedade (Teorema 5.3.5)
para obter, como consecuencia e globalizando o resultado, novos exemplos de variedades
completas localmente conformemente chds que, baixo certas condiciéns adicionais, tenen
curvatura seccional ou tensor de Ricci non positivo.

Cémpre sinalar que o feito que permitiu comprender as ecuaciéns diferenciais inhe-
rentes 4 estructura localmente conformemente chd dun producto warped ou multiwarped
radicou na propiedade de que todo producto warped estd na clase conforme dun determi-
nado producto directo. Esta propiedade esencial que, sen embargo, semella non ter sido
explotada con anterioridade no estudio dos productos deformados, é probablemente un
punto de partida adecuado para enfocar tanto o estudio de problemas de causalidade en
xeometria de Lorentz, como o estudio de puntos de corte 6 longo de xeodésicas nulas, dado
que ambos posten a caracteristica de invarianza conforme [1].

Dunha maneira mais precisa, o contido desta memoria estructirase segundo a descrip-
cién que se da a continuacién.

O Capitulo 1 adicase a introducir os conceptos bésicos para o desenvolvemento da
memoria e as propiedades necesarias para levar a cabo este estudio. Introdicense os
productos warped e twisted, estudiandose algins aspectos relacionados coa sta curvatura.
Ademais, dado que as transformacions conformes desempenan un papel fundamental neste
traballo; recordamos algins resultados relativos & sta influencia sobre operadores diferen-
ciais como o gradiente, o hessiano e o laplaciano. Tratanse no Capitulo 2 os productos
warped localmente conformemente chans, obtendo condicidns necesarias e suficientes que
caracterizan os productos con esta propiedade, as cales son descritas no teorema seguinte:

Teorema 2.1.5. Sexa M = B x; F' un producto warped.

(i) Sedim B =1, enton M = B x ¢ F ¢ localmente conformemente chd se e s6 se (F, gr)
ten curvatura seccional constante.



(i) Sedim B > 1 edimF > 1, enton M = B x; F' ¢ localmente conformemente chd se
e 80 se

(ii.1) (F,gr) € unha variedade de curvatura seccional constante cp.

(11.2) A funcion f : B — RT define un cambio conforme en B de modo que
(B, %93) ten curvatura seccional constante cg = —cp.

(iii) Se dim F = 1, enton M = B x; F € localmente conformemente chd se e so se a
funcién f : B — RT define un cambio conforme en B tal que (B, #gg) ¢ unha
variedade de curvatura seccional constante.

Como xa mencionamos, o anterior teorema supén unha caracterizacién local dos pro-
ductos warped localmente conformemente chans. De feito, para calquera base (B, gp)
localmente conformemente ché e calquera fibra (F, gr) de curvatura seccional constante,
existen funciéns de deformacién definidas localmente sobre B, fly: U € B — RT de
maneira que U X g, I é localmente conformemente ché. Asi, o problema esencial radica
na posibilidade de estender as funciéns f|y a toda a base B.

Unha vez caracterizados os productos warped localmente conformemente chans, esti-
dianse en funcién da base, con especial énfase en que esta sexa unha variedade compacta
ou un espacio modelo (R™, S™ ou H"). Neste punto é importante sinalar que os produc-
tos B Xy I' localmente conformemente chans con base de curvatura seccional constan-
te correspéndense coa situacién na que %gg é un cambio conforme definido por unha
transformacién de Mobius en (B, gp). Ademais, cobra especial importancia a funcién de
deformacién, que marca a diferencia entre o estudio local e global levado a termo (pois
non sempre é posible estender a funciéon a toda a variedade, ainda que se poida definir
localmente), asi como a unicidade da mesma & hora de construir un producto warped
localmente conformemente chan dada a base e a fibra.

Este estudio dos productos warped constitiie a primeira parte da memoria que, se
ben posie interese en si mesma, supén tamén un preludio s catro capitulos seguintes,
onde se introduce unha xeneralizacién dos productos warped: os productos multiwarped.
Xeneralizacion esta que, como se verd, amplia dende diversos angulos a estructura de
producto deformado anterior, supofiendo en moitas situaciéns unha estructura maéis rica.
Non obstante, noutras ocasiéons non permitira enriquecer, como veremos no Capitulo 6, a
gama de exemplos obtidos a partir dos productos warped.

Esta segunda parte segue unha orde linear, comenzando cun pequeno achegamento &
xeometria dos productos multiwarped, baseado na xeneralizacion da estructura warped,
que se desenvolve principalmente no Capitulo 3. Este pequeno estudio da xeometria da
estructura multiwarped pora de manifesto o papel diferenciado que xoga a base do pro-
ducto, o que se enfatizara ainda mais 4 hora de abordar a condicién de conformalidade cha
local. En concreto, obténense as expresions do tensor de curvatura, curvatura seccional,
de Ricci e escalar dun producto multiwarped. Estas formulas seréan esenciais para abordar
os problemas que son obxectivo na presente memoria. Neste capitulo facemos especial



énfase en dous aspectos dos productos multiwarped: a stia completitude (Teorema 3.2.1)
e a caracterizacién dos mesmos fronte a outras xeneralizaciéns dos productos warped, a
primeira vista méis xerais, en termos do tensor de Ricci (Teorema 3.3.1).

O estudio da conformalidade ché local dos productos multiwarped realizase nos tres
capitulos seguintes. O primeiro deles, o Capitulo 4, estd adicado 6s productos multiwarped
con base de dimension un. Esta condiciéon supén unha maior maleabilidade das funcions
de deformacién, permitindo obter as soluciéns concretas das ecuaciéns diferenciais que
xorden neste ambito, o que se reflexa nun achegamento mais estreito & condicién de con-
formalidade chd local nestes productos. O principal resultado deste capitulo é o seguinte,
que caracteriza os productos multiwarped con base de dimensién un e localmente con-
formemente chans:

Teorema 4.3.1. Sexa M un producto multiwarped con base un intervalo I C R, enton é
localmente conformemente chan se e so se cumple unha das tres posibilidades segquintes:

(i) M € un producto warped M = I x ¢ F con fibra F' de curvatura seccional constante
e funcion de deformacion f arbitraria (positiva).

(i1) M € un producto biwarped M = I x g F\ x5, Fo con fibras de curvatura seccional
constante e as funcions de deformacion venen dadas por

1 1
?7 fQ_?

onde f € unha funcion estrictamente crecente arbitraria, & € unha funcién de defor-
macién que fai o producto I X¢ Iy de curvatura seccional constante e { o f > 0.

fi=(&of)

(i1) M =1 x4 F1 x5, Fo Xy, F3 con fibras de curvatura seccional constante e as funcions
de deformacion venen dadas por

1 1 1

fl:(flof)?7 ?7 fSZ?
onde f € unha funcion estrictamente crecente arbitraria, &1, & son funcions de
deformacién que fan o producto I X¢ Fy xX¢, Fo de curvatura seccional constante e

&of>0,i=1,2.

fa=(&0of)

Dous aspectos no teorema anterior merecen ser destacados: por unha banda, as posibles
funciéns de deformacién que fan o producto I x¢, Fy X¢, F» de curvatura seccional constante
estdn completamente determinadas no Teorema 4.1.1. Por outra banda, é interesante
sinalar que a propiedade de conformalidade ché local é independente da tltima funcién de
deformacién en cada unha das distintas situaciéns posibles no Teorema 4.3.1.

O caso en que a base ten dimensién maior ou igual que dous é substancialmente mais
complexo, e require un tratamento diferente dada a dificultade de obter soluciéns das
posibles ecuacions diferencias. O estudio das variedades localmente conformemente chés



con base de dimensién maior que un, desenvolvese nos Capitulos 5 e 6, onde se trata o
problema de dar condiciéns necesarias e suficientes para que un producto multiwarped
sexa localmente conformemente chan, dende un punto de vista local, e o de estender
as funcidns de deformacién a toda a variedade, atopando asi restricciéns importantes
para definir productos multiwarped localmente conformemente chans completos. Debido
4 complexidade do problema, ocupardn un lugar central os productos multiwarped con base
un espacio modelo ou unha variedade compacta, onde se caracterizara completamente a
conformalidade chd local. Compre sinalar que a restriccién a bases de curvatura seccional
constante exprésase analiticamente polo feito de que as funciéns de deformacién inducen
transformaciéns de Mébius na base (B, gg). No Capitulo 5 caracterizanse localmente os
productos multiwarped localmente conformemente chans mediante o seguinte:

Teorema 5.3.5. Sexa M = B xj, F1 x---xp, Fj, un producto multiwarped con dim B = s.
Enton M € localmente conformemente chan se e so se as fibras tenen curvatura seccional
constante e localmente as funcions de deformacion verifican

hi=fi-e

onde ¢ é un factor conforme definido nun aberto V. .C B de tal forma que gg = ©’grs e
as funcions f; verifican:

(1) As funcidns de deformacion f; son solucidns da ecuacion de Mobius, e polo tanto
son da forma

(1) fz(?) :ai\|?H2—|—(E)Z-,Y>+ci, a;, C; GR,E c R?
(i1) Para cada duas funcions de deformacion verificase a ecuacion sequinte:
— =
(2) <bz‘, bj> = QCLZ'CJ‘ + 2a]~ci
onde a métrica (,) € o producto escalar euclidiano usual.

(7i1) Para cada fibra F; con dimensidn maior que un, a correspondente funcion de defor-
macion f; cumpre a ecuacion:

(3) 153]> = 4ae; + KT
sendo || - || @ norma usual en R® e K*i a curvatura seccional da fibra F;.

O caracterizar a condicién localmente mediante este teorema, dchanse tamén restriccions
tanto sobre o posible niimero de fibras como na sia xeometria. Asi:

Corolario 5.3.6. Sera B xp Fy X --- X5, F}, un poducto multiwarped localmente con-
formemente chan, con s = dim B. Enton k < s+ 2. Ademais, de entre as fibras con



dimension maior que un, pode haber ¢ sumo unha con curvatura negativa ou nula e s + 1
con curvatura positiva.

Neste punto merece a pena destacar que as condiciéns (2) e (3) no Teorema 5.3.5
tenen unha interpretacion moi sinxela en termos de certos vectores nun espacio métrico
de dimensién s + 2, o que permite construir unha gran cantidade de exemplos de varieda-
des localmente conformemente chas utilizando a estructura de producto multiwarped con
calquera nimero de fibras (menor ou igual que s + 2).

Ademais, novas restricciéns aparecerdan 4 hora de tratar as condiciéns anteriores global-
mente, pois a topoloxia da variedade marcara pautas certamente restrictivas, obténdose,
por exemplo, que os tnicos productos multiwarped con base compacta (ou R®) que son
localmente conformemente chans son os productos warped:

Teorema 6.2.1. Sexa B unha variedade compacta de dimension s > 2. Se M = B Xy,
Fy x -+ xy, Fy, € un producto multiwarped localmente conformemente chan, enton k =1,
i.e., 08 Unicos productos multiwarped localmente conformemente chans con base compacta
son 0s productos warped.

Xa no ultimo capitulo, e como aplicacién do traballo precedente, estudiaranse as po-
sibilidades de atopar productos multiwarped completos localmente conformemente chans
con curvatura seccional ou tensor de Ricci non positivos. A flexibilidade que presentan
os productos warped fronte és productos directos foi, en diversas ocasiéns, fonte de exem-
plos para variedades con diversas caracteristicas [18]. De modo similar, preténdese atopar
nos productos multiwarped exemplos de variedades riemannianas cun maior grao de com-
plexidade que satisfagan certas propiedades. Asi, baseandose en resultados dos Capitulos
2, 5 e 6, obtense que ademais dos exemplos obvios de variedades completas localmente
conformemente chds con curvatura seccional non positiva dados por H?, R” e H"~! x R,

a clase de variedades localmente conformemente chds completas con curvatura
seccional non positiva contén o6s productos warped do tipo

Rx;RY  REx;HY — RYx;R
con funcions de deformacion f dadas polo Teorema 7.1.2;
e productos multiwarped do tipo
H? xp, H? xf, R
onde as funcions de deformacion venen dadas por

fi(z1,z2) = 2(rita) oat] fo(z1,22) = dGhis hizhd:

x2 T2

ou,

H? x;, R? x4, R



onde as funcions de deformacion venen dadas por

fi(e129) = 1(@?+ad)+z +1 fo(er. ) = $(2? + 23) + 224 toa+2

xro €2

Analogamente, obténense condiciéns que caracterizan os productos multiwarped lo-
calmente conformemente chans con tensor de Ricci non positivo. Engadindo a esta a
condiciéon de seren completa, mostranse, ademais dos productos que posien curvatura
seccional non positiva (e que, por tanto, tenen tamén tensor de Ricci non positivo),

eremplos de variedades completas localmente conformemente chans con tensor
de Ricci non positivo, tales como

H2 Xfl H2 Xf2S2 Xf3S2 Xf4S2

onde as funcions de deformacion verien dadas por

3 (021 42
5 (27 +x3)+21+4w2+3
filzr, ) = 2 ~ :
2
_ (#3+ad)+3za+2
fo(zr,2) = “———,
1 2 2
5 (@1 +Ty)+T1+222+2
f3(r1,22) = 2 = :
2
_ (@3 4ad)+zi4220+1
fa(z1,22) = - .

Obsérvese que a curvatura seccional destes exemplos non poste signo constante, a pe-
sar de que as curvaturas de Ricci sexan estrictamente negativas. De feito, o Corolario 7.1.4
garante que non existen funciéns de deformacién para as que H? x f H? x o S? x s S? x fa S?
sexa localmente conformemente chd con curvatura seccional non positiva. Con estes
exemplos alcanzase o obxectivo marcado é comezo destas linas que, por outra banda,
vai acompanado de resultados sobre conformalidade cha local en productos deformados
(incluindo diversas xeneralizaciéns), os cales posten interese propio e, como vén de men-
cionarse, abre as portas para o estudio de propiedades conformes relacionadas con varie-
dades que se describen mediante estructuras de productos deformados.
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Capitulo 1

Preliminares

Dado que o ambito de estudio deste traballo se enmarca na xeometria riemanniana,
comezamos o primeiro capitulo recordando os principais elementos que forman parte desta,
co fin de fixar a notacién que empregaremos no desenvolvemento da memoria. Posto que o
obxectivo é analizar a xeometria de variedades riemannianas, trataremos, en xeral, cunha
variedade M de dimension n sobre a que esté definida unha métrica g definida positiva; de-
notaremos a este par (M, g) ou, indistintamente, (M, (,)). Sobre a variedade riemanniana,
existe unha tdnica conexioén simétrica que fai paralela a métrica g, denominada conezxion
de Levi-Clivita. A sia expresion vén dada pola formula de Koszul:

29(VxY,Z2) = Xg(Y.Z)+Yg(X.Z)— Zg(X,Y)
+9(X,[Z,Y]) +9(Y, [Z, X]) + 9(Z, [X,Y])

para campos de vectores X,Y,Z € X(M). A partir da conexién de Levi-Civita definimos
a curvatura como o tensor de tipo (1, 3):

R(X,Y)Z =Vixy|Z — [Vx,Vy]|Z

que verifica:
R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z

(1.1) R(X,Y)Z +R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0
(1.2) (VxR)(Y, Z)V + (VyR)(Z, X)V + (V4R)(X,Y)V =0
para calesquera campos de vectores X,Y, Z,V € X(M) e sendo [, -] o corchete de Lie para

campos de vectores en M. No que segue referirémonos & expresion (1.1) como Primeira
Identidade de Bianchi (ou Identidade de Bianchi Alzébrica) e a (1.2) como Sequnda Iden-
tidade de Bianchi (ou Identidade de Bianchi Diferencial).

A partir do tensor curvatura de tipo (1,3) definese o tensor curvatura de tipo (0,4),
que tamén denotaremos por R, como:

R(X,Y,Z,V) =g(R(X,Y)Z,V)

1
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Este presenta, ademais das propiedades que se derivan directamente das tres anteriores,
dias referidas 4 antisimetria nos dous ultimos argumentos e 4 simetria entre o primeiro e
o segundo par, é dicir, R(X,Y,Z, V)= -R(X,Y,V,Z) e R(X,Y,Z, V)= R(Z,V,X,Y).

A curvatura da variedade é un obxecto de importancia fundamental no estudio xeomé-
trico dunha variedade de Riemann, mais dunha dificultade extrema, debido é seu cardcter
de tipo (0,4). Non obstante, o uso das sias simetrias fai posible definir e estudiar obxectos
xeométricos asociados 6 tensor de curvatura que permiten, non sé un tratamento maéis
sinxelo, senén dar unha interpretacion mais tanxible. Este é o caso da curvatura seccional,
definida sobre planos Il xenerados por campos de vectores X, Y, como segue:

_ R(X, Y, X, Y)
KD = X X9 v) — g(x, 72

e que da a curvatura de Gauss en cada punto p da superficie tanxente en p 6 plano II que
¢é imaxe pola aplicacion exponencial do propio plano II, é dicir, a curvatura de Gauss en p
da superficie S = exp,(Il). Parte da importancia da curvatura seccional reside en que é
posible obter o tensor curvatura a partir dela, é dicir, que a curvatura seccional determina
univocamente a curvatura da variedade.

A contraccion de tensores permite tamén definir, a partir do tensor curvatura o Tensor
de Ricci:

p(X,)Y)=Tr[Z ~ R(X,Z)Y]

para campos de vectores X,Y,Z € X(M). Expresando o tensor de Ricci respecto dunha
base ortonormal {F, ..., E,} chégase a:

p(X,Y)=> R(X,E;Y, E)
=1

Cunha nova contraccién sobre o tensor de Ricci, obtense a curvatura escalar, que denota-
mos por T:
T="Tr(p)

e que respecto dunha base ortonormal {E1, ..., E,} exprésase:
n
T = Z p<Ei7 EZ)
i=1

1.1 Descomposicién do tensor curvatura

Entre a moita informacién que ofrece o tensor curvatura dunha variedade riemannia-
na, podemos discernir entre diferentes aspectos que afectan a propiedades concretas da
xeometria da mesma. Asi, o tensor curvatura pddese descomporier en diferentes ten-
sores, relacionados cada un deles con informaciéon que atinxe a distintas propiedades da
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variedade. Nesta seccién veremos unha descomposicién do tensor curvatura que nos per-
mitird introducir o tensor de Weyl, ferramenta fundamental para levar a cabo o traballo
desenvolvido nesta memoria.

Definicién 1.1.1 Sexan A, B tensores simétricos de tipo (0,2). Definese o producto de
Kulkarni-Nomizu como segue:

(AeB)(X,Y,Z,V) A(X,Z)B(Y,V) + A(Y,V)B(X, Z)

—A(X,V)B(Y,Z) — A(Y, Z)B(X,V)

Asi definido, e é un producto exterior simétrico e para calesquera A, B tensores simétricos
de tipo (0,2) tense que A e B é un tensor curvatura alxébrico. Mais ainda, pédese probar
([10],[14]), que os tensores curvatura alxébricos R estdn xenerados por tensores da forma
R = Ae A, sendo A un tensor simétrico. Asi, denotamos por RY o tensor curvatura dado
deste xeito onde os tensores simétricos son o propio tensor métrico da variedade, isto é,
R’ = % geg.

Empregaremos o producto de Kulkarni-Nomizu para expresar a forma das diferentes
componentes do tensor curvatura no teorema seguinte.

Teorema 1.1.1 [19, Teorema 8.24] O tensor curvatura dunha variedade riemanniana

n-dimensional descomponse nas

componentes sequintes

— T 0
U = n(n—l)R
Z = z=(p=79)eg
W = R-U-Z=R-Ceg

— 1 _ T
onde C = = (p 2(n—1)9) denota o tensor de Schouten.
Observacién 1.1.2 As componentes dadas no Teorema 1.1.1 son ortogonais no corres-
pondente espacio de 2-formas, onde se poden reinterpretar os tensores curvatura, res-
pecto de certa métrica dada pola traza da composiciéon de endomorfismos. E dicir, que
se asociamos a cada tensor curvatura o correspondente endomorfismo de 2-formas, as

compoiientes asociadas a U, Z e W son ortogonais respecto da métrica (4, B) = Tr(AoB).

Cada unha destas componentes tén un significado xeométrico, e a sia anulacién impén
fortes restriccions sobre a xeometria da variedade. O seguinte corolario resume algunhas
propiedades das componentes anteriores do tensor curvatura

Corolario 1.1.3 [19, Corolario 8.25] Sezxa (M, g) unha variedade riemanniana n-dimen-
stonal, con n > 3. Tense:

(i) (M,g) ten curvatura constante se e sé se Z =W = 0.
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(ii) (M,g) € Einstein se e sé se Z = 0.

(i) T=0 se e sé se U=0.

(iv) p=0 (i.e., (M,g) € Ricci chd) se e s6 se U =27 = 0.
Demostracion.

(i) Sabemos que se unha variedade ten curvatura seccional constante, o seu tensor cur-
vatura é un multiplo de R°, co que as componentes Z e W son nulas. Reciproca-
mente, se as compoientes Z e W son nulas, o tensor curvatura é un multiplo de R,
co cal a variedade ten curvatura seccional constante.

(ii) Unha variedade ¢ einstein se e s6 se p = Tg, e esta condicién equivale a que Z = 0
dada a expresiéon de Z do Teorema 1.1.1.

(iii) Dedtcese directamente da expresién de U dada no Teorema 1.1.1.

(iv) De novo atendemos as expresions de U e Z que nos proporciona o Teorema 1.1.1.
Se p = 0, necesariamente temos que 7 = 0, anuldndose a componente Z, e, por (iii),
7 = 0 equivale a U = 0. Reciprocamente, se U = 0 temos que 7 = 0, o cal, unido a
que Z = 0 implica que o tensor de Ricci é nulo, outra vez polo Teorema 1.1.1.

O

A componente W do tensor curvatura recibe o nome de Tensor de Weyl e, como xa
indicamos anteriormente, supén unha peza fundamental para o desenvolvemento deste
traballo. A forma que empregaremos para levarmos a termo céalculos posteriores é a
seguinte:

W(X7 Y) Z? V) = R(X? Y’ Z’ V)
+m{<X7 ZY, V) = (Y, Z)(X,V)}
(Y, V)X, Z) — p(X, V)(Y, Z)}

(1.3)

Observacién 1.1.4 Nunha variedade 3-dimensional o tensor de Weyl é nulo, dado que o
tensor de Ricci determina completamente a curvatura da variedade [19, Corolario 8.25].

Observacién 1.1.5 Dos apartados (i) e (i7) do corolario anterior extrdese que unha va-
riedade ten curvatura seccional constante se e sé se é einstein e W = 0.

O tensor de Weyl esté relacionado coa clase conforme da métrica, como veremos nos
seguintes resultados que enunciamos. Pero antes, recordamos que duas métricas en M,
g, ge, dinse conformemente equivalentes se os angulos tenen a mesma magnitude medidos
coas dias métricas, é dicir, se existe unha funcién escalar ¢ tal que g. = ¢* g.



1.2 Variedades de curvatura seccional constante 5

Teorema 1.1.6 [19, Lema 8.30] O tensor de Weyl dun tensor curvatura é conformemente
invariante, esto €, dadas g, g. conformemente equivalentes (g. = ¢*g), tense W = W¢ para
os tensores de tipo (1,3), e W¢ = ¢*W para os tensores de tipo (0,4).

Dicimos que unha métrica g é localmente conformemente chd se para cada punto p € M
existe unha vecifianza U e un difeomorfismo ¢ : V. .C R® — U con *g = ¢? ggn para
un certo natural n, é dicir, se a métrica é localmente un cambio conforme dunha métrica
euclidiana usual. A vista do Teorema 1.1.6, temos que se unha métrica é localmente
conformemente cha entén o seu tensor de Weyl é nulo. O seguinte resultado completa este
feito dando a caracterizacién de variedades localmente conformemente chas.

Teorema 1.1.7 [19, Teorema 8.31] Sezxa (M, g) unha variedade riemanniana de dimension
n.

(i) Sen >4, g é conformemente chd se e s6 se W = 0.

(ii) Paran =3, g é conformemente chd se e so se
(VxCO)(Y, Z) = (VyC)(X, Z)

para calesquera campos de vectores X, Y, Z; onde C' denota o tensor de Schouten

(R=Ceg+W).

1.2 Variedades de curvatura seccional constante

No desenvolvemento destes preliminares vimos de destacar propiedades como o cardcter
einstein que proporcionan informacion substancial sobre a xeometria da variedade. Mais
restrictivo que o seren einstein, é ter curvatura seccional constante, como mostra o Coro-
lario 1.1.3; de feito, do corolario dedicese unha caracterizacién das variedades con cur-
vatura seccional constante, de xeito que isto é equivalente 6 caracter einstein e localmente
conformemente cha, feito no que reparamos na Observacion 1.1.5. Cémpre, logo, indagar
na existencia de cambios conformes entre variedades de curvatura seccional constante. O
seguinte resultado mostra que se poden caracterizar localmente as variedades de curvatura
seccional constante pola existencia dun cambio conforme dun tipo concreto da métrica eu-
clidiana:

Teorema 1.2.1 [34, Teorema 2.4.11] Sexza M unha variedade riemanniana de dimension
n > 2 e sexa c € R. Enton equivalen:

(i) M ten curvatura seccional constante c

(ii) Para cada p € M existen coordenadas locais (uy,...,uy) nunha vecinanza de p nas
que a métrica ten a expresion
. duy; @ duy + -+ - + duy, ® duy,

(14§ (w)?)”

(1.4)
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(iii) Para cada p € M existe unha vecinanza de p que é isométrica a un subconzunto
aberto de S™ se ¢ > 0, R™ se c =0 ou de H® se ¢ < 0.

Observacién 1.2.2 Como consecuencia do Teorema 1.2.1 toda variedade de curvatura
seccional constante é localmente conformemente chd. Sen embargo, existen numerosos
exemplos de variedades localmente conformemente chas con curvatura seccional non cons-
tante. Para exemplificar este feito temos as variedades producto R x N(c) ou Ni(c) x
Ny(—c), para unha constante ¢ # 0, que son localmente conformemente chds, mais a sia
curvatura seccional non é constante.

A terceira afirmacién do Teorema 1.2.1 reduce, localmente, as variedades de curvatura
seccional constante 6s espacios modelo R™, H" e S”. En numerosas ocasions nesta memoria,
basearemos o estudio dunha certa variedade nun destes espacios. E por isto que damos a
continuacién unha breve descripcién deles:

O espacio euclidiano (R™, ggn), onde a métrica ten como matriz asociada a matriz
identidade, asi a stia expresion é

grn = dx1 ®dr1 + -+ -+ dx, ® dr,

O espacio hiperbolico (H", gyn ), onde o modelo que consideraremos serd o que toma
H" = {z € R" : z, > 0} como variedade subxacente, é dicir, definimos a métrica no
semiespacio positivo con respecto & tultima coordenada. Dita métrica vén dada por un
cambio conforme global da métrica euclidiana:

1
gun = 7 (dz1 @ dwy + -+ + dp ® dzy)

n

para certa constante R. Con esta expresion da métrica o valor da curvatura seccional é
—R?

O espacio esférico (S™, gsn), formado pola esfera de radio 1/R sobre a que se define a
métrica inducida polo embebemento da mesma en R, A expresién para certa parame-
trizacion da esfera é

gsn = #(dwl ® dry + sen?(x1)dry @ dwg + - - -
c+ -+ sen?(z1)cos? (z2) - - - c08* (Tp—1)dTy ® dzy)

e, asi, a curvatura seccional é R2.

1.3 Operadores diferenciais

Sobre unha variedade de Riemann (M, g) de dimensién n, seguindo os convenios de [26],
damos as seguintes definiciéns:
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Se X é un campo de vectores, definimos a diverzencia de X como divX = Tr(VX),
onde denota T'r a contraccién con respecto 4 métrica g. Polo tanto, nunha base {E1, ..., E,}
ortonormal temos

divX =Y (Vg X, Ej)
(2

Sexa f unha funcién definida sobre a variedade M. Definese o gradiente de f como o
campo de vectores V f que verifica

(VI,Z)y=df(Z)=Zf, YZeX(M)

ou, empregando a notacién usual para os isomorfismos musicais, Vf = *df.
O hessiano da funciéon f definimolo como

Hy =V(VJ)

E importante salientar que o hessiano Hy de f é o campo de tensores simétrico de tipo
(0,2) [26, Lema 49]:
H¢(X)Y) = XYf—(VxY)f
= <VX(vf)7 Y>

Asi, denotamos con hy o tensor de tipo (1,1) asociado é hessiano, é dicir, hy é o campo
de tensores caracterizado por (h¢(X),Y) = H¢(X,Y) para X,Y € X(M).
Para unha funcién f en M definimos o laplaciano Af como a diverxencia do gradiente:

Af = div(V)

Deste xeito tense
Af=Tr(hy)

Algunhas das propiedades que seran de maior utilidade no devir deste traballo méstranse
no lema seguinte e o posterior corolario.

Lema 1.3.1 (13, Proposicién 2.4.2] Sezan f1, f2 : (M, g) — R, e X,Y € X(M), entén:
(i) div(iX) = g(V f1, X) + frdivX
(it) V(fif2) = iV f2+ [2V fi

(iti) g, (X) = fihg,(X) + fahg (X) + 9(Vf1, X)V f2 + 9(V f2, X)V fi

(w) Hf1f2<X7Y) = lef2(X>Y)+f2Hf1(XaY)
+9(Vf1, X)g(Vf2,Y) + g(V f2, X)g(V f1,Y)

(v) A(f1f2) = [iAfo+ oA fi1 +29(V f1,V f2)
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Corolario 1.3.2 Para unha funcion f: (M,g) — R e X, Y € X(M) campos de vectores
en M, o hessiano de % vén dado pola expresion sequinte:

1 1 1 1

1
Hi(X,)Y) =-S5 Hi(X,Y) = (Vf XNV Y) — (Vo X)(VY)
7 T / T A
Demostracién.
A férmula dedticese facilmente a partir do Lema 1.3.1 escribindo a expresiéon correspon-
dente para H st e despexando H 1- O

1.4 Transformacions conformes e ecuaciéon de Mobius

A hora de estudiar a xeometrfa dunha variedade, unha das propiedades de relevancia
fundamental é, como salientamos anteriormente, o cardcter einstein. Ademais, entre os
morfismos que se definen entre variedades de Riemann, alcanzan unha importancia moi
singular as transformaciéns conformes, por seren aplicacidons que conservan a magnitude
dos angulos. Atendendo a estes dous elementos, resulta de especial interese identificar as
transformaciéns conformes que conservan o caracter einstein, é dicir, caracterizar as apli-
cacions conformes que definidas sobre unha variedade einstein dan lugar a outra variedade
con métrica einstein. A este obxectivo adicamos esta seccién, baseada fundamentalmente
nos traballos [11] e [27]. Comezamos dando as expresiéns dos operadores diferenciais tras
un cambio conforme.

Lema 1.4.1 [13, Lema 6.1.1] Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimension n e
sexa g. = ¢° g unha transformacion conforme da métrica g. Enton:

(i) V¢ = #V, onde V e V¢ son os gradientes con respecto a g e g., respectivamente.

(i1) Para X,Y € X(M),
1

V&Y =VxY + ;X(é)Y + ;Y(@X — ag(X, Y)V¢

onde V e V¢ son as conexions de Levi-Civita de g e g., respectivamente.
(i1i) Se f: M — R € unha funcion en M, e X,Y € X(M)
HE(X,Y) = Hi(X,Y) = 3{9(Vo, X)g(V,Y)+9(Ve,Y)g(V[,X)

(iv) Para unha funcion f: M — R, tense:

1 —2
A+

onde A and A° son os laplacianos con respecto ds métricas g e g., respectivamente.

A°f = (Vo, V)
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Os lemas precedentes, pese & sia tecnicidade, xunto coa expresién dada no seguinte
resultado, permitiran levar a cabo moitos dos cdlculos a realizar en capitulos posteriores.

Lema 1.4.2 Sexan f,h: M — R funcions definidas sobre unha variedade riemanniana
(M, g). Sexa g. o cambio conforme da métrica g dado por g. = %g. Enton

1 h
(1.5) ; =—-Hp— 5H;—

h
7 72 (V. Vi)g

(Vf Vh)g+ — 73

f2
Demostracion.

A demostracién serd unha sucesién de célculos baseados no Lema 1.3.1, o Corolario 1.3.2
e o Lema 1.4.1:

Hi(X,Y) = Hy(X.Y) = f ({V5, XNV5Y) + (V5 XNVEY) (V] VX Y))

= Hy(X,V)+ % (VL X)VEY) + (V5 X)L Y) = (VF, VX Y))
= FHL(X,Y)+ hH (X,Y) + (V5 X)(VA,Y) + (Vh, X)(V},Y)
+1 (B(VEXN VR =BV, Y) + 42 (fVh = V£, X)(VF,Y)
BV fVh = V) (X.Y))
Hi(X,Y) = h: Hp(X,Y) = BV, X)(V$,Y) = LV, XNV Y)
HV 5, XHVAY) +(Vh, X)(V},Y) + 5(Vf, X)(VhY)

— 5 (VL XNVEY) + 32 (VR X)(VEY) = J(Vf,X)(VY)
— 72 (VEVIXY) + 5(Vf, VX Y)

= FHW(X,Y) = 5 Hi(X,Y) + (VL XNVEY) + (VL X)N(VY)
— (VL XNVRY) = (Vi X) (VY ) + 3(Vf, X)(Vh,Y)
— (VL XNVEY) + 72 (VR X)(VEY) = J(Vf,X)(V,Y)
~#(Vf,Vh) <X Y)+ %(Vf, VIX,Y)

= JHW(XY) = HH(X,Y) = H(VL,VIIXY) + (V[ V/)(XY)

O

A continuacién damos as expresiéns da conexion, a curvatura e o tensor de Ricci para
un cambio conforme na métrica. Para iso empregamos o producto de Kulkarni-Nomizu
entre dous tensores de tipo (0, 2):

Teorema 1.4.3 [29] Sexa (M,g) unha variedade riemanniana de dimension n. Dada
f: M — R consideramos a métrica g. = ¢> g en M e f tal que ¢ = ef. Entén temos as
sequintes relacions:
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(i) V&Y =VxY + X(f)Y + Y (/)X — g(X,Y)Vf
(ii)) R°=e*/ (R— (Hy —df @ df + 39(V [,V f)g) ¢ g)
(i) p¢=p—(n—2)(Hy —df @ df) — (Af +(n—2)g(Vf,Vf))g

Atendendo & expresion dada neste teorema para o tensor de Ricci tras un cambio
conforme da métrica, ddse a definicién seguinte para unha variedade riemanniana (M, g)
de dimensiéon n > 2 e unha funcién f: M — R. O campo de tensores

B(f) = By(f) = Hy — df & df —{Af ~ |V I}

recibe o nome de tensor Schwarziano, e entre as suas propiedades destaca a de ser un
tensor simétrico de traza nula. A ecuacién B(f) = 0 denominase ecuacién de Mobius, e
supén a peza clave para caracterizarmonos os cambios conformes que conservan o caracter
einstein, como mostra este teorema:

Teorema 1.4.4 [11] Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimension n. Dada
unha funcion f : M — R que satisfai a ecuacion de Mobius, é dicir, tal que By(f) =0,
os tensores curvatura e de Ricci da métrica conforme g. = e*f g verifican:

()

RC = &2/ <R — % <Af + - ; Qg(Vf, Vf)) g -g)

(ii)
o == " L@AS + (n—2)g(V S, V)9

No apartado (i7) do teorema apréciase cémo o tensor de Ricci se expresa en funcién
do tensor de Ricci da métrica conformemente equivalente e da propia métrica. Esta
observacién condicenos 6 corolario seguinte:

Corolario 1.4.5 [11] Sexa (M, g) unha variedade riemanniana de dimension n e consi-
deremos a métrica g. = €*g, para f : M — R. Se f satisfai a ecuacién de Mobius
entén os autoespacios do operador de Ricci de g. coinciden cos autoespacios do operador
de Ricci de g.

Asi, este corolario achéganos 6 seguinte, que dé a identificacién pretendida das trans-
formaciéns conformes que conservan o caracter einstein.

Corolario 1.4.6 [11] Sexa (M, g) unha variedade coneza de Einstein n-dimensional con
n > 3 e sexa g. = e2fg, para f : M — R. Enton, (M,g.) ¢ de Einstein se e s se
By(f) =0.
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A ecuacién de Mébius, B(f) = 0, pédese linearizar co cambio de variable u = e~ 7,
obtendo a ecuacién:

(1.6) H, = %(Au)g

chamada ecuacion local de Mébius. Esta ecuacion linearizada é méais manexable e no caso
euclideo permite dar o conxunto das stuas soluciéns localmente:

Lema 1.4.7 As solucions da ecuacion B(f) =0 nun aberto U C R™, son da forma
wW®)=a|X|*+(b,®)+¢c, con aceR, beR"

Demostracion.
No espacio euclidiano R™ a ecuacién (1.6) escribese

1 .

(Hu)ij = —(Au)d;

para i,j € {1,...,n}. Polo tanto resulta equivalente a
8Z81u = 8j8ju, 6283u = 0, 1 7& j

Da segunda ecuacién despréndese que a solucion ten variables separadas e, da primeira,
tendo en conta este feito, que é un polinomio de segundo grao da forma seguinte:

uzam%%—ax%—i----—i-aa:i—i-blxl—i—ngg—i-“-—i-bnxn—i-c

1.5 Productos deformados

No estudio de propiedades xeométricas de variedades riemannianas, xoga un papel fun-
damental o producto directo ou producto riemanniano pois, o teorema de descomposicién
de de Rham [9], permite reducir certas variedades a un producto directo no que estudiar
individualmente cada factor. Sen embargo, a rixidez desta estructura dificulta a obtencién
de exemplos de variedades con certas caracteristicas. E por isto que entran en escena oS
productos deformados, nos que a xeometria dos factores pédese ver deformada polos de-
mais. Como veremos nesta seccion, a flexibilidade de certos productos engadida & sua
relativa sinxeleza e o conseguinte conecemento da siia xeometria, permitiu xerar exemplos
de diversos tipos de variedades. En primeiro lugar introducimos productos deformados
con dous tunicos factores, para logo dar unha xeneralizacion a un tipo de producto cun
numero de factores arbitrario.
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1.5.1 Productos warped

Definicién 1.5.1 Sexan (B, gg) e (F, gr) dias variedades riemannianas e f unha funcién
diferenciable positiva definida en B. Definese o producto warped M = B X; I’ como a
variedade producto M = B x F' equipada coa métrica

g=7"(g8) + (f o7m)’c*(gr)

onde 7 denota a proxeccién canoénica de M en B e o a correspondente proxeccion de M
en F. Diremos que B é a base e I’ a fibra do producto warped.

A xeometria riemanniana no seu sentido mais amplo adquiriu unha grande importancia
a raiz da fundamentacién da Teoria da Relatividade nos seus principios. E neste contexto
onde as métricas semi-riemannianas, e mais en concreto a xeometria de Lorentz, atopa
unha maior utilidade e motivacién fisica 6 serviren de modelo a unha teoria que revolu-
ciona, a comezos do século XX, a concepciéon do Universo e, en xeral, da Fisica. Fronte
0s distintos aspectos a estudiar a escala macroscépica, hai unha diferenciacién clara entre
os que se deron en chamar modelos espacio-temporais cosmoldzicos e modelos espacio-
temporais estdticos. Os modelos cosmoldxicos tratan de describir o espacio-tempo a grande
escala, sen alteraciéns gravitatorias relevantes, pois supofien unha densidade de materia
uniforme no espacio-tempo; destacan entre eles os chamados modelos de Robertson- Walker,
que se caracterizan por variedades do tipo

IXfN

onde I C R é a subvariedade que describe a temporalidade e IV é unha variedade rieman-
niana 3-dimensional de curvatura seccional constante. A métrica vén dada por gp_w =
—dt?> @ f%(t)do?, onde do? é o elemento de lifia de N. Esta métrica é, como se deduce da
sua expresion, un producto warped lorentziano.

Outro tipo de modelos relativistas, que tratan de describir rexions alteradas por campos
gravitacionais, son os modelos estdticos. As variedades empregadas para describir estes
modelos son tamén productos warped, se ben a expresiéon que os caracteriza é

NXf[

onde de novo I C R, pero agora N é unha variedade de Riemann por determinar. A
métrica é da forma ggr = do? @ —f2dt? onde t é a coordenada temporal. Veremos no
sucesivo propiedades conformes destes modelos, pois pese a que os resultados deste traballo
estan desenvolvidos exclusivamente para métricas riemannianas, moitos dos resultados son
vélidos tamén para métricas indefinidas [6].

Para achegarmos a xeometria dos productos warped, vexamos as expresions da suia
conexién con respecto a vectores na base e na fibra.

Proposicién 1.5.1 [26, Proposicion 35] En M = B x¢ F, con X,Y € X(B) e U,V €
X(F), a conexion de Levi-Civita vén dada por:
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(i) VxY € o levantado a B x F de VEY
(i) VxU =VyX = 20U,
(iii) nor(VyV) = I1(U,V) = - %A v,
(iv) tan(VyV) € o levantado a B x F de VEV,

onde VB e VI denotan as conerions de Levi-Civita de (B, gg) e (F, gr), respectivamente,
e Il a sequnda forma fundamental respecto de F'.

Dado un producto warped M = B x ¢ F', denotemos por £p e £ as foliaciéns candénicas
asociadas &s subvariedades determinadas por B e F'. En vista das expresiéons da conexion,
a foliacion candnica £p é totalmente xeodésica, mentres que a foliacion candnica £y é
totalmente esférica. Este feito é caracteristico, entre os espacios producto, dos productos
warped, para foliaciéns ortogonais:

Proposicién 1.5.2 [28, Proposicién 3] Sexa g unha métrica definida na variedade B X F'.
Se £p e £ se intersecan ortogonalmente, enton a métrica g € un producto warped se e
s0 se £p € totalmente zeodésica e Lr € esférica.

Os productos warped foron introducidos en [5] para construir exemplos de variedades
de Riemann con curvatura non positiva. Mais, a partir de ai foron extensivamente estu-
diados, obtendo resultados referentes a eles de moi diversa indole. Sen dubida unha das
motivacions mais importantes que levaron a estudiar este tipo de variedades é a diver-
sidade de modelos fisicos que se axustan a esta estructura, especialmente na Teoria da
Relatividade, como vimos de ver, onde moitos dos modelos que se proponen para describir
a xeometria espacio-temporal son realmente productos warped, ou, en numerosas ocasions,
xeneralizaciéns destes, como veremos nas seguintes seccions.

A continuacién damos as expresions correspondentes as distintas compofientes do ten-
sor curvatura.

Proposicién 1.5.3 [26, Proposicion 42] En M = B x; F riemanniano, con X,Y,Z €
X(B) e U,V,WW € X(F), con tensor curvatura R, temos

(i) R(X,Y)Z € o levantado a B x F de RB(X,Y)Z en B,

)

(ii) R(U,X)y = 14500,

(iii) R(X,Y)U = (U V)X =0,
(iv) RX,U)V = vy (vy),

(v) R(U, V)W = RF(U, vyw — 8L (@, wyv — (v, W),

onde R e RY son as curvaturas respectwas da base B e a fibra F.

Corolario 1.5.4 [26, Corolario 43] En M = B x F producto warped con d = dim F > 1,
X, Y € X(B) eU,V € X(F), verificase:
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(i) p(X,Y) = pP(X,Y) = 4H[(X,Y),
(i) p(X,U) =0,
(iii) p(U,V) = p* (U, V) = (U, V) (B + (d - 1) L0,

sendo pB, p¥' os tensores de Ricci de B e F, respectivamente.

Do corolario anterior deducimos a expresién para a curvatura escalar dun producto
warped:

Corolario 1.5.5 No producto warped M = B Xy F', a curvatura escalar vén dada por:

(V£ V)

- _ T

T:TB—l-T——Qd

j 2 mdd=)

onde d = dimF'.

Como xa comentamos, os productos warped foron empregados para dar exemplos de
variedades con curvatura negativa, caracterizandose do xeito seguinte:

Teorema 1.5.6 [5, Teorema 7.5, Lema 7.6] Sexan B e F' variedades riemannianas, e sexa
f unha funcion positiva definida en B. Enton o producto warped B x; F' ten curvatura
K <0 se e so se:

(i) dimB =1 ou KP <0
(ii) f € estrictamente conveza

(iii) (a) dim F =1, ou
(b) KF <0 se f ten un minimo; K¥ <0 se f non ten un minimo.

Tamén nesta lina, Besse propén en [4] a busca de exemplos de variedades einstein
compactas baseada nos productos warped fronte a rixidez dos productos directos, se ben
non con moito éxito. Pola contra, os productos warped si proporcionaron exemplos de
variedades completas einstein. Finalmente, na mesma referencia, mdstranse os productos
warped como variedades que aparecen en certo sentido de forma natural como subcon-
xuntos densos no espacio das variedades completas. Tamén nesta lina de actuacién foron
desenvolvidos outros traballos, entre os que salientamos [3] e [17].

1.5.2 Productos twisted

A primeira xeneralizacién dos productos warped que analizamos é a seguinte, introducida
en [7], e estudiada sistemdticamente por Ponge e Reckziegel [28]:

Definicién 1.5.2 Sexan (B, gg) e (F, gr) dias variedades riemannianas, f unha funcién
diferenciable positiva definida en M = B x F. Definese o producto twisted M = B x; F
como a variedade producto M = B x F' equipada coa métrica

g=1"(98) + f*o*(g9r)
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onde 7 denota a proxeccion candénica de M en B e ¢ a correspondente proxeccién de M en
F. As variedades B e F' chamamoslle base e fibra, respectivamente, do producto twisted.

Unha curiosa interpretacién dos cambios conformes dunha variedade riemanniana en
funcién dos productos twisted ten lugar cando se considera como variedade base un tinico
punto. Asi, fixado un punto p, pédese identificar o producto twisted {p} x ¢ F' co cambio
conforme de F dado pola funcién de deformacién: (F, f2gr). Neste marco identificativo, os
productos warped relaciénanse coas homotecias, pois a funcién de deformacién é constante.

Para achegidrmonos & xeometria propia dun producto twisted, pasamos a describir a
conexién e a curvatura cos correspondentes tensores obtidos mediante contraccién. Por
comodidade as expresions estan referidas a £ = Log f, no canto de a f directamente.

Proposicién 1.5.7 [11, Proposicién 1.3.1.] Sexa M = B xj F un producto twisted,
X, Y € X(B) e U,V € X(F) campos de vectores. A conexion de Levi-Civita de M descri-
bese en funcion das conexions dos factores B e F' como seque

(i) VxY € o levantado a B x F de VEY

(i) VU = X(E)U
(iii) VuV =VEV + UV + V(U — g(U,V)VE

onde VB e VI son as conexions de Levi-Civita de B e F, respectivamente.

Desta proposicién despréndese que as foliaciéns candnicas respecto de B e F', que
denotamos respectivamente por £p e £r, son totalmente xeodésica a primeira delas e
totalmente umbilica a segunda. Coma no caso dos productos warped, tamén aqui este
feito caracteriza os productos twisted para foliaciéns ortogonais:

Proposicién 1.5.8 [28, Proposicién 3] Sexa g unha métrica definida na variedade B X F.
Se as foliacions candnicas £p e £ se intersecan perpendicularmente, enton a métrica g
€ un producto twisted se e so se £p € totalmente xeodésica e Lr € totalmente umbilica.

A seguinte proposicién dénos a expresion da curvatura nun producto twisted.

Proposicién 1.5.9 [11, Proposicién 1.3.4.] Para M = B xy F' producto twisted, a cur-
vatura estd completamente determinada por:
(i) R(X,Y)Z =RB(X,Y)Z
(i) R(U, X)Y = (He(X,Y) + X(§Y(£))U
X, U)V =g(U,V)(X(§VE + he(X)) — XV (U
UV)X =XV(U - XUV
V)W = RE(U V)W + g(VEVE (g(U W)V — g(V,W)U)
He(V,W)U — He(U, W)V
g(V, W)he(U) = g(U, W)he (V')
WV (U - U(E)V)
(U€)g(V, W) = V(§)g(U,W))VE

+
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onde denotamos por X,Y,Z € X(B) e U, V,W € X(F) os campos de vectores, e por RE ¢
RY os tensores curvatura de B e F, respectivamente.

A proposicién seguinte describe o tensor de Ricci nun producto twisted.

Proposicién 1.5.10 [11, Proposicién 1.3.6.] Sexa M = B xj F un producto twisted.
Para X,Y € X(B) e V,W € X(F) temos

(i) p(X,Y)=pP(X,Y) - d(X(§)Y(€) + He(X,Y))
(ii) p(X,V)=(1-d)XV(E)

(iii) p(V,W)=pt(V,W) + (2-d)(V(E)W(E)+ He(V,W))
+ (d—2)g(V,W)g(VE,VE) — g(V,IW)AEL

onde pB e p¥' son, respectivamente, os tensores de Ricci de B e F e d = dim F.
O seguinte teorema caracteriza cando certos productos twisted son productos warped.

Teorema 1.5.11 [12, Teorema 1| Sexa Bx s F un producto twisted con dim F > 1. Enton,
p(X,V) =0 para calesquera X,V con X tanzente a B eV tanzente a F' se e s0 se B x ¢ F
pddese expresar como un producto warped B XfF de (B,gp) e (F,gr), onde gr € unha
métrica conformemente equivalente a gp.

O seguinte corolario amosa unha condicién suficiente para que o producto twisted sexa
simplemente un producto warped. Tal condicién resulta de gran utilidade por mor da
sinxeleza que presenta & hora de traballar con ela.

Corolario 1.5.12 [12, Corolario 1] Sexa M = B x; F, con dimF > 1, un producto
twisted. Enton, se (M, g) € einstein, pddese expresar como un producto warped.

Na mesma lifia que o corolario anterior, o teorema seguinte mostra que a condicién de
ser localmente conformemente cha en moitos casos reduce os productos twisted a productos
warped.

Teorema 1.5.13 Sexa M = B x; F un producto twisted riemanniano con dim B > 1,
dim F > 1. Se o tensor de Weyl € nulo enton M pddese escribir como un producto warped.

Demostracion.
Empregando o Teorema 1.5.11, a demostracién redicese a probar que p(X,V) = 0, para
calesquera X € X(B) e V € X(F).

Sexa Xji,...,Xs unha referencia ortogonal en B e sexa Vi,...,V; unha referencia
ortogonal en F. Basta calcular a componente W (X;, X;, X;,V}), con i # j, do tensor de
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Weyl, como segue
W(Xi, X;, Xi, Vi) = R(Xy, X;,X;, Vi)
T o UKo Xa) (X5, Vi) — (X5, Xa) (X, Vi) b
(1.7) — 5 {0(Xa, Xi) (X5, Vi) — p(Xj, Xi)(Xi, Vi)
+p(Xj, Vi) (Xi, Xi) — p(X, Vi) (X, Xi) }
= =L (X;, Xi)p(Xj, Vi)

para ver que, se W = 0, ent6n necesariamente p(Xj;, Vi) = 0 para calesquera j € {1,...,s}
ek e {l,...,d}. Dado que j e k son arbitrarios, conclie a demostracién, xa que podemos
escoller sempre ¢ # j por ser dim B > 1. O

Observacién 1.5.14 Se ben este traballo queda enmarcado dentro do contexto rieman-
niano e atendendo a tal se enunciou o Teorema que precede, este pddese estender a situacién
mais xeral de variedades semi-riemannianas con idéntica proba.

Observacién 1.5.15 No Teorema 1.5.13 imponse como hipdtese que tanto a dimension
da base coma a da fibra sexan maiores que un. Notese que no Corolario 1.5.12 sé se esixe
que a dimensién da fibra sexa maior que un, pois é necesario para empregar o Teorema
1.5.11. O mesmo sucede neste caso, en que a mesma hipdtese permite empregar o mesmo
teorema; sen embargo, a diferencia estd en que precisamos alo menos dimensién dous na
base para escoller vectores ortogonais na ecuacién (1.7). Isto xustifica ambas hipéteses,
pero ademais, a esixencia dunha delas garante a necesidade da outra mediante a seguinte
dualidade que presentan os productos twisted localmente conformemente chans:

Sexa M = B Xy F' un producto twisted localmente conformemente chan. A métrica pddese
escribir dos sequintes weitos

9B ® fPgr = f? <]}293@9F>

e ast, M ¢ localmente conformemente chd se e s6 se N = %93 @ gr o€, e, za que [ estd
definida sobre toda a variedade, N € de novo un producto twisted que ten por base F' e por
fibra B. Polo tanto, existe unha dualidade entre a base e a fibra nos productos twisted,
que interpreta a doble hipdtese feita no enunciado do Teorema 1.5.13.

Ademais, vexamos que esta dualidade é coherente coa interpretaciéon dun producto
twisted como producto warped, é dicir, que se a variedade M é de feito un producto
warped, tamén o é a variedade N. Asi, condicién necesaria e suficiente para que M sexa
un producto warped é que a funcién f : B x F' — R™T poida escribirse como producto
de outras dias f = f1 - fo tales que f1 : B — Rt e fo : F — R*. Pero en caso de
ser asi, a funcion de deformaciéon do producto twisted IV, tamén se podera escribir como
% = ﬁ = % . 712 que é & sua vez o producto de funcions requerido para que N sexa un
producto warped. Desta maneira, obtense a equivalencia entre o caracter twisted estricto
(non warped) entre as dias variedades M e N.
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Observacién 1.5.16 Cémpre preguntarmonos se a hipdtese sobre a dimensién da base
e a fibra é realmente necesaria. O seguinte exemplo sinxelo dé resposta afirmativa a tal
interrogante:

Consideremos M7 = I Xy U, con funcién de deformacién dada por

1

$, ,Z,t = -
fil,y, 2,1) Ttytztt

onde I é un intervalo de R e U C R3, ambos abertos, escollidos de modo que f; sexa
positiva en I x U.

A anulacién do tensor de Weyl garante a conformalidade chd de M;. Resta probar
que M non é realmente un producto warped, con tal obxecto calculamos o tensor de
Ricci avaliado sobre un vector de cada factor e comprobamos que non é cero. Esta é unha
caracterizacion que permite diferenciar os productos twisted dos productos warped, pois
para productos warped, o Corolario 1.5.4 mostra que é nulo, de modo que se nun producto
twisted non se anula, temos garantido que non se pode reducir a un producto warped.
Se tomamos unha base ortonormal {U;,Us,Us} en U, 6 facermos os célculos para este
exemplo concreto obtemos:

-2

X,U;) =
PV = o e

para calquera i € {1,2,3}, e asi tense que a condicién de ter a base dimensién maior que
un é necesaria. Ademais, atendendo 4 dualidade mencionada na observacién anterior, o
producto twisted Ny = U x 1 I ten fibra de dimensién un, é localmente conformemente

1
chan e non se pode reducir a un producto warped.

1.6 Productos multiwarped

Veremos nesta secciéon unha xeneralizacién dos productos warped baseada na adicién dun
namero arbitrario de fibras deformadas. Asi, tense a definicién seguinte.

Definicién 1.6.1 Dicimos que unha variedade (M, g) é un producto multiwarped se M
pode escribirse como un producto de variedades: M = B x F} X --- X Fj, e g vén dada
pola expresion seguinte:

9g=9BD P @ - flon

onde fi1,...,fr : B — RT son funciéns definidas en B e gp,g1,...,g, son métricas
riemannianas en B, Fy,...,F;. B é a base do producto multiwarped, Fi,..., F} son as
fibras e fi,..., fr son as funciéns de deformacién.

Como se desprende da definicién anterior e como xa comentamos anteriormente, os pro-
ductos warped correspéndense con productos multiwarped dunha tinica fibra. Asimesmo,
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cobran especial importancia os productos multiwarped de duas fibras, que chamaremos
biwarped, pois en certas ocasiéns convira reducir os productos con multiples fibras a duas,
por simplicidade. Veremos mais adiante o que queremos dicir con reducir neste contexto.

Observacién 1.6.1 Noétese que un producto multiwarped é unha xeneralizaciéon que se
pode entender en diversos sentidos. Por un lado, un producto destas caracteristicas é
en si un producto warped, pois o producto multiwarped M = B xp Fy X -+ Xy F
podese pensar coma un producto warped con base B x Fy X --- X Fj_1 e fibra Fj, e
analogamente para calquera permutacién das fibras. A sta vez, esta base é un producto
multiwarped que se pode descompoiier de novo como base e fibra dun producto warped.
Cémpre resaltar que estes productos multiwarped que se entenden como base do producto
warped M son totalmente xeodésicos como subvariedades do producto. Por outro lado,
os productos multiwarped xeneralizan os productos warped en tanto que, partindo dun
producto warped B Xy, F1, sen alterar a xeometria deste producto en absoluto, convirtese
en subvariedade do producto M = B Xy Fy X --- Xy, F} engadindo novas fibras coa
correspondente funcién de deformacién. Non debemos deixar pasar por alto neste intre
o feito de que tédalas consideraciéns que facemos sobre algunha fibra son validas para
calquera delas, e asi, podemos dicir que os productos multiwarped mostran unha certa
simetria no que as suas fibras se refire, no sentido de que ningunha delas xoga un papel
destacado sobre as outras; se ben si o fai a base, e veremos que esta é precisamente a que
determinard, se non completamente si en grande medida, a xeometria do producto.

Observacién 1.6.2 En vista da definicién dos productos multiwarped, a estructura da
métrica que os caracteriza é un tanto flexible, xa que diferentes funciéns e diferentes fibras
poden dar lugar a un mesmo producto multiwarped, de xeito que poderiamos escribir
un producto multiwarped de varios modos sendo esencialmente idénticos. Para eludir as
confusions que poidan xurdir deste feito, tomaremos en consideracion os seguintes criterios:

e As funciéns de deformacién que sexan iguais médulo un escalar serdn escritas como
a mesma funcién, modificando co escalar correspondente a métrica da fibra.

e As fibras que tenan a mesma funcién de deformacién (tendo en conta o criterio
anterior), seran consideradas unha mesma fibra.

Como consecuencia deste criterio, de agora en diante, se temos un producto multi-
warped da forma M = B Xy F1 X5 F3, con ¢ € R, pasaremos a consideralo coma un
producto warped M = B xy, (Fi X F»), e con métrica g = gg & fE(9r, ® c*gm,). Deste
modo evitaremos, en moitos casos, analizar por separado productos multiwarped idénticos
xeometricamente. Se ben estes criterios non son suficientes para evitar completamente
reiteraciéns andlogas, pois quedarian por considerar diferentes parametrizaciéns dunha
mesma variedade, si son suficientes para evitar analizar mé&is casos dos necesarios, € o
coste de criterios mais estrictos serfa unha considerable perda de claridade no desenvolve-
mento do traballo.
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Os productos multiwarped, como vimos de ver, xeneralizan os productos warped; in-
tuitivamente, mentres nos productos warped temos dous factores con un deles modificando
a xeometria do outro, nos productos multiwarped ténse un niimero indefinido de factores
cun deles xogando un papel destacado, pois conserva a xeometria no producto e altera a
dos restantes. Esta consideracion refléxase na conexién da variedade, que se describe a
continuacién:

Lema 1.6.3 Sexa M = Bx ¢ Fy x5, Fo x- - - x4, F}, un producto multiwarped, X,Y € X(B)
e U;, Vi € X(F;). Enton a conezion de Levi-Civita vén dada por:

(i) VxY =VEY
(i) VxVi = Vy,X = XL

Vi
(iii) norVy,Vi = I1(U;, Vi) = — 2 v f;
(iv) tanVy,V; = V(IZVZ

(v) Vv,Vj =0,Vi#j

onde VB e V' denotan as conexidéns de Levi-Cwita en B e Fj, respectivamente, e I1 a
seqgunda forma fundamental respecto da subvariedade F;, con i € {1,...,k}.

Demostracién.
Dado que os productos multiwarped son unha xeneralizacién dos productos warped que
conservan integramente a xeometria do producto warped formado pola base e unha cal-
quera das fibras, as expresions (i), (i), (iii) e (iv) son as dadas na Proposicién 1.5.1 e non
requiren unha demostracion engadida.

A expresion nova é a dada en (v). Para chegar a ela empregamos a férmula de Koszul,
tense:

20V Vi, A) = Vi(Vy, A) + Vi (A, Vi) — AV, V;)
+(Vio [A Vi]) + (Vi [A, Vi) + (A Vi, Vi)

para V; € X(F;), V; € X(F;) e A € X(M). Analizamos os catro casos seguintes que nos
conducen 6 resultado:

e Ac X(B), entén
2(Vy;Vj, A) = Vi(0) + V;(0) — A(0) + (V4,0) + (V;, 0) + (A,0) = 0

onde empregamos que se B € X(N;) e C € X(N2), onde N; e Ny son subvariedades
dunha variedade dada, entén [B,C] = 0 (Corolario 1.44 en [26]).

e A € X(F;), neste caso tense
2(Vy, Vi, A) = Vi(0) + V; (A, Vi) — A(0) + (Vi,0) + (V}, [A, Vi]) + (A,0) = 0

xa que [A, Vi] € X(F)) e (A, V;) € 3(F7).
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e A € X(Fj), entén, dado que [,] se anula en campos de vectores de distintas fibras
(Corolario 1.44 en [26]), tense que Vy,V; = Vv, V; e o resultado dedticese por simetria
co caso anterior.

e Noutro caso os termos da férmula de Koszul son cero, trivialmente.

O

o) presentarmos a conexion dos productos warped e twisted, vimos que habia unha
estricta relacion entre estes e a xeometria das foliaciéns candnicas respecto dos dous fac-
tores. En tanto os productos multiwarped son unha xeneralizacion dos productos warped
baseada no aumento do nimero de fibras, parece natural agardar un resultado similar
que xeneralice o correspondente dos productos warped. Como mostran as expresions da
conexion, a foliacion candnica respecto da base £p é totalmente xeodésica, mentres que
as foliaciéns candnicas respecto das fibras £r,, £r,, ..., £F, son esféricas. A implicacién
inversa tamén é certa para foliaciéns ortogonais e tense, entén, o resultado seguinte:

Teorema 1.6.4 [22, Proposicién 4] Sexa M = B x F| x Fy x -+ X F}, unha variedade
producto con foliacions candnicas £, £r, £ry, ..., Lr, respecto da base e as fibras
respectivamente. Se as foliacions son perpendiculares ¢ definir unha métrica g sobre M,
entén a métrica g € un producto multiwarped se e so se a folicion candnica asociada d base
£p € totalmente zeodésica e as foliacions candnicas asociadas ds fibras £r,, £r,, ..., £F,
son esféricas.

Este tipo de disertacions deu lugar a unha extensa bibliografia e a numerosos resultados
de destacado interés sobre productos multiplemente warped. Entre eles, un dos mais rele-
vantes é a xeneralizacién levada a cabo en [15] onde se d4 un teorema de descomposicién
analogo 6 teorema de de Rham para productos multiwarped, é dicir, caracterizanse as
variedades riemannianas que se poden descomponer como un producto multiwarped. A
importancia do teorema de de Rham radica fundamentalmente na simplificacién que supén
no estudio da xeometria dunha variedade a posibilidade de descomponela en factores mais
simples, que se poden estudiar independentemente, pois os productos directos conservan a
xeometria dos factores como subvariedades do producto. Esta mesma utilidade transmitese
6 teorema dado por Hiepko [15], pois, se ben non se pode estudiar por separado a xeometria
dos factores, pois a base inflie mediante a funcién de deformacién na xeometria das fi-
bras, si postien numerosas propiedades de cardcter local, como veremos no decorrer desta
memoria, que permiten un estreito achegamento a innumerables propiedades xeométricas
das variedades que son obxecto de estudio.
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Capitulo 2

Conformalidade cha dun producto
warped

Como vimos de mencionar na introduccion, os productos warped preséntanse en moitos
casos como excelentes candidatos na busca de exemplos de variedades satisfacendo certas
condiciéns, como pode ser, no caso que nos ocupa, a conformalidade ché local. Fronte &
rixidez do producto directo, os productos warped exhiben, mediante a funcién de defor-
macién, un grao de liberdade que flexibiliza a sda estructura, permitindo asi o amolda-
mento requerido en certas situaciéns. Ademais, lonxe de posuir unha estructura rebuscada
ou artificial, os productos warped aparecen en moi diversos contextos, e o seu estudio
permanece ligado a diversos &mbitos como a xeometria de variedades completas [4], carac-
teristicas de amplo espectro (negatividade da curvatura en [5]), modelos cosmoldxicos,
etc.

Este capitulo estd adicado 6 estudio da conformalidade ché local en productos warped,
o que supdn, no desenvolvemento global desta memoria, un paso previo & abordaxe do
caso mais xeral de conformalidada ché local en productos deformados multiples. Mais, &
sta vez, o capitulo ten interese en si mesmo, pois identifica os productos que, deformados,
poden admitir a propiedade de conformalidade ché local. Concretamente, o obxectivo deste
capitulo é caracterizar os productos warped localmente conformemente chans, cuestién que
reduciremos 6 estudio da conformalidade cha local en productos directos. Posteriormente
abordaremos os productos warped con base un espacio modelo, describindo as funciéns de
deformacién localmente, nunha primeira etapa, para obter as condicidons que garanten a
stia definiciéon global nunha segunda.

2.1 Condicidéns necesarias e suficientes

O obxectivo desta seccién é caracterizar os productos warped localmente conformemente
chans. Para iso comezamos por estudiar os productos directos, xa que particularizan os
productos warped para funciéns de deformaciéns constantes, e basearemos o estudio dos
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productos warped nunha transformacién conforme que nos permita reducir o problema &
analise da conformalidade ché local dun producto directo.

Lema 2.1.1 Sexa M = B x F un producto riemanniano localmente conformemente chan
tal que dim M > 4. Entéon WB =0 e WF = 0.

Demostracion.
Posto que o producto é directo, os dous factores xogan o mesmo papel e a proba é andloga
para ambos; farémola, pois, para B. Se dim B < 4 entén WP = 0 sempre, co que

non temos nada que probar. Suponamos pois que dim B > 4. Que B sexa localmente
conformemente ché equivale ([21, Teorema 3.2]) a que para calesquera vectores ortogonais
{e1,e2,e3,e4} se verifique

K2+ K34 = K14+ Ko

onde empregamos a notacion K;; = K(e;, e;). Polo tanto temos que a igualdade anterior
é certa para M. Pero se tomamos calesquera vectores ortogonais en B ou F', tamén seran
ortogonais en M, por ser un producto directo, e ademais

B _ ..
K;; = K;
asi que, para calesquera {ej, €2, €3, €4} ortogonais en B
B B _ 1-B B
Ky + K3y = Ky + Kaj

e isto equivale a que W5 = 0. [l

Lema 2.1.2 Sexa M = B X F un producto riemanniano localmente conformemente chan
tal que dim M > 3. Enton B e F tenen curvatura seccional constante.

Demostracién.
Empregaremos a caracterizacién da conformalidade cha dada no Teorema 1.1.7 e, dado
que diferencia os casos de dim M = 3 e dim M > 4, tamén o faremos nds aqui.

e n=dim M > 4. Por un lado temos que W =0 = W = 0 = W, Polo tanto, basta
con probar que B e F son einstein, como mostra o Corolario 1.1.3.

Sexa s = dimB, {ej1,e€a,...,€541, €542, ..., €, } unha base ortonormal de M. Emprega-
mos ¢, j para subindices de campos en B e a,b para subindices de campos en F.

Dado que W = 0, temos:

T

Wits+vits+1) = Rits1)i(s+1) T ey — 5 (pii + P(s+1)(s+1)) =0

T

. 1
Winin = Rinin + =Dm=2) ~ =5 (pii + pnn) =0
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pero Ri(si1)i(s41) =+ = Rinin = 0, asi que

P(s+1)(s+1) = " = Pnn

e polo tanto,
Pé+1)(s+1) == Pgn
Ademais,
Wiaib = Riaib + ==z (9ii9ab — JiaZiv)
— L (piiGab + Pab — PiaYiv — PibGia) =0
reducese a

b
Wiaib = —fpj 5 = 0

co cal, esta base ortonormal diagonaliza o tensor de Ricci e, asf, temos que pf" =
Ad = AgF.

Por outro lado,

T 1 o
Wijij = Rijij + n—D(n—=2) n- 2(pz‘i +pj;) =0, parai# j

B
ijig
tédolos sumandos dependen de B excepto 7, que por este motivo ha ser necesaria-
mente constante.

Como 78 = > u—si1 Paa = (N — 8)ppn temos que pqq tamén é constante e, como o

tensor de Rici é un multiplo da métrica, F' é einstein.

e dado que R;j;; = R =78 47F¢ Pii = pf; , temos que na anterior ecuacion

Analogamente prébase que B ten necesariamente que ser einstein.

e n = dimM = 3. Neste caso procedemos de xeito diferente, pois o tensor de Weyl
é sempre nulo e non nos proporciona ningunha informacién sobre a conformalidade
ché da variedade. Atendendo & caracterizaciéon da conformalidade chd dada no Teo-
rema 1.1.7 temos que se M é localmente conformemente chd, entén, para calesquera
vectores X, Y, Z verificase a seguinte igualdade:

(VxCO)(Y, Z) = (VyO)(X, 2)

Tomando campos de vectores X en BeY = Z en F, ou viceversa, X en FeY =7
en B, a igualdade anterior redticese a:

X(r)=0

e deducimos que 7 é constante. Pero dado que 7 = 7% + 7F" e os factores tefien di-
mensién un e dous, deducimos que ambos son einstein, e, polo tanto, tenen curvatura
seccional constante. O
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Como consecuencia directa do teorema precedente tense o seguinte corolario.

Corolario 2.1.3 Sexa M = B x F un producto riemanniano localmente conformemente
chan. Enton B e F son localmente conformemente chds.

Demostracién.
Polo resultado anterior sabemos que B e F' tefien curvatura seccional constante, logo
ambas son localmente conformemente chés. O

Coa axuda dos lemas precedentes probaremos o seguinte teorema, que caracteriza os
productos directos de dias variedades que son localmente conformemente chas, dado en
[36], se ben damos aqui unha demostracién alternativa para dimensién de M arbitraria.

Teorema 2.1.4 Sexa M = B x F un producto riemanniano. Enton (M, g) € localmente
conformemente chan se e s6 se B e F' tenen curvatura seccional constante e ademais ddse
unha das tres condicions sequintes:

- dimB = 1.

- dimF = 1.

—dimB > 1, dimF >1 e KB = —KF.
Demostracién.
Os dous primeiros casos son similares. Aplicamos o lema anterior para concluir que B e F,
nos seus respectivos casos, tefien curvatura seccional constante. Para probar a suficiencia
basta asumir a constancia da curvatura e substituir nas expresiéns das compoifientes do
tensor de Weyl, vendo asi que son todas nulas.

Se dimB > 1 e dim F > 1, sabemos polo lema anterior que (B,gp) e (F, gr) tenen
curvatura seccional constante, pofiamos KP e K¥. Substituindo nas expresiéns das

componentes do tensor de Weyl chegamos &s tres ecuacions seguintes, onde s = dimB,
d=dimF en = dimM:

{(n=1)(n-2)+s(s—1)=2(n—1)(s —1)}YKP +d(d— 1)K =0
s(s— KB+ {(n—1)(n—-2)+d(d—1)—2n—1)(d—-1)}K" =0
{s(s =)= (s=1)(n—-1}K"+{dd-1) = (n-1)(d - 1)}K" =0
que podemos escribir do seguinte xeito tendo en conta que s + d = n:
dd—1)(KP +K")=0
s(s — 1) (KB + KTy =0
(s—1)(d—-1)(KB+KF)=0

Vemos que, dado que supofiemos s,d > 1 as tres ecuaciéns redicense a KP + K = 0.
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Para probar a suficiencia basta facer estas dltimas contas inversamente para calcular
as componentes do tensor de Weyl, que seran nulas. [l

Unha vez que cofiecemos os productos directos (de dous factores) localmente conforme-
mente chés, atopdmonos en condiciéns de afrontar o problema de caracterizar os productos
warped localmente conformemente chés, que se resolve no seguinte teorema.

Teorema 2.1.5 Sexa M = B Xy F' un producto warped. Enton:

1) Sedim B =1, entén M = B x¢ F € localmente conformemente chd se e sé se (F, gp
f
ten curvatura seccional constante.
(i) Se dimB > 1 edimF > 1, enton M = B xy F' ¢ localmente conformemente chd se
e SO se
(ii.1) (F,gp) € unha variedade de curvatura seccional constante cp.
(11.2) A funcion f : B — R* define un cambio conforme en B de modo que (B, %gB)
ten curvatura seccional constante cg = —cp.
1) Se dimF = 1, enton M = B x¢ F € localmente conformemente chd se e sé se a
f
funcién f : B — RT define un cambio conforme en B tal que (B, #QB) € unha
variedade de curvatura seccional constante.

Demostracion.
Sexa (M = B xy F,g = gg® f?9r) un producto warped riemanniano de dimensién
arbitraria n. A métrica pédese escribir, sacando factor comtin f2,

. 9B _ 2 f72gB
I < f9r ) / < gr )

Se consideramos un cambio conforme na métrica g:

ge=1f"%g

< %98 )
gec =
ar

que é un producto directo das variedades (B, ¢%), con ¢4 = f~2gp, e (F, gr).

Posto que a conformalidade cha se conserva por cambios conformes, a métrica g sera
localmente conformemente cha se e s6 se g. é localmente conformemente cha. Pero a
conformalidade ché en productos directos esta caracterizada totalmente polo Teorema
2.1.4, de onde se segue o presente resultado. (I

a expresion de g. serd

Noétese que o teorema anterior xeneraliza 6 Teorema 2.1.4. Do xeito que os produc-
tos directos particularizan os productos warped para funciéns de deformacién constante,
tamén considerando o mesmo tipo de funciéns obtense como caso particular o Teorema
2.1.4 partindo do Teorema 2.1.5.
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Observacién 2.1.6 Os productos warped de tipo cosmoléxico, referidos co nome de
Robertson-Walker, tefien, como xa mencionamos, a forma I x; N(c), onde N é unha
variedade de curvatura seccional constante c. Atendendo a un teorema andlogo é ante-
rior, en [6], ddse explicacién 6 feito de seren os espacios Robertson-Walker localmente
conformemente chans para calquera funcién de deformacién f. Vese tamén, pola contra,
como os espacio-tempo estaticos, da forma B X R, deben cumplir condiciéns certamente
restrictivas na base B e na funcién de deformacién para ser localmente conformemente
chans, pois isto depende de que a variedade B coa métrica % gp tena curvatura seccional
constante.

Corolario 2.1.7 Serxa M = B Xy F' un producto warped localmente conformemente chan.
Enton a base B € localmente conformemente chd e a fibra F ten curvatura seccional
constante.

Demostracién.

Polo Teorema 2.1.5, F ten en calquera caso curvatura seccional constante (trivializamos o
caso en que a fibra tena dimensién 1). Por outro lado, sempre que dim B > 1, a métrica
f2gp ten curvatura seccional constante, e polo tanto é localmente conformemente cha;
en consecuencia tamén o é a propia gp. O

2.2 Estudio local da conformalidade cha local

Queremos conecer a estructura local das variedades que, deformadas, poden dar lugar a
un producto warped localmente conformemente chan. Para iso servimonos do Teorema
2.1.5 e, se partimos de duas variedades (B, gg) e (F, gr), queremos saber qué condiciéns
deben cumplir a funcién de deformacién f e a variedade (B, gg) para que (B, f ~2gp) tefia
curvatura seccional constante. Deberemos atender, ademais, 4 condicién adicional que se
presenta nos casos en que dim B > 1 e dim F > 1, isto é, que as curvaturas seccionais de
(B, f2gR) e (F,gr) sexan opostas.

Se (B, gp) é unha variedade localmente conformemente chd, entén temos garantida a
existencia local de funciéns f de forma que (B, f 2gp) ten curvatura seccional constante
arbitraria (bastarfa pasar a curvatura seccional nula mediante o cambio conforme que a
fai conformemente chéd e componer co cambio conforme que a fai da curvatura requerida,
como amosa o Teorema 1.2.1). Polo tanto, temos o seguinte reciproco local do Corolario
2.1.7:

Teorema 2.2.1 Sexa (B,gp) unha variedade localmente conformemente chd e (F,gr)
un espacio de curvatura seccional constante. FEnton existen funcions de deformacion f
definidas localmente sobre B de wzeito que U x s F' € localmente conformemente chd (sendo

U C B o aberto U de definicion de f).
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Demostracion.
Partimos de (B, gp) variedade localmente conformemente cha. Para cada punto de B
existe un entorno U C B e un difeomorfismo v : V. C R" — U verificando *g = ¢?ggn.
O Teorema 1.2.1 mostra a existencia de funciéns, como ¢ = 1/(1+ _TKF > (u;)?), definida
nun aberto de R™, tal que a curvatura seccional da métrica @?grn é —KT. Polo tanto,
construimos a variedade seguinte

R"™ x 1 F

7

Deste xeito, polo Teorema 2.1.5, este producto warped é localmente conformemente chan.
Pero dado que grrn = # gB, o producto U x F coa métrica

1 o 1
——59B © —5JgF
P? ©?

tamén é localmente conformemente chéan. Agora, como a conformalidade ché local é
preservada por transformacions conformes, obtense que

UXfF

é localmente conformemente cha para f = ¢/p. O

Observacién 2.2.2 Como consecuencia do teorema anterior, cémpre analizar dous as-
pectos de especial interese; estes son:

1. a posibilidade de estender a funcién de deformaciéon f a toda a variedade B, con
obxecto de construir productos warped completos, e

2. a unicidade da funcién de deformacion.

Na vindeira seccién trataremos o primeiro punto, facendo un estudio global da con-
formalidade ché de productos warped. Referido & unicidade da funcién de deformacion, é
dicir, a se dado un producto warped que ¢é localmente conformemente chan, existen maéis
funciéns que deformen o mesmo producto e que fagan que este siga sendo conformemente
chan, trataremos o problema localmente.

Sexa (B x ¢ F, gg @ f?gr) un producto warped localmente conformemente chan. Sabe-
mos que (B, f~ 2gp) ten curvatura seccional constante. Queremos ver agora qué funciéns
f definidas localmente en B fan que (B, f 2gp) tefia curvatura seccional constante. En
primeiro lugar descartamos o caso en que dim B = 1, pois neste caso calquera funcién
f: B — R fai o producto warped conformemente chan sen mdis que esixir a constancia
da curvatura seccional da variedade F' (Teorema 2.1.5).

Para estudiar os casos restantes, escribimos a variedade (B, ]f”vfng) como

f2

( f2 f2 2 9B

)
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A vista desta expresién basta con atopar os cambios conformes da métrica en (B, f ~2gp)
que mantenen a curvatura seccional constante para cofiecer as funciéons que buscamos.

Deste modo, o problema tradicese en buscar os cambios conformes de variedades de
curvatura seccional constante que conservan a constancia da curvatura seccional. Para
iso, dado que o tensor de Weyl ¢é invariante por cambios conformes, bastard con atopar
aqueles que conserven o caracter einstein. O Corolario 1.4.6 achéganos a resposta para
variedades conexas de dimensién > 3: os cambios conformes que conservan o caracter
einstein son exactamente aqueles da forma g. = e*/¢g que son solucién da ecuacién de
Mébius By(f) = 0.

O caso mais sinxelo é o caso euclideo, no que o Lema 1.4.7 caracteriza as posibles
soluciéns: para un cambio conforme g. = €2/ gy no espacio euclideo, sabemos que, tras
facer o cambio v = e~ f, temos que as funciéns u : R” — R son da forma

wW®)=a|X|*+(b,®)+¢, con aceR, beR”

Polo tanto, desfacendo o cambio anterior, temos que, a transformacién da métrica que
buscamos é

1
(al %2+ (B, %) + )2

gc = g0

asi, obtemos que as funcions fNrequeridas son as da forma:
(2.1) F(R) = (@|R|*+ (b, %) + ) f(X)

Esta expresion local, para calesquera a,c € R, b € R™ caracteriza as funciéns definidas
localmente que conservan a constancia da curvatura seccional. Pero isto s6 resolve o noso
problema da conformalidade cha no producto warped se a variedade F' ten dimensién
un. Noutro caso, o cambio conforme sobre a base debe conservar o valor da curvatura
seccional. Polo tanto, cémpre estudiar como varia a curvatura seccional 6 facer un cambio
conforme deste tipo.

Lema 2.2.3 Seza (R", €2 go) unha transformacion de Mébius da métrica euclidea. Enton,
para {E1,...,E,} base ortonormal, tense

o A curvatura de (R", e/ go) vén dada por

=
R...._M ara i+ j
ijij — ul , D J

onde u= eI ten a forma u(X) = a| X2+ (b, %) +c.

o A curvatura seccional de (R™, e?f gy) ten a expresion

K = dac — || b2
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Demostracion.
Empregando o Teorema 1.4.4, a expresiéon da curvatura vén dada por

Ry = {2 (ALogu )+ "2 |V(Logu)|?) }
= o (2ALogu™t) + (n—2)||V(Logu™1)|?)

H2—4a22—2(n—2)au + (77, . 2) ||?||2—u42ac+4au>

Se agora calculamos a curvatura seccional a partir da expresién anterior, temos

N
dac — || b || —
K;; = u4|‘| I ut = dac — IIb ||2

tal como enunciamos. |

Temos pois, que os cambios conformes que mantefien constante o valor da curvatura
seccional para o espacio euclideo son aqueles que verifican:

dac— | B> =0

2.3 Estudio global da conformalidade cha local

Nesta seccion estudiamos a posibilidade de definir globalmente sobre a base B funciéns de
deformacién que fagan o producto B x s F' localmente conformemente chan.

Dada a complexidade do problema, limitarémonos 6 caso en que a base sexa un espacio
completo e simplemente conexo de curvatura seccional constante.

Observacién 2.3.1 Consideremos un producto warped B x; F' localmente conforme-
mente chan. Establecer como hipdtese que B tena curvatura seccional constante equivale
a que sexa einstein, pois, por ser o producto warped localmente conformemente chan,
tamén o é a base (Corolario 2.1.7). Pero, dado que (B, %93) ten curvatura seccional
constante, como se deduce do Teorema 2.1.5, tense que 1/f é unha transformacién de
Mobius.

Reciprocamente, que 1/f sexa unha transformacién de Mobius en (B, gg) equivale a
que f sexa unha transformacién de Mobius en (B, ]}—293), e dado que esta variedade ten
curvatura seccional constante, (B, gp) serd einstein e, por ser localmente conformemente
cha, tamén terd curvatura seccional constante (pédese chegar & mesma conclusién tendo
en conta que as transformaciéons de Mobius conservan os autoespacios do operador de
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Ricci, como vimos no Corolario 1.4.5). Polo tanto, imponer a hipétese sobre a base da
constancia da curvatura seccional equivale a que a funcién de deformacién dea lugar a
unha transformaciéon de M6bius mediante a sta inversion.

2.3.1 Productos warped localmente conformemente chans con base o
espacio euclidiano
1%

al| T2+ b, T )t
¢é a Unica que conserva a constancia da curvatura seccional en R® na deformacién conforme
correspondente. Vexamos agora cando se pode definir a funcién en todo R?.

0(X) = L non estd definida no conxunto I' = {¥ € R*® : a|| %[> +

a||?||2+< b, T )+c

(B), X) 4 ¢ = 0}. Vexamos que conxunto é este segundo nos casos seguintes:

.’ . . .7 g
Na seccién anterior vimos que a funcién 6(X) = ,cona,ceRe b € R?,

e a,c>0. Entén o grafo da funcién f(X) = a| %2 + (b, X) + ¢ é un paraboloide

convexo.
A funcién de deformacién é un paraboloide convexo.

A funcién ten un minimo absoluto no punto P, ( 5o ), polo tanto, a

funcién terd algun punto onde se anule se e sé se f(P, ) 0, o cal significa que

necesariamente ha verificar

by by o —b2 —b? —H ||
Pm — e, — 1 _ S
f(Py) = ||(2a 2a)H + o + oo+ 50 +c= +c>0

e a >0, c<0. Teriamos que f — ¢ cando x — 0, tomando asi valores negativos, co
cal, non obtemos funciéns de deformacion desta forma.

< . -

e a = 0. Neste caso a funcién toma valores negativos salvo que b sexa nulo e ¢ > 0.

Pero esta situacién corresponde a unha homotecia, e trivializa o producto warped
nun producto directo. Polo que descartamos tamén esta situacién.

e a < 0, c arbitrario. O paraboloide non poderia estar definido en todo R® sendo a
funcién positiva, pois f — —oo cando x — oo (si poderia ser f sempre negativa con
¢ < 0, obtendo asf cdlculos simétricos 6s que faremos, polo que convimos restrinxirnos
a funciéns de deformacién estrictamente positivas).
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En resume, tense que necesariamente deben ser positivos a e ¢, na funcién 6, para que
estea ben definida e sexa positiva. Ademais, o seu minimo debe ser positivo, o que se
traduce na desigualdade 4ac — H?H2 > 0.

Resumimos os resultados deste apartado no lema seguinte:

Lema 2.3.2 Sexa M = R® x ;¢ F' un producto warped localmente conformemente chan con
base euclidiana. Enton f € da forma:

FR)=a|R)?+ (b, X)+c, bEeER’ aceR
cos coeficientes a >0, ¢ >0 e b satisfacendo a desigualdade dac — HB)H2 > 0.

Xa vimos que, para que un cambio conforme conserve a constancia da curvatura sec-
cional, a funcién de deformacién debe verificar a ecuaciéon de Mobius. Pero ademais,
comprenos en ocasiéns que mantena o valor da curvatura seccional e, como vimos anterior-
mente, unha condicién necesaria e suficiente para que iso ocorra é que a, c e b verifiquen

dac—||B|2=0

pero vimos de ver que para poder definir f en todo R® débese verificar que

dac— | B> >0

A funcién de deformacion non corta 6 plano xsy1 = 0.

Esta incompatibilidade é a clave do teorema seguinte:
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Teorema 2.3.3 Sexa R® x; F', s > 1, un producto warped, enton é localmente conforme-
mente chan se e s6 se f(X) = a|X|? + (b,X) + ¢ con dac — |B|? > 0, a,¢ > 0
e, ademais, se dimF > 1, F ten curvatura seccional constante e cumprese unha das
condicions sequintes:

(i) K =0 e o producto ¢ directo, i.e., f é constante.

(ii) K¥ <0, verificando Kt = ||E>H2 — dac.

Demostracion.

O resultado séguese do Lema 2.3.2, asi como dos comentarios anteriores, tendo en conta
a incompatibilidade entre o requisito de definicién global da funcién (4ac — HB)H2 > 0)
e a necesidade de ser nula a curvatura seccional se a dimensién da fibra é maior que un
(4dac — ||B>||2 = 0), para o caso (7). No apartado (ii) o valor de K" debe ser oposto 6 da
curvatura seccional da base deformada conformemente, como vimos no Teorema 2.1.5. [J

Atinxindo é problema da unicidade da funcién de deformacién, xa tratado dende un
punto de vista local, podemos dar na mesma liia dos resultados anteriores o seguinte:

Corolario 2.3.4 Sexa (B x¢F,gp ® f2gr)un producto warped localmente conformemente
chan tal que dim B > 1 edim F > 1. Se (B, f~2gg) = (R*,g0) enton f € a tunica funcién
de deformacion que fai o producto warped localmente conformemente chan.

Demostracion. N
De haber outro producto warped (B X 7 F,g8 ® f%gr) localmente conformemente chan,

teriamos que (B, f_QgB) ten curvatura seccional nula, pois debe ser oposta & da fibra F'
(esta é nula por ser localmente conformemente chan o producto R® x F'). Pero entén
temos un cambio conforme da métrica f~2gp dado por f/f, que conserva a nulidade da
curvatura seccional de R*, o que contradi o Lema 2.3.2. [l

2.3.2 Productos warped localmente conformemente chans con base o
espacio hiperbdlico

Unha vez que conecemos os productos warped con base R® que son localmente conforme-
mente chans, trataremos de estudiar os outros espacios modelo de curvatura seccional
constante. Comezamos polo espacio hiperbdlico, que trataremos de relacionar co espacio
euclideo mediante unha transformacién conforme global.

A identidade é unha aplicaciéon conforme entre o semi-espacio superior euclidiano e o
espacio hiperbdlico (pensado no seu modelo de semi-espacio de Poincaré) verificando

0 (UsagO) B (HsagH)
(T1y...,xs) ~ (T1,...,Ts)
Vg = égo
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onde denotamos por (U = {X € R®: zy > 0}, gg) 0 semi-espacio euclidiano e por (H®, gy)
o modelo de Poincaré do espacio hiperbélico.

Noétese que 9 é unha aplicacion de Mobius, pois conserva a constancia da curvatura
seccional. De feito, e como era de esperar, é da forma (2.1) cona=c=0eb=(0,...,0,1),
pois estd definida nun aberto de R,

Cada vez que tenamos unha aplicacién ¢ : (H®, gg) — (H?, %QH) que conserva a
constancia da curvatura seccional, sabemos que verifica a ecuacion de Mobius e, polo
tanto, temos o seguinte diagrama:

¢
(H*, gu) — (Hsaﬁgﬂ)
Ca) /‘(ﬁoﬁ

(Usv 90)

Asi, dada unha funcién ¢ : (H?, gg) — (H?, # gm) que verifique a ecuacién de Mobius

B(¢) = 0, temos unha funcién ¢ o 9 : (U®, go) — (H?, %gH), que tamén é de Mobius,
pois é a composicion de dias aplicaciéns de Mobius, e, dado que estd definida nun aberto
de R, é da forma (2.1):

1 1
(609)" (390 = g
P (s By ve)

Entén, dado que ¥ gy = x% go, chegamos a

2
1 s

TR (a2 + (B.%) +¢)

- . - _

para uns certos a,c € R e b € R?, verificando 4ac — | b2 > 0 ou 32 < 0 e dac — (b3 +
2 2 2 —’ s

b3+ ---+bs_;) > 0, o que garante que a||X||* + (b, X) 4+ ¢ >0, VX € U*. Outra forma

de chegar a esta expresion seria resolver a ecuacién de Mobius para o espacio hiperbdlico,

resolvendo o sistema de ecuaciéns en derivadas parciais que se obtén empregando o Lema
1.4.1 para reescribir a ecuacién de Mobius neste espacio.

Observacién 2.3.5 Queremos dar as condicions pertinentes para que ¢ estea ben definida
en U®, o que ben sendo que a||X||? + <B>, X) + ¢ # 0, pero tomando a, ¢ > 0, isto queda
reducido a al| X% + <E>,?> +¢ > 0. A condicién 4ac — HB)H2 > 0 gardntenos que
a|X|? + (b, %) + ¢ > 0 en todo R. Pero, dado que reducimos o dominio da funcién,
agora temos madis casos favorables: aqueles nos que al|X||? + <B>,?> + ¢ se anula no
semiespacio negativo pechado {X € R*® : x5 < 0}.
Para caracterizar estes casos temos:
No caso en que o punto minimo do paraboloide, _2—?;, tena a ultima coordenada negativa
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A funcion de deformacion pode ser positiva ainda que o paraboloide sexa negativo en
puntos que cumplan xg < 0.

ou nula, é dicir, _22 < 0, teriamos a situacion representada no debuxo, onde o plano

corta 6 paraboloide en al|x||? + bx + ¢ = 0. Nesta situacién, para que o paraboloide non
corte 6 semiespacio U® basta con que al|lz|? + bz + ¢ > 0 en z; = 0. Isto no debuxo
queda ilustrado con que a linea negra, é dicir, o paraboloide (s — 1)-dimensional obtido 6
intersecar o hiperplano xs = 0 co paraboloide, corta 6 hiperplano horizontal 6 sumo nun
punto. Escribimos esta condicién como

a(xd + a4+ + i) b Fbowa o+ bs x5 1+ >0

Repetindo os célculos anteriores para este novo paraboloide (s — 1)-dimensional, obtemos
que a condicion é
dac— DI+ D3+ +b21) >0
En resumen, temos a funciéon ¢ definida globalmente neste modelo do espacio hiperbdlico
se
e dac — HB)HQ > 0, ou

o 2 <0Oedac— (BB +b3+--+b2)>0
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Estas reflexiéns demostran o lema seguinte:

Lema 2.3.6 Sera M = H°® x; F' un producto warped localmente conformemente chan,
con H?® denotando o espacio hiperbolico no modelo do semi-espacio de Poincaré. Enton as
funcions de deformacion f tenen a forma:

2 e
fx)y = AXIEE BT Fe g g g eeRr

Ts

para coeficientes a >0, c€ R e b eRs verificando unha das dias condicions
(1) dac— | B2 >0
(2) dac— (b3 + - +b2_1) >0ebs >0

Coa axuda deste lema, chegamos ¢ seguinte resultado:

Teorema 2.3.7 Sexa H* x; F, s > 1, un producto warped con fibra completa e simple-
—

a| X2 +(b,X)+c
Ts ’

mente conexa. Entdn é localmente conformemente chan se e s6 se f(X) =
a > 0, e unha das condicions sequinte é verificada:

(i) F =R con f cumplindo (1) ou (2).
(ii) F=H?, cond>1e ||B>H2 —4ac = —1.

(iii)) F = R cond > 1 e HﬁHZ — 4dac = 0, ademais para que [ sexa positiva debe
verificarse 4ac — (b3 + ... +b2_1) >0 e bs > 0.

(iv) F =S cond>1e ||E>||2—4ac = 1, ademais para que f sexa positiva debe verificarse
4ac—(b%—|—...—|—b§_1) >0 eb; >0.

Demostracion.

A expresién da funcién obtense a partir do Lema 2.3.6. Polo Teorema 2.1.5 a fibra ten
curvatura seccional constante e, por ser completa e simplemente conexa, rediicense as
posibilidades a S%, R% e H?. Ademais, se dim F > 1, obtéfiense as condiciéns de K =
D12 - 4ac. O

2.3.3 Productos warped localmente conformemente chans con base a
esfera

O caso da esfera preséntase moi diferente 6 do espacio hiperbdlico, pois postie unha carac-
teristica, como é a compacidade, que nos permite aproveitar as propiedades que se derivan
dela. Sen embargo, neste caso topamos cun obstaculo importante: non temos un cambio
conforme global, como tifamos no espacio hiperbdlico, que nos permita reducir o proble-
ma & espacio euclideo. E por estes motivos que a andlise que facemos nesta seccion se
desmarca das ddas anteriores.
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Queremos estudiar cando un producto warped que ten como base a esfera de dimensién
s € localmente conformemente chan. Para iso sabemos que unha condicién necesaria é que
(S*, #gg) tefia curvatura seccional constante. Dado que (S%, gs) ten curvatura seccional

constante, a funcién % ten que verificar a ecuacién de Mébius, é dicir, B(¢) = B (%) =0;

a cal, tras facer o cambio de variable u = f = e~?, linearizase para adquiri-la forma
(2.2) Hy = %A fg
Consideremos o campo de vectores
X=Vf

definido sobre S°. Vexamos que asi definido, X é un campo de vectores conforme. Para
iso, vexamos que Lxg = 2ug:

(Lxg)(V,Z) = g(VyX,Z)+g(VzX,Y)
9(VyVu,Z) + g(VzVu,Y)
Hf(Y, Z)+ Hf(Z, Y)

= 2H/(Y, Z)

e, asi, substituindo por (2.2), chegamos a
1
(Lxg)(Y, Z) = 2H}(Y, Z) = 2_Afg(Y, 2)

co que X é un campo de vectores conforme.
Agora ben, para un campo de vectores conforme temos o seguinte lema que da unha
expresién para o laplaciano da diverxencia:

Lema 2.3.8 [35, Lema 4.2] Sexa Z un campo de vectores conforme nunha variedade n-
dimensional (M, gnr). Enton

T n

(2.3) ~A(divZ) = div(2) + 50—

Z(T
— (1)
Na expresién (2.3) substituimos o campo de vectores Z por X = Vf, e entén, temos

que
T S

P div(X) +72(3— 1

pero para a variedade que nos ocupa, é dicir, a esfera S° a curvatura escalar é constante
e a expresion anterior queda reducida a

~A(divX) = X(7)

T
pom] div(X)

A(divX) =

ou

A(divVf) = — - div(Vf)
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que vén a ser, dado que divV f = Af,

—T

24) MM = Af

Esta ecuacién podese interpretar dicindo que A f é unha autofuncién para o autovalor \; =

T

—-77 do laplaciano na esfera. Da ecuacién (2.4), aplicando a linearidade do laplaciano,

chegamos a
.

s—1
Interpretamos esta ecuaciéon dicindo que a funcién Af + I3 f é unha funcién arménica
que, por estar definida nunha variedade compacta, ha ser necesariamente constante:

A(Af +

f)=0

-
s—1

(2.5) Af+ f=c
onde C é tal constante. Se denotamos por ¥ unha Aj-autofuncién para o laplaciano na
esfera, entén na expresién (2.5) despexamos f para obter

8 —

f=-"lysc

T

Notese que C debe ser escollida de xeito que a funcién f sexa positiva.

Observacién 2.3.9 O autoespacio asociado 6 autovalor A\; = —-5 do laplaciano en S*
estd xenerado pola restriccién a S* dos polinomios homoxéneos de grao un en R+ [2)
Capitulo 3]. Polo tanto, unha Aj-autofuncién é a restriccién a S° dun polinomio P do tipo
seguinte

P(X)=(b,X), con0+# b R

Observacion 2.3.10 Dada unha transformacion de Mdbius f na esfera de dimensién s,

vimos de ver que é da forma f(X) = —%(?, ®)+C, con b € R*H1 entén a condicién de
—

ser [ positiva pddese escribir 0 < —%(g, %> + C, ou, equivalentemente C > ‘t—lHE}H
[

Como conclusién temos o lema seguinte:

Lema 2.3.11 Sexa M = S° x; F' un producto warped localmente conformemente chan,
entén a funcion de deformacion f € da forma

(2.6) f=—lyie

T

onde ¢ € unha autofuncion para o laplaciano, Ay = —Z=1, e C € unha constante que

s—177
fai @ funcion f positiva.
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Teorema 2.3.12 Sexa S° Xy F', s > 1, un producto warped. Entén é localmente con-
. iy D . -1

formemente chan se e so se a funcion de deformacion é da forma f = —*=1¢ +C (con ¢

autofuncion para o laplaciano) e, ademais, se dim F > 1 a fibra F ten curvatura seccional

constante negativa.

Demostracion.
A expresion da funcién vén dada polo Lema 2.3.11. Por outro lado, se consideramos un
cambio conforme (S?, %ggs), onde f vén dada pola expresién (2.6), a curvatura seccional

12

é constante con valor K = C? — (ST%)HB)HQ, onde ¢p = P|gs para P(X) = (B:?)

polinomio homoi)éneo definido en R*T!. Debemos ter en conta que, dado que f é positiva

tense C' > 5=1||b|| (Observacién 2.3.10) e, polo tanto, a curvatura seccional dun cambio
12

conforme da esfera tamén é positivo: K = C? — (57_721)||B>H2 > 0. Polo Teorema 2.1.5, se

dim F > 1 isto obriga & fibra a ter curvatura negativa. (I

Fibras

Base Funcién de deformacién R | R4 St | H

RS | f(X)=al|R|2+ (b, %) +c|Si| Non | Non | Si

S| f(R)=-=4b,R)+C |Si| Non | Non | Si

-
s f(?):“”?|l2+<sb’?>“ Si| Si | Si | Si

xT

A taboa amosa as posibles combinacions de bases e fibras.

2.4 Productos warped con base compacta e completa

Adicamos esta seccién a analizar a unicidade da funcién de deformacién para productos
warped localmente conformemente chans nos que a base presenta algunha propiedade
topoldxica como a compacidade, ou xeométrica, como é a completitude xeodésica. Veremos
que en ambos casos os posibles productos warped tenen como base un espacio modelo ou
un producto warped especifico.

Teorema 2.4.1 Seza (B, gp) unha variedade riemanniana compacta sobre a que se de-
finen dias funcions de deformacion f e f, distintas (i.e., f # cf) de modo que, para unha
certa variedade F, os productos warped B x; F' e B X f F son localmente conformemente

chans. Enton (B, %gB) € isométrico a unha esfera euclidiana e a funcion f/f ten a forma
descrita no Teorema 2.5.11.
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Demostracion.
Dado que B Xy F'e B x 7 F son localmente conformemente chans, sabemos polo Teorema

2.1.5 que as variedades (B, f% gB) e (B, fil? gB) tenen curvatura seccional constante.
Tense, polo tanto, que id : (B, %gB) — (B, fA—lng) é unha aplicacién conforme en-

tre dous espacios compactos de curvatura seccional constante. Repetindo o argumento
da seccién anterior, chégase a que f/f é solucién da ecuacién linearizada de Mobius en
(B, %93), ¢ dicir, se dim B = s,

~

(2.7) Hip = A/ g

e entén V(f/f) é un campo de vectores conforme en (B, %93). Do Lema 2.3.8 obtense a
ecuaciéon

(2.5) A (A1 + T T4d1E) =0
de onde ) -
(29 AN+ flr=c

con C' constante, por ser unha funcién arménica definida nunha variedade compacta.
Empregando de novo a ecuacién de Mébius linearizada e substituindo A(f/f) en (2.9),

chegamos a
s—1 1 o

HcfA(f/f) - gA(f/f)g =0

-
e, finalmente,

(2.10) HA(f/f)—FhA(f/f)g:O

que, para 7 > 0, é a Fcuacion de Obata para A(f/f) Dado que f/f non é constante, da
ecuacion (2.9) séguese que tampouco o é A(f/f), e entén (B, %gB) é isométrica a unha
esfera euclidiana [24].

Resta por comprobar que non pode suceder 7 < 0; farémolo vendo como conduce a
unha contradiccién. Se 7 < 0, entén a existencia dunha solucién A(f/f) de (2.10) non
constante, é caracteristica de productos warped da forma R x¢ IV entre as variedades com-
pletas (nétese que B é completa, pois é compacta), onde N é unha variedade riemanniana
completa e a funcién de deformacién cumple £” + 5(37—1)5 = 0. Pero unha variedade deste
tipo non é compacta, co que obtemos a contradiccion que buscabamos para 7 < 0. Sexa
agora T = 0, entén, por (2.9), A(f/f) é constante. Asi, volvendo a (2.7), temos

o
H, :=—g

I g

para unha constante a. Desta ecuacién dedicese que f/f é unha funcién concircular e,

por [31, Teorema 2], (B, f%gB) é isométrica a unha esfera, o que contradi a suposicién
T=0. Ul
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Observacion 2.4.2 Nétese que no Teorema 2.4.1 chégase a que (B, # gp) ¢ unha esfera,
1
2
biando os papeis de f e f .

pero tamén o é (B, = gp), pois bastaria repetir o argumento da demostracién intercam-

Teorema 2.4.3 Sexa M = B x; F', con s = dim B > 1, un producto warped localmente
conformemente chan con (B, #gg) completa. Se existe unha funcion de deformacion f

distinta de f (i.e., f # cf para calquera constante c) para a que M = B fo € localmente
conformemente chd, enton tense unha das sequintes situacions:

(1) (B, f—ggB) é un espacio de curvatura seccional constante completo e simplemente
conezxo.

(i1) (B, #93) ¢ un producto warped R X gepp(at+p) N, onde (N,gn) € unha variedade

riemanniana chd completa e as funcions f e f verifican
f_
? =exp(at+p)+C

para certas constantes a > 0, 3, C > 0 e con o = —ﬁ sendo T a curvatura

escalar de (B, #93).

Demostracion.
Suponamos que f e f son ddas funciéns distintas (médulo unha constante) definidas en B
que fan os productos warped (B x ¢ F) e (B x iF ) localmente conformemente chans. Polo

Teorema 2.1.5, (B, f%gB) e (B, #gB) tenen curvatura seccional constante, polo que id :
(B, 712 gB) — (B, # gB) € unha transformacién de Mdbius e, empregando o [18, Teorema
27], (B, f%gB) é un espacio de curvatura seccional constante completo e simplemente
conexo, ¢ dicir, isométrico a un espacio modelo, ou 6 producto warped R X qepp(at+g) IV,
con N variedade completa e ricci-cha de dimensién (s — 1); ademais, neste caso a funcién
de deformacién é f/f = exp(at + 3) + C. Pédese engadir que, dado que R X qepp(at+p) IV
é localmente conformemente chd, N ten curvatura seccional constante, e asi é chd (pois
sabiamos que era ricci-chd). Calculando para este producto warped a curvatura seccional,

obtense 7 = —s(s — 1)a?. O

Observacién 2.4.4 Se (B, f—lz gB) é un espacio modelo, coma no apartado (i) do teorema

anterior, as funciéns f/ f estdn dadas polos Lemas 2.3.2, 2.3.6 e 2.3.11. Ademais, dado
que o argumento é aplicable tanto & variedade (B, f—ggB) como a (B, fl—QgB), 0S mMesmos

teoremas dan a expresion de f /f
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Capitulo 3

Xeometria de productos
multiwarped

No primeiro capitulo discutimos duas xeneralizaciéns dos productos warped. A primei-
ra delas, os productos twisted, baseaban a sta xeneralidade na ampliacion do dominio
das funciéons de deformacién a toda a variedade. Non obstante, vimos que certas res-
tricciéns nas propiedades xeométricas da variedade garanten que o producto twisted é,
realmente, un producto warped. A segunda delas son os productos multiwarped (tamén
aparecen na bibliografia como multiply warped), que en vez de modificar a xeometria da
fibra, consideran a existencia dun nimero arbitrario delas, de xeito que o producto ten
unha tnica base onde a xeometria permanece inalterada (como subvariedade do producto
a base é totalmente xeodésica), e distintas fibras nas que a métrica se ve modificada por
funciéns definidas sobre a base (asi as fibras son totalmente esféricas como subvariedades
do producto).

No Capitulo 1 falabamos dos espacio-tempos cosmoldxicos e estaticos como modelos de
productos warped. Xa vimos tamén, na Observacion 1.6.1, que os productos multiwarped
son unha xeneralizaciéon dos productos warped (interésanos agora, das duas posibles xe-
neralizaciéns, a que considera a base como un producto multiwarped e unha tnica fibra),
e aparecen en certas ocasions modelos de espacio-tempos que se axustan & estructura
dos productos multiwarped. Adquire especial importancia o espacio de Schwarzschild,
modelo estatico que é solucion do problema gravitacional estdtico de simetria central. A
stua métrica poédese escribir

1 A
9sc = {7 dr® + r2(sen®0dy?® + d6?) — (1 - 7“) dt?

T
en coordenadas espaciais esféricas (r, p,0) e onde A depende do corpo que crea o campo
gravitatorio. A vista da expresién da métrica, este espacio é estatico, pois podemos con-

sideralo como un producto warped con base o factor con métrica definida positiva; ou ben
podemos considerar como base a subvariedade con elemento de linea denotado por dr?, e
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duas fibras, unha de dimensién dous espacial e outra de dimensién un temporal.

3.1 Expresions xeométricas

Nesta seccion describiremos mediante unha serie de lemas os tensores xeométricos rela-
cionados coa curvatura destes productos deformados.

Lema 3.1.1 Sexa M = B xy Fy x --- Xy F, un producto multiwarped. Entén as
componentes do tensor curvatura verifican:
(i) RxyZ = RE\Z

(i) RyxY = 50y,

(iii) RxyV; = Ry, X =0

(iv) Rxu,Vi = S0V x (V)

) 2
(U) RUiVZ'Wi = RII;ZVZWZ — %{<Uu W1>Vz - <V;7W1>Ul}

para calesquera campos de vectores X, Y, Z € X(B) e calesquera U;, V;, W; € X(F;) campos
de vectores tanzentes a calquera fibra F;. Ademais,

(vi) Rxu,Uj = Ru;xU;j = Ryu, X =0, i#j

para calesquera X € X(B) e U; € X(F;), U; € X(Fj), i # j. E,
(vit) RUinUk =0
(Uiii) RUZ-Vin =0

) Ui, Vi)V fi,V f;
(iz) Ryu,Vi = %Uj

para campos de vectores U; € X(F;), Uy € X(Fj), Uy € X(Fy,) calesquera coni # j # k # 1.

Demostracion.

Debido a que os productos multiwarped xeneralizan os productos warped respetando a
xeometria da subvariedade formada pola base e unha calquera das fibras, podemos empre-
gar a Proposicién 1.5.3 para probar (i), (ii), (iii), (iv) e (v) que, como se observa, ofrecen
unha expresién analoga as correspondentes dos productos warped. Probaremos, entén, as
expresiéns (vi), (vii), (viii) e (iz). Empregaremos o Lema 1.6.3 e a definicién do tensor
curvatura. Tense:

(vi)

RXUin = VUZ.VXUJ' — VXVUin + V[X,Ui}Uj
=0

para calesquera X € X(B) e U; € X(F;), U; € X(Fj), i # j. Por outro lado,
(vii)
Ry,u,Ux = Vu,;Vu, Uy — Vy,Vu, Uy, + V[Ui,Uj]Uk: =0
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(viii)

Ryv,U; = Vy,Vu,Uj = Vu, Vyv,Uj + Vg, vU; =0

RUjUiV; = VUZ-VUJ'V; - VUj vUiVi + v[Uj,Ui]‘/;
= Gy, VS,

Ui, ViX(V i,V fi) 7.

- fifi . UJ

para U; € X(F;), U; € X(Fj), U, € X(F})) campos de vectores calesquera verificando
i £ Ak £ O

Ata este punto, vimos como as variedades de curvatura seccional constante xogan un
papel esencial no estudio de productos riemannianos (tanto directos como deformados:
warped e twisted) localmente conformemente chans. Isto tamén sucedera con produc-
tos deformados miultiples, polo que as seguintes férmulas, que expresan as curvaturas
seccionais asociadas 0s distintos tipos de campos de vectores que componen o fibrado
tanxente dun producto multiwarped, serdn de grande utilidade.

Lema 3.1.2 Sexa M = B x g Fy X --- x5, F, un producto multiwarped. Se X,Y € X(B)
e U;, Vi € X(F;), enton a curvatura seccional verifica:

(i) Kxy = K&, onde K£,, denota a curvatura seccional con respecto 6 plano {X,Y}

en (ngB)
y _ Hp(X.X)
(it) Kxv: = =xpp
(iii) Ky, = LK, — VAP onde K, denot t jonal to do pl
vvi = Ry, et ULV, ota a curvatura seccional respecto do plano

{Ui, Vi} en (F5, 9r,)

(“}) KUin = _< J}ifjfﬁ

e onde V f; e Hy, denotan, respectivamente, o gradiente e o hessiano da funcion de defor-
macion f;.

Demostracion.

O resultado séguese de forma inmediata das expresions do lema anterior. Dado que as
tres primeiras son analogas as correspondentes para productos warped, escribiremos con
certo detalle e a modo de exemplo a proba de (iv):

_ 3oYisYg
Kuu, = om0 U0,
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para campos de vectores U; € X(F;) e U; € X(Fj), con i # j, e sendo V f; o gradiente da
funcién f;. O

Unha vez obtida a expresion de cada tipo de compofiente do tensor curvatura, con-
traemos nos argumentos primeiro e terceiro para obter o tensor de Ricci.

Lema 3.1.3 Sexa M = B xy Fy x --- Xy, F, un producto multiwarped, X,Y € X(B) e
U, Vi € X(F;), e sexa d; = dim F; parai = 1,...,k. Entén o tensor de Ricci vén dado

por:

(i) p(X,Y) = pP(X,Y) — Yk, 1alXl g,

(i) p(X,V;) =0, para todo i =1,... k.

i Vi Vi,V
(ZZZ) p(Ulav) _p (Ulav) <UZ7‘/;> (%‘i‘(d )H ff H +Z];ﬁzd { ffzf]fj>>
para todo 1 =1,... k.

() p(Vi, V;) =0, sempre que i # j.

Demostracioén.

Sexa s = dim B, e {X1,...,Xs, E11,..., E1dy5-- -, Ex1, ..., Erq, } unha referencia local
ortonormal en M, con X, € X(B) e E; € X(F;). Empregando esta base calculamos as
diferentes componentes do tensor de Ricci:

(i) Sexan X,Y € X(B), entén:
PXY) = T RO XY, X0) + 300, S ROX, By Y, By
s k d; Hy, (X,Y)
= Yoo RP(X, XY X))+ 0 _fT

= PP(XY) - T, T g
(ii) Sexan X € X(B) e V; € X(F;), entén:
pX Vi) = Sy R(X, X, Vi, Xp) + S0, Sy R(X, By, Vi, Eiy)
= T (R )
=0
(iii) Sexan U;,V; € X(F;), daquela:
p(Us, Vi) = S5 R(Ui X0, Vi, X)) + S0 S8 R(U;, By, Vi, By
= Yo, TR @ vy g 3 S A (1, v
+ 55y (RF (UL, Bir, Vi, Biy) = EE (UL Vi) = (U B Vi, Eir)})
= (UL V)
(Ui, Vi) (5 + (s = DI 1 37 () S0 )
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(iv) Sexan V; € X(F;) e V; € X(F}), entén:

p(Vi, Vi) = S5 R(Vi, X, Vj, X)) + S8 % R(Vi, By, Vi, Eyy)
= 0

O

Contraendo o tensor de Ricci, obtense a curvatura escalar. Para iso servimonos das
expresion do lema precedente.

Lema 3.1.4 Sexa M = B Xy Fy x--- Xy F} un producto multiwarped. Entén a curvatura
escalar ten a expresion segquinte:

ki

o= TPH Y, P
) YV fill2
— i 2d; Af{l — Y dildi - 1)%

k Vi,V
— i1 Zj;éz’ didjw

onde 78 e 7% denotan as curvaturas escalares da base (B, gp) e das fibras (F;, gr,), res-
pectivamente, e d; = dim F;.

Ademais do interese que encerran en si mesmas as férmulas obtidas nos lemas ante-
riores, xa que proporcionan un achegamento & xeometria deste tipo de productos, seran
fundamentais 4 hora de escribir o tensor de Weyl dun producto multiwarped localmente
conformemente chan, aspecto esencial no desenvolvemento do traballo e, en concreto, do
Capitulo 5.

3.2 Completitude de productos multiwarped

A completitude dun producto directo de variedades riemannianas estd determinada pola
completitude de cada un dos factores, pois cada un deles é unha subvariedade totalmente
xeodésica, como xa vimos. Veremos no seguinte resultado que nun producto multiwarped,
a pesar de estar a métrica de cada fibra influenciada pola variedade base, tamén a com-
pletitude do producto depende da completitude de cada factor, sen que as funciéns de
deformacién xoguen ningtin papel neste sentido.

Teorema 3.2.1 Sexa M = B Xy Fy x -+ Xy, F}, un producto multiwarped riemanniano
con métrica g. Enton M €é completa se e sé se (B,gp),(F1,91),.-.,(Fi, gr) son completas.

Demostracién.
De comezo vexamos que se o producto M é completo, entén éo a base e cada unha das
fibras. Asi, suponamos M completo. Empregando o teorema de Hopf-Rinow, veremos
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a completitude xeodésica analizando sucesiéns de Cauchy. Sexa {p;} unha sucesién de
Cauchy en B. Dado que a métrica en B é a inducida pola proxeccién na base, escollendo

puntos q; € Fi,...,qx € Fy, consideramos a sucesién {(pi,q1,--.,qx)}, que é de Cauchy
en M e, por ser esta completa, converxe en M e, polo tanto, en B. Para unha fibra Fj
sexa {¢;} unha sucesién de Cauchy. Tomando p € B,q1 € Fi,...,q: € Fy, tense que

{(pa qaiy .- qiy- -+, Qk)}iEN ¢ de Cauchy (pOiS <(p7 qiy- - Qiqy -+ QR)a (pa qiy .-, qig, - - - 7q]€)>
= f(p)ng(qia,qiﬁ)) e, por ser M completa, converxente.

Vexamos agora a implicacién inversa, é dicir, suponamos que tanto a base B como as fi-
bras F1i, ..., F} son completas. De novo empregamos Hopf-Rinow e, asi, sexa unha sucesién
de Cauchy {(pi, quis -, qri)} en M. Posto que (i, Gria, - - - Qkia ) (pig7q1i@7 e ,Qki@» >
98(Pin, Pis) tamén {p;} é unha sucesion de Cauchy que, por ser B completo por hipdtese,
converxe. Ademais, xa que esta sucesién en B é converxente, existe un compacto K tal
que {p;} C K, e asi cada funcién f; verifica 0 < ¢ < fj|x < d para certos ¢,d € R. Esta
acotacién permitenos escribir ((pi,; Qlias - - > Qkia)s (Pigs Qigs - - Qkiz)) = €95(Qjias Tjig) ©
deducir que cada {gj;} é de Cauchy. Posto que cada Fj é completa estas sucesiéns son
todas converxentes na correspondente fibra F;. Agora, a acotacién superior anterior das
fj permitenos concluir que a sucesién converxe en M, e asi, M é completa. O

Observacién 3.2.2 O teorema anterior segue a lina de demostracién do Lema 7.40 en
[26]. De feito, e facendo uso deste lema, poderiamos dar unha demostracién alternativa
considerando o producto multiwarped como un producto warped con base outro producto
warped, é dicir, agrupando (B Xp Froxoooo Xy Fk—l) X 1, Fy. Deste xeito teriamos que
o producto é completo se o son os dous factores e, actuando recursivamente, se o son a
base e cada unha das fibras, tal e como afirma o Teorema 3.2.1.

3.3 Productos quasi-warped ou multitwisted

Como vimos na seccion adicada 6s productos deformados do Capitulo 1, existen xenerali-
zaciéns dos productos warped, como son os productos twisted, que se basean na ampliacion
do dominio da funcién de deformacion. Os productos multiwarped, sen embargo, basean
a sua xeneralidade na consideracién de diversas fibras, neles as funcions de deformacion
estan definidas unicamente sobre a base. Combinando ambas ideas pédense definir outros
tipos de variedades, que gozan dunha maior liberdade na estructura da métrica. Exemplos
desta indole pédense ver en [32], onde se mostran descomposiciéns anédlogas & de de Rham
para este tipo de productos.

A continuacién definimos os productos quasi-multiwarped e multitwisted, que engloban
a tédolos descritos ata agora nesta memoria.

Definicién 3.3.1 Sexan (B,gg), (F1,9r,), --., (Fk,9r,) variedades riemannianas. A
variedade produto M = B x F| x --- x F} dotada coa métrica

9=95S fign & & figp,
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dise un producto quasi-multiwarped (respectivamente, multiwisted) se as funcions de defor-
macién son da forma f; : Bx F; — RY, i € {1,...,k} (respectivamente, f; : M — RT,
ie{l,...,k})

Atendento 4 definicién dada, tanto os productos warped como os productos twisted son
casos particulares dos productos quasi-multiwarped, que & sta vez se ven xeneralizados
polos productos multitwisted.

A métrica dos productos multitwisted presenta unha forma moi flexible, o que se tra-
duce en que un gran nimero de variedades quedan englobadas neste tipo; pola contra,
isto supdn que a xeometria non presente caracteristicas especificas que faciliten o seu es-
tudio. Non obstante, e pese a que os productos quasi-multiwarped contefien estrictamente
0s productos multiwarped, posien a rixidez necesaria na sia xeometria para que, baixo
hipéteses como a conformalidade ché local, se reduzan a aqueles, de modo similar a como
sucedia cos productos twisted.

Teorema 3.3.1 Sexa M = Bxy Fyx---xy, F}, un producto quasi-multiwarped localmente
conformemente chan con dim B > 1, dim Fy > 1,...,dim Fy, > 1. Enton M € un producto
multiwarped.

Demostracién.
A demostracién segue as mesmas pautas que a do Teorema 1.5.13. Sexan X,Y € X(B) e
Vi € X(F;), entén, posto que W = 0, os termos das igualdades seguintes son nulos:

WX.Y.X,V) = RX,Y.X Vi)~ iy (X XY, Vi) — (X V(Y. X))
—ata (X, X)p(Y, Vi) + (Y, Vi)p(X, X)
—(Y, X)p(X, Vi) — (X, Vi)p(Y, X))
=~ (X X)p(Y, V)
Polo tanto, tense p(Y,V;) = 0. Vexamos agora este termo en particular. Como os termos

da forma R(Y,U;,V;,U;) son nulos, dada a forma que toma a conexién de Levi-Civita
asociada a unha métrica deste tipo, o tensor de Ricci para estas componentes é:

p(Y, Vi) = (1 — d;)YVi(Log f;)

onde dz =dim Fz
De xeito andlogo a como se fai no Teorema 1.5.11, concliese que a funcién f; separa
variables de B e Fj, obténdose asi o resultado. O

As hipoteses de dimensionalidade na base e nas fibras son esperables se temos en
conta que os productos quasi-multiwarped estdn xogando un papel similar, en canto a
interrelacién entre a xeometria da base e as fibras, 6 dos productos twisted. Asi, pédense
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obter contraexemplos, coma no Exemplo 1.5.16, sen méis que engadir fibras a este, de
modo que sexa unha subvariedade totalmente xeodésica.

Pese & existencia de productos méis xerais que os productos multiwarped, centraré-
monos no estudio destes, pois a flexibilidade na estructura dos productos multitwisted
dificulta o seu estudio xenérico. Ademais, como mostra o Teorema 3.3.1, outros casos que
semellan mais xerais a simple vista non o son realmente, e cubrimos, asi, gran parte dos
productos multiples considerados ata o momento.



Capitulo 4

Productos multiwarped con base
de dimensién un

A hora de afrontar o estudio de productos multiwarped, atopamos que a base xoga un papel
fundamental, influindo coas sias caracteristicas nas propiedades xerais do producto. Por
este motivo consideramos separadamente o caso en que a base ten dimensién un. Este feito
ten unha relevancia transcendental sobre as funciéns de deformacién, que son dunha tnica
variable, e, consecuentemente, son mais manexables. En concreto, poderemos resolver
as ecuaciéns diferenciais que se nos plantexen, conseguindo, a partir das soluciéns das
mesmas, dar unha caracterizaciéon dos productos multiwarped localmente conformemente
chans con base 1-dimensional. Por outra banda, 6 ter a base dimensién unitaria, esta é
esencialmente R ou un intervalo, o que minimiza os casos a estudiar, en contraposicién a
capitulos posteriores nos que a natureza da base marcara a xeometria do producto, como
veremos.

Na primeira seccién daremos unha clasificacién dos productos multiwarped con base
de dimensién un que tefien curvatura seccional constante. Como xa vimos no Capitulo
2, as variedades de curvatura seccional constante intervenen decisivamente nos productos
warped; dado que os productos multiwarped son unha xeneralizacién deles, tamén neste
capitulo tomaremos servicio delas.

E na segunda seccién onde se afronta a caracterizacién propiamente dita, xa men-
cionada, dos productos multiwarped localmente conformemente chans con base de di-
mensiéon un. En primeiro lugar farase dende un punto de vista local, o que supén unha
primeira aproximacién, para, na seguinte seccién, completalo coas restriccions que apare-
cen 0 tratar de estender os resultados a toda a variedade. O Capitulo remata cunha serie
de exemplos que cubren cada un dos diferentes casos interesantes que apareceran.
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4.1 Clasificacion local de productos multiwarped de cur-
vatura seccional constante e base de dimensiéon un

Nesta seccion clasificaremos os productos multiwarped con base 1-dimensional de cur-
vatura seccional constante. Para iso facemos uso do Lema 3.1.2, interpretando as diferentes
expresiéns que nel aparecen para o caso en que as funciéns tenen unha tinica variable.

O seguinte teorema d4 a clasificacién pretendida, e na sta proba veremos como inflien
as diferentes condiciéons do Lema 3.1.2 no resultado.

Teorema 4.1.1 Sexa M = B xy Fy X --- Xy, Fy, un producto multiwarped con base de
dimension 1. Enton M ten curvatura seccional constante K se e so se k < 2 e ademais
se dd unha das sequintes posibilidades:
(i) Se K =0, enton M = BXq, F1 ou M = B Xy, F1 X, F5 € as funcions de deformacion
estan dadas por
a;(t) = ajt + b;
con ajaz = 0 no caso de ter M dias fibras, e as fibras (F;, g;) son de curvatura
seccional constante KT = a%, sedimF; >2,1=1,2.
(ii) Se K = c?, entén M = Bxp, F| ou M = Bxg, F\ X, Fa, as funciéns de deformacion
son
Bi(t) = a; senct + b; cos ct
con ajag + biby = 0 de haberen dias fibras en M, e as fibras (Fj, g;) tenien curvatura
seccional constante K = 02(@12 + b?), nos casos en que dim F; > 2, i =1,2.
(iii) Se K = —c?, entéon M = B x+, Fi ou M = B x4, F| x4, Fy, as funcidns de
deformacion son
vi(t) = a; senh(ct) + b; cosh(ct)
con ajag —biba = 0 se M ten dias fibras, e as fibras (F;, g;) tenien curvatura seccional
constante K¥i = c?(a? — b?), nos casos en que dim F; > 2, i = 1,2.

Demostracion.
Sexa M = B xy Fy x --- Xy, F} un producto multiwarped con dim B = 1 e curvatura
seccional constante K. Entén, as expresions do Lema 3.1.2 dan lugar as ecuacions:

(i) fi'(t) + Kfi(t) = 0

(iii") K¥i = fl(t)* + K f;(t)?

(v?) fi®) () + K fi(t) ;) = 0

A ecuacién (ii') depende unicamente da funcién de deformacién e do valor da curvatura

seccional de M. Polo tanto, esta ecuacién restrinxe as funciéns de deformacion és tres
tipos seguintes, segundo K sexa nulo, positivo ou negativo, respectivamente:

K=0: (Xi(t)zait-‘rbi
K =c*: Bi(t) = a; sen(ct) + b; cos(ct)
K = —c®: ~(t) = a; senh(ct) + b; cosh(ct)
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Tomando a ecuacion (4i') e multiplicando ambos membros da igualdade por 2f/, obte-
mos

2fi ()£ (t) + 2K fi(t) fi(t) = 0

e, integrando con respecto a t, chégase a
L) + Kf;(t)* = cte

onde cte é unha constante arbitraria. Se comparamos esta ecuacién con (iii’), vemos
que a diferencia estriba no valor da constante de integracién, que en (ii7’) ten o valor
fixo Kfi. Atendendo a que esta ecuacién expresa a curvatura seccional con respecto 6
plano xenerado por dous vectores da mesma fibra, interprétase dicindo que no caso en que
dim F; > 2, mostra a compatibilidade da fibra coa funcién de deformacién. Asi, nos tres
casos anteriores, e para fibras de dimensién maior que un tense:

K=0: Kfi=a?
K=c: KF=cal+b7)
K=—-¢: KFi:cz(a?—b?)

As duas ecuaciéns anteriores bastarian para o caso en que M fose un producto warped.
Sen embargo, se M ten dias ou méis fibras, entén aparece a ecuacién (iv’) que corresponde
4 condicion de curvatura seccional K con respecto a un plano xenerado por campos de
vectores en distintas fibras. Asi, a ecuacién (iv’) supén unha condicién de compatibilidade
entre as funciéns de deformacion, pois, 4 vista da ecuacién, non xoga ninguin papel neste
sentido o valor da curvatura seccional de cada fibra. Esta esixencia supora unha cota no
ntimero de fibras: suponiamos que temos tres funciéns de deformacion f;, f; e fi; entén
cada duas verifican a ecuacién (iv’), de modo que se ten

fi__fi_h

c=

i
e, polo tanto, fi/fi = f;/f;, pero dado que (Log f;)' = f;/ fi, pédese escribir a igualdade
anterior como 0 = (Log f;) — (Log f;) = (Log (fi/f;)), co que Log (fi/f;) é constante,
e tamén o é, entén, f;/f;, o que supén unha contradiccién. Suponendo que temos dias
unicas funciéns de deformacioén, chegamos a:
K=0: aja;=0
K:C2: aiaj—i—bibj:O
K = —62 a5 — bibj =0

para ¢ = 1,2. Obtendo asi tédalas condiciéons do enunciado. O
Observacién 4.1.2 No teorema precedente, 6 darmos as soluciéns da ecuacién (ii") para

o caso K = —c?, poderiamos ter expresado as soluciéns do xeito equivalente fi(t) =
a; exp(ct) + b; exp(—ct). Desta maneira obténense as condiciéns
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(iii) KTi = —4¢?a; b; para a curvatura das fibras con dimensién maior que un, e

([{)) a;bj + a;jb; = 0 como condicién de compatibilidade das funciéns de deformacién.

Non obstante, preferimos para o teorema a forma dada con obxeto de manter a analoxia

co caso K = ¢2.

As taboas seguintes esquematizan os posibles casos que clasifica o Teorema 4.1.1, para
un producto multiwarped con base un intervalo real I, unha fibra na primeira taboa e
duas fibras na segunda.

PRODUCTO WARPED I x; F ‘
K=0 K =¢? K =-c
Funcién de a;(t) = Bi(t) = vi(t) =
deformacién | at+b | asen(ct)+ bcos(ct) | asenh(ct) + bcosh(ct)
dimF =1
dimF>1 | Kf=a?| K =c*a®+1?) KF = c%(a® — 1?)

Productos warped con base 1-dimensional e curvatura seccional constante.

PRODUCTO BIWARPED I xy F| xg, Fy
K=0 K =2 K=—-¢
Funcién de a;(t) = Bi(t) = vi(t) =
deformacién a;t+0b; | a;sen(ct) + b; cos(ct) | a; senh(ct) + bicosh(ct)
dim F1 =1
ajas =0 aias + bibg =0 aias — bibg =0
dim F2 =1
dimF; =1 ai1ao = aias + bibs =0 ajas — b1y =0
dimFy >1 | K" =ad2 K = 2(a + b2) K = 2(a% - 12)
) ajas =0 aijas + bibs =0 aijas — biby =0
dimF; >1
‘ K =42 KFl:CQ(a%qu%) KFl:CQ(a%fb%)
dimFy > 1 E P P
K2 = g2 K2 = c%(a3 + b3) K2 = c%(a3 — b3)

Productos biwarped con base 1-dimensional e curvatura seccional constante.
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4.2 Productos multiwarped localmente conformemente
chans con base de dimension un

Nesta seccién estudiamos a conformalidade cha en productos multiwarped con base de
dimensiéon 1. Para levar a cabo este obxectivo facemos uso da seccién anterior, pois,
dado que os productos multiwarped xeneralizan os productos warped e no Capitulo 2 as
variedades con curvatura seccional constante xogaron un papel fundamental, tamén aqui
o faran.

Teorema 4.2.1 Sexa I Xy Fy x--- Xy F}, un producto multiwarped localmente conforme-
mente chan con funcions de deformacion diferentes entre si (mddulo un escalar). Enton
o numero de fibras é k < 3.

Demostracion.
Escribindo o producto multiwarped da forma seguinte

1
flg <2-[ X f1 Fyx--- X fo_q Fk—l ka>
fk; i T

o novo producto multiwarped

1
ol Xy Py XX Fiog X By
fk Tk Tk

tamén é localmente conformemente chan e, polo tanto, a subvariedade

1
7[ X f1 F1 X X Fk—l
fk Tk Tk

ten curvatura seccional constante. Reescalando a métrica en I mediante ¢t = [ #(t)dt, a
anterior variedade escribese

Ix];lle---x~

fr—1 Fk*l

con f,(tN) = fil) , e, dado que ten curvatura seccional constante, empregando o Lema 3.1.2,

fe(®)

chégase a que se deben cumplir as seguintes ecuacions

T fifis

Kyw, = —22 = Ky, , = — ==

fif J1fk—1

de onde se deduce que fl é constante ( e, polo tanto, fi = c1xfx) ou % = ... = j;“—‘l e
2 k—1

entén fo = co3fs = -+ = coqf4. Repetindo o argumento precedente con outras funciéns,

en caso de ser necesario, concliese que s6 pode haber dias funciéns diferentes (médulo
unha constante) entre fi, fo,..., fr_1. E, consecuentemente, sé tres entre fy,..., fr. O
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Observaciéon 4.2.2 O Teorema 4.2.1 dedtcese directamente dos Teoremas 2.1.5 e 4.1.1,
pois se I X g Fy X --- Xy, F} é un producto multiwarped localmente conformemente chan,
como en particular é un producto warped con base I Xy Fy x--- Xy | Fj_1, polo Teorema
2.1.5, sacando factor comin f,?, tense que %I Xy g F1 X X g Fl—1 ten curvatura

seccional constante. Mais, empregando agora o Teorema 4.1.1 obtense a cota de duias
fibras para esta variedade, e engadindo de novo a fibra Fj, ténense as tres fibras como
cota superior para un producto multiwarped localmente conformemente chan con base de
dimension un.

Teorema 4.2.3 Sexa M un producto multiwarped localmente conformemente chan con
base 1-dimensional, entén tense unha das tres posibilidades sequintes:

e M ¢ un producto warped M = I Xy F' con fibra F' de curvatura seccional constante e
funcion de deformacion f arbitraria.

e M € un producto biwarped M = I x ¢ Fy Xy, F5 con fibras Fi, Fy de curvatura seccional
constante, fo unha funcion arbitraria e f1 dada por

Al =¢ ( / f;(t)dt> £

onde § € unha funcion de deformacion que fai o producto warped I x¢ F1 de curvatura
seccional constante.

o M =1xy Iy xp, Fy Xy, F3 con Fy, Fy, F3 de curvatura seccional constante , f3 unha
funcion de deformacion arbitraria e fi, fo dadas por

i) =& ff%(t)dt f3(t)
fa(t) =& ff%(t)dt f3(t)

onde 1,82 son funciéns que fan o producto biwarped I x¢ Fy X¢, Fy de curvatura
seccional constante.

Demostracion.
Polo Teorema 4.2.1, o nimero de fibras s6 pode ser 1, 2 ou 3. En calquera dos tres casos
as fibras tefien curvatura seccional constante. Ademais, se M é un producto warped entén
esta condicién, ademais de ser necesaria, é suficiente, como proba o Teorema 2.1.5. Por
outro lado, se o numero de fibras é maior que un, supoflamos en primeiro lugar que ten
duas fibras, sexa M = I x Fy Xy, Iy, entén

1 2
(4.1) f?dtz @ %gm
ten curvatura seccional constante. Pero 4.1 pddese escribir, reparametrizando a coorde-
nada t, como

(4.2) dt & £(t)%gr,
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onde este é un producto warped con curvatura seccional constante, & (f) = }28 et =

i f%(t)dt. Despexando f; e substituindo t polo seu valor obtense a expresién do enunciado.

Se o nimero de fibras é tres, M = I x, Iy X, 5 X, F3, entén

1 2 2
(4.3) thQ @ f%gpl @ J%QFQ
3 3 3

ten curvatura seccional constante, e, mediante unha reparametrizacién, podese escribir

(4.4) dt ® &1(1)*gr, © &2(8)*9R,

N _ i) N fo(f) T T 1
con &1 (t) = f;(t) e &(t) = fi(t)’ ea repara?etrlzamon vén dada por ¢t = [ o dt Des-
pexando f1 e fo e, de novo, substituindo ¢ polo seu valor, obténense as expresiéns do
enunciado. (Il

4.3 Estudio global.

O obxectivo desta seccién é estudiarmos cdndo un producto multiwarped localmente con-
formemente chan con base de dimensién un, é dicir, do tipo descrito na seccién anterior,
pode estenderse a toda a variedade. O Teorema 4.2.3 mostra condiciéns necesarias e sufi-
cientes para que un producto multiwarped cumpla esta condiciéon no entorno dun punto.
Cémpre agora cofiecer cales son as condiciéns adicionais que limitan a existencia de pro-
ductos multiwarped definidos globalmente e que postan esta propiedade.

En xeral, partimos de dous tipos de condicidns: unha de tipo xeométrico que restrinxe
os factores a variedades de curvatura seccional constante (alo menos as fibras, para a
base basta con que sexa conformemente de curvatura seccional constante), e outra de
tipo topoléxico, que esixe & funcién de deformacion estar definida en toda a variedade
e ser positiva. A primeira delas, a constancia da curvatura seccional, non supén unha
gran restriccion se partimos de que se satisfacen as condicions localmente, pois se unha
variedade ten curvatura seccional constante nun entorno de cada punto, e a tal variedade é
conexa, enton tera curvatura seccional constante. Sen embargo, que poidamos definir unha
funcién de deformacion localmente sobre cada punto da variedade non asegura que exista
unha funcién definida sobre a variedade. E por isto que a principal dificultade estriba en
conecer cando a funcién de deformacién pode ser estendida, cumplindo os requisitos de
seren funcién warping, isto €, estrictamente positiva.

Teorema 4.3.1 Sexa M un producto multiwarped con base R, enton € localmente con-
formemente chan se e sé se cumple unha das tres posibilidades sequintes:

(i) M ¢é un producto warped M =R x; F con fibra F' de curvatura seccional constante
e funcion de deformacion f arbitraria (positiva).
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(i1) M € un producto biwarped M = R x ¢ Fi Xy, Fy con fibras de curvatura seccional
constante e as funcions de deformacion vernien dadas por

1 1
?’ fQ_F

onde f € unha funcion estrictamente crecente arbitraria e £ € unha funcion de defor-
macién que fai o producto R x¢ Fy de curvatura seccional constante e § o f > 0.

fi=(€of)

(119) M =R xy, Fi Xy, Fo x ¢, F5 con fibras de curvatura seccional constante e as funcions
de deformacion venen dadas por

1 1 1
flz(flof)?a ?7 f3:?
onde f € unha funcion estrictamente crecente arbitraria e &1, &2 son funcidns de
deformacion que fan o producto R x¢, Fi X¢, Fo de curvatura seccional constante e
Lof>0,i=1,2.

fa=(&of)

Demostracion.

Do Teorema 4.2.3 obténense condiciéns necesarias e suficientes para que un producto
multiwarped con base 1-dimensional sexa localmente conformemente chan. A partir del,
a extension da condicion de estar definida a funcién de deformacién a toda a variedade é
o que engade este teorema. Asi, a demostracién consiste en ver que as funciéns auxiliares
f e € garanten a positividade de f1, fo e f3 segundo os casos. Dado que nos casos de dias
e tres fibras unha funcién vén dada por 4, aparece a condicién de ser f estrictamente
crecente, garantindo a positividade de fs ou f3 segundo esteamos con dtas ou tres fibras.
Fixada a forma de crecemento de f, sé resta asegurar que £o f ou &1 0 f e & o f sexan
positivas, e esta é a outra condicién que aparece no enunciado do teorema. O

Se ben o teorema anterior caracteriza os productos multiwarped localmente conforme-
mente chans con base R, as condiciéns que mostra sobre eles non son tanxibles abondo
como para intuilas nunha primeira aproximacién. A continuacién trataremos de interpreta-
las dando exemplos para diferentes tipos de fibras. Para iso servirémonos da clasificacién
dada na primeira secciéon de productos multiwarped con curvatura seccional constante,
posto que, a partir dunha variedade de curvatura seccional constante, podemos obter me-
diante un producto directo con un factor de curvatura oposta, e o consecuente cambio
conforme, un producto warped localmente conformemente chan. Como xa comentamos
no seu momento, un producto multiwarped pdédese entender como un producto warped
onde a base é, 4 stua vez, un producto multiwarped cunha fibra menos; esta consideracion
xunto coa anterior seran a clave para proporcionar os exemplos que damos a continuacion.

Xa que os productos warped foron estudiados previamente, e de feito é conecida a
conformalidade chd en productos do Robertson-Walker (se ben adoitan estudiarse con sig-
natura (1,n—1), para n a dimensién da variedade [6]); pasaremos directamente a productos
estrictamente multiwarped, comezando con exemplos de duas fibras, que diferenciaremos
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segundo o caricter positivo, negativo ou nulo da curvatura seccional K, a cal representa a
curvatura seccional do producto correspondente da primeira secciéon do capitulo. Da clasi-
ficacién feita na seccion 4.1 obténense exemplos de productos multiwarped con curvatura
seccional constante de unha e duas fibras, que tamén son localmente conformemente chans.
A continuacién daremos exemplos diferentes de duas fibras, como xa explicamos, e exem-
plos con tres fibras. Con isto abarcamos tédalas posibilidades con interese, pois sabemos
polo Teorema 4.2.1 que non pode haber productos multiwarped localmente conformemente
chans con mais de tres fibras.

Para proporcionarmos os exemplos de cada tipo, precisamos unha funcién que xogue o
papel da f no Teorema 4.3.1. Dado que esta f debe ser estrictamente crecente e queremos
poder controlar o seu percorrido para facer a composicién o f positiva, tomaremos f(t) =
2 + Larctg(t) como funcién base, pois tomando valores no intervalo (0, %) verifica —% <
arctg(t) < 5. Isto permitiranos controlar a imaxe da funcién f para que composta con
£ sexa positiva. Non obstante, en moitos dos exemplos serd necesario facer pequenas
modificacions sobre ela para asergurar esta positividade.

Variedade producto: R x R x R
e K=0
Condiciéns:
1. f estrictamente crecente
2. {(t)=at+Db
3. gof(t):af(t)+b>0<:)f(t)>%b (sea>0) ou f(t)<_7b (se a<0)
Exemplo:

R X (rtaretgt))1+e2) R X142 R

e K >0

Condiciéns:

1. f estrictamente crecente
2. £(t) = asen(ct) + beos(ct)
3. o f(t)=asen(cf(t))+beos(cf(t)) >0

Exemplo:

RX( Rx(l+t2)R

sen(%+%arctg(t))Jrcos(%+%arctg(t)))(1+t2)

e K <0

Condiciéns:

1. f estrictamente crecente
2. £(t) =aet +bhect
3. Eof(t) =aef® £ e/ >0
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Exemplo:

R X (e(rtarctg®) po—(mtaretat))(1442) R X(1442) R

Variedade producto: R x R x Fy, con d = dim F> > 1.

Neste caso as condiciéns sobre f e £ son as mesmas que para o producto R x R x R,
pero temos unha nova condiciéon na fibra que ten dimensién maior que un: a curvatura
seccional é oposta & do producto warped R x  R.

e K=0
Condiciéns:
1. f estrictamente crecente
2. £(t)=at+Db
3. fof(t):af(t)+b>0(:>f(t)>%b (sea>0) ou f(t)<%b (se a<0)
4. K2 =0
Exemplo:

R X (m+arctg(t)) (1+t2) R X 1442 R?

e K >0
Condiciéns:

1. f estrictamente crecente
2. £(t) = asen(ct) + bceos(ct)
3. Lo f(t) =asen(cf(t))+bcos(cf(t) >0
4. K <0
Exemplo:
d
R X(sen(%+%arctg(t))—}—cos(%+%arctg(t)))2(1+t2) R X2(1+412) H
e K <0
Condicions:

1. f estrictamente crecente

2. £(t) =aet +bhe ¢t

3. Eof(t) =aefD 4 peef > 0
4. K2 >0

Exemplo:

d
R X(e(rr+a7‘ctg(t))+67(Tr+a7‘ctg(t)))(1+t2) R X(l+t2) S

Variedade producto: R x F; X R, con d = dim F; > 1.
Aqui aparecen novas condiciéns sobre a curvatura de F3.
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e K=0
Condiciéns:

1. f estrictamente crecente

2. £(t) =at+Db

3.¢of(t)=af®)+b>0& f(t) > =L (sea>0) ou f(t)<=L (sea<0)
4. Kt = o2
Exemplo:

R X (rtarctg(®)(14£2) ST X142 R

e K >0
Condiciéns:

1. f estrictamente crecente

2. £(t) = asen(ct) + bceos(ct)

3. Eo f(t)=asen(cf(t))+bcos(cf(t) >0
4. K = c%(a® + 1?)

Exemplo:
d
R X(%sen(%+%aretg(t))—l—%cos(%—i—%arctg(t)))Q(l—i—tQ) S X2(1+442) R
e K <0
Condiciéns:

1. f estrictamente crecente

2. £(t) =aet +be et

3. o f(t)=aef® £ peclt) >0
4. Kf' = —4c%ab

Exemplo:
d
R X(%e(rr+arctg(t))+%ef(TrJfarctg(t)))(l_i_tQ) H X(1+t2) R
Variedade producto: R x F} x Iy, con dy =dim Fy; > 1 e do = dim Fr > 1.
Cando as dimensiéns das fibras son maiores que un temos condiciéns no valor da sua
curvatura seccional.

e K=0
Condiciéns:
1. f estrictamente crecente
2. ((t)=at+b
3.¢oft)=af®)+b>0& f(t)>=L (sea>0) ou f(t)<= (sea<0)
4. Kf =a? KM =0
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R X (ryarctg()) (14062) S™ X1 442 R

Condiciéns:

1. f estrictamente crecente

2. £(t) = asen(ct) + bceos(ct)

3. Lo f(t) =asen(cf(t))+bcos(cf(t) >0
4. K =c(a® +v?), K2 <0

Exemplo:
d d
R X(%sen(%—l—%arctg(t))—l—%cos(%+%arctg(t)))2(1+t2) St X2(1+t2) H™
e K <0
Condiciéns:

1. f estrictamente crecente

2. £(t) = aet +be !

3. Eof(t) =aet®) 4 heefO > 0
4. KM = —4c%ab, K™ >0

Exemplo:
d d
R X(%e(ﬂJra'r'ctg(t))+%67(7r+a7'ctg(t)))(1+t2) H* X(1+t2) S

Con estes exemplos fixemos un percorrido por cada tipo de producto multiwarped,
diferenciando fibras con dimensiéon un ou maior. Sen embargo, como vimos na clasificacion
dada na Seccién 4.1, segundo pasamos de fibras de dimensiéon un a dimensién maior,
aparece unha nova restricciéon na funcién de deformacién. Asi, as funciéns véalidas para
exemplos con fibras de dimensién maior que un, tamén son vélidas para fibras de dimensién
un, se ben 6 contrario non é certo. E por este motivo e polo feito de seren moitos os casos
a analizar, que daremos exemplos de productos multiwarped con tres fibras con funciéns
adecuadas para que fagan estes productos localmente conformemente chans no caso en
que a dimension das fibras sexa maior que un, pero polo dito anteriormente, as mesmas
funciéns valeran para fibras de dimensién un.

Variedade producto: R x F| X Fy X F3, con di = dimF; > 1, dy = dimFy > 1 e
ds = dim F3 > 1.
e K =0
Condiciéns:

1. f estrictamente crecente
2. &1(t) = a1t + b1, &a(t) = b2
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3. &of(t)y=a1 f(t)+b1 >0,&o0f(t)=by>0
4. KM =a?, K=o
Exemplo:
R X (ntarctg(t)(14£2) ST X142 R? X1 o RS
Este exemplo é de duas fibras, pois 6 seren necesariamente £2(t) = bg, a segunda e
terceira fibras fusiénanse nunha soa segundo o criterio adoptado 6 comezo do traballo.
e K>0
Condicions:
1. f estrictamente crecente
2. &1(t) = ay sen(ct)+by cos(ct), &a(t) = ag sen(ct)+ba cos(ct) con ajaz+biby =0
3. &of(t) = ay sen(c f(t))+b1 cos(c f(t)) > 0, Ea0f(t) = ag sen(c f(t))+ba cos(c f(t)) >
0

4. K =c2(a? 4+ b3), K2 = c?(a + b3)

Exemplo:
R X £ Sdl X fo Sd2 X f3 Hd3

con
filt) = {%sen(%’T + Yarctg(t)) + %005(%’T + Yarctg(t))}4(1 +t2)
fo(t) = {%sen(%7r + garctg(t)) — \%cos(%” + garctg(t)) (1 + %)
f3(t) = 41+1%)

e K <0
Condiciéns:

1. f estrictamente crecente

2. &1(t) = a1 et +bre ) &(t) = ageft + bye ¢! con arby + agby =0

3. &0 f(t)=areT® £ be B >0, &0 f(t) = aget TV £ hyec/) >0
4. KB = —4c%a1by, KT = —4c2agby

Exemplo:
R xf HY x4, S%2 x4, §%
con
fi (t) —_ (%e(Zw-&—arctg(t)) + %e—(27r+arctg(t)))(1 + t2)
fQ(t) _ (%6(27r+arctg(t)) _ %e—(27r+m‘ctg(t)))(1 +t2)
f3(t) = 1++¢
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Capitulo 5

Productos multiwarped con base
de dimension s > 2. Estudio local.

Comeza neste capitulo o estudio dos productos multiwarped localmente conformemente
chans con base de dimensién maior que un. Pese ds analoxias obvias co capitulo anterior,
sobre todo no que atinxe a funciéns de deformacién e fibras do producto, este apartado
esixe un tratamento diferente no que asumen papeis fundamentais a curvatura seccional
da base e os respectivos cambios conformes dados polas funciéns de deformacion. Asi,
neste capitulo adquire unha candente relevancia a Ecuacién de Mobius e as stas soluciéns.

A primeira seccién mostra a independencia que entre si tenen as fibras, recalcando que
na xeometria do producto multiwarped é a base a que xoga un papel destacado e, por isto,
é posible esquecerse das fibras intrascendentes do producto multiwarped, considerando
unha subvariedade totalmente xeodésica dada pola base e un ntimero arbitrario das fibras
iniciais.

O desenvolvemento posterior do capitulo farase diferenciando, nun primeiro momento,
os productos con base chd; dando unha caracterizacién da conformalidade ché local nestes.
O feito de seren as bases dos productos multiwarped totalmente xeodésicas, e polo tanto
herdar a xeometria da variedade, fainas tamén localmente conformemente chés 6 selo o
producto. Este cambio conforme permitird reducir o problema localmente 6 de base cha,
e asi obter, en xeral, restriccions no nimero de fibras, que se enfatiza dependendo dos
signos das curvaturas destas.

5.1 Reduccion no numero de fibras

No decorrer desta memoria, atopamos en diversas ocasions que podemos reducir as varieda-
des obxecto de estudio a outras mais sinxelas ou ben, e mais concretamente, descomporier
os productos multiwarped en subvariedades da forma que mais convena para traballar
sobre eles. Nesta lina damos o seguinte teorema, enfocado 6 estudio da conformalidade cha
en productos multiwarped, pois permitird considerar productos multiwarped con menos

67
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fibras para obter condiciéns necesarias en posteriores seccions.

Teorema 5.1.1 Se M = B Xy, Fy X --- Xy, Fy, € localmente conformemente chd, entén
B xy Fy x - X5, | Fi_1 tamén € localmente conformemente chd; en particular, B ¢
localmente conformemente chd. Ademais, cada fibra F; ten curvatura seccional constante
sedim F; > 1.

Demostracion.

M ¢ localmente conformemente ché se e sé se %B X Fy X xyp_, Fy_1 ten curvatura
k i fr

seccional constante e, se dimF} > 1, esta é oposta & curvatura seccional de Fj, que &

sua vez é constante. En calquera caso, tanto %B X Fy X Xyp  Fp_1 coma as fibras
k T Tk
Fy, ..., F} tefien curvatura seccional constante, e B Xy Fy x -+ Xy, | Fj_1 é localmente

conformemente ch4. O

Corolario 5.1.2 Sexa M = B xp Fy x --- Xy, F}, unha variedade localmente conforme-

mente chd. FEnton, cada subvariedade do tipo B X £, Fiy x - xy, Fi, Vii,...ip €
{1,...,k}, € localmente conformemente chd.
Demostracion.

O resultado séguese directamente do Teorema 5.1.1, pois a orde das fibras non importa e,
asi, non importa con que fibra fagamos a reduccién anterior. O

5.2 Caracterizacion dos productos multiwarped con base
cha

Como primeiro achegamento 6 estudio dos productos multiwarped localmente conforme-
mente chans con base de dimensién maior que un, estudiaremos aqueles que tenan como
base unha variedade cha. O motivo de estudiar este tipo de productos multiwarped,
ademais do interese intrinseco que estes posuan, estd no feito de que calquera producto
multiwarped localmente conformemente chan obtense localmente como cambio conforme
dun deste tipo.

Posto que nos interesan os productos multiwarped con base chd, obtemos aqui as
expresions para o tensor de Weyl dun producto destas caracteristicas no caso mais xeral
de base con curvatura seccional constante, pois o coste é similar con respecto a considerar
a base ché, coa ventaxa de ganarmos en xeneralidade.

Lema 5.2.1 Sexa B unha variedade de curvatura seccional constante e M = B X Iy X
- X £, F, un producto multiwarped, X,Y € X(B) e U;,V; € X(F;) campos de vectores
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ortonormais. As componentes non nulas do tensor de Weyl son:

WX, Y, X,Y) = RP(X,Y,X.)Y)+ Gppy — nos 1P(X, X) +p(Y,Y)}
WX, U, X, Up) = —2588 e L (X, X) + pl(U, U)}

W (U, U, U, Uy) = =S5l g s o 1 {p(Us, Us) + p(U;, Uy}
W(ULV;, U Vi) = FERE(ULV;, Uy, V) — I

+ormmy — e Ui Us) + p(Vi, Vi)}

Demostracion.

Nas condiciéns dadas polo enunciado tense que o tensor de Weyl é nulo se o aplicamos
sobre catro campos de vectores ortogonais de xeito que tres deles sexan distintos, pois nese
caso teriamos, para A, B,C € X(M) distintos,

1
W(A, B, C, B) = R(A,B,C, B) — mp(A,C)

pero dos Lemas 3.1.1 e 3.1.3, tendo en conta que a curvatura seccional da base e das fibras
¢é constante, obtense que W(A, B,C,B) = 0 en calquera caso. Por este motivo, basta
con calcular as compofientes dadas no enunciado e estas obténense empregando de novo o
Lema 3.1.1 na férmula (1.3). O

Agora, a partir do lema anterior obtemos as expresiéns para o caso en que a base sexa
cha.
Lema 5.2.2 Sexa M = B xy Fy x --- xy,_F, sendo B unha variedade chd, X,Y € X(B)

e U;, Vi € X(F;) campos de vectores ortonormais. As componentes non nulas do tensor de
Weyl son:

WX.Y.X)Y) = g — ass (X, X) + p(Y.Y)}
WX, U, X,Up) = -5 e L (X, X) + pl(Ui, U)}
WU, U, U, Up) = =S50l g e — L1 {p(U3, Us) + p(U;, Uj)}
WU, Vi, U, Vi) = fizRFi(Uiaw,UiaVi)_”Vf%”Q

T oDy L ApU;, ;) + p(Vi, Vi) }

Continuamos co estudio dos productos multiwarped con base unha variedade cha. As
expresions do tensor de Ricci e da curvatura escalar venen dadas polos seguintes lemas:

Lema 5.2.3 Sexa M = B Xy, Fy X --- Xy Fp un producto multiwarped con base chd,
X,Y € X(B) e U;,V; € X(F;) campos de vectores ortonormais e d; = dim F;. Entén as
componentes non nulas do tensor de Ricci venien dadas por:

ko Hp(XY)
p(XY) = =¥~ i di

. ; Vil ViV
p(Us, Vi) = p"(Us, Vi) = (Ui, Vi) {AT{ +(d — 1)1 ]{2” + D dj< J}ifjfj>}
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Lema 5.2.4 Sexa M = B Xy, Fy X --- Xj Fp un producto multiwarped con base chd,
d; = dim F;. A curvatura escalar ten a expresion sequinte:

k TFi

T o= i 72
k A i k Vi 2
- i 2050 - S di(d - 1)IEAE

k Vi,V f;
=it 2 didj%

Con toda esta ferramenta achamonos en condiciéns de afrontar a tarefa de atopar
condiciéns que caractericen os productos multiwarped con base chéa localmente conforme-
mente chans. Para comezar, dado que os productos multiwarped son, en particular, pro-
ductos warped con base outro producto multiwarped,

B X £y F1 x v X fr_1 Fk—l X fr Fk

Base Fibra

aplicando o Teorema 2.1.5, obtemos que cada fibra ten curvatura seccional constante,
como vimos no Teorema 5.1.1. Ademais, a base deste producto warped deformada pola
funcién correspondente ten curvatura seccional constante, e, en particular, a deformacion
conforme da base B ten curvatura seccional constante, polo que é einstein, e, asi, debe
verificar a ecuacion de Mobius. Entén, para s = dim B, teriamos que cada funcién f;
verifica a ecuacién Hy, = % g.

Se un producto multiwarped da forma M = B X F1 X--- X, F}, con B unha variedade
cha, é localmente conformemente chan, polo Corolario 5.1.2, tamén o é N; = B x, F;, con
n; = dim N;, para calquera i € {1,...,k}. Asi, empregando as expresiéns dadas nos lemas
anteriores, obtemos unha condicién necesaria, se dim F; > 2 (se dim Fy = 1 trivializase),
para que un producto multiwarped sexa localmente conformemente chan:

Wi (X, Y, X)Y) = (ni—l)l(nz——2)7 - niI,Q {p(X, X) +p(Y,Y)}
rFi Af; Viill?
- (”i*l)l(ni*Q) {fT2 o 2diT{ — di(d; — 1) : fj;H }

— _di(di=l) {Kg L 9Afi IIsz'H?}

(ni—l)(ni—Q) : s fi f?

Polo tanto, débese verificar para cada funcién de deformacién e a correspondente fibra
con dim F; > 2 a condicién:
IVAIP KT AL,
17 17 s fi

Seguindo co mesmo procedemento, reducindo o niimero de fibras do producto multi-
warped, e asumindo que para cada fibra F; de dimensién maior que un e cada funcién
IVAII? _ K

7 f?

. Af; .
de deformacién f; se cumple + 23 JJ:?, extraemos unha nova condicién para
T
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cada duas fibras a partir da variedade N;; = B X, F; Xy Fj, con nj; = dim N;j, que polo
Corolario 5.1.2 sabemos que ¢é localmente conformemente ché:

W Nij (X, Y, X, Y) = (nijfl)l(nij*mT — mjl—Q {p(X,X) + ,O(Y,Y)}
1 )BT 5 Afi o Af; g\ IVSi2
= DY) { 77+ T 2T = 2 —di(d - 1)
Wk ViV
_dj(dj _ 1) ” f]23|| _ 2d2d]< flfj ])}

2 _Afig 2 Afig
+7‘Lij—2 s fi 1+nij—257f;d]

_ 2d;d; {% Afy <Vfizvfj>}
(mij—1)(nij—=2) | sfi s fj fif;

Para calquera dimensién nas fibras, obtemos que para cada dias delas, a seguinte
ecuacién é condicién necesaria:

Afi N Afi _ (Vi V)
sfi sf; fif

O seguinte teorema mostra como estas condiciéns necesarias que vimos de obter tamén
son suficientes para que o producto multiwarped sexa localmente conformemente chan.

Teorema 5.2.5 Sexa M = B Xy, Fy x --- Xy, Fy, un producto multiwarped con base B
chd e s =dim B. Enton M € localmente conformemente chan se e sé se:

(i) Hy, = %g para todo i € {1,...,k}, i.e., cada funcién de deformacion f; é unha
transformacion de Mébius.

(ii) Para todo i # j, cumplese a ecuacion

Af; N Afi (Vfi, Vi)

(51 R

(iii) Se dim F; > 2, enton F; ten curvatura seccional constante K¥i e ciimplese

\Va 2 2 KFEi AT
(5.2) I f;ll LS fi
Demostracion.

Os célculos previos 6 teorema mostran que as condiciéns son necesarias. Para vermos
que tamén son suficientes, calculamos as diferentes componentes do tensor de Weyl, pero
antes, para facilitar os calculos, escribimos as expresions das componientes do tensor de
Ricci e da curvatura escalar asumindo estas condiciéns.
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Para o tensor de Ricci, as componientes non nulas son:

pXY) = —3F G2 - 5 gAL(XY)
i (Vfi,V
UV = pF(UL V) = U3 Vi) (B + (= DITHE 4 3 g, 00
= ph(UL, Vi)
) F; ) AT
(Uz,V@> G- )2+ (- DI+ 5 di (A{Z + Tf]»

(U, Vi) (SREDEL (g - 1) B+ 5, it (B 4 50))

K3

Andlogamente, para a curvatura escalar tense:

F,

k i k Afs k Viill? k Vi,V
T o= D Tfiz — i1 2d; f{ — 2 i1 di(di — 1)% — i1 Zj;ﬁi didj%
= > Tfi’; - 2di Afi - i di(di = 1) (2fffl + fz )
Afi | Af
Ez 12];&1de3< f+ f])

Os catro tipos de componentes, non nulas a priori, do tensor de Weyl son os que
desenvolvemos a continuacién.

Para calesquera X,Y € X(B) ortonormais:

WX, Y,X)Y) = m_n* {p(X, X)+p(Y,Y)}

m {Zf:l Tf? - Zizl Qdi% - Zle d;(d; — 1) (2$f1 + f2 )
= 0 X did (Aff +Af—fj)} Lok a4k
= e { T M - T 2
i dildi —1) < T Ii‘?) - 1251 i djg <Afl + Affj>}
Y
= ey it (—2sdi — 2di(d; — 1) +2(n — 1)) 5

Afy | Af
_(nfl)l(n 2) Zl 12]7'5de]5 ( ff T fj>

1
s(n—1)(n—2)

S {=2(n — s — di)d; — 2sd; — 2di(d; — 1) + 2di(n — 1)} 55

Sexan I,m € {1,...,k} e Uy € X(F), Uy, € X(F,,) campos de vectores ortonormais,
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enton:

W(Ul7Um7Ul7Um) -

1
s —
1 Af Afm k
ST TR eoey {Ez

Zz 1 Ejyéz di

s

Af Afm 1
7+ T +(n71)‘r(n72) P

o} (3143}

_{_ﬁ{s—ﬂ(dl 1) Afl_|_zjﬂ 1 (Afl+AfJ)

5+2(dym—1) Afm Afm | Afj
+ s +Z.77ém js(fnL +TJ>}

—n+2+4s+2(d;—1)+n—2d;— sAfl + —n+2+54+2(dm—1)+n—2dm—s Afm

- s(n—2)

+m Zizl{—2sdi - 2dz(dl —

s(n—2) fm
1) = 2di(n — d; — s)

+di(n — 1) + di(n — 1)} 5

Sexan X € X(B) e U; € X(F}) unitarios en M = B xy, I} x

Hy, (X,X) -

. Fr. Entoén:

W(X7 Ul7X) Ul) = - fi + (nfl)(n72) - ﬁ{p(X7X) + p(Ul7 Ul)}

= AL k Afi
= o T m{ >lim1 2di Y

S S dids (Afi + %) }

2 s fi

N
Fiadi (4 )}

= —(n—-2-s-2(dj—1)—n+2d;+

7%{pFl(Ul’Ul)i<s+2(dl 1)Afl+(d 71)1(1

— Y di(di — 1) 2

sfi

Az
nZZzl f

i

s—n+1)?—}?

1) — 2di(n — di — S)

+2d;(n — 1)} 51

Sexan U, V; campos de vectores ortonormais en M tanxentes & fibra Fj. Entén:
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W(UZ7W7U17W) - f[2RFl(Ul7v7Ul7v)
2
-I&4l s — s (UL U) + p(Vi, W)}

KT 24 KFi ko rFi k Af;
- T;_?ﬁ_?_m(zile_Z‘: 2di f
A
~ by dildi— 1) (B B ) - T X s did <Af,+ A1)
-1 {pFl(Ul,Vl) — (mAﬁ +(dl—1)KFl

S
Afi  Af
+Z]¢l JS(fll+ fj])>

+sz<Ul7V2) _ <%Af{l (d; — 1)[?2”1

+ZJ7$I Js (Af{l + Affj>>}
- _23{1 - (n—l)l(n—2) (_ Yor 2d; Af’
- ) (3) - S D (3 55)

_{_ﬁ{s—ﬂ(dl 1) Afl+zjﬂ i1 (Afz+AfJ>

s

s+2(dj—1) Af, N
s DI EIC T O
—2(n—2)42s+4(d;—1)4+2n—4d;—2s Af;
o 5(n—2) fi

iy Lo {—2sdi — 2di(di — 1) = 2di(n — d; — 5)
+2d;(n — 1)} 5L

5.3 Estructura local de productos multiwarped localmente
conformemente chans

Estudiaremos nesta seccién os productos multiwarped que tenien por base un aberto de R?
coa métrica euclidiana. Por comodidade, convimos en chamarlle U®, denotando con isto
un aberto U® C R®, coa métrica inducida pola aplicacién inclusion.

O Teorema 5.2.5 mostra condiciéns necesarias e suficientes para que un producto mul-
tiwarped con base de curvatura nula sexa localmente conformemente chan. Se tomamos
como base R*, podemos interpretar estas condicions mais concretamente e obtemos asi o
seguinte:

Teorema 5.3.1 Sexa M = U® xy Fy XXy, Fy, con U® C R®, un producto multiwarped.
Enton M € localmente conformemente chan se e so se:
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(i) As funcions de deformacions f; verifican a ecuacion de Mdébius, e polo tanto son da
forma . _
(5.3) fi(R) = ail| X|?+ (b, %) + i, ai,ci R, by €R?

(1) Para cada dias funcidns de deformacion verificase a ecuacion sequinte:
- =
(5.4) <bi, bj> = 2aicj + 2ajcl-

onde a métrica (,) € a dada pola matriz identidade.

(7i1) Para cada fibra F; con dimension maior que un, F; ten curvatura seccional constante,
e a correspondente funcion de deformacion f; cumple a ecuacion:

(5.5) IB:)% = dase; + KFi
sendo || - || @ norma usual en R® e Kti a curvatura seccional da fibra F;.
Demostracion.

A proba deste teorema non é méis que a interpretacion do Teorema 5.2.5 no caso en que
a base é U®. O seren as funcions de deformacion transformacions de Mobius, polo Lema
1.4.7, equivale a que tenan a expresion

f(R) = ai|RIP+ (b3, ®) + ¢

para algin B)l € R® e constantes a;, c; € R.
Conecida a expresién das funcién, pédese substituir nas expresiéns (5.1) e (5.2), para
obter, respectivamente,

— —
(VINE) _Af AL _ 20:X+bi20; X+ b)) 2sa;  2sa;
fif; s fi s f; ., Jili sfi sfy
o (b iy bj>f2a¢cj‘72ajci
- ifs
e7
—
IVAIR _ KP_ 9Af 20 X+bi?  KF_ dsa
B/ e Y A/
—
_ bl —4aici— KT
B
Deste modo as ecuaciéns do Teorema 5.2.5 son equivalentes as dadas no enunciado. U

Dado que neste caso as funciéns de deformacién venen dadas pola expresién (5.3),
unha funcién de deformacién deste tipo queda caracterizada polos coeficientes a;,c; € R e
=
b; € R®. Introducimos pois a notacién seguinte: a partir de cada funciéon de deformacién
definida en R®, definimos un vector en R**2 de xeito que, se f;(X) ten a expresién f;(X) =

2 ¥ . . ’
a;||X||* + (b4, X) + ¢;, o vector que a identifica serd (b;,, ..., b;,, ai,c;).
Neste espacio vectorial, R¥"2, definimos un producto escalar expresado pola matriz
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O =
—

o O
o O
o O

IMER = : :
0 1 0 0
0 0 0 0 -2
0 0 0 -2 0
que é a suma directa dos espacios métricos R® e R? coas métricas
1 ... 0
T 0 -2
gO = . T . € gL = _2 O
0 ... 1

respectivamente. Obsérvese que gg é a métrica euclidiana en R® e, polo tanto, é unha
métrica riemanniana (definida positiva); sen embargo, g é unha métrica indefinida de
signatura (1,1), é dicir, é unha métrica de Lorentz definida sobre o plano R?. En definitiva,
tense que a métrica gyrgr, suma das ddas anteriores é unha métrica de Lorentz definida
en R**2_ pois ten signatura (1,s + 1).

Facendo uso da métrica gypr, pédense expresar as ecuaciéns (5.5) e (5.4) mais co-
modamente:

— Ecuacién (5.5): ||E>l||2 = 4da;c; + KTi pédese escribir de modo equivalente como

—

guer(€;, €)= Kh

— Ecuacién (5.4): <B>z, B>J> = 2a;¢j + 2aj¢; transcribese como

gmer(€,, ?j) =0

onde as funciéns fi(¥) = a;[| X|* + <B>z> X) + ¢; estan identificadas cos vectores ?Z =
(biy, .- big,a4,¢i) en Rs+2,

Observacién 5.3.2 A notacién que vimos de introducir permite reescribir o Teorema
5.2.5 para productos multiwarped con base U® C R?®, s > 2. Asi as condicions necesarias
e suficientes para que U® X Fy X -+ Xy, F} sexa localmente conformemente chan son:

(i) As funcions de deformacion f; cumplen a ecuacion de Mébius, polo tanto, son da
forma

[(X) = a|RIP+ (P, X) + ¢

(it) Para cada dias funcions de deformacion f; e f;, tense f; Lf; na métrica gumpr.

(7i1) As fibras F; que verifiquen dim F; > 2 tenien curvatura seccional constante e, ademais,
a funcion de deformacién f; cumple || fill3;zr = K7, onde || - |mEr € a norma
inducida pola métrica gyrer-
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Apoidndonos nesta notacion, estamos en condiciéns de probar o seguinte teorema:

Teorema 5.3.3 Sexa M = U® xy Fy X --- Xy, Fy, un producto multiwarped localmente
conformemente chan, enton k < s+ 2. Ademais, de entre as fibras con dimension maior
que un, pode haber ¢ sumo unha con curvatura seccional negativa e s + 1 con curvatura
seccional positiva; ou, se hai unha fibra chd, entdn sé pode haber s fibras mdis, e estas
terdn curvatura positiva.

Demostracién.

Para obtermos a limitacién no nimero de fibras, servimonos da Observacion 5.3.2, e asi
tense que para cada duas fibras debe verificarse que as correspondentes funciéns de defor-
macién son ortonormais na métrica gyrpr. Pero dado que gyrpr é unha métrica definida
en R*t2, 0 maior niimero de vectores ortonormais entre si é s+2, o que supén a restriccién
que buscabamos. Ademais, dado que gy;pr ten signatura (1,s + 1) e as funciéns de de-
formacion das fibras con dimensiéon maior que un tefien por norma a curvatura da fibra,
obtense que o niimero de fibras con curvatura positiva non pode ser maior que s+ 1, que é
o maximo numero de vectores espaciais linealmente independentes que podemos atopar en
(R**2 grreR), €, andlogamente, o maximo nimero de fibras con curvatura negativa é un,
que corresponde co maximo nimero de vectores temporais en (R**2 gyrpr) linealmente
independentes.

Non obstante, se un vector é nulo en (R**2, gasgr), non pode haber no seu subespacio
ortogonal mais que s vectores de xeito que todos eles sexan linealmente independentes,
ademais todos eles seran espaciais. Polo tanto, dada a correspondencia do caracter dos
vectores coas condiciéns sobre as funcions de deformacién e a curvatura das fibras, estas
s fibras, de existeren, teran curvatura seccional positiva. O

Observacién 5.3.4 O teorema anterior establece unha cota para o ntmero de fibras dun
producto multiwarped localmente conformemente chan, pero non establece en principio
que esa sexa a mellor das cotas, é dicir, que poida realmente haber unha variedade destas
caracteristicas con base de dimensién s e con s + 2 fibras. Para probarmos que realmente
¢ asi, consideremos o seguinte exemplo xenérico: para o producto multiwarped U® x ¢ R x

o+ X g, R definimos as funciéns de deformacién fi,..., fs12 sobre U® C R® na variable
X = (z1,...,2s) € R%:
&= (1,0,..,0,0,0) = A(X) = o
&y = (0,1,...,0,0,0) <« fo(X) = x9
D= : — o=
€, o= (0,0,...,1,0,0) e f(X) =
Con = (00,011 o fuu(X) = [l +1
oo = (0,0,...,0,1,-1) & foa(X) = |[z?-1

estas funcions definense nun aberto U® C R® de forma que todas elas sexan positivas, por
exemplo, U* ={X = (z1,...,25) ER* 1 z; > 1,Vi=1,...,s}.
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Trataremos a continuacion os productos multiwarped localmente conformemente chans
con base de dimensién s > 2 arbitraria. Neste contexto, a primeira restriccién que
atopamos sobre a base para que o producto multiwarped sexa localmente conformemente
chan é a dada polo Teorema 5.1.1: que a propia base sexa localmente conformemente chan.

Teorema 5.3.5 Sexa M = B xy, F1 x--- Xy, F}, un producto multiwarped con dim B = s.
Enton M € localmente conformemente chan se e so se as fibras tenen curvatura seccional
constante e localmente as funcions de deformacion verifican

hi=fi-¢

onde as funcions f; venen dadas polo Teorema 5.3.1 e ¢ € un factor conforme definido
nun aberto V. C B de tal forma que gg = p>ggs.

Demostracion.

Dado que M é localmente conformemente ché, tamén a base B é localmente conformemente
ché. Pero isto equivale a que exista unha funcién ¢ tal que gg = @?grs, sendo grs a métrica
euclidiana en R® para s = dim B. Sacando factor comin ¢? na expresién da métrica de
M, esta pddese escribir como

(p2 (stthlx---xhka>
» ®

para un certo U® C R?, pero, dado que U® X, Fy X -+ X, F}, é un cambio conforme de

» P

M, esta serd localmente conformemente ché se e s6 se o é aquela. Polo tanto, para dar
as condiciéns que caracterizan a conformalidade cha de M, centrarémonos no producto
multiwarped U® X »;, F1 X - - X n, F},, que ten como base un aberto euclidiano e foi obxecto de

2 ®
estudio anteriormente nesta mesma seccién. Asi, facendo uso do Teorema 5.3.1, obtemos
as condiciéns dadas no enunciado para as funciéns de deformacién h; que son da forma

fi- . U

A consideracién feita na demostracién precedente, isto é, o sacarmos factor comin ¢?
sendo ¢ o cambio conforme local da base co espacio euclidiano, e estudiar a variedade asi
obtida con base un aberto de R®, permitenos adaptar os teoremas anteriores é caso en que
a base do producto multiwarped non é ché, obtendo de modo similar cotas para o ntimero
de fibras. Tense, polo tanto, o seguinte resultado:

Corolario 5.3.6 Sera M = B xy Fy x --- Xy, F un poducto multiwarped localmente
conformemente chan, con s = dimB. FEnton k < s+ 2. Ademais, de entre as fibras
con dimension maior que un, pode haber ¢ sumo unha con curvatura negativa e s+ 1 con
curvatura positiva; ou, se hai unha fibra chd, enton so pode haber s fibras mdis, e estas
terdan curvatura positiva.
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Demostracion.
Repetindo o argumento anterior, sexa gg = ¢? grs, entén, sacando factor comin ¢? en M,
temos que U® x g, F1 x--- xy, Fj, U® C R?, é localmente conformemente chd. Mais, dado

2 )
que non fixemos ningin cambio nas fibras do producto multiwarped, as condiciéns que
sobre estas impon o Teorema 5.3.3 permanecen inalteradas, e o corolario é inmediato. [J

Observacién 5.3.7 No Teorema 4.3.1 probamos que o maior niimero de fibras que ad-
mite un producto multiwarped localmente conformemente chan con base undimensional é
tres. Atendendo 6 Corolario 5.3.6, o nimero maximo de fibras que pode ter un producto
multiwarped localmente conformemente chan é dim B + 2, onde B é a base do producto
mutiwarped. Pese a que o modo de achegamento 6 estudio dos dous casos: base undimen-
sional e base de dimensién maior que un, son sensiblemente diferentes, o resultado obtido
é que en ambos a cota das fibras é dim B + 2.
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Capitulo 6

Productos multiwarped con base
de dimension s > 2. Estudio global.

Neste capitulo continuamos o estudio dos productos multiwarped localmente conforme-
mente chans con base de dimensién superior a un, que comezamos no capitulo anterior.
Daquela fixemos un achegamento local co que obtivemos fortes restriccions, atopando co-
tas para o numero de fibras. Agora trataremos os productos globalmente, analizando a
conformalidade cha local segundo a base sexa unha variedade compacta (onde adquire
especial importancia a esfera, que xorde de modo natural), ou outro espacio modelo, é
dicir, R% ou H?°.

Para desenvolver esta tarefa servirémonos do resultado dado na primeira seccién, que
permite relacionar a curvatura dos cambios conformes da base mediante as funcions de
deformacién. Asi, obteremos moitas restriccions que permitirdn, no caso de variedades
compactas e o espacio euclidiano, mellorar a cota dada anteriormente para o ntimero de
fibras. Concretamente veremos que os productos multiwarped localmente conformemente
chans con base compacta de dimensiéon dous ou maior son, de feito, productos warped. Sim-
ilar situacién atoparemos 6 tratarmos con bases euclidianas. Sen embargo, e a pesar das
similitudes formais entre o espacio hiperbdlico e o euclidiano (pois un obtense conforme-
mente de modo global a partir do outro), o comportamento que presenta o semiespacio de
Poincaré é totalmente diferente, xa que con el como base pddese alcanzar o maximo nimero
de fibras, é dicir, veremos un exemplo dun producto multiwarped completo, localmente
conformemente chan, con base H e s + 2 fibras.

6.1 Alguins resultados sobre productos multiwarped local-
mente conformemente chans

O seguinte teorema serd de grande utilidade para estudiar os productos multiwarped con
base compacta ou euclidiana.
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Teorema 6.1.1 Se M = B xy Fy x --- Xy, F}, € un producto multiwarped localmente
conformemente chan, enton, para calesquera i,j € {1,...,k}, os productos warped in =

2 . 2 i j
f%gB S, %gj elP; = %93 D %gl terien curvatura seccional constante K'Fi, K'Pi | respec-
[3 k3 J J

tivamente, verificando a sequinte formula
(6.1) A A S el VAR A

Demostracion.

Consideramos o producto biwarped N = B Xy, F; X ¢, F; para certos i,j € {1,...,k} con
1 # j que, polo Corolario 5.1.2, tamén é localmente conformemente chan. Este producto
N podese escribir dos dous xeitos seguintes:

21 7
(6.2) i | 298 559 ©9;
f; f
1 3
(6.3) f2 | 98 ®9i® 59
fi fi
asi, a expresién (6.2) mostra que N estd na clase conforme do producto directo de (B x

F;, fing P ;—;zgz) e (Fj,g95), e a expresién (6.3) amosa como a mesma variedade N estd
tamén na clase conforme do producto directo de (B x Fj, f—lng o ;—Zzgj) e (Fj, gi)-
Polo Teorema 2.1.4 séguese que in e 7 P; tefien curvatura seccional constante, K P ¢
K'P i respectivamente.
No que segue desta proba, adoptamos a notacién: ¢(¥ = f%?gB’ g\ = %93 e H' =

(©) i () . oo
HY9" e H’ = HY9"’, os hessianos para as métricas conformes correspondentes.

Do Lema 3.1.2 chégase & seguinte expresion para a curvatura seccional de ZPJ = %3 gB®

2 , :
f—é g; relativa a X e V, campos de vectores na base e na fibra, respectivamente.
[

, Hi (X, X)
KZPj — fi
XV — o

Fg(X, X)

Polarizando, obtense a seguinte igualdade

iP~fj i) _ r7i

Agora, H ’fj exprésase en termos do hessiano de B, denotado por H, e das funciéns f;

fi
e fj. Do Lema 1.4.2 obtense:
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Hy (X,)Y) = $Hp(X,)Y) - %Hp(X,Y)

f2
Ti

_f%_z<vfi7vfj><X7 Y)+ ﬁ(vfi,vfﬁ(X, Y)

Polo que, finalmente,

(6.4) KBy = fHy, = 1~ (V£V 5)g+ 295,95
e, de xeito similar, para a variedade 7 P;, tense
(6'5) _[(jPi:]]:Z:g:fJI_IfZ szfJ <Vf17vf]>g+ JJ: <vfjavfj>
J
Sumando as ecuaciéns (6.4) e (6.5), obtense a seguinte
kBl ord L (9p o)+ B - (VY ) + v

i i fi i
que da lugar & que segue
(6.6) I i e VA A1 O

O seguinte Corolario estd englobado polo Corolario 5.3.3 dado no capitulo anterior, sen
embargo, presentamolo aqui de novo cunha demostracién alternativa baseada no Teorema
6.1.1.

Corolario 6.1.2 Sexza M = B xy Fy x --- Xy, F, un producto multiwarped localmente
conformemente chan. Enton, todas as fibras con dimension maior que un tenen curvatura
seccional constante positiva excepto, ¢ sumo, unha delas.

Demostracion.

Polo Teorema 5.1.1 tédalas fibras tenien curvatura seccional constante e, polo Teorema
2.1.5, empregando a notacién do teorema anterior, K = —K'Fi onde F; é unha fibra
con dimensién maior que un. Entén, do Teorema 6.1.1 séguese a seguinte férmula

(6.7) KFi 2+ KT £ = || £V fi — iV 1P

Dado que o lado dereito da igualdade é non negativo, K%+ e K*i non poden ser os dous
negativos. Se Kt = K% =0, entén || f;V fi — f;V f;]| = 0, e polo tanto

Vii _ Vi
fi fj
pero isto significa que V(Logf;) = V(Logf;) ou, equivalentemente, V(Logf—;) = 0, entén

Log fl é constante e tamén o é ]Jf—; pero isto non é posible tendo asumido o criterio que

adoptamos inicialmente sobre as funciéns de deformacion.
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Temos, polo tanto, que dadas dtas fibras, unha delas ten curvatura estrictamente
positiva. Se a outra ten curvatura negativa ou nula, repetindo o argumento anterior coas
outras fibras (con dimensién maior que un), chegamos a que esa serd a unica con curvatura
non positiva. U

6.2 Productos multiwarped con base compacta

O principal resultado desta secciéon amosa a imposibilidade de construir productos multi-
warped localmente conformemente chans con mais dunha fibra se a base é compacta.

Teorema 6.2.1 Sexa B unha variedade compacta de dimension s > 2. Se M = B Xy,
Fy x -+ xy, Fy, € un producto multiwarped localmente conformemente chan, enton k =1,
i.€., 08 unicos productos multiwarped localmente conformemente chans con base compacta
son productos warped.

Demostracion.
Supénase k > 1. Collendo f;, fj con i,j € {1,...,k}, a variedade

1 ~
72Bxf71F1XEXf7ka
fi fi fi

ten curvatura seccional constante, e, polo tanto, tamén -5 B ten curvatura constante, que

f2
é compacta por hipétese. Andlogamente,

1 —
BXf1F1 FJXLka

f] fj fj
fQB tenen curvatura seccional constante. Pero fQB é unha transformacién conforme
medlante de —z B e, por [18] (véxase tamén [24] e [31]), flgB e fQB tefien que ser esferas

euchdlanas de un certo radio.

Por outro lado, da ecuacién (6.1) no Teorema 6.1.1, - B ou - B ten curvatura seccional

) f2 f2
constante negativa, mais isto é unha contradiccion co feito de seren ambalas dias esferas
euclidianas e, consecuentemente, de curvatura positiva. O

Observacién 6.2.2 O estudio dos productos warped localmente conformemente chans
con base a esfera S® foi desenvolvido 6 longo do Capitulo 2. Nétese que en virtude do
Teorema de Kuiper, a Unica variedade compacta simplemente conexa que pode ser base
dun producto warped localmente conformemente chan é a esfera euclidiana [20]. Sen
embargo, debilitando a condicién de ser simplemente conexa, é sinxelo construir exemplos
como segue:
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Considerando o toro chan T?, sexa f unha funcién positiva definida sobre T®. Entén
o producto warped

(T%, f2gps) x; (Rd,ng>

¢é localmente conformemente chan.

6.3 Productos multiwarped con base completa e simple-
mente conexa de curvatura seccional constante

Nesta seccién estudiamos os productos multiwarped localmente conformemente chans con
base completa. Como vimos facendo 6 longo do traballo, restrinximonos 6 caso no que a
base ten curvatura seccional constante. Ademais, supofiendo que B é un espacio modelo
(B =R?® ou B = H?) ténense situaciéns completamente opostas, como veremos.

Teorema 6.3.1 Sexa s > 1, o producto multiwarped M = R® xy Fy x -+ Xy Fj, €
localmente conformemente chan se e sé se k =1 e a funcion de deformacion f € da forma
sequinte

fR)=a|Z?+ (b, %) +c

— . — )
para uns certos escalares a,c > 0 e un vector b € R®, verificando | b||?> — 4ac = K se
dim F; > 1.

Demostracion.

Suponamos que o ntmero de fibras é £ > 1 para obter unha contradiccién. Sexan fi, fo
didas funciéns de deformacién diferentes. Do Teorema 6.1.1 e a ecuacién (6.1), alo menos
unha entre ki e ko é estrictamente positiva, onde —k; e —ky son as curvaturas de %QgRs

e f% grs, respectivamente. Dado que son transformaciéns de Mobius en R*, son da forma
2

fi(T) = a;| 7|? + <?Z,T>> + ¢, © = 1,2, e a curvatura seccional —kj, —ko tras a trans-
formacién conforme é estrictamente positiva como vimos no Capitulo 2 (Lema 2.3.2 e
Teorema 2.3.3). Pero isto sup6n unha contradiccién que provén do feito de suponer
k > 1. Entén M ¢, de feito, un producto warped, e a funcion de deformacién ten a
forma f(7) = a| 7| + <7, T) +c¢, a,c > 0, verificando a condicién (5.5) se dim F; > 1.00

Observacién 6.3.2 No resultado anterior facemos uso do Teorema 6.1.1 para deducir
que k1 ou ko é positivo. No caso en que tédalas fibras tenan dimensién maior que un non
é necesario recurrir a el, pois o Teorema 5.3.3 garante que como moito unha de ky, ko é
negativa ou nula, co que alo menos unha é positiva, de onde, de novo polo Lema 2.3.2,
acadase unha contradiccién.

No capitulo anterior atopamos unha cota superior para o nimero de fibras que pode
ter un producto multiwarped localmente conformemente chan. Ademais, para atoparmos
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esta cota traballamos dende un punto de vista local, é dicir, que non podemos atopar
ningunha variedade cumplindo que no entorno dun punto verifique a condiciéon de ser
conformemente ché e ter méis de s 4 2 fibras (tendo como base do producto multiwarped
unha variedade de dimensién s). Acabamos de ver tamén no presente capitulo, que se a
base é unha variedade compacta ou o espacio euclidiano R* non pode haber mais dunha
fibra se o producto multiwarped é localmente conformemente chan, independentemente
da dimensién da base. Dos tres espacios modelos, R®, H® e S°, resta por ver como se
comporta o espacio hiperbdlico como base dun producto tal.

Sabemos, ademais, que se a base ten dimension s de ninglin xeito pode ter mais de
s + 2 fibras, pero veremos no seguinte exemplo que cando a base é o espacio hiperbdlico
s-dimensional, é posible alcanzar o maximo nimero de fibras.
Exemplo. Sexa H* xp R x .-+ x7 _, R un producto multiwarped coas funciéns de defor-
macion dadas polos vectores seguintes (empregamos a notacién introducida na Observacion
5.3.4):

N s

E1 = (o LLs+25tst)
é)2 = (1)"'7171787T’S_1)
53 = (O,...,0,0,37172)

N

£>4 e (0,...,0,0,1327%72)

£>5 = (O’...,0,170727§72)

56 (O”"51507072’%’2)
?8-1—2 = (1707"'7072’%’2)

¢ dicir, que as funcidns, escritas na sia forma habitual son:

S |2y oo s 1+ (542) w5+

(X)) = -
LX) = #H?‘Pﬂﬁ;jmrwsacs+s—1
f(R) = w *

(X)) = ”?22“;;&2 2at2

f(X) = ”?22+x252+2ms+2

f6(X) = ”?22+:c;;3+2x5+2

fsr2(X) = ”?22+2+2zs+2

este producto cumple as condiciéns do Teorema 5.3.5 e, polo tanto, é localmente con-
formemente chan. Ademais, as funcién f; asi definidas son positivas en todo o semiplano
hiperbdlico, pois cumplen as condiciéns dadas no Lema 2.3.6. Desta maneira, temos
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exemplos globais, con base o espacio hiperbdlico de dimension arbitraria, de productos
multiwarped localmente conformemente chans e co maximo nimero de fibras posible.
Por simplicidade, no exemplo anterior escolléronse fibras de dimensién 1, pero pode-
rianse coller de dimensién maior sen mais que ter en conta que o valor da curvatura esta
dado pola funcién de deformacion.
Como conclusion as precedentes consideracions sobre os productos multiwarped con
base o espacio hiperbdlico, temos o seguinte teorema.

Teorema 6.3.3 Sexa M = H?® xy, Fy x --- Xy, Fy, con s > 1, un producto multiwarped
localmente conformemente chan. Enton k < s+ 2 e as funcions f; son da forma

ail| | + (bi, ®) + ¢;

Ts

fi(X) =

cona; >0,c; ER e b-: € R?® wverificando unha das dias condicions
1. daze; — | B2 >0
2. 4aici — (5121 +---+ bzz(s—l)) Z Oe b,;s Z 0

Ademais, podense atopar funcions fi,..., fsy2 deste tipo de modo que H® xp Fy X
Xy, ., Fsio sexa localmente conformemente chan, onde unha das fibras ten curvatura
negativa e s + 1 tenen curvatura positiva.

Inversamente, o seguinte corolario permite crear exemplos de productos multiwarped
localmente conformemente chans con base o espacio hiperbdlico.

Corolario 6.3.4 Sexa M = H* xp Fy X -+ X, F}, un producto multiwarped, entén se as
fibras tenen curvatura seccional constante e as funcions de deformacion son da forma

ai|[ R |2 + (bi, ®) + ¢

Ts

fi(X) =

cona; >0,c; eR e b_)1 € R?® e verifican unha das condicions sequintes
2
1. 4a;c; — H bz” >0
2. da;c; — (b121 + 4 b?(sfl)) >0ebis>0

e, ademais, as funcions xsf; verifican as ecuacions (5.4) e (5.5), enton M ¢é localmente
conformemente chan.

Demostracion.
Dado que o espacio hiperbdlico pode ser obtido como cambio conforme global do espacio
euclidiano, o resultado obtense a partir dos Teoremas 5.3.1 e 5.3.5. O
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Capitulo 7
Aplicacidéns

Como foi mencionado en diversas ocasiéns 6 longo desta memoria, os productos warped
foron introducidos en [5] co obxecto de estudiar variedades con curvatura seccional negati-
va. Por este motivo, semella natural estudiar cando os productos multiwarped, que xene-
ralizan 6s anteriores baixo dous puntos de vista diferentes (Observacién 1.6.1), tefien cur-
vatura seccional nonpositiva. A primeira seccién do capitulo esté adicada a este propdsito;
nela empregaremos o teorema seguinte, que xeneraliza o Teorema 5.2.5 a productos mul-
tiwarped con base de curvatura seccional constante. A proba deste resultado é andloga &
do xa mencionado Teorema 5.2.5, e obvidmola:

Teorema 7.0.1 Sexa M = B X F1 X --- Xy, F} un producto multiwarped con base B de
curvatura seccional constante. Enton M € localmente conformemente chan se e so se:

(i) Hy, = &Ji g para todo i € {1,...,k}.

S

(ii) Para todo i # j, cumprese a ecuacion

A 7 Afj I3 j
sfi = sfj fif;
(iii) Se dim F; > 2, entén F; ten curvatura seccional constante K e cimprese
IVAIP K" Afi o
7.2 = 2 K
2 2T R

Para variedades localmente conformemente chés, baixo as hipéteses de completitude e
nonnegatividade do tensor de Ricci, existe unha clasificacién [37] que reduce as posibili-
dades, agés conformalidade, a S”, R” e R x S"~!. Veremos na Seccién 7.2 cémo construir
exemplos de productos multiwarped localmente conformemente chans con tensor de Ricci
nonpositivo, que non pertencen as clases analogas das anteriormente citadas, isto é, as
dadas por H”, R” e R x H*"!. Deste modo, probamos que, de darse unha clasificacién
similar para variedades con tensor de Ricci nonpositivo, teriamos unha maior riqueza na
diversidade de clases que a constituisen.

89
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7.1 Curvatura seccional non positiva

O estudio do caracter positivo ou negativo da curvatura seccional en variedades riemannia-
nas entrana a dificultade que conleva a comprobacion deste feito con respecto a cada plano
mais, no caso de productos multiwarped, o seguinte resultado simplifica enormemente esta
tarefa.

Lema 7.1.1 Sexa M = Bxjp FyX---X g Fy, un producto multiwarped localmente conforme-
mente chan de dimensiénn e con base de curvatura seccional constante. Sexa {E, ..., E,}
unha base ortogonal respecto da cal se verifica Kg,p;, > 0 (respectivamente, Kg, g, < 0).
Enton K > 0 (respectivamente, K <0).

Demostracion.
Suponamos Kg, g, > 0 para todo i € {1,...,n}. Sexan U,V € X(M) distintos; pédense
escribir como combinacién linear dos elementos dabase U = Y 0 uqgEq,e V =3 ) vpEp.

Entén
R(U,V,U,V)

<U’ U><V, V) - <U7 V>2

Dado que o denominador é sempre positivo, basta con ver que R(U,V,U,V) > 0. Tense

Kyy =

RU,V,UV)=> > > > wvjuwnR(E;, Ej, By, Ep)

i=1 j=1 =1 m=1

pero polo Lema 3.1.1, tendo en conta que cada funcién de deformacién verifica a ecuacion
de Mobius e tanto a base coma as fibras tenen curvatura seccional constante, os tnicos
sumandos que non se anulan son os da forma u?vjzR(Ei, E;, E;, E;) ou ben os da forma
uiijjUiR(Ei, E]', E]', El) ASf, obtemos

RU,V,UV) =YY (u}vjR(E;, B}, By, Bj) + wiujvjv; R(Ey, By, Ej, Ey))
=1 j—1

que se pode escribir de modo equivalente como
RU V.U V) = Y, Z;-Z:Hl(ugvjz — 2uu0v; + ujzviz)R(Ei, E;.E; E;)
2
= Z?:l Z?:iﬂ(uivj - ujv,-) R(E;, E;, E;, Ej)
e, dado que cada sumando é non negativo, obtense que tamén o é a suma. Para o caso en

que Kg;p; <0 o resultado é analogo. O

En [5], danse condiciéns necesarias e suficientes para que un producto warped tena
curvatura seccional negativa. Dado que neste traballo vimos de abordar o estudio dos
productos multiwarped, que xeneralizan 6s ali descritos, e coa hipétese adicional da confor-
malidade ché local, estudiaremos nesta seccion os productos multiwarped localmente con-
formemente chans con curvatura secccional non positiva. Ademais, dado o destacado papel
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que venen xogando os espacios modelo de curvatura seccional constante, restrinxirémonos
a productos multiwarped con base R®, H® ou S*.

Teorema 7.1.2 Sexa M = B xy Fy X --- Xy, F, un producto multiwarped localmente
conformemente chan con curvatura seccional K.

(i) Se B=1R® enton k =1 e sempre se cumple K < 0.

(&

—
. 2 . .
(i) Se B = H?® as funcidns de deformacion son da forma f;(X) = 0| X| +;?1,?>+Cz
condicions necesarias e suficientes para que K <0 son
(ii.a) f; > 2bis sedimF; > 2 e
(ii.b) 1> bjz—j + % para cada dias funcions de deformacion.

(iii) Se B = S*® nunca se cumple K < 0.

Demostracion.
Por ser M un producto multiwarped localmente conformemente chan con base de curvatura
seccional constante KB, verificanse as ecuaciéns seguintes (Teorema 7.0.1):

1. Hfz AfL
2. Se dim F; > 2, entén KTi & constante e vaﬁH 28 + KL f L4+ KB

I sfi

VIV Af; | Af B
S _s<f + fJ)JFK

Entén, do Lema 3.1.2 obténense as condiciéns

(a) Kxy =Kgy <0

_ _Hyxx)
(b) Kxv, = ——fpep <0
(C) KUZ'V¢ = %KFZ v~ HVJ%HQ <0
v ’va
(d) Ky, = % “0
que se poden reescribir
(a) K&y <0
Afi
(b) SE=>0
(C) %KE—(%@‘}CZ‘F 2 +KB) (%_‘_KB)S()#%—FKBZO
(d) 3 (Affz + Afj) +KB>0

Da condicién (a) obtemos (iii) do teorema. Vexamos (i) e (i).
Se B = R?, polo Teorema 6.3.1, s6 pode haber unha fibra, a funcién de deformacion é
—
da forma f(X) = a||X|* + (b, X) + c e as condiciéns anteriores redticense a:

(b/) 2a > 0
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1\ 4a
() =0
onde (b') e (¢’) son equivalentes, co que temos probado (i), pois tomamos sempre a > 0.

X2+, %
Se B = H? entén as funciéns de deformacién son da forma f;(X) = ail X | +<xs i X )

e, tendo en conta que Af; = sf; — sb;s (esta expresién obtense do apartado (iv) do Lema
1.4.1 tendo en conta que o espacio hiperbdlico vén dado por unha transformacion conforme
do euclidiano), as condiciéns anteriores escribense como:

iy sfi=sbis _ 1 _ bis
(b ) sfi =1 fi 20

() 28f¢s}§b¢s _1:1_21}# >0
iy 1 [ sfi—sbis sfi=sbjs\ 9 _ 1 _ bis _ bis
(d)s< fi + ijj) 1=1 i szo

Analicemos a condicién (b”). Tense 1 — b]}—':
que se ten a desigualdade:

> 0, pero isto é equivalente a f; > b;s, é dicir,

. 2 . (b ‘
GZH?H + <b17?> +¢ > by

Ts

ou, equivalentemente,
(ai(af 4+ +221) +baar + -+ bi(s—1)Ts—1 + Ci) + aiz? >0

pero esta condicién é verificada por calquera funcién de deformacién para H®, como vimos
nas condiciéns expresadas no Lema 2.3.6. De (¢”) e (d”) obténiense, respectivamente, (ii.a)
e (ii.b). O

Observacién 7.1.3 Nétese que as condiciéns (a), (b) e (¢), dadas no curso da demostra-
ci6n anterior, identificanse coas condiciéns do Teorema 7.5 de [5], para que un producto
warped tena curvatura seccional negativa.

Desenvolvendo as condiciéns do teorema anterior para o caso en que a base do producto
multiwarped é o espacio hiperbdlico, obtense o resultado seguinte.

Corolario 7.1.4 Sexa M = H* xy Fy x --- Xy, Fy, un producto multiwarped localmente
conformemente chan con curvatura seccional non positiva. Enton M posie ¢ sumo unha
fibra de dimension maior que un, e esta ten, necesariamente, curvatura non positiva.

Demostracion.
A condicién (ii.a) é f; > 2b;s, é dicir:

ai| X2+ (b4 ) + ¢

Ts

Z 2bis

ou,

alH?HQ + <(bi17 ceey b’i(sfl)v _bis)a ?> + C; Z 0

O anterior paraboloide serd positivo cando se cumpla unha das dias condiciéns seguintes:
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1. 4a;c; — Hb1”2 >0

2. b'is S Oe 40,1'61' — (bzzl + -+ b?(s_l)) Z 0

que non son disxuntivas. Atendendo & condicién 2 e & segunda condiciéon dada no Lema
2.3.6, dedticese que os Unicos casos que se poden dar son aqueles en que 4a;c; — ||71||2 >0
ou 4a;c; — H?ZH2 = 0 con b;s > 0. Polo tanto, dado que nunca se cumple 4a;c; — H?ZHQ <0,
a esfera non pode ser fibra dun producto multiwarped deste tipo, e s6 pode haber fibras con
curvatura seccional constante negativa ou cero. Non obstante, o Corolario 5.3.3 asegiranos
que s6 pode haber unha fibra de dimensién maior que un con curvatura seccional non
positiva e, asi, un producto multiwarped destas caracteristicas sé pode ter unha fibra con
dimension maior que un. O

A vista do Teorema 7.1.2, dado que pretendemos atopar exemplos de productos mul-
tiwarped con curvatura seccional non positiva, a base que ofrece mais liberdade & hora
de escoller as fibras é o espacio hiperbdlico. Atendendo é Corolario 7.1.4, non se poden
construir exemplos cunha fibra de curvatura seccional positiva. Unha vez excluido este
caso, os dous exemplos seguintes mostran cada unha das posibilidades. Posto que s6 pode
haber unha fibra con dimensién maior que un, construimos cada exemplo con duas fibras,
unha das cales é R. No Exemplo 7.1.5 unha fibra ten curvatura seccional negativa e no
Exemplo 7.1.6 a fibra con dimensién maior que un € cha.

Exemplo 7.1.5 Consideremos o espacio H? x H? x R e denotemos os puntos do espacio
por X = (x1,%2,3,...). Definimos a métrica seguinte:

5 0 0
2
0 % 0 0
T3
gX)=1 0 0 (X)L 0 0
Ty
0 0 0 2(X)L 0
Ty
0 0 0 f3(X)
para as funciéns
IR P4t
h(x) = Q?IQ
1 24 o4l
h(x) = A

Esta variedade ten estructura de producto multiwarped e é localmente conformemente
cha. A sda curvatura seccional vén dada polas expresions do Lema 3.1.2; asi tense, para
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X,Y € X(H2), Uy, Vi € X(H2) e Us € X(R):

Kxy = -1
2 2
o i+ (x2—1)%+1
Koy = - 2w2 f1
2.2
__zitas+2
Kxv, = 2z f1
2,2
__xtas+2
KXU2 - 4xo fo
K o _m%+(—2+m%)2+2x%(2+x§)
Uiz = 823f1 /2

que en cada caso é menor ou igual que cero.

Exemplo 7.1.6 Consideremos o espacio H? x R? x R e, coma no exemplo anterior, de-
notamos X = (x1, z2, 3, ...), onde definimos a métrica seguinte:

z% 0 0 0 0
2
0 3712 0 0 0
2
s =10 0 gE 0 0
0.0 0 JHR) 0
000 0 0 B
para as funciéns
1
fi(X) = %ﬁl“
() = HEtie

o) igual que no exemplo anterior a variedade é un producto multiwarped localmente con-
formemente chan. Ademais, para X,Y € X(H?), Uy, Vi € X(R?) e Uy € X(R):

KXY = —1
Klev1 = -1
KXU1 = -1
2, .2
- _m1+x2+4m1+4
Kxu, = 2z fo
2, .2
__zitaytdwi+4
Kow, = 2z2 fo

que, como se pode comprobar, é menor ou igual que cero para calquera dos planos.

O Corolario 7.1.4 dd unha interpretacién da condicién (ii.a) do Teorema 7.1.2, ob-
tendo importantes restricciéns no posible ntimero de fibras con dimensién maior que un
para un producto multiwarped localmente conformemente chan con K < 0. Na seguinte
observacién trataremos de achegarnos xeométricamente & condicién (4i.b).
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Observacion 7.1.7 A condicién (7i.b) expresa a restriccién entre cada dias funciéns de
.2 Ny ; b; , . .
deformacién, dada pola expresion 1 > bf# + % Obsérvese en primeiro lugar que, se f; e
g J
fj son funciéns verificando a condicién (ii.a), tamén verifican a condicién (ii.b), pois

fi 720 f; T2 ~fi
Por outro lado, na proba do Corolario 7.1.4 vimos que a condicién (ii.a) equivale a
ai| T |2 +((bi1, - - -, bi(s—1), —bis), T)+c; > 0. Mais, como vimos no Corolario 5.3.3, s6 unha

. - . . . .
fibra pode verificar 4a;c; — || b;]|> > 0, co que se fai necesaria unha maior profundidade
na analise destas condiciéns.

As intersecciéns dos paraboloides co plano xs+1 = 0 son disxuntas.

Atendamos a estas consideracions puntualmente para dar unha interpretacion xeomé-
trica 4 condicién de compatibilidade entre funciéns de deformacién (ii.b). As funciéns
que verifican 4a;c; — ||?l||2 < 0, estendidas a todo o conxunto R®, son negativas no
hiperplano negativo (con respecto & coordenada zs). Agora ben, para calquera destas

e
funciéns f,(%) = “UX LB LX) te

existe un conxunto U onde f;(U) < 0, e, por simetria,

existe un conxunto C' = {X : (21,...,25-1, —xs)} contido en H* no que a funcién ﬁ(?) =
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fi(x1,...,x5—1, —x5) é negativa. Sendo asi, tense:

aZH?”2 + <(bi17 R bi(s—l)a _bis)v ?> +¢ <0

co que
_
;| %>+ (bi, X) + ¢
S bis
2x,
e, entén, ? . Pero cando isto se cumpla, é dicir, en U, debe verificarse (atendendo
a (ii.b)) para Calquera Jj #i,
bjs < 1
fi(X) 2

¢ dicir, que f](?) > 0 para = € U. Dito doutro xeito, as funciéns de deformacién non
poden ser nonpositivas simultaneamente. Na figura, o plano representa o semiespacio
xs < 0, entén as intersecciéns dos paraboloides co plano non poden ter ningtin punto en
comun.

7.2 Tensor de Ricci non positivo

Esta seccién condicenos a un exemplo, con estructura de producto multiwarped e local-
mente conformemente chan con base de curvatura seccional constante, no que o tensor de
Ricci é nonpositivo. O feito de ter curvatura seccional nonpositiva garante que o tensor de
Ricci tamén o sexa, polo que é apto para este propdsito calquera dos exemplos da seccion
anterior. Sen embargo, a conversa non é certa, e isto tamén serd posto de manifesto cos
exemplos dados nesta seccion.

Desenvolvemos a continuacién as expresions non nulas dadas no Lema 3.1.3 para o
tensor de Ricci dun producto multiwarped, é dicir, as componentes do tensor de Ricci
que corresponden a considerar dous vectores na base ou en cada unha das fibras. O noso
propdsito é estudiar os autovalores do operador de Ricci, se ben as expresions que temos
son para o tensor de tipo (0,2), tomamos vectores ortonormais que representaremos por

X € X(B) e U; € X(F;) e, asi, obtemos:

Hy (X, X )

p(X,X) = pP(XX) = S, TR = (s - DEP — S i
) ; ; V£,V

pULU:) = (UL U = (B + (d = DITEE 1 55,0, G700

— (= DR (5B 4 (- (L + K4 K
. Afi | Af B
+ 2544 (s(f + f])‘i‘K ))
= (542022 4 (n—s— VKB + (n—s—d) 2L + ¥, Jf;”f)
= (=22 + (-5 - DKP+ 3, d;50)
_ (n—Z)%{?—l—(n—Z)KB—l-Zjdjé—}:?—(s—l)KB)
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onde dl =dim Fz
Destas expresions dedicese o teorema seguinte, que describe os casos en que a base é
R® H* e S°.

Teorema 7.2.1 Sexa M = B xy Fy x -+ Xy, Fp un producto multiwarped localmente
conformemente chan. Denotando n = dim M e d; = dim F;, tense:

(i) Se B=TR? entén k =1 e sempre se cumple p < 0.

[&

) = ail| K201, R e
Ts

(ii) Se B = H® as funcidns de deformacion son da forma fi(X
condicions necesarias e suficientes para que p < 0 son

(ii.a) (n—1) =30 d% >0

(ii.b) (n—1)— (n — 2) -2 d; ¥ LI
(i1i) Se B =S® nunca se cumple p < 0.
Demostracion.

Se B = R® o producto multiwarped s6 pode ter unha fibra (Teorema 6.3.1), que debe
verificar a condicién: f
1

sz

e, dado que a funcién de deformacion ten a forma f(z) = a||Z |2+ (b, ) +¢, a condicién
anterior tradicese en que a > 0, co que non temos condiciéns neste caso, e sempre se
cumple p < 0.

Se B = H¥, entén as funciéns de deformacién tefien a forma

a2+ (b5, %) + ¢

(R) =
7i(X) -
e deben verificarse as condicidns seguintes:
A
(s—1)+ Z G

sfi

Pero tendo en conta que Af; = sf; — sb;s, redicense a:

(n—1) Zd—>0

(n2>Afi(nsl)+Zdj§£jZO
J

(n—z)M—(n—s—1)+Zdj‘W:(n—l)— Zdj J5>o
J
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Se B = S°, entén polo Teorema 6.2.1 sé pode haber unha fibra. Pero, tomando a
expresién de p(X, X), onde X € X(B), vemos que é positivo, pois neste caso KZ > 0
T

e Af(X) < 0, para algin X € S°, dado que Ay = —-"59 con ¢ autofuncién para o

n
laplaciano, como vimos no Lema 2.3.11. O

E un feito ben conecido, como xa recalcamos na introduccién da seccion, que se unha
variedade ten curvatura seccional constante nonpositiva, tamén o seu tensor de Ricci serd
non positivo. Por este motivo, calquera exemplo dado na seccién anterior verifica as
condicions dadas no teorema precedente. Sen embargo, non se verifica a conversa, é dicir,
existen variedades con curvatura seccional positiva en algiin punto e con tensor de Ricci
nonpositivo, como amosa o seguinte exemplo.

Exemplo 7.2.2 Sexa o producto multiwarped H? x 7, S§? x 7, S? coas métricas usuais, ou
sexa, consideramos a métrica

= 0 0 0 0
2
0 % 0 0 0
2
2

gx)=| 0 0 fi (%) , 0 ) 0 0

0 0 0 7(X)Sen(x3) 0 0

0 0 0 0 f3(X) 0

0 0 0 0 0 2(X)Sen(xs)?

e como funcions de deformacién tomamos:

fl(?) — HYH2+3x2+2

2
LI X |2 +21 420242

f(X) = =

A variedade é localmente conformemente cha (basta ver que atende &s condiciéns do
Teorema 6.3.4) e, tras os tediosos célculos que permiten calcular os autovalores do tensor
de Ricci, obténense os tres seguintes, cada un deles con multiplicidade dous:

_ 5x1410034160742001+20  21234332346022420  9(w1+x2)?
pLo= 22311 /2 253 f1 /2 23fif2
5(z1+3)? 2123y 52222

2e2f1fa 223f1fe @2 f1f2
523 +1003+1622+2001+20  9z3—T7z2+1222+20  (3z;—w2)?

P2 = 23 f1f2 23 f1f2 23 f1f2
5(z1+x%)2 91%12 51%13

23fif2  23fif2 @3k
_ 5w1+1053 4160742001 +20  5af—1503428x2420  9(z1+a2)?

ps = 231 /2 252 f1 12 222 f1 /2
_5(:v1+ac§)2 5$§$2 . 535%&0%

203fifs 223fif2 @afife
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Noétese que en cada sumando o signo do denominador estd determinado polo producto
das funciéns de deformacion, co que é sempre positivo, e o numerador de cada sumando é
sempre non negativo.

Non obstante, esta variedade non ten curvatura seccional nonpositiva, pois sabemos
polo Corolario 7.1.4 que nese caso non poderia haber dias fibras con dimensién maior que
un se a base é o espacio hiperbdlico.

Exemplo 7.2.3 O exemplo precedente pddese ampliar con ddas fibras mais, obtendo asi
a cota de 4 fibras para a base de dimensién 2. Asi, o producto warped

H2 Xf1 H2 Xf2S2 Xf382 Xf4S2

con
fl(?) — %”?”2+$1+4m2+3
LI (24 .
f3(Y) = 21 Xl 4;214-2 2+2

é localmente conformemente chan e o seu tensor de Ricci é menor ou igual que cero, como
se pode comprobar a partir de (i) no Teorema 7.2.1.

Observacién 7.2.4 Na referencia [37], ddse unha clasificacién das variedades completas
localmente conformemente chéas con p > 0, obtendo como resultado as clases representadas
polos tres espacios: S”, R e RxS"~!. Neste capitulo proporcionamos mediante productos
multiwarped diferentes exemplos de variedades localmente conformemente chés con p < 0.
A vista destes exemplos, e ante a posibilidade de xerar outros moitos con base de dimensién
maior (co consecuente aumento no posible nimero de fibras), ponse de manifesto que
unha clasificacién andloga & dada en [37] para p < 0 posuirfa unha maior diversidade de
variedades e, por tanto, unha maior complexidade.
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