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Introducion

Un mosaico ou teselacion do plano é unha descomposicién do plano en subconxun-
tos chamados teselas, xeralmente poligonos, obtidos por translaciéon (ou mediante
un subgrupo de movementos rixidos que contefia &s translaciéns) a partir dun
conxunto de teselas modelo ou prototeselas.

O interese polos mosaicos aperiodicos, que non se conservan por translacion,
ven dos traballos do léxico H. Wang a comezos dos anos 60 sobre as maquinas
de Tiuring. Wang, que tentaba atopar un algoritmo para ver se un conxunto de
cadrados coas aristas coloreadas pode teselar o plano de xeito coherente ou non,
probou que tal algoritmo existe se e s6 se calquera conxunto de prototeselas dun
mosaico aperidédico é tamén conxunto de prototeselas dun mosaico periédico. En
1966, R. Berger probou que a conxetura de Wang era falsa, mostrando un conxun-
to de 20.426 teselas que s6 definen mosaicos aperidédicos. Robinson reduciu este
numero a seis e, de xeito independente, R. Ammann atopou outras 6 teselas coa
mesma propiedade en 1977. Nese mesmo ano, R. Penrose deu un exemplo con dias
teselas, o dardo e o papaventos, que cubren o plano de xeito aperiodico.

A comezos de 1982, o equipo de D. Shechtman descubriu unha aleacion de alu-
minio e manganeso que poste todas as caracteristicas dun cristal, pero presenta
un patrén de difraccién incompatible co teorema de clasificacién de grupos crista-
lograficos de Bieberbach. En particular, a configuracion dos atomos non se conser-
va por ningunha translacion. Non obstante, cada configuracién finita de atomos
repitese uniformemente. Aparece asi o primeiro exemplo de case-cristal. Tratase de
aleaciéns metédlicas con boas propiedades fisicas como unha baixa conductividade
eléctrica e unha excelente resistencia térmica.

Retomase asi o estudo dos mosaicos aperidédicos como modelos dos patrons
de difraccién dos solidos case-cristalinos. En realidade, en 1981, os mosaicos de
Penrose xa foran aplicados na cristalografia por difraccién laser.

O noso propdsito é mostrar que o conxunto dos mosaicos de Robinson pode
dotarse dunha topoloxia natural que fai del un espazo foliado e que a dinamica



2 Introducién

transversa do unico minimal (que corresponde aos mosaicos repetitivos) esta repre-
sentada (en sentido medible) por unha mdquina de sumar binaria. O propio Robin-
son mostra no seu traballo [I1] como codificar os seus mosaicos mediante os en-
teiros 2-ddicos, ainda que non explicita a aplicacién de codificaciéon nen se ocupa
da dinamica.

No capitulo 1, comezamos lembrando algunhas propiedades basicas dos mosai-
cos, describimos a relacién entre elas, pouco clara na bibliografia, e mostramos a

sta traducién discreta logo de introducir as nocions de conzunto base e conzunto
de Delone.

Fixado un conxunto finito de prototeselas, o espazo dos mosaicos construidos
con estas prototeselas dotase da topolozxia de Gromov-Hausdorff de maneira que
dous mosaicos son préoximos se coinciden nunha grande béla centrada na orixe
salvo pequenas translaciéns [2], H]. A accién natural de R? induce unha estructura
de laminacién na que a folla que pasa por un mosaico coincide coa sta Orbita.
A clausura da érbita dun mosaico repetitivo é un conxunto minimal. Se o mo-
saico é aperiédico, o minimal é transversalmente Cantor. Estas propiedades e as
correspondentes versions discretas son descritas no capitulo 2.

O dltimo capitulo adicase ao estudo topoldxico e dinamico dos mosaicos de
Robinson. Estes constriiense por medio dun proceso repetitivo no que en cada etapa
vanse obtendo bloques de (2" — 1) x (2" — 1) teselas, quedando determinado cada
mosaico pola eleccion das pezas centrais dos bloques. Facendo corresponder as catro
posibles pezas coas parellas de elementos de {0,1}, obtemos unha identificacién
entre o conxunto dos mosaicos de Robinson repetitivos nunha transversal completa
e o espazo de sucesiéns {0, 1} coa relacién cofinal. De maneira explicita, temos
unha aplicacién bixectiva, boreliana e aberta que define unha equivalencia orbital
entre a relacion de equivalencia inducida sobre unha transversal e a relacién de
equivalencia xerada pola suma de 1 nos enteiros 2-adicos.



1. Mosaicos

O proposito deste capitulo é lembrar algunhas definiciéns e propiedades dos mo-
saicos do plano (véxanse [2], [B], [T2]).

1.1 Definicions e propiedades basicas

Imos comezar coa definicion de mosaico e a descripcién das propiedades mais ele-
mentais.

Definicién 1.1. Unha prototesela é un subconxunto de R? homeomorfo a unha
bola pechada.

Definicién 1.2. Un mosaico 7 é unha familia numerable de subconxuntos de R?,
chamados teselas, que verifican as seguintes condicions:

i) cada tesela T € T é isométrica a unha prototesela dunha subfamilia P C 7,
ii) R? = UTE’T T,
WYV, T eT, TNT =0.

Neste caso, dise que 7 é un mosaico de tipo P e escribese T € T(P). As prototeselas
de P chamaranse tamén teselas modelo.

Cada prototesela T' € P determina un tipo de tesela definido salvo isometria e
un tipo de translacion. De maneira explicita, dias prototeselas son do mesmo tipo
se unha é a imaxe da outra por unha isometria de R%. A relacién de equivalencia
dendtase ~. O tipo de translaciéon de T estd formado polas prototeselas T € P
tales que T ~; T" <& Jv € R? : T" = T + v. Logo temos o seguinte diagrama:

P P/~
e
P/
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onde todas as aplicacions son sobrexectivas. Sen pérdida de xeneralidade, podemos
suponer que prototeselas distintas representan tipos de translacién distintos, é dicir,
a aplicacién vertical é bixectiva (cf. [2]).

Mostramos agora as definiciéons de mosaico poligonal e lado a lado, que son dias
restricions que cumpriran os exemplos cos que traballaremos:

Definicién 1.3. Dise que un mosaico 7 € T(P) é poligonal se as prototeselas son
poligonos (non necesariamente convexos). Se entendemos por lado dun poligono a
stiia acepcién habitual e por arista a intersecciéon de dias teselas (véxase o exemplo
[CH2), diremos que un mosaico 7 é lado a lado se verifica as duas condiciéns
seguintes:

i) calquera lado estd contido nunha arista e calquera arista é unién de lados,
ii) a intersecciéon de duas teselas é un conxunto conexo.

Das teselas intersecaranse logo nunha unién de lados e diremos que son adzacentes,
ou nunha unién de vértices e chamarémolas vecinas.

Observacién 1.4. En [B], definense mosaicos arista a arista imponendo unha
condicién algo mais forte cd condicién (i): calquera lado dunha tesela é arista do
mosaico e viceversa. A condicién (ii) é esixida na definiciéon de mosaico normal.

Exemplos 1.5. 1) Os mosaicos periddicos por tridngulos, cadrados e hexdgonos
son poligonais e lado a lado.

2) O seguinte mosaico é poligonal e verifica (i), pero non (ii), na definicién [3
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Sirva este exemplo para notar a diferencia entre lado e arista, esquina e vértice.
Obsérvese que AB e BC son lados de dtas teselas, pero non son aristas do mo-
saico, e ABC é unha arista do mosaico, pero non é lado de ningunha tesela. Por
outra banda, B é unha esquina (interseccién de lados), mentres que D é un vértice
(interseccién de aristas).

Vistos estes primeiros exemplos, vaiamos agora con algunhas propiedades ele-
mentais dos mosaicos:

Definicién 1.6 (2], [5]). Un mosaico 7 € Z(P) é de tipo finito se sé ten un
numero finito de prototeselas salvo translacién, é dicir, se P/~, é finito. Posto que

supuxemos que P se identifica con P/~, , 0 mosaico 7 é de tipo finito se e s6 se
P ¢é finito.

Todos os exemplos anteriores son de tipo finito. Antes de comparar esta
definicién con outras convén introducir o seguinte termo:

Definicién 1.7. Chamase motivo dun mosaico 7 a calquera subfamilia finita de
T, identificada acotio coa sta union.

Definicién 1.8 ([2]). Diremos que 7 ten un nimero finito de patrons locais se
para todo R > 0 s6 hai un nimero finito de motivos de didmetro menor que R
salvo translacion, é dicir,

# { M / M é un motivo de diametro 6(M) < R }/~, < +00.
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De maneira equivalente, 7 ten un nimero finito de patréns locais se e s6 se para
todo R > 0 sé hai un nimero finito de teselas de diametro < R salvo translacion. En
efecto, calquera tesela é un motivo e calquera motivo de didmetro < R é unién finita
de teselas de diametro < R. Tendo en conta a identificacién entre as prototeselas e
os seus tipos de translacion, a condicién anterior pode formularse do seguinte xeito:
para todo R > 0, o conxunto Pr={ T € P / §(T) < R } verifica #Pr < +o0.

Proposicion 1.9. Todo mosaico de tipo finito ten un niumero finito de patrons
locais.
Proba. Para cada R > 0, temos que

#Pr < #P < +00. O
Lema 1.10. Se T ten un numero finito de patrons locais, enton

inf{o(7)/T € T} =min{d6(T)/T € T} > 0.
Proba. Fixemos R > 0, co que temos:
#Pr=#{T € P/§(T) < R} < +o0.

Sexa 6 = min{o(T)/T € Pr} > 0. Se T € Pgr, entén §(T) > 6 > 0. Se T ¢ Pg,
enté6n 0(7') > R > 6. Concluimos pois que inf{6(T)/T € T} =0 > 0. O

Exemplo 1.11. O feito de que 7 tena un numero finito de patréns locais non
implica que o diametro das teselas estea superiormente limitado, nin polo tanto
que 7 sexa de tipo finito. Proba disto é o seguinte exemplo:
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Proposicion 1.12. Se T ten un numero finito de patrons locais e o didmetro das
teselas estd superiormente limitado, enton T € de tipo finito.

Proba. Se R =sup{d(7T")/T € T} + 1, entén P = Pg é un conxunto finito. O

Introduzamos agora algunhas propiedades que nos dan, en certo modo, informa-
cion sobre o tamano das teselas:

Definicién 1.13. Un mosaico 7 é normal se existen 7 > 0 e R > 0 tales que

dazeT : B(x,r)CT (1.1)

dyeT : B(y,R)D>T (1.2)

para calquera tesela T € 7.

Observacién 1.14. En [5], definese un mosaico normal usando a condicién anterior
(dise que ten teselas uniformemente limitadas) e outras dias condiciéns:

i) cada tesela é homeomorfa a un disco pechado,
ii) a intersecciéon de duas teselas é un conxunto conexo.

No noso caso, as condiciéns (i) e (ii) quedan garantidas polas definiciéns de mosaico
e mosaico lado a lado, respectivamente.

Definicién 1.15. Un mosaico 7 dirase feblemente normal se verifica:

i) o didmetro das teselas estd limitado inferiormente:
inf{o(7)/T € T} > 0,
ii) o didmetro das teselas estd limitado superiormente:

sup{d(T7)/T € T} < +oc.

Proposicion 1.16. Todo mosaico de tipo finito € normal e todo mosaico normal
¢ feblemente normal.
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Proba. A primeira afirmacion séguese de xeito inmediato das definiciéns. A proba
da segunda sera consecuencia da proba da implicacién ([[I) = (i) e da equivalencia

) < (i7).

([CT) = (i) Se calquera tesela T' € 7 contén unha béla de radio r > 0, entén o seu
didmetro §(7T") > 2r e polo tanto inf{§(7")/T € T} > 2r > 0.

([C2) = (ii) Se calquera tesela T € 7 esta contida nunha béla de radio R > 0,
ent6n o seu didmetro 6(7") < 2R e polo tanto sup{d(7")/T € T} < 2R < +oc.

() < (4i) Se o didmetro das teselas estd limitado superioremente, entén tense
R = sup{d(T)/T € T} +1 < +oo. Daquela T" C B(y, R) para calquera tesela
T € T e calquera punto y € T. ]

Exemplos 1.17. Os reciprocos das duias afirmaciéns da proposicién anterior non
son certos. Un mosaico normal que non é de tipo finito é o pinwheel (véxase [9]).

u
-
Q
S P

O seguinte mosaico é feblemente normal, pero non é normal.
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Definicién 1.18 ([5]). Diremos que un mosaico 7 ¢é localmente finito en x se
existe algin € > 0 para o que se cumpre

#{Te€T /TNB(x,e)#0 } < +oo.

Neste caso, diremos que x é un punto reqular de 7 e chamaremos puntos singulares
a aqueles que non sexan regulares. Diremos que 7 é localmente finito se todos os
puntos x € R? son regulares.

Exemplo 1.19. O seguinte mosaico ten un tnico punto singular na orixe (véxase

[51):

Proposicién 1.20. Todo mosaico normal é localmente finito.
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Proba. Sexa 7 un mosaico normal. Por definicién, existen constantes » > 0 e
R > 0 tales que calquera tesela contén unha béla de radio r e estd contida nunha
bola de radio R.

Pretendemos probar que calquera punto x € R? é regular, ¢ dicir, para cada
€ > 0, o conxunto

{TeT /TnB(zx,e)#0}
é finito. Agora ben, se T'N B(xz,¢) # (0, entén

T C B(x,e+2R).
En efecto, para cada punto y € T, temos:
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) <e+6(T) <e+2R

onde z € T'N B(x,¢).

Agora chéganos con verificar que a béla pechada B(z, e + 2R) s6 pode conter
un numero finito de teselas. Cada unha desas teselas T contén unha bdla de centro
xp e radio r > 0. Como os interiores de duas teselas T e T” son disxuntos, as bolas
correspondentes son disxuntas e os centros verifican d(xr,zr) > 2r. Deducimos
que os centros forman un subconxunto discreto e pechado C' da béla pechada
B(z,e + 2R). En efecto, C' é discreto, pois B(xp,7) N C = {wr}. Para comprobar
que C' é pechado, consideramos unha sucesion de centros x,, € C' converxente a un
punto x € B(z,e + 2R). Imos ver que o conxunto {z,/n € N} ¢ finito de maneira
que a sucesién {x,} posie unha subsucesién estacionaria e o seu limite z € C'. No
caso contrario, substituindo {x,} por unha subsucesién, poderiamos suponer que
todos os termos da sucesién {z,} son distintos. Logo teriamos que d(zy, z,) > 2r
se n # m e a sucesion {x,} non seria converxente.

Por 1ltimo, observemos que as bdlas B(x7,7) e 0o conxunto

B(r,e+2R) — | | Blar,2)
2
zreC

forman unha cobertura aberta de B(z,e + 2R). Por compacidade, o conxunto C' é
finito. Logo #{ T €T /TN B(x,e) #0 } < +oc. O

O reciproco do resultado anterior non é certo. O exemplo [LTIl é un mosaico
localmente finito que nen sequera é feblemente normal, xa que o diadmetro das
teselas tende a infinito.
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Exemplo 1.21. O seguinte exemplo é do mesmo tipo, pero o didmetro das teselas
tende a cero:

Exemplo 1.22. Tampouco temos que feblemente normal implique tipo finito. O
seguinte mosaico é feblemente normal (o didmetro das teselas é constante e igual
a 1) pero non é localmente finito (todos os puntos do eixo vertical son singulares).

1/n 1

Convén observar que tanto o exemplo coma o exemplo precedente non
son lado a lado. No primeiro exemplo, hai unha tesela que contén 6 tnico punto
singular como vértice e que ten dous lados que non estan contidos en ningunha
arista. No segundo, todos os intervalos enteiros contidos no eixo vertical son lados
de teselas, situados & esquerda do eixo, pero ningun destes lados é unha arista do
mosaico.
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Combinando as proposiciéns [LTA e [L20, temos que calquera mosaico de tipo
finito é localmente finito. E natural preguntarse se 0os mosaicos cun nimero finito
de patréns locais son localmente finitos ou non. Imos dar unha resposta parcial
da cuestién e unha proba directa, sen pasar polo caracter normal, da afirmacion
anterior.

Lema 1.23. Para cada punto x € R?, cada nimero real € > 0 e cada prototesela
Ty € P, so hat unha cantidade finita de teselas T co tipo de translacion de Ty tales
que T N B(z,e) # 0.

Proba. Imos razoar por reducion ao absurdo, suponendo que hai unha cantidade
infinita numerable de vectores v,, € R? tales que

T, N B(x,e) #0

onde T,, = Ty + v, para cada n > 1. Fixado un punto xy no interior da tesela Tj,
os puntos z,, = xg + v, € T, verifican:

| xn — xp || > 2d(z,0Ty) > 0

se n # m. Por outra banda, se denotamos ¢ = € + 6(Ty), temos que x,, € B (z,9).
Por compacidade de B (x, ) e substituindo {z,} por unha subsucesién, podemos
suponer que

T, — y € B (1,6).

Entoén, teria que existir un enteiro N > 1 tal que || z, — =, || < 2d(x,0T) se
n,m > N, e chegarfamos pois a unha contradicion. O

Observacién 1.24. O lema anterior segue sendo certo se substituimos o tipo de
translaciéon polo tipo de isometria dunha prototesela (sen mais que substituir a
translaciéon por v, por unha isometria).

Proposicion 1.25. Todo mosaico cun niumero finito de patrons locais e didmetro
das teselas limitado superiormente € localmente finito.

Proba. Para cada € R? e cada ¢ > 0, o conxunto das teselas T' € 7 tales que
TNB(x,r) # 0 descomponse na unién dos conxuntos de teselas T' € 7 que tenen
o tipo de translacién dunha prototesela Ty € P e satisfan a mesma condicién. Polo
lema anterior, cada un destes conxuntos é finito. Agora ben, nas condiciéns da
proposicion, a union tamén é finita. O
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Observacién 1.26. Se suprimimos a segunda condiciéon, é dicir, se o diametro
das teselas non estd limitado superiormente, a proposicion non é certa. O seguinte
exemplo mostra un mosaico cun ntmero finito de patréns locais que non é local-
mente finito:

De novo, coma no caso dos exemplos e[L2Z2 o exemplo anterior non ¢é lado
a lado. Caberia pensar que esta é unha condicion suficiente para que un mosaico
sexa localmente finito. Mais non é asi, o seguinte mosaico é lado a lado pero non
localmente finito:

Vistas xa todas as relacions entre as propiedades que temos introducido, mostramos
o seguinte cadro que as compila dun xeito claro:
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Ne°. Finito Patréns Locais

: \
/\ v /§

Tipo Finito + L. Finito
A

|

—_ ||

S F. Normal

f

P

1.2 Discretizacion

Nesta seccion imos reformular algunhas propiedades descritas na seccién anterior
usando nociéns de natureza discreta como conxuntos base, conxuntos de Delone e
conxuntos de Meyer.

Definicién 1.27. Sexa 7 un mosaico de tipo P. Se fixamos un punto base en
cada prototesela, cada tesela T € 7T poste entéon un punto base z7 e obtemos un
conxunto D = { xp / T € T } ao que chamaremos un conzunto base de T .

Proposicion 1.28. Un mosaico T € localmente finito se e so se calquera conzunto
base € discreto e pechado.

Proba.
“=" Se D é un conxunto base de 7, temos garantido por hipétese que
# B(r,e)ND < #{T €T /TN B(x,e) # 0} < 400
para todo x € D e todo £ > 0. Logo D é un conxunto discreto.

Para ver que é pechado, consideremos unha sucesion de puntos z, € D
converxente a un punto z € R?. Distinguimos dous casos:

i) Se o conxunto {x,, / n € N} é finito, a sucesién {x,, } poste unha subsucesién
estacionaria converxente a x. Teriamos que x € D.
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ii) Se o conxunto {z,, / n € N} é infinito, a sucesién {x,} posie entén unha
subsucesion de termos distintos converxente a x. Isto implica que calquera
béla B(z,e) é cortada por unha infinidade de teselas e daquela 7 non é
localmente finito.

Vemos pois que D é pechado.

Supofiamos por reducién ao absurdo que existen x € R? e £ > 0 tales que
#{T €T | TnB(x,e) # 0}

é infinito. Se unha tesela T' estd contida na béla B(x,¢), entén o seu punto
base x pertence 4 interseccién do coxunto base D e da béla pechada B(z, €).
Agora ben, pode que s6 haxa un ntmero finito de tales teselas. En calquera
caso, pola observacion [L24], hai unha familia de teselas T,, isométricas a una
infinidade de prototeselas distintas tales que T,, N B(xz,¢) # (). Cambiando os
seus puntos base e tomandoos en T, B(z, ), teriamos un novo conxunto base
D e unha sucesién de puntos x,, en DN B(x, ). Por hipdtese, o conxunto D é
pechado e daquela a interseccién DN B(z, €) é compacta. Asi, a sucesién {x,,}
poédese substituir por unha subsucesién converxente a un punto y € D. Pero
como D é discreto, a subsucesion teria que ser estacionaria e isto contradi a
stia construcion. O

Definicién 1.29 ([7]). Un conzunto de Delone é un subconxunto D de R? que
verifica as dias seguintes condicions :

i) é uniformemente discreto, i.e.:

3r>0: B(xz,r)ND C {2z}, VazeR?

ii) existe R > 0 tal que é R denso, i.e.:

VereR?, Bz, R\ND # ( < d(z,D)<R.

Algtns autores chaman R-redes aos conxuntos R-densos. Outros falan de conxun-
tos relativamente densos (véxase [1]).

Proposicion 1.30. Todo mosaico normal posie un conzunto base de Delone.

Proba. Por definicién, se un mosaico 7 é normal, existen constantes r > 0e R > 0
tales que calquera tesela T' € T verifica as ddas seguintes condiciéns:

1) B(xp,r) C T para algin o7 € T,
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2) B(yr, R) D T para algin yr € T.

Deste xeito, os puntos xr correspondentes as prototeselas T' € P definen un con-
xunto base D. Obsérvese que podemos suponer sen pérdida de xeneralidade que
todos os z7 nomeados pertencen ao conxunto base. Vexamos que D é un conxunto
de Delone:

i) D é uniformemente discreto pois B(xz, 5) N D C {z} para calquera x € R%. En
efecto, se B(w, 3) contivese dous elementos xr , o € D distintos, teriamos logo

2
d(:cT,:cT/)§§T<r = BN T #0 = Bla,r)¢T,

en contradicién coa propiedade (1).

ii) D é relativemente denso pois calquera punto x € R? pertence a unha tesela T e
calquera tesela T' esta contida nunha béla B(yr, R) con yr € T. En efecto, deste
xeito,

co que temos probado o resultado. O

Observacién 1.31. O reciproco non ¢é certo. Un conxunto base pode ser un con-
xunto de Delone ainda que o mosaico non sexa normal. Aqui temos un exemplo
que nin sequera é feblemente normal, pero postue un conxunto base de Delone:
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Consideremos neste exemplo o conxunto dos vectores de R? entre puntos de D,

D—-D = {SL’T—SL’T//T,T/GT}.

Estamos ante un conxunto discreto e pechado, xa que calquera béla sé contén a un
nimero finito de elementos de D — D. De feito, D — D é uniformemente discreto
e relativamente denso, ¢é dicir, un conxunto de Delone.

Precisamos estes aspectos coas seguintes definiciéns :

Definicién 1.32 ([7]). Sexan D un conxunto de Delone, D — D o conxunto dos
vectores interpuntuais de D e < D — D > o grupo aditivo xerado polos elementos
de D — D. Neste marco, diremos que:

i) D é finitamente xzerado se < D — D > ¢ finitamente xerado;

ii) D é de tipo finito se D — D é localmente finito (i.e. a interseccién de D — D con
calquera béla é finita) ou de maneira equivalente pechado e discreto;

iii) D é un conzunto de Meyer se D — D é conxunto de Delone.

Notese que estes tres conceptos non estan desligados, senén que hai establecida
unha xerarquia entre eles: todo conxunto de Meyer é de tipo finito e todo de tipo
finito é finitamente xerado.

Observaciéon 1.33. Nalgunhas das definicions anteriores non é preciso esixir que D
sexa conxunto de Delone. Velaqui un conxunto base D tal que D — D ¢ localmente
finito, ainda que D non é un conxunto de Delone:
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4
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Non obstante, o conxunto D— D non é un conxunto de Delone. O seguinte resultado
vai darnos unha condicion suficiente:

Proposicion 1.34. Todo mosaico de tipo finito posie un conzunto base de Meyer.

Proba. Pola proposicién [L30, o mosaico postie un conxunto base de Delone D,
obtido fixando un punto z7 en cada prototesela T' € P. Calquera vector de D — D
¢ suma de vectores da forma xp — 2/, onde T' e 1" tefien un lado comun. Podemos
suponier que 7' é unha prototesela e T” a translacion dalgunha prototesela. Como
T é de tipo finito, o nimero de prototeselas #P é finito. Polo tanto, se limitamos
a lonxitude dos vectores en D — D sé atoparemos un ntmero finito, é dicir, D — D
é localmente finito. En outros termos, D é un conxunto de Delone de tipo finito.
Tomando o minimo das lonxitudes dos xeradores probamos que D é uniformemente
discreto. E tomando duias veces o méaximo dos diametros das prototeselas que é
relativamente denso. 0

Observacién 1.35. O pinwheel non verifica a proposicién anterior, pois ningin
conxunto base de Delone é de tipo finito.



2. Os mosaicos de Robinson

Adicaremos este capitulo a describir os mosaicos de Robinson. Tratase de exem-

plos de mosaicos aperiddicos e repetitivos que se constrien usando 6 prototeselas
descubertas en 1971 por Raphael M. Robinson [TT].

2.1 As prototeselas de Robinson

As seis teselas de Robinson, que mostramos a continuacion, son basicamente cadra-
dos con modificacions nos seus lados e esquinas. Se nos esquecemos nun principio
das modificaciéns dos lados, podemos diferenciar dous tipos: a prototesela que
ten prolongacions nas esquinas e as prototeselas que tenen as esquinas a modo de
octégonos. Denominaremos con cornos & primeira e sen cornos as restantes.

nee
s ¥

A idea entén é partir dun mosaico periédico por cadrados e modificar os cadra-
dos como acabamos de comentar para que aparezan estes dous tipos de teselas
alternados por filas e columnas. Pero facendo sé estas modificaciéns o mosaico
seguiria sendo periédico; velaqui a necesidade de introducir tamén modificaciéns

19
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nos lados. Consideramos logo as modificacions dos lados e vemos que son linglietas
e ranuras de dous tipos: simétricas e asimétricas.

Mais imos deixar de lado esta idea das modificaciéns (véxanse [B] e [II]) e
retomar a do mosaico por cadrados, decorando estes para obter outras seis teselas
que se correspondan coas orixinais. Introducimos pois a seguinte representacion
na que as modificaciéns dos lados e as esquinas venen denotadas respectivamente
por frechas e marcas circulares nas esquinas. As frechas que apuntan cara dentro
correspéndense con ranuras e as que o fan cara féra con lingiietas, significando
unha soa frecha simetria e dobre frecha asimetria. As marcas circulares indican
que a tesela ten cornos.

(a) (b)

() (d)

el e — el e —

R

Do mesmo xeito que Robinson, chamaremos cruces ao primeiro par de prototeselas
e brazos as restantes.

Con esta representacion estd claro que en cada vértice do mosaico debe aparecer
unha marca circular (e s6 unha) e que cada punta de frecha debe apuntar & cola
doutra frecha dunha tesela adxacente. Se vemos os cruces orientados coma na
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figura, diremos que estan cara arriba e d dereita, é dicir, nas direccions das dobres
frechas. Chamaremos costas dos cruces as direccions das frechas simples. Dous
cruces do mesmo tipo consecutivos por filas ou columnas estaran sempre cara con
cara ou costas con costas.

2.2 Os mosaicos de Robinson

Descrita a representacién que imos utilizar, comecemos a construcién dos mosaicos
de Robinson. Empregamos para isto un proceso repetitivo.

Partimos dun cruce con cornos, colocado cunha das catro orientaciéns posibles.
Temos unha tesela a partir da cal imos construir un bloque de 3 x 3 teselas. Para
facelo, replicamos a peza inicial (con xiros de 90, 180 e 270 graos) tendo en conta
a orientacién do cruce (isto é, nas direcciéns das dobres frechas) e deixando no
centro un baleiro para 5 teselas con forma de cruz. Eliximos agora a peza central
da cruz, que debe ser & forza un cruce sen cornos, e completamos o resto da cruz
do 1nico xeito posible tras a eleccion do cruce central. Xa construimos o bloque
3 X 3, 0 noso bloque basico.

L/ \ L/ \
I (] I ]
L N L \
I\ (] I (]

Para conseguir un bloque 7 x 7 procedemos de maneira analoga. Replicamos o
bloque 3 x 3 (igual que antes) dacordo coa orientacion do cruce central do bloque,
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eliximos un novo cruce sen cornos para ocupar o centro da cruz e completamos do

unico xeito que podemos. Temos agora un bloque 7 x 7 a partir do que construir
o de 15 x 15.

L N L N L N L N
N f__)<_\ (] N F—)e_\ d
b ) e e
Pt Pt
L k__><_J N L L_><__J N
I (] N I N (] N Id
L ENENEE I
M | = |4+ H
L N L N L N L N
I f—)<_\ (1 N F—)<_\ (]

Describimos asi un proceso repetitivo no que imos construindo bloques de
(271 — 1) x (2" — 1) teselas a partir de bloques (2" — 1) x (2" — 1): repli-
cando o bloque de partida segundo a orientacién do seu cruce central, escollendo
un novo cruce sen cornos como centro do novo bloque e completando do tnico xeito
posible.
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’

E importante observar que a eleccion que facemos do cruce central en cada
bloque que imos construindo determina a rexion do plano que teselamos. Por
exemplo, se tomamos todos os cruces coa mesma orientacién teselamos un cuarto
de plano. Se fixamos unha direccién (por exemplo, de cara & dereita) e imos
alternando as outras dias (por exemplo, de cara arriba e de cara abaixo) teselamos
medio plano e se imos alternando tres ou as catro orientaciéns infinitamente temos
todo o plano. Non obstante, non é preciso proceder como no iltimo caso para
cubrir todo o plano. Podemos “pegar” dous medios planos, catro cuartos de plano
ou dous cuartos de plano e medio plano, usando filas ou columnas infinitas de
teselas dos tipos (d) ou (f).

—_—
—_—
—_—
—_—
—_— =1
[ [ -

v

-
-
-
-
—_— | <
—_— | <—
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No caso de cuartos de plano, podemos pegar tamén usando unha cruz infinita
cun cruce sen cornos no centro, que determina o resto das teselas da cruz.

L N L N LJ N L N
— =t —> =
—_— | < R —t | <
N I ™ (] ™ I ™ (]
R RN '
- M I -
L/ N L/ N L/ N L/ N
B R —_— <
—_— | < —_— | <
M ] M (] M ] M (]

— <1
—_— | <1
—
—
—
—_—
—
—

Observemos ademais que os pegados non tenen que ser forzosamente simétricos,
senon que poden aparecer “faias”, ainda que os mosaicos resultantes seran dun tipo
distinto.
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4l>_><_J L::J N
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\L e
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Notemos por tltimo que co proceso descrito obtemos unha infinidade non nu-
merable de mosaicos. Chamemos ¥ ao conxunto dos mosaicos de Robinson e R
ao subconxunto dos mosaicos construidos de maneira repetitiva, é dicir, a unién
do conxunto dos mosaicos construidos sen pegado, R, o dos que se constrien pe-
gando dous medios planos de maneira simétrica ou sen faias, Ry, e o dos pegados
de cuartos de plano usando cruces infinitas cun cruce sen cornos por centro, Ry. A
motivacién da notacién é que SR serd precisamente o conxunto dos mosaicos ‘repe-
titivos’. Se identificamos as catro posibles orientaciéns que pode adoptar un cruce
coas parellas de elementos do conxunto {0,1} e temos en conta que a forma dos
bloques de (2" — 1) x (2" — 1) teselas depende unicamente do seu cruce central,
obtemos unha correspondencia entre o conxunto {0,1}" e o conxunto R. Cada
sucesion a = {a,} € {0,1}Y determina unha sucesiéon de bloques e polo tanto
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un mosaico de Robinson, agas no caso do pegado de cuartos de plano ou medios
planos que depende da eleccién do “pegado”. As sucesions periddicas que tefien
periodos formados por unha parella de elementos de Z, determinan mosaicos obti-
dos pegando con grandes cruces que tenan por centro o mesmo cruce sen Cornos
que o correspondente ao periodo. Do mesmo xeito, podemos asociar as sucesions
que tefien un numero infinito de duas parellas de elementos de {0, 1} con distinta
paridade e un nimero finito das outras dias, que son as que determinan medios
planos, os mosaicos obtidos do seguinte xeito. Se o semiplano codificado é o dereito,
respectivamente o superior, asociamoslle o mosaico obtido pegando cun corredor
de teselas do tipo (f) apuntando cara arriba, respectivamente cara a dereita, e se
¢ o esquerdo, respectivamente o inferior, o mosaico obtido pegando cun corridor
de teselas do mesmo tipo pero apuntando cara abaixo, respectivamente cara a es-
querda. Obtemos asi unha aplicacién inxectiva de {0,1}" en SR. A eleccién dun
punto base nas seis prototeselas de Robinson determina un conxunto de Delone
en calquera mosaico de Robinson. Nos mosaicos correspondentes aos elementos
de {0,1}", a orixe do plano estd situada no punto base dalgtin cruce sen cornos
e pertence ao conxunto de Delone. Se chamamos ¥ ao conxunto destes mosaicos,
temos que calquera elemento de R é translacion dun elemento de Y. Diremos
que X é unha transversal completa contida na transversal canodnica definida polo
conxunto de Delone. Temos agora unha aplicacién inxectiva entre {0, 1} e o sub-
conxunto RNY de R. Estes argumentos mostran a relacion (descrita en [I1]) entre
os mosaicos de Robinson e os enteiros 2-adicos. O noso propdsito é precisar esta
relacion dende un punto de vista dindmico. No préximo capitulo, detallaremos a
descripcién anterior.



3. O espazo dos mosaicos de
Robinson

Neste capitulo, imos abordar o estudo dindmico dos mosaicos de Robinson dotando
a este espazo dunha topoloxia que fai del un espazo métrico compacto foliado.

3.1 A topoloxia de Gromov-Hausdorff

Sexa P un conxunto finito de prototeselas e T(P) o espazo dos mosaicos de tipo P.
Insistimos no feito que dous mosaicos de T(P) que se diferencian nunha translacién
son diferentes a priori, é dicir, dous mosaicos son idénticos se posiien exactamente
as mesmas teselas. Para ilustrar a situacion, consideremos o caso trivial no que P
consta s6 do cadrado unidade. Dados un mosaico 7 € T(P) e un vector v € R?
entén 7 + v é distinto de 7 agds no caso v € Z2. Neste caso T(P) identificase co
cociente R?/Z* = T2.

Imos definir logo unha topoloxia en T(P), na que dous mosaicos seran préximos
se coinciden nunha grande bdla centrada na orixe, salvo translacions por pequenos
vectores (véxanse [2] e [H]):

Definicién 3.1. Sexan 7,7" € T(P). Se denotamos B7(0,R) =7 N Br2(0, R) a
traza do mosaico na béla Bgz(0, R), podemos entén definir

R(T,T") =sup{R € [0,+0] / Br(0,R) = Br(0,R)}
edados 0 < e,/ <1e R >0, denotamos
U r(T)={T"€Z(P) /v, €eR? : ||| < &, ||| <€, R(T+v, T'+v') > R}.
Estes conxuntos constitien unha base de topoloxia. Noés comprobarémolo di-

rectamente dotando a T(P) dunha métrica (véxase [2]) e probando que a topoloxia
inducida por esta métrica esta xerada por estes conxuntos.

27
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Definicién 3.2. Sexa
A={e€(0,1) /T v,v" € Bg2(0,€) : Briy(0,2) = Bryw(0,2)}.

Definimos
infA, se A+

d(T’T,):{ 1 se A=10

para cada par de mosaicos 7 e 7' en T(P).

Proposicién 3.3. A aplicacion d : T(P) x T(P) — R € unha métrica.

Proba. Cumprense as condiciéns de métrica, pois calquera que sexan os mosaicos
)
7,7, 7" € (P), temos:

i) d(7T,7") =0 se e s6 se para cada 0 < € < 1 existen v,v" € Bg2(0,¢) tales que
BT—‘FU(O’ %) - BT’+v’(O> %)a
é dicir, T =T,
i) d(7,7")=d(T',T);
i) d(7,7") < d(T,7")+d(T',7T"), xa que se existen v, v € Bg2(0,¢) tales que:
Br (0, %) = Br14(0, é) ) (1.1)
e w,w € Bye(0,¢’) tales que:
Brr4u(0, é) = Brryw (0, 5) ) (1.2)
para 0 < g,&’ < 1, entén u = v + w e v’ = v’ + w' verifican:
BT—l—u(Ov ﬁ) = Brrjw (0, ﬁ) (1-3)
En efecto, se ¢ > e¢’, temos:

, 1—55’>1—55’+55’ 1
—& = = :
€ e+¢e e+¢e

1
€

Analogamente & — & > =5, co que (L)) e (L) garanten ([L3). O
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Exemplo 3.4. Consideremos o mosaico peridédico por cadrados 7 e o seu trasladado
T =T+ (3,0):

T 7’

1

T
Por unha banda, é evidente que para todo ; < & < 1, os vectores v = (3,0) e
v o= (—i,O) verifican que Br,(0, %) = Briy(0, é) Por outra, calquera par de
vectores w e w' de lonxitude < 1 | verifica que Bry,(0,7) # Bz (0,7) para

4
calquera r > 1.

Na figura, os puntos distinguidos sinalan a orixe do plano. Temos que d(7", 7"
1

Lo N

Vexamos que a topoloxia definida pola métrica coincide coa topoloxia xerada
polos conxuntos U, o g(7) :

Proposicién 3.5. Para cada par 0 < e, <1, cada R > 0 e cada T € T(P), o
conzunto U o g(T) € un aberto da topolozia definida pola métrica d.

Proba. Comprobemos que, para cada 7’ € U, g(7T), existe unha béla centrada
en 7' contida en U, r(7). Como 7' € U.. r(7T), existen vectores v e v’ con
lv]| < e, ||V|| < & verificando

Br44(0, R) = Bzr4(0, R).

eV

Sexan " = e R = R+ "+ ||v'||. Consideremos o conxunto U.» . p(77)
contido en U o r(7T). En efecto, se 7" € U.r v pr(7T"), existen vectores w’ e w”

con ||w'| ,|Jw"|] < &” verificando Bz/iw (0, R') = Brryw (0, R'). Deste xeito, a
igualdade
Br(0, R+ [[V'[|) = Broywr—w (0, R+ [V]])
implica
BT’+U’(O> R) = BT”-i-w”—w’-i-v’(Ov R)'
Ademais,

||w/1_wl+lvl|| <2€”+||UI|| :gl
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1

e polo tanto, 7" € U, . r(7 ). Tomando agora r = min{e”, &}, ¢ inmediato com-

probar que B(7',r) C U on pr(T") € ast
T' € B(T',r) CU.or(T).
U

Reciprocamente, calquera béla B(7,e) coincide cunha vecinanza da forma
U..1(T). Temos probado pois que os conxuntos U s zr(7) forman unha base da
topoloxia definida pola métrica d.

A continuacién mostramos cando T(P) é compacto:
Teorema 3.6. Se o conzunto de prototeselas P € finito , enton T(P) € compacto.

Proba. Probaremos que ¥(P) é secuencialmente compacto usando un argumento
diagonal clasico. Sexa {7,} unha sucesion en T(P). Consideremos

d=max{6(T) /T €T} +1.

Fixada a orixe como punto base, a bdla B(0,1 + ) s6 contén un nimero finito
de motivos. Existe logo unha subsucesién {7} de {7,} tal que calquera bdla
Br, ,(0,1) esta contida nun mesmo motivo M; C By, (0,1 + §). Por recurrencia,
temos unha subsucesién {7, y} de {7, y_1} tal que calquera béla Bz, (0, N) esta
contida nun mesmo motivo My C Br, (0, N + J). Obtemos asi unha sucesiéon
exhaustiva de motivos

M1CM2C"'CMN_1CMNC"'C UMN:R2

que define un mosaico 7 de R?. Agora, a subsucesion {7y y} de {7} converxe a
T . En efecto, dado N > 1, calquera motivo M,, con n > N cumpre:
B,

n,n

(O,LN)C My CT

e polo tanto R(7,.,,7) > N, o que garante a converxencia. O

Observacién 3.7. En [2] e [6] afirmase que a envoltura dun mosaico cun ntimero
finito de patréns locais é compacta. Agora ben, un mosaico con esa propiedade
non ten por que ser localmente finito, como proba o exemplo da observacién [L20,
e polo tanto o argumento anterior non é valido nesa situacion.



3.2. O espazo foliado de Gromov-Hausdorff 31

3.2 O espazo foliado de Gromov-Hausdorff

O grupo das translaciéns actia de forma natural sobre T(P), é dicir, temos unha
accién continua

o R*xZ(P) — Z(P)
(v,7) — T 4

En efecto, cada translacion

L, : E(P) — %(P)
(w,T) — T+w

é continua. Para comprobalo, fixemos 7 € T(P) e tomemos unha vecinanza da
sta imaxe U, o~ r(7 4+ w) con R > ||wl||. Probemos que

Ueer2r(T) C (Lw)_l(U&a’,R(T +w))

e teremos a continuidade de L, en 7. Se 7’ € U, 2r(7) existen vectores v e v’
con |[v]] <e,||v'|| <& verificando

Br4s(0,2R) = Bzr,(0,2R)

Isto implica
BT+w+v(0> R) = BT’+w+v’(0a R)

elogo que 7"+ w € U. o p(T + w).

A accién de R? define unha laminacién de T(P). A folla que pasa por un
mosaico 7 é a sua oOrbita, é dicir, o conxunto dos trasladados 7 + v polos vectores
v € R%. O propédsito do que segue é probar esta afirmacién. Comezaremos pola
construcion dunha transversal completa (i.e. un subespazo que corta a todas as
follas) antes de describir as trivializacions locais da laminacién. Como xa vimos,
se fixamos un punto base en cada prototesela de P, obtemos un subconxunto D da
unién de P e un conxunto base Dy = { zr / T € T } de cada mosaico 7 € T(P).
Ademais, se T é de tipo finito, entén D7 é conxunto de Delone.

Lema 3.8. A isotropia de cada mosaico T € T(P),
IsoT)={weR? /T +w="T},

¢ un conxunto discreto.
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Proba. Tomemos D de xeito que cada punto xr € D pertenza ao interior da
tesela 7. Como P ¢ finito, podemos tomar § = min{d(xz7,0(T")) / T € P} > 0.
Asi, se temos 7 + w = 7T para algin vector w, entén ||w| > § > 0. Desta forma,
concluimos que o grupo Iso(7) é discreto. O

Definicién 3.9. Sexa D un conxunto de puntos base das prototeselas de P e D
o conxunto de Delone inducido en cada mosaico 7 € T(P). Chamamos transversal
canonica a0 conxunto

S =%(P,D)={T € %(P)/0€ Ds}.

Proposicion 3.10. Se P € finito, a transversal canonica > € un subespazo com-
pacto e totalmente disconexo de T(P).

Proba. A proba do caracter compacto de ¥ emprega os mesmos argumentos uti-
lizados para mostrar que T(P) é compacto. Para ver que 3 é totalmente disconexo
veremos que a topoloxia inducida estd definida por unha ultramétrica. Conside-
remos as veciianzas dun mosaico 7 € ¥ na topoloxia inducida, é dicir, as trazas
U.oor(T) NY das vecinanzas U, p(7) de 7 en T(P). Agora definimos unha
métrica sobre ¥ dada por:

d(T,T') = e M)

para cada par 7,7’ € . E doado comprobar que d é unha ultramétrica. Para
concluir, s6 temos que probar que a topoloxia inducida sobre ¥ pola topoloxia de
% (P) coincide coa topoloxia xerada polas bélas

Bs(T,e ™) = {T'ex /dT,T) <}
(T'es |/ R(T,T') > R}.

En efecto, calquera aberto basico U. o r(7) N Y é un aberto da topoloxia definida
por d. Se 7' € U.o r(7T) N ¥, tomando £” ¢ R’ coma na proposicién B, temos
que:

T € BE(T/, e_R,) C UE//,5//7R/(T,) N C U573/7R(T) nx.
Ademais, calquera béla By (7, e ) é traza dun aberto basico de T(P). De xeito
explicito, para todo 7 € T(P) e todo R > 1,

Bs(T,e ™)y =U:+ g(T)NX

2727

se o conxunto de Delone Dy é r-dicreto. O

Introducida a transversal canénica no espazo dos mosaicos, vexamos como R?
induce unha laminacién en T(P).
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Teorema 3.11. A accién de R? induce unha estructura de laminacién en <(P).

Proba. Imos ver como construir un atlas foliado, que dotard a T(P) dunha es-
tructura de laminacién na que as follas son as érbitas da accidn e a transversal
candnica serd unha transversal completa. Deste xeito, a folla que pasa polo mo-
saico 7 identificase coa drbita Ly = R?/Iso(7) e a transversal candnica cunha
transversal completa.

Dado o conxunto de prototeselas P, fixemos o conxunto D dos seus puntos base.
Tomemos 7 € T(P) e suponamos que a orixe 0 pertence ao interior dalgunha tesela
Ty € T. Sexan

d=max{d(T) /T € P} e ~=d(0,0(Tp))

onde r > 0 é o nimero que nos garante que o conxunto de Delone D7 é uniforme-
mente discreto. Para ¢ < vy e R > 0§, definimos unha aplicacion

¢E,R . B(O,E) XBz(T,€_R) — E,R(T)
(v, 7") — T'+w

onde
U.r(T)={T"€%X(P)/Jwe R? . |lw||<e, R(T,T" +w) > R}.

Temos as seguintes propiedades:

1) A aplicacién ¢. g esté ben definida: se (v,7") € B(0,¢) x Bs(T,e %) e
T" =T+ v, entén:

Br(0,R) = By:(0, R) = Bru_,(0, R),

con —v € B(0,¢) e daquela 7" € U, (7).

2) O conxunto U, gr(7) é unha vecinanza aberta de 7 en T(P): se 7' € U. r(T),
tomando €” e R’ como na Proposicién temos que:

T' € Unan (T € Uol(T).

Ademais, para cada mosaico 7 € T(P), as vecinanzas U. g(7) constitien unha
base de vecinanzas de 7, pois dada unha vecifianza calquera U, . g(7T ) verificase

T cU.r(T) CU.0r(7T).
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3) A aplicacién ¢, g ¢ un homeomorfismos con inversa definida por
(QSE,R)_l(T”) - (—’LU, T" + 'LU),

para todo mosaico 7" € U r(7), onde w ¢é o vector asociado a 7" pola definicién
de pertenza a U, g(7).

Por seren as restantes comprobacions obvias, mostramos s6 o caracter inxectivo,
que é consecuencia das restriciéns impostas a € e R: se os pares (vy, 71), (v, T2) €
B(0,¢) x Bs(T,e™®) cumpren v; + 7; = vy + T3, entén

Br(0,R) = Br(0,R) = Bg(0,R) = B, (0, R),

e isto implica, neste caso, que v; — vo = 0 e logo (vy,77) = (vg, T3).

Deste xeito, cos abertos U. g(7) cubrimos todos os mosaicos desprazados de
7T por vectores que levan a orixe nalgin punto da béla B(0,¢). Para cubrir o
trasladado por calquera outro punto xg, do interior de 7j, movemos a transver-
sal, é dicir, tomamos un novo conxunto de puntos base das prototeselas D’ de
xeito que zq, € Dy Asi, 7" = T —zq, € ¥ = 3(P,D’) e tomando agora
v = max{d(0, (1)), 5} podemos definir novamente o homeomorfismo

ber : B(0,e) x By/(T', e 1) — -r(T")

para cada ¢ <y e cada R > 0.

Faltariannos por recubrir os puntos de 07y. Pero de xeito andlogo, para un
punto zg, € d1, podemos tomar un conxunto de puntos base das prototeselas D"
que verifique o, € D easiT”" =T —xg, € X" = X(P, D”). Considerando a unién
das teselas adxacentes ou vecinas que contenen a xp, e tomando v = %, reducimos
o problema aos casos anteriores e podemos definir novamente o homeomorﬁsmo
¢ r para cada € < v e cada R > 4. Polo tanto, facendo que 7 recorra ¥ obtemos
un recubrimento {U. z(7)}. Por compacidade, existe un subrecubrimento finito
Uy ry(Th), ..., Us, r,(7,) e obtemos asi un atlas finito {(Uy, r,(7;), ¢, r;) }1<i<n-

Comprobemos por ultimo que o cambio de cartas funciona ben. En efecto, sexa
T € U, r, (7)) N U, r;(7;) e suponamos sen pérdida de xeneralidade que 7; # 7;.
Existen entén (v;, 7)) € B(0,&;) x Bs(T,e™ ") | (v;,T]) € B(0,¢;) x Be/(T,e™ )
de xeito que 7 +v; = T =T/ +v; e o cambio de carta ®;; = (¢€j7Rj>_1o¢€i7Ri ven
dado por

D (vi, ) = (v, ])—( vj, T + v — vj)
= (vi—(vi—v), T+ (i —v)) = (vi —w, T} +w),
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onde w = v; — v; non depende do punto, pois se R = min{R;, R; — ||w||} verificase
Bz,(0,R) = Br/(0, R) = Br744(0, R) = Br,4.,(0, R).

Rematamos asi de probar que o atlas {(Us, r,(7:), ¢c,.r,(7i)) }1<i<n confire a
T (P) unha estructura de laminacion. O

Observacién 3.12. Como consecuencia do punto (2) da proba, temos que os
conxuntos U, p(7) forman unha base de topoloxia para T(P).

3.3 Mosaicos aperiodicos e repetitivos

O espazo foliado T(P) pode ser extremadamente grande. Interésannos os pechados
saturados obtidos tomando a clausura das follas. Unha cuestion natural é saber
cando estes pechados saturados son minimais por inclusion.

Definicién 3.13. Sexa 7 un mosaico de T(P). Definimos a envoltura de T como
a clausura da sua orbita Q27 = L.

Definicién 3.14. Un mosaico T € T(P) é repetitivo [2] ou ten a propiedade de
isomorfismo local [10] se para cada motivo M existe unha constante R = R(M) > 0
tal que calquera béla de radio R centrada en calquera punto contén unha copia por
translacion de M, i.e.

VreR?, 3veR?’ : M+wvC B(z,R).

Definicién 3.15. Un mosaico 7 € T(P) é uniformemente repetitivo, se dado r > 0,
existe unha constante R = R(r) > 0 tal que para calquera motivo M de didmetro
menor que r existe unha copia por translacion de M en toda bdéla de radio R, i.e.

VzeR?*, JveR® : M+vC B(z,R).

Lema 3.16. A envoltura Q7 dun mosaico T € T(P) € un conzunto minimal se e
56 se a drbita de cada mosaico T' € Qr € densa en Qr.

Proba.

“=" Vexamos que €y = Q7 para todo mosaico 7’ € Q7. En efecto, dado que a
envoltura dun mosaico é un pechado saturado, entéon 7+ = Ly C Qf para
todo 77 € Q7. Como Q27 é minimal, temos que Q7 = Q.

“<” Sexa F' calquera pechado saturado contido en 27. Para todo mosaico 7’ € F
temos que €27+ C F' C 7. Pero por hipotese Q27 = Q7, logo F' = Q)7 e temos
que {27 é minimal. O
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Teorema 3.17. Sexa 7 € T(P). As sequintes condicions son equivalentes:
i) T € repetitivo;
ii) T € uniformemente repetitivo;
iii) Q7 € minimal.

Proba. A implicacién (ii) = (i) é evidente, asi que probaremos as restantes:

(1) = (i7i) Comprobemos que a 6rbita de cada mosaico 7’ € Q7 é densa en Qr,
ie. QF = Q. Sabemos que Q77 C Qr, logo chega con probar 7 € Qg para ter
Qr C Q7. Fixemos 7 > 1 e tomemos un motivo M verificando B7(0,r) C M.
Por hipdtese, existe R = R(M) cumprindo que para todo x € R? existe un vector
v € R? verificando

Br(0,7)+v = Br(v,r) C M +v C Br(z, R).
Por outra banda, como 7’ C €7, existe y € R? tal que
Br/(0,R) = Br—(0, R) = Br(y, R) — y.
En particular tense
Br(0,r)+v—y = By(v,r) —y C Br(y,R) —y = Br_,(0,R) = B1/(0, R)
e ademais
Br(0,7)+v—vy = Br(v,r) —y=Br_y(v—y,r) = Br(v—y,r),
co que w = v — y cumple
B7(0,7) = Bp/(w,r) —w = B, (0,7).

Atopamos asi un mosaico 7' — w € Lz tal que d(7,7" — w) < e™". Como isto
podemos facelo para todo r > 1, concluimos que 7 € Q7.

(17i) = (i) Dado r > 1, para todo S > r definimos
Ug = {T/ e Qr / dov e R? BT(O,T) +v= BT/(U,’I‘) C BTI(O,S)}

Estes conxuntos verifican as seguintes propiedades:

1) Os conxuntos Us son abertos. Se 7’ € Ug, entén existe v € R? tal que

BT(O,T) + v = BTI(U,T’) C BTI(O,’I“—F ||U||) C BT/(O, S)
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Tomando S"=r+ ||v]| e ¢ <S5 — 5, temos
T €U.s(T") C Us.
En efecto, se 7" € U. ¢/(7"), existe v” € R? con |[v"]| <c e
Br:(v,r) C B7/(0,8") = Bruiw(0,5).
Polo tanto,
Br(0,7) +v = Bri(v,7) = Bruyy (v,r) = Bru(v — 0" r) + 0",
logo

BTN(U — U”, ’l“) +2" C BTH_H,//(O, S,)

Bz ('U — 'U”, ’l“) C BTH_H)N(O, S,) N — BTN(—U”, S,)
Asi, w = v —v” cumple:
BT(O, 7‘) +w = Byn (w, 7‘) - BT//(—U//, Sl) C Bgn (0, S)

e deste xeito, 7" € Us.

2) Os abertos Ug recubren 7. Calquera 7' € Q7 verifica que 7 € Q7 xa que Qr
¢ minimal. Polo tanto, para todo r > 1, existe y € R? tal que:

B7(0,7) = By1—y(0,7) = Br(y,r) — .
Tomando S = r+ ||y]],
BT(O,’/‘) +y= BT/(y,T) C BTI(O, S),

co que 7' € Ug.

Temos entén que {Ug}ss, ¢ un recubrimento por abertos de Q7. Como Qr ¢é
compacto e o recubrimento é mondtono crecente, existe un R > r tal que Ug = Q7.
Asi, para todo y € R?, existe v € R? con

Br(0,7)+v = Br_y(v,7) C Br_,(0, R).
Transladando por y,

BT(O,T) +uv+y= BT_y(U,T’) +1y C BT_y(O, R) +y = BT(y, R)
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e entén, atopamos un vector u = v +y € R? tal que
B7r(0,7) +u C Br(y, R).

Polo tanto, como calquera motivo M esta contido nunha bdéla centrada na orixe de
radio r suficientemente grande, temos probado que 7 é repetitivo.

(7i1) = (7i) Na proba da implicacién (ii7) = (i) atopamos unha constante R > 0
que dependia de cada motivo M. Busquemos agora outra constante que sirva para
todo motivo M de didmetro menor que » > 0. Sexan r > 2 e x € R?. Para cada

S > 5 definimos
US@ = {T/ € Qr / dove R? BT(I’, %) +v= BT/(ZL' + v, %) C B']'/(O, S)}

Coma antes, deducimos que existe R = R(5, ) tal que, para todo y € R2, existe
v € R? con:
Br(z,5) +v C Br(y, R).

Asi, para cada motivo M contido en Br(z,3) verificase que, para todo y € R2?,
existe v € R? con
M+v C BT(y,R).

Por outra banda, como 7 é de tipo finito e ten un numero finito de patréns locais,
sabemos que fixado r s6 hai un nimero finito de motivos de didmetro menor que
r, agas translacion.

Sexan enton My, - - - , M, os representantes das clases por translacion de motivos
de diametro menor que r, contidos respectivamente en bélas de radio § centradas
en puntos xi,--- ,x,. Podemos tomar agora

R = maX{R(%,xl), e ,R(%,xn)},

de maneira que, para cada motivo M de didmetro menor que r e para cada y € R?,
existe v € R? tal que
M+v C BT(y,R),

pois M é o trasladado dalgin M, coa mesma propiedade. O

Observacién 3.18. A proba da equivalencia (i) < (iii) pode verse en [I], [3] e
[§]. Véxanse tamén 2] e [T0]. A equivalencia (i) < (ii) aparece noutro contexto

en [1] e [].

Imonos interesar agora polos conxuntos de prototeselas que definen espazos
foliados de Gromov-Hausdorff nos que a transversal completa é un conxunto de
Cantor.
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Definicién 3.19. Un mosaico 7 € T(P) dise:

i) periédicose T +v =T e T +w =T sendo v e w dous vectores de R? linealmente
independentes,

ii) aperiddico se T + v # T para todo v vector de R2.
Compre observar que un mosaico non periédico non ten por que ser aperiodico.

Exemplo 3.20. Podemos atopar mosaicos periddicos tanto illados coma non illados
na transversal completa.

a) Consideremos o conxunto P formado polas tres prototeselas seguintes:

Sexa 7 € T(P) o mosaico por cadrados. Fixando calquera conxunto de puntos
base D, temos que 7 non é illado en X pois en toda bdla centrada en 7 atopamos
mosaicos distintos de 7.

b) Se modificamos os tres lados dun dos tridngulos con lingiietas e os do outro
coas ranuras complementarias, obtemos un novo conxunto de tres prototeselas P’.

Agora, para calquera conxunto de puntos base D', o mosaico por cadrados 7 é
illado en ¥ = X(P’, D'), pois neste caso B(T,e %) =T, para todo R > 1.

E natural preguntarse que ocorre se un mosaico € illado. O seguinte lema danos
unha resposta:

Lema 3.21. Un mosaico aperiodico non € illado en .

Proba. Se 7 é illado en X, entén Lz N X é unién de mosaicos illados, co que
coincide coa sua clausura. Deste xeito, Ly ten que ser compacta e 7 non pode ser
aperiodico. O

Definicién 3.22. Diremos que un mosaico € fortemente aperiddico se a sia en-
voltura s6 contén mosaicos aperiddicos. En [6], pidese s6 que a envoltura non
contena mosaicos peridédicos.
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Proposicion 3.23. Todo mosaico aperiodico e repetitivo € fortemente aperiodico.

Proba. Razoemos por reducién ao absurdo. Sexa 7 € T(P) aperiddico e repetitivo
e suponiamos que existe 7' € Qg verificando 7' = T’ + v, para algtin v € R%. Como
Q7 é minimal, 7 € Q7 e dado R > ||v]], existe x € R? tal que

Br(0,R) = Br—(0, R) = B(774v)-2(0, R).
Mais isto implica que
Br1(0, R = [[v]]) = Biz744)-2(0, R — [[v]|) = Br (0, R — [|v])

e polo tanto, como o razoamento ¢é vélido para todo R > |[v||, 7 non seria
aperiédico. Logo 7 é fortemente aperiédico. O

Tendo en conta o teorema BT e combinando a proposicién BI0 cos dous re-
sultados anteriores, temos o seguinte resultado:

s

Teorema 3.24. A envoltura Q1r dun mosaico aperiédico e repetitivo T € T(P) é
un conzunto minimal transversalmente Cantor, € dicir, Q7 N% € un conzunto de
Cantor. ]

3.4 O espazo dos mosaicos de Robinson.

Retomamos agora os mosaicos de Robinson dende o punto de vista que adoptamos
na tultima seccién. Sexa P o conxunto das seis prototeselas de Robinson, méis as
stas imaxes polos xiros de 90, 180 e 270 graos e a reflexién respecto do eixo de
abscisas. Chamaremos espazo dos mosaicos de Robinson ao espazo T(P) de todos
os mosaicos construidos con estas prototesela.

xee
s ¥
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Nun principio, T(P) poderia conter algun tipo de mosaico distinto dos descritos
en §22 é dicir, poderiamos ter T C ¥(P). Non obstante, de existir unha cons-
trucién alternativa, os cruces terian que aparecer alternados sé por filas ou por
columnas, non por filas e columnas ao mesmo tempo. Agora ben, isto non é posible
como mostramos no seguinte resultado:

Proposicién 3.25. O espazo dos mosaicos de Robinson T(P) coincide co subespazo
7.

Para non interromper a descripcion deste espazo posponemos a proba ao final
da seccion.

Proposicion 3.26. O conzunto das prototeselas de Robinson P € aperiodico, é
dicir, calquera mosaico de Robinson T € T = T(P) € aperiddico.

Proba. Para mostrar a aperioricidade dun mosaico 7 € %, notamos que cal-
quera translacion que deixe o mosaico invariante debe respetar cada bloque de
(2" — 1) x (2" — 1) teselas, é dicir, levalo noutro bloque do mesmo tamano. Polo
tanto, a norma do vector de translacién debe ser alomenos 2" —1, a distancia en hor-
izontal e vertical entre os cruces centrais de dous bloques de (2" —1)x (2" —1) teselas.
Agora ben, como o tamano dos bloques é arbitrariamente grande, concluimos que
non existe ningin vector de translaciéon que deixe o mosaico invariante. O
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Lembremos que a familia ¥ contén unha subfamilia 98 de mosaicos construidos
de maneira repetitiva (véxase §Z2). O seguinte resultado precisa o tipo destes
mosaicos.

Proposicion 3.27. Calquera mosaico T da familia SR € repetitivo.

Proba. Calquera mosaico 7 € R poddese filtrar por bloques, é dicir, postie unha
sucesion monodtona crecente de bloques de teselas que da lugar ao mosaico completo.
Chéganos enton con ver que para calquera destes bloques, existe un R > 0 tal que
toda béla en 7 de radio R contén unha copia do bloque por translacién.

Se T esta construido sen pegados, o filtrado é o natural, é dicir, ven dado
precisamente por como se vai construindo o mosaico (segin §Z2). Tomando entén
R = \/5(2”“), aseguramonos que toda bola de radio R contén a unha copia por
translacion de calquera bloque de (2" — 1) x (2" — 1) teselas.

Se 7 é un mosaico construido pegando catro cuartos de plano cunha cruz in-
finita, a filtracion obtense por translacion. Tratase da sucesion de bloques de
(2" — 1) x (2™ — 1) teselas centrados no cruce central da cruz infinita. Logo serve
0 mesmo razoamento.

Se 7 é un mosaico obtido pegando dous medios planos simétricos por unha fila
ou columna infinita, non podemos considerar a mesma filtracion. Neste caso, imos
considerar rectdngulos formados por pequenas filas ou columnas de (2" — 1) teselas
(idénticas & fila ou columna infinita) e dos bloques de (2" — 1) x (2" — 1) teselas
situados a ambos os dous lados (sen importar onde centremos estes rectangulos).
Con R = /2(2"*"3) garantimos que calquera béla de radio R contén a unha copia
por translaciéon do rectangulo de lado menor (2" — 1) e completamos asi a proba.
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Observacién 3.28. Ningtin dos mosaicos de T \ R é repetitivo. Lembremos que
estes mosaicos obténense por pegado asimétrico de medios planos dous cuartos e
un medio plano ou catro cuartos de plano. Polo tanto, o subespazo dos mosaicos
de Robinson repetitivos coincide con fR.

Ademais, podemos obter R como a envoltura de calquera mosaico repetitivo:

Teorema 3.29. O subespazo dos mosaicos de Robinson aperiodicos e repetitivos R
¢ 0 unico conxunto minimal contido no espazo foliado ¥ dos mosaicos de Robinson.
En particular, R € a envoltura de calquera mosaico aperiodico e repetitivo.

Proba. Como consecuencia dos resultados anteriores, bastanos comprobar que
Q7 = R para cada 7 € R. O criterio de minimalidade BI17 proba que Q7 C fR.
Por outra banda, calquera elemento 7’ de R pddese filtrar por bloques que tamén
atopamos nalgun lugar de 7. Deste xeito, somos quen de ir aproximando 7" por
elementos da érbita de 7. O

Rematamos esta secciéon cunha proba anunciada:

Proba da proposicién B.2Z8. En calquera construcion coas prototeselas de P, os
cruces deben aparecer alternados por filas, por columnas ou por filas e columnas a
un tempo. De existir outra construcion, os cruces terian que aparecer alternados
so por filas ou s6 por columnas, xa que ao aparecer alternados por filas e columnas
forzan a construcién vista. Unha primeira observacion é que en ningin destes dous
casos poderian utilizarse cruces sen cornos. En segundo lugar, a existencia dun
mosaico 7 € ¥(P) con calquera destas disposicidns, implicaria a existencia de
motivos con forma de rectangulo de 3 x 5 teselas, nos que as esquinas e o centro
estarfan ocupadas por cruces con cornos e o resto das teselas serian brazos.

L N L N
N Id N Id
L N L N
I (1 I (]
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Pero a construcion deste tipo de motivos non é posible. Para comprobalo,
consideramos rectangulos 3 x5 con todas as combinaciéns de catro cruces con cornos
dispostos simultaneamente nas esquinas e un cruce parcial (i.e. no que sé aparecen
debuxadas as frechas simples) no centro. Lembremos que dous cruces consecutivos
nunha fila ou columna deben aparecer sempre cara con cara ou costas con costas.
Isto, xunto co feito de considerar o cruce central parcial, reduce sensiblemente o
numero de casos. Se intentamos completar os rectangulos con brazos, vemos que
non é posible rematar de construilos, calquera que sexan os brazos que vaiamos
escollendo. Nuns casos, non podemos nin completar un ciclo de brazos arredor do
cruce do centro. Noutros, é posible completar o ciclo, pero facelo implica non poder
completar o cruce central, é dicir, engadir dobres frechas ao cruce parcial. O

3.5 Dinamica medible.

No capitulo 2, comentouse a relacion entre a transversal completa RN do espazo
foliado minimal R e o conxunto Z, dos enteiros 2-adicos. Neste capitulo, imos
precisar esa afirmacion mostrando que a dindmica transversa medible do espazo
dos mosaicos de Robinson repetitivos estd representada pola suma de 1 nos enteiros
2-adicos.

Como xa dixemos, asociando a cada orientacion dun cruce sen cornos unha
parella de elementos de {0, 1}, obtemos unha correspondencia entre as sucesiéns
de {0,1}" e os mosaicos de Robinson repetitivos. Asociemos ao cruce sen cornos
orientado cara arriba e & dereita o par 00 e as suas imaxes polas rotaciéns de
angulo 90°, 180° e 270° (no sentido das agullas do reloxo), os pares 01, 11 e 10
respectivamente. Chamaremos paridade dunha parella Sa de elementos de {0, 1}
4 suma 3 + «. Cada sucesion o = {a,} € {0,1}" determina unha sucesién de
bloques e polo tanto un mosaico de Robinson repetitivo, agas no caso das sucesions
periédicas de periodos 00, 01, 11, 10 ou das que contenien infinitas parellas de
elementos de {0,1} con distinta paridade e sé un nimero finito de parellas coa
mesma paridade. No primeiro caso, a sucesion de cddigos determina un mosaico
dun cuarto de plano e no segundo dun semiplano. En §2 explicamos como obter
un mosaico do plano replicando os cuartos de plano ou os semiplanos e engadindo
unha cruz infinita ou un corredor infinito. Nestes casos, a unha sucesién « € {0, 1}
correspéndelle mais dun mosaico. Xa indicamos como asignarlle un mosaico a cada
sucesion de maneira que se obtén unha aplicacion inxectiva ®. Observemos agora,
que mentres que a intersecciéon con Im® da folla que pasa por un mosaico de R,
é a propia folla, a traza con Im® da folla que pasa por un mosaico de R4 ou Rs
redtcese respectivamente 6s mosaicos da folla con punto base nun cruce sen cornos
do cuarto de plano ou semiplano codificado.
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Antes de retomar a aplicacion de codificacién, imos lembrar varias definicions.
Comezamos recordando que o conxunto {0, 1} pode dotarse da topoloxia producto
da topoloxia discreta sobre {0, 1}, xerada polos cilindros

é?):......’,iﬁ: = {OZ S {07 1}N / Qg = 607 ceey QG = ﬁn}

determinados polas sucesiéns finitas ig,...,7, € N e Gy,...,0, € {0,1}. Como
calquera destes cilindros é unién de cilindros do tipo

0,...,n
CBOw-an = C,Bo,...,,@n’

estes tamén forman unha base. Para o noso propésito, cando pretendamos probar

propiedades da aplicacion de codificacién, consideraremos os cilindros da forma

C“/o,~~~,’yn = C,@Oﬁly--wﬁanlﬁZn

definidos por sucesiéns finitas 7o, .. ., v, € {00,01, 10,11}, que forman base tamén.
E dicir, identificaremos os espazos {0, 1} e {00, 01, 10, 11},

Chamamos desprazamento de Bernoulli & transformacion

o {0, 1} — {0,1}"

a — ()

tal que o(a), = a,41, e definimos asi a relacién cofinal:

Definicién 3.30. Sexan « e 3 dias sucesions de {0, 1}". Diremos que son cofinais
e escribiremos R0 se existe n > 0 tal que o"(a) = o"(f), é dicir, tal que
O = By, Y m > n.

Definicién 3.31. Chamamos mdquina de sumar binaria ao sistema dinamico
clasico xerado pola transformacién

T: {0,137 — {01}
que envia « € {0, 1} en T'(a) € {0, 1} do seguinte xeito:

i)se g =0, entén T'(a)g=1e T(a), = an, Y >1

ii) se g = 1, entén T'(a)g =0 e T'(a); = T'(o())o.
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A denominacién débese a que a transformacién T’ coincide coa suma de 1
S ZE’EZQ — ZL’+1€ZQ

no anel Z, dos enteiros 2-adicos. A clase de cofinalidade dun elemento « coincide
coa sua érbita por T, agas as clases de cofinalidade de 000... e 111... contidas
na mesma orbita. Diremos que a relacién cofinal sobre {0,1} e a relacién de
equivalencia definida sobre Zs polas orbitas da transformacién S son orbitalmente
equivalentes, pois {0, 1} e Zy contefien subconxuntos G densos e saturados tales
que as relaciéns de equivalencia inducidas son isomorfas.

Antes de continuar, convén precisar a definicién anterior lembrando as versiéns
borelianas dalgunhas nociéns clésicas introducidas en [I]:

Definicién 3.32. Sexa X un espazo boreliano estandar, dotado dunha o-alxebra
isomorfa & o-dlxebra dos borelianos dun espazo polaco (i.e. completamente metri-
zable e separable). Diremos que unha relacién de equivalencia R é medible discreta
se as clases de equivalencia son numerables e o grafo é un subconxunto boreliano
de X x X.

Definicién 3.33. Consideremos duas relacions de equivalencia medibles discretas
R e R’ definidas sobre dous espazos topoléxicos polacos X e X'. Diremos que R e
R’ son orbitalmente equivalentes se X e X' contenen subconxuntos G5 densos Y e
Y’ saturados por R e R’ tales que existe un isomorfismo boreliano ¢ : Y — Y’
compatible con R e R', i.e. o(R[z]) = R'[¢(x)] para cada z € Y.

Definicién 3.34. Diremos que R e R’ son orbitalmente establemente equivalentes
se X e X' contenien subconxuntos borelianos Y e Y’ tales que as sias saturaciéns
por R e R son conxuntos G5 densos e existe un isomorfismo boreliano ¢ : Y — Y’
compatible coas relaciéns de equivalencia inducidas por R e R’. En particular, se
X’ é un boreliano de X que corta a unha familia residual de clases de equivalencia,
a inclusion natural de X’ en X define unha equivalencia orbital estable entre a
relacién de equivalencia inducida R’ = R|x e R.

Comprobemos agora que a aplicacién de codificacion ¢ é compatible coas relacions
de equivalencia en {0,1} e RN Y :

Proposicién 3.35. Dous mosaicos codificados ®(a) e ®(3) dan lugar ¢ mesma
orbita se e so se v e 3 son cofinais.
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Proba.

“«<” Para probar esta implicacion suponamos que « e ( son cofinais, é dicir, existe
n € N tal que o, = [, para cada m > n. Para cada 0 < 7 < n, o cédigo «;
corresponde a un cruce sen cornos que é centro dun bloque de (2771 —1) x (271 —1)
teselas de ®(a). Calquera outro cruce dun bloque de (2771 — 1) x (271 — 1) teselas
codificado por 3; obtense a partir do primeiro mediante a translaciéon por un vector
v;. As sucesions de codigos ag, ..., a,_1 € Bo, ..., B,—1 determinan dous bloques de
(2" — 1) x (2" — 1) teselas relacionados por

(I)(ﬂo, tet 76n—1) = (I)<a07 o 7an—1> + v
onde v = vy + -+ -+ v,—1. A hipdtese de partida gardntenos que ®(5) = ®(a) + v.

“=” Suponamos agora que existe v € R? verificando ®(8) = ®(«) + v, pero « e
£ non son cofinais, é dicir, existe unha sucesién de indices {m,} tal que m, > n
€ O, 7 Pm, para cada n € N. Tomemos n suficientemente grande para que
os bloques ®(ayg, ..., m,) e ®(Bo, ..., 0m,) de (2T — 1) x (2™ 1 — 1) teselas
verifiquen

QLo .y Bmy) = Plag, .oy, ) + 0.

Por outra banda, se w = wy+- - -4w,,,,_1 € 0 vector construido como na implicacién
anterior, tamén verifica:

(I)(ﬂ(], ce 7ﬁmn) = (I)(Oé(], ceey Oémn) + w.

Logo v = w, pero isto implicarfa que ||v]] — 400 cando n — oo. O
As observacions precedentes permitennos probar o seguinte resultado:

Proposicién 3.36. A aplicacion de codificacion ® : {0, 1} — RN € inzectiva.

Proba. Se a e 3 son duas sucesions distintas , existe entén n > 0 tal que a,, # (3,.
Logo os bloques ®(ay, ..., ) e (0o, ..., [,) cumpren a relacién

(ID(/BO,...,/@”)zé(ao,...,an)jtv

para algun v # 0. Daquela, as trazas dos mosaicos ®(«) e ®(3) nas bélas centradas
na orixe son distintas. ]

Imos observar agora que a aplicacion ® non é continua. Isto é consecuencia da
stia definicion para as sucesion periddicas que non determinan mosaicos do plano
senén de medios planos ou cuartos de plano. En efecto, a sucesién {«,} definida
por a, = 00 .. 001101 converxe & sucesién periédica de periodo 00, mentres que
a sucesién de imaxes {®(a,)} non converxe a ®(00), senén a ®(01). Non obstante,
pola propia construcion é razoable pensar que a aplicaciéon ® é boreliana. Imos
describir entén a o-alxebra dos conxuntos borelianos de 3.
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Lema 3.37. Para calquera motivo cadrado M que contena d orize, o conzunto By,
formado polos mosaicos T € ¥ que contenen ao motivo M é un aberto-pechado de

Y.

Proba. Vexamos primeiro que 28,,; é aberto. Se M é un motivo de lado n, para
todo 7 € B, tense que:

T € B(T, e V?") C By,

pois M C B7(0,v/2n). Por outra banda, %B,; é pechado. Sexa {7,,} unha sucesién
en B, que converxe a un mosaico 7. Se n é a medida do lado de M, por definicién
de converxencia, para R = v/2n existe N € N tal que

T € B(T, ™),

para todo m > N. Logo M C T e asi T € B,,. O

Proposicion 3.38. Os abertos-pechados By, forman base para a topoloxia de ¥ e
polo tanto zeneran a o-dlrebra dos conxuntos borelianos de 3.

Proba. Para cada mosaico 7’ contido nunha béla B(7,e ), existe un motivo
cadrado M en 7' contendo & béla Bz/(0, R) = Bz (0, R) de xeito que:

T € B C B(T, e_R).

Comprobemos agora que a aplicacion de codificacién ® é aberta e medible.

Proposicién 3.39. A aplicacién de codificacion ® : {0, 1} — Im® € aberta.

Proba. A imaxe de cada aberto bésico Cy, ., € un aberto. En efecto,
(I)(Cao,...,an> - SB<I>(ozo,...,om) N Im(I)7

pois se unha sucesién 3 pertence ao cilindro Cy, . .., entén Gy = oo, ..., By = ay,
co que

(I)(Ck(), ceey Oén) = @(ﬁo, P ,ﬁn) - (b(ﬁ)
e asi @(3) € Ba(ag,...an)- O
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Proposicion 3.40. A aplicacion de codificacion ® é medible.

Proba. Tendo en conta a proposicién bastanos probar que para calquera
motivo cadrado M que contena 4 orixe, o conxunto ®~1(2B,;) é un boreliano de
{0, 1}N. Lembremos que R é a union disxunta Ry U Ry U Ry e consideremos os
subconxuntos %f e 2)%5”’ definidos da seguinte maneira:

(I)_l(%f) = Unzo Uao,...,ane{o,l} Qp . .. an65
ORI U DRI UM)) = Unso Ungocneqo @0+ - 0 &*

onde 3,v € {00,01,10,11}, &° é a sucesién periédica de perfodo 3 e &7 o con-
xunto das sucesiéns de parellas 3 e v con distinta paridade. Por unha banda, as
imaxes inversas por ® destes conxuntos son borelianos de {0, 1}". Por outra,

40 I = 90 UK U )
Ry N Imd = RIOL R0 RILLL  plo0LL

e daquela temos a seguinte descomposiciéon

OBy NR) = (By Ny [ o' (BunR) (Jo ' (B NRY).
By g

Sexa &), o conxunto das sucesiéns finitas «aq, ..., a, € {0, 1} que satisfan M C
d(ag, ..., ay). Temos:

1) ®_1(%M N 9‘{1) = U Cag,...,an N @‘1(9%1 N Z)

Qe €S pp

i) @7 (BarNR,") = (Ung,...aneens Caomnan 127 (R57)) U0 - - 6,67\ (67UE))
onde a sucesion finita dg . .., vén determinada pola traza de M co semiplano que
corresponde ao par 37, ¢é dicir, polos cruces sen cornos que contén esta traza.

iii) @7 (Bar NRY) = (U, ..ancens Cannan N R U0 - AEM\ (§°UE))
onde a sucesiéon finita Ag ... \; vén determinada pola traza de M co cuarto de plano
que corresponde a 7.

Isto mostra que ®~(B,,) é un boreliano de {0, 1}, O

Os resultados anteriores permitennos enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 3.41. A dindmica transversa do espazo foliado dos mosaicos de Robinson
repetitivos estd representada por unha maquina de sumar binaria, € dicir, hai unha
equivalencia orbital estable entre a suma de 1 nos enteiros 2-adicos e a relacion de
equivalencia inducida sobre a transversal completa X.

Proba. Concluimos o resultado probando que o conxunto dos mosaicos repetitivos
de pegados de semiplanos e cuartos de plano na transversal, (Ry URy) N3, é un
conxunto magro, ¢ dicir, unha unién numerable de pechados con interior baleiro.
Lembremos en principio que

(R UR)NIm® =2 (] | U .. .0.6%)

By n20 ao,...,ane{0,1}

onde e « son duas parellas de elementos de {0,1} con distinta paridade. Se
denotamos por ay . .., R’ aos conxuntos ®(ay ..., &”7) podemos escribir

(R UR)NIm® = J U oo™

By 120 ag,..anef0,1}

Segundo isto, temos:

(%QU‘}Q)HZ:UU U Oéo...ané\{ﬁﬂy

By 120 ag,..anef0,1}

onde R% ¢ o conxunto de todos os mosaicos repetitivos que se poden obter por
pegado a partir de semiplanos ou cuartos de planos determinados por sucesions de
Qg . .., 877, é dicir, o conxunto ap . . . a, R méis as ‘copias’ de ag . .. ¥, R que
se corresponden con outras eleccidéns da tesela de pegado, isto é, que se poderian
facer corresponder con ay . . . a, & modificando a apAlicacién de codificacién.
Rematamos logo a proba vendo que os ag ..., 98”7 son conxuntos pechados
con interior baleiro: R
i) Todo ag . .. @, R é pechado. Sexa {7,,} unha sucesién en aq ..., R?7 conver-
xendo a un mosaico 7 € RN Y. Pola definicién de converxencia, para todo N > 1,
existe N’ € N tal que m > N’ = 7,, € By (7,e V) & Bz, (0,N) = Br(0,N).
Logo T € ag...a,R?". De non ser asf, 7 conterfa un motivo da forma ®(X ... \,)
con \; # «y para algin i < n ou \; # (3,7 para algin ¢ > n, e daquela existirfa un
N’ € N tal que

®(No...\) C Br(0,N') % Bz, (0,N') , Vm > N'.

ii) Todo ay . . . ozn?JA‘iﬁV ten interior baleiro. No caso contrario, «p . . . ozn?JA‘iﬁV contén un
conxunto aberto U. Deste xeito, para calquera 7 € R tense LyNU # (), pois a folla
dun mosaico repetitivo é densa en R. Polo tanto, verificariase LyNay . .., R # ()
para todo 7 € R, o que non é certo. O
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Corolario 3.42. O espazo foliado R dos mosaicos de Robinson repetitivos verifica:

i) hai unha infinidade non numerable de follas planas dotadas de mosaicos ape-
riodicos e repetitivos que forman un conzunto saturado e Gs denso;

it) hai unha infinidade non numerable de follas planas dotadas de mosaicos obti-
dos por pegado de medios planos que forman un conzunto saturado e magro;

iii) hai catro follas planas especiais dotadas de mosaicos obtidos por pegado de
cuartos de planos.

O

3.6 Propiedades ergddicas.

Imos comezar esta secciéon lembrando a clasificacion das relaciéns de equivalencia
ergbdicas establecida por F. J. Murray e J. von Neumann. Antes, convén recordar
a seguinte definicion:

Definicién 3.43. Sexa R unha relacion de equivalencia medible e discreta definida
sobre un espazo boreliano estandar X. Chamamos enton transformacion parcial
T : A — A a calquera isomorfismo boreliano entre subconxuntos borelianos A e
A" de X tal que o grafo G(T) ={ (z,y) € X x X /y=T(z) } C R. Unha medida
boreliana p sobre X dise:

i) case-invariante por R se calquera transformacién parcial de R conserva os con-
xuntos de medida nula, é dicir, se

u(B) = 0 u(T(B)) = 0
para calquera transformacion parcial 7' : A — A’ e calquera boreliano B C A;

ii) invariante por R se é invariante por calquera transformacién parcial de R, é
dicir, se

T.u(B") = (T~H(B')) = u(B')

para cada boreliano B’ C A’.

Por outra banda, unha medida case-invariante p é ergodica se calquera conxunto
boreliano saturado por R ten medida nula ou total.
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As relaciéns de equivalencia medibles e discretas dotadas de medidas case-in-
variantes ergodicas clasificanse en tres tipos:

i) Tipo I, con n = 1,2,...,00 se a relacién R é transitiva (i.e. ten unha unica
clase de equivalencia) e o cardinal #X = n;

ii) Tipo I1, con n =1 ou oo se R non é transitiva e postie unha medida invariante
finita ou infinita.

ii) Tipo 111 se R non postie ningunha medida invariante.

Exemplo 3.44. A relacién cofinal R sobre {0, 1} é unha relacién de equiva-
lencia medible discreta. En efecto, o seu grafo

Reot = U ﬂ (Tm X Wm)_l(A)

neNm>n
é un boreliano de {0, 1} x {0, 1}, xa que as proxecciéns
Tm o € {0, 11 = oy, € {0,1}

son continuas e a diagonal A ¢ un aberto-pechado de {0,1} x {0,1}. Chamemos
po & medida de probabilidade sobre o conxunto {0, 1} que fai equiprobable todos
os e cilindros da mesma lonxitude, é dicir,

M2(Ci0---infl ) —

Qg Qiy
A cada par de sucesiéns «, 3 € {0, 1} tales que
ARt < In>0: m>n= a,=_7Fn
asocidmoslle a transformacién 7 : {0, 1} — {0, 1}" definida por:
G; sit<n
T(v)i= { .
Y Ssli>n

que verifica T'(«) = 3. Como as transformacids parciais de Ro¢ estan xeradas por
estes homeomorfismos, temos que py é invariante por Reof.

De feito, a relacion de equivalencia Re.f € unicamente ergodica, é dicir, us é
a unica medida de probabilidade invariante por R..s. Se p é outra medida de
probabilidade invariante por R, os cilindros Cy. ., , € Cg,.5,, deben ter a
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mesma medida, pois temos unha transformacion que leva un noutro. A partir da
descomposicion

{Ovl}N: H Cao...anq

a;€{0,1}N
deducimos que:
H(Conns) = 5z = 2(Co )
Logo temos que p = ps. O

O espazo dos mosaicos de Robinson repetitivos pode dotarse dunha medida de
probabilidade invariante por translacion:

Teorema 3.45. A relacion de equivalencia inducida polo espazo foliado dos mo-
saicos de Robinson repetitivos R sobre a transversal completa RN Y € de tipo 11;.

Proba. Segundo o teorema de respresentacién de Riesz, as medidas borelianas
regulares e finitas sobre YR N X identificanse cos funcionais lineais definidos sobre o
espazo das funciéns continuas C'(R N X).

Para cada n € N, chamemos B,, ao motivo cadrado, centrado na orixe e de lado
n formado por V(n) = n? teselas (cadrados decorados) dun mosaico 7 € RN, A
traza do motivo B,, co conxunto de Delone D+ identificase co conxunto 8B,, C RNXE
dos trasladados de 7 polos vectores de B,, N Dr. Sexa u, a distribuciéon uniforme
sobre B,,. Noutros termos, para cada motivo cadrado contendo & orixe M de 7, a
medida de probabilidade u, ven dada por:

_#ByNDB,  AM,n)

onde A(M,n) é o niumero de copias por translacién do motivo M que estan contidas
en B, e V(n) é o ntimero de teselas (cadradas) contidas en B, é dicir, o cardinal
do conxunto B, N Dz, igual ao do conxunto B,,.

Pola compacidade de C(JR N X)*, pédese suponer que as medidas de proba-
bilidade g, converxen feblemente a unha medida de probabilidade p (sen mais
que substituir a sucesién por unha subsucesién). Como B, é un aberto-pechado,
temos que p(Byy) < liminf, oo pn(Bar) e limsup, . pwn(Bar) < w(Bar). Logo
(B ) coincide coa tasa de aparicion do motivo M:

A(M,n)

1(Bar) = 7}220 fn(Bar) = 7}2{.10 W (6.5)
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A medida de probabilidade y é invariante por R. En efecto, para cada motivo
M e cada punto base v dalgunha tesela de M, temos unha translacion

TE%MHT‘F'UGERHZ
que ten como imaxe:
By+v={T+v/MCT }={T+v/M+vCT+v}=Bpyi.

Se 7 contén ao motivo M arredor dun punto z € B,,_»,, entén 7 — v contén o
motivo M — v arredor do punto x —v € B, sendo r >||v||. Para cada n € N, temos
pois que:

|A(M —v,n) — A(M,n)|

| n(Bar — v) — pn(Bur)| =

V(n)
- V(n)—V(n—2r)
- Vi(n)
V(n+2r)—V(n—2r)
B V(n)
_ (n+2r)—(n—-2r2 8
— = -
e polo tanto:
0 < [u(Bar =) w(Ban)| =l n(Bar — 0) — oo (Bar)
< lim V(n+2r)—V(n—2r)
= lim 8—T = 0
n—oo N
co que queda probado o teorema. O

Antes de enunciar os resultados desta seccién, imos completar estes preliminares
lembrando a definicién de equivalencia orbital estable no contexto medible:

Definicién 3.46. Sexan R e R’ duas relaciéns de equivalencia medibles e discretas
definidas sobre dous espazos borelianos estandar X e X', dotadas de dias medidas
de probabilidade invariantes p e p’'. Diremos que R e R’ son orbitalmente estable-
mente equivalentes se X e X' contenen subconxuntos borelianos Y e Y’ tales que
os seus saturados por R e R’ son de medida total e existe un isomorfismo boreliano
¢ :Y — Y’ que é compatible coas relaciones de equivalencia R |y e R'|y/, e envia
a medida j |y sobre una medida equivalente a p'|y-.



3.6. Propiedades ergddicas. 55

Combinando os teoremas BAT e B0, temos agora unha versién medible do
primeiro:

Teorema 3.47. A aplicacion de codificacion ® define unha equivalencia orbital
entre a relacion de equivalencia cofinal Reor sobre {0, 1} dotado da medida py e
a relacion de equivalencia inducida polo espazo foliado dos mosaicos de Robinson
repetitivos R sobre a transversal completa R N Y dotada da medida .

Proba. Pola unicidade ergédica de ({0, 1}, Reof) temos que:

D, (p2) = 1/ rma-

O conxunto R4 dos mosaicos de pegados de cuartos de plano repetitivos esta
composto polas catro follas correspondentes as catro sucesions periddicas, polo que
P, N é un conxunto numerable, logo de medida nula. Pola contra, o conxunto R,
dos mosaicos repetitivos de pegados de semiplanos contén unha infinidade non nu-
merable de follas. Non obstante, vexamos que tamén ten medida nula. A aplicacién
® establece unha correspondencia biunivoca entre (R UR,) N ImP e a saturacion
por Reor do conxunto & das sucesiéns formadas por parellas 3, € {00,01, 10,11}
con distinta paridade, que se pode escribir da seguinte forma:

S = U 657 — U (ﬂ U Ca07___7an)
By

By n>0 a(),.--,O!nE{ﬁv'y}

Deducimos asi que

0 < p2(8) < 4pa(&™M) = dpa([ ) U Coponay) = 4 lim = 0.

n—oo 2”+1
n>0 ag,...,an €{00,11}

Polo tanto, o saturado de & ten medida nula e asi 0 < p(Ry N ImP) <
(R URy) N ImP) = 0. Agora ben, posto que podemos modificar a aplicacién
de codificacién cambiando a tesela de pegado, o mesmo argumento aplicado a cada
unha das diferentes aplicaciéns de codificacion mostra que Ry N X ten medida
nula. O

Tendo presente esta proba, podemos enunciar a versiéon medible do corolario
.42

Corolario 3.48. O espazo foliado dos mosaicos de Robinson repetitivos R verifica:

i) hai unha infinidade non numerable de follas planas dotadas de mosaicos ape-
riodicos e repetitivos que forman un conzunto saturado e de medida total;



56 3. O espazo dos mosaicos de Robinson

i1) hai unha infinidade non numerable de follas planas dotadas de mosaicos obti-
dos por pegado de medios planos que forman un conzunto saturado de medida
nula;

iii) hai catro follas planas especiais dotadas de mosaicos obtidos por pegado de
cuartos de planos.

O enunciado do teorema B.47 pode reformularse da seguinte maneira:

Corolario 3.49. A dindmica transversa medible do espazo foliado dos mosaicos de
Robinson repetitivos estd representada pola suma de 1 nos enteiros 2-adicos. [

Por ultimo, tendo en conta que a proba do teorema B.47 é valida para calquera
medida invariante sobre a transversal completa SR N X e que a relaciéon cofinal
definida sobre o conxunto {0,1}" (ou de maneira equivalente a suma de 1 nos
enteiros 2-adicos) é unicamente ergddica, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 3.50. O espazo foliado dos mosaicos de Robinson repetitivos € unica-
mente ergodico. ]
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