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Abstract

Relating algebraic properties of the Riemannian curvature tensor to the underlying
geometry of the manifold is a central problem in differential geometry. Due to the diffi-
culties in dealing with the full curvature tensor, the investigation usually derives to the
consideration of the algebraic structure of certain natural operators, the Jacobi opera-
tor and the skew-symmetric curvature operator being typical examples [15]. Properties of
the Jacobi operator have been broadly studied since it measures the geodesic deviation.
The skew-symmetric curvature operator is the part of the curvature tensor describing the
behavior of circles. Geodesics and circles are classical objects in geometry and physics,
the later being preserved by Mobius transformations and thus related to the conformal
structure.

A pseudo-Riemannian manifold (M, g) is said to be Osserman if the eigenvalues of the
Jacobi operators are constant on the unit pseudo-sphere bundles and it is said to be space-
like (respectively, timelike or mized) Ivanov-Petrova (IP for short) if the eigenvalues of
the skew-symmetric curvature operators are constant on the Grassmannian of all oriented
non-degenerate spacelike (respectively, timelike or mixed) 2-planes. Since the eigenvalue
structure does not completely determine neither a self-adjoint nor a skew-adjoint operator
in the pseudo-Riemannian setting, (M, g) is said to be Jordan Osserman if the Jordan
normal form of the Jacobi operators is constant on the unit pseudo-sphere bundles and,
similarly, it is called spacelike (respectively, timelike or mized) Jordan IP if the Jordan
normal form of the skew-symmetric curvature operators is constant on the Grassmannian
of all oriented non-degenerate spacelike (respectively, timelike or mixed) 2-planes. From
now on, we will say that (M,g) is Jordan Osserman—-IP if it is Jordan Osserman and
spacelike, timelike and mixed Jordan IP.

Although many progress have been made towards a complete description of Osserman
and IP manifolds, some problems still remain open, specially for metrics of (— — ++)-
signature. Hence, in this work we concentrate on (— — ++)-metrics which satisfy both
conditions simultaneously. Clearly any space of constant curvature is Osserman—IP. IP
metrics which are Osserman with 2-step nilpotent Jacobi operators are known to exist
(see for example [16]), but four-dimensional Osserman metrics whose Jacobi operators
have a nonzero double root of the minimal polynomial are not IP [9]. Our purpose in
this work is firstly to clarify the situation above by making a systematic study of four-
dimensional Osserman—IP metrics. To do this, firstly we work at the purely algebraic level,
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to obtain a complete description of all four-dimensional Osserman—IP algebraic curvature
tensors as follows:

Theorem 4.1 Let V be a four-dimensional vector space equipped with an inner product
(, ) of neutral signature and A an algebraic curvature tensor. Then, A is Osserman—IP if
and only if one of the following holds:

(i) A= kA for some constant k.

(ii) There exists an orthogonal complex structure J on (V,(,)) such that A = k(A —
%AJ), for some constant k #£ 0.

(iii) There exists an adapted paracomplex structure P on (V,{,)) such that A = rk(A° +
%AP), for some constant k # 0.

(iv) There exists an adapted hyper-paracomplez structure {J, P,Q} defined on (V,(,))
such that A = kA7 for some constant rk # 0.

Moreover, in cases (i)-(iii) A is Jordan Osserman—IP, while in (iv) A is Jordan Osserman
and spacelike and timelike Jordan IP, but not mixed Jordan IP.

As an immediate consequence, one obtains a complete description of four-dimensional
Osserman-IP metrics as follows:

s A (——+4+4)-manifold is pointwise Osserman-IP if and only if it is a space of constant
sectional curvature or otherwise the Jacobi operators either vanish or otherwise they
are two-step nilpotent at each poitn p € M.

» (M,g) is Jordan Osserman-IP if and only if it is a space of constant sectional cur-
vature.

The last part of this work is devoted to the study of IP metrics which are constructed
by means of the Riemann extension of a torsion-free connection. Such family of metrics
is of special interest when considering Osserman and IP problems. Indeed a self-dual
Walker metric is IP if and only if it is the Riemann extension of a torsion-free connection
whose Ricci tensor is symmetric and degenerated. Hence, special attention is paid to
such connections, with main attention to the symmetric and homogeneous ones. Some
interesting relations with the theory of recurrent and projectively flat connections are
pointed out.



Introduccion

La nocién de curvatura es uno de los conceptos mas importantes en geometria dife-
rencial. Debido a la dificultad de manejar toda la informacién subyacente al tensor de
curvatura, a menudo el estudio se centra en el andlisis de ciertos operadores definidos de
modo natural a partir del tensor de curvatura. En esta memoria nos centraremos princi-
palmente en dos de ellos: el operador de Jacobi y el operador de curvatura antisimétrico.
Estos operadores proporcionan gran informacioén sobre geodésicas y circulos, los cuales son
objetos de gran importancia tanto en Matematicas como en Fisica.

Una variedad semi-Riemanniana (M, g) se dice que es Osserman [12] si los autovalores
del operador de Jacobi son constantes en el fibrado pseudo-unitario S(M) y se dice que
es Tvanov-Petrova (IP) [17] si los autovalores de los operadores de curvatura antisimétrico
son constantes en la Grassmanniana de todos los planos orientados no degenerados.

Se han hecho importantes progresos hacia la completa descripcién de variedades Osser-
man e IP aunque muchos problemas contintian abiertos. En esta memoria nos centraremos
en el analisis de las propiedades Osserman e Ivanov-Petrova para métricas de signatura
(— —++). Las variedades 4-dimensionales con métricas de signatura neutra constituyen el
primer caso abierto en la determinacién de las variedades de Osserman. Ademds, aunque
se conocen las métricas IP cuatro-dimensionales en signatura Riemanniana, el problema
estd completamente abierto en signatura neutra, donde la situacién es mucho mas com-
pleja, como se pondra de manifiesto a lo largo de esta memoria.

De una forma més precisa este trabajo se estructura como sigue.

En el Capitulo 1 recordamos algunos conceptos de geometria semi-Riemanniana, con
el principal interés de fijar la notacion que posteriormente utilizaremos. Por el importante
papel que desempenan en el estudio de la geometria semi-Riemanniana, recordaremos la
definicion de las estructuras de Walker y algunas de sus propiedades basicas. El concepto
de extensién de Riemann, como caso particular de métrica de Walker, presenta no solo
un interés por su posibilidad de interconectar la geometrias afin y semi-Riemanniana, sino
que ademas las extensiones de Riemann desempenaran un papel esencial en el andlisis de
las propiedades de Osserman e Ivanov-Petrova.

En el Capitulo 2 haremos un recorrido sobre el estudio de las variedades de Osserman
en dimensién cuatro, tanto en el caso Riemanniano como en el Lorentziano, pero prestando
una especial atencién al caso de variedades semi-Riemannianas de signatura (— — ++). Si
bien en el caso Riemanniano y Lorentziano la clasificacién de las variedades Osserman cua-
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tro dimensionales es un problema cerrado, no se puede decir lo mismo en signatura neutra,
puesto que no se conocen ejemplos de variedades Osserman Tipo III cuyos operadores de
Jacobi sean no nilpotentes.

En el Capitulo 3 haremos un estudio, de modo analogo a como se hizo en el capitulo
2 con las variedades Osserman, de las variedades IP cuatro dimensionales. En este caso
el problema permanece abierto para el caso Lorentziano y de signatura neutra. El caso
Riemanniano estd resuelto por Ivanov y Petrova en [17] y por Gilkey, Leahy y Sadofsky en
[13]. Es importante enfatizar el hecho de que todas las variedades Riemannianas IP son
localmente conformemente llanas, de donde se sigue que las tnicas variedades Osserman-
IP en geometria Riemanniana son los espacios de curvatura seccional constante. En el caso
Lorentziano se conocen resultados parciales [25] sobre el rango del operador de curvatura
antisimétrico en variedades IP. En signatura neutra sélo se conocian ejemplos de tensores
de curvatura algebraicos Osserman-IP, véase [15]. Nosotros obtenemos una familia de
métricas de Walker IP que no son autoduales ni anti-autoduales ni Einstein, y que por lo
tanto no son Osserman.

En el Capitulo 4, motivados por la situacién presentada en el capitulo 3, abordamos el
estudio de las variedades Osserman-IP en dimensién cuatro. En el caso Lorentziano este
estudio se trivializa ya que las variedades Osserman son aquellas de curvatura seccional
constante. Un primer paso en este estudio es la descripcién completa de los tensores
curvatura algebraicos que son Osserman-IP:

Teorema 4.1 Sea (V, (, )) un espacio vectorial 4-dimensional con un producto interior de
signatura neutra, y sea A un tensor de curvatura algebraico. Entonces, A es Osserman-IP
con operador de Jacobi diagonalizable si y sélo si se da alguna de las siguientes condiciones:

(i) A= rA® para alguna constante k, i.e., la A-curvatura seccional es constante.

(ii) Eziste una estructura compleja ortogonal J en (V,(,)) tal que A = r(A° — 3 A7),
para alguna constante k # 0.

(iii) Existe una estructura paracompleja adaptada P en (V,(, ) tal que A = k(A°4+1AF),
para alguna constante k # 0.

Teorema 4.3 Sea (V,(,)) un espacio vectorial 4-dimensional dotado de un producto
interior de signatura neutra y sea A un tensor de curvatura algebraico. Entonces, A es
Osserman-1P con operador de Jacobi no diagonalizable si y sélo si los operadores de Jacobi
son nilpotentes en dos pasos.

Como consecuencia obtenemos una descripcién completa de las métricas Osserman-1P,
as{ como de las Jordan Osserman-IP.

» Una variedad semi-Riemanniana de dimension cuatro (M, g) y signatura (——-++) es
puntualmente Osserman-IP si y sélo si es un espacio de curvatura seccional constante



0, en cada punto p € M los operadores de Jacobi se anulan o son nilpotentes en dos
PAsos.

» (M,g) es Jordan Osserman-IP si y sdlo si es un espacio de curvatura constante.

El Capitulo 5 se dedica al anélisis de las extensiones de Riemann y extensiones de Rie-
mann deformadas y su aplicacion al estudio de las variedades Osserman y de las variedades
IP. Mostramos en primer lugar que toda extensién de Riemann deformada es autodual y
ademas que

s Toda métrica de Walker autodual de Osserman es la extension de Riemann defor-
mada de una conexion sin torsion con tensor de Ricci antisimétrico.

s Toda métrica de Walker autodual IP es la extension de Riemann deformada de una
conexion sin torsion con tensor de Ricci simétrico y degenerado.

El andlisis de la primera condiciéon anterior ha dado lugar al concepto de variedad
afin de Osserman [11]. Motivados por la segunda condicién anterior introducimos en este
capitulo la nocion de variedad afin IP y probamos que una variedad afin es IP si y sélo
si su extensiéon de Riemann es Ivanov-Petrova. Finalmente dedicamos especial atencién
a las superficies afines IP, obteniendo una caracterizacién completa de las mismas en el
caso localmente simétrico y homogéneo, lo que presenta importantes conexiones con la
existencia de estructuras recurrentes y proyectivamente llanas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos la notacién bésica y la terminologia que emplearemos a
lo largo del trabajo.

Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana. Un vector distinto de cero, z € T, M, se
llama temporal si g(z,z) < 0, espacial si g(z,z) > 0y nulo si g(z,z) = 0. Un vector no
nulo z se llama unitario si |g(z, z)| = 1.

Sean S, (M), S, (M) y Sp(M) los conjuntos de vectores unitarios temporales, espa-
ciales y no nulos en 7, M respectivamente. Es decir,

ST(M) = {z€T,M : g(z,2) =—1},
SHM) = {z€T,M : g(z,2) =1},
Sp(M) = {ze€T,M : |g(2,2)| =1}
S, (M)U S, (M).

Definicién 1.1. Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana. Entonces

a) ST (M) = U S, (M) ={2€TM : g(z,2) = —1} se llama fibrado unitario tempo-
peEM
ral de (M, g).

b) ST(M) = U SF(M) ={z€TM : g(z,2) = 1} se llama fibrado unitario espacial
peEM
de (M, g).

c) S(M) = U Sp(M)={z€TM : |g(z,2)| =1} se llama fibrado unitario de (M, g).
peEM

Dada (M, g) una variedad semi-Riemanniana, tenemos determinada de modo tdnico
la conerxion de Levi-Civita asociada a (M, g), como la tinica conexién simétrica que hace
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2 1 Preliminares

paralela a la métrica g. La formula de Koszul nos da la expresién de tal conexion:

29(Vay,z) = x(9(y,2)) +y(g9(z,2)) — 2(9(z,y))
—9(z, [y, 2]) + 9(v, [z, 7]) + g(z, [z, y]),

donde z, y, z son campos de vectores sobre M y [-,-] es el producto corchete de Lie. Una
vez obtenida la conexién de Levi-Civita, nos apoyamos en ella para definir el tensor de
curvatura, R, de tipo (1,3), como

R(x,y)z = Vig g2 — VaVyz + V, Va2,

donde x,y,z € I'T'M son campos de vectores en M. El tensor de curvatura verifica las
siguientes identidades:

R([E, y)Z = _R(y’ QL’)Z,
R(x,y)z+ R(y,2)x + R(z,x)y = 0,
(VaR)(y, z)v + (VyR)(z,z)v + (V.R)(z,y)v = 0.

La segunda igualdad anterior se conoce con el nombre de primera identidad de Bianchi o
identidad de Bianchi algebraica, mientras que la 1ltima se conoce como segunda identidad
de Bianchi o identidad de Bianchi diferencial.

En lugar del tensor de tipo (1,3), a veces, necesitaremos usar el tensor de tipo (0,4)
asociado:

R(l‘,y, Z,U) = g(R(l‘,y)Z,’U)

que ademas cumple las dos siguientes igualdades para campos z,y, z,v sobre M:

R(:U,y,z,v) = R(z,v,x,y),
R(‘Tayaz7v) = —R<.’1},y,v,2’).

El hecho de trabajar tanto con tensores de tipo (0,4) como con tensores de tipo (1, 3)
entrana cierta dificultad. Asi debemos tener presente que existen ciertos objetos mas sen-
cillos que nos permiten recuperar sino toda la informaciéon que nos proporciona el tensor
de curvatura, si la mas relevante. Podemos destacar sobre los demds, tanto por represen-
tativo, como por utilizado, la curvatura seccional. Se define la curvatura seccional sobre
un plano no degenerado 7, es decir, sobre planos tales que la restriccién de la métrica a
ellos sea no degenerada, como

_ R(z,y,,y)
K(m = g(z,x)g(y, y) — g(x,y)?’

donde m = ({z,y}).
Observemos que la curvatura seccional no esté definida sobre toda la Grassmanniana de
2-planos en cada punto. Esto acarrea consecuencias importantes, de manera especial que no



tenemos asegurado que la curvatura seccional esté acotada y ni siquiera que tome valores
en un subconjunto convexo de R. La tnica posibilidad de extender K con continuidad a
toda la Grassmanniana ocurre cuando la curvatura seccional es constante [7].

Otros objetos de gran importancia son dos contracciones de la curvatura, el tensor de
Ricci y la curvatura escalar. Se definen del siguiente modo

p(z,y) = Tr{z — R(z,2)y}

7= Tr(p).

Localmente, y para una referencia ortonormal eq, ..., e,, (n = dim M) el tensor de Ricci
lo podemos expresar del siguiente modo:

n
p(‘ra y) = ZfeiR(l', €Y, ei)?
i=1

mientras que la curvatura escalar se escribe como

n

n
T = deip(eia ei) = Z EeieejR(eia €5, €, ej)
=1

ij=1

donde e, = g(eg,ex), para todo k =1,...,n.

Un ejemplo de una situaciéon en la que la curvatura de la variedad es relativamente
simple, es aquel en el que el tensor de Ricci se puede expresar como un miltiplo escalar
de la métrica, es decir, p = Ag, donde A es una constante real. En este caso, A se puede
expresar como un cociente de la curvatura escalar y de la dimensién de la variedad. A las
variedades que verifican esta condicién se les llama variedades de FEinstein. No es dificil
observar que en el caso particular de dimensién dos se tiene que p = Ag siendo A la
curvatura de Gauss de la superficie, con lo cual es Einstein si y sélo si la superficie tiene
curvatura de Gauss constante.

Nosotros trabajaremos tanto a nivel algebraico como a nivel diferenciable. La siguiente
definicién nos sirve para relacionar ambos contextos.

Definicién 1.2. Sea (V,(, )) un espacio vectorial equipado con un producto interior
no degenerado. Diremos que A € ®*V* es un tensor curvatura algebraico si verifica las
identidades algebraicas del tensor curvatura, i.e.,

A(xaya Z,’LL) = —A(y,l',Z,U) = —A(w,y,u, Z)a
Az, y, 2,u) + Ay, 2, z,u) + Az, 7, y,u) = 0,
A(ZB,y,Z,’LL) = A(z,u,x,y).

A continuacién recordaremos la definicién de algunos tensores curvatura algebraicos
que desempenardn un papel esencial a lo largo de esta memoria.
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Ejemplo 1.3. Sea (V,(,)) un espacio vectorial con un producto interior definido sobre
él. Entonces definimos el tensor de curvatura A% : V x V x V — V como

Az, y)z = (2, 2)y — (y, 2).

Ejemplo 1.4. Una estructura compleja en un espacio vectorial V' es una aplicacién lineal
J : V — V verificando J? = —id. Un producto interior, (, ), en (V,.J) se dice que es
Hermitico si verifica que (x,Jy) + (Jx,y) = 0 para cualesquiera x,y € V. Entonces,
definimos el tensor de curvatura algebraico A7 : V x V x V — V como

Al (z,y)z = (Ja, 2)Jy — (Jy, 2)Jx + 2(Jz, y) J 2.

Ejemplo 1.5. Se llama estructura producto en un espacio vectorial V' a una aplicacién
lineal P : V — V verificando que P? = id. Esto induce una descomposicién de V en
V =V ® V), donde V(4 son los autoespacios de P asociados a los autovalores +1.

Reciprocamente, si V' = V() @ V(_) es una descomposicién en suma directa de V
entonces la aplicacién lineal P : V' — V definida por P = () — m(_) es una estructura
producto en V', donde las aplicaciones 74 : V' — V(4 son las proyecciones de V' sobre los
autoespacios. Si estamos en el caso especial en el que la dimensién de los dos autoespacios
sea la misma, se dice que la estructura producto P en V es una estructura paracompleja
en V.

Un producto interior, (, ), en un espacio vectorial paracomplejo (V, P) se dice para-
Hermitico si verifica que (x, Py) + (Px,y) = 0. En estas condiciones podemos definir un
tensor de curvatura algebraico, A", como

AP(m,y)z = (Pz,z)Py — (Py, z) Px + 2(Px,y)Pz.

Definicién 1.6. Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana con tensor de curvatura R.
Se dice que dicha variedad es la realizacion geométrica de un tensor curvatura algebraico
A en un punto p de M, si existe una isometria ¢ del espacio tangente en p en el espacio
vectorial V' de modo que ¢*A = R}, en T, M, es decir

9(px, py) = g(x,y) Va,y € T,M, y

A(¢x7¢y7¢zu¢w> = R<m7yaz7w) vx7y727w e TpM

La teoria de coordenadas normales nos permite garantizar que todo tensor curvatura
algebraico es realizable geométricamente en un punto. Sin embargo, no todo tensor cur-
vatura algebraico puede ser realizado en un entorno de un punto dado (los tensores A7 y
AP correspondientes a los ejemplos 1.4 y 1.5 no son realizables en ningiin abierto).

1.1. Operadores asociados al tensor de curvatura

El tensor de curvatura codifica la mayor parte de la geometria de una variedad. Sin
embargo, se trata de un objeto que es muy dificil de estudiar por si mismo; por ello
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se estudian ciertos operadores definidos a partir del propio tensor de curvatura. Una de
las técnicas consiste en estudiar las consecuencias que a nivel geométrico se obtienen si
los autovalores, o mas generalmente la forma canoénica de Jordan de tales operadores
son constantes en los dominios de definiciéon. Los mas comunes y mas estudiados son: el
operador de Jacobi, el operador de Jacobi de orden superior, el operador de curvatura
antisimétrico, el operador de curvatura antisimétrico de orden superior y el operador de
Szabd.

En esta memoria nos centraremos en el operador de Jacobi y el operador de curvatura
antisimétrico. Definiremos a continuacion todos estos operadores dando alguna de las
propiedades mas importantes de cada uno de ellos.

1.1.1. El operador de Jacobi

Sea V' un espacio vectorial con un producto interior (, ) definido sobre él, y sea A un
tensor curvatura algebraico sobre V. Fijado z € V, el operador de Jacobi asociado a z
viene dado por la aplicacién lineal

Ja(z): V=V

definida por Ja(z)(x) = (A(z,-)z)x = A(z,z)z. Teniendo en cuenta las identidades del
tensor de curvatura se puede restringir el dominio de definicién del operador de Jacobi
a z-. Por las propiedades de la curvatura se tiene que (A(z,2)z,2) = A(z,2,2,2) = 0
por lo que A(z,z)z € z* siempre que z sea no nulo, y A(z,2)z = 0, con lo que vemos
que el operador de Jacobi se puede restringir a z- para cualquier z no nulo. Denotamos
igualmente por Ja(z) : 2+ — 2zt la restriccién A(z,-)z a z*. Cabe destacar que el operador
de Jacobi es autoadjunto. Para verlo simplemente hay que tener en cuenta las simetrias
del tensor de curvatura. En efecto:

<L7A(Z)(x)7y> - <A(Z,.Z‘)Z,y>:A(Z,l',Z,y)
= A(z,y,z,x) = <A(Z’y)2’1:> = <x’jA(z)(y)>

Observacion 1.7. Sea z € S(V) y Ja(z) el operador de Jacobi. Entonces, fijfémonos que

n—1

TrjA(z) = Z<a}1, xl><jA(z)xZ, l‘Z)
i=1
n—1

=1
= p(Z, Z)

1

donde {z1,...,2, 1} es una base ortonormal para z'. Si tomamos 2 € z' un vector

unitario no nulo, tenemos que el plano 7 = ({x, z}) es un plano no degenerado de V, es
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decir, la restriccién de (, ) al plano 7 es no degenerada. Por tanto, la curvatura K(m) de
7 viene dada por
(A(z,2)z, ) (Ja(z)z, z)

K(m) = (x,x)(z,2) — (1, 2)? - (x,x)(z,2)

Si nos centramos en el caso definido positivo, los autovalores del operador de Jacobi J4(z)
representan los valores extremos de la curvatura seccional de todos los planos que contienen
a z.

1.1.2. El operador de Jacobi de orden superior

Definicién 1.8. Sea (V, (, ), A) un espacio vectorial dotado de un producto interior (, ),
y A un tensor de curvatura algebraico sobre V. Sea B := {ej,..., e} una base de un
k-plano o no degenerado de V. Sea h;; := (e;, e;) para 1 < i,j < k las componentes de la
restriccién de (, ) a o con respecto a la base B. Puesto que o es un k-plano no degenerado
se tiene que det(h;;) # 0 con lo que existe h% la matriz inversa. Entonces el operador de
Jacobi de orden superior se define como:

Joy = Z h A(ei, y)e;.

v

El siguiente resultado muestra que la definicién que tomamos para el operador de
Jacobi de orden superior es independiente de la base del k-plano o. Ademas relaciona el
operador de Jacobi de orden superior con el operador de Jacobi.

Teorema 1.9. [15] Sea A un tensor de curvatura algebraico en un espacio vectorial V
dotado con un producto interior (, ) de signatura (p,q). Sea B = {ei,...,ex} una base
de un subespacio o no degenerado de V. Sea h;j := (ei,ej) y sea h" su matriz inversa.
Entonces st Joy = Zij hijA(ei,y)ej es el operador de Jacobi de orden superior se tiene
que:

1) Jo es independiente de la eleccion de B.

2) Si o es espacial, entonces Jo = m fxes(a) Ja(z), donde S(o) son los vectores
unitarios pertenecientes a o.

1.1.3. El operador de curvatura antisimétrico

Sea V un espacio vectorial con un producto interior (, ) de signatura (p,q). Sean
GT;CO(V), Gril(V) y GT&Q(V) las variedades Grassmannianas de todos los planos tem-
porales (i.e., de signatura (——)), miztos (i.e., de signatura (—+)) y espaciales (i.e., de
signatura (4+)) orientados. Hay que tener en cuenta que en el caso Riemanniano (p = 0)
se tiene que Grt (V) := Gry, (V).



1.1.3 El operador de curvatura antisimétrico 7

Definicién 1.10. Sea A un tensor de curvatura algebraico en (V,(, )). Si {z,y} es una
base orientada para un plano no degenerado 7, entonces definimos el operador de curvatura
antisimétrico como

A(z,y)

[z, z)(y, y) — <$,y)2]% '

En los siguientes resultados veremos que el operador de curvatura antisimétrico esta bien
definido, es decir, es independiente de la base que tomemos para el plano 7.

A(m) =

Lema 1.11. [15] Sea V' un espacio vectorial con un producto interior (, ), de signatura
(p,q). Sean x1,x2,y1 € ya vectores de V, donde xo = axy + by; e yo = cx1 + dy1 para
ciertos valores a, b, c y d reales. Entonces

(w9, 22) (Y2, y2) — (T2, ¥2)” = (ad — be)* {1, 21) (Y1, 1) — (w1, 31)°}.
Demostracion. Llamamos hyy := (x1,x1), hi2 := (z1,y1) ¥ haa := (y1,y1). Entonces
(x2, T2) (Y2, y2) — (v2,y2)? = (a®h11 + 2abhiz + b*hag)(c*h11 + 2¢dhia + dhas)
—(achi11 + (ad + be)hig + bdhag)?
= (a%c?* —a%’c?)h},
+(2a2cd + 2abc® — 2ac(ad + be))hi1hia
+(ad? + b*c? — 2acbd)hq1hao
+(4abed — (ad + be)?)h3,
+(2abd? 4 2cdb? — 2(ad + be)bd)hiahao
+(b%d? — b*d?)h3,
= (ad — bc)?(hy1hag — h3y),
como querfamos probar. O

Lema 1.12. [15] Sea V' un espacio vectorial con un producto interior {,) de signatura
(p,q). Sea T una forma bilineal alternada de V- xV en W, siendo W un espacio vectorial
auziliar. Sean {x1,y1} y {x2,y2} dos bases para un plano m no degenerado, de modo que
induzcan la misma orientacion. Entonces se tiene que

T(x1,y1) _ T(x2,y2)
e, 210 (i, 1) — (21,9022 (@2, 20) (Y2, y2) — (w2, y2)2|2

Demostracion. Consideremos {x1,y1} v {x2,y2} dos bases que inducen la misma orien-
tacién en un plano w. Entonces podemos escribir una en funcion de la otra, es decir,
To = ax1 + by e yo = cx1 + dy; donde a, b, c,d € R. Estamos en condiciones de aplicar el
lema anterior, con lo cual tenemos que

(g, 22) (y2,y2) — (2, 42)” = (ad — be)*{(w1, 1) (y1, v1) — (z1,31)°}.
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Cabe destacar que como inducen la misma orientacién se tiene que ad — bc > 0. Por otro
lado, puesto que T es una forma bilineal alternada, se obtiene que

T'(w2,y2) = T(axy + by, cz1 + dy1) = |ad — be|T (21, y1),
con lo que tenemos el resultado O

Sin mas que aplicar estos dos ltimos resultados se tiene que el operador de curvatura
antisimétrico esta bien definido, pues no depende de la base que elijamos para el plano 7.

1.1.4. El operador de curvatura antisimétrico de orden superior

Del mismo modo que definimos el operador de Jacobi de orden superior, también se
puede definir el operador de curvatura antisimétrico de orden superior.

Definicion 1.13. Sea A un tensor de curvatura algebraico en un espacio vectorial V'
dotado con un producto interior (, ). Sea B := {ej,...,ex} una base de un k-plano o no
degenerado de V. Sea h;j := (e;,e;) para 1 < i,j < k las componentes de la restriccién
de (, ) a o con respecto a la base B. Sea h"/ la matriz inversa. Entonces el operador de
curvatura antisimétrico de orden superior se define como:

S, = Z h* Rt Ae;, e5) Aler, €).
i7j7k7l
De nuevo se puede probar que esta definicién no depende de la base elegida para o:

Teorema 1.14. [15] Sea A un tensor de curvatura algebraico en un espacio vectorial V
dotado con un producto interior (, ) de signatura (p,q). Tomemos B := {e1,...,ex} una
base de un k-plano o no degenerado de V. Sea hij := (e;,e;) y sea h* su matriz inversa.
Entonces si Gy 1= 3, i1 hiknitA(ei, ej) Aler, e) es el operador de curvatura antisimétrico
de orden superior se tiene que:

1) &, es independiente de la eleccion de B.

2) Si o es espacial, entonces S, = #}1&7)) fWGGT;(U) A(m)?.

1.1.5. El operador de Szabd

Al contrario que el resto de operadores vistos hasta ahora, el operador de Szabd se
define a partir de la derivada covariante de un tensor de curvatura A. Decimos que VA €
®°V* es un tensor derivada covariante algebraico de A si satisface las siguientes simetrias:

VA(z,y,z,t;w) = =VA(y,z, z,t;w) = VA(z, t, z, y; w),

VA(z,y,z,t;w) + VA(x, 2, t,y;w) + VA(z, t,y, z;w) = 0,

VA(z,y,z t;w) + VA(z,y,t,w; 2) + VA(z,y,w, z;t) = 0.
Definicion 1.15. El operador de Szabd se define como:

Svar:y — (VzA)(y, z)z.
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1.2. Meétricas de Walker

Una wvariedad de Walker es un triple (M, g,D) donde M es una variedad diferen-
ciable n-dimensional, g es una métrica indefinida y D es una distribucién paralela nula
r-dimensional. Un caso de especial interés de este tipo de variedades es aquel en el que
se admite un campo de planos nulos de dimensién méaxima, es decir, cuando se tiene que
r = 5. Puesto que la dimensién del plano nulo es r < 3, el caso de dimensién més baja es
el de métricas de signatura (— — +4) que admiten un campo de 2-planos nulos paralelos.

Las métricas de Walker seran utilizadas en esta memoria para dar ciertas familias de
ejemplos en dimensién cuatro y sobre todo en el ultimo capitulo, ya que la extension de
Riemann de una superficie afin a su fibrado cotangente es una métrica tipo Walker. Para
ello sera conveniente usar un sistema de coordenadas especifico asociado a una métrica de
Walker.

Consideremos ¢ una métrica semi-Riemanniana de dimensién cuatro que admite una
distribucién nula paralela de dimensién dos. Walker [27] demostré que existe un sistema

de coordenadas {x1,...,z4} de modo que la métrica se puede expresar como:
0 010
10 0 0 1
9711 0 a ¢
01 ¢ b
donde a,b y ¢ son funciones que dependen de las coordenadas (x1,...,xz4).

1.3. Extensiones de Riemann

Sea M una variedad n-dimensional y T M su espacio cotangente en un punto p € M.
El conjunto T*"M = Uy e Ty M se llama fibrado cotangente sobre la variedad M. Un punto
p € T*M esta dado por p = (p,w), donde p € M y w € Ty M. Si f es una funcién en M,
definimos f¥ = f o7 su levantamiento vertical a T*M.

Si (U, (z;)) es una carta en M, induce coordenadas (z;,z;) en 7 *(U), donde una
1-forma w en U puede ser escrita como w = > xydx;.

Para cada campo de vectores £ en M, definimos una funcién £ : T*M — R por
&(p) = &(p,w) = w(&p). Expresado en coordenadas locales, t&(z, i) = > xy&;, donde
&= Zfia%i' Observemos que dos campos de vectores §~ , 5 en T*M coinciden si y sdlo si

&(tz) = ((12) para todo campo de vectores z en M. Usando esto definimos el levantamiento
completo de un campo de vectores x en M como el campo de vectores ¢ en T*M dado

por 2% (12) = t[x, 2], para todo campo de vectores z en M.

Es importante observar que dos tensores tipo (0,s) T, S en T*M son el mismo si y
sélo si T(z¢,...,2¢) = S(z¢,...,2¢) para cualesquiera campos de vectores z¢,...,z¢
en M.

Consideramos D una conexién simétrica en M y definimos su extension de Riemann a
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T*M, como el tensor métrico gp en T*M dado por
gD(:EC, yc) = —u(Dyy + Dyx)

para todo campo de vectores z,y en M.
En el sistema de coordenadas inducido (z;, ) en T*M, la extension de Riemann se
puede expresar como
—kalrfj 55
gp = j
& 0
con respecto a {91,...,0,,01,...,0p} (i, = 1,...n, i/ =i+ n), y donde Ffj son los
simbolos de Christoffel de la conexién D con respecto a las coordenadas (z;) en la varie-
dad afin M. En ciertas partes de la memoria usaremos algo un poco mas general que la
extensién de Riemann de una conexién afin, sera lo que llamaremos extension de Riemann
deformada por un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) ¢ sobre la variedad afin M,
es decir, consideraremos el fibrado cotangente T*M equipado con la métrica gp + 7*¢.
Las extensiones de Riemann son una estructura que tiene gran interés de por si ya
que relacionan la geometria afin con la geometria semi-Riemanniana. A continuacién se
darén ciertos resultados que serdn de gran interés para nuestro trabajo y que nos muestran
que ciertas propiedades de las variedades afines se conservan a través de su extension de
Riemann.

Teorema 1.16. [30] La extension de Riemann de una conexion D de una variedad afin
M es localmente simétrica si y sélo si D es localmente simétrica.

Otra propiedad importante y que usaremos a lo largo de esta memoria es la de ser
curvatura recurrente o Ricci recurrente. Se dice que una variedad tiene curvatura recurrente
si existe una 1-forma ¢ de modo que se verifique que DR = ¢ ® R donde R es el tensor
de curvatura asociado a D; de igual modo se dice que es Ricci recurrente si existe una
1-forma ¢ de modo que Dp = o ® p.

Teorema 1.17. [1] La extension de Riemann de una conexion D de una variedad afin M
es recurrente (respectivamente, Ricci recurrente) si y sdlo si D es recurrente (respectiva-
mente, Ricci recurrente).

Antes de terminar esta seccién veremos como se traduce la condicién de que (7% M, gp)
sea conformemente llana a geometria afin. Decimos que una conexiéon D con tensor de
Ricci simétrico es proyectivamente llana si en un entorno de cada punto existe un cambio
proyectivo de D a una conexién afin llana D.

Si consideramos una conexién afin D podemos definir el tensor de Weyl proyectivo

€omo
1

W(z,y)z = Rz, y)z = —— (p(y, 2)z = p(2, 2)y).
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Ahora bien, es conveniente introducir el tensor de Ricci normalizado que viene dado por
v = ﬁp, y por lo tanto se tiene que

W(z,y)z = R(z,y)z — (7(y, 2)x — y(x, 2)y).
El siguiente resultado serd de gran utilidad a lo largo de la memoria.

Teorema 1.18. [21] Una conezion afin simétrica D con tensor de Ricci siméltrico en
una variedad diferenciable M es proyectivamente llana si y solo si se da alguna de las
siguientes condiciones:

a) dimM >3 y W es idénticamente nulo;

b) dimM = 2 y el tensor de Ricci es Codazzi, i.e.,

(Vx,o)(y, Z) = (vyp)($a Z)
para cualesquz’em campos de vectores T, Y, <.

El siguiente resultado nos dice como se traduce la condicién de ser proyectivamente
llana a la extensién de Riemann:

Teorema 1.19. [1] La extension de Riemann de una conexion D de una variedad afin M
es conformemente llana si y sélo si D es proyectivamente llana.
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Capitulo 2

Variedades de Osserman

En este capitulo introduciremos el concepto de variedad de Osserman y realizaremos
un pequeno estudio de ellas en geometria Riemanniana, Lorentziana y semi-Riemanniana,
con especial atencién al caso en el que la dimensién de la variedad sea cuatro.

Definicién 2.1. Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana y p € M.

a) (M,g) se dice que es Osserman temporal en p si el polinomio caracteristico del
operador Jg(z) es independiente de z € S, (M).

b) (M, g) se dice que es Osserman espacial en p si el polinomio caracteristico del ope-
rador Jr(z) es independiente de z € S/ (M).

c) (M, g) se dice que es Jordan-Osserman temporal en p si la forma candnica de Jordan
del operador Jg(2) es independiente de 2 € S, (M).

d) (M, g) se dice que es Jordan-Osserman espacial en p si la forma canénica de Jordan
del operador Jgr(z) es independiente de z € S,f (M).

Los conceptos de variedad Osserman temporal y espacial son equivalentes entre si como
nos muestra el siguiente resultado. Es importante resaltar el hecho de que esto no implica
que el polinomio caracteristico de Jgr(z) sea independiente de z € S(M).

Teorema 2.2. [11, 12] Sea (M,g) una variedad semi-Riemanniana y p € M. Entonces
es Osserman temporal en p si y sélo si es Osserman espacial en p.

Notese, sin embargo, que el caracter Jordan-Osserman espacial no es equivalente al
Jordan-Osserman temporal. Gracias a este resultado podemos dar, sin pérdida de genera-
lidad, la siguiente definicion.

Definicién 2.3. Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana. Entonces se dice que es
Osserman en p si es Osserman temporal o espacial en p.

13
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Definicién 2.4. Decimos que la variedad (M, g) es puntualmente Osserman si es Osser-
man en cada punto p € M y que es globalmente Osserman si es puntualmente Osserman
v los autovalores de los operadores de Jacobi no varian punto a punto.

Evidentemente la condicién de ser Osserman es equivalente a que los autovalores del
operador de Jacobi sean constantes, contados con multiplicidad sobre S, (M) y S}‘f (M);
ahora bien no tienen porque ser constantes sobre todo S,(M). Un primer ejemplo de
variedad de Osserman es el siguiente:

Ejemplo 2.5. Sea (M,g) una variedad semi-Riemanniana de signatura (p,q). Si tiene
curvatura seccional constante ¢, entonces es Osserman. De hecho, para una variedad de
curvatura seccional constante ¢ su tensor de curvatura se puede escribir como

R(z,y)z = cR%(x,y)z
donde z,y,z € T, M. Entonces el operador de Jacobi asociado a z € S(M) estd dado por
Tr(z) = cg(z, z)id

con lo cual el polinomio caracteristico de Jr(2) es pa(Jr(2)) = (A—cg(z, 2))"~! para todo
z € S(M) y por tanto es globalmente Osserman como queriamos ver. Ademds, se observa
que los autovalores del operador de Jacobi cambian de signo segin tomemos vectores
espaciales o temporales.

También son Osserman los tensores de curvatura R’ y RP definidos en los ejemplos
1.4 y 1.5, respectivamente.

Una propiedad interesante de las variedades Osserman es que son todas variedades de
Einstein. Para poder verlo necesitaremos el siguiente lema previo.

Lema 2.6. [8] Sea (V, (, )) un espacio vectorial con un producto interior indefinido y sea
h una forma bilineal en V.

a) Si h(u,u) =0 para todo vector nulo uw € V, entonces h = X(, ), con XA € R.

b) Si |h(xz,z)] < d € R para todo vector unitario temporal (respectivamente para todo
vector unitario espacial) x € V', entonces h = A(, ), donde A € R.

c) St h(z,z) < dy € R para todo vector unitario temporal (respectivamente para todo
vector unitario espacial) x € V., y h(y,y) > d2 € R para todo vector unitario espacial
(respectivamente para todo vector unitario temporal) y € V, entonces h = A(, ),

donde X\ € R.
Con este resultado ya estamos en condiciones de ver la siguiente:

Proposicién 2.7. [12] Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana. Si (M,g) es Osser-
man en p € M entonces también es Einstein enp € M, es decir, p = Ag en p € M.
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Demostracion. Supongamos que (M, g) es Osserman temporal en p. Entonces el polinomio
caracteristico del operador de Jacobi Jr(z) es px(Jr(2)) = 14 a;A! independiente de
z € S, (M), donde a,—; = 1. En particular, como la traza de Jr(z) es —an—2 y como
la traza de Jg(z) es p(z, z), se sigue inmediatamente que p(z,2) = —a,_2 y por tanto es
independiente de la eleccién de z € S, (M).

Por tanto, si g es indefinida, por el lema anterior se tiene que p = Ag en p, donde

A € R, y si g es definida se obtiene el resultado por la identidad de polarizacién. O

Una vez vistas ciertas propiedades elementales que verifican las variedades de Osserman
en cualquier dimension, nos centraremos en el caso de dimension cuatro, analizando por
separado el caso Riemanniano, Lorentziano y por tultimo el caso de signatura (2, 2).

2.1. Variedades Osserman en Geometria de Riemann

El estudio de las variedades de Osserman y de Jordan-Osserman en geometria de
Riemann se hace de modo conjunto. La razén para esto es que el operador de Jacobi, al
ser un operador autoadjunto, es diagonalizable, por lo que es equivalente que la forma
candnica de Jordan sea constante a la constancia de los autovalores.

Un espacio simétrico es una variedad de Riemann tal que para cada punto p € M
existe una isometria, o, en M, de modo que (0,). = —id en T, M. Decimos que un espacio
es localmente simétrico si todas las reflexiones geodésicas locales son isometrias locales. El
siguiente resultado es una caracterizacién de los espacios localmente simétricos debido a
E. Cartan; M es un espacio localmente simétrico si y sélo si VR = 0.

Daremos un primer resultado de las variedades Osserman en dimensién cuatro.

Teorema 2.8. [6] Si (M,g) es una variedad de Riemann, de dimension 4, globalmente
Osserman, entonces o es llana o es un espacio localmente simétrico de rango uno.

Nuestro propésito es ver la existencia de ejemplos de variedades puntualmente de
Osserman (i.e., los autovalores de los operadores de Jacobi son constantes en cada Sy,(7),M)
pero pueden cambiar de un punto a otro), que no son globalmente Osserman. Recordar
que una variedad se dice k-stein si existen constantes c¢; tales que para todoi=1,...,k

Tr((Tr(2))*) = cig(a, 2)".

Teorema 2.9. [14] Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimensién cuatro. Entonces,
las siguientes condiciones son equivalentes:

a) (M,g) es una variedad puntualmente Osserman.

b) Localmente existe una orientacion para M tal que el tensor métrico es autodual y
Einstein.

c) (M,g) es 2-stein.
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Este teorema nos da multiples ejemplos, como nos muestra el siguiente resultado.

Corolario 2.10. [14] Ezisten variedades de Riemann de dimension cuatro puntualmente
Osserman pero no globalmente Osserman, y por tanto, no localmente isométricas a espacios
simétricos de rango uno. Algunos ejemplos para este caso son aquellos en los que la funcion
|R||? no es constante.

Un ejemplo para el cual la funcién || R||? no es constante estd tratado en [23] (véase
también [12]). Llamamos espacio complejo generalizado a una variedad casi-Hermitica
(M, g,J), cuyo tensor de curvatura R se escribe de la forma

R=fR"+hR’.

Todo espacio complejo generalizado de dimensién cuatro es entonces Hermitico en el sub-
conjunto abierto donde h # 0 y f + h sea constante. Ademads, si f é h son constantes
entonces (M, g,J) es una variedad Kéahler de curvatura seccional holomorfa constante y
por tanto globalmente Osserman.

2.2. Variedades Osserman en Geometria de Lorentz

El caso de geometria de Lorentz, sobre todo cuando estamos sobre variedades de dimen-
sién cuatro, tiene gran importancia, ya no sélo en el ambito de las Matematicas, sino tam-
bién en la Fisica, sobre todo en el campo de la Teoria de la Relatividad. Si nos centramos
en el campo de las Matemaéticas, cuando trabajamos en geometria semi-Riemanniana, y
como caso particular en geometria de Lorentz, nos encontramos con la existencia de vec-
tores de norma positiva, negativa y con vectores no nulos pero de norma cero, es decir,
nuestro producto interior no es definido positivo. Esto acarrea ciertas dificultades, siendo
la mas destacable en lo que a nosotros nos atafie, que no tenemos garantizado que el ope-
rador de Jacobi sea diagonalizable atin siendo autoadjunto con respecto a nuestra métrica
g, con lo que los conceptos de variedad de Osserman y de variedad de Jordan-Osserman
no son equivalentes.

En la literatura la solucién de la conjetura de Osserman en geometria de Lorentz fue
obtenida estudiando por separado el caso espacial y temporal. Ahora sabemos que las
nociones de Osserman temporal y espacial son equivalentes, lo que facilita su estudio.

Como ya dijimos en el anterior capitulo, en geometria de Riemann la curvatura seccional
es una funcién continua definida en toda la Grassmanniana de planos dos dimensionales
tangentes a (M, g) en p, es decir, K : Go(T,M) — R es una funcién continua. Ahora bien,
como Go(T,M) es compacto, se tiene inmediatamente que la curvatura seccional esté aco-
tada en todo punto. El problema llega cuando estamos en geometria semi-Riemanniana,
ya que la funcién curvatura seccional no esta definida sobre toda la Grassmanniana, sino
que sélo estd definida sobre los planos no degenerados, es decir, estd definida sobre el
abierto Go(T,M) = Go(T,M) \ {7 = ({z,y}) : g(z,2)g9(y,y) — g(z,y)*> = 0}. Debido a



2.2  Variedades Osserman en Geometria de Lorentz 17

la no compacidad de GQ(T »M), K no tiene porque estar necesariamente acotada en cada
punto.

Aparecen ante nosotros dos problemas relacionados con el estudio de la curvatura
seccional en variedades con métricas no definidas, que son ver cuando K es acotada en
un punto p € M dado y cuando se puede extender la funcién K con continuidad a toda
la Grassmanniana. El siguiente lema trata de dar una solucién a ambos problemas. La
demostracién que obviamos aqui puede verse en [12], [24].

Lema 2.11. Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana de indice 0 < v < n. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes:

a) K(m) es constante para todos los planos m no degenerados, tangentes a (M, g).
b) R(x,y,y,z) =0 para todos los planos degenerados tangentes a (M,g) en p € M.

c) a < K(m) ¢ K(m) < b para todos los planos no degenerados tangentes a (M, g) en
p € M, donde a,b € R.

d) a < K(m) < b para todos los planos temporales 7, tangentes a (M, g) enp € M.
e) a < K(m) < b para todos los planos definidos m, tangentes a (M, g) en p € M.

Teorema 2.12. [12] Sea (M, g) una variedad de Lorentz, tal que dimM > 3. Entonces,
(M, g) es Osserman en p € M si y sdlo si (M, g) es de curvatura seccional constante en
peM.

Demostracion. La suficiencia es obvia por el ejemplo 2.5. Veamos la necesidad. Supongamos
que (M, g) es Osserman temporal en p € M y sea z € S;(M). Si tenemos en cuenta que
el operador de Jacobi Jg(z) es una aplicacién lineal de z- en z', y teniendo en cuenta
que en z1 tenemos inducido un producto interior definido, obtenemos que J, r(z) es diago-
nalizable. Llamamos ¢y, ..., c,—1 a los autovalores, contados con multiplicidad, de Jgr(z),
con autovectores ortonormales vy, ..., v,_1, respectivamente. Tomamos un vector unitario
x = Z?;ll a;v; € z+. Entonces

n—1

§ : 2
a,L' C’i7

=1

n—1 n—1
9(Tr(2)z, ) = aig(Tr(2)vi,2) = Y aicig(vi, ) =
i=1 i=1

y por tanto tenemos que
n—1 n—1
9(Tr(2)(@),2)| < ) _laflleil <) eil,
i=1 i=1
puesto que |a?| < 1 paracadai=1,---,n—1. Pero como |g(Jr(2)(z), )| = |g(R(2,2)z, )|

= |K(n)], donde 7 = ({z, 2}), se sigue que |K ()] < S0}l
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Pero por hipétesis tenemos que (M, g) es Osserman temporal en p € M y como z+

tiene inducido un producto interior definido, se sigue que ci, ..., c,—1 son constantes para
todo z € S, (M), y por tanto, para todo plano temporal 7, tangente a (M, g) en p tenemos
que |K(m)| < Z?;11|ci| = cte. Por lo tanto, por el Lema 2.11 tenemos que (M, g) es de
curvatura seccional constante en p € M. O

Ahora ya estamos en condiciones de completar la respuesta al problema de Osserman
en geometria Lorentziana.

Teorema 2.13. [12] Sea (M, g) una variedad de Lorentz conexa, con dimM > 3. Si es
puntualmente Osserman entonces es de curvatura seccional constante.

Demostracion. Por el Teorema 2.12 (M, g) es de curvatura seccional constante en cada
punto p € M. Entonces por el lema de Schur tenemos inmediatamente el resultado. O

2.3. Variedades Osserman con signatura (— — ++)

El propésito de esta seccion es analizar la condicién de Osserman en el caso de tener
un tensor métrico de signatura (2,2) sobre una variedad diferenciable de dimensién cua-
tro. Daremos ciertas relaciones para las componentes del tensor de curvatura, que nos
permitirdn aportar una solucién al problema de Osserman en variedades con un producto
interior neutro. El principal resultado de esta subseccion se debe a Blazi¢, Bokan y Raki¢,
y describe como ha de ser el operador de Jacobi para que la variedad sea Osserman.

Teorema 2.14. [3] Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana de signatura (2,2), y sea
x un vector unitario tangente a M en un punto p € M. Entonces el operador de Jacobi
Jr(x) ha de ser necesariamente de uno de los siguientes cuatro tipos:

Tipo Ia: Eriste una base ortonormal para ({x})* tal que

Jr(r) =

o o QR
o o
2 O O

Tipo Ib: Eziste una base ortonormal para ({x})* tal que

a —0 0
jR(x) = ﬁ « 0 ) ﬁ 7é 0.
0 0 ~

Tipo II: Eziste una base ortonormal para ({x})* tal que
+(a— 1) +1 0
Tr(z) = Fi o E(a+d) 0
0 0 B
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Tipo III: Eziste una base ortonormal para ({x})* tal que

« 0 @
Jr(x) = 0 16 g
VB ovE

2 2

Las diferentes posibilidades que nos presenta el teorema se corresponden con los si-
guientes casos: El operador de Jacobi Jr(z) es diagonalizable (Tipo Ia), el polinomio
caracteristico del operador de Jacobi tiene una raiz compleja (Tipo Ib), el polinomio
minimo del operador de Jacobi tiene una raiz doble (Tipo II) y, finalmente, el polinomio
minimo del operador de Jacobi tiene una raiz triple (Tipo III).

Con todo esto, podemos dar una descripcién de todos los posibles tensores de curvatura
algebraicos Osserman. Este resultado estd probado en [3] (véase también [12]):

Teorema 2.15. Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana de signatura (2,2). Entonces
es Osserman en p € M si y solo si existe una base ortonormal {e1, ez, e3,es} para T,M
tal que las componentes no nulas del tensor de curvatura son:
Tipo Ia:

Ri201 = Ryz3s = o, Ri331 = Ryo04 = —f3, Ri4a1 = R3203 = —7,

Ri934 = (—2a+ B +7)/3, Riaaz = (a + 3 —27)/3,
Rizae = (a — 28 +7)/3.

Tipo Ib:
Ri1221 = Ru3z34 = o, Ri331 = Ryg94 = —, Riaa1 = R3o3 = —,

Ro113 = Roaaz = — 3, Ri224 = Ri334 = 5,

Ri234 = (—ar+7)/3, Riazz = 2(av — ) /3, Riza2 = (—a +7)/3.

Tipo II:
Rigo1 = Ruszs = +( — 3), Ruzz1 = Razos = T + 3),

Ria1 = Rse3 = —p3,
1 1
Ro113 = Roass = F5, Ri224 = Riz3q = *3,

Rigss = (£(—a+3) + 08)/3, Riss = 2(+a — ) /3,
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Ri3qo = (:I:(—a — %) + ﬂ)/3

Tipo III:
Ri291 = Ruasga = «, Rigs1 = Ragaa = —a, Riann = Ra3ge3 = —a,
2 2
Ro114 = Ra3zq = —%, R3114 = — R34 = %;
2
Ri293 = Riaa3 = Ri3z2 = —Riga2 = %

Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimensién n dotado de un producto interior de
signatura (v,7n) y sea v(,) su elemento de volumen. Entonces A%V* puede equiparse con
un producto interior, que también denotaremos por (, ), dado por la férmula

neirdy=aa G0 05 )

Definimos el operador estrella de Hodge, %, como el isomorfismo * : A¥V* — APFy*

dado por aA*f = (a, ﬂ>v<,> para todas las k—formas, a, § € A*V*. Este operador satisface

que #2 = (—1)¥(=k)+;q,,.... Por tanto cuando estamos en dimensién cuatro se tiene que

el operador estrella de Hodge induce un automorfismo en A2V* que es una involucién si
el producto interior es definido o indefinido de signatura (2,2). En el caso que tengamos
signatura Lorentziana * define una estructura compleja en A2V*.

Centrémonos en el caso en que *2 = idy2y«. En este caso podemos descomponer A2V *
como A’V* = AL @ A_, donde A, y A_ son los autoespacios correspondientes a los
autovalores +1 y —1 del operador *, es decir

Ai:{aeAQV*:*a:ia}.

Las dos formas en Ay y A_ son llamadas formas autoduales y anti-autoduales, respectiva-
mente.

Cabe destacar que el producto interior definido en A2V* es definido positivo si (V, (, ))
es definido positivo, o indefinido de signatura (3,3) si (V, (, )) es indefinido de signatura
(2,2). En este tltimo caso, A+ son subespacios Lorentzianos de (A2V*, (, ).
Consideramos el caso en que (V, (, )) es un espacio de signatura (— —++) y tomamos una
base ortonormal {e1, 2, e3,e4} v sea {e!, €2, €3, e*} su correspondiente base dual. Entonces
se tiene que

Ay ={' A +eSneh)/V2, (el Aed —et Ae?)/V2, (e Aet —e® Aed)/V2))

A= ne2 =S NeM)/V2, (b ned+et Ae?) V2, (el Aet +e2 ned)/V2)).
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Sea A un tensor de curvatura algebraico en (V, (, )) y denotemos por p y 74 su tensor
de Ricci y su curvatura escalar, respectivamente. Ademés denotamos por Z4 su tensor de
Ricci sin traza, esto es

4

2w, y) = pMwy) — o)

para cualesquiera z,y € V. Entonces el tensor de Weyl W4 de A viene dado por

A
WA(z1,x0,23,04) = A(w1, 32,33, 34) + T A%(21, 22, 03, 24)
— M(@o,24)ZM w1, 33) — (w1, 34) Z (32, 23)

+ <$1,£L’3>ZA($2,$4) — <$2,$3>ZA($1,5L'4)},

donde x; € V para todo i € {1,...,4}.

Considerando A, Z4 y W4 como aplicaciones lineales en A2V*, se puede probar que
«WA = WA y xZ4 = —Z4%. Por tanto, y teniendo en cuenta todo lo anterior, el tensor
de curvatura algebraico A puede descomponerse como

A
A= %idmw ® 2% (Wiewh),

donde W4 son las restricciones de W4 a A.
Ahora, para un producto interior definido o indefinido de signatura (2,2) tenemos la
siguiente definicion

Definicién 2.16. Sea (V, (, )) un espacio vectorial con un producto interior definido en
él, y sea A un tensor de curvatura algebraico en (V,(, )). Entonces (V, (, ), A) se llama
autodual, (respectivamente, anti-autodual) si WA =0 (respectivamente, Wf =0).

Una variedad semi-Riemanniana de dimensién cuatro (M, g) se dice autodual (respec-
tivamente, anti-autodual) si es orientable y su tensor de curvatura es autodual (respecti-
vamente, anti-autodual) en cada punto p € M.

El siguiente teorema nos relaciona la condicién de ser Osserman con la condicién de
ser autodual.

Teorema 2.17. [2], [4] Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana con tensor métrico de
signatura (2,2). Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) (M, g) es puntualmente Osserman.

b) Eziste una orientacion para M tal que es Einstein y autodual (o Einstein y anti-
autodual.)

Ademds, los tipos de la curvatura autodual W (respectivamente, anti-autodual W_ ) estdn
en correspondencia uno a uno con los diferentes tipos de operadores de Jacobi dados en el
Teorema 2.14.
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Capitulo 3

Variedades Ivanov-Petrova

De modo andalogo al capitulo anterior, realizaremos un estudio de las variedades Ivanov-
Petrova (que denotaremos por IP en lo que sigue) en el contexto de la geometria de Rie-
mann, geometria de Lorentz y por 1ltimo en el caso de signatura neutra. Si nos centramos
en el caso de dimension cuatro, sélo existe la clasificacién de las variedades que son IP en
el caso Riemanniano. Tanto en el caso de Lorentz como en el caso de signatura neutra la
clasificacién de las variedades IP es un problema abierto. Todas las herramientas que se
manejan para tratar de hacer esta clasificacién necesitan espacios con dimensién més alta.
Comenzaremos recordando la definicién de variedad IP.

Definicién 3.1. Sea A un tensor de curvatura algebraico en un espacio vectorial V' equipa-
do con un producto interior (, ) de signatura (p,q). Diremos que A es espacial, mizto o
temporal IP si los autovalores del operador de curvatura antisimétrico A(7m) son constantes
en GT’STQ(V),GTITI(V) 0 Gr{O(V) respectivamente.

La definicién anterior se extiende de manera natural para una variedad semi-Rieman-
niana.

Definicién 3.2. Diremos que una variedad semi-Riemanniana (M, g) es espacial, mizta o
temporal IP si el tensor de curvatura algebraico asociado R es espacial, mixto o temporal
IP en cada punto de M.

En el siguiente lema veremos que las condiciones de ser espacial, mixto o temporal IP
son equivalentes

Lema 3.3. [15] Sea A un tensor de curvatura algebraico en un espacio vectorial V' dotado
con un producto interior (, ) de signatura (p,q). Las siguientes condiciones son equiva-
lentes y todas definen la nocion de tensor de curvatura algebraico IP:

1) Siq > 2, entonces A es temporal IP.

2) Sip>2, entonces A es espacial IP.

23
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3) Sip>1yq>1, entonces A es mizto IP.

Observacién 3.4. Esta equivalencia no se da en el caso de tensores de curvatura alge-
braicos Jordan IP.

3.1. Variedades IP en Geometria de Riemann

En Geometria de Riemann las variedades IP fueron clasificadas por Ivanov y Petrova
en [17] para el caso en que la dimensién sea menor o igual que cuatro. Antes de ver esto,
introduciremos el concepto de D-espacio. Para ello definiremos lo que entendemos por
circulo en una variedad de Riemann.

Sea ¢(t) una curva diferenciable en una variedad (M,g) de Riemann, parametrizada
por el pardmetro longitud de arco. Sea ¢’ su campo de vectores tangente. Entonces c se
llama circulo de curvatura kq si su primera curvatura es k; y el resto de curvaturas son
todas cero [22]. Un circulo unitario es un circulo con curvatura k; = 1. Para un circulo
unitario, Vo' = £ y Vo€ = —¢, donde el campo de vectores unitario £ es el primero
normal de ¢(t). Todos los otros normales ortogonales a ¢’ y £ son paralelos a lo largo de
¢(t). Las ecuaciones diferenciales para el circulo unitario son equivalentes a

VoVed + =0.

Si la dimensiéon de M es mayor o igual a dos, entonces para todo punto p € M y para
todo par de vectores ortonormales u,v € T, M, existe localmente un tunico circulo unitario
¢(t) parametrizado por arco y satisfaciendo las condiciones iniciales:

c(0)=p, d(0)=u, (Vo d)(0) = .

Definicién 3.5. Una variedad de Riemann (M, g) se dice que es un D-espacio si para
cada circulo ¢(t) el operador de curvatura k. = R(¢/, V') tiene autovalores constantes,
contados con multiplicidad, a lo largo de ¢(t).

Los 9D-espacios sélo estan clasificados en el caso de dimensién dos y tres. Se sabe que
una superficie es un 9D-espacio si y sélo si es de curvatura constante. En dimensién tres,
tenemos el siguiente resultado que estd probado en [18]:

Teorema 3.6. Sea (M, g) un O-espacio de dimension tres. Entonces (M, g) es localmente
isométrico en cast todo punto, i.e., en un subconjunto abierto y denso de M, a uno de los
stguientes espacios:

a) Un espacio de curvatura seccional constante,

b) Un producto Riemanniano de la forma (M x R, g ®dt?), donde (M, g) es un espacio
Riemanniano de dimension dos y curvatura seccional constante.

¢) Una variedad de Riemann con curvaturas principales de Ricciry = ro = 0,73 # 0.
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Reciprocamente, cualquiera de las variedades de Riemann anteriores es un $-espacio.

Nos centraremos a partir de ahora en las variedades IP, dando la clasificacion de las
variedades IP en dimensién tres y cuatro, puesto que en dimensién dos el problema es
obvio. El siguiente teorema nos caracteriza las variedades IP en dimensién tres.

Teorema 3.7. [17] Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension tres. Entonces M
es una variedad puntualmente IP (respectivamente, globalmente IP) si y sélo si o bien dos
de las curvaturas principales de Ricci son cero y la tercera es una funcion diferenciable
(respectivamente, constante), o bien es un espacio de curvatura seccional constante.

El siguiente ejemplo ([13, 17]) sera clave para dar la clasificacién en dimensién cuatro.
Para ello, primero introducimos los productos warped. Consideramos (B, gg) y (F, gr) dos
variedades Riemannianas y f una funcién diferenciable positiva definida en B. Entonces,
definimos el producto warped B x ¢ F', como la variedad producto M = B x F' equipada
con la métrica

g=1"(g8) + (f o7m)’0*(gF).

Ejemplo 3.8. Sean > 3 y sea B C R un intervalo abierto no necesariamente acotado.
Sea N un espacio de dimensién n — 1 con curvatura seccional constante K. Sea f una
funcién diferenciable en B definida por f := v K22 + Cx + D donde C'y D son constantes
reales satisfaciendo que C? — 4K D # 0. Entonces definimos el producto warped M :=
B x; N. Este es un ejemplo de una variedad puntualmente IP localmente conformemente
llana de dimensién n. Los autovalores del operador de curvatura antisimétrico son el cero,
con multiplicidad n — 2, y +(C? — 4K D)i/4(Kx? + Cx + D)?. Esta variedad tiene otra
caracteristica importante: si la curvatura seccional de N es distinta de cero entonces M
no es Einstein y por tanto no es Osserman.

Estamos ya en condiciones de dar el teorema més importante de esta seccién, demostra-
do en [17]:

Teorema 3.9. [17] Sea (M, g) una variedad de Riemann de dimension cuatro. Entonces
M es puntualmente I P si y solo si es localmente isométrica en casi todo punto (i.e. en un
abierto denso) o a un espacio de curvatura seccional constante o a un producto warped de
la forma del Ejemplo 3.8.

Como consecuencia de este teorema tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.10. [17] Toda variedad de Riemann de dimension cuatro conezxa y globalmente
IP es de curvatura seccional constante.

Las variedades de Riemann IP han sido clasificadas en [13] en dimensién superior,
mostrando la validez del Teorema 3.9 en la situacién general. Un aspecto relevante de
dicha clasificacién es que toda variedad de Riemann puntualmente IP es localmente con-
formemente llana.
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3.2. Variedades IP en Geometria de Lorentz

El estudio de las variedades IP en geometria de Lorentz estd completamente abierto.
Salvo algun resultado parcial en dimensién cuatro [25], tan solo existen respuestas satisfac-
torias en dimensién tres, donde se presentan notables diferencias con el caso Riemanniano
[10].

Desde un punto de vista puramente algebraico los tensores curvatura algebraicos IP
en signatura (— + +) estdn completamente caracterizados.

Teorema 3.11. [10] Un tensor curvatura algebraico A en signatura (— + +) es IP si y
solo si su operador de Ricci pa satisface una de las siguientes condiciones:

(i) pa es un maltiplo de la identidad.
(ii) pa es de rango uno, i.e., diagonalizable con dos autovalores nulos.
(iii) pa es milpotente en dos pasos i.c., p4 =0, pa # 0.

Sin embargo, la resolucion diferenciable del problema es compleja y tan sélo se tienen
resultados satisfactorios bajo condiciones adicionales como son el ser homogéneo o local-
mente simétrico:

Teorema 3.12. [10] Una variedad de Lorentz 3-dimensional (M, g) localmente simétrica
es IP si y solo st es un espacio de curvatura seccional constante o la métrica es de Walker

0 0 1
g=| 01 0
10 f(tay)

donde f(t,z,y) = —t% +22Q(y) +xS(y) +£&(y) para funciones diferenciables arbitrarias

Q #0, 5, & dependiendo de la variable y.

Observaciéon 3.13. FExisten ejemplos de variedades IP de Lorentz que mo son localmente
conformemente llanas.

En dimensién cuatro, uno de estos resultados a los que nos referimos nos da una
restriccién en cuanto al rango. De hecho se prueba en [25] que no eziste ningin tensor
curvatura algebraico IP de modo que su operador de curvatura antisimétrico tenga rango
4 y autovalores constantes en las Grassmannianas de planos no degenerados

Puesto que el rango del operador de curvatura antisimétrico es par, de lo anterior
se deduce que el operador de curvatura antisimétrico de una variedad Lorentziana tiene
necesariamente el cero como autovalor.
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3.3. Variedades IP en signatura (— — ++)

En este contexto no existe ninguna clasificacién de las variedades IP en dimensién cua-
tro. A lo largo de esta seccién mostraremos una familia de métricas tipo Walker que siendo
IP no son ni variedades Einstein, ni autoduales, ni anti-autoduales lo que viene a mostrar
la gran casuistica que se da en este tipo de variedades motivando asi la clasificacién de
las variedades Osserman-IP que abordaremos en el siguiente capitulo. Estas familias dejan
entrever la diferencia que existe entre el caso Riemanniano y el caso semi-Riemanniano ya
que, a diferencia de aquel, en este contexto existen métricas IP que no son ni Einstein ni
conformemente llanas.

Antes es conveniente ver un lema previo que nos ayudara a la hora de construir los
ejemplos a los que nos referiamos. Ademas sera uno de los resultados que usaremos en el
siguiente capitulo para estudiar las métricas Osserman-IP.

Lema 3.14. Sea (V,(,)) un espacio vectorial de dimension cuatro con un producto in-
terior de signatura neutra y A un tensor de curvatura algebraico. Entonces, A es IP si y
solo si det A(m) y Tr(A(m)?) no dependen del plano 7 orientado espacial (respectivamente,
mizto o temporal).

Demostracion. Tomando un plano orientado y no degenerado 7 se comprueba facilmente
que A(7) se puede expresar con respecto a una base ortonormal de la siguiente manera:

0 ai2(m)  aiz(m)  aa(m)

| —aa(m) 0 azs(m)  ag4(m)

Alm) = aiz(m)  ags(m) 0 aza(m)
a14(7r) a24(7r) —a34(7r) 0

Con un simple célculo obtenemos que
det A(T[') = (alg(w)a34(7r) + a13(7T)GQ4(7[') - a14(7r)a23(7r))2 ,
Tr(A(m)?) = 2 (—a12(m)? + a13(m)? + a14(m)? + azs(m)? + a2 (m)? — asa(m)?)

y por tanto el polinomio caracteristico py(A(m)) de A(m) viene dado por
1
(3.1) pa(A(m)) = A1 — 5T]f(A(w)?) M 4 det A(n),

de donde se obtiene el resultado. O

Sea M = R* con las coordenadas usuales (z,v,z,t). Consideramos a y b funciones
arbitrarias de variable real que dependen de las coordenadas (z,...,t) y definimos una
métrica g como

(3.2) g=dr®dz+dz®@dr+dy @ dt +dt @ dy + adz @ dz + bdt ® dt.
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Esta métrica es un caso particular de métrica de Walker y serd la que usemos para obtener
los ejemplos a los que haciamos antes referencia. Denotaremos por h; la derivada parcial

%, i = x,...,t, para cualquier funciéon h(z,y,z,t). Usando esta notacién el tensor de
curvatura de la métrica (3.2) viene dado por
R.zw = %axxaxy szy = %axyaxa R.z = %{20%‘15 - aybx}axa

R... = %aam@x + i{aybgC — 20zt + 2bayy 0y — %amﬁz — %axyﬁt,
Ryyw = %bxazay, Ryzy = %bzyayy Ry, = i{2bxz — agby }0y,
Rigt = 1{2absy — by + agbe } 0y + 5bbeyOy — 3bu00: — 5bayOr,
Roye = %amyaﬂcv Rayy = %ayy(%, Royr = %{Q%t — ayby }Ox,
R.y. = $aagzy0; + 1{ayby — 2ay + 2bay, 0y — $a4,0, — Say,0;,
Riyz = %bz’yayv Ryyy = %byyaw Ry, = %{Qbyz — aybg }0y,
Ryt = 1{2buy — 2by: + aybs }0z + 5bbyyOy — 5bay0: — 5byy 01,
Rz = 3{ayby — 2a51}05 + 2{2by2 — azb,}0,,
Ry = Hayby — 2a,4}0, + 1{2b,. — a,b,}0,,
Ry, = %a{aybx — 20,10, + %{atby + 2a4 + 2b., — bray — 2bay,
+bia, — arby — aazby }0, + %{QCLIt — ayb, }0; + %{2%,5 — ayby } O,
Ry = i{Qasz + azby — 2ay — 2b.., + bay — aby + bayby — bra, }0,
+ 16{2b,. — ayb,}0y, + 1{asbs — 2b,2 30 + Haybs — 2,10,
donde R;j, = R(0;,0;)0k, 1,7,k € {x,...,t}, con {0;, 0y, 0.,0;} los vectores coordenados.
Una vez que tenemos claro el contexto en el que vamos a trabajar, necesitamos imponer
restricciones a las funciones a y b para que la métrica (3.2) sea IP. Lo primero que tenemos
que ver es que forma tiene el operador de curvatura antisimétrico para una métrica del tipo
(3.2). Usando las expresiones del tensor de curvatura y mediante un célculo directo tenemos

que el operador de curvatura antisimétrico R(7) asociado a un plano no degenerado 7 se
puede escribir con respecto a la base de vectores coordenados como

R(r) = F(m)  G(m)
B 0 —tF(x) )’

para ciertas matrices 2 x 2 F(7) y G(7). Se obtiene entonces que det R(7) = (det F(7))?,
mientras que por otro lado se tiene que Tr(R(7)?) = 2Tr(F(7)?), por lo que si usamos el
Lema 3.1 se tiene que la métrica (3.2) es IP si y sélo si tanto el determinante det F'(m)
como la traza Tr(F(m)?) no dependen del plano orientado no degenerado espacial 7 elegido
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(respectivamente temporal o mixto). A partir de ahora intentaremos imponer las restriccio-
nes necesarias sobre la matriz F(mw) para que la métrica (3.2) sea IP. En lo que sigue

escribimos
Fir) = ( Ju(m)  fa(m) ) '
far(m)  faa(m)

Para comenzar a imponer restricciones sobre las funciones a y b analizaremos algunos
casos particulares de planos mixtos no degenerados. De un modo similar se podria hacer
este estudio usando planos temporales o espaciales. Comenzaremos tomando el plano 71 =
({02 + A0y, 0. }). Este plano tiene la siguiente matriz F'(71) asociada

F(m) = < _5(/\%(@)/ + Gaz) _;(Aay(z)/ + aay) ) ;

y la matriz de F(m;)? viene dada por

Flm)? = < i(Aa$y0+ azz)’ L (Aayy, + axy()) (Aay + Gag) > _

Por tanto
det F(m1) =0,  Tr(F(m)?) = $(Aaay + azs)?,

y debido a que la traza de F(71)? ha de ser independiente del plano mixto elegido, se tiene
que azy = 0 y por tanto la funcién a es de la forma a(z,y,2,t) = A(z, z,t) + A(y, 2, t).
Entonces, Tr(F(m)?) = 142, por lo que A,, debe ser una funcién constante 1, y la

funcién a debe ser necesariamente de la forma
(33) a(w,y, z,t) = 2?3 + 25(2,t) + Ay, 2, ).

Realizando el mismo argumento tenemos unas restricciones parecidas para la funcién
b tomando como plano mixto mp = ({\0; + 0y, 0;}). En este caso la funcién b queda de la
siguiente forma

(3.4) b(z,y, 2,t) = y*2 + yV(2,t) + B(z, 2, 1),

donde Tr(F(m3)?) = k3.
Para continuar buscando las restricciones necesarias para las funciones a y b tomaremos
el plano w3 = ({9, — 0y, 0y — 0> + 04 }) con lo que la matriz asociada F'(m3) viene dada por

Fms) = ( T D )

—%Bm(as, z,t) T

y por tanto det F(m3) = {=(k1k2 — AyyBys). Ahora bien, puesto que det F(m3) tiene que
anularse, necesariamente se debe cumplir que

(3.5) Ayy(y, 2,t) Bye (2, 2,t) = K1Ka.
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Se verd a continuacion que kike = 0. Para probar esto lo haremos mediante una
demostracién por reduccién al absurdo. Supongamos entonces que k142 # 0. Por lo tanto,
teniendo en cuenta (3.5) se tiene que Ay, = Byze = 0y asi las funciones A y B se pueden

escribir de la forma
(3.6) Ay, 2,t) = Y2 P(z,t) + yT(2,t) + &(2, t),
' Bz, 2,t) = 22Q(z,t) + 2U (2, ) + n(z, 1),

con PQ # 0, puesto que si P = 0 6 Q = 0 entonces ki1ko = 0 y supusimos que no.
Si tenemos ahora en cuenta la informacién que nos proporcionan las ecuaciones (3.3),
(3.4) y (3.6), y después de realizar algunos calculos, obtenemos que para el plano w4 =
({4520, + 0., JT“’ay + 0¢}) la matriz asociada F'(m4) tiene como componentes

fii(ma) = =H{(2yP + T)(22Q + U) — 25},
fra(ma) = —H{T(yr2 + V) — 2(2yP, + Ty)
+ P(3y%k2 + 22(U + 2Q) + 4yV + 21+ 2)},
for(ma) = H{U(zr1 + 5) — 2(22Q. + U.)
+ Q(32%k1 + 2y(T + yP) + 425 + 26 — 2)},
foa(ma) = {2y P + T)(22Q + U) — 2V.},

con lo cual se tiene que 94 (Tr(F(m4)?)) = —18PQ%k1, por lo que para que (3.2) sea IP
necesariamente PQx; = 0. Con lo que encontramos la contradiccién que buscdbamos
puesto que PQ # 0y k1ka # 0.

Ademds obtuvimos que si la métrica (3.2) es IP, necesariamente ha de ser nilpotente
IP puesto que el polinomio caracteristico es de la forma py(A(m)) = A%, pues tanto la traza
como el determinante del operador de curvatura antisimétrico son cero. Por otro lado las
funciones a y b han de ser de la forma,

a(z,y,z,t) =xS(z,t) + Ay, 2, t),

(3.8)

b(x,y, z,t) =yV(z,t) + Bz, 2, t),
con
(39) Ayy(y, Z,t)me(JE,Z,t) =0.

Observacién 3.15. Para conseguir los ejemplos de variedades IP que perseguimos, estu-
diaremos soluciones particulares de (3.8)—(3.9). En concreto, tomamos como expresiones
de las funciones a y b las siguientes:

a(z,y,2,t) =y’ P(z,t) + 25(2,t) +yT(2,t) +£(2,1),

(3.10)
b(z,y, z,t) = 22Q(z,t) + 2U(z,t) + yV(2,t) +n(z,1),
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donde P # 0 y @ = 0 (se harfa andlogamente para el caso en que P =0y Q # 0). Algo
importante a destacar es que estas métricas non son nunca autoduales como se puede ver
en [9]. Por otro lado, tomamos un plano no degenerado arbitrario 7 = ({u,v}), donde
{u = w10y + 120y + u30, + w0y, v = V10, + V20y + v30. + v40;} es una base ortonormal.
La matriz asociada F(7) a esta base tiene por componentes

fi1(m) = H(uavs — uzva){(2yP + T)U — 25},
fia(m) = %{(uzwg —ugvy)(2yPV —2(2yP; + T3) + TV)
(3.11) + 4P (ugve — ugvs)},
for(m) = i(uwg —ugvg)(2U, — SU),
foo(m) = %(’LL4U3 —ugvg){—2yP +T)U + 2V, }.
Mediante largos célculos pero directos se tiene que ag(Tr(F(ﬂ)Q)) = (u4qv3 — uzvy)?P2U2.

Y puesto que por hipétesis tenemos que P # 0 se tiene que U = 0. Una vez impuesta esta
condicion, podemos calcular de manera directa que

det F(7) = —Y(ugvg — ugva)?S, Ve, Tr(F(m)?) = (uavs — usva)®(S7 + V2),

por lo que la condicién de ser IP es equivalente a que S; =V, = 0.
Entonces, si suponemos que Q = 0, demostramos que (3.10) es IP si y sélo si las
funciones a y b son de la forma

a(x,y, z,t) = y*P(z,t) + 25(2) + yT'(2,t) + £(2, 1),
b(ﬂj, Y, =, t) = yV(t) + n(zv t)a

donde P es una funcién no nula diferenciable y S, T', V', £ y n son funciones arbitrarias
diferenciables. Ademas, un calculo directo nos muestra que la métrica (3.12) es Einstein
si y solo si se dan las siguientes igualdades: n(z,t) = % y P, = PV.

Por lo tanto una métrica de la forma (3.12) nos proporciona una familia de métricas IP
que no son ni Einstein ni son localmente conformemente llanas; ademdas tampoco son en

ningin caso autoduales.

(3.12)

Observacién 3.16. Para obtener ejemplos de métricas que no son Einstein ni autoduales
ni anti-autoduales pero si IP usaremos un resultado dado en [9] por el cual si particulari-
zamos las métricas dadas (3.12) del siguiente modo

a(z,y,2,t) = y*P(2) + 28(2) + yT(2,t) + (2, 1),

b(x,y,2,t) = yr +n(z, 1),

donde P # 0 es una funcién diferenciable, xk # 0 es una constante real y S, T, £ y n
son funciones diferenciables arbitrarias, obtenemos la familia de ejemplos que queriamos,
es decir, son ejemplos de métricas que no son nunca ni Einstein ni autoduales ni anti-
autoduales, pero que si son IP.

(3.13)
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Capitulo 4

Variedades Osserman e IP

En el capitulo anterior vimos la dificultad que entrana intentar dar una clasificacién de
las variedades IP en dimension cuatro tanto a nivel algebraico como diferenciable. Es por
eso que nos proponemos tratar de entender como son las variedades que son Osserman e
IP a la vez. En el caso Riemanniano este estudio carece de sentido por estar totalmente
clasificadas tanto las variedades Osserman como las IP. El estudio en el caso Lorentziano
tampoco tiene interés puesto que sabemos que una variedad de Lorentz en dimensién
cuatro si es Osserman es de curvatura seccional constante. Con lo cual el primer caso no
trivial de variedades Osserman-IP es el caso de signatura (— — ++). El propdsito de este
capitulo es el de realizar un estudio a nivel algebraico de las métricas que son Osserman
e IP a un mismo tiempo, para a continuacion ver cuales de estos casos se pueden realizar
geométricamente. Recordaremos ahora en que contexto vamos a trabajar. Consideramos
(V,{(, ), A) un espacio vectorial real de dimensién cuatro, dotado de un producto interior
de signatura (— — ++), y A un tensor de curvatura algebraico en V, i.e., A € @*(V*)
verificando las simetrias

Az, y, z,v) = —A(y, z, z,v) = A(z,v,z,y),
A(x7 y? Z7 ,U) + A(y7 Z7 x’ U) + A(Z’ x? y? /U) = O'

Consideraremos el operador de Jacobi, J4 asociado a A como el operador autoadjun-
to en V caracterizado por (Ja(z)y,z) = A(z,y,x,z). Sabemos ademéas que (V,(, ), A)
es Osserman si y sélo si su operador de Jacobi es de alguno de los cuatro tipos vistos
en el Teorema 2.14. También tendremos que tener en cuenta el operador de curvatura
antisimétrico asociado a un plano 7 no degenerado con base {z,y}. Partiendo, entonces,
de la caracterizacion de variedades Osserman, dada en [3] y en [12], trataremos de dar
la clasificacion de las variedades Osserman e IP, tanto a nivel algebraico como a nivel
diferenciable y para ello iremos analizando cada uno de los cuatro casos de tensores de
curvatura algebraicos Osserman.
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4.1. Clasificacion a nivel algebraico

4.1.1. Operadores de Jacobi diagonalizables

A lo largo de esta secciéon x denotard un vector unitario temporal, con operador de
Jacobi asociado

Ja(z) =

o o9
o™ o
= O O

y asumimos que el autoespacio Ker(Ja(x) — ald) es temporal. Veremos a continuacién el
siguiente resultado que caracteriza los tensores de curvatura algebraicos que son Osserman
tipo I e IP.

Teorema 4.1. Sea (V,(, )) un espacio vectorial 4-dimensional con un producto interior de
signatura neutra, y sea A un tensor de curvatura algebraico. Entonces, A es Osserman-IP
con operador de Jacobt diagonalizable st y sélo st se da alguna de las siguientes condiciones:

(i) A= kA para alguna constante k, i.e., la A-curvatura seccional es constante.

(ii) Eriste una estructura compleja ortogonal J en (V,{,)) tal que A = k(A% — 1 A7),

para alguna constante k # 0.

(iti) Eriste una estructura paracompleja adaptada P en (V,(, ) tal que A = (A°+1AT),
para alguna constante k # 0.

Demostracion. Para probar este resultado distinguiremos algunos casos segin el ntimero
de autovalores del operador de Jacobi distintos.

Todos los autovalores somn iguales.

Si los tres autovalores son iguales (o = 3 = 7), entonces A = kA? para alguna constante
k. Ademds, para un plano orientado no degenerado temporal 7, A(7) tiene autovalores
constantes {0,0,+x1i}, por lo que se tiene que A es IP, con lo que probamos el apartado
(2).

Dos autovalores distintos.

Empezaremos con el caso en que § = . Entonces el autoespacio distinguido Ker(Ja(x)—
ald) tiene la misma causalidad que x, por lo que se define una estructura compleja J que
permite expresar el tensor curvatura algebraico A como

(4.1) A=k A% + koA, kg #0.

Veremos como definir la estructura compleja J. Para ello es suficiente fijar {z, 2o, 23,23}
una base ortonormal de V, donde z,,%, € Ker(Ja(x) — vId), v = a, 3, y consideramos
la estructura compleja definida como Jx = z,, Jrg = Tg. Trataremos de analizar la
condicién IP para el tensor de curvatura algebraico A. Para ello consideramos un plano
orientado mixto no degenerado 7 y tomamos una base ortonormal {x,y} para dicho plano.
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A partir de este momento consideramos la siguiente base ortonormal del espacio vectorial V/
{e1 =x,e9 = Jz,e3,e4 = Jez} de modo que y = (sinh ¢g)Jx + (cosh g)es para algin .
Si tomamos la familia de planos orientados no degenerados mixtos 7, = ({z, (sinh ¢)Jx +
(cosh p)es}), un calculo directo desde (4.1) nos muestra que A(m,), cuando estd expresado
con respecto a la base ortonormal fijada es de la forma

0 (k1 + 3k2)sinhy —kj coshp 0
(4.2) —(Kk1 + 3k2) sinh 0 0 —kKg cosh ¢
' —K1 cosh 0 0 2K9 sinh ¢

0 —Kg cosh —2kg sinh ¢ 0

Por lo tanto Tr(A(my)?) = 2 (k% + 3k1k2 + TK3 — 3k2(k1 + 2k2) cosh 2¢) y se sigue que
Dy (Tr(A(mp)?)) = —12k2(k1 +2k2) sinh(2¢). Ahora bien, puesto que necesariamente debe
anularse y ko # 0, se puede concluir que k1 = —2ks. Finalmente, y teniendo en cuenta
esta dltima condicién, podemos calcular los autovalores del operador A(w), obteniendo
{£kKa, £2k2}. Puesto que el plano 7 es un plano arbitrario, acabamos de probar que A es
IP cuando A = —2ky(A% — 2 A7), probando asf el apartado (ii).

Una situacién diferente ocurre cuando los autovalores que coinciden son « y 3 (o
equivalentemente, « y ) puesto que en este caso el autoespacio distinguido Ker(Ja(z) —
~vId) tiene causalidad opuesta a la de x. Entonces, existe una estructura paracompleja
adaptada P de modo que el tensor de curvatura algebraico se puede expresar como

(4.3) A=k A+ kAP Ky £0.

Para definir P, fijamos {z, «, Ta, ©, } una base ortonormal de V', siendo z,,, Z,, € Ker(Ja(x)
—vld), v = «,7, y consideramos la estructura paracompleja definida por Pz = z.,
Pz, = Z,. Como en el caso anterior analizaremos la condicién de ser IP para A tomando
un plano arbitrario orientado no degenerado temporal 7 y una base ortonormal {z, y} para
este plano. Entonces fijamos la base ortonormal {e; = x,e3,e3 = Pea,eq = Px} para V
de modo que y = (cosh ¢g)ea + (sinh ¢g) Pz, para algin ¢g, y procedemos como en el caso
anterior. De nuevo, un céalculo directo desde (4.3) nos lleva a la siguiente expresién para
A(my,), donde 7, es el plano temporal ({z, (cosh¢)es + (sinh p)Pz}),

0 K1 cosh ¢ 0 —(k1 — 3Kg)sinh ¢
(4.4) —kqcosh 0 2K9 sinh ¢ 0
' 0 2kg sinh ¢ 0 kg cosh ¢
—(Kk1 — 3k2) sinh 0 —kKg cosh ¢ 0

Entonces se sigue que Tr(A(m,)?) = =2 (k] — 3K1K2 + Tk + 3K2(k1 — 2k2) cosh 2¢) y por
lo tanto 0, (Tr(A(my)?)) = —12k2(k1 —2k2) sinh(2¢) y puesto que kg # 0 se tiene que K =
2kg9. Ademds bajo esta condicién los autovalores de A(m) son de la forma {+k9i, £2K91}
y puesto que 7 es un plano arbitrario, se tiene que A es IP cuando A = 2ko(A° + %AP ),
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probando asi el apartado (4i7).

Tres autovalores distintos.

Para este caso e igual que hicimos anteriormente, fijamos la base ortonormal {x, x4, 23,z }
de V, donde z, € Ker(Ja(z) — vId), v = a, 3,7, y definimos una estructura hiper-
paracompleja adaptada {J, P,Q} del modo Jx = w,, Px = 23, Qv = z, y usando las
relaciones paracuaterniénicas J? = —Id, P? = Id, Q> = Id y JP = —PJ = Q. Entonces
el tensor de curvatura algebraico A satisface

(4.5) A= fﬂAJ - RQAP — HgAQ, K1 75 K9 75 K3 75 K.

A continuacién veremos que A no puede ser en ningun caso IP. Para ello fijamos la base
ortonormal {e; = x,eo = Jx,e3 = Px,eq = Qx} y consideramos la familia de planos
mixtos de la forma m = ({z, \1Jz + Ao Pz + A3Qz}), con —A\3 + A3 + A3 = 1. Un célculo
directo desde (4.5) nos muestra que A(m), expresada con respecto a la base ortonormal
{e1,...,e4}, tiene la siguiente forma

0 3:%1/\1 3%2/\2 3%3)\3
—3K1A\1 0 (Iil — K9 + 2/@3))\3 (—/{1 — 2K9 + /ig))\g
3K9 A (Iﬂ — K9 + 2/433)>\3 0 (2/’4}1 + Ko + /433))\1

3K3A3 (—K,l — 2Ko + Kg))\g —(2%1 + Ko + Kg))\l 0

Por lo tanto, usando que A2 = A2 + )\g — 1 se prueba que
8;12 (det A(m)) = 216(k1 — K2)%(2K1 + 2k2 — K3)?,
83\13 (det A(m)) = 216(k1 — K3)2(2K1 — K2 + 2k3)%.

Ahora bien, estas expresiones no se pueden anular al mismo tiempo, puesto que k1 # ko #
K3 # K1, y por lo tanto A no es IP. O

Observacién 4.2. Un célculo directo nos muestra que en cualquiera de los tres casos
anteriores, la forma canodnica de Jordan del operador de curvatura antisimétrico asocia-
do a un plano orientado no degenerado espacial (respectivamente, temporal o mixto) es
constante. Por lo tanto los tensores de curvatura algebraicos dados en el Teorema 4.1 son
todos Jordan Osserman-IP. Ademés para un tensor de curvatura algebraico de curvatura
A-seccional no nula el rango del operador de curvatura antisimétrico es 2, mientras que
en los otros dos casos el operador de curvatura antisimétrico tiene rango 4.

4.1.2. Operadores de Jacobi no diagonalizables

En esta seccién haremos un estudio parecido al que hicimos en la anterior, pero ahora
bajo la hipétesis de que los tensores de curvatura algebraicos de Osserman tengan asocia-
dos operadores de Jacobi no diagonalizables. El resultado principal de esta seccién es el
siguiente, en el que caracterizamos entre estos tensores aquellos que son IP.
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Teorema 4.3. Sea (V,(,)) un espacio vectorial 4-dimensional dotado de un producto
interior de signatura neutra y sea A un tensor de curvatura algebraico. Entonces, A es
Osserman-IP con operador de Jacobi no diagonalizable si y solo si los operadores de Jacobi
son nilpotentes en dos pasos.

Demostracion. Para probar este resultado analizaremos por separado los casos Ib, IT y 111
que se corresponden con las diferentes posibilidades de operadores de Jacobi.

Tipo Ib. (V,(, ), A) es Osserman con un autovalor complejo para los operadores de Jacobi
si y solo si existe una base ortonormal {ej, eq,e3,e4} para V tal que las componentes no
nulas de A vienen dadas por ([3], [12])

Ar912 = —A1313 = —Aa24 = Aza34 = 7,
(4.6) A213 = A1224 = Ai334 = Aguza = =B # 0,
Angzg = —A1zoa = — %57, Arqia = Agzaz = —, Aiazz = 2(a§7)~

Usando estas componentes, podemos ver que A(w), para cualquier plano orientado no
degenerado mixto m = ({e1, A\1e2 + Aaes + Azeq}), verificando que —A\2 + A3 + )\g =1,
cuando lo expresamos con respecto a la base ortonormal que acabamos de fijar, tiene la
siguiente forma

0 YA — BA2 —BA1 — A2 —a3
—A1 + BAg 0 oy BN+ 20N,
RE) VI ) PR G D 0 QAN + B

—ads =AM A SN~ — B 0

Ahora, usando que Aj = 1+ A2 — A3 obtenemos que 9y,y, (Tr(A(7)?)) = —58(a—47) v
por tanto, a = 4+, puesto que 3 # 0. Finalmente, y bajo esta ultima condicién tenemos
que Oy, 0z, (Tr(A(m)?)) = 8(8% + 99?) # 0, lo que implica directamente que A no puede
ser 1P.

Tipo II. (V,(, ), A) es Osserman con una raiz doble del polinomio minimo de los opera-
dores de Jacobi si y sélo si existe una base ortonormal {eq,es,e3,e4} para V donde las
componentes no nulas de A vienen dadas por ([3], [12])

Aio1g = Asuza = B+ 5, A1213 = Ar224 = Arzza = Aoyza = —3,
(4.7) Aroga = =232 + 1, Ais13 = Asgou = -8+ 1,
A1zoq = % + 3, Ajaia = Aogos = —a, Aoz = 2(a3_ﬁ)-

Si usamos (4.7) para la familia de planos orientados mixtos no degenerados m = ({e1, Ajea+
Aoes + Azeq}), con —A? + A3 + A3 = 1, calculamos A(r), obteniendo que con respecto a la



38 4 Variedades Osserman e IP

base ortonormal fijada puede escribirse como sigue:

0 (4200 120

D) I —Oé)xg
—(1428)A1+A 2(a— —3M1+(34+2a—28)A
(+,82)1+2 0 (agﬂ)/\3 1+(J%a B) X2
—A+(1-28)A 2(a—p) (—34+2a—28)A1+3\
1 5 2 3 )\3 0 5 1 2
—a)s —3/\1+(3-22a—2ﬁ))\2 (3—204-}-25))\1—3)\2 0

Ahora, usando que A3 = 1+ A? — A} obtenemos que 0,0y, (Tr(A(7)?)) = —3(a — 45)
y por tanto a = 4. Si tenemos en cuenta esta tltima condicion podemos ver que
O, 0z, (Tr(A(m)?)) = 72(%, concluyendo que A necesariamente ha de ser Osserman con
operador de Jacobi nilpotente, i.e., « = 8 = 0. Finalmente, en el caso de que el operador
de Jacobi sea nilpotente, y dado un plano orientado no degenerado 7, si {u, v} es una base
de 7, con u =), uje; y v =), vje;, entonces tenemos que

1
¢(m) -1 0

4.8 A(r) =
) ) | (, ) (v, 0) — (u,0)2| Y2 | —1 0

donde ¢(m) = 1 ((u1 + ug)(v2 — v3) — (u2 — uz)(v1 + v4)). Como consecuencia se prueba
inmediatamente que A(m) también es nilpotente, i.e., todos sus autovalores son nulos.

Tipo III. (V,(,),A) es Osserman y tiene una raiz triple del polinomio minimo de los
operadores de Jacobi si y sélo si existe una base ortonormal {eq, e, e3,e4} para V tal que
las componentes no nulas de A vienen dadas por ([3], [12])

Atr212 = —A1313 = —A1a14 = —Aazez = —Aguos = Azuzs = «,
1
(4.9) Ar214 = A1zo3 = Araza = Azoa = 75,

1
Ai293 = Ai1314 = Aa24 = Aozzq = 7

Para estas componentes, y considerando planos orientados mixtos no degenerados m =
({e1,e3}) y m2 = ({e1,e4}), obtenemos que

—1 1 -1
" —106 V2 01 Va2 _Té
0 0 - 0 - 0 0 =
Am)=| _ o | A= G 4|
. V2 V2 I V2

de donde se obtiene que det A(m;) = %, mientras que det A(ms) = 0. Por tanto, A no es
IP. 0
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Observacién 4.4. Cabe destacar que para un tensor de curvatura algebraico con operador
de Jacobi nilpotente en dos pasos la condicién de ser Jordan-IP espacial, temporal o mixta
viene determinada por (4.8). Analizaremos cuando se anula ((7) en (4.8). Para hacer esto,
consideramos un plano orientado no degenerado m = ({u,v}), donde {u,v} es una base
para m con u = y_ . ue; y v = y_. v;e;. Claramente ((m) es cero si y s6lo si una de las
siguientes condiciones se da:

B Yy =V3y V]l = —U4.
" U =3, V1 # —U4 Y Uz = U3.

—ug(v2—v3)+(u2—u3)(v1+v.
" Uy F U3y U = 4(v2 3)1}2(_12}3 3)(vates)

Un célculo sencillo nos muestra que en todos los casos se tiene que (u, u)(v, v) — (u, v)? < 0,
lo que implica que {(7) nunca se anula para planos orientados no degenerados espaciales
o temporales. En el caso en que consideremos planos orientados no degenerados mix-
tos la situacién es distinta. Si tomamos m = ({e1,e3}) y m2 = ({e2,e3}) tenemos que
C(m) = —% # 0, mientras que ((m2) = 0. Por lo tanto el rango del operador de curvatura
antisimétrico asociado a planos orientados no degenerados mixtos varia de 0 a 2. Como
consecuencia, podemos concluir que un tensor de curvatura algebraico con operador de
Jacobi nilpotente en dos pasos es Jordan Osserman y Jordan IP espacial y temporal pero
nunca Jordan IP mixto (ver también [16]).

4.2. Clasificacion a nivel diferenciable

Una vez visto lo que pasa a nivel algebraico, estudiaremos como se traduce esto a nivel
diferenciable, tanto puntualmente como globalmente, el siguiente resultado nos lo resume:

Teorema 4.5. Una variedad semi-Riemanniana de dimension cuatro (M,g) y signatura
(— —++) es puntualmente Osserman-IP si y sélo si es un espacio de curvatura seccional
constante o, en cada punto p € M los operadores de Jacobi se anulan o son nilpotentes
en dos pasos. Ademas, (M,g) es Jordan Osserman-IP si y sélo si se da el primero de los
€asos.

Demostracion. Primero hay que observar que por el Teorema 4.3 los tensores de curvatura
algebraicos correspondientes a los tipos Ib y III no son IP. Ademas el tensor de curvatu-
ra algebraico correspondiente al tipo II es IP si y sélo si los operadores de Jacobi son
nilpotentes en dos pasos. Por otro lado, se tiene que las métricas que son Osserman con
operadores de Jacobi diagonalizables se corresponden con los casos (i)-(iii) en el Teorema
4.1.

Los casos (ii)-(iii) donde el tensor de curvatura satisface la condicién R = k(R F 3 RY)
para alguna funcion real x no se pueden dar sin mas que tener en cuenta el resultado visto
en [26]. Un argumento usando la segunda identidad de Bianchi nos sirve para probar que



40 4 Variedades Osserman e IP

K es necesariamente constante, y por tanto (M, g) es globalmente Osserman, y esto es una
contradiccién con el hecho de que una métrica globalmente Osserman con operadores de
Jacobi diagonalizables son o bien espacios de curvatura seccional constante, o bien espacios
complejos o paracomplejos. D



Capitulo 5

Geometria Afin

En el capitulo anterior dimos una clasificacién de las métricas cuatro dimensionales
Osserman-IP de signatura neutra tanto a nivel algebraico como a nivel diferenciable. En
este capitulo daremos nuevos ejemplos de variedades IP usando extensiones de Riemann de
conexiones afines sin torsion al fibrado cotangente de una variedad afin (M, D). En el caso
particular de las extensiones de Riemann de superficies afines veremos que la condicién
de ser IP y la de ser Osserman son condiciones totalmente opuestas. Como ya se dijo la
métrica inducida en el fibrado cotangente se corresponde a una métrica de Walker, y por
lo tanto es de signatura neutra, con lo cual estamos en el mismo contexto del capitulo
anterior.

5.1. Extensiones de Riemann y métricas de Osserman

Las extensiones de Riemann no sélo son importantes por relacionar la Geometria
Afin con la Geometria semi-Riemanniana, sino que ademés permiten traducir ciertas
propiedades de la Geometria Afin al contexto de la Geometria semi-Riemanniana. En
esta seccidén usaremos las extensiones de Riemann como una herramienta para el estudio
de ciertas propiedades de las métricas autoduales, con especial atencién a las que ademas
son Osserman o IP.

Es necesario recordar que si tenemos una superficie M con una conexién afin D libre
de torsién en M y ¢ un tensor de tipo (0,2) simétrico en M se define su extension de
Riemann deformada como (T*M, gp + 7*¢) donde

)
&7 0

en coordenadas (x1,x2,x1/, o) y donde I‘fj son los simbolos de Christoffel de la conexién
D (véase §1.3).

A lo largo del presente capitulo usaremos la notacién anterior para las extensiones de
Riemann, a fin de mantener la notacién clésica [30].

41
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5.1.1. Meétricas de Walker autoduales

Comenzaremos viendo la propiedad de autodualidad en las extensiones de Riemann.
Recordemos que una métrica es autodual si y sélo si W_ = 0. En [9] se caracterizan las
métricas de Walker autoduales.

Teorema 5.1. [9] Una métrica de Walker en dimension cuatro es autodual si y sélo si
las funciones a(x1,xo, x1/,xor), b(x1, T2, 21/, T2r) Y (1,22, T1/, T2 ) estdn dadas por

a(zy, T2, 17, Ty) = x:{’,A—i—x%,B—km%/xg/C+x1/x2/D+x1/P+x2/Q+§,
b(xy,x9, 21/, T9) = a:%,C + a;%,é’ + :L’y:l)%/.A 4+ xyzoF + xS+ x0T + 1,
C(Q?l, 9, X1/, 332/) = %.’L‘%/f + %%%/D + .’L'%/-%'Q’A + 331/(13316 + %1’1/1‘2/(8 + 5)+

+$1/U + I'Q/V +,

donde todas las letras mayisculas, caligrdficas y griegas son funciones diferenciables de-
pendiendo sdlo de las coordenadas (x1,z2).

Si tenemos en cuenta este teorema la prueba del siguiente resultado es inmediata.

Teorema 5.2. La extension de Riemann deformada de una superficie afin con conexion
sitmétrica es autodual, es decir, W_ = 0.

Demostracion. Sabemos que la extensiéon de Riemann deformada (gp + 7*¢) de una su-
perficie afin tiene una métrica inducida de Walker con matriz asociada

—2m1,r%1 — 2x2/F§1 + ¢11 —2m1/F%2 — 2m2/F§2 +¢12 1 0
—2z1 T}y — 220 T —2z1 Ty, — 220 T 1
gp + 76 = Tyl 9 1332 1o + @12 Tyl 59 0372 59 + ¢22 8 .

0 1 0 0

por lo que se tiene que las funciones a,b y c tienen la forma de las del Teorema 5.1 sin
més que tomar las funciones A, B, C, D, £ y F nulas, obteniéndose asi el resultado. [

Este teorema tiene un reciproco parcial que es el siguiente:

Teorema 5.3. Si una variedad de Walker de dimension cuatro autodual es Ricci llana
entonces necesariamente es una extension de Riemann.

Demostracion. Toda métrica de Walker autodual tiene la forma dada en el Teorema 5.1.
Si suponemos que es Ricci llana entonces con un célculo directo obtenemos:

p21 =20 A+ F,
p12 = 221.C + D,
p11 = (1621, A + 829 C + 5B+ &),
p22 = (821 A+ 1629C + B + 5¢)
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y por tanto todas las letras caligraficas en el Teorema 5.1 se anulan, obteniendo asi el
resultado. 0

Este resultado sélo es cierto bajo la hipdtesis de que la variedad es Ricci llana. Si por
el contrario el operador de Ricci es nilpotente en dos pasos el resultado no es cierto. No
tenemos mds que coger una métrica de Walker donde las funciones a, b y ¢ vengan dadas
por

a(zri,z2,x1,290) = 0,
(5.1) b(zy,z2, 217, 00) = xpxyA(w,n2),
c(x1, e, 217, T97) = %x%,A(xl,xg).

5.1.2. Meétricas de Walker-Osserman en dimension 4

En el resto de esta seccién revisaremos la clasificacion de las variedades Walker auto-
duales de Osserman vista en [9]. La teoria de las extensiones de Riemann permitird obtener
una descripciéon completa de las métricas de Walker autoduales con operador de Ricci
nilpotente.

Teorema 5.4. [9] Una métrica de Walker 4-dimensional es puntualmente Osserman au-
todual si y sélo si se da una de las siguientes condiciones:

i) La curvatura escalar T es no nula y el tensor métrico queda completamente determi-
nado por las funciones a(x1,xe, 1, o), b(x1, T2, X1/, o) Yy c(x1, T2, X1/, Tor) donde

a = 23T +arP+a2Q+ QT -U)+V(P-V)-2(Q:— W)},
b = a3Z+apS+ayT+E{S(P-V)+U(T —U)—2(S —Us)},
c = xyxyg+rrU+ a2V + g{—QS +UV 4+ Ty — Uy + Py, — Va},

y donde las letras mayisculas son funciones dependiendo sdlo de (x1,x2).

ii) La curvatura escalar es nula y el tensor métrico estd dado por
a($17$271‘1/7$2/) = $IIP+$2’Q+§7
b(z1, 22,21, 22) = xS +axT +n,

c(r1,ze, w1, 0) = wpU+a0V +7,
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donde P, Q, S, T, U,V son funciones diferenciables que sélo dependen de (z1,x2)
verificando el siguiente sistema

2Q2—V1) = QT -U)+V(P-V),
(5.2) 251 -Us) = S(P-V)+U((T-1),

T —-Ui+P—Vy = QS—UV.

y &, n, v son funciones diferenciables cualesquiera que solo dependen de (x1,x2). En
este caso, el operador de Jacobi tiene todos sus autovalores cero.

Observacién 5.5. Si nos fijamos el caso ii) del Teorema 5.4 nos dice que una variedad
de Walker autodual de curvatura escalar nula es de Osserman si y s6lo si es una extension
de Riemann deformada de una superficie afin, donde los simbolos de Christoffel de la
conexion en la superficie afin verifican las condiciones senialadas en el teorema. Por otro
lado si nos centramos en el caso i) del teorema anterior tenemos una métrica de Walker
con curvatura escalar no nula 7 y tensor de Ricci paralelo; en este caso se tiene que los
autovalores asociados al operador de Jacobi son de la forma {7/6,7/24,7/24}. Por lo tanto,
por el Teorema 4.5 podemos ver que esta métrica nunca es IP. A lo largo de este capitulo
veremos que las extensiones de Riemann de superficies afines son Osserman-IP siy sélo si la
superficie es llana. Asi las tinicas métricas de Walker autoduales que son Osserman-IP son
extensiones de Riemann deformadas de superficies afines M con conexiones afines D llanas.
Esto no implica que (T*M, gp + 7*¢) sea una variedad llana, debido a la contribucién del
tensor ¢ de tipo (0,2).

5.2. Estructuras afin-Osserman

En esta seccién veremos cémo se traduce la condicién de ser Osserman al caso de
Geometria Afin, mostrando que esta propiedad se conserva por extensiones de Riemann.
Los principales resultados de esta seccién fueron probados en [11]. Comenzaremos viendo
la definicién de variedad afin-Osserman, lo que nos llevard a definir después el concepto
de variedad afin-IP de un modo andlogo.

Definiciéon 5.6. Sea M una variedad diferenciable de dimension n con una conexién D.
Entonces (M, D) es afin-Osserman en un punto p € M si el operador de Jacobi Jr(2)
tiene el mismo polinomio caracteristico para todo z € T,M. Andlogamente se dice que
(M, D) es afin-Osserman si es afin-Osserman en cada punto.

Se puede probar que si una variedad es afin-Osserman los autovalores del operador de
Jacobi son todos cero. Es decir el operador de Jacobi es nilpotente. Esto viene recogido
en el siguiente resultado.



5.2  Estructuras afin-Osserman 45

Proposicién 5.7. [11] Sea M una variedad diferenciable de dimensiénn con una conexion
afin D. Entonces (M, D) es afin-Osserman en un punto p € M si y sdlo si el polinomio
caracteristico de Jr(z) es px(Jr(z)) = A" para todo z € T, M.

Es importante que la propiedad de ser afin-Osserman se vea reflejada en su extension
de Riemann y esto es lo que se muestra en el siguiente resultado.

Teorema 5.8. [11] Sea (T*M,gp) el fibrado cotangente de una variedad afin (M, D)
equipado con la extension de Riemann de la conexién D. Entonces se tiene que (T*M, gp)
es una variedad semi-Riemanniana de Osserman si y solo si (M, D) es una variedad afin-
Osserman.

Observacién 5.9. De un modo analogo a como se procede en el Teorema 5.16 se puede
extender este resultado para el caso de extensiones de Riemann deformadas.

En el caso particular de una superficie afin se puede probar el siguiente resultado que
caracteriza a las superficies afin-Osserman en funciéon de su tensor de Ricci.

Teorema 5.10. [11] Sea M wuna superficie con una conezxion afin D. Entonces (M, D) es
afin-Osserman en p € M si y sélo si el tensor de Ricci de D es antisimétrico en p € M.

La condicién sobre una superficie de ser afin-Osserman es por tanto muy restrictiva.
Esto tiene diversas consecuencias. Una de ellas, quizds muy representativa de lo restrictiva
que es esta propiedad, es el hecho de que si una superficie es afin-Osserman con una
conexién simétrica entonces es equivalente el hecho de ser localmente simétrica a ser llana.
Otra fue probada por Wong en [28] y muestra que toda superficie que tenga tensor de
Ricci antisimétrico en todo punto o es llana o es recurrente, es decir, existe una 1-forma
o de modo que DR = 0 ® R. Wong probd el siguiente resultado donde nos da la conexién
de este tipo de superficies.

Teorema 5.11. [28] Sea D una conexion afin-Osserman sobre una superficie. Entonces
es llana o existe un sistema de coordenadas (x1,x2) en el que los simbolos de Christoffel
no nulos estan dados por uno de los casos siguientes:

i) T, = —010, T, = 090,
donde 6 es una funcion diferenciable verificando que 020160 # 0; o

it) F52 =¥, F%l = —01logy, F%2 = d2logp,
donde ¢ es una funcion diferenciable tal que 0201 logw # 0; o

iii) Ty = —p/(1 + a122), T = 1/{p(1 +z122)},
'l = —01logt + 22/ (1 + x129), T3y = —Oalogtp + x1/(1 + z172),
donde 1 es una funcion diferenciable tal que 0201 log 1) # 0.

Apoyandose en este tltimo resultado Kowalski, Opozda y V1isek clasificaron las su-
perficies afin-Osserman que son homogéneas y lo resumieron en el siguiente resultado.
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Teorema 5.12. [20] Sea D una conexion simétrica con tensor de Ricci antisimétrico en
una superficie M. Si D es localmente homogénea entonces, en un entorno de un punto p
de un abierto denso de M existe un sistema de coordenadas (u,v) en el que la conexion
D tiene como simbolos de Christoffel no nulos:

Al) F%Q = _%UZ’ F%2 = _l> F%2 = _3716,“57 F%Q = _%u27
0

A2) Ty =u, T3, = u,
o

B) F%l = _%’ F%l = _%’ F%Q = %7 F%2 = %’

donde A\ es un pardmetro real arbitrario.

Observacién 5.13. (T*M, gp) no es necesariamente homogénea aunque lo sea (M, D).
De hecho no es necesariamente curvatura homogénea.

En la siguiente seccion veremos como son las variedades afin-IP prestando especial
atencion al caso de las superficies comparando con lo que hemos visto para el caso de las
superficies afin-Osserman.

5.3. Estructuras afin-1P

El objetivo principal de esta seccién es definir el concepto de estructura afin-IP de un
modo similar al de estructura afin-Osserman. Adema&s analizaremos si la condicion afin-
IP sobre variedades afines puede ser trasladada a su fibrado cotangente dotandolo con la
métrica inducida por la extensién de Riemann deformada. Esto nos llevard a probar el
resultado méas importante de esta seccion.

Definicion 5.14. Sea M una variedad n-dimensional con una conexién afin D. Entonces,
(M, D) es afin-IP en p € M si R(m) tiene el mismo polinomio caracteristico para todo
m e Gra(TyM).

Para una variedad afin-IP necesariamente los autovalores del operador de curvatura
antisimétrico tienen que ser cero. Esto se prueba en la siguiente proposicion.

Proposicién 5.15. Sea M una variedad n-dimensional con una conexion afin D. En-
tonces (M, D) es afin-IP en p € M si y sdlo si el polinomio caracteristico de R(m) es
pA(R(m)) = A" para todo plano .

Demostracion. Una implicacién es obvia. Para la demostracion de la otra tomemos un
plano m = ({z,y}) y sea px(R(7)) = A" +a,—1 A" "1+ - - +ag el polinomio caracteristico de
R(m). Consideremos entonces ¢ € R—{0} una constante y tomemos el plano 7 = ({cz, cy}).
El polinomio caracteristico de R(7) es

pA(R(T)) = det(Ad— R(%)) = det(\d — *R(n)) = c*"det (C%Id — R(m))
= AN+ ap A\ 4+ 4 Pay.
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Puesto que la variedad es afin-IP se tiene que px(R(7)) = pA(R(7T)), con lo cual se sigue
que ap_1=---=ag = 0. O

A continuacién veremos un resultado andlogo al Teorema 5.8 para el caso de una
variedad afin-IP.

Teorema 5.16. Sea (T*M, gp + 7*¢) el fibrado cotangente de una variedad afin (M, D)
equipado con la extension de Riemann deformada. Entonces se tiene que (T*M, gp + 7*¢)
es una variedad semi-Riemanniana IP si y sélo si (M, D) es una variedad afin-1P.

Demostracion. La métrica inducida en el fibrado cotangente tiene asociada la siguiente

matriz ‘
G = —2xMF%-F¢U 5!

] — .
5 0

Por otro lado su inversa tiene la siguiente forma

gij — 0' 55 .
55 2xk/I‘f] - ¢ij

Teniendo esto en cuenta, determinamos los simbolos de Christoffel correspondientes a la
extension de Riemann deformada. Para nuestro propoésito es suficiente el conocimiento de
los siguientes
rk _ 1k rk i rk _ J
Iy =T, 15 =", T5=-T%,
't =0, T =0, Th=0, Tk =0
ij ij ij ij

Una vez obtenidos los simbolos de Christoffel de la métrica inducida en el cotangente un

calculo directo permite obtener las siguientes componentes R‘Sa By del tensor de curvatura
de (T*M, gp + 7*¢), relacionadas con las de (M, D) por

ph h ph' i ph’' j ph’ k

(5.3) Ry = Ryjis Ry = —Rijn,  Riju=—Rp,  Rpji = Ry

Consideremos ahora un plano orientado no degenerado @ = ({Z,y}) en T*M, con

T = a;0; +ay0y e § = (3;0; + B0y . Entonces se sigue directamente de (5.3) que la matriz

del operador de curvatura antisimétrico R(7) con respecto a la base {9;, 0y } es de la forma

(5.4 ro = (0 o )

donde R(7) es la matriz del operador de curvatura antisimétrico correspondiente al plano
m = ({z,y}), con z = 0;0; e y = 3;0; en M, con respecto a la base {0;}.

Supongamos que (T*M, gp +7*¢) es una variedad IP. Si 7 es un plano en M, entonces
se puede considerar como un plano en T*M y (5.4) implica que el polinomio caracteristico
pa(R(7)) de R(m) es menos el cuadrado del polinomio caracteristico py(R(r)) de R(w).



48 5 Geometria Afin

Puesto que py(R(7)) debe ser constante para todo 7, se sigue que py(R(7)) es independi-
ente del plano elegido. Entonces, si m = ({X,Y}) y pa(R(7)) = \* + ap_1 A" "1+ -+ + ay,
para o, = ({aX,aY}), a # 0, se tiene que

PA(R(Ta)) = A\ + a?ap A" L+ -+ a®ay.

Por tanto, puesto que py(R(m,)) = pa(R(7)), se sigue que ap,—1 = -+ = a9 = 0 y asi el
operador de curvatura antisimétrico en M es necesariamente nilpotente y por lo tanto M
es afin-1P.

Reciprocamente, si la variedad afin (M, D) se supone afin-IP, entonces R(w) tiene
autovalores cero para cada 7 en M. Por tanto se sigue de (5.4) que los autovalores de R(7)
se anulan para cada plano orientado no degenerado 7 en T* M. Entonces, (T*M, gp +7*¢)
es IP. ]

5.3.1. Extensiones de Riemann de dimensién cuatro

Es importante destacar que las extensiones de Riemann aparecen de modo natural
cuando trabajamos con métricas de Walker. Por ejemplo, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 5.17. Toda métrica de Walker de dimension cuatro autodual IP (M, g) es nece-
sariamente una extension de Riemann deformada.

Demostracion. Antes de empezar con la demostracion, recordamos el resultado visto en
el Lema 3.1 que nos decia que para una variedad semi-Riemanniana de dimensién cuatro
de signatura neutra el polinomio caracteristico p)(R(w)) de R(w) viene dado por

(5.5) pa(R(T)) = N — %Tr(R(w)z) 22 + det(R(7)),

y por lo tanto la variedad es IP si y sélo si det(R(n)) y Tr(R(7)?) no dependen del plano
orientado no degenerado espacial elegido (respectivamente, mixto o temporal). En el caso
particular de una métrica de Walker un cédlculo directo nos muestra que el operador de
curvatura antisimétrico R(7) asociado con un plano no degenerado 7, cuando se expresa
con respecto a los campos de vectores coordenados {9;,0;}, i = 1,2, tiene la siguiente
matriz asociada

F(m) G(m)
59 R<w>=< 0 —tFm)’

para ciertas (2 x 2)-matrices F'(m) y G(m). Por lo tanto el determinante de R(w) y la traza
de R(m)? vienen determinadas por las matrices F'(r) y F(m)?, respectivamente. Ademés,
det(R(r)) = det(F(m))?, mientras que Tr(R(m)?) = 2Tr(F()?). Por lo tanto, una métrica
de Walker es IP si y sélo si det(F(m)) y Tr(F(7)?) no dependen del plano no degenerado
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orientado espacial (respectivamente, mixto o temporal) 7. Esta caracterizacién la usaremos
repetidas veces a lo largo de la demostracion con la siguiente notacién,

_( fu(m) fiz(w)
F(m) = ( for(m) an(m) ) '

Supongamos que la métrica de Walker es autodual, con lo cual viene dada como se
muestra en el Lema 5.1 y ademas que es IP. Comenzaremos nuestro andlisis tomando el
plano no degenerado m; = ({01, 01 + A0 }). Obtenemos que:

fu(m) = 20 (AC + A) 4+ 22C + (AD + 2B), fi2(m1) = 21/C + 3D,
f21(7T1) =z A+ 562/()\0 + .A) + %()\(B + 5) + 2?), f22(7‘(’1) =x1C+ %'D

Como consecuencia se sigue que 019y (det(F (7)) = 2A2C? + 6AAC + 6.A2, y por lo tanto
A =C =0, obteniéndose que det(F(r)) = 1A\*D? + IABD + 1(B* + BE — DF), de donde
se sigue que D = 0. Por lo tanto las funciones a, b y ¢ se reducen a

a=ayB+zP+x2Q+¢,
(5.7) b= xg,é' + oy F + xS + x0T + 1,
c= %l’%,f + %wllmy(lg + &)+ apU+ zo9V + 7.
Consideremos ahora el plano orientado no degenerado mo = ({01 + A2, 01/ }). En este caso,
fir(ma) = 5(AF +2B), fia(m2) = faa(ma) = JAB+E), far(ma) = 3F,

de donde det(F(ms)) = 2A2F2 4+ IABF + LB(B+E). Por lo tanto F = 0y (5.7) se reduce
a

a= a:%,[)’ 4+ 2P+ 290Q + &,
(58) b= J;%,E—i—:z:l/S—i—xyT—i—n,
c= %1‘1/172/(8 +&)+apU+ 20V 4+~
con
(5.9) det(F(my)) = %B(B +&), Tr(F(m)?) = B? + 1—16(8 +&)%

Consideraremos ahora el plano orientado no degenerado 73 = ({917 — Oy, 0oy — 01 + Da}),
para el cual

fu(ms) = §(5B+E), fia(ms) = far(ms) = —§(B+E), faz(ms) = §(B+5E)

y por lo tanto

(5.10) det(F(m3)) = & (B> + E2+ 6BE), Tr(F(n)?) = (7B + 762 + 6BE).
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Comparando (5.9) y (5.10), se concluye que & = B. Entonces, det(F(r3)) = 3582, lo cual
implica que B = k y (5.8) se puede escribir como

a= a:%,/i + 21 P+ 290Q + &,
(5.11) b=k + xS + 20T + 1,
c=zyxuk+axpU 4+ a9V + -

Para terminar con la demostracién mostraremos que x = 0. Para ello tomaremos el plano
74 = ({02 — cOp — ITH’OQI, &1 + 15201/}). Un céleulo largo pero directo nos muestra que

f11(7T4) = $1/I2/I€2 — xllg(xg/lﬁi - 3U) + :L‘Ql%iv

+1(QS — UV +4ky + 2P, — 2U),
fro(ma) = L (k= K€+ Q(T — U) + PV — V% - 2Qs +2V3) ,
for(ma) = 3 (k+kn+ S(V —P)—TU — U? + 28 —2Us),
foa(my) = %1:11562/:%2 +xy(zek +3U) + ng%V

— 2(QS — UV —2ky +2T1 — 2V3),

de donde se obtiene que 01910y do (det(F(my))) = %, lo que nos muestra que £ = 0.
Esto nos lleva a que (5.11) se reduce a

(5.12) a=x1P4+29Q+¢ b=xyS+zaT+n, c=x1U+x0V 47,

y por lo tanto la métrica se corresponde con una extension de Riemann deformada. O

5.4. Superficies afines IP

A lo largo de esta seccién estudiaremos la condicion de ser afin-IP en el contexto de las
superficies afines tratando de caracterizar esta propiedad en términos del tensor de Ricci,
acabando la seccion analizando esta propiedad en ciertas superficies especiales. Para ello
antes daremos algunos conceptos previos que nos seran de utilidad a lo largo de esta
seccion.

Diremos que una conexién afin D es localmente equiafin si en un entorno de cada
punto p € M hay un elemento de volumen paralelo, i.e., una n-forma w tal que Dw = 0,
n =dimM.

Proposicién 5.18. [21] Una conezion afin D simétrica tiene tensor de Ricci simétrico si
y solo si es localmente equiafin.
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Llamaremos conexion equiafin D en M a una conexion simétrica que admita un ele-
mento de volumen w paralelo en M. Es decir, si w es un elemento de volumen en M tal
que Dw = 0, en tal caso diremos que (D,w) es una estructura equiafin en M.

Caracterizamos una superficie afin-IP de un modo anélogo al Teorema 5.10 (cuya prue-
ba como ya se dijo se puede ver en [11]) para las superficies afin-Osserman.

Teorema 5.19. Sea M wuna superficie con una conexion D. Entonces (M,D) es una
superficie afin-IP si y solo es una superficie equiafin con tensor de Ricci degenerado.

Demostracion. Supongamos que la superficie es afin-IP y tomemos el plano 7 = ({z,y})
donde x = 2?21 a;0; e y = Z?:l b;0;. Entonces la matriz del operador de curvatura
antisimétrico es

R(?T) _ ((a1b2 — blag)Rbl (a1b2 — blag)R%ZQ)
(a1by — bras)Riy;  (a1ba —biaz)Rip )

O lo que es lo mismo

R(7m) = <_(a1b2 —biaz)pn —(arbz — b1a2)ﬂ22>
(alb? - b1a2)p11 (ale — blag)plz )

Asi el polinomio caracteristico viene dado por
p,\(R(ﬂ')) = )\2 + (a1b2 — blag) (plg — p21) A+ (a1b2 — agbl)Qdetp.
Como el polinomio ha de ser de la forma py(R(7)) = A? necesariamente pja — p2; = 0 por
lo que el tensor de Ricci es simétrico, y por lo tanto es una superficie equiafin.
Entonces la matriz del operador de curvatura antisimétrico queda del siguiente modo

R(m) = ( (a1by —birag)prz  (a1bz — braz)paz >
—(a1bg — braz)pi1  —(a1ba — braz)pi2

y su polinomio caracteristico
Pa(R(m)) = A% — (a1by — brag)* detp

donde necesariamente detp debe ser nulo, que es la condicién de que el tensor de Ricci sea
degenerado. O

Observaciéon 5.20. Se tiene como una consecuencia inmediata que una superficie afin
es Osserman-IP si y sélo si es una superficie con conexién D llana. Por lo tanto, una
métrica de Walker autodual es Osserman-IP si y sélo si es la extension de Riemann de
una superficie con conexién D llana.
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5.4.1. Superficies afines IP con curvatura recurrente

Recordamos que una variedad afin (M, D) tiene curvatura recurrente si existe una
1-forma o tal que DR = 0 ® R. Este concepto para el caso particular de superficies es
equivalente al de ser Ricci recurrentes, es decir, Dp = w® p donde w es una 1-forma. Wong
[28] ha obtenido una descripcién completa de las superficies afines recurrentes

Teorema 5.21. [28] Una conezion afin 2-dimensional para la que la parte simétrica A y la
parte antisimétrica B del tensor de Ricci tienen las siguientes propiedades tiene curvatura
recurrente si en un entorno de cada punto eziste un sistema de coordenadas (x1,z2) en el
que las componentes no nulas de la conexion estdn determinadas de la forma siguiente:

1) rangoA =1, B#0.
F%l - F%l = 8297 F%1 = 819 — 8297

donde 0 es una funcion escalar tal que 92020 # 0.

2) rangoA=1, B=0.
'3, con .13, # 0.
En este caso el tensor de Ricci es de rango 1 y alrededor de cada punto existen un
vector paralelo y un covector paralelo.

3) det A< 0, B#0.

(i) T3, con T3, #0, ¢
(ii) T}y = d19/(1 = ¢), T3, = Dag/(1 + ),

donde ¢ es una funcion escalar tal que 2010 # 0 y ¢ es una constante distinta de
0 y £1. En el caso (i) el tensor de Ricci es de rango 1 y alrededor de cada punto
existen un vector paralelo y un covector paralelo.

/) det A <0, B=0.
I, =01, I3, = Do,

donde p es una funcion escalar tal que 0201 # 0.

5) det A >0, B#0.

1 _ 12 1 _ O19+coayp
Iy =15 =-T% T1re2

2 _pl _ 2 _ —cO1Yp+02t
I3y =Ty =17 = 14c2

donde 1 es una funcion escalar tal que 01011 + 02021 # 0 y ¢ es una constante no
nula.
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6) det A >0, B=0.

Fh = F%l = _Féz = 0y,

I3, =Ti, = -I%, = &9,

donde ¥ es una funcion escalar tal que 01019 + 0021 # 0.
Como consecuencia se tiene el siguiente resultado:

Teorema 5.22. Sea (M, D) una superficie afin con curvatura recurrente. Entonces (M, D)
es afin-IP si y solo si en un entorno de cada punto existe un sistema de coordenadas
(z1,22) en el que las componentes no nulas de D vienen dadas por

Dp, 01 = a(x1,22)0,

con Oqa(xi,x2) # 0. Ademds, (M, D) es localmente simétrica si y solo si a(xi,z2) =
azy+&(x1), con a € R y & una funcion diferenciable que depende sdlo de x.

Demostracion. Descompongamos el tensor de Ricci como suma de su parte simétrica y su
parte antisimétrica, p = ps + p,. Por el Teorema 5.19 tenemos que (M, D) es afin-IP si y
sélo si p, = 0y det ps = 0. Por lo tanto se sigue ([28]) que la tnica posibilidad para tal
superficie recurrente es que en un entorno de cada punto exista un sistema de coordenadas
(z1,x2) en el que las inicas componentes no nulas de D estén dadas por

Dp, 01 = a(x1,22)0,

con 0za(x1,x2) # 0. Ahora bien, se puede comprobar que la inica componente no nula del
tensor de Ricci es p11 = 02a(x1,x2) y por lo tanto se sigue que M es localmente simétrica
si y sélo si a(z1,x2) = axe + &(x1). O

Observacién 5.23. A diferencia de las superficies afin-Osserman, las superficies afin-IP
no son necesariamente de curvatura recurrente. (Véase por ejemplo el Teorema 5.27).

5.4.2. Superficies afines IP localmente homogéneas

En este apartado veremos en que caso una superficie localmente homogénea es afin-1P.
Para ello usaremos el siguiente teorema que caracteriza las conexiones de las superficies
localmente homogéneas con conexién afin simétrica.

Teorema 5.24. [19] Sea D una conexion afin localmente homogénea en una superficie M.
Entonces, o D es una conexion de Levi-Civita de curvatura constante o, en un entorno
U de cada punto p € M, existe un sistema (x1,x2) de coordenadas locales y constantes
a,b,c,d,e, f tal que D se expresa en U de una de las siguientes maneras:

(5.13) Dy, 01 = a0y + b0, Dpy,02 = cO1 + dda, Dpy,02 = €01 + fOo,
0]

(5.14) Dalal = %(aal + b62), Dalag = i(c@l + dag), D3282 = ?11(681 + fag)
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A continuacién estudiaremos las restricciones que le tenemos que pedir a la conexién
para que sea una superficie afin-IP. Siguiendo la terminologia de [19], de ahora en ade-
lante nos referiremos a los dos casos anteriores (5.13) y (5.14) como Tipo A y Tipo B,
respectivamente.

Teorema 5.25. Sea (M, D) una superficie afin-IP. Si (M, D) es localmente homogénea
de Tipo A entonces es recurrente.

Demostracion. Supongamos que (M, D) es una superficie afin-IP localmente homogénea
i.e., su tensor de Ricci es simétrico y degenerado como vimos en el Teorema 5.19. En
nuestro caso el tensor de Ricci tiene por componentes

p11 = —d? +ad+ (f — ¢)b,
(5.15) p12 = p21 = cd — eb,
p2o = —c® + fe+ (a — d)e,
de donde se obtiene que
111 = —da® + (d*> — bf + cb)a + (be — cd)b,
(516) %,011;2 = %pu;l = —acd + (c? — fc+ de)b,
%plg;g = %pgz;l = bce — (ae + cf — de)d,
3p22:2 = fc? — (de + [?)c— (af — be — df )e,

con pij. = (Do, p)(0;,05). En nuestro caso p es siempre simétrico, y es degenerado si y
solo si

b2e? — {d® — 2ad? + (a2 + 3bc — bf)d + (f — c)ab} e

(5.17)
+{fd* +alc— f)d—blc— f)*}c=0.

La ecuacién (5.17) se puede ver como una ecuaciéon de segundo grado en e. Veremos
que todos los casos nos llevan a que la superficie es de curvatura recurrente. Comenzando
con el caso en el que b = 0, la ecuacién se reduce a

(5.18) d- {ac2—(a—d)fc—(a—d)26} =0,
y por lo tanto se tienen las siguientes tres soluciones:

(A.1): d =0y en tal caso, Dp = w ® p, con w = (—2f)dx>.
(A.2): d# 0y a=0. En este caso, e =d tcf y Dp=0.

(A.3): d # 0 # a. Entonces de (5.18) se obtiene que

ac? —(a—d)fc—(a—d)*e=0
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y por tanto ¢ es un niimero real cuando f2+4ae > 0. En particular, ¢ = (2a) "' (a—d)(f +
e(f*+ 4ae)%), donde € € {—1,1}. Ademas, si d = a, se obtiene que Dp = 0 es decir,
(M, D) es localmente simétrica, mientras que si d # a un célculo directo nos muestra que
Dp=w® p, con w=(—2a)dzt — (f +(f*+ 4ae)%)dac2.

Consideremos el caso en el que b # 0; viendo como ya dijimos la ecuacién (5.17) como una
ecuacién de segundo grado en la variable e obtenemos el ultimo caso:

(A.4): La variable e es un niimero real en el caso en el que ¢ = (a — d)? + 4bc > 0. En tal
caso,
1

€7 o2

{d3 — 2ad? + (a® + 3bc — bf)d + (f — c)ab + e(d® — ad + (c — f)b)gé} ,
con € € {—1,1}, y un largo célculo nos lleva a que si ¢ = b~(—d? + ad + bf), entonces
Dp = 0. En caso contrario la superficie también es recurrente, es decir, Dp = w ® p, con

w=(—a—d—eC2)dz' + b~ (—d® + ad — 2bc — ed(? )dz?.

Por lo tanto en este caso toda superficie localmente homogénea afin-IP es de curvatura
recurrente. m

Observacién 5.26. En general se tiene que una superficie homogénea tipo A no tiene
necesariamente que ser de curvatura recurrente. Tomemos por ejemplo una conexién ho-
mogénea tipo A donde b = ¢ = 0. En este caso pi2 = 0 pero pia.2 = 2de(d — a), lo que
muestra que la conexion no es recurrente en general.

En caso de imponer que la conexién sea homogénea tipo A las condiciones de ser afin-1P
y recurrente son equivalentes, puesto que:

detp = —56([)11;1 —wip11)
1
+§(C — f)(p12:1 — wip12

1
+§d(P22;1 — w1p22)
y en caso de que e =d = 0 y ¢ = f entonces la conexién es llana.

En este resultado caracterizamos las superficies afin-IP que son localmente homogéneas.

Teorema 5.27. Sea (M, D) una superficie afin-IP. Entonces (M, D) es localmente ho-
mogénea si y solo si es recurrente o, entorno a cada punto, existe un sistemas de coorde-
nadas (x1,x2) en el que la conexion D se puede expresar como

1 1 1
(5.19) Dy, 01 = ;l(aal + b0s), Dy, 09 = ;1(6(91 + dos), Dy, 09 = ;1(681 + f09),

para coordenadas reales a, b, ¢, d, e, f que satisfacen una de las siguientes condiciones:
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(i) b=0y

(i.1) d#O,ezO,c#O,a:%,o
(i.2) d-e#0,c=0,a=d=£1, o

1
(i.3) d-e#0, c#0, e#—%, a:%, con ¢ = d(c*d + e)(c?® + de) > 0,

0
(i) b#0y
1
_abe 202 (g2 c—1)) 2
(ii.1) d=0,c#0, e= be(b (b2 Hlbe-1) ,cona’?+4bc—1>0, o
(ii.2) d#0, a# +(d—1), c = (a—czlz—l)d, o — (a—d+21b)2(d—1)d’ o

1
(i1.3) d #0, c ¢ {0, 94 (a=dildy o _ (dafidbe_lid=2abed¢? ©y, - — ((d—q+1)d+

2bc)((d — a — 1)d + 2bc)((d — a)? + 4bc — 1) > 0, o
(ii.f) d#0,c=0,a#d—1, e= d372ad2+(a27;2)gli|d||(a7d)271| £0, 0

(ii.5) d#0, c= %{17 atl1—d, e= d3+2ad2—(a2+;2§li‘d‘|(a+d)2—1| ) _%.

Demostracion. Usando los resultados de [19] y el Teorema 5.25, s6lo nos queda por analizar
el caso de la superficies localmente homogéneas Tipo B que sean afin-IP. En este caso el
tensor de Ricci tiene por componentes

pi=z{(a—d+1)d+(f - )b},
p12 = ;%{cd—beJrf}v

p21 = z—%{cd —be — ¢},

pr2 = l(a—d=De+(f - )c}.
Entonces p es simétrico si y sélo si

(5.21) f=—c

con lo cual desde ahora supondremos esta condicién, y de (5.20) se obtiene que

(5.20)

3

Spip = (a+1)(d—a—1)d+ (2a — d + 3)bc + b,
%?Pn;z = 2bc? — adc + bde,

23p12.1 = (a + 4be — 2(a + 1)d + 2)c + (2d + 3)be,
(5.22) \
%plg;g = c2d + bec + (d — a)de,

%?pgz;l =(d+1)(d—a+1)e+ (d+ 3)c? + bee,

3

%pm;g = —2¢3 4 be? + (a — 2d)ce,



5.4.2 Superficies afines IP localmente homogéneas o7

con pij.i = (Do, p)(0;,0;). Ademads, (5.20) implica que el tensor de Ricci p es no degenerado
si y sélo si

b2e? — {d® — 2ad® + (a® + 4bc — 1)d — 2abc} e

(5.23)
—{d* = 2ad 4+ 4bc — 1} * = 0.
Igual que en el Teorema 5.25 analizaremos las soluciones de esta ecuacion. Primero,
supongamos que b = 0, con lo que la ecuacién (5.23) se reduce a

(5.24) dea? — 2d(c® + de)a + (d* — 1)(c? + de) = 0,

obteniendo asi los siguientes casos:

(B.1): d = 0. En este caso, ¢ = 0 y se tiene que la superficie es de curvatura recurrente es
decir, Dp = w ® p, con w = —%da:l.

(B.2):d#0,e=0,c=0. Ahora, Dp = w ® p, con w = —%dml.

(B.3):d # 0, e =0, ¢ # 0. Para este caso se tiene que necesariamente a es de la forma
(2d)71(d% — 1) y se tiene que la conexién afin nunca es de curvatura recurrente (caso
)

i.1)). En efecto, escribiendo Dp = w ® p, con w = widx! + wedr?, se obtiene que

2¢%(z1wa — 2¢)
P22;2 —W2pP22 = ——— 3,
()

. L 2

con lo que wy = g—f y, bajo esta condicién, p12,20 — wap12 = Qz%, que nunca se anula puesto
1

que supusimos que ¢ # 0

(B.4): d # 0 # e. Puesto que d # 0 # e, (5.24) puede ser vista como una ecuacién de
segundo grado en a y por lo tanto se tiene que a = (de) ! (d(02—|—de)—|—5g%), cone € {—1,1}
y ¢ = d(c?d+e)(c?+de) > 0. Entonces, un cilculo directo nos muestra que la conexién afin
no es recurrente de donde se obtiene el caso (i.2) o (i.3). En efecto, escribamos Dp = w®p,
con w = widx' 4+ wedx?. Si tomamos ¢ = 0, se obtiene que ¢ = d%e? > 0, mientras que

a=d=x1,y sicalculamos pi2.0 — wopi2 = %, lo cual es siempre no nulo (caso (i.2)).
Si suponemos ahora que ¢ # 0, obtenemos
8d(1-2d) —cde(2d?+d—2)—cc(2d—1)¢ 2
x:i, (P12;1 . W1P12) _ cd( )—cde( d—z )—ec( )¢z C(d _ 1)1‘1&11,

(5.25)
P 1
.1“{ (p12;2 — (.U2p12) = —25(2 — C(d — 1)%1&)2.
ﬂ;%'; por tanto, si e # —c?
2

Para d = 1 la segunda expresién se reduce a p12.0 —wap12 =

la superficie no es de curvatura recurrente (caso (i.3) con d = 1), mientras que si e = —c
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se puede comprobar que Dp = 0. Ahora bien si tenemos que d # 1, w; y wy vienen
determinados por (5.25) y obtenemos que

d} (a1 — wipas) = & + de — 3,
Le(d — 1)ea? (prio — wapi1) = (2 + de)(d(c + €) + £C2),

Le(d — 1)da? (paza — wapaa) = (2 + de)(d(c® + €) — eC2).

Cabe destacar que estas tres expresiones no se pueden anular simultdneamente para e #

—% y por tanto en este caso la superficie no es de curvatura recurrente (caso (i.3) con
d # 1); para e = —% se tiene que w = —l%dxl y se obtiene que Dp = w ® p con lo que

para este caso la superficie es de curvatura recurrente.

La prueba acaba analizando el caso en el que b # 0

(B.5): Podemos ver la (5.23) como una ecuacién de segundo grado para la variable e,

1
2b2

con ¢ = ((d—a+1)d+ 2bc)((d —a— 1)d + 2bc)((d — a)> + 4bc — 1) > 0y e € {—1,1}.
Escribamos Dp = w ® p, con w = widz! + wedx?. En primer lugar analizaremos el caso en
el que d = 0; asi tenemos que

e {((d—a)2+4bc—1)d—2abc+€C%},

L 3
27)361 (,011;2 - w2,011) = ¢(2¢ + T1w3).
Si suponemos que ¢ # 0, se tiene que wy = —i—f y bajo esta condicién se tiene que
2 .
p12;2 — Wap12 = —22%, la cual no se anula nunca puesto que supusimos que ¢ # 0 (caso
1

(ii.1)); en cambio si suponemos que ¢ = 0, se obtiene que Dp = 0.
Por tdltimo analizaremos el caso en el que d # 0. En este caso obtenemos que

23 (pr1:1 — wipn) = (a+d +3)((d — a— 1)d + 2bc) + ¢
+ ((d —a—1)d + 2bc)zywi,

23 (p11 — wapn) = b1 {((d —a—1)d + 2be)((d — a + 1)d + 2bc) + dsg%}
+ ((d—a—1)d + 2bc)zws.

Ahora bien, si (d—a—1)d+2bc =0, i.e, c = W, las expresiones anteriores se anulan
%. Se tiene que para a # +(d — 1) la superficie no es
de curvatura recurrente (caso (ii.12)), mientras que si a = +(d — 1) se tiene que Dp = 0.
En cambio si tenemos que ¢ # W entonces w; y wo vienen determinadas por las

expresiones anteriores y se obtiene que

y ademds p12;1 — wipi2 =

2¢(bc — ad)

26~ d(p12;1 — wip12) — (p122 — wapi2) = =
i1
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Con lo cual si ¢(bc — ad) # 0 la superficie no es recurrente obteniendo asi el caso (ii.3). Si

¢ = 0, entonces ¢ # W loquenosllevaaquea#d—1y Dp=w®psiysélosie=0

caso (ii.4)). Si bc — ad = 0, entonces ¢ (a=dt)d o6 tiene quea#1l—d,y Dp=w®psi
20 p p

y s6lo si e = —% (caso (ii.H)). O

5.4.3. Superficies proyectivamente llanas

Esta tdltima parte estd dedicada al estudio de las superficies proyectivamente llanas.

Teorema 5.28. Sea (M, D) una superficie con curvatura recurrente y conexion afin D li-
bre de torsion. Entonces (M, D) es proyectivamente llana si y sélo si es localmente simétri-
ca o existe un sistema de coordenadas (x1,x2) donde el inico simbolo de Christoffel no
nulo es T'3, wverificando 0s1'3; # 0 pero 920213, = 0.

Demostracion. En la demostracién trataremos por separado los casos equiafin y no equiafin.

Caso equiafin. Como el tensor de Ricci determina por completo la curvatura, es equivalente
que la superficie sea de curvatura recurrente a que sea Ricci recurrente, es decir, Dp = w®p,
donde w es una 1-forma. Es bien conocido que la 1-forma w se anula en todo punto o no
se anula en ninguno [29], con lo que podemos suponer que no se anula en ninguno.

Sea (e, e2) un sistema de coordenadas en un entorno de un punto. Puesto que la
superficie es equiafin la condicién de ser proyectivamente llana se traduce en

D1p21 = Dap11,
(5.26)

Dyp12 = D1pa.

Teniendo en cuenta que la superficie es de curvatura recurrente y escribiendo la 1-forma
w como w = wide; + wadeo, se tiene que estas condiciones son equivalentes a

w1p21 = W2P11,
(5.27)

WwapP12 = W1022.

Como w es no nula, podemos suponer por ejemplo que en el entorno fijado wy # 0. Ahora,
si wy = 0 se tiene que p21 = po2 = 0 y por lo tanto el tensor de Ricci es degenerado. En el
caso en que wy # 0y ws # 0 se tiene que

P11 = %ch
(5.28)

— w2
P22 = P12,

de donde se sigue que p11p22 — p12p21 = %p21%p12 — p12p21 = 0, con lo que de nuevo el
tensor de Ricci es degenerado.
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Analizamos ahora los diferentes casos de superficies con curvatura recurrente que tienen
tensor de Ricci degenerado. Por el Teorema 5.21, sélo el caso 2) es posible. En ese caso,
es inmediato comprobar que

Dy, p12 = 0,

(5.29)
Dy, p11 = 020913,

para un cierto sistema de coordenadas (z1,z2). Entonces, si 8282% = 0 la superficie es
proyectivamente llana, y es localmente simétrica si y sélo si 9102I'%; = 0.

Caso no equiafin. Si la superficie no es equiafin, el tensor de Ricci puede descomponerse
en su parte simétrica y su parte antisimétrica, p = ps + pq. Supondremos en primer lugar
que ps = 0. En tal caso el tensor de Ricci de la superficie es antisimétrico y por lo tanto la
superficie es afin-Osserman (Teorema 5.10). Como la superficie es afin-Osserman, por el
Teorema 5.8 (ver también [12]) se tiene que su extensién de Riemann es Osserman y por
lo tanto es Einstein. Ademd&s por ser M proyectivamente llana su extension de Riemann
es conformemente llana por lo que (T*M, gp) es de curvatura seccional constante. Pero
toda extensiéon de Riemann tiene curvatura escalar cero con lo que se tiene que (T*M, gp)
es una variedad llana y por lo tanto M también.

Nos queda por analizar el caso en el que ps y p, son no nulos, que se corresponden
con los casos 1), 3) y 5) del Teorema 5.21. Veremos que en todos estos casos M no es
proyectivamente llana. Comenzando por el caso 1), la conexién estd dada por

(5.30) Dala1 = 0o 01 + (819 - 829) 0s, Dalag = 090 O,
con # una funcién escalar verificando que 0203260 # 0. En este caso, se obtiene que el tensor
de Weyl de la extension de Riemann de esta superficie verifica

W91 = 02020 # 0,

por lo que la extension de Riemann no es conformemente llana y por lo tanto M no es
proyectivamente llana.
Veamos ahora el tipo 3) — (i), cuya conexién viene dada por

(5.31) Dy, 02 = 0 02,
con 010 # 0, en cuyo caso
Wiz = —3010 # 0,

por lo que de nuevo la extensién de Riemann no es conformemente llana y asi M no es
proyectivamente llana.
En el caso 3) — (i7) la conexién viene dada por

Oy 01, Dy,00 = O2¢

5.32 Dy, 01 =
(5:32) R 1+c¢

aQa
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siendo ¢ una funcién escalar verificando que 9201¢ # 0, y ¢ una constante distinta de 0 y
+1. En este caso, el tensor de Weyl de la extensién de Riemann cumple que

020
Wine = 2912 £ .

1—c2
Ahora bien como ¢ # 0,41 y 0201 # 0 entonces Wys191 nunca se anula y por lo tanto
(T*M, gp) no es conformemente llana y asi M no es proyectivamente llana.
S6lo queda por analizar el caso 5), en el que la conexién de la superficie viene dada
por

01 + cOrp —cO1) + 020
Dalal ].+C2 1= ].+C2 827
—cO1Y + 029 01t + Ot
D8182 = 1+02 81+ 1+C2 827
01y + cOx —cO1Y + Ot
D3282 = —W 1+T827

donde 1) es una funcién escalar que verifica 9101 ¥ + 0202 ¥ # 0 y ¢ es una constante
real no nula. Con un calculo directo se obtiene que el tensor de Weyl de la extensién de
Riemann verifica que

010 020!
Wirey = (91 111/_1;22 21) # 0.

Por lo tanto, (T*M, gp) no es conformemente llana y asi M no es proyectivamente llana.
O

Pasaremos a analizar las superficies afin-IP localmente homogéneas y proyectivamente
llanas. Para empezar tenemos la siguiente observacién:

Observacién 5.29. Toda superficie localmente homogénea tipo A es proyectivamente
llana, puesto que es localmente equiafin y en un entorno de cada punto existe un sistema
de coordenadas (z1,x2) de forma que

Dalpgg = D32,012 = 2([)66 + d(—ae + de — Cf)),

(5.33)
D32p11 = Dalplg = 2(—acd + b(62 + de — Cf))

Teorema 5.30. Sea (M, D) una superficie localmente homogénea tipo B. Entonces si es
proyectivamente llana exriste un sistema de coordenadas en el que la conexrion se puede
expresar de una de las siguientes formas:

i)e=c=0,0
i) e#0,¢c=0,b=0,a=1+2d, ¢

_ 3c?42de+ _ =3—
ii1) e # 0, c#0, a = S0 h = =€,
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Demostracion. En primer lugar ndtese que si una superficie localmente homogénea tipo B
es proyectivamente llana necesariamente tiene Ricci simétrico, ya que un célculo directo
nos muestra que el término Wiys11/ de la extensién de Riemann es %, con lo que ¢ = —f,
siendo esta la condicién necesaria y suficiente para que una superﬁclie homogénea tipo B
tenga Ricci simétrico. Ahora, bajo esta condicién, la superficie es proyectivamente llana si

D81p21 _ D@gpll _ c(a72d;%2)+3be _ 0’
(5.34) 2 2
3cc— 2d
Do, p22 — Do, p12 = 2o a:‘; ) o

Teniendo en cuenta esto, las superficies proyectivamente llanas se obtienen como las solu-
ciones del sistema de ecuaciones dado por (5.34). Analizamos en primer lugar el caso en
el que e = 0; entonces el sistema se reduce a

cla—2d+2)=0,
(5.35)
6c% = 0.

por lo que debe ser e = ¢ = 0 para que la superficie sea proyectivamente llana.

Supongamos ahora que e # 0 y ¢ = 0; entonces el sistema (5.34) se reduce a

3be = 0,
(5.36)
2 (—ae+2de +e) =0,

con lo que b=0y a =1+ 2d para que la superficie sea proyectivamente llana.

Por 1ltimo sélo nos queda por analizar el caso en el que e # 0 y ¢ # 0. En este ultimo

. . : : — 3
caso las soluciones del sistema (5.34) vienen dadas por a = % y b= =5=. O

Observacién 5.31. A modo de resumen, es conveniente senalar que todas las conexiones
homogéneas de tipo A son proyectivamente llanas, y son IP si y solo si son recurrentes.
Las conexiones homogéneas de tipo B son proyectivamente llanas en las condiciones es-
tablecidas en el Teorema 5.30 y, en tal caso, son IP las correspondientes a los casos (i),
2 2
N s - R
(i) sid=06d= =2,y (iii)sid=-< 6d= -5 - 2.

e



Bibliografia

1]

[10]

[11]

Z. Afifi, Riemann extensions of affine connected spaces, Quart. J. of Math. Ozford
(2) (1954), 312-320.

D. M. Alekseevski, N. Blazi¢, N. Bokan, Z. Razié¢, Self dual and pointwise Osserman
spaces, Arch. Math. (Brno) 35 (1999), 193-201.

N. Blazi¢, N. Bokan, Z. Razi¢, Osserman pseudo-Riemannian manifolds of signature
(2,2), J. Austr. Math. Soc 71 (2001), 367-395.

M. Brozos-Vazquez, E. Garcia-Rio, R. Vazquez-Lorenzo, Conformally Osserman four-
dimensional manifolds whose conformal Jacobi operators have complex eigenvalues,
Proc. R. Soc. A 462 (2006), 1425-1441.

E. Calvino-Louzao, E. Garcia-Rio, R. Vazquez-Lorenzo, Four-dimensional Osserman-
Ivanov-Petrova metrics of neutral signature, Class. Quantum Grav. 24 (2007), 2343~
2355.

Q. S. Chi, Curvature characterization of certain locally rank-one symmetric spaces,
J. Diff. Geom. 28 (1988), 187-202.

M. Dajczer, K. Nomizu, On sectional curvature of indefinite metrics II, Math. Ann.
247 (1980), 279-282.

M. Dajczer, K. Nomizu, On the boundedness of the Ricci curvature of an indefinite
metric, Bol. Soc. Brasil. Mat 11 (1980), 267-272.

J. C. Diaz-Ramos, E. Garcia-Rio, R. Vazquez-Lorenzo, Four-dimensional Osserman
metrics with nondiagonalizable Jacobi operators, J. Geom. Anal. 16 (2006), 39-52.

E. Garcia-Rio, A. Haji-Badali, R. Vazquez-Lorenzo, Lorentzian 3-manifolds with spe-
cial curvature operators, Class. Quantum Grav. 25 (2008), 015003.

E. Garcia-Rio, D. N. Kupeli, M. E. Vazquez-Abal, R. Vazquez-Lorenzo, Affine Osser-
man connections and their Riemann extensions, Differential Geom. Appl. 11 (1999),
145-153.

63



[12]

[13]

[14]

E. Garcia-Rio, D. N. Kupeli, R. Vazquez-Lorenzo, Osserman Manifolds in Semi-
Riemannian Geometry, Lecture Notes in Mathemathics 1777, Springer-Verlag,
Berlin, Heidelberg 2002.

P. Gilkey, J. V. Leahy, H. Sadofsky, Riemannian manifolds whose skew-symmetric
curvature operator has constant eigenvalues, Indiana Univ. Math. J. 48 (1999), 615
634.

P. Gilkey, A. Swann, L. Vanhecke, Isoparametric geodesic spheres and a conjecture
of Osserman concerning the Jacobi operator, Quart. J. Math. Ozford 46 (1995), 299
320.

P. Gilkey, Geometric Properties of Natural Operators Defined by the Riemannian
Curvature Tensors, World Scientific Publishing Co., Inc., River Edge, NJ, 2001.

P. Gilkey, R. Ivanova, T. Zhang, Szabé Osserman IP pseudo-Riemannian manifolds,
Publ. Math. Debrecen 62 (2003), 387401

S. Ivanov, I. Petrova, Riemannian manifold in which the skewsymmetric curvature
operator has pointwise constant eigenvalues, Geom. Dedicata 70 (1998), 269-282.

S. Ivanov, 1. Petrova, Riemannian manifold in which certain curvature operator has
constant eigenvalues along each circle, Ann. Global Anal. Geom. 15 (1997), 157-171.

0. Kowalski, B. Opozda, Z. V1dsek, A classification of locally homogeneous connec-
tions on 2-dimensional manifolds via group-theoretical approach, Cent. Fur. J. Math.
2 (2004), 87-102.

0. Kowalski, B. Opozda, Z. Vlasek, A classification of locally homogeneous affine
connections with skew-symmetric ricci tensor on 2-dimensional manifolds, Monatsh.

Math. 130 (2000), 109-125.

K. Nomizu, T. Sasaki, Affine Differential Geometry, Cambridge Tracts in Mathemat-
ics, Cambridge University Press, Cambridge, 1994.

K. Nomizu, K. Yano, On circles and spheres in Riemannian geometry, Math. Ann.
210 (1974), 163-170.

7. Olszak, On the existence of generalized complex space forms, Israel J. Math. 210
(1989), 214-218.

B. O’Neill, Semi-Riemannian geometry, with applications to relativity, Academic
Press, New York, 1983.

K. J. Pearson, T. Zhang, The non existence of rank 4 IP tensors in signature (1,3),
Int. J. Math. Math. Sci. 31 (2002), 259-269.



[26] F. Tricerri, L. Vanhecke, Curvature Tensors on Almost Hermitian Manifolds, Trans.
Amer. Math. Soc. 267 (1981), 365-397.

[27] A. G. Walker, Canonical form for a Riemannian space with a parallel field of null
planes, Quart. J. Math. Ozford (2) 1 (1950), 69-79.

[28] Y. C. Wong, Two Dimensional Linnear Connexions with Zero Torsion and Recurrent
Curvature, Monatsh. Math 68 (1964), 175-184.

[29] Y. C. Wong , Recurrent tensors on a linearly connected differentiable manifold, Trans.
Amer. Math. Soc. 99 (1961), 223-232.

[30] K. Yano, S. Ishihara, Tangent and Cotangent Bundle, Marcel Dekker, New York,
1973.



