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INTRODUCION

Esta unidade diddactica forma parte do curso de Analise Econdmica dos Mercados
Financeiros Il que se imparte no primeiro cuadrimestre do Master en Economia:
Organizacién Industrial e Mercados Financeiros.

O propdsito da unidade é introducir o modelo de valoracion de activos de equilibrio
no contexto de mercados completos e incompletos con e sen activos Arrow-
Debreu. Asi, analizase como as decisions financeiras levan aparelladas a eleccién
dunha senda temporal de consumo éptima e como estas decisiéns permiten ao
individuo elixir o perfil de risco acorde coas suas preferencias. Finalmente,
analizase a influencia do consumo agregado na determinacién do valor dun activo
financeiro, obtendo a valoracién de equilibrio dada polo modelo CCAPM.

A comprensidn desta unidade reviste un grao de dificultade elevado na mediada
que require dun elevado nivel de abstraccion e do manexo de técnicas de
optimizacién e cofiecementos de estatistica. E por iso que ao longo da unidade se
utilizan numerosos exemplos numéricos que tratan de ilustrar a conexidn entre as
intuiciéns financeiras dos modelos e a suas implicacidns, asi como as limitacidns
practicas dos seus supostos basicos.

PALABRAS CLAVE

Equilibrio, valoracidn, activos Arrow-Debreu, mercados completos, mercados
incompletos, CCAPM.

METODOLOXIA

e Aimparticién do curso sempre adoptara como punto de partida as intuicidéns
financeiras, que se tomaran como base, e a enmarcacion destas intuicions no
contexto do problema de valoracion.

e Utilizarase preferentemente a linguaxe grafica, mais intuitivo e mais facil de
asimilar polo estudante, pasando posteriormente a formulacion dos
problemas considerados en termos formais.

e |lustraranse todos os conceptos con exemplos practicos que estean proximos
a realidade financeira do alumno coa finalidade de que o alumno aprenda a
aplicar os instrumentos de valoracion a activos financeiros con caracteristicas
semellantes.

e Propoiierase unha serie de exercicios practicos que ilustren a aplicabilidade e
utilidade dos cofiecementos adquiridos.

e Fomentarase a participacién do alumno, tanto no desenvolvemento dos
contidos tedricos como na resolucion dos casos practicos.
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MERCADOS COMPLETOS

1. Equilibrio con activos Arrow-Debreu

Consideramos o problema de eleccién de carteira onde o investidor ten como
obxectivo maximizar a sua utilidade esperada e non ten poder de mercado para
determinar os prezos.
Consideramos un mercado coas seguintes caracteristicas:

o Individuos:i=1, ..., 1, adversos ao risco

o 2 periodos detempo, t=0, t=1

o Existe incerteza no momento t=1:s=1,...,S

o Dotacidéns iniciais de consumo nos diferentes momentos de tempo e

estados da natureza: ¢, ¢,

o Consumos non duradeiro: {c}),c‘S paraseQ;i=1,.,],s= 1,...,S}

o Ofertaigual a demanda:

) )
ey =Cy, D¢ =C,, paracalquera estado s € Q
i=1 i=1

o No mercado intercdmbianse tantos activos Arrow-Debreu (A-D) como
estados da natureza (mercado completo)
¢, prezo hoxe dun activo Arrow-Debreu

¢, prezo das unidades de consumo hoxe, 1 unidade.

)
o O mercado de activos baléirase: qu =0 Vs

i=1
Baixo estes supostos, podemos determinar o prezo de equilibrio dos activos que se
intercambian no mercado coa condicién de baleirado de mercado. As decisions dos
individuos seran tales que:

. . S . .
~max U (CB)+ZniSU1 (c;)
s=1

iiLs
Cp,Cq31=1,...,1

S S
i i i i i
t'q~ ¢OCO + Zd)scs < d)(]eO + Zd)ses’ Cp,Cq 20
s=1 s=1
Resolvendo este problema de optimizacion, teremos que:

S S S
L=U'(ch )+ m,Ut (e )+ 2 {d’oeg £yl — o —2¢sc;}
s=1 s=1 s=1

Das condicions de primeiro orde (C.P.0.), derivamos os prezos dos A-D:

ou'! i i i Prezo do activo A-D
oo M LA NN
o ou'fach ¢y T T
1 .
nisali:kld)s ;s=1,...,S

m,0U' Jocl ¢,

= ;s#k
TtikﬁU /ack (I)k

S

. S . . S .
boep + Z(I)sels =Cq + Zd)scls
s=1 s=1
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De acordo coas C.P.0., o prezo relativo dos A-D esta determinado pola “RMS” entre
0 consumo presente e consumo futuro ou entre os consumos futuros en diferentes
estados da natureza.

Exemplo 1:

Un individuo con: t=0, 1; s =1, 2; ¢; = 0,60, ¢, =0,50 ¢; =10 e, =5 e, =2

Preferencias: u(c,,c,)=In(c,)+ {%ln(c1 ) +%1n(c2 )}
C0+C15Co

max ln(co)—i—[%ln(cl)-i-%ln(c2 )} t.q. co+Pic +Pycy <1045+ ¢y2

L:ln(co)+[%ln(cl)+%ln(cz)}+k[14—co -0,6¢,-0,5¢,]

6_L=L_)\‘=O M
o 1 7 Optimo:
a_Lzli—O,fi}»:O }\‘za cy =T
oc, 2¢ 0 o 5.3

— CO =1, cl L
a—L=li—O,5k=0 cyp=cC Cy =7
oc,  2¢, 0 =C2
6_L_14_ _¢ _¢ 0 1,201 +0,601 ‘i‘O,5-]_,2C1 =14~ u(COrCs):3,45
o G T e = | () =0
Exemplo 2:

2individuos;t=0,1;s=1,2;eé=5 e}=5 e§=2,eg:15 ef=3 e§=8

Preferencias:

Individuo 1:

1 1
max cé+[51n(c%)+§1n(cé)} tq. Ch+hCl+doCh <5+, 5+dy2

Cp»C1,Co

L 1on=0 1 -
oc, rA=1

L 11

6_=_ A =0 C%ZL

oc, 2¢ 20,

oL 11 r L 1 L
~ == A=0 Co = ——

o, 2cl b2 2729,

oL 54,5+ 0y2=cj +0,¢; +hycy
a—k:5+¢15+¢22—c})—¢1c%—¢2c§:0 015+, 0 T 01Ct +sCy
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Individuo 2:
1 1
max c%+ —ln(cf)+—ln(c§) t.q. cg+¢lc%+¢203 <15+¢;3+¢,8
C05C15Co 2 2
oL n -
= =1-A=0
oc, A=1
oL 11 2 1
—— = —b,A=0 ¢l =—o
o, 2¢2 n b2,
oL 11 roa 1 B
e =0 C =
ac, 2¢; b2 20,
15+ ¢, 3+ 0,8 = c2 + yc2 + by
5= 154,340,8 -} ~dyct ~ 4y =0 PETRRT T T
Equilibrio: baleirado de mercado
1 9 1 1
cy+cy=20 —+—=38 1 9
L 20, 2¢, = ¢, =0,125 = cp=c; =4
¢, +cy =8 » 1 1 6, =0,10 L_ 2 5
1 9 — =10 2 s Cy =Cy =
cy +c; =10 20, 20,

Da restricién orzamentaria de cada axente podemos determinar os consumos
6ptimos no momento presente:

¢y =5+0,125-5+0,10-2-0,125-4-0,10-5 = 4,825
cp =15+0,125-3+0,10-8-0,125-4-0,10-5=15,175

En resumo:
ANTES EQUILIBRIO
t=0 t=1 u(-) t=0 t=1 u(-)
s=1 s=2 s=1 s=2
individuo 1 5 5 2 6.15 4.825 4 5 6.32
15 3 8 16.59
Total 20 8 10 20 8 10

Ademais, teremos que:
e O mercado de activos esta en equilibrio: oferta e demanda de activos A-D
igudlanse
e O resultado de equilibrio depende das probabilidades que cada individuo tefa
sobre os distintos estados da natureza, pero a existencia do equilibrio é
independente da discrepancia ou non entre os individuos sobre as
probabilidades (ver condiciéns de optimalidade).

O equilibrio competitivo que acabamos de derivar ten duas caracteristicas
fundamentais:

A. A asignacion de equilibrio competitivo é 6ptima no sentido de Pareto: non
existe unha reasignacion alternativa que mellore o benestar dun individuo sen
empeorar o benestar do outro individuo. Podemos demostralo da seguinte
maneira:

— S 4
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max Lzzllki {ZslnisUi (cio,cis)}ﬂbo [CO —ZI:CBJJrZS:(I)S [CS —lecisj
i0> i i=1 s=1

s=1 ot

C.p.0.

S i

ou .

}\'iznis_i:d)o ;i=11 ‘ _

so1 Ocq M:i—s ;s=1..,S;i=1,.,1

i Y
xinis 61 :(I)s ; 5:1,...,8 5 i= 1,..,1 znisaU /ac(]
ac; s=1

i=1
I .
L =C
2.%=Cy
i=1
A RMS entre consumo presente e consumo futuro continxente é igual ao

cociente dos prezos sombra dos consumos (idénticos para todos os individuos).
No éptimo todos os individuos tefien a mesma RMS.

B. Distribucién do risco en equilibrio: a asignaciéon 6ptima que se produce co
intercambio de activos A-D da lugar a unha redistribucidon do risco entre os
individuos. Esta distribucién depende das seguintes circunstancias:

o Senrisco agregado e con aversién ao risco:

Exemplo 1: u(c,c,)= %(—e‘Acl )+%(_6_A°2 )
1

ANTES A=A, = A =1 A, =2
t=1 t=1 t=1
s=1 s=2 s=1 s=2 s=1 s=2
individuo 1 1 4 2,5 2,5 3,10 3,10
4 1
Total 5 5 5 5 5 5

Teremos que:

e Se os individuos tefien a mesma aversidon ao risco, hai un
aseguramento mutuo: fondo de mutualidade.

e Se os individuos tefien distinta aversion ao risco, o individuo menos
averso ao risco prové seguro ao mais averso.

o RMS(1)=RMS(2)=1. Os individuos tefien o mesmo consumo en ambos
os estados, ainda que (posiblemente) diferente cantidade entre
individuos.

o Conrisco agregado e con aversién ao risco:

Exemplo 2: u(cy,c,) = %(—e‘ml )+%(_e—A°2 )
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ANTES A=Ay =1 A=l A =2
t=1 u(-) t=1 u(:) t=1 u(-)
s=1 s=2 s=1 s=2 s=1 s=2
individuol 1 2 0,252 3 5 -0,028 4.3 6.9 -0,008
5 8 -0,004
Total 6 10 6 10 6 10
Se un individuo é mais rico (independentemente de s): non é posible o
intercambio.
ANTES A=A, =1 A=l Ay=2
t=1 u(:) t=1 u(:) t=1 u(:)
s=1 s=2 s=1 s=2 s=1 s=2
individuol 4 8 0,009 7 5.5 -0,002 9.56 7.56 0,000
10 3 -0,025
Total 14 1 14 1 14 1

Cunha distribucidon desigual entre individuos e estados: é posible o
intercambio. O individuo menos adverso prové seguro ao mais adverso.

2. Equilibrio sen activos Arrow-Debreu

Consideremos que non se intercambian activos A-D no mercado e en cambio se
intercambian j = 1,...,N activos financeiros (bonos e acciéns) con pagos X;s unidades
de consumoent=1es,paras=1,...,S. Ademais, os individuos tefien unas

dotacions iniciais de e} de activos e e, unidades de consumo ent=0.

Podemos replicar o patrén de consumo desexado por medio dunha combinacion
de activos complexos e construir os activos A-D.

Exemplo:
S =2 e temos 2 activos con prezos 2€ e 5€ e uns pagos dados por:
s=1s=2

3 1
o o
Replicamos os fluxos dos activos A-D da seguinte maneira:
Invertible

a-3+p-2=1 3 2)a 8) (1 0
wiepo=o | (5 ol o)-5 )
5:3+n-2=0 a S
5:-1+m-6=1 [B T]j

Activo A-D para o estado 1:

Activo A-D para o estado 2: 0.375

-0.125
- [-0,0625 0,1875)
E obtemos o prezo dos activos A-D como:
¢, =0,375-2-0,0625-5=0,438 ¢, =—0.125-2+0,1875-5=0,6875 .
O problema dos individuos consiste en determinar o patrén intertemporal de
consumo 6ptimo resolvendo o seguinte problema:

A Y
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co,z =11

S N
Ui (cl i i
max (c0)+2nisU szst
s=1 j=1
tq. ¢ +ZPj23 <ep+ ZPje}
=t =1

As C.P.O. para resolver este problema son:

s i
ou
Zlni ozt s
v, = 6U: =P;j=1..N =P =E(MX;); j=1...N
i -
ac0 act s o
T — X
zﬂ:ls 6 i js - Pj T S%: ' 023 » h
s=1 —_— = ,_] #
M = S ou! Py
Znis 7,'th
s=1 62h

Cada individuo i axusta o seu consumo en t = 0 e a sUa carteira de activos
financeiros de forma que esta relacion se cumpre.

i i
Para un activo de renda fixa: ain =6£Xf
ocy o4
A condicién de equilibrio podemos reescribila como:
8U‘/821
15U od,
X X oo Xgg P,
oU'/ ozl
Xop Xgp o Xyg P,
2ot / ach
Xni Xn2 - - Xy .i ; Py
oU' oz,
invertible Co

Deste sistema obtemos o numero éptimo, z, de activos de cada tipo.

Exemplo: consideremos 2 activos:

Pagos Prezo
s=1 s=2
Activo 1 4 20 8
Activo 2 5 15 9
Probabilidades 0,5 0,5

e un individuo con ¢, =20, ¢ =2, e, =1 (activos1y2). O problema do
individuo sera:

—— AV
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u(cy,cq) =c +[%ln(zl4+z25)+%ln(zl20+2215)}

Cy+2,8+2,9<45

11 4+l 1 20 = A8 5214+225 (4 20 8
2z714+2,5 22,20+ 2,15 1 1 “l5 15 9
11 1 1 459 27,20+ 2,15

2z,4+2,5 22,20+ 2z,15 z, 0,5
Cy+2,8+2,9=45 » z,) 1-0,33

Resultado da asignacion:

ANTES EQUILIBRIO
t=0 t=1 u(:) t=0 t=1 u(*)
s=1 s=2 s=1 s=2
individuo 1 20 13 55 23,29 44 0,3333 5 44,25

MERCADOS INCOMPLETOS

1. Equilibrio con activos Arrow-Debreu

Se non temos tantos activos A-D como estados da natureza, a asignacién dptima
reporta menos utilidade aos individuos.

Exemplo:
lindividuo;t=0,1;s5=1,2; ¢; =0,60, e) =10 e, =5 e, =2

maxln(co)-{%ln(cl)—i—%ln(Q)} tq. ¢ +0,6-¢c;,+2<10+0,6-5+2

Cp,>C;

a1 7

—:——7\,:0 H .

dcy ¢ i L Optimo:

oL 11 <o Co=17,22

—=-—-0,6L=0 L .66

6C’l 201 CO=1,2'C1 Cl_ 5
- Cy =2

2—17:=10+0.6-5+2—c0—0,6-c1—2=0 ¢y +0,6-¢, =13 2

u(cy,cs)=3,45 —>u(cg,c;‘) = 3,80

- u(c{),c;) =3,40 <—— Nonhaberia intercambio
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2. Equilibrio sen activos Arrow-Debreu

Cando non se intercambian activos A-D e sé activos que xeran diferentes fluxos
pero o mercado non é completo, as asignaciéns de consumo resultantes da
condicion de optimalidade non serdn dptimo paretianas: sé é posible elixir unha
distribucion de consumo que é unha funcién lineal dos pagos dos activos
existentes.

Exemplo:

Consideremos S=2 e un Unico activo:

Pagos Prezo
s=1 s=2
Activo 1 4 20 8
Probabilidades 0,5 0,5

con ¢, =29, e, =3,125 (activo 1). Teremos que:

u(cg,c,)=co + [éln(zlél) +%ln(2120)}

Cy+2z,8<45
» 1L4+l 1 20 =8 » z; = 0,125
2z,4 2220 z,=0
Resultado da asignacion:
ANTES EQUILIBRIO
t=0 t=1 u(:) t=0 t=1 u(:)
s=1 s=2 s=1 s=2
individuo 1 29 12,5 62,5 32,33 44 05 2,5 44,11
Con mercados completos:
ANTES EQUILIBRIO
t=0 t=1 u(+) t=0 t=1 u(:)
s=1 s=2 s=1 s=2
individuo 1 20 13 55 23,29 44 0,3333 5 44,25

EQUILIBRIO E VALORACION CON CONSUMO: CCAPM

Consideramos un axente representativo con preferencias homoxéneas, funcions de
utilidade aditivas temporalmente e independentes entre estados que son
estritamente crecentes, cdncavas e diferenciables.

Disponse dun activo incerto j con prezo igual a P; e pagos futuros Xj, z; é a
cantidade a investir neste activo.

O problema do axente representativo podemos expresalo como:

A Y
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S
max U(C, —szj)+SZ=;7tsU(Cls +2X;) = maxu(C, ~2P))+E[U(C, +2;X;)]

i j

C.PO.
PU' (Cy-2P) =E[U'(C,+2X,)X; | mh P =
!

z;=0

E[U’(CI)XJ
U (Cy)

Ademais:

Pj:%:ins [ECE ZnMX —Zq)x j=1L..N

s=1
M é o cociente de utilidades marxinais de consumo agregado ou a relacion
marxinal de substitucion entre consumo agregado presente e consumo agregado
futuro.
Se consideramos un bono (basico):

L [ue (e (ien)
L+ v (Co)} - 1:E{W}
E|U gc,l()(g?)—r )] =0 = E[U/(C))(5-%)]=0  j=1..N

Utilizando a definicidn de covarianza:

E(rj —rf):—{m}cov[U’(Cl),rj]

podemos reescribir a expresién multiplicando e dividindo por U’ (CO):

v(e) |
T
U ()

A esta expresion que nos da o valor do activo en equilibrio denominaselle modelo
de valoracién con consumo agregado, CCAPM

Calguera activo j cun rendemento positivamente correlacionado coa utilidade
marxinal do consumo agregado terd unha prima de risco reducida: o activo serd
mais atractivo para o investidor, polo que o seu prezo serd mais baixo.
Consideramos a carteira de mercado, m, con pagos futuros idénticos 3 riqueza
agregada, Wy, entén:

b= e -0

Substituindo E[U'(W1m )] na prima de risco do activo j:
cov[U/(Wlm),rj]

L1 = (in_rf)'

cov[ U' (Wi, )5y |

T -1 :—(1+rf)cov[
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cov[U'(Wlm),rJ
cov[ U'(Wy, )1, |

beta. No caso particular que as preferencias do individuos son cuadraticas, a
medida de risco sistemdtico é a beta.

onde

é unha medida de risco sistematico que xeneraliza a

ACTIVIDADES PROPOSTAS

1. Nunha economia de dous periodos, con dous estados da natureza e dous
individuos disponse de 10 unidades de consumo hoxe e de 30 e 50 unidades de
consumo mana se estamos no estado 1 ou 2, respectivamente. As preferencias dos
dous individuos sobre o consumo estan representadas polas seguintes funcidns de

utilidade: u(c)=Ln(c) e u(c)=—e°. Se a probabilidade de estar en cada un dos

estados é de 0,6 e 0,4, e existen a posibilidade de comprar activos A-D, determinar:
(a) O consumo 6ptimo de cada individuo en cada periodo de tempo e estado da
natureza.

(b) A demanda de activos A-D e o seu prezo.

(c) Analizar como é a distribucidn de risco entre os individuos.

(d) Cal é o prezo dun bono cupdn cero que ten un valor nominal de 100€?.

2. Consideremos unha economia con 3 individuos que tefien unhas preferencias
sobre o consumo representables por medio dunha funcidn de utilidade logaritmica.
Nesta economia s6 hai dous periodos e unicamente consémese no segundo
periodo. A Unica empresa produtora de bens de consumo é propiedade do tres
individuos cunha participaciéon do 40%, 50% e 10% para os individuos 1, 2 e 3,
respectivamente. A producion de bens de consumo varia segundo o estado da
natureza, podendo ser de 100, 80, 40 ou 15 unidades de bens de consumo, e cada
un dos estados tefien a mesma probabilidade de ocorrencia. O mercado financeiro
é completo.

Determinar:

(a) A distribucién éptima de consumo para cada individuo.

(b) O equilibrio no mercado financeiro.
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