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INTRODUCION

Esta unidade diddactica forma parte do curso de Analise Econdmica dos Mercados
Financeiros Il que se imparte no primeiro cuadrimestre do Master en Economia:
Organizacién Industrial e Mercados Financeiros.

O propodsito da unidade é estudar a valoracion de activos nun contexto
intertemporal no que os investidores adoptan decisions en mercados que poden
ser dinamicamente completos na medida que poden corrixir ou adaptar as
decisidns financeiras adoptadas no pasado a nova informacién que se foi revelando
co paso do tempo. Concretamente, estidanse os determinantes dos prezos dos
activos financeiros a nivel agregado, fundamentalmente o consumo, e analizase a
determinacién do seu prezo en equilibrio nun contexto no que os investidores
adoptan decisiéns de consumo e de investimento Odptimas. A valoracién de
equilibrio que emerxe como resultado denominase modelo ICCAPM.

A comprensién desta unidade reviste un alto grao de dificultade debido ao elevado
nivel de abstraccion e na mediada que require do manexo das técnicas de
optimizacién nalguin caso complexas e dunha compresién adecuada de estatistica.
Para facilitar a superacién destas dificultades, ao longo da unidade se utilizan
numerosos exemplos numéricos que tratan de ilustrar os conceptos desenvolvidos
e a utilidade financeira practica dos modelos asi como as suas limitacidns.

PALABRAS CLAVE

Equilibrio, valoracién, activos Arrow-Debreu, estrutura informativa, mercados
completos, ICCAPM.

METODOLOXIA

e Aimparticién do curso sempre adoptara como punto de partida as intuiciéns
financeiras, que se tomaran como base, e a enmarcacion destas intuicidons no
contexto do problema de valoracion.

e  Utilizarase preferentemente a linguaxe grafica, mais intuitivo e mais facil de
asimilar polo estudante, pasando posteriormente a formulacion dos
problemas considerados en termos formais.

e |lustraranse todos os conceptos con exemplos practicos que estean proximos
a realidade financeira do alumno coa finalidade de que o alumno aprenda a
aplicar os instrumentos de valoracién a activos financeiros con caracteristicas
semellantes.

e Propofierase unha serie de exercicios practicos que ilustren a aplicabilidade e
utilidade dos coflecementos adquiridos.

e Fomentarase a participacion do alumno, tanto no desenvolvemento dos
contidos tedricos como na resolucion dos casos practicos.

— AV
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A VALORACION INTERTEMPORAL

En contraste cos modelos nos que as decisiéns de investimento addptanse
unicamente nun Unico periodo de tempo (modelos estaticos), consideraremos un
horizonte de investimento intertemporal, de modo que os investidores tefien a
posibilidade de cambiar a composicidon da sua carteira a medida que van dispondo
de maior informacion (modelos dindmicos). Asi, ao existir multiples periodos nos
gue os mercados se abren, temos en realidade unha secuencia de mercados nos
que é posible comprar unidades do ben de consumo usando os pagos continxentes
asociados aos estados que provefien do investimento en activos financeiros de
periodos anteriores e tamén recompor a carteira de activos. Neste contexto, como
se forman os prezos en equilibrio?

Consideremos unha economia coas seguintes caracteristicas: s =t =2

t=0 t=1 t=2

#s=2 H#s=4
Nesta economia, cantos activos Arrow-Debreu (A-D) son necesarios para que o
mercado sexa completo?
Sexa ¢Sl+1:h/sl:k 0 prezo do activo A-D no momento t e o estado k que paga 1

unidade monetaria en t+1 no estado h e cero en caso contrario. Teremos que:
e No caso no que non podemos reestruturar a carteira de activos, a cantidade des
estes activos A-D que precisamos (mercado completo) é:

d)sl=1/s(J (I)sl=2/s(J ¢s2=1/sl=1 ¢S2=2/51=1 ¢52=1/51=2 ¢52=2/51=2
e Non obstante, se os mercados abren e é posible reestruturar a carteira de
activos s6 necesitamos 2 activos A-D: g ;s 95 o,

sise=1 g _y/5 -1 Ps,=2/s,-1
Ent=1:
sis, =2 ¢52 =1/s; =2 ¢s2 =2/s,=2

Ent =0, o prezo dun activo A-D que paga en t+1 unha unidade ou cero:

1 0

0
0 ¢52:1/SU = (I)sl:l/so ¢s2:1/51:1 1 ¢52:3/so = ¢s1:2/s0 ¢s2:1/51:2
0 0
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0 0
1 0
0 ¢s2:2/so = ¢81=1/SO ¢52:2/51:1 0 ¢52:4/So = (I)SIZQ/SO ¢52:2/51:2
0 1
Exemplo:
¢St+1=1/st = 0’6 ¢Sl+1:2/sl = 0’5
1 0
0 Oyois, =0,6:0.6=0,36  [o| by s =0,5-0,6=0,30
0 N2 A-D: 0,36/0,60 =0,6 1 N2 A-D: 0,30/0,50 =0,6
0 0
0 0
1| by, =0,6:0,5=0,30  |o| &y, =0,5-0,5=0,25
0 N2 A-D: 0,30/0,60 =0,5 0 N2 A-D: 0,25/0,50 =0,5
0 1

En conclusidn, nun contexto intertemporal, o nimero de activos necesarios para
que o mercado sexa completo é mais reducido que no contexto non dindamico.

MODELOS DINAMICAMENTE COMPLETOS

Se un mercado é dinamicamente completo, entdon podemos valorar calquera

activo.
Exemplo:
t=0 t=1 t=2 4
10 PO = z ¢52/SU st2
Sy =1
2 4
9 = Z z (I)St/st—l stt
éP? 9,5 t=1s,=1
2
8 = Z ¢S1/50Pj51
s; =1

P, =0,36-10+0,3-9+0,3-9,5+0,25-8 =11,15

Ou ben:

t=1 P151:1 =0,6-10+0,5-9=10,5
P131:2 =0,6-9,5+0,5-8=9,7

Nun mercado dindmico a informacién revélase parcialmente ao longo do tempo e
completamente ao final do periodo; é dicir, a estrutura informativa do mercado
cambia co tempo (o cal pode afectar a decision de investimento).

t=0 P,=0,6-10,5+0,5-9,7=11,15

— AV
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Exemplo:
t=0 t=1 t=2
;
®y
3
Wy
@5

H#s=2 #s=5
o ent=0,ainformacion dispofiible: {®,m,,w;,0,,05}
o ent=1,ainformacion dispofiible: {®,m,,03}, {0, 0;}
o ent=2,ainformacion dispofiible: {e, },{m,},{0s},{o,},{o;}
Caracterizacion da estrutura informativa do mercado nun contexto intertemporal:

e Estados da natureza en T: ao conxunto de todos os posibles estados da natureza
denominaselle Q .

Q={0,,0,,0;,0,,0;}
e Particion de Q, F,: coleccion de sucesos disxuntos, tal que a union dos mesmos
éiguala Q e asinterseccidns de cada dous sucesos calquera estan baleiras.
Fy, ={0,,0,,0;,0,,0;} ={Q}

F ={{o,0,,0;} {005}

Fy ={{o} {0}, {05}, {0} {05)]

e Unha particidn F, é mais fina ou precisa que outra particion F,se t > h.
Nese caso, os sucesos de F, son a union de sucesos de F; : F, contén menos
informacion que F,.

e (Cada suceso dunha particién F, denotarémolo por S;
Para Fi:s; =1={0,,0,,05}, s; =2={w, 05}

e Cada particién xera unha o -dlxebra denominada filtracion, F,

F,cF cFc-

Unha filtracion representa o conxunto de informacién dispofiible na data t, e
cada nodo da arbore é un suceso que pertence 3 filtracion familia de particidns
Q.

Deste xeito, a estrutura informativa da economia queda resumida por un
conxunto de particiéons de Q,

{F, t=0,1,..,T}

onde

(regra de Bayes)

T, fs, T, S s, < F,
T, =
" 0 sis, ¢ F,
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e Mercados completos: o niUmero de activos A-D que precisamos é:
T

-Economia estatica con varios periodos: Z#st
t=1

-Economia dindmica: max {#s,, 1<t<T}

Para completar o mercado o numero de activos debe ser igual ou maior que o
maximo numero de ramas que saen de cada nodo na estrutura informativa.

Exemplo: (ver Huang e Litzenberger)

Este mercado, é dinamicamente completo?
(a) Os prezos non admiten posibilidades de arbitraxe

t =1 Primeiro nodo: nj +7m, +73 =1
3n) +4ms +8my =5 {TET=1/3; TC;=1/3; TE;=1/3}

2n] +3my +4n3 =3
Segundo nodo: 6m; +8my =7
{n]‘ —1/2; 1) = 1/2}
4n) +515 = 4.5
t=0 51, +71,=6
{ni‘ —1/2; 1 = 1/2}
3n] +4,515 = 3,75




Unidade 2 Q
didactica Valoracion intertemporal de activos

As probabilidades neutrais ao risco existen e son Unicas. Non existen posibilidades
de arbitraxe. As probabilidades neutrais ao risco incondicionais son:

(71 =1/65m; =1/65, =1/63; =1/45; =1/4 ]

(b) Podemos replicar calquera activo A-D mediante unha carteira dindmica
Ex. Activo A-D que paga 1 unidade en t =2 no suceso 1 e 0 noutro caso.
t=1, primeiro nodo:

Z( +3Z1 +222 =1

zg+4z1+32p =0 2028/3;21:1/3;22:_4/3

Z +8Z1 +422 =0
t=1, segundo nodo: non se construe ningunha carteira
t=0, Xeramos fondos suficientes para financiar a estratexia en t = 1; é dicir:
1 8. 1_ 4 . . .
—=| =1+—=5——3| no nodo superior e cero no inferior
3 3 3 3
Zg +5Z1 +3Z2 = 1/3
Zg = 7/6;21 = —1/6;22 =0
Zgy+ 721 + 4,522 =0
O custo desta carteira réplica, por non arbitraxe, é igual ao prezo do activo A-D que
paga 1 no primeiro estado e 0 en caso contrario:
7 1 1

b =——6-==

6 6 6

VALORACION INTERTEMPORAL CON CONSUMO: ICCAPM

Consideremos o problema dun investidor i:

. T . .
{Iyaix}uit (CB)*'Z > n‘stuit(c;t)

0-Cs; t=1s,eF,
. T . . T . . .
1 1 1 1 1 1
t.q. ¢ +Z Z s, /5, Cs, < €0 +Z Z s, /5,8s,»  CosCs, 20
t=1s,eF, t=1s,eF,

I [
En equilibrio temos que: ZC;, = Z:e;t Vs, € F,

i=1 i=1
As condicidns de primeiro orde (C.P.0.) que resolven o problema son:

i i
LY R AT A RV
u' (Ci) = Vs /s it \~0 sefso — Tsen it Vs ’ t r

it \ 0

E dicir, en equilibrio, a perda de utilidade xerada pola compra dun activo A-D é
igual 4 ganancia de utilidade asociada a disposicion dese activo en t e o estado da
natureza s.

Da condicién de equilibrio temos que:

— S 4
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i i

Ty Y ih (Csh ) _ ¢Sh/Su
i)

Tl:s Uit (csl ) ¢St/50

i .
T, st s eF,

Vi, Vs, € F,, Vs, € F,,Vt>0,vh >0

.
Como: =, nsh/s

i ] 1
Tl:sh/s‘u ih (Csh ) _ ¢S|/SO¢Sh/Sl
u'it (Cis1 ) ¢S|/SO
Asi, podemos reescribir esta condicidn de equilibrio como:
u'it (C; )d)sh/s‘ = n;h/stu'ih (Clsh )
Dado un estado da natureza en t, a RMS entre consumos futuro no estado h e o
consumo no estado en t é igual ao prezo do A-D en t que paga unha unidade

monetaria nun estado futuro h.
Se nos situamos nun nodo concreto: s;

m (el ) ey
nsh/slu’ih (cish) ¢sh/s

Prezo dun activo j:

T s, it ist
P = 2 b Xjor =20 2 s X Z 2 t/—(c())xjs‘

=, 5, Vi, Vs € F,, Vs, C Fi, sy 5, Vh >t

Vi, Vs; € Fj, Vs, € Fp, 8, 5,85 €8, Vj,h >t

speFy t=1s.eF, t=ls,eF, U1

El t/sl 1 'i (Cis| )
Z z ¢S[/S1 jse Z z —X.jst
. (¢..)

t=2s, t=2s,eF, u1t 1

~ nisu'lt(c' )
Pjo_sé,—un(co) (P, +djs, )

En xeral, para calquera momento t:

U'(C
Pjt =E, |:U€((;:1))(Pjt+1 + Djt+1 )/St j|

U,(Ct)Pjt:EI:U’(CtH)(Djt+1+Pt+1)/:I
Que é a condicién de optimalidade ou condicion de Euler dun problema de
optimizacién dindmica do proceso consumo-investimento dun axente
representativo. Teremos que:
(a) lado esquerdo: custo en termos de consumo perdido ao comprar unha unidade
adicional do activo financeiro.
(b) lado dereito: ganancia marxinal esperada da utilidade derivada do consumo que
se obtén ao dispor dunha unidade adicional do activo financeiro.
A igualdade de (a) e (b) implica que, no dptimo, o individuo méstrase indiferente
entre consumir o Ultimo euro ou investilo no activo.
A esta ecuacion de equilibrio denominaselle ecuacion fundamental do ICCAPM:
Podemos expresar o valor do activo en termos de rendementos:

— S 4
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U(Cun)y, - .
E|:U,(Ct+t1)(1+rj,t+1)/st j|=1 i=12,..,N

Asi, os rendementos esperados de todos os activos adecuadamente descontados e
ponderados pola relacion marxinal de substitucién entre consumos de distintos
periodos deben ser iguais en equilibrio.

Para un activo sen risco, o seu prezo seria:

De modo que podemos reescribir a relacién de equilibrio como:

E[U,(Ct+1)(fj,t+1_rf,t+1)/st :|=0 J=L2,.,N
Ademais, a prima de risco para un activo j podémola expresar utilizando a
definicion de covarianza como:

U'(C
E[(fj,tﬂ T )/St J = _(1+rf,t+1 )COVt I:%:fj,wl} ji=12,.,N
t

*Cov(") <0 mp ij %l c | B Activo pouco atractivo Pl(Tj—rf)T

*Cov(') >0 mp ij %T cl B Activo moi atractivo PT(fj_rf)i

O feito de que a prima de risco depende da UM do consumo que é non observable
dificulta o cdlculo do prezo do activo. No caso de que as preferencias sexan
cuadrdticas, a expresion para a valoracion seria:

u(ct)=act—(gjcf a,b>0

_ a—bcé . b(1+r - .
L1 = —(1+rf)Cov[a_—b:t“1,rj’t+1] = ;_—bcft)Cov(cHl,rj,m)

Consideremos a carteira c, a que maior correlacién ten co consumo:
_ 8b(1+1;)

-
f
a—bc,

Cov(F,, )

Para calquera activo j:

Se é posible construir unha carteira que tefia unha beta dun co consumo, entén
obtemos a analoxia co CAPM:

— AV
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f-r =B (T-11)

MODELO DE LUCAS

Este modelo considera consumidores idénticos de vida infinita que maximizan a
utilidade esperada:

E{Zétu(ct)} u'>0, u"<0
=0

Con T infinito evitamos que o investidor no ultimo periodo da sua vida deixe de
aforrar e liquide a suUa carteira. Isto é equivalente a un marco de tempo finito no
gue os investidores obtefien utilidade dos seus herdeiros (Barro, 1974).
Axente representativo: a sua funcion de utilidade é unha media ponderada da de
todos os individuos.
O output (Y) que se xera nesta economia esta dado por un proceso estacionario
esoxeno cunha evolucién temporal dada pola matriz de probabilidades de
transicién:

T T2 T3

Ty Moy Ty |, my=Prob(Yu, =Y'/Y =Y') vt

T31 T2 T3
Os activos representan unha parte da propiedade do output. O prezo dos activos
no momento t é P;, e o dividendo que paga é igual ao output do momento t, Y; .
(Lucas fruit tree)
Consideramos expectativas racionais: as expectativas do axente representativo son
en media acertadas posto que cofiece a estrutura da economia e non comete erros
sistematicos.
O problema do axente representativopodémolo formular como:

maxE{fl&tu(ct )}
{7} t=0
tq. ¢ +Pz, <z Y +Pz Vit
vt, ¢, =z,Y,+Pz -Pz.,, z,, resolve:
u'(c, )P, =3E, {u'(awl)[ﬁtﬂ +?t+1:|}

onde:

o u'(ct)Pt perda de utilidade en t debido & compra dunha unidade do

activo
o JE, {u'((:tﬂ)[f)Hl +\~{'H1]} Ganancia (descontada) de utilidade asociada &

disposicion dunha unidade adicional do activo
Da condicién de equilibrio, obtemos a ecuacién fundamental do ICCAPM:

P, =3E, {%[RH +§?t+1]}
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h=0 u'(ct)
O prezo dun activo é igual @ suma de todos os dividendos futuros descontados,
onde o desconto realizase utilizando a RMS intertemporal definida sobre unha
serie de consumo.

i u'(c ~
Pt =Et26h|: ( t+h)Yt+h:|

Exemplo:

s=1 s=2
u(e,)=In(c,) s=1(0,5 0,5 Y(s=1)=1
5:;”95 s=200,6 0,4 Y(s=2)=15
S =

u'(c, )P, =3E, {u'(éwl)[Ptﬂ +Yt+1:|}
5(P(1)+1)+0,5:(P(2)+1,5)]
0,6(P(1)+1)+0,47(P(2)+1,5)}

P(2)=28,5
Para un activo sen risco (bono basico un periodo):

u'(ct)Ptf=8Et{u'(6t+l)} ~ Pf= 1 _SEt{u’(ém)}

(1+1)
Caso particular: neutralidade ao risco (u’() é constante)

P EZSh t+h_EZ t+h

h=1 1+rf)

Nun contexto de aversion ao risco o desconto do fluxo de dividendos realizase a
unha taxa mais elevada que o tipo libre de risco, de forma que se inclie unha
prima de risco.

Prima de risco do activo:

w(e )P =3 [u' (&) P + ¥ ]} = 1=8Et{u1;(§q))(1+rjt+l)}
1=5Et{u'(5‘+1)}15 (1+rjt+1)+6C0V(u'(ét+l) i J

u'(cy) u'(c,) Ul

3 u'(c -
-1 = —5(1+rf)COV[ ug((t::l)) ,Tj,mj

«Cov(-) <0 B ij %l CT =) Activo pouco atractivo Pl (fj_rf)T

<Cov()<0mp F i Cm T Ci =) Activomoi atractivo  p | (fj_rf)i

—— AV
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O prezo dos activos A-D obtéfiense da condicion de equilibrio:

u B u
_ '(CSHI:I) _ '(CSHI:I) . .
_S—u'(cst:j) Ty Tg—u'(cstzj) f(st+1 —l/St —J)

Continuo de estados

u'(cS =i)
Considerando N perfodos: ¢, _j ;=8 ——"—"m i
u'(cst:j)

O prezo dun activo j en termos de activos A-D:

P, Et28h|: c“‘; Hh} ZZS}‘[U C”h)) b (S)ﬂs(—s,suh—sl

¢St+1 =LS¢=]

h=1s=1

w2

(I)sHh —iss,=j Vi+h (S)

s=1

Ms

h

1
—_

ACTIVIDADES PROPOSTAS

1. Determinar o prezo do seguinte activo financeiro que xera uns pagos no instante

t=2de:
t=0 t=1  t=2
15
12
ép? 11
10

sabendo que o prezo dos activos A-D se os prezos aumentan é de 0,5 e se baixan é
de 0,48.

2. Os beneficios que xera unha empresa nos diferentes estados da natureza e
periodos de tempo estan dados por:

t=0 t=1 t=2
45
30
28
20 15 25
12

Se nesta economia sé hai esta Unica empresa e dous individuos con funcions de
utilidade logaritmicas que tefien o 70% e o 30% das acciéns da empresa e a
probabilidade condicionada para cada un dos estados é idéntica, determinar:

(a) o consumo éptimo de cada un dos individuos.

(b) prezo dos activos A-D e o equilibrio no mercado financeiro.

— AV
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3. Nun mercado no que se intercambian 3 activos financeiros os seus prezos
cambian durante dous periodos do seguinte modo:

t=0 t=1 t=2

5,10
5,18
6,20

(a) Existen posibilidades de arbitraxe neste mercado?
(b) Calcular o prezo dos activos A-D para cada un dos estados da natureza
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