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Introducion

Un mosaico euclidiano é unha descomposicién de R™ en subconxuntos chamados
teselas, xeralmente poliedros dispostos lado con lado, obtidos por translacién (ou
mediante un subgrupo de isometrias que contena as translaciéns) a partir dun
conxunto de teselas modelo ou prototeselas.

Os mosaicos que non son conservados por ningunha translacion denominanse
aperiodicos. O interese por este tipo de mosaicos nace nos anos 60 dos traballos do
loxico H. Wang sobre as maquinas de Tiiring. Wang tentaba atopar un algoritmo
que decidise se un conxunto de cadrados coas aristas coloreadas pode teselar o plano
de xeito coherente. Probou que tal algoritmo existe se e s6 se calquera conxunto
de prototeselas dun mosaico aperidédico tamén o ¢é dalgin periédico, conxeturando
a inexistencia de prototeselas aperiddicas, isto é, que teselan o plano s6 de xeito
aperiédico. Non obstante, en 1966, o seu alumno R. Berger construiu un con-
traexemplo con 20.426 prototeselas. R. Robinson reduciu este niimero a seis en 1971
e algo mais tarde R. Ammann atopou outras seis teselas coa mesma propiedade de
maneira independente. En 1974, R. Penrose presenta o seu célebre exemplo con
duas teselas aperiddicas, o dardo e o papaventos.

Por outra banda, en 1982 o equipo do profesor D. Shechtman do Departmento
de Enxeneria de Materiais do Israel Institute of Technology-Technion, descubriu
unha aleaciéon de aluminio e manganeso coas caracteristicas fisicas propias dun
cristal, pero cun patrén de difraccién imposible segundo o teorema de clasificacion
dos grupos cristalograficos de Bieberbach. Xurdiu asi o primeiro exemplo de sélido
case cristalino. Resultou que a discretizacién dun mosaico de Penrose por dardos
e papaventos era o modelo do seu patrén de difraccién. Isto ten favorecido dende
enton o estudo tedrico dos mosaicos aperidédicos.

O conxunto 7(P) de todos os mosaicos construidos a partir dun conxunto
finito de prototeselas P pode dotarse dunha topoloxia natural, chamada topoloxia
de Gromov-Hausdorff, suponendo que dous mosaicos son proximos cando coinciden
nunha gran béla centrada na orixe, agds pequenas translaciéns (véxanse [2] e [9]).



2 Introducién

Desta maneira, 7 (P) é un espazo metrizable compacto, dotado dunha estructura
foliada natural definida pola accién de R™. Para cada mosaico T € T (P), a clausura
da sia drbita é un conxunto saturado de singular interese, chamado envoltura de
T. Se T é repetitivo (i.e. calquera motivo do mosaico aparece por translaciéon no
mosaico de maneira uniforme), entén a sia envoltura ¢ un conxunto minimal. Se
ademais 7T é aperiddico, temos un espazo foliado minimal, transversalmente Cantor
e sen holonomia. O noso obxectivo é describir a dindmica medible destes espazos
foliados respecto de calquera medida transversa invariante por translacion.

Neste contexto, a dindmica transversa medible da envoltura de calquera mosaico
euclidiano aperiodico e repetitivo identificase coa clase de equivalencia orbital esta-
ble da relacion de equivalencia R inducida pola accién de R™ sobre unha transversal
completa ¥ (definida pola eleccién dun conxunto de puntos base en P). Dise que
duas relacions de equivalencia medibles discretas R e R’ definidas sobre dous espa-
zos borelianos estandar X e X’ dotados de medidas finitas e u' son establemente
orbitalmente equivalentes, se existen subconxuntos borelianos Y e Y’ tales que os

seus saturados son de medida total, e un isomorfismo boreliano ¢ : Y — Y” tal que
/

@ut ~ i e p(Rly) = Ry

Por outra banda, unha relaciéon de equivalencia sobre un espazo totalmente
disconexo dise afable se é uniéon dunha familia numerable e crecente de relaciéns
de equivalencia compactas. A relacion cofinal sobre o espazo de caminos infinitos
dun determinado tipo de grafos, chamados diagramas de Bratteli, ¢ un exemplo
de relacién de equivalencia afable. De feito, segundo un resultado probado por T.
Giordano, I. Putnam e C. Skau en [11], estes son os tinicos exemplos de relaciéns de
equivalencia afables. E mais, a clase de equivalencia orbital de calquera relacion de
equivalencia afable estd representada por un sistema dindmico de Bratteli- Vershik.
Noutros termos, a sia dindmica medible esta representada por unha accion de Z.
Agora podemos precisar o obxectivo concreto do noso traballo, que consiste en
probar o seguinte resultado:

Teorema. A dindmica medible da envoltura de calquera mosaico euclidiano aperio-
dico e repetitivo estd representada por un sistema dindmico de Bratteli- Vershik.

En virtude do anterior, o noso propésito vaise reducir a probar que a relacion de
equivalencia R contén unha subrelaciéon de equivalencia afable R, definida sobre
un conxunto de medida total (respecto de calquera medida transversa invariante).
En primeiro lugar, abordaremos o caso maéis simple n = 2 empregando o proceso
de inflacion descrito por J. Bellissard, R. Benedetti e J. M. Gambaudo en [2]. A
continuacién, seguindo un esquema similar ao empregado por C. Series en [33] para
probar que calquera foliacién con crecemento polinomial é hiperfinita, poderemos
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concluir no caso xeral. En realidade, o resultado obtido é valido para calquera
espazo foliado transversalmente Cantor, minimal e sen holonomia.

Estes resultados ilustranse por medio de conecidos exemplos de mosaicos cons-
truidos a partir de distintas familias de prototeselas aperiddicas: os mosaicos de
Robinson, os mosaicos de Penrose por dardos e papaventos e os mosaicos de Penrose
por poliominds.






1. Mosaicos

Neste primeiro capitulo lembramos brevemente a definicion de mosaico de R" e
algunhas propiedades bésicas (véxanse [2], [12], [34]).

1.1 Definiciéns e propiedades basicas

Chamemos prototesela a calquera subconxunto de R"™ homeomorfo ao disco
pechado D™. Definimos un mosaico de R" do seguinte xeito:

Definicién 1.1.1. Un mosaico T é unha familia numerable de subconxuntos de
R™, chamados teselas, que verifican as seguintes condicions:

i) cada tesela T € T ¢é isométrica a unha prototesela dunha subfamilia P C T,
ii) a familia 7 ¢ unha cobertura de R",
iii) dudas teselas distintas tefien interiores disxuntos.

Neste caso, dise que T é un mosaico de tipo P e escribese T € T(P). As prototeselas
de P chamanse tamén teselas modelo.

Cada prototesela T € P define un tipo de isometria e un tipo de translacion.
De maneira explicita, duas teselas T e T” tenen o mesmo tipo de isometria, e
denotamos T ~ T’, se existe unha isometria de R™ que envia unha na outra.
Analogamente, o tipo de translacién dunha tesela T" estd formado polas teselas T”
tales que T ~; T < Fv € R™ . T =T + v. Tense asi o seguinte diagrama:

P P/
7
P/

Sen pérdida de xeneralidade, podemos suponer que prototeselas distintas repre-
sentan tipos de translacién distintos, o que permite identificar P e P/~, (cf. [2]).

5



6 1. Mosaicos

Chamaremos motivo dun mosaico T a calquera subfamilia finita de 7, que identi-
ficaremos acotio coa sia unién, e patron ao seu tipo de translacién. Ainda que un
motivo non ten por que ser necesariamente conexo, sera suficiente para 0s nosos
propédsitos considerar simplemente motivos conexos. Ademais, engadimos duas
restriciéns & definicién de mosaico:

Definicién 1.1.2. Un mosaico 7 de R" é poliédrico se as prototeselas son poliedros
en R™. Os seus bordes descompdnense logo en poliedros convexos de dimension
n — 1, chamados lados. Denominase arista a interseccion de duas teselas e dise que
T é lado a lado se verifica as dias condicions seguintes:

i) calquera lado esté contido nunha arista e calquera arista é unién de lados,

ii) a interseccién de duas teselas é un conxunto conexo.

En [12], definense mosaicos do plano arista a arista imponendo unha condicién
algo madis forte ca condicién (i): calquera lado dunha tesela é arista do mosaico e
viceversa. A condicién (ii) adoita esixirse na definicién de mosaico normal [12]. O
seguinte mosaico é poliédrico e verifica (i), pero non (ii):

Este exemplo permite aclarar a diferenza entre lado e arista. Obsérvese que AB e
BC son lados de duas teselas diferentes, pero no son aristas do mosaico, e ABC' é
unha arista do mosaico, pero non ¢ lado de ningunha tesela.

Definicién 1.1.3 ([2], [12]). Un mosaico T € T(P) é de tipo finito se s6 ten un
nimero finito de prototeselas agas translacion, o que significa que P € finito, pois
supuxemos que P se identifica con P/~,.

Definicién 1.1.4 ([2]). Un mosaico T ten un nidmero finito de patrons locais
se para cada r > 0 s6 hai un numero finito de motivos de didmetro < r agéas
translacion, é dicir, un ntimero finito de patrons de diametro < r.
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De maneira equivalente, 7 ten un nimero finito de patréns locais se para cada
r > 0 s6 hai un numero finito de prototeselas de didmetro < r, xa que as teselas
son motivos e calquera motivo de didametro < r é unha unién finita de teselas de
didmetro < r. E evidente logo a xerarquia entre as dias definiciéns:

Proposicion 1.1.5. Un mosaico de tipo finito ten un numero finito de patrons
locars. [

Nun mosaico cun numero finito de patréns locais o didmetro das teselas esta
limitado inferiormente. Non obstante, pode non estalo superiormente e polo tanto
non ser de tipo finito, coma no seguinte exemplo:

Agora ben, se anadimos esa condicion, temos o reciproco:

Proposicion 1.1.6. Se un mosaico ten un niumero finito de patrons locais e o
didmetro das teselas esta limitado superiormente, enton € de tipo finito. [

Definicién 1.1.7 ([12]). Un mosaico T de R™ dise localmente finito en x se existe
e > 0 tal que a bdla B(x,¢) s6 corta a un numero finito de teselas de 7. En tal
caso, dise que x é un punto regular de T e chdamase puntos singulares aos que
non son regulares. Dise que T é localmente finito se todos os puntos x € R™ son
regulares.

O seguinte mosaico (descrito en [12]), ten un unico punto singular na orixe.
Calquera béla centrada na orixe corta a infinitas teselas:
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As teselas en torno & orixe vanse facendo cada
vez mais pequenas, agas unha que a contén

En xeral, para cada x € R", cada niimero real € > 0 e cada prototesela T' € P, o
nimero de teselas co tipo de translacién de T' que cortan & béla B(x, ¢) é finito. As
seguintes condiciéns garanten que o nimero de tipos de translacion dun mosaico é

finito [18]:

Proposicion 1.1.8. Un mosaico cun niumero finito de patrons locais e didmetro
das teselas limitado superiormente é localmente finito. [

Se suprimimos a segunda condicion, é dicir, se o diametro das teselas non esta
limitado superiormente, a proposicion non ¢é certa. En efecto, o seguinte exemplo
ten un nuimero finito de patréns locais pero non é localmente finito:
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A pesares de que ningin dos exemplos anteriores é lado a lado, non cabe pensar
que esta sexa unha condicion suficiente para que un mosaico sexa localmente finito.
A razon estd no seguinte exemplo:

1.2 Conxuntos de Delone e mosaicos de Voronoi

Interesamonos agora polas versions discretas das propiedades anteriores:

Definicién 1.2.1. Sexa T € T(P). A eleccién dun punto base en cada prototesela
de P determina unha familia D+ de puntos base z das teselas T € T. Diremos
que D7 é un conzunto de puntos base de T ou conzunto base de T .

Proposicion 1.2.2. Un mosaico T € localmente finito se e so se calquera conzunto
de puntos base D+ ¢ discreto e pechado.

Proba. Se T é locamente finito, calquera conxunto de puntos base D é discreto,
xaque # B(z,e)NDyr < # {T € T | TN B(x,¢e) # 0} < +oo, para cada z € Dr
e cada € > 0. Para comprobar que Dy é pechado, consideramos unha sucesién
{z,} C Dy converxente a un punto x € R™. Se o ntiimero de elementos distintos de
{z,} é infinito, entén {z, } postie unha subsucesién de termos distintos converxente
a x, o que implica que calquera bola B(x,¢) corta a unha infinidade de teselas, en
contra do suposto. Polo tanto este nimero é finito, e {z,,} posie unha subsucesién
estacionaria converxente a x, de maneira que x € Dy.

Para probar o reciproco suponamos, por reducién ao absurdo, que existen un
punto z € R" e ¢ > 0 tales que a béla B(z,e) corta a unha infinidade de tese-
las. Segundo comentamos, podemos suponer que estas teselas representan unha
infinidade de tipos de translacion distintos. En consecuencia, podemos tomar un
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conxunto base D7 no que os puntos base dunha infinidade de teselas pertenzan a
B(z,¢e). Deste xeito a interseccion de Dy con B(z,¢) é infinita, mais Dy é discreto
e pechado, polo que esa intersecciéon debe ser finita. [

Definicién 1.2.3 ([2I]). Un conzunto de Delone ¢ un subconxunto D C R™ que
verifica as dias condicions seguintes:

i) D é uniformemente discreto, i.e. existe r > 0 tal que calquera béla B(x,r) contén
ao sumo un punto de D;

ii) D é relativamente denso, i.e. existe R > 0 tal que calquera béla B(x, R) contén
alomenos un punto de D.

Proposicion 1.2.4. Calquera mosaico de tipo finito posie un conzunto de Delone,
1sto €, un conzunto base uniformemente discreto e relativamente denso.

Proba. Se 7 é un mosaico de tipo finito, existen constantes r, R > 0 tales que
calquera prototesela T verifica

B(zp,r) C T C B(yr, R) (2.1)

para algtin par de puntos xzr,yr € T. Os puntos xr correspondentes definen como
comentamos un conxunto base Dy. Como consecuencia de ({2.1]), o conxunto Dy é
uniformemente discreto e relativamente denso. [

Notese que o reciproco non é certo. Un mosaico pode admitir un conxunto de
Delone ainda que non sexa de tipo finito:

L{ o X
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De feito, neste exemplo o conxunto dos vectores de R? entre puntos de D,
D—-D = {SL’T—QZT/ €R2|T,TIET},

¢ un conxunto discreto e pechado, xa que calquera bdla s6 contén a un ntimero finito
de elementos de D — D. Ainda mais, é uniformemente discreto e relativamente
denso, é dicir, un conxunto de Delone. Precisamos estes aspectos coas seguintes
definiciéns:

Definicién 1.2.5 ([21]). Sexan D un conxunto de Delone, D — D o conxunto dos
vectores interpuntuais de D e < D — D > o grupo aditivo xerado polos elementos
de D — D. Dise que:

i) D é finitamente xzerado se < D — D > ¢ finitamente xerado;

ii) D é de tipo finito se D — D é localmente finito (i.e. a interseccién de D — D con
calquera bdla é finita) ou de maneira equivalente pechado e discreto;

iii) D é un conzunto de Meyer se D — D é conxunto de Delone.

Séguese unha xerarquia entre os tres conceptos: todo conxunto de Meyer é de tipo
finito e todo conxunto de tipo finito é finitamente xerado.

Proposicion 1.2.6. Todo mosaico de tipo finito posie un conzunto base de Meyer.

Proba. Pola proposicién [1.2.4] o mosaico poste un conxunto base de Delone D
obtido fixando un punto xz7 en cada prototesela T' € P. Calquera vector de D — D
¢ suma de vectores da forma xp — 2/, onde T' e T” tefien un lado comun. Podemos
suponer que 7' é unha prototesela e 7" a translacién dalgunha prototesela. Como
T é de tipo finito, o nimero de prototeselas #P ¢ finito. Polo tanto, se limitamos
a lonxitude dos vectores en D — D s6 atoparemos un ntimero finito, é dicir, D — D
é localmente finito. En outros termos, D é un conxunto de Delone de tipo finito.
Tomando o minimo das lonxitudes dos xeradores probamos que D ¢é uniformemente
discreto. E tomando duas veces o méaximo dos didmetros das prototeselas que é
relativamente denso. O

Para rematar cos preliminares, introducimos a nociéon de mosaico de Voronoi:

Definicién 1.2.7. Sexa D un conxunto de Delone de R". Para cada punto x € D
definese a celda de Voronoi de x como

Ve={yeR"|dy,z) <d(y,2'), Va'e D\ {x} }.
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E evidente que V, é un poliedro convexo, pois ¢é interseccion de semiespazos que
contenen a x limitados por hiperplanos que equidistan de x e doutro punto de D.
E claro tamén que duas celdas de Voronoi de dous puntos distintos do conxunto de
Delone se intersecan ao sumo nun dos seus lados. Pode definirse entén o mosaico
de Voronoi V dun conxunto de Delone D como o mosaico que ten por teselas as
celdas de Voronoi V, dos puntos z € D.

Das definicions anteriores séguese:

Proposicién 1.2.8 ([2]). Se D € un conzunto de Delone de tipo finito, o mosaico
de Voronot correspondente seque sendo de tipo finito. ]



2. Espazo foliado de
Gromov-Hausdorft

Dado un conxunto finito de prototeselas P, imos considerar o conxunto T(P) dos
mosaicos de tipo P. Antes de nada, insistamos no feito de que dous mosaicos
de T(P) que se diferencian nunha translacién son diferentes a priori, xa que dous
mosaicos sO son iguais se posten exactamente as mesmas teselas. Para ilustrar o
que estamos dicindo, consideremos o caso trivial no plano no que o conxunto de
prototeselas P consta unicamente dun cadrado unidade. Dados un mosaico regular
por cadrados 7 € T(P) e un vector v € R?, entén T + v é distinto de T agds no
caso v € Z?. Neste caso, T(P) é o conxunto cociente R?/Z? = T2

2.1 Topoloxia de Gromov-Hausdorff

Proponémonos describir a topolozia de Gromov-Hausdorff sobre T(P), que fai
proximos a dous mosaicos se coinciden nunha béla grande centrada na orixe, agas
pequenas translaciéns (véxanse [2] e [9]).

Definicién 2.1.1. Dados dous mosaicos 7,7’ € E(P), consideramos o conxunto
A={R>0: By(0,R) = Bp(0,R) }, onde B7(0, R) é a traza do mosaico T na
béla B(0, R) en R", e definimos

sup A se A# (),

R(T.T) = { 0 se A =10.

Obsérvese que R(T,T’) = +oo se e s6é se T = T'. Agora, para cada T € T(P),
cada par 0 < €,¢’ < 1 e cada R > 0, podemos definir o seguinte conxunto:

U n(T) = {T' € X(P) | Ju,0' €R™: |[v]| <&, ||0'|| < &', R(T+v, T'+v') > R}.

13



14 2. Espazo foliado de Gromov-Hausdorff

Estes conxuntos forman unha base de topoloxia e a topoloxia que xeran chamase
topolozia de Gromov-Hausdorff. En efecto, a topoloxia de Gromov-Hausdorff pode
definirse a partir dunha métrica (véxase [2]):

Definicién 2.1.2. Para cada par de mosaicos T,T" € T(P), sexa
B = {8 S (0, 1) | = "U,U, S B(O,g) : BT+U(07 %) = BT’+U’(0> %)}
Definimos a distancia

inf B se B#0,

d(T7T/):{ 1 se B =1.

Por exemplo, o mosaico periédico T ¢ o seu trasladado 77 = T + (3,0) (

na
figura os puntos distinguidos sinalan a orixe do plano) verifican que d(7,7") .

1
1

T T

En efecto, para cada § < e < 1, os vectores v = (1,0) e v/ = (—%, 0) cumpren que
Bri4(0,2) = Brriw(0, ). Pero se w,w’ son dous vectores con [|wl],||w']| <& < 1,

enton BT+w(07 %) % BT’—HU’(OJ %)

Proposicién 2.1.3. Para cada T € T(P), cada par 0 < e, <1 e cada R > 1,
o conzunto U. o r(T) € un aberto da topoloxia definida pola métrica d. Ademais,
calquera bola By(T ,€) € igual ao conzunto U__1(T).

Proba. A segunda afirmacién é evidente, logo basta probar que para calquera mo-
saico 7' € U, r(T), hai unha béla centrada en T’ contida en U. . (7). Por
definicién, existen v, v’ con ||v]| < ¢, ||| < € tales que Br4,(0, R) = Bri4y(0, R).
Se " = % e R =R+&"+ |V, entén Uer on g/ (T") C U r r(T). En efecto,
se T" € U p(T), existen vectores w',w” con |w'|| ,[|w"|| < €” tales que
B714w (0, R') = Byui (0, R'). Isto implica que

BT+v(O7 R) — BT/_H/(O, R) — BT”+w”—w’+v’(07 R)
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onde [|w” —w' +' V|| < 2" + ||v/|| = £'. Por fin, tomando r = min{e”, %}, temos

que Bd(T/7r> C Us”,e”,R/(T/) - UE,E’,R(T)- O
Mais notoria é a seguinte propiedade:
Teorema 2.1.4. Se o conzunto de prototeselas P € finito, enton T(P) é compacto.

Proba. Comprobaremos que T(P) é secuencialmente compacto empregando un
argumento diagonal cldsico. Sexa {7} unha sucesién en T(P). Fixemos un nimero
0 > max{d(T) : T € P} e observemos que a bdla B(0, §) sé contén un nimero finito
de patréns, isto é, de motivos agéas translacién. Logo {7,} contén unha subsucesién
{Tn1} tal que as bélas By, (0, 6) conteien algiin trasladado dun mesmo motivo M;.

E dicir, para cada 7, ; hai un vector v,, con ||v,|| < d tal que a béla By, , (0, ) contén
ao motivo M; + v, e polo tanto a imaxe pola translacién v, dunha mesma bédla
By, (0,¢) para algiin € > 0. Ademais, por compacidade da béla B(0, ), a sucesién
dos v,, converxe a un vector v. Por recorrencia, obtemos unha subsucesion {7, ,}
de {Tnm-1} tal que as bélas By, , (0,md) contenen aos trasladados M,, + v, dun
mesmo motivo M, e polo tanto as imaxes polas traslacions v, dunha mesma bdla
By, (0,€,,), onde lim,, 1« €, = +00. Construimos asi unha sucesién exhaustiva
de motivos

MycMy,C---CM, ,CM,C-C UMm:R"

m>1

que define un mosaico 7 de R"™. Agora a subsucesion {7,,.,,} de {7,} converxe a
T +v, xa que por construcién R( Ty, ,m+v—"0pm, T +v) = € € limy, o [[lv—v,|| = 0,
para todo m > 1 ]

Na literatura sobre mosaicos, adoita afirmase que a envoltura dun mosaico
cun numero finito de patréns locais é compacta. Agora ben, un mosaico con esa
propiedade non ten por que ser localmente finito, segundo probamos en §[1.1]

2.2 Estructura foliada

O grupo de translaciéns R™ actiia de forma natural como grupo de transformaciéns
de T(P). En efecto, pode comprobarse sinxelamente que a accién natural

(0,T) €ER" x T(P) s T +v e T(P)

é continua. Ademais, cando o conxunto de prototeselas P é finito, a acciéon é
localmente libre, é dicir, calquera grupo de isotropia Iso(T) = {v € R* | T+v =T}
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¢ discreto. Isto implica que a accién define unha foliacién de T(P), o que significa
que as follas son as drbitas da accién. As mesmas consideraciéns aplicanse en
situaciéns mais xerais, por exemplo, no caso da accién do grupo afin Af f(1) sobre
un espazo de mosaicos do plano hiperbdlico.

Polo seu interese, imos probar directamente a existencia dunha estructura foliada
sobre ¥(P) no caso de mosaicos de R". Para iso, comezamos construindo o que
sera unha transversal completa, isto é, un subespazo que corta a todas as follas.
Como xa dixemos, un conxunto de puntos base D das prototeselas de P determina
un conxunto de puntos base Dy = {x7 | T € T} para calquera mosaico 7 € T(P).

Definicién 2.2.1. Fixado un conxunto D de puntos base das prototeselas de P,
chamamos transversal canénica ao conxunto ¥ = (D) formado por todos os mo-
saicos T € T(P) tales que 0 € Dy.

Proposicidon 2.2.2. Se P ¢ finito, ¥ = 3(D) € un subespazo compacto e totalmente
disconezo de T(P).

Proba. Para probar que ¥ é un subespazo compacto, procédese coma no caso de
T(P). Para probar que X é totalmente disconexo, basta comprobar que a topoloxia
inducida esté definida por unha ultramétrica. Ante todo, é sinxelo mostrar que a
expresion:

ds (T, T') = e M)

define unha ultramétrica sobre 3. O seguinte é verificar que a topoloxia inducida
sobre ¥ pola topoloxia de T(P) esta xerada polas bélas métricas

By (T, e™) ={T" €S |de(T,T) <e®} ={T" €S| R(T,T') > R}.

Para probar que calquera aberto bésico U, g(7) N X é un aberto da topoloxia
definida por dy, consideramos 7' € U.. g(7T) N X e tomamos €” y R’ como na
proposicion [2.1.3] Deste xeito:

T € By (T, e ™) C Ut con o (T") C Uz 1(T).

Reciprocamente, Bay,(T,e™") = Uz = z(T) N ¥, sendo r > 0 unha constante tal

que calquera béla con ese radio contén ao sumo un punto do conxunto de Delone
Dr. m

Teorema 2.2.3. A accion do grupo de translacions R" induce unha estructura de

espazo foliado sobre T(P).
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Proba. A idea é simple, xa que a topoloxia de Gromov-Hausdorff fai precisamente
que os interiores das teselas se apilen en abertos foliados en producto. De maneira
explicita, comecemos observando que a topoloxia de X esta xerada polos conxuntos
abertos e pechados B,; formados polos mosaicos 7 que contenen ao motivo M.
Para cada prototesela T" € P, a aplicacién

or : (0, T)eT xBy — T +veT(P)

¢ unha identificacion sobre a sta imaxe. Agora ben, a sua restricién a T x Bp é
inxectiva e define un homeomorfismo

or : T x By — I(P)

sobre a sta imaxe, un aberto distinguido de T(P). Do mesmo xeito, para un punto
que pertenza a interseccion de dias ou mais teselas, se chamamos M ao motivo
obtido unindo todas estas teselas, a aplicacién

o 2 (0, T)eEMxBy — T +veZ(P)

¢ unha identificaciéon sobre a sta imaxe. Neste caso, non basta con substituir M
polo seu interior para facela inxectiva. Non obstante, sabemos que a isotropia
Iso(T) de calquera mosaico T ¢é discreta de maneira uniforme, é dicir, existe r > 0
tal que calquera mosaico T verifica T +v # T se 0 < ||v|| < r. Agora, se x
pertence & interseccion de duas ou mais teselas, podemos substituir > por unha
nova transversal X, para que x pertenza ao conxunto de Delone dalgin elemento
de ¥,. Denotemos B9, ao subconxunto aberto e pechado de ¥, determinado por
M. Se ademais substituimos M por B(0,r), entén a aplicacién

0 (v, T) e B(0,r) x B3, — T +veT(P)

¢ un homeomorfismo sobre un aberto distinguido de ¥(P). Por tltimo, cada cambio
de carta estda dado por unha translacién. n

2.3 Estructura transversa

E o momento de precisar a nocién de dindmica transversa (medible ou topoldzica),
ao tempo de ilustrar a dindmica transversa do espazo foliado de Gromov-Hausdorff.
No caso particular de foliaciéns sen holonomia, a dindmica transversa esté repre-
sentada por unha relacién de equivalencia, a inducida pola foliacion sobre unha
transversal completa.
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1) Relaciéns de equivalencia medibles discretas:

Definicién 2.3.1. Sexa X un espazo boreliano estdndar (isto é, dotado dunha
o-élxebra isomorfa & o-dlxebra dos borelianos dun espazo polaco). Unha relacién
de equivalencia R sobre X dise medible discreta se as clases de equivalencia son
numerables e o grafo de R é un subconxunto boreliano de X x X.

A relacion de equivalencia R inducida sobre Y pola accién natural de R™ é
medible discreta. Como adoita ser habitual, a relacién de equivalencia identificase
co seu grafo R = {(T,7T —v) € ¥ x X | v € Dr}. Asi, en primeiro lugar, como
cada conxunto de Delone D7 ¢é numerable, as clases de equivalencia R[T] son
numerables. Por outra banda, ¥ é a unién dun nimero finito de abertos-pechados
B, (T, e 1) para calquera R > 0. Para R maior que dias veces o maximo dos
didmetros das prototeselas, cada v € By (0, R) N D7 define un homeomorfismo local

T € By (T, e ) T —vex

de maneira que o grafo é un subconxunto pechado de ¥ x ¥ contido en R. Polo
tanto, R é un boreliano de ¥ x ¥ como unién de grafos destas transformacions
parcias e das sias composiciéns.

Definicién 2.3.2. Sexa R unha relacion de equivalencia medible discreta definida
sobre un espazo boreliano estandar X. Chamamos transformacion parcial de R
a calquera isomorfismo boreliano ¢ : A — B entre subconxuntos borelianos tal
que o grafo G(¢) = {(z,y) € A x B |y = ¢(x)} C R. Unha medida boreliana y
sobre X dise invariante por R se é invariante por calquera transformacién parcial
de R, é dicir, se p,u(B") = pu(p Y (B')) = p(B') para cada boreliano B’ C B.
Dise case-invariante se calquera transformacion parcial de R conserva alomenos os
conxuntos de medida nula. Unha medida case-invariante i dise ergodica se calquera
conxunto boreliano saturado por R ten medida nula ou total.

Neste contexto, a nocion de dindmica medible pode precisarse por medio das
nociéns de equivalencia orbital e equivalencia orbital estable [8]:

Definicién 2.3.3. Sexan R e R’ dias relaciéns de equivalencia medibles discretas
definidas sobre dous espazos borelianos estandar X e X’. Sexan u e i/ dias medidas
finitas sobre X e X' invariantes por R e R'. As relaciéns de equivalencia R e R’
dinse:

i) orbitalmente equivalentes se X e X' contefien subconxuntos borelianos Y e Y,
saturados por R e R’ e de medida total, para os que existe un isomorfismo boreliano
Y = Y'tal que p(R[z]) = R'[p(z)] para p-casitodo x € Y e p,pu ~ ' (hai unha
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constante ¢ tal que p,u(A") = u(p(A")) = cp/(A4’) para cada boreliano A’ C Y”);

ii) establemente orbitalmente equivalentes se X e X' contenen subconxuntos bore-
lianos Y e Y’ tales que as stas saturaciéns por R e R’ son de medida total e
de xeito que as relaciéns de equivalencia inducidas R|y e R'|y+ son orbitalmente
equivalentes.

En particular, se X’ é un boreliano de X que corta a u-case toda clase de equi-
valencia R[z], a inclusién natural de X’ en X define unha equivalencia orbital
estable entre a relacién de equivalencia inducida R’ = R|xs e R. Diremos que R
e R representan a mesma dindmica medible cando son establemente orbitalmente
equivalentes.

Se as relacions de equivalencia medibles discretas consideradas estan definidas
sobre dous espazos polacos, pode darse unha versién puramente boreliana, cf.[5]:

Definicién 2.3.4. Sexan R e R’ dias relaciéns de equivalencia medibles discretas
definidas sobre dous espazos topoléxicos polacos X e X'. Dise que R e R’ son:

i) orbitalmente equivalentes se X e X' contenen subconxuntos Gs densos Y e Y,
saturados por R e R/, e tales que existe un isomorfismo boreliano ¢ : Y — Y’
compatible con R e R’ ;

ii) establemente orbitalmente equivalentes se X e X' contenien subconxuntos bore-
lianos Y e Y’ tales que as sias saturaciéns por R e R’ son conxuntos G5 densos e
as relacions de equivalencia inducidas R|y e R'|y+ son orbitalmente equivalentes.
Neste caso, diremos que R e R’ representan a mesma dindamica boreliana.

2) Relaciéns de equivalencia topoléxicas (-discretas: Toda relacién de
equivalencia R definida sobre un espazo boreliano ou topoloxico X estd dotada
dunha estructura natural de grupoide, caracterizada por:

i) a inclusién € : © € X — (x,2) € R do conxunto das unidades X en R;
ii) as proxecciéns B : (z,y) E R—z € Xea: (r,y) E R—>yeE X;

iii) o conxunto das parellas componibles

RxR={ (), y) ERXR|alz,y) =y =2"=p"y) }
e a multiplicacién parcial p: ((z,9), (2',y)) € R+ R — (z,9) € R;
iv) a inversién ¢ : (z,y) € R — (y,2) € R;

que verifican os axiomas analogos aos de grupo, isto é asociatividade, existencia de
unidades e existencia de inversos.
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Definicién 2.3.5. Unha relacion de equivalencia R sobre un espazo topoldxico X é
topoldzica se o é como grupoide, isto é, se o grafo de R esta dotado dunha topoloxia
coa que as proxeccions «,  : R — X e a multiplicacién parcial g : R xR — R
son continuas e a inversion ¢ : R — R é un homeomorfismo. Como ¢é habitual,
X e R supdnense sempre localmente compactos e Hausdorff. Unha relacion de
equivalencia topoldxica R dise [-discreta se o espazo de unidades X é aberto en
R. Se R é Hausdorff, tamén é pechado. Para unha relacién de equivalencia discreta
(i.e. con clases de equivalencia numerables), isto equivale a suponer que R é étale,
é dicir, a proxeccién f: R — X é un homeomorfismo local [29].

A nocion de dindmica topoldzica introdicese agora de xeito evidente:

Definiciéon 2.3.6. Duas relaciéns de equivalencia [-discretas R e R’ definidas
sobre X e X' dinse establemente orbitalmente equivalentes, se X e X' contefien
abertos Y e Y’ que cortan a todas as clases de equivalencia de R e R’ e tales que
as relaciéns de equivalencia inducidas R|y e R'|ys son isomorfas. Diremos que R
e R’ representan a mesma dindmica topoldzxica.

A relacién de equivalencia R inducida sobre a transversal completa ¥ esta
dotada dunha topoloxia que a convirte nunha relacién de equivalencia topoldxica
[-discreta. Cada elemento v pertencente a un conxunto de Delone D7 dun mosaico
T define unha translacién 7, : T € ¥ — T —v € X. De feito, 7, esta definida sobre
o aberto-pechado D, = {T € ¥ :v € Dy} de ¥. A cada par (U,v) composto dun
aberto U de X e un elemento v dun conxunto de Delone Dy, asociamoslle o grafo

OU,v)={ (T, T—v)eR|TeUND,}

da translacién 7, restrinxida a U. Os conxuntos O(U, v) xeran unha topoloxia sobre
R, maéis fina que a inducida pola topoloxia producto sobre ¥ x 2, que fai de R un
espazo polaco localmente compacto.

Proposicién 2.3.7. R é unha relacion de equivalencia topoloxica B-discreta.

Proba. Probemos primeiro que R ¢ topoléxica. Para todo aberto U de ¥, o
conxunto 871 U) = { (T,T') € R| T € U } é a uni6én dos abertos O(U,v) onde
v € Dy con T € U. Polo tanto, 371 (U) é aberto en R e a proxeccién 3 é continua.
Por outra banda, a inversion ¢ é un homeomorfismo, pois

CHOW ) ={ (T =v,T) | TeU}=0U—v,-v)

para todo aberto U de ¥ e todo elemento v dun conxunto de Delone de Dy. A
proxeccién o = 1o é entén continua. A continuidade de p : R x R — R séguese
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da continuidade da aplicacién (5,«) : R x R — T x T. Por ultimo, mostremos
que a proxeccién [ é un homeomorfismo local para probar que R é étale. Para
toda parella (7,7") € R, existe v € Dy tal que 7' = T — v, de maneira que
(T,T") € O(U,v) se T € U e a proxeccién 3 envia homeomorficamente o aberto

basico O(U, v) sobre o aberto U.

3) Pseudogrupos: Por analoxia cunha relacién de equivalencia medible discre-
ta [7], toda relacién de equivalencia f-discreta sobre o conxunto de Cantor estéd
definida pola accién dun grupo numerable de homeomorfismos. Non obstante,
imos interesarnos pola descricién do pseudogrupo de holonomia da foliacion F. As
translacions 7, asociadas aos xeradores v dos conxuntos de Delone D7 xeran un
pseudogrupo de transformacions I' de 3. En efecto, I' é o pseudogrupo de holonomia
de F reducido a Y e a relacion de equivalencia F esta definida pola accién de I’
sobre Y.

Chamase dindmica transversa da foliacion F & clase de equivalencia do pseudo-
grupo I'. A equivalencia de pseudogrupos, introducida por A. Haefliger en [14] [15],
estd modelada polo exemplo seguinte: se I' é un pseudogrupo de transformaciéons
dun espazo topoléxico X e Y un aberto de X que corta a todas as érbitas de I,
o pseudogrupo I'jy reducido a Y é equivalente a I'. En efecto, todo punto z € X
pertence ao dominio dun elemento 7 € I' con imaxe contida en Y. Denotando
Sgy ao conxunto de todos estes elementos de I' e Sxy = UxeX Szy, 0 conxunto
® = Sxy U S)_c,ly define unha equivalencia de pseudogrupos entre I'" e I'ly. En
xeral, dous pseudogrupos reducidos I'ly e I'y» dun mesmo pseudogrupo I'yy son
equivalentes (véxase [23]).

4) Grupoides: Chamamos grupoide de holonomia de F reducido a 3 ao conxunto
H={ (T, v, T)|T,T'€X,veDreT =T —v}
dotado da estructura de grupoide seguinte:
i) a inclusién € : ¥ — H dada por (T) = (7,0, 7T);
ii) as proxecciéns «, 8 : H — 3 dadas por a(T,0, 7)) =T e B(T,v,T') =T,
iii) o conxunto das parellas componibles
H+H = { ((7-1,1)1,7-1/),(7—2,1)2,7-2/)) EHXMH: 7-1, =T }
e a multiplicacién parcial p : H « H — H, dada por:
M((ﬂ) (%0 71,)7 (757 V2, 7;,)) = (7i17 v + V2, 7;,)7
iv) a inversién ¢ : H — H dada por «(T,v,T") = (T, —v,T).
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O grupoide de holonomia H convirtese nun grupoide topoléxico S-discreto ao
dotalo da topoloxia xerada polos abertos basicos

OW,v,U") = { (T,0,TYeH| (T.T)eUxU eT' =T —v }

onde U e V son abertos de Y e v pertence en cada caso ao conxunto base Dy de T .
Cada un destes abertos é o grafo da translacién 7, na que o dominio e o rango son
restriciéns de U e V respectivamente. Obtense asi un isomorfismo entre o grupoide
de holonomia H e o grupoide dos xermes de I'. Por outra banda, a aplicacion
p: (T,0v,T") € H— (T,T') € R é un homomorfismo de grupoides topoléxicos.
O conxunto Z = {(7T,v,T) | (T =T —v)} é un fibrado de grupos no que a fibra
de T é o grupo de isotropia Iso(T). E dicir, temos unha sucesién exacta curta de
grupoides

7 H—" >R (3.1)

A equivalencia de grupoides (introducida de maneira independente por A. Haefliger
[13] e por P.S. Muhly, J.N. Renault e D.P. Williams [25]) permite definir a nocién
de dinamica transversa no contexto dos grupoides.

2.4 Envoltura dun mosaico aperiddico e repeti-
tivo
O espazo foliado de Gromov-Hausdorff T(P), en particular a transversal completa

Y, poden ser extremadamente grandes. O propdsito desta seccién é caracterizar os
seus subconxuntos minimais.

Definicién 2.4.1. Dado un mosaico 7 € Z(P), chdmase envoltura de T & clausura
Qr dasiafolla Ly = {7 —v | v € R"}. Lembremos que Q7 é un conxunto minimal
se e so se todas as follas que contén son densas.

Definicién 2.4.2. Un mosaico 7 dise:

i) repetitivo [2] (ou posie a propiedade de isomorfismo local [31]) se para cada
motivo M, existe unha constante R = R(M) > 0 tal que calquera béla no mosaico
de radio R contén unha copia por translacion de M, i.e.

VeeR", JveR" : M+vC B(x,R);
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ii) uniformemente repetitivo se dado r > 0, existe unha constante R = R(r) > 0
tal que calquera bdla de radio R contén unha copia por translacion de calquera
motivo M de didmetro < r.

Teorema 2.4.3. Para calquera mosaico T € T(P), as sequintes condicions son
equivalentes:

i) T € repetitivo;

ii) T € uniformemente repetitivo;

iii) Q7 € minimal.

Proba. Basta probar (i) < (iii) e (iii) = (ii):

(1) = (#ii) Debemos probar que a érbita de cada mosaico 7' € Qf é densa en
Qr, é dicir, ¥ = Q7. Como Q77 C {, chega con probar 7 € € e polo tanto
Qr C Qp. Fixemos r > 0 e tomemos un motivo M que contena & béla B7(0,7).
Por hipdtese, existe R = R(M) > r > 0 tal que para cada punto x € R" existe un
vector v € R” tal que:

B7r(0,7) + v = Br(v,r) C M +v C Br(z, R).

Por outra banda, como 7' C Qr, existe x € R™ tal que:

B7(0,R) = By_,(0, R) = Br(z,R) — x.
En particular:

B7r(0,7)+v —x = By(v,r) —x C Br(z,R) — x = By_,(0, R) = By(0, R),
de onde se deduce:
Br(0,7)+v—x = Br(v,r) —x = By_,(v—2a,r) = Br(v—a,71).

Denotando w = v — x, podemos escribir:

B7(0,7) = Br(w,r) —w = Byr_,(0,7).

Atopamos logo un mosaico 7' — w € Ly tal que d(7, 7" —w) < e™". Isto proba
que T € Qp = L.

(i7i) = (i) Fixado r > 0, definimos o conxunto

Us={T"€Qr|FveR": Br(0,r)+v= Bpr(v,r) C Br(0,5)}
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para cada S > r. Estes conxuntos forman un recubrimento aberto de 2. Antes
de probar que os Ug son abertos, observemos que os conxuntos

Ur(T)={T' €X(P)|JveR": V| <e, R(T, T +v) > R}

forman unha base de vecinanzas de 7. Basta aplicar argumentos similares aos
empregados en §2.1] Agora, se T’ € Ug, existe v € R" tal que

BT(07T) tv= BT/(U,T) - BT’(OJT + ||Ul|> - BT’(O7 S)

Tomando S" =r+||v|| e ¢ < S -5, temos que T’ € U, s/(T') C Ug. En efecto,
se T" € U.s(T"), existe v € R™ con ||[v”| < e tal que

BT/(U,’/’) C B7'1<0, S/) = BTHH,//(O, S/)
Logo:

BT(O, ’I") +v= BT’ (U, 7“) = BT”+v” (U, 7") = BT” (’U - ’UH, 7”) + V" C BT”—H}”(Oa S/)

BT” (U — U//, T) C BT”+v”(07 S/) - UN = BT//<—U”, S/>
Asi, se w = v — 0", temos que:
BT(O, 7“) +w = BT//(U),T) - BT//(—U”, S/) - BT//(O, S),

e deste xeito 7" € Ug. Por outra banda, calquera mosaico 7' de Q1 pertence a
algiun aberto Ug. Por hipdtese, (27 é minimal, logo 7 € €24+. Polo tanto, para cada
r > 0, existe x € R" tal que:

BT(07T> +r= B’T’(l‘ﬂﬂ) - BT'(Ov S)a

para S =7+ ||z||, e temos que T’ € Us.

Observemos que o recubrimento {Us}gs, é mondtono crecente, asi pois, por
compacidade, existe R > r tal que Ugr = 7. Para cada x € R", existe enton
v € R" tal que:

B7(0,7) +v = By_,(v,7) C By_.(0, R).

Mediante a translacién por x deducimos:
Br(0,7)+v+x = Br_,(v,r)+x C Br_,(0,R) + 2 = By(z, R).
O vector w = v + x € R" verifica logo:

BT(O, T) +w C BT(iL‘, R)
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Como calquera motivo M esta contido nunha béla centrada na orixe de radio r > 0
suficientemente grande, probamos que 7T é repetitivo.

(1ii) = (4i) Na proba de (ii7) = (i) atopamos unha constante R = R(M) > 0 que
depende de cada motivo M. Intésanos agora unha constante véalida para calquera
motivo M de didmetro < r. Dados r > 0 e x € R", para cada S > § definimos o
conxunto

USJ = {T’ € Qr | JuveR" : BT(ZL‘, %) +v = BT/($ + v, %) C BT/(O, S)}

Coma antes, deducimos que existe R = R(z) tal que para todo y € R", existe
v € R verificando:
BT($, %) +vC BT(y, R)

O mesmo ocorre para cada motivo M contido en By(x,5). Agora ben, como T
é de tipo finito, sabemos que s6 hai un numero finito de motivos de didmetro
< r agéas translacion. Fixemos representantes de tales clases por translacién
My, - -+, M, contidos en bolas de radio 5 centradas en puntos zy, - - - , z,. Para cada
i€{l,...,n} e cada punto y € R", existe v; € R" tal que M; +v; C By (y, R(x;)).
Como calquera motivo M de diametro < r pode obterse por translacion a patir
dalgin motivo M;, tomando R = max{R(z1), -, R(x,)}, temos:

M +v; —v = M;+v; C Br(y, R(x;)) C Br(y, R)
onde v € R™ é o vector tal que M = M; + v. n

O enunciado da equivalencia (i) < (ii7) pode verse en [2] e [31]. Un resultado
similar pode verse en [I] [3] e [22] nun contexto algo diferente.

Para rematar a seccion, imos interesarnos pola caracterizacion dos conxuntos
minimais sen holonomia.

Definicién 2.4.4. Un mosaico 7 dise:

i) periddico se existen dous vectores linealmente independentes v, w € R™ tales que

TH+ov=T=T +w;
ii) aperiddico se T + v # T para todo v € R™ non nulo.

Evidentemente hai mosaicos que non son nin periédicos nin aperiédicos. Dende
o punto de vista do tipo de follas que definen, resulta obvio que a o6rbita dun
mosaico periodico é compacta, mentres que a dun aperiodico ten holonomia trivial.
Os mosaicos que non son nin peridédicos nin aperiédicos dan lugar a follas non
compactas con holonomia non trivial. Segundo un resultado de G. Hector (véxase
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[16]), obtido independentemente por D.B.A. Epstein, K.C. Millet e D. Tischler
en [6], estes mosaicos forman un Fs de interior baleiro. Como consecuencia desta
observacion, o grupoide de holonomia H descrito en §[2.3)é esencialmente principal,
pois o morfismo p : H — R en (3.1) é un isomorfismo en restriciéon a un G5 denso.
Por outra banda, convén observar que as follas compactas poden ser illadas ou non.
Consideremos o conxunto P formado polas tres prototeselas seguintes:

Sexa T o mosaico periodico por cadrados e 7, 0 mosaico obtido substituindo cada
cadrado pola unién dos dous triangulos féra dun bloque de lado n. E evidente que
a sucesion de mosaicos 7, converxe ao mosaico 7, e polo tanto 7 é un punto de
acumulacion de calquera transversal ¥ determinada pola elecciéon dun punto base
en cada prototesela. Mais se modificamos os tres lados dun dos tridangulos con
lingiietas e os do outro coas ranuras complementarias, obtemos un novo conxunto
de tres prototeselas P’, e agora T é illado en calquera transversal ¥ (pois neste

caso By, (T,e ) =T,VR > 1).

Grazas & proposicion e 6s seguintes lemas, se o conxunto de prototeselas
P non permite teselar o plano de maneira periddica, calquera transversal do espazo
foliado de Gromov-Hausdorfff T(P) é homeomorfa ao conxunto de Cantor. Diremos
que a foliacion é transversalmente Cantor.

Lema 2.4.5. Calquera mosaico illado en 3 é periodico.

Proba. Se T é illado en X, enton Ly N Y é unién de mosaicos illados, polo que
coincide coa sua clausura. Deste xeito L+ ten que ser compacta, e para isto 7 debe
ser periodico. O

Proposicion 2.4.6. A envoltura dun mosaico aperiddico e repetitivo sé contén
mosaicos aperiodicos.

Proba. Razoemos por reducién ao absurdo suponendo que a envoltura (27 dun
mosaico aperiddico e repetitivo T € T(P) contén un mosaico T’ tal que 7' = T'+v
para algin v € R"™ non nulo. Como €+ é minimal, entén 7 € Q. Logo, para
cada R > ||v|| > 0, existe 2z € R™ tal que:

Br(0, R) = By_,(0, R) = Bir1)—o(0, R).
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Mais entén:
Br1(0, B = [|vl]) = B7740)-2(0, B = [|v][) = Br(0, R — [Jo])).
Polo tanto, en contra do suposto, 7 non seria aperiédico. [

Combinando isto co teorema [2.4.3 obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.4.7. A envoltura de calquera mosaico aperiddico e repetitivo T € T(P)
€ un conzunto minimal, transversalmente Cantor e sen holonomia. O






3. Dinamica medible

Consideremos un mosaico 7 de R"™ de tipo finito, aperiédico e repetitivo. A sua
envoltura X = Q7 é daquela un conxunto saturado minimal e sen holonomia. O
propésito do noso traballo é mostrar que a dindmica medible de X esta representada
por un sistema dinamico de Bratteli-Vershik.

3.1 Relaciéns de equivalencia hiperfinitas e afa-
bles

Imos comezar este capitulo introducindo a nocién de relacién de equivalencia afable.
Tratase da version topoldxica da nocién clasica de hiperfinitude (véxanse [11) 130]):

1) Relacidns de equivalencia hiperfinitas: Sexa X un espazo boreliano estandar.

Definicién 3.1.1. Unha relacion de equivalencia medible discreta R definida sobre
X é finita se as clases de equivalencia R[z] son finitas.

Neste caso, R poste un dominio fundamental D, é dicir, un subconxunto boreliano
de X que corta a todas as clases de equivalencia e tal que a relacién de equivalencia
inducida R|p é trivial. Noutros termos, R é establemente orbitalmente equivalente
& relacion de equivalencia trivial sobre D.

Definicién 3.1.2. Unha relacion de equivalencia medible discreta R sobre X dise
hiperfinita respecto dunha medida de probabilidade case-invariante y se existe unha
sucesiéon de relaciéns de equivalencia finitas

RiCR,C---CR,C---CR

tal que R[z] = J, ey Ralz] para p-case todo punto z € X.

En virtude dun resultado de A. Connes, J. Feldmann e B. Weiss, a hiperfinitude é
equivalente & seguinte nocion.

29
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Definicién 3.1.3 ([4]). Un sistema de medias locais para unha relacién de equiva-
lencia medible discreta R é un sistema m = {m, },cx de medias m, sobre as clases
de equivalencia R[z| (i.e. cada media m, é un funcional lineal positivo e unitario
en [*(R[x])*) tal que:

i) m ¢é invariante: se (z,y) € R, entén m, = m,;

ii) m é medible: se f: R — R é unha funcién medible, entén tamén o é a funcién
m(f): X — R definida por m(f)(x) = m.(f(z,—)).

A relacion de equivalencia R dise promediable cando postie un sistema de medias
locais.

Teorema 3.1.4 ([4]). Unha relacion de equivalencia medible discreta R é prome-
diable se e so se é hiperfinita.

2) Relacions de equivalencia afables: Sexa X un espazo localmente compacto
e Hausdorff, e R unha relaciéon de equivalencia (-discreta sobre X. Suponamos,
como ¢é habitual, que R tamén é localmente compacto e Hausdorff. A diagonal
A C X x X é enton un subconxunto aberto-pechado de R.

Definicién 3.1.5. A relaciéon de equivalencia R dise compacta se é compacto o
conxunto R \ A C X x X. Se X é compacto, a relaciéon R é compacta se e s6 se o
seu grafo R C X x X é compacto.

Lema 3.1.6 ([11])). Se R € unha relacion de equivalencia compacta sobre X, enton
i) R € un subespazo topolozico de X x X;

ii) R € un pechado de X x X e X/R é Hausdorff;

iii) R € uniformemente finita, i.e. existe N > 1 tal que #R[z] < N para todo
reX.

Proba. (i) Por compacidade, a inclusién ¢ = f x a: R\ A — X x X é unha
identificacién pechada. Logo (i) séguese de que as topoloxias inducidas por R e
X x X sobre A son a mesma.

(77) Como consecuencia de (i), R é pechado en X x X. Por outra banda, a pro-
xeccién canénica ™ : X — X/R é aberta. En efecto, para cada aberto U de X, o
saturado 7~ H(w(U)) = a(B871(U)) é aberto en X/R, xa que as proxecciéns a e 3
son abertas. O espazo cociente X/R é entén Hausdorff por ser R pechado.

(7i1) Para todo par (z,y) € R, a proxeccién 3 : R — X restrinxese nun homeomor-
fismo dunha vecinanza de (x, y) en R nunha vecinanza de x en X. Por compacidade,
o conxunto R \ A pode recubrirse por un nimero finito N’ de tales vecinanzas.
Para todo x € X, tense daquela que #R[z] < N'+1=N. O
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Proposicién 3.1.7 ([1]). Toda relacion de equivalencia compacta R sobre X é
propia no senso de [30], i.e. X/R é Hausdorff e a prozeccion 7 : X — X/R
€ un homeomorfismo local, e trivial fora dun compacto K. Reciprocamente toda
relacion de equivalencia propia e trivial fora dun compacto K é compacta, dotada
da topoloxia inducida por X x X.

Proba. A idea para probar que toda relacion de equivalencia compacta R é propia
é simple, pois coma no caso de grupos discretos, a accién natural de R sobre X serd
propia. En primeiro lugar, polo lema precedente X/R é Hausdorff. Consideremos
K =a(R\A)=p5(R\A) o compacto obtido como a unién das clases de equiva-
lencia que non se reducen a un punto. Evidentemente, a proxeccién 7 : X — X/R
envia homeomorficamente X \ K sobre a stia imaxe. Podémonos reducir logo o
caso no que X é compacto. Como os grafos das transformacions parciais de R son
abertos de R en restricion aos cales as proxecciéns « e [ se convirten en homeo-
morfismos, por compacidade o grafo de R esta recuberto por un nimero finito de
tales bisecciéns. Todo punto de X pertence entén a un aberto U tal que 7! (7 (U))
¢ unién das imaxes ¢(U) de U por un nimero finito de transformacién parciais
. Por analoxia coas acciéns de grupos finitos, substituindo U por unha vecinanza
mais pequena, podemos supofnier que as imaxes ¢(U) son disxuntas. A proxeccién
7 é pois un homeomorfismo en restricion a U.

Para probar o reciproco, notemos que R\ A C RE = a Y (K)N B 1K) se R
é trivial féra dun compacto K, polo que podemos restrinxirnos de novo ao caso
no que X é compacto. Agora, se X/R é Hausdorff, R é pechado en X x X, logo
compacto. ]

Definicién 3.1.8 ([11],[30]). Unha relacién de equivalencia R definida sobre un
espazo totalmente disconexo X dise afable se existe unha sucesion crecente de
relaciéns de equivalencia compactas R, tales que R = [J,,.y Rn. Se dotamos a R
da topoloxia limite inductivo (de maneira que U é aberto en R se e s6 se UNTR,, é
aberto en R,,), entén R = hﬂRn ¢é unha relacién de equivalencia g-discreta e dise
aprozimadamente finita (AF en abreviatura).

Evidentemente, unha relacion de equivalencia afable é hiperfinita respecto de
calquera medida case-invariante.

Definicién 3.1.9 ([24]). Sexa (M, F) un espazo foliado transversalmente Cantor.
Diremos que (M, F) é afable se postie unha transversal completa ¥ tal que a relacién
de equivalencia inducida por F é afable.

En [24] prébase que a definicién de espazo foliado afable non depende da eleccién
da transversal. Isto é, se a relacién de equivalencia inducida sobre algunha transver-
sal completa é afable, enton tamén o é a relacién de equivalencia inducida sobre
calquera outra transversal completa.
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3.2 Diagramas de Bratteli

Toda relacion de equivalencia afable pode describirse mediante o espazo de caminos
dun determinado tipo de grafos, os diagramas de Bratteli. Un diagrama de Brattel:
[10, 11] é un grafo orientado B = (V, E) no que os conxuntos de vértices V e
aristas £ admiten descomposiciéns V' = || ..V, e E = |],-, En como uniéns
numerables de subconxuntos finitos V,, e E, non baleiros, disxuntos dous a dous
e tales que, para toda arista e € F,, a orixe a(e) € V,, e o extremo f(e) € V1.
Esixese ademais que non existan vértices v tales que a~!(v) = (. Por outra banda,
chamase vértice de partida de B a un vértice v tal que 7' (v) = ). Se o diagrama
de Bratteli non postie mais ca un vértice de partida vy € V, dise estandar. Un
diagrama de Bratteli estandar é simple se para cada n € N existe m > n tal que se
contraemos telescopicamente o diagrama entre os niveis m e n, cada vértice v € V,,
estd conectado a un vértice w € V,,,.

Sexa v € V,, un vértice de partida de B e

Xy ={ (en, €ni1,€nie,-..) | alen) =v, ale1) = ple;), Yi=n '}

o conxunto de caminos infinitos de B que nacen en v. Dotado coa topoloxia inducida
pola topoloxia producto de £ = |_|i>n E; (xerada polos cilindros aberto-pechados
da forma

Cen,---,en+m = { (eiw eiz—f—la .. ) € X, | 6; = €ny. - 76;—0—771 = €ntm }

nos que a(e,) = v) o espazo X, é compacto e totalmente disconexo. O espazo de
caminos infinitos de B é a suma topoldxica Xp = | | X, dos espazos de caminos
infinitos de B que nacen en vértices de partida de B. Esta dotado da relacion de
equivalencia cofinal Rz que identifica dous camifios (en, €p41,...) € (€, €m0 1,--.)

se existe un enteiro N > m,n tal que e; = €} para todo ¢ > N. A relacién de
equivalencia Ry é afable, pois é a union das relacions de equivalencia compactas

Ry ={ ((ens€nt1r---), (€ny€hins--.)) | myn < N ee =é) paratodoi > N }.

O seguinte resultado mostra que toda relacién de equivalencia afable é deste
tipo:

Teorema 3.2.1 ([11), B0]). Seza R unha relacién de equivalencia AF sobre un
espazo totalmente disconexo X. FExisten un diagrama de Bratteli B e un homeo-
morfismo ¥ : X — Xpg que define un isomorfismo entre R e Rg. Se X é compacto,
B pode suponerse estandar.
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Un diagrama de Bratteli ordeado [10] é un diagrama de Bratteli xunto cunha
relaciéon de orde parcial en E tal que duias aristas e, e son comparables cando
B(e) = B(€'). Noutras palabras, temos unha orde total para cada conxunto 3~!(v)
dos caminos infinitos que pasan por un mesmo vértice v € V' \ Vy. Un diagrama de
Bratteli ordeado simple é un diagrama de Bratteli simple, ordeado de maneira que
existen un Unico camino infinito v, € X5 no que todas as aristas son maximas
para a relacion de orde e un unico camino infinito 7,,;, € Xz con todas as aristas
minimas.

Se Xz é o espazo de caminos infinitos dun diagrama de Bratteli ordeado simple,
definese un homeomorfismo \g : X3 — Xp, denominado aplicacion de Vershik, do
seguinte xeito. Para 7,4, definese Ag(Vmaz) = Ymin- Para vy = (e1,€2,...) # Yimaz,
considérase k£ o menor natural tal que e; non é unha arista maxima de E, e f; a
arista inmediatamente maior que ex. Témase (fo, f1,..., fr) 0 Unico elemento en
Ego -+ - oEj_1 que conecta vy con «(fi) € Vi e no que todas as aristas son minimas,
e definese entén

As(7) = As((er, ez, ) = (fos froo s frs €y g2, - ).

A aplicacion de Vershik define deste xeito un sistema dindmico minimal sobre Xz,
denominado sistema dindmico de Bratteli- Vershik.

As 6rbitas do sistema dindmico de Bratteli-Vershik (X, Ag) estan determinadas
polas clases de equivalencia da relacién cofinal, agas no caso das clases de cofinali-
dade de Yimaz € Ymin, que se “pegan” pola accion de Ag. Un exemplo clasico desta
situacion é unha mdquina de sumar binaria, isto é, o sistema dindmico cldsico sobre
o espazo de sucesiéns binarias {0, 1}V xerado pola aplicacion suma de 1 (definida
como a conxugada da suma de 1 no anel dos enteiros 2-adicos), no que as érbitas
coinciden coas clases de cofinalidade, agéds para as sucesions 000... e 111..., que
pertencen a unha mesma Orbita pero representan distintas clases de cofinalidade.

Proposicién 3.2.2 ([I1]). Seza Xp o espazo de caminos infinitos dun diagrama
de Bratteli simple B. Sexan y e~ dous caminos infinitos non cofinais. Existe unha
relacion de orde parcial en E que fair de B un diagrama de Bratteli ordeado simple,
de maneira qQue Y = Ymaz € Y = Ymin- Deste xeito, a correspondente aplicacion de

Vershik preserva as clases de cofinalidade, agds A\g(y) = 7'

3.3 O proceso de inflacién

Sexa T € T(P) un mosaico aperiddico e repetitivo do espazo euclidiano R™ de tipo
P finito. Como dixemos ao comezo do capitulo, pretendemos describir a dinamica
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medible da envoltura X = 2+. Lembremos que X poste unha estructura foliada F
e consideremos a relacién de equivalencia R inducida nunha transversal candénica
(definida pola eleccién dun punto base en cada prototesela de P). Imos empregar
o proceso de inflacion descrito en [2].

Definicién 3.3.1. Sexa (M, F) un espazo foliado compacto. Unha descomposicion
por caizas de M é una familia finita B = {B;};c,, de compactos foliados en
producto ¢; : B; — P, x C; tal que M = |J, B; ¢ é,;ﬂf?j = 0 sei # j.
Nesta situacion, chamase borde transverso ou vertical da caixa B; ao conxunto
0yB; = ;1 (0,P; x C;). No caso do espazo foliado de Gromov-Hausdorff T(P),
unha descomposicién por caixas B = {B;}/", dise adaptada a P se cumpre que:

i) as transversais C' son aberto-pechados na transversal canénica X,

ii) as placas P son motivos compostos a partir das prototeselas de P.

A existencia de descomposicions por caixas adaptadas a P ven garantida pola
definicién mesma do espazo foliado de Gromov-Hausdorff T(P), pois os mosaicos
que posuen un mesmo motivo arredor da orixe apilanse en caixas compactas foliadas
no producto do motivo por un aberto-pechado (teorema. Cando nos refiramos
a este feito, farémolo nomeando ao principio de Gromov-Hausdorff.

Definicién 3.3.2 ([2]). Sexan B e B’ dias descomposicién por caixas adaptadas
a P. Diremos que B’ se obtén por inflacion de B se:

i) para cada punto 7 na interseccién dunha caixa B de B e unha caixa B’ de B a
transversal de B’ que pasa por T estd contida na transversal de B correspondente;

ii) o borde vertical 0,B" de cada caixa B’ de B’ esta contido no borde vertical de
B, é dicir, na unién 9,8 = |Jz.p 0y B dos bordes verticais das caixas de B;

iii) para cada caixa B’ de B, existe unha caixa B de B tal que BN B # () e
Bno,B =10.

Teorema 3.3.3 ([2]). Sexa X a envoltura dun mosaico aperiddico e repetitivo de
T(P). Para toda descomposicion por caizas B de X adaptada a P, existe outra
descomposicion B' que se obtén por inflacion de B.

Proba. Imos proceder en tres etapas:

1) Eleccion dunha transversal completa: Lembremos que a traza Ly N'Y da
folla L+ que pasa por T sobre a transversal canénica ¥ identificase co conxunto de
Delone D+ inducido polos puntos base das prototeselas de P. Se B = {By,..., B}
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¢ unha descomposicién en caixas de X adaptada a P, imos substituir ¥ polo eizo da
descomposicion C = | |!_, C;. Como antes, a traza L7 NC identificase cun conxunto
de Delone, que ainda denotaremos D7.

2) Reducion da transversal e descomposicion de Voronoi: SexaC' C C un
aberto-pechado contido nalgin aberto-pechado C; do eixo C. Como X é minimal,
a traza L+ N C' de calquera folla identificase de novo cun conxunto de Delone
D’-. Ademais, podemos supotier C' suficientemente pequeno para que calquera
conxunto de Delone D’ sexa N-discreto, e iso para calquera N € N que poida
resultar oportuno. O mosaico de Voronoi V de calquera destes conxuntos de Delone
D7 segue sendo de tipo finito. A transversal completa C' pode descomponerse
entén nunha unién disxunta Cj U - - - U €}, de abertos-pechados C] formados polos
mosaicos que posuen a mesma celda de Voronoi arredor da orixe. De novo pola
minimalidade de X e a propia definicién da sia estructura foliada, baseada no
principio de Gromov-Hausdorff, existe unha descomposicién By = {By,, ..., By, }
onde as caixas compactas By, = V; x C! estdn determinadas polos distintos tipos
de translacion das celdas de Voronoi do mosaico V.

3) Inflacién: Partindo de By, imos definir a descomposicién por caixas B’ adap-
tada a P que buscamos. Para cada mosaico T de C’, consideremos o motivo

Pr= J pPr
T'evinC
onde V; é a placa da caixa By, que contén ao mosaico 7. Pode darse o caso que
dous motivos Py e Pz, tefian por interseccién unha tesela Pr» co tipo de translacién
dalgunha placa P; de B. O problema queda solucionado eliminando Py~ de xeito
coherente dalgin dos dous motivos, é dicir, elimindndoa entén de calquera outro
motivo co mesmo tipo de translacion. Obtemos asi unha nova descomposicion
por caixas B’ = {B,..., B;} adaptada a P composta de caixas B = P! x C!.
Por construcién, B’ obtense por inflacién de B sen mais precauciéns que tomar o
aberto-pechado C’ suficientemente pequeno para que se cumpra a condicién (iii) da

definicién 3.3.21 0

Corolario 3.3.4. Para cada descomposicion por caixas B de X adaptada a P,
existe unha sucesion {B™},en de descomposicions por caizas de X adaptadas a P
tal que:

i) BO = B;
i) B+ obtense por inflacion a partir de B™;

iii) BM+Y) determina un conzunto finito de prototeselas P+, motivos compostos
a partir das prototoselas de P™, e un mosaico T € T(PM+Y) de cada folla
L+ ZR" de X;
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w) cada tesela de PV contén no seu interior algunha tesela de P™.

Ademais, a sucesién de descomposiciéns {B™},cx leva asociadas:

1) unha sucesién decrecente de eixos C™ | xunto cunha sucesién estrictamente cre-

cente de niimeros naturais N,, de maneira que o conxunto de Delone Dgﬁl ) = LrnC™
é N,-discreto;

2) unha sucesién de mosaicos de Voronoi V™ de maneira que cada celda de Voronoi
V € V™ contén no seu interior algunha tesela de 71,

Observacion 3.3.5. Lembremos que, no caso de R", podemos substituir a condicion
de aperiodicidade pola condiciéon de non periodicidade, pois na envoltura dun mo-
saico repetitivo non periédico ten que haber algin mosaico aperidédico e daquela
todos os mosaicos da envoltura son aperiodicos. Noutros termos, estes espazos fo-
liados son sempre minimais e sen holonomia. Agora ben, se substituimos o plano
euclidiano R? e o seu grupo de translaciéns polo plano hiperbdlico H? e o grupo afin
Aff(1), temos exemplos minimais con follas cilindricas que tenen holonomia non
trivial (véxase [28]). En xeral, pédese demostrar que o corolario segue sendo
certo para calquera laminacion teselable, isto é, transversalmente Cantor, minimal
e sen holonomia. Se supofiemos que a laminacién é minimal, pero hai follas con
holonomia non trivial, entén a conclusiéon do corolario aplicase sé a un conxunto
residual de follas. Convén salientar os dous puntos esenciais da proba:

i) a interseccién de calquera folla Ly co eixo C™ é un conxunto de Delone;

i) todas as teselas do mosaico de Voronoi V™ tefien holonomia trivial.

Voltando a situacién do inicio, definimos agora unha sucesién de relaciéns de
equivalencia finitas
RiCRy,C---CR,C---CR

definidas na transversal canénica ¥ como segue:

Definicién 3.3.6. Para cada n € N, definese a R,-clase de equivalencia dun
mosaico 7 coma o conxunto

RT)={T eR[T]| T e P"}=P"NX
onde P" é a placa de B™ que pasa por 7.

Noutros termos, para cada n € N, as clases de equivalencia de R,, coinciden coas
placas discretas P" = P*N'Y da descomposicén inducida por B™ sobre 3.
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Lema 3.3.7. Para cadan € N, a relacion de equivalencia R, é B-discreta, aberta
en R e compacta.

Proba. Se dotamos & relacion R,, da topoloxia inducida por R, entéon o espazo
de unidades > é un aberto de R, e polo tanto R, é [-discreta. Para com-
probar que R, é aberta en R, consideremos un par (7,7') € R,. Sabemos
que 7 contén un motivo P™ arredor da orixe 0 con patrén de translacion re-
presentado por unha prototesela de P™ e o conxunto P" = Dy N P" contén
un vector v tal que 7' =T — v. Consideremos entén o aberto-pechado Xp» de
X N Y formado por todos o mosaicos de X N ¥ que contenen ao motivo P" e
o aberto O(Xpn,v) = { (T", 7" —v) | T" € Xpn } de R. Agora temos que
(T,T") € O(Xpn,v) C R,. Por tltimo, observemos que R,, é a unién finita dos
abertos O(Xpn,v) asociados aos pares (P, v) con P* € P e v € P*. Cada un
destes abertos é tamén pechado, pois coincide co grafo da translacion 77 +— T —v
definida sobre Xp». Polo tanto, R,, é compacta. O

Deste xeito, a subrelacion de equivalencia R, = UneN R, € afable. Ademais, se-
gundo o lema anterior, a topoloxia limite inductivo sobre R, coincide coa topoloxia
inducida por R. Interésanos ou ben atopar medidas sobre ¥ invariantes por R tales
que R = R, nun conxunto de medida total, ou ben imponer condiciéns aos mo-
saicos para que calquera medida invariante satisfaga esa mesma propiedade. Con
ese propoésito, imos introducir a seguinte terminoloxia:

Definicién 3.3.8. Para cada n € N, definimos o borde da relacion de equivalencia
R,, como a unién dos bordes das placas discretas inducidas pola descomposicién
B isto é,

R, = |J aB"= |J (U oP") =] or.TI.

BreB(n Bnep(n)  PrCB"™ Texn

Para cada caixa B" € B™ o borde vertical 0,B" da caiza discreta B® = B*N'Y
¢ a union dos bordes das placas discretas

OP" ={T' e¢P" |37,€S:7,(T)=T —v¢ P},
que coinciden cos bordes das R,-clases
ORNTI={T €R,T] | 37, €S:7(T) =T —v & RaT] },

sendo S un sistema simétrico de xeradores do pseudogrupo de holonomia de F
reducido a . Definimos o borde da relacion de equivalencia R, como

ORo = ﬂ OR.,.

neN
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Lema 3.3.9. Para calquera medida R-invariante p sobre X, temos que:

0<pu{ TeX[R[T]# Rel[T] }) < p(sat(0Rx)).

Proba. En efecto, observemos que se R[T] # R|T], existe entén un mosaico
T' € Roo|T] e unha translacion 7, € S tales que 7" = 7,(T") =T —v ¢ Roo[T],
é dicir, 7" € OR . O

A nosa cuestién redicese pois a demostrar que ((0R~) = 0. Un método habi-
tual de construcién de medidas invariantes é mediante sucesiéns de Folner (véxase
[T7]). Lembremos que unha sucesidn de Folner é unha sucesion de conxuntos finitos

#0

AnCZtalque#Tfij—)Ocandon%oo.

3.4 Dinamica medible dos mosaicos do plano

Imos abordar primeiro o caso particular n = 2, é dicir, consideramos un mosaico
aperiédico e repetitivo 7 do plano R? de tipo P. Comezamos lembrando tres
propiedades elementais da xeometria plana:

i) Se P é un poligono convexo que contén unha béla B(x,r), entén a sia drea

a(P) > r(P). (4.1)

ii) O perimetro dun poligono convexo P é menor que o perimetro de calquera béla
que o contena. En particular, o perimetro

p(P) < 2r5(P). (4.2)

iii) Sexa {P;};>0 unha sucesién de poligonos convexos tal que B(x;, N;) C P, para
algtin punto z; € R? e algin N; € N, con N; — oo cando [ — oco. Entén a razén
isoperimétrica da sucesién de poligonos P; tende a cero, é dicir

P
lim p(Py)

= 0.
l—+o00 a(Pl)

En virtude destas propiedades e do corolario temos o seguinte resultado:
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Lema 3.4.1. A razon isoperimétrica de calquera sucesion exhaustiva de celdas de
Voronot V™ € V" tende a cero, é dicir

lim r(V )

n—+o0 a(Vn) =0 -

Lema 3.4.2. Mediante un proceso de inflacion axeitado, podese asequrar que a
razén isoperimétrica de calquera sucesion de placas P € P™ tende a cero de
maneira uniforme, i.e.
p(P")
a(P")

1
n
para cada n € N e cada placa P" € P™.

Proba. Para cada n € N, sexan

a, = max a(P"), p,= max p(P").
prep(n) prep()

Agora, tendo en conta como se definen as placas de P™ a partir das celdas de
Voronoi de V" en cada etapa da inflacién, e mailas desigualdades (4.1]) e (4.2)),
obtemos:

p(P") < 2mp,_10(P")
a(P") = N,6(P") — 2ma,_10(P")

para cada n € N e cada placa P* € P™. Aplicando a desigualdade isoperimétrica
4ra, < p? 4 segunda inecuacion:

a(P™) = No6(P") — pi_,6(P").

Logo,
p(Pn) 27Tpn—15(Pn) — o Pn-1
a(Pr) ~ (Np = ph_1)o(Pm) (N —pi_1)

Polo tanto, tomando C" en cada etapa da inflaciéon de maneira que

Ny, > ph_y + 2mnpy 1, (4.3)

asegurémonos que:

p(P") 1
aP") “n

para cada n € N e cada placa P" € P, O
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Observaciéon 3.4.3. Por un razonamento analogo, tomando a tranversal C™ para
que N,, > p?_| + 27na,_1p,_1 en lugar de (4.3), podemos garantir tamén que
p(P") 1

- <
¢ Ya(P") T

para cada n € N e cada placa P" € P,

Lema 3.4.4. Calquera sucesion de placas discretas P* = P™ MY € unha sucesion
de Félner, pois a razon isoperimétrica de P™ converze a cero de maneira uniforme.

Proba. Tomemos N € N de maneira que calquera lado de calquera prototesela de
P tena lonxitude > 1 se n > N. Neste caso, calquera prototesela P € P
cumpre

HOP™ = #0qP" < p(P") , an_1#P" > a(P"),

e asi .
#OP" p(P")
# Pr a(Pm)

Lema 3.4.5. Para cada n € N e cada caiza B* € B™, existe un nimero real
g(B™) — 0 cando n — oo tal que

1(@uB") < (BY)u(B" N L)
para calquera medida R-invariante p sobre 3.

Proba. Como a medida p é invariante por R, para cada n € N e cada B" € B™,
temos que:

u(@uB") = [ #0(P" x (T)) xon(T) du(T) = #0P"u(C"),

W(B" ) = / 4(P" % {T}) xon(T) du(T) = #P"u(C™).

Tomando o nimero real

40P
-4

e(B")
obtemos a desigualdade
W(0aB") = #OP"u(C™) < e(BY#P" u(C™) = =(BMu(B" N5).
E polo lema [3.4.4] £(B™) — 0 cando n — oo. O
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Proposicion 3.4.6. Para calquera medida R-invariante p sobre 3, o borde OR
da relacion de equivalencia R, ten medida nula.

Proba. Para cada n € N,

pOR) =pn( |J 9uB™) < D w(0.B").

BnrneBn) BrneB(n)

Polo lema anterior, temos deste xeito que:

pOR) < YD (BB )
BrepB®)

Desta maneira, tendo en conta a proba do lema paran > N:

1 n 1
pOR) <= 30 (BT =
BreBn)

Logo
1
1(0Rs) = lim p(0R,) < lim — = 0. O

n—o0 n—oo N,

Como xa comentamos, isto implica o seguinte resultado:

Teorema 3.4.7. A relacion de equivalencia natural R definida sobre a envoltura de
calquera mosaico aperiodico e repetitivo do plano euclidiano coincide coa relacion
de equivalencia afable R, sobre un conzunto de medida total. ]

Corolario 3.4.8. A relacion de equivalencia natural R definida sobre a envoltura
de calquera mosaico aperiodico e repetitivo do plano euclidiano € hiperfinita. Il

Polo tanto, en virtude do teorema |3.2.1| e da proposicion [3.2.2, concluimos:

Corolario 3.4.9. A dindmica medible da envoltura dun mosaico aperiodico e re-
petitivo do plano euclidiano estd representada por un sistema dindamico de Bratteli-

Vershik. ]

Este resultado ¢ ilustrado pola descripcion da dindmica da envoltura de calquera
mosaico de Robinson repetitivo (véxase [1§]). En §4| lembramos tal resultado,
outro similar obtido por R. M. Robinson sobre os mosaicos de Penrose por dardos
e papaventos, e engadimos unha nova descripcion da dindmica da envoltura do
mosaico por poliominds descrito por R. Penrose en [27].
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3.5 Dinamica medible dos mosaicos de R"

En [33], C. Series proba que calquera foliacién con tipo de crecemento polinomial
¢ hiperfinita respecto de calquera medida invariante. Un esquema similar vainos
permitir controlar a medida do borde das relaciéons R,, co propdsito de estender o
teorema[3.4.7| aos mosaicos de R™. Comezamos lembrando algunhas nociéns xerais
relativas ao tipo de crecemento das follas dun espazo foliado.

Definicién 3.5.1. Sexan f,g : N — N duias funcions monétonas crecentes. Dise
que g estd dominada por f, e dendtase g < f, se existen constantes \,p > len € N
tales que g(m) < Af(pm) para cadam > n. Duas funciéns f e g estdn relacionadas
se estan mutuamente dominadas, isto é, g < f e f < g. Esta relacién define un
preorde no conxunto das funciéns monétonas crecentes con rango e imaxe en N. A
clase de cada funcién f, chamaselle tipo de crecemento de f.

Definicién 3.5.2. Sexa (M, F) un espazo foliado compacto. Consideremos ¥ unha
transversal completa, I' o pseudogrupo de holonomia de F reducido a ¥, e S un
sistema simétrico de xeradores finito. Definese a lonzitude dun elemento v € T’
coma o numero minimo lonxg(y) de xeradores de S necesarios para escribir 7.
Definese entén unha distancia nas follas por

ds(z,2") = min{lonxg(7y) | v(z') = z}.

Denominase neste caso funcién de volume da érbita de I nun punto z € ¥ & funciéon
vy : N — N tal que
vz (n) = #Bag(x,n).

Chémase funcion de volume de I' & funcién v : ¥ x N — N tal que v(z,n) = v,(n).
Lembremos que o tipo de crecemento de v, é o mesmo para cada punto x dunha
mesma folla. En efecto, para cada par de puntos x e y dunha mesma folla,
ds(x,y) = d < oo. Polo tanto, By, (y,n) C Bys(x,n + d) C Bag(y,n + 2d) para
cada n € N, o que implica que v, e v, estdn mutuamente dominadas.

O noso propdsito é pois estender o teorema |3.4.7 aos mosaicos aperiddicos e
repetitivos de R"™ empregando o crecemento polinomial dos espazos euclidianos.
Nun primeiro momento, como consecuencia do corolario 2.40 de [2], imos substituir
o conxunto finito de prototeselas P por outro no que as prototeselas son cubos
unitarios en R™. Estes cubos tenen decoraciéns nos seus lados que determinan
cando duas teselas poden ser adxacentes. Mais adiante comprobaremos que esta
simplificacion é de feito inutil. Agora ben, asumindo a substitucién a funcion de
volume do pseudogrupo de holonomia de F estd dada por v(n) = (2n — 1)"™. A
proba do seguinte lema é neste caso evidente:
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Lema 3.5.3. A funcion de volume do pseudogrupo de holonomia de F reducido a
Y satisfai as duas condicions sequintes:

2
JK>0: U<(7§)<K para cada n € N (5.1)
v(n

- v(n —k)
o)

=1 paracada keN (5.2)

Ao longo do que resta de seccién, todas as caixas B = P x C' consideradas
e as placas P Correspondentes estaran discretizadas, é dicir, substituiranse polas
stas trazas B = BNY e P = PN Y cunha transversal completa . Para sim-
plificar a notacién suprimiremos as tildes “e denotaremos simplemente B e P as
discretizacions. De maneira explicita, temos a seguinte definicién:

Definicién 3.5.4. Unha caiza de anchura 2n en ¥ é unha caixa B =2 P x C' con
placas P x {T} = By (T,n). Para cada k < n, o borde vertical k-ésimo de B é o
conxunto
0"B = | ) 0"Buy (T n)
TeC
onde

8’“Bds (T,n)={T € By (T,n) | 37, €T, lonzs(r,) < k: 7,(T') & Bag(T,n) }.

Lema 3.5.5. Sexa A un subconzunto aberto-pechado de ¥ e p unha medida sobre
Y inwvariante por R. Para cada n € N e cada € > 0, existe unha caiza B =P x C

de anchura 2n tal que
1

o
Proba. Para cada mosaico 7 € A, existe unha vecinanza aberta-pechada C' de T
en A tal que dous elementos 7,7, € I' verifican:

p(B) > —=p(A) —

se To(T), T (T) € Bag(T,n), conv#v" = 7,(C)N71,(C) =0 (5.3)

En efecto, como s6 hai un ntiimero finito de trasladados 7,(7) =7 —v para 7, € T
con lonzs(T,) < 2n, podemos elixir C' suficientemente pequeno para asegurarmos
(5.3). Podemos definir logo B = P x C' caixa de anchura 2n en 3.

Para obter unha cota inferior de p(B), sexa C' o aberto maximal que satisfai
(5.3). Desta maneira, A estd contido na unién dos trasladados 7,(C') por elementos
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7, € ' con lonxs(1,) < 2n. De existir 7' € A con dg(T',C) > 2n, tomando C’
entorno aberto-pechado de 77 en A satisfacendo (5.3)) e restrinxindo a un entorno
mais pequeno se fose necesario, poderfamos asegurar 7,(C) N7, (C") = () para 7, 7
tales que 7,(T) € By, (T,n) e 7/ (T") € By, (T',n). Logo C" = C U " seria un
aberto-pechado de A que verifica (5.3) e C' non seria maximal.

Tomando agora un aberto-pechado C’ cumprindo (5.3) tal que pu(C") = p(C)—¢’
con & = %5, pola invarianza da medida e pola condicion (5.1) da funcién de
volume, B’ = P x C' é unha caixa de anchura 2n tal que:

v(2n) 1 1

wB) = v(n)u(C) > == (u(C) =€) = Zo2n)u(C) —e = Z-u(4) — .

[]

Lema 3.5.6. Sexa B = P x C unha caiza de anchura 2n. Para cada k < n, existe
e >0 tal que
w(0*B) < eu(B).

Proba. Sexa ¢ > 0 tal que

v(n)

m<1+€<:)O<v(n)—v(n—k)<6v(n—k)<5v(n).

Tendo en conta que
0"B = | J 0"Bug(T.n) C | (Bas(T.n) = Bao(T,n — k)
TeC TeC

e que 4 ¢ unha medida R-invariante, temos que:
H(E“B) = [ #0Bas(T,n) xo(T) du(T) < (v(m) = vl ~ )u(C)

<ev(n)u(C) = ep(B).
0

Proposicion 3.5.7. Sexa A un subconzunto aberto-pechado de Y. Para cada k € N
e cada € > 0, existe n = n(k,e) de maneira que existe unha caiza de anchura 2n

tal que: .
WB) > 2=n(A) —¢ (5.4)

(0" B) < e(B) (5.5)
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Proba. Pola condicién (5.2) da funcién de volume, podemos tomar n € N tal

que v(( )) < 1+ e. Polo lema |3.5.5| existe B caixa de anchura 2n satisfacendo a
primeira desigualdade. Tendo en conta a proba do lema [3.5.6] B satisfai tamén a
segunda. O]

Proposicién 3.5.8. Para cada k € N e cada € > 0, existe N € N de maneira que
existe unha familia B = {By,--- , By} de caizas de anchura < 2N tal que:

Z) éz ﬂéj = (Z), para 1 %j,
i) p(B)>1—¢;
iii) u(0°B) = p(UL", 0°B,) < e(B).

Proba. Sexan 0 > 0 e m € N cumprindo as seguintes desigualdades:

,_n

m—

5 .
2:0
1) )
po— 8’(1_5)(1_E)>1_5'

Definimos Ny, ..., N,, de xeito inductivo empregando a proposicién |3.5.7}

4]
Nl :n(k',—) N Nl = k
m
‘ 5
Ni=n(Ni—1,—), Ni = Ni
m
parai=2,...,m. Sexa B,, = P,, x C,, caixa de anchura 2N,, con C,, C X tal que
1 ) 1 )
B,)>—=puX)——=———,
WBm) > u(E) = — = 2 — —
(@1 By) < —p(By,)
Agora, para ¢ = 2,...,n, tomemos por inducién caixas B; = P; x C; de anchura

2N; con C; C ¥ — .., B; tales que

j>i

u(B;) > %u -UsB) -

i>i
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)
Ni—1 . )
pO™ T Bi) < —p(Bi).

Asf construidas, as caixas B, ..., By, satisfan B; N B; C 0Ni-1B; se j > 14, pois
do contrario B; cortarfa a C;. Definimos ent6n unha nova familia B’ de caixas
B! = B; — 9Ni-1 B;, que identificamos coa sia unién, tal que:

i) BN B, =0, parai+ j.

i1) Por construcién, temos que:

B! 1——)u(B
p(BY) > (L= (B,
" 1 " )
nE-UJB)<(-2pE- U B+ =
. m
1=] 1=7+1
m 1 5 m—1
Y—| |B 1—=)"+— 1— =)
um=UB) < =g LA ) <o =
p(lJBi)>1-56
i=1
Polo tanto:
, “ , § | — ) " 0

p(B) =3 u(B) > (1= ) S u(B) > (1= D B) > (1) 1-8) > 1=

i=1 i=1 i=1
i1i) Por tltimo, temos que:

/ = / 5 - i - / - / /

p(OB) = 3 p@ B < S u(B) < 25 S (B < 232 a(B) = en(B).
i=1 i=1 m i=1 i=1

Concluimos tomando N > Ny, Ny — Ny,...,N,, — N,,_1. O

Agora, a partir deste resultado, definimos coma no caso do plano unha sucesién
de subrelacions de equivalencia finitas:
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Proposicién 3.5.9. Existe unha sucesion {R,}nen de relacions de equivalencia
finitas, e unha sucesion mondtona crecente de naturais {N,}, tales que para cada
n € N:

i) RulT] C Rua[T] C R[T] para cada T € X;
ii) TR,T = T' € Bag(T,N,);
i) w({ T €S| Bay(T, N 1) € RATIY) < .

Proba. Suponamos definidas tales relacions de equivalencia para ¢ < n. Pola
proposicion , existen V € N e unha familia B de caixas de interiores disxuntos
e anchura < 2N, identificada coa sta union, tal que:

R 1
u(B) >1— 2
N N 1
2N,
uo=B) < 2n+2’u(8> RSTITE

Sexa B=B— VB =58 — Uses N+ B. Deste xeito,

1 1 1
Ny, _ _ 1
p(B) — (0" B) > 1 ontz  ont2 1 on+1

e podemos definir R,, 1 por

TR.T'

TR T <
o {TRnT", TR, T" e T" T" pertecen & mesma placa P de B

Tomando N, 41 > 2N, a relacién de equivalencia R,y satisfai (¢), (ii) e (z5i). O

Coma no caso do plano, as relaciéns de equivalencia R,, son (-discretas, aber-
tas e compactas, e polo tanto a relaciéon de equivalencia Ro = J, oy Rn ¢ afable.
Obtemos asi a versién do teorema para o caso de R":

Teorema 3.5.10. A relacion de equivalencia natural R definida sobre a envoltura
de calquera mosaico aperiodico e repetitivo de R™ coincide coa relacion de equiva-
lencia afable R sobre un conzunto de medida total. ]

Proba. En efecto, u({ 7 € ¥ | Roo[T] # R[T] })
=pu({TeX|IT eR[T]: VneN, T"¢ R,[T] })

< Maend T € 2| Bag(T, Nu-1) € RulT1})
<im0 p({ T € X | Bag(T, Nu1) € R[T]}) = 0. O

Polos mesmos razoamentos, obtemos a correspondente version do corolario
0.4, 9k
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Corolario 3.5.11. A dindamica medible da envoltura dun mosaico aperiodico e
repetitivo de R™ estd representada por un sistema dindmico de Bratteli- Vershik. [l

Para rematar, observemos que no caso non minimal podemos concluir tamén,
sen necesidade de supoiier que as prototeselas son cubos unitarios en R™. Coma na
proba de Series, o primeiro resultado a considerar é o seguinte:

Lema 3.5.12 ([19]). Se a funcién de volume v, ten tipo de crecemento polinomial,
existe unha sucesion {n,(x)}en que satisfai:

i) existe unha constante K(x) > 0 tal que

Va(214(7))

oa (2] < K(x); (5.6)

i) para cada k € N,
vz (ng() — k)

@)

Tense ademais:
Lema 3.5.13. A constante K(x) € independente do punto z elizido nunha folla.

Proba. Se z e y son dous puntos dunha mesma folla e d = dg(z,y), entén
vz(n) < vy(n+d) < vy(n+2d).
Polo tanto se n > d, temos que v,(n) < v,(2n) < v,(3n) e desta maneira:

2 4
tmint % < mint 247 ¢ e 287
n—00 vy(n) n—00 Uy(Qn) n—00 U:c(n)

< KKK,

sendo K1, Ks e K3 as contantes de (5.6 para as funciéns v,(n), v(2n),v,(4n). Logo
podemos tomar K = KK, Kj3 para todos os puntos dunha mesma orbita. [

Proposicién 3.5.14. Se (M, F) € minimal, enton ou todas as follas terien o mesmo
tipo de crecemento de maneira uniforme, ou ben hai unha infinidade non numerable
de follas con tipos distintos.

Proba. Consideremos o conxunto

Co={(r,y) € M x M | L, e L, tenen o mesmo tipo de crecemento}.
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Posto que a condicién anterior significa que v, < v, e v, < v;, 0 conxunto
C={(z,y) e M x M| v, <v,}
satisfai Co = C N ¢(C), onde ¢ é a inversién
(x,y) € M x M — (y,x) € M x M.
Este conxunto é un Fj, pois tratase da unién dos conxuntos pechados
CA\ p,n)={(z,y) € M x M | v,(m) < Avy(pm), sem>n }

con \,p > 1en € N. Hai asi dous casos posibles:

o
—

1) Existen \,p > 1 e n € N tales que C(\, p,n) # 0. En tal caso, para cada par de
follas £ e L' de F, tense que:

o o
— —

(LXxLYNC(N pn) #0# (L x L)NC(A, p,n).

Logo existen pares (z,y) € LxL e (y',2') € L x L que satisfan v, (m) < Av,(pm) e
vy (m) < vy (pm), se m > n. Polo tanto, £ e £’ tefien o mesmo tipo de crecemento
e ademais de maneira uniforme, é dicir, as constantes A, p e n son fixas.

2) Todos os pechados C(A\, p,n) tehen interior baleiro e polo tanto C é un Fj de
interior baleiro. Deste xeito Cy é magro. Logo se consideramos a proxeccion

B:CoC M x M —s M,
existe un conxunto residual A C M tal que cada fibra
B (z) ={ (z,y) € Cy | L, ten o mesmo tipo de crecemento que £ = L, }
con x € A é un conxunto magro (véxase o lema (8.42) de [20]). Neste caso, o

saturado de A é non numerable e temos o resultado. O

No caso da envoltura dun mosaico aperiédico de R™ todas as follas son homeo-
morfas a R"™, polo tanto todas tenen tipo de crecemento polinomial, logo estamos na
primeira situacién. Tendo en conta isto e méis o lema [3.5.13] dediicese a existencia
dunha constante K que satisfai (5.6 para cada mosaico T € X.

Neste caso, a funcién de volume v : ¥ x N — N é continua e podemos enunciar
deste xeito a seguinte versién global do lema de Jenkins:
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Lema 3.5.15. Euxiste unha sucesion de funcions n, : X — N localmente constantes
e unha constante K > 0, verificando:

i) para cada T € 3,
or(2n,(T)) _
vr(ng(T))

i) para cada T € ¥ e cada k € N,

vr(ng(T) — k)
vr(ng(T))

=1.

Temos pois o analogo do lema[3.5.3|sen necesidade de suponer que as prototese-
las son cubos, e podemos proceder de maneira similar para probar o teorema[3.5.10]
A proba aplicase agora a calquera laminacién teselable con crecemento polinomial
e podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.5.16. A dindmica transversa medible de calquera laminacion tese-

lable con crecemento polinomial estd representada por un sistema dindmico de
Bratteli- Vershik.
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Como acabamos de ver, a dindmica medible da envoltura dun mosaico aperiédico e
repetitivo pode representarse por un sistema dinamico de Bratteli-Vershik. Mais o
diagrama de Bratteli asociado, que mostra como se van incluindo as teselas dunha
etapa nas da estapa seguinte no proceso de inflacién que o determina, pode ser en
xeral moi complicado. Nalgtins exemplos relevantes, hai unha inflaciéon inherente
ao procedemento de construcién dos mosaicos en cuestién que permite codificar de
maneira directa a dinamica medible.

4.1 Os mosaicos de Robinson

Un conxunto de 6 teselas que forza a aperiodicidade foi descrito por R. M. Robinson
en [32]. As dias primeiras denominanse cruces, respectivamente con esquinas e sen
esquinas, e as restantes brazos.

As seis teselas de Robinson

51
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Para describir os mosaicos de Robinson, isto é, os que se constrien a partir deste
conxunto de teselas, hai outra representacion mais comoda por cadrados decorados

(2], 32)):

Y A A
< > < > -
> > -
Ay ] 128
- —>|— —|—
>y

As teselas dos mosaicos de Robinson poden obterse a partir destas 6 prototeselas
por translacion, pero tamén mediante xiros de 90°, 180° e 270° ou por reflexion
respecto do eixo de ordenadas. E dicir, estamos falando dun conxunto P con 32
tipos de prototeselas por translaciéon. Por outra banda, a maioria dos mosaicos
de Robinson son repetitvos, pois poden construirse por medio do seguinte proceso
(véxase [18]):

e Partese dun cruce con esquinas, o que aparece na anterior figura ou algunha
das sias imaxes polos xiros de 90°, 180° e 270°.

e Replicase a peza inicial mediante xiros de 90°, 180° e 270°.

e Engiddese un motivo formado por 5 teselas en forma de cruz. Elixese para
isto a peza central, que debe ser un cruce sen esquinas, e as restantes, que
son necesariamente brazos, quedan entén determinadas.

TR W AT
LY Y N Y Y,
AP R
< | = = =
T T v >
dY 7 A A
< > | —|— | <€ =
> | —|t— | <€
NV AT KTV
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e Obtense asi un bloque de 3 x 3 teselas. De xeito analogo, constriiense bloques
de lado 2"*! — 1 a partir de bloques de lado 2" — 1.

A eleccién dos cruces sen esquinas determina a rexién do plano que se tesela:
un cuadrante, un semiplano ou o plano completo. Nos dous primeiros casos tamén
¢ posible teselar todo o plano “pegando” axeitadamente os cuadrantes e semiplanos
obtidos cos seus replicados.

A e A A WY AV
< = | —> < Co - | <% . > | — | & >
SARy Ay Y Y L Y Y
l l l l A A
B D _ YV
< —_— -— | e——— > >
< T T T T v >
A A A AN A A A A
> | —>[<e— | < > - | - > | —>|<e— | < >
| —» | g— | € | —= | — | €
N Y A ] N Y N Y A Y N
| | N | | |
— | | e—— | = - —— | — | ———»
T T T v > > >
7 v J q 7 N 7 N
Sy P S g | A o] e [<—4
—> | — > |€t— | €— —_— | — > | —> | €t— (—%
NY Y A N Y YA NY Y A N Y YA
| A
\i g Y
- —_— | > |e— | e—— | = > >
1 I Pty i1
A A A A A A A A
< > | —>[<1— | < > [ —>|<— > | 1oe— | < >
> | —>| € 3 > > | €t— | €
S AN LV ATy (v

Mosaico de Robinson obtido a partir dun cuadrante replicando e pegando

Os mosaicos de Robinson repetitivos construidos “sen pegar” quedan totalmente
determinados polas sucesivas elecciéns dos cruces sen esquinas. Podemos codificalos
enton identificando cada cruce sen esquinas cunha parella de elementos do conxunto

{0,1}.
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10<—> - > < > <—>OO

Se substituimos nunha sucesiéon os primeiros termos, estamos transladando a
orixe dunha tesela a outra no mosaico. Por outra banda, estes mosaicos forman
un conxunto residual de medida total. Polo tanto, a dindmica medible do espazo
foliado dos mosaicos de Robinson repetitivos esté representada pola relacién cofinal
sobre o espazo {0, 1} das sucesién binarias, ou o que é o mesmo, sobre o espazo
dos caminos infinitos do seguinte diagrama de Bratteli.

0 1
0 1
0 1
0 1

De maneira equivalente, a dinamica medible esta representada por unha maquina
de sumar binaria [18], pois todas as clases de cofinalidade (excepto as das sucesiéns
000... e 111...) coinciden coas érbitas da aplicacién suma de 1.

el

Autémata que representa & maquina de sumar binaria
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4.2 Os mosaicos de Penrose por dardos e pa-
paventos

Sen dubida algunha, o mais célebre conxunto aperiddico de prototeselas é o com-
posto polo dardo e o papaventos de R. Penrose [20].

As teselas dardo e papaventos de Penrose

Ainda que a literatura sobre os mosaicos de Penrose é abundante, é precisamante
unha idea de R. M. Robinson a que permite construir estes mosaicos de maneira
explicita e describir a sta dindmica global [12].

Todo mosaico de Penrose por dardos e papaventos correspéndese cun mosaico
construido a partir de duas teselas triangulares (obtidas cortando o dardo e o
papaventos polos seus eixos de simetria) con certas regras de pegado.

I
[
¥
i
|

//////‘\\\\\\

O,

Pegando os dous triangulos como se mostra na seguinte figura, obtense un
triangulo semellante ao pequeno. Cada mosaico correspéndese asi cun mosaico
inflado que se constrie a partir do novo tridngulo e do grande (obtido eliminando
no mosaico as aristas correspondentes a este pegado). Facendo agora que a nova
tesela xogue o papel do triangulo grande, podemos repetir o proceso para obter un
novo par de triangulos que definen un novo mosaico inflado, obtido eliminando as
aristas correspondentes no mosaico inflado anterior.
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Iterando este proceso, describimos un procedemento natural de inflacién no que
se obtén para cada mosaico 7 unha sucesiéon {7, },en de mosaicos inflados por
triangulos grandes e pequenos. Podemos asociar a cada mosaico unha sucesion
binaria {z, },en tal que z, = 0 se o tridngulo que contén & orixe no mosaico 7, é
o triangulo grande ou z,, = 1 se é o pequeno. E dicir, o termo n-ésimo da sucesion
indica como estd incluida a tesela de 7,, que contén & orixe na tesela de 7,1 na que
estd contida. Como neste proceso recurrente un tridngulo pequeno sempre forma
parte dun tridngulo grande na etapa seguinte, estas sucesions non pode conter dous
termos consecutivos iguais a 1.

10001

Primeiros pasos da codificacion nun exemplo
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Pode ser que algunha destas sucesiéns non determine un mosaico de todo o
plano, senén simplemente dun sector, pero podemos obter un mosaico do plano
reflexando e replicando por medio de xiros.

Coma no caso dos mosaicos de Robinson, os mosaicos construidos replicando
forman un conxunto magro de medida nula. Polo tanto, a dindmica medible do
espazo foliado dos mosaicos de Penrose por dardos e papaventos esta representada
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pola relacién cofinal sobre o espazo de sucesiéns binarias {z,},eny que satisfan
Tp=1= 2,1 =0.

1Y
NN

Diagrama de Bratteli asociado

Equivalentemente, a dinamica medible da envoltura de calquera mosaico de
Penrose esta representada polo seguinte autémata:

O o

Autémata de Fibonacci

4.3 Os mosaicos de Penrose por poliominés

En [27], R. Penrose describe un conxunto de tres poliominds (pezas compostas por
cadrados unidade pegados lado a lado) ideados a partir dun conxunto aperiédico
de teselas descrito por R. Ammmann (véxase [12], paxina 555), e que constitiien
de igual maneira un conxunto aperiédico. O seu proposito é mostrar que “existen
modelos de universo completamente deterministas, con regras precisas de evolucion,
que son imposibles de simular computacionalmente”.
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Os tres poliominés de Penrose, nomeadamente A, B e C

Se falamos de tipos de translacién, o conxunto aperiodico estd composto por

22 prototeselas: as da figura, mais as suas imaxes por unha reflexion e as imaxes
)

polos xiros de 90°, 180° e 270° de todas elas. Por outra banda, as teselas de tipo

A actiuan unicamente a modo de “grampa”, é dicir, calquera mosaico construido

con estas teselas queda determinado pola disposicion das teselas de tipo B e C.

Podemos dicir en certo modo que o conxunto de teselas se reduce as de tipo B e

C.

A forma de combinar os poliominés de tipo B e C para teselar o plano da lugar
a un conxunto de teselas infladas, que forman xunto coas de tipo A un conxunto
de prototeselas equivalente ao de partida.

ol

Poliominds inflados de tipo B e C

Os poliominés inflados de tipo B e C' combinanse de xeito recurrente, obténdose
novas teselas infladas de tipo B e C' que contenen &s anteriores e que constitiien
novamente coas de tipo A un conxunto de prototeselas equivalente.
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Iterando este proceso, podemos codificar cada mosaico de Penrose por po-
liominds da seguinte maneira:

e En primeiro lugar, asociamoslle un 0 se a tesela que contén & orixe é de tipo
C, eun 1 se é de tipo B.

e Indicamos como estd incluida esta tesela na tesela inflada que a contén, se-
gundo o seguinte esquema:

101
101 100
010
011 001 110
001 010

000

Obsérvese que no caso do esquema de tipo C, non hai ambigiiidade posible
se tomamos como referencia a orientacién da peza central , pois nin os po-
liominés inflados nin os de partida presentan simetrias. Por outra banda, a
terceira das tres entradas de cada un destes coédigos indica se a seguinte tesela
é de tipo B ou C.

e Dado que o proceso é recurrente, o mesmo esquema permite indicar como se
inclie a n-ésima tesela inflada na (n + 1)-ésima tesela inflada que a contén.

Coma no caso dos exemplos anteriores, se modificamos un numero finito de
termos da sucesion, estamos movendo o punto base no mosaico. A dinamica medible
estd asi representada pola relacion cofinal no espazo das sucesién binarias coas
seguintes restricions:

T3n = 1 = T3,1173,4203,43 # 111

111

Tgn = 0 = T3541T3p42%3n43 7 § 011
110
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: 0001000, 0101000
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Neste caso, a diferenza dos exemplos anteriores, non obtemos directamente
ningin sistema de Bratteli-Vershik que represente a dindmica medible da envoltura
de calquera destes mosaicos. Agora ben, sabemos que esta dindmica coincide coa
descrita pola relaciéon cofinal nun conxunto (homeomorfo ao conxunto de Cantor)
de sucesiéns binarias. Aplicando o teorema[3.2.1]de [11] e [30], podemos finalmente
representar a dinamica mediante o espazo de caminos infinitos dun diagrama de
Bratteli mais complicado que os dos casos anteriores.
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