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INTRODUCION

Esta unidade didactica forma parte do curso de Analise Econdmica dos Mercados
Financeiros Il que se imparte no primeiro cuadrimestre do Master en Economia:
Organizacién Industrial e Mercados Financeiros.

O propésito da unidade é introducir diferentes formas ou modelos de valoracién de
contratos de opcions. Utilizando os suposto de non arbitraxe e a replicacion,
analizase a valoracion binomial, a valoracion de Black-Scholes e a valoracién por
simulacion, modelos que utilizan diferentes perspectivas ou supostos pero que
conducen a resultados semellantes. Asi mesmo, estudanse as propiedades dos
prezos das opcions e a sUa sensibilidade aos factores determinantes dos mesmos.

A comprension desta unidade require da comprension dos fundamentos de
valoraciéon de activos, da idea de non arbitraxe e replicacion para a valoracion de
activos. A maior dificultade desta unidade estd no manexo de conceptos de
estatistica e de calculo estocdstico. Para evitar que as dificultades técnicas
dificulten a comprensidon da valoracion deste tipo de activos financeiros, ao longo
da unidade utilizanse varios exemplos numéricos que tratan de ilustrar a aplicacion
practica dos diferentes procedementos de valoracion.

PALABRAS CLAVE

Opcidns, call, put, Non arbitraxe, modelo binomial, Black-Scholes, simulacidn, letras
gregas.

METODOLOXIA

e Aimparticidén do curso sempre adoptara como punto de partida as intuiciéns
financeiras, que se tomaran como base, e a enmarcacion destas intuicions no
contexto do problema de valoracion.

e Utilizarase preferentemente a linguaxe grafica, mais intuitivo e mais facil de
asimilar polo estudante, pasando posteriormente a formulacion dos
problemas considerados en termos formais.

e |lustraranse todos os conceptos con exemplos practicos que estean proximos
a realidade financeira do alumno coa finalidade de que o alumno aprenda a
aplicar os instrumentos de valoracion a activos financeiros con caracteristicas
semellantes.

e Propofierase unha serie de exercicios practicos que ilustren a aplicabilidade e
utilidade dos cofiecementos adquiridos.

e Fomentarase a participacion do alumno, tanto no desenvolvemento dos
contidos tedricos como na resolucién dos casos practicos.
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AS OPCIONS

As opcidns son contratos, de compra ou de venda, sobre un activo que dan o
dereito a comprar ou vender ese activo a un prezo e data estipulados no contrato.
Asi, as opcidns poden ser:

e opcion de compra (call option): contrato que proporciona ao seu posuidor (o
comprador) o dereito (non a obrigacidon) a comprar un nimero de accidns (ou
outro tipo de activo/ben) a un prezo establecido (prezo de exercicio) e nunha
data determinada no contrato (data de vencemento) ou até unha data
especificada no contrato.

e opcion de venda (put option): contrato que proporciona ao seu posuidor (o
comprador) o dereito (non a obrigacién) a vender un nimero de accidns (ou
outro tipo de activo/ben), a un prezo establecido (prezo de exercicio) e nunha
data determinada no contrato (data de vencemento) ou até unha data
especificada no contrato.

Se a opcion pode exercerse sé na data de vencemento, denominase europea, se
pode exercerse en calquera momento do tempo até a data de vencemento,
chamase americana.

Posicidns nun contrato de opcién (S denota o prezo do subxacente e K o prezo de
exercicio):

e (Call europea:

S;-K si §;>K

* Posicién larga (compra): { 0 &S <K = Max (Sy- K, 0)
<

~(S;-K) si S;>K M K
0 si Sy <K = -Max (Sy - K. 0)

> min (K-S, 0)
Por exemplo, para unha call con K=10, prezo da opcién = 2, e vencemento de 1

mes, as posicions compradora e vendedora, respectivamente, podémolas
representar do seguinte xeito:

* Posicidn corta (venta): {

LB LB

9 19/ 12 Sr 10 12 \/45° St
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e  Puteuropea:
K-St si Sp<K

0 si $;>K = Max (K- Sr, 0)

* Posicion larga (compra): {

~(K-S;) si S;<K

* Posicidén corta (venta):
0 si St 2K

= -Max (K - Sr, O)
—> min (Sp - K, 0)
Por exemplo, para unha put con K=10, prezo da opcién = 2, e vencemento de 1
mes, as posicions compradora e vendedora, respectivamente, podémolas
representar do seguinte xeito:

LB LB

T~ T
_2 8 \] 0 ST 45° 87 10 ST

Combinando opcidéns, podemos elaborar unha serie de estratexias especulativas ou
de cobertura que dan lugar a unha estrutura de pagos diferente 4 das opcidns
combinadas. A modo ilustrativo, podemos considerar as seguintes:

A. Tomar unha posicidén na opcién e o subxacente.

Beneficio Beneficio

Beneficio Beneficio
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B. Tomar unha posicién en ddas ou mais opcidons do mesmo tipo (un diferencial
de prezos ou spread):
Diferencial alcista (Bull spread) con opcions de Diferencial alcista (Bull spread) con opcidns de

compra venta

Beneficio Beneficio

Diferencial baixista (Bear spread) con opciéns de Diferencial baixista (Bear spread) con opcidns de
compra venta

Beneficio Beneficio

Diferencial bolboreta (Butterfly spread) con Diferencial bolboreta (Butterfly spread) con
opcidns de compra opcions de venta

Beneficio Beneficio
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Diferencial temporal (Calendar spread) con Diferencial temporal (Calendar spread) con
opcions de compra opcidns de venta

Beneficio Beneficio

C. Tomar unha posicion nunha mestura de opciéns de compra e opcions de

venda:
Combinacidon de cono Combinacidn de berce (strangle)
Beneficio Beneficio

N\~ RN

NN | N—e
A

Bando (strip) Correa (strap)

Beneficio Beneficio

S

Strip Strap




Unidade 4
didactica Valoracion de opcidns

Factores que determinan o prezo dunha opcion:
o Prezoda accién, S: se f= A
o Prezo de exercicio, K: se K'T‘ = C.j, P'T‘

o VoIatiIidade:GQ'T‘ = C'T‘ P'T
o Tipo de interese: it cf P|

o Dividendos: DT = c} pt

O

Tempo ata a data de exercicio.

s’
t4 = {VANdek | ctp}

pt

Para as opcions americanas: t'T‘ = C'T PT

MODELO BINOMIAL

O modelo binomial asume que o prezo do activo subxacente segue un
comportamento binomial, de modo que o valor do activo pode subir ou baixar
nunha determinada proporcién. Consideraremos a valoracion dunha opcion e
varios periodos.

1. Valoracion para un periodo

Para ilustrar o funcionamento do método binomial no caso no que temos un Unico
periodo de tempo, consideramos a valoracion dunha call (europea) onde o prezo
do subxacente ten un comportamento binomial, tal que:

s,=12 p=0,6 u=1,2

10
Sy4=8 1-p=0,4 d=0,8
Dado este subxacente, se o tipo de xuro sen risco é i = 5% e consideramos unha call
conk=11:

C=1

éC?
Cd= 0
Cal seria o valor da opcidn cal? Para dar unha resposta a esta pregunta podemos
utilizar a replicacion dos fluxos da opcién: tomamos A = n2 accidns, b = n2 bonos.

— S 4
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12-A+1,05-b=1
8-A+1,05-b=0
Para esta carteira:

} B A=0,25 b=-1,90

NON arbitraxe
12-0,25-1,9-1,05=1 l

10-0,25-1,9=0,6 =) [C=0,6

8-0,25-1,9-1,05=0
En caso contrario, existirian posibilidades de arbitraxe.
Aplicando este procedemento de forma xeral, teremos que:

AuS+b(1+i)=C, = _C,-Cy _uC, —-dCy
AdS+b(1+i)=C, (u—d)s (u—d)(1+1)

CASspo L (1+i)-d +u—(1+i)
C=AS+b (1+i){ (u=d) T (uq) ¢

~(1+i)-d u—(1+i)

SRR O

Se denotamos por:
i

teremos que:
1 1
C=— S
(1+i) (1+i)

Esta valoracidn é unha valoracidn neutral ao risco posto que:

T, +my =1
0<m, <1 dadoque d<(1+i)<u

1 1
= T = T
{ ¢u (1+l) u ¢d (1+l) d
Os factores que intervefien no prezo da opcidn son: prezo actual da accidn, S,
60/680 >0, prezo de exercicio, 8C/6K <0, volatilidade da accidn,

ag = (u-d)*p(1-p), 60/602 > 0, tipo de xuro, 60/6(1 + i) > 0, dividendos (cero

no exemplo) e tempo ata o exercicio (un periodo). Nesta valoracion NON inflden
outras variables como: preferencias investidores, beta do subxacente, rendibilidade
esperada subxacente, probabilidades, etc.

A valoracion anterior tamén a podemos derivar de forma semellante utilizando a
capitalizacién continua en lugar da composta.

A Y




Unidade 4
didactica Valoracion de opcidns

2. Valoracion para varios periodos

Consideremos agora do periodos de tempo, ou dous movementos no prezo da
accion, para mesma opcidn:

Activo:
Suu = 14,4 Puw = 0,36
s=12<<::;
’ Sw=9,6 Pu=024
10 Sw=9,6 Pw=024
Sd = 8
de = 6,4 Pad = 0116
Opcidn:

ic? Cyu=0
Cy=0 <

Temos que determinar o valor de C,:
14,4-A+1,05-b=3,4
B A=0,71 b=-6,48

9,6-A+1,05-b=0
NON arbitraxe -Cu =12-0,71-6,48 =2,04
De xeito semellante, teremos que: C=10-0,51-3,89=1,21.
En xeral, o valor da opcidn para 2 periodos sera:

:(11j){nu{(11j)[nqul+ndeJ}4—nd{(I%35[nqu,+ndeJ}}

1 2
C=— | miCu +2m, (1-7,)Coy +(1-7, ) Cuy
(1+l)
Teremos que o valor da opcidon aumenta co tempo. A expresidn anterior podemos
reescribila do seguinte modo: dado ¢; como o nimero de movementos
ascendentes, teremos que:

j=0, Cj =Cyq

i=1 Cj =Cqy

1=2, cj=c¢y
Co cal podemos expresar o valor da opcién como:

1= QJC
(1+12JZOJ,(2 () A-m,)




Unidade 4
didactica Valoracion de opcidns

Agora, se xeneralizamos esta expresién para T periodos, teremos que valor da
opcién sera:

i T-ic.
(1+1TJZOJ'<T— SEY -z

Ademais, como St ZSoqu , teremos que: C. —max{S wd™ K, 0}

numero, h, que fai que a opcidn tome un valor non nulo:

K u
h {T-h h>Ln Ln| —
Soutd™ > K =) [SOdTJ/ (dj

Asi, podemos reescribir o valor da opcién como:

Jl TJS JdTJ
(1+1T]Zhﬂ<T (@) A-m,) [Sou K]

T! -
Dada a distribuciéon binommial: B(h;T, =, )= Z () 1-mn,)", o valor

ST )
da opcidn (call) podémolo expresar como:

C=S,B(h;T,n")~K(1+i) " B(h;T,x,)

u ) , ‘- .
Onde: n’=(7]nu e h é o numero natural mdis pequeno maior que
+i

(a5}

De forma semellante podemos valorar:
e unha put europea: activo/opcién: k=10

_(I+i)-d
4

=0,625

P, =(1.05)" [0,625-0+0,375-0,4] = 0,14

. P =(1.05)"[0,625-0,14 +0,375-1,52] = 0,63
Py =(1.05) ' [0,625-0,4 +0,375-3,6] = 1,52

A valoracion xeral da put é idéntica & da call, pero adaptando j.
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e unha put americana: activo/opcion: k=10

14,4
12 (0)
0,14 06 - (1+,);d 0,62
10 (0,4) u-
8
(2)
6,4
(3,6)

P, =(1.05) ' [0,625-0+0,375-0,4] = 0,14 .
P, =(1,05)" [0,625-0,14+0,375-2] = 0,798
P, =1,52 = Py =2

Beneficio exercicio anticipado
3. Outra aproximacion ao modelo binomial

O valor da opcién tamén o podemos expresar como:

C_

(1+z) —E; [ max {S; -K, 0}]

Como:
1

* . 1+i)—-d
sO:(Hi)TEO[sT] = m+l-md=(1+i) = n:ﬁ

Se hai h movementos cara arriba, (T-h) cara abaixo: S;=S,u"d"™. A

probabilidade de n movementos cara arriba é baixo a probabilidade neutral ao
risco é:

(T] n T-n
B(n;T;m) = n (1-m)
n

(1+ P {[ ]n“ (1-m)'™ [max {Sou“dT’n -K, 0}]}
i

O numero, h, que fai que a opcién tome un valor non nulo podemos calculalo
como:

(i)
Su"d™ > K = h>——3d/
Ln(j
d
1 G(T T T
"(1- "Sud " =K | =
oo o]

—
I "(a-md) " (T
Z{ J((lw))(aw} }_K(“’) Zh{[n}‘ e }

C=S,B(h;T,n)~K(1+1) "B(h;T,,)
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4. Aplicacién practica do modelo binomial

Dado o intervalo de tempo do contrato de opcidn, temos que determinar o n2 de
pasos da drbore binomial para ese periodo de tempo: canto maior sexa, mellor é a
aproximacion ao prezo do subxacente (e da opcion).

Considerando n pasos da arbore binomial:

S, =S,ud™ 0<j<n = anLn[:—“]:jLn(%j+nLn(d)
0

E(R,)=E(j) Ln(%)+n Ln(d){p Ln(§j+Ln(d)}n ~pn
Var(R, ) = Var(j) {Ln GJT —p(1 —p){Ln G]T n=c’n

Canto maior é n, para un periodo de tempo, mais realista é a descricidon do prezo
do subxacente dada polo método binomial:

S
limp,n=pt=E LnS—t 1imcin=c52t=Var Ln| -+
n—o SO n—o So

Temos que determinar o valor de ou e d para calcular o prezo da accion: o valor de
u e d que permiten que os limites anteriores se verifiquen para unha duracién

, t
temporal de cada paso da arbore At=—:
11
p=e d=eoB p=ca [ BJAr
2 2\o
Ademais, para estes valores tamén temos a valoracién neutral ao risco:
TAt
—d

u-d

rAt €
™ =mu+(l-n,)d, para T, =

Exemplo:
Opcién de compra (europea) a T=5 meses cun K = 10. O subxacente cotiza a 10?,

ten unha volatilidade anual do 40% e o tipo de xuro sen risco é do 5% anual.
Consideramos n =5, At =T/12/n=1/12=0,0833
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n=0 n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
17.81

15.87 — 7.81
14.14 5.91 14.14

D0 ez 1260 a1s

N2 2 N2 s 1122

10 — 1.87 \10.00 1.59\ 10.00 = 1.22
1.17 8.91 0.92 8.91 — 0.60 \8.91
0.52 7.94 = 0.29 \ 7.94—" o

0.14 7.07 0 7.07

o T—630— o

0 5.61

0
Se utilizamos un maior valor para n, menor para At , o prezo da opcidn converxe.

MODELO DE BLACK-SCHOLES

1. Supostos basicos sobre o prezo

Asumimos que os rendementos de dous periodos diferentes son independentes:

pAt = EI:Ln[:—‘H
0
S = R, =HAt+G\/ESt g = N(0,1)
oAt = Val{Ln [S—‘ﬂ S
0 » R, = Ln(s—t] ~ N(uAt,czAt)

0
Cocal: S, =Sye™ =S,e** "M% ¢ Ln(S,) ~ N(Ln(S, ) +pat,o%At)
Caracteristicas do prezo do activo subxacente:

a) Segue unha distribuciéon lognormal:

Se temos en conta que se X ~ N(u, o’ ) = y=¢" ~lognormal con:

- {2

2

2
para E(y)= T e Var(y) = e2ure’ (e"2 —1), entdn a distribucién do prezo do
subxacente segue unha distribucién lognormal con:
12
E(S,)=S,e" "’
Var(S,) = g2e2mto’ (e:“2 - 1)
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Graficamente:
Rendibilidade: Prezo:

0 0

b) Cambio (infinitesimal) na rendibilidade:
dR, =R,y —R, = pdt+o+/dt ¢,

O proceso Vdt & =dZ denominase movemento browniano estandar ou proceso de
Gauss-Weiner.

c) Cambio (infinitesimal) no prezo: lema de It

O prezo de accion no futuro é unha funcion da rendibilidade e do tempo
transcorrido. Utilizando o desenvolvemento de Taylor para aproximar a variacion
enS:

dS; =S(R, +dR,t+dt)-S(R,t)
=SpdR, +sTdt+Gj(sRRdR$ + 28R dt+Sppdt” ) +---

Como:

dR, = ndt +cdZ

dR? = l,l2 (dt)2 +o2eldt +2u68(dt)% —> o?dt  (candodt converxe a cero)
dRdt = p(dt)’ +os(dt)* —s ¢
dt? —

Teremos que dS; =SpdR, +STdt+(éjSRR02dt , que é unha expresion do lema de

It6. Ademais, como S, = Se™t =S =Sgz e S =0, teremos que:
ds
_tz(“—i-(%)GQ)dt-i-GdZ.
St
Resumindo, o comportamento do prezo do subxacente é tal que:

S, =S,et =S, toVAe R _iatsovate

E(S,)= Soewr?cj ——> E(R,)=pAt
Var(S,) = S2e2m+e’ (e‘j2 —1) —>  Var(R,)=0"At

dS, =S (n+(4)0?)dt +S,0dZ —>  dR, =pdt+ov/dt g,
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2. Obtencién da férmula de Black-Scholes

Partimos do feito que:

o O prezo da acciéon ten unha distribucidon lognormal con media e varianza
constantes.
Non hai custos de transaccion e as accidons son perfectamente divisibles.
Non hai pago de dividendos durante a vida da opcion.
Non arbitraxe.
Negociacién continua.
tipo de xuro sen risco é constante e pddese pedir e dar prestado ao
mesmo tipo de xuro.
Utilizando a idea de non arbitraxe podemos configurar unha carteira libre de risco
consistente nunha posicién na opcidn de compra e no subxacente, o cal é posible
dado que o subxacente estd correlacionado positivamente (negativamente) co
prezo da call (put). Por exemplo, se AC=0,5AS, entén se o prezo do subxacente

O 0O O 0O O

increméntase en 1€, o prezo da opcidn call aumenta 0,5€, co cal a carteira libre de
Ny

0,5

No contexto de negociacion continua, esta posicién libre de risco s6 se mantén nun
periodo de tempo moi corto dado que pode cambiar a relacién entre o prezo do
subxacente e a opcién, polo que teremos que reaxustar a carteira, de modo
continuo, para manter a carteira libre de risco.

Dada unha carteira (libre de risco) en t = 0, o seu valor serd X =SNg+CN¢. A

variacién no valor da carteira: dX =SdNg +dSNg +CdN +dCN . Xestionamos

esta carteira, de modo que a reaxustamos para mantela libre de risco cunha
estratexia de autofinanciacién: se compramos un activo financidmolo coa venda
doutro: SdNg =—CdN., dX=NgdS+N-dC . O problema que temos é o de

determinar o valor de dS e dC.

risco seria: NecAC = -NgAS = -Ng=AC = Ng=-

Aplicando a lema de It ao prezo da opcién: dC = Cq dS+ Cpdt +(%)Css (dS)2

Como (dS)’ =c?S%dt, dC=CgdS+Crdt+ GJ Cyq0°S?dt.  Substituindo  a
expresion de dX:
dX = Ng (Sudt +(1)S,0%dt +,0dz)
+ N (CS [Sidt+(1)8,0°dt +8,0dZ |+ Crdt+ (%) CSSGQSZdtJ
Reordenando:
dX = [NSSt u+($)NgS6% + NeCsSp+ (3N CsS0% + Cp + Gj Cyg0°S? } dt
+(NSStG+ NCCSStG)dZ

Os reaxustes de carteira requiren que: Ng = —N-Cg (termo aleatorio nulo)
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1
Se normalizamos N¢=1, Ng =—Cg.Teremos que: dX =C; dt+(§jCSSGQS2 dt. Por

non arbitraxe d% =Rzdt ecomo X=8SNg+CN =SNg+C=-SCg+C:

Crdt+ G) Cgs0°S? dt = —SCgRdt +CRydt = Cr+ Gj Cgs0°S* +SCgRy, —CR;; =0

Que é unha ecuaciéon diferencial cuxa solucién nos dara o valor da opcién. A
solucidn estara suxeita as seguintes condicidns:

C(S,t=T,K) =max{S, —K,0}
C(S=0,t,K)=0
C(S,t,K) — S cando S — o

A solucién que obtemos é a férmula de Black-Scholes:
C=8)N(x)-K (1+i) ™ N(x—ov/At)

S
onde: x=Ln((°)_m]/c\/At+%c\/At . Ademais, teremos que:
K

1+1

Z—g =N(x)>0, (6C/C)/(eS/S)>1.

A férmula de Black-Scholes para unha put europea pode obterse dunha forma
similar como:

pP= K(1+i)_At N(G\/E—x)—SON(—x)
3. Outra aproximacion a formula de Black-Scholes

O valor da call europea podemos obtelo como o valor actual neto dos fluxos que
xera a call:

C = VAN[ max {S, -K,0} ]
= VAN[ (S, -K) S, >K]Prob(S, >K)+VAN[0]Prob(S, <K)
= VANTS, |S, > K]Prob(S, > K)-VAN[K S, > K]Prob(S, > K)
a) Avaliamos Prob(S, >K):

l+0«/—tet
Prob(S, >K)= Prob(SOepA S K) =Prob (MA’[ + oAt g > LHESEB

0
K S
Ln| — |- pAt Ln| = |+ pAt
(SOJ (Kj "
oAt

oAt

=Prob| g, > =Prob| g, > -

Necesitamos ter informacién sobre a rendibilidade esperada da accion. Pero, a
valoracién neutral ao risco require que:

— AV
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At +%02Al

E(S,)=S,e =S, (1+i) =s,e™
uAt+Lc’At=Ln(1+i)" = At
PAt = Ln(1+i)At ~1c’At=rAt-1c6°At

S
S AAt 1 2 Ln o —lGQAt
Ln(lzj‘l‘Ln(l‘l‘l) —56 At [K(l-{-l)AtJ 2

Prob| g, >— =Prob| g, <
' oAt ' oAt

denominando: x = Ln[s")_NJ/c\/EJr%Gx/E teremos que:

K(1+i
Prob(S, >K) = CD(X—G«/E)
b) Calculamos o VAN de K:

VAN[K S, > K]Prob(s, >K)= ®(x—oV/At)

(1+i)At

c) Calculamos o VAN de S:
VANTS, |S, > K]Prob(s, > K)=(1+i) ™ E(S,|S, > K)Prob(s, >K)

x 2

E(S; IS, >K)Prob(S, >K)= I soeuAHGJE & (2,[)—% exp(_ & J de

xtoAl 2
0 82
=Syt J ARy (211)_% de
—x+ov/Al
=Soep.At+%02At Oj‘) e—%(c At —sl)z (27_:)_% de
—x+0\/E

Para S,=K: v=x

cambeo de variable: v=o0VAt —¢, dv=—de {Para S,z V-

E(S, 18, > K)Prob(S, > K) = S,¢""#°% [ &% (2m) ¥ dv = 5,174 N (x)
t

=Sy (1+1)" N(x)

Desta maneira:
VANTS, IS, > K]Prob(s, >K)=(1+i) E(S,|S, > K)Prob(s, >K)
= (1) S (1+1)* N(x) =SyN(x)
En consecuencia, a formula de Black-Scholes para a call (europea) é:
C = VAN[ max {8, =K, 0}] = $;N(x)~K (1+i) ' N(x —ov/at)

De forma similar, podemos obter a formula de Black-Scholes para a put europea.

—— AV
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CONVERXENCIA ENTRE O MODELO BINOMIAL E BLACK-SCHOLES

Da valoracién binomial (call) temos que:
C=S,B(;T,n)~K(1+i) "B(h;T,x,)

B(h;T,n,)=B(h;N,n,) =1-B(h—1L;N,n,) =1-Prob(n<h-1)

np_(h-1)- np}

=1-Prob
[\/pl p)n \/pl p)n

Como:
R, =Ln [:—;J = {Ln GJ + Ln(d)Jn ] . RtL—nIEuL/Egd)
E(Rt)={p Ln[%)+Ln(d)}n - - np:E(Rt)(—I;ZI)l(d)
2 Ln(u,
v =p-p[a(g)n | B
Co que: —— e _ R “E(R)

\/p(l—p)n - Jvar(Rt)

=
<
g
=
s
SN

\/ )
Candon —>w:

Ln(u/d) >0 }-’ b )_)N(Ln K/Sy)- (Rt)J

1lvar —)G \/A_t

Teremos que:

R, = N(pAt,o*At) HAt+Lo?At = Ln(1+4)" = rAt
pat+Lo?ac — AAt 1 2
E(:_t}e s, (L) o e B E(R,)=Ln(1+i)" —1c’At
o

Isto que implica que:

Ln(K/S,)-Ln(1+i)™ + 1 %At
B(h—l;N,nu)—>N[ n(K/S)=Ln(1+7)" +30 J
oAt
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Ln(K/Sy)-Ln(1+i)™ +1c’At
oAt
Ln(S, /K (1+1)™)
oAt

Do mesmo xeito, podemos comprobar que: B(h;T,n')—)N(x) onde

X = LH(SO/K(1+i)_At)/G At +%G\/E .
En consecuencia:
C =S,B(h; T, n) —K(1+i) TB(h; T, m,) = SyN(x) =K (1+i) ™ N(x —c\/E)

B(h;N,n,)=1-B(h-1N,n,) >1-N

=N

—%G\/E

VALORACION POR SIMULACION

A valoracién por simulacidn require simular o prezo da accién N veces e calcular o
valor da opcidén para as N veces, de forma que o prezo da opcidén é o valor medio
dos valores simulados descontado.

Simulamos a evolucién do prezo en calquera data futura dado:

At+o+/ At
S, =Spet TV g ~N(0,1)
% fe u i ui u ibili i6 xa:
A valoracion neutral ao risco require que a rendibilidade esperada da accién sexa

uatrloac At At
Bs)=5, " =5, (141)" =6
uAt = Ln(1+i)" —Lo’At = rAt—Lo?At
Co que:
Ln(1+i)" ~1o?Attov/At g,

S =Sye
No caso no que a accion reparte dividendos, estes réstanse do valor da accidn, ben
de forma discreta ou ben de forma continua.

Exemplo:
Opcién de compra (europea) a T=5 meses cun K = 10. O subxacente cotiza a 10€,

ten unha volatilidade anual do 40% e o tipo de xuro sen risco é do 5% anual.
0 60,05»0,4166—§(0,4)20,4166+O,4 0,4166 ¢,

S, =1
O prezo simulado para N = 5.000 é aproximadamente de 1,2540.
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PROPIEDADES DO PREZO DAS OPCIONS

e Limites no prezo das call

(1) 0 < C < S tantopara europeas como americana
CZmax{sl—K(ni)",o} C, = max{S, —-K,0}
(3) C(K,)=C(K,) siK,>K,; tantoparaeuropeascomo americanas

C(K;)-C(K,)<(Ky —Ky)(1+i)" siK, 2K,
C, (K)-C, (Ky) < (Ky —K,) siK, 2K,

(5) C(ty)=C(t;) sit, >t; tantoparaeuropeascomo americanas

, K, -K K, -K
(6) si Ky >K, >K, = C(KZ)s{ﬁ}C(K1)+{ﬁ}C(K3)

e Limites no prezo das put
(1) 0<SP<K 0<P, <K(1+i)"
(2) P> max{1<(1+i)‘t —st,o} P, > max {K - S,,0}
(3) P(K,)=P(K,) siK;>K, tantoparaeuropeascomo americanas

(4) P(K,)-P(K;)<(Ky —K;)(1+i)" siK, >K,
P, (K,)-P, (K;)<(K,-K;) siK,>K,

(5) P(t,)=P(t;) sit,>t, tantoparaeuropeascomo americanas

. K, -K K, -K
(6) si Ky>K,>K, = P(KQ)S{ﬁ}P(K1)+{ﬁ}P(K3)

e Relacién entre o prezo da call e a put: paridade put-call

S, <K S, >K
Comprar call -C 0 S, -K
Comprar bonos K(1+i)™" K K
K S,
Comprar put -P K-S, 0
Comprar accién =S, S S,
K S

C+K(1+i) =P+S = C=P+S-K(1+i)"
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e Relacidén entre o prezo do forward e prezo da call e a put

S, <K S, >K
Comprar call -C 0 S, -K
Vender put P S -K 0

S, —K S, -K
Comprar forward 0 S, —F S,—F

Se C=P = §,-K=S§,-F = F=K

SENSIBILIDADE DO PREZO DAS OPCIONS: AS LETRAS GREGAS

O prezo da opcidon cambia cando varia algin dos factores determinantes do
mesmo. A sensibilidade do prezo da opcién a cada un destes factores constitie
unha informacién crucial para determinar a cobertura do risco do prezo da opcién
a eses factores. A esas sensibilidades denominaselles letras gregas.

e Delta, A: sensibilidade do prezo da opcidn ao prezo do subxacente

Callcon K=10
u=1,2
d=0,8
A= Cu _Cd
10 (u —d)S
(1,21) T
A =0,425 significado?

Utilizando a carteira sen risco en Black-Scholes, por exemplo:
AC =0,5AS mp
Deltada opcién

Podemos obter a dela a partir da formula de valoracién:
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SyN(x)-Ke™N(x - ov/At)

o
|n
L

@
I

Ln(S, /K) + 1At +(c”/2) At
A=—=N(x X =
és /At

o Put: P =Ke™N(ovAt -x)-8;N(-x)

A=P o N(x)=1-N(x)

=5
e Gamma, I': taxa de cambio do delta con respecto ao prezo do subxacente
C
C
C
Co
S

Se a accién non paga dividendos e a opcion é europea (de compra ou venda), o

gamma estd dada por:

N(X) — 1 JV

= onde N(x)= 2
Spodar e N0 =5

Theta, ® : taxa de cambio do valor da opcidn con respecto ao tempo

o Call ~
®=%=—%—rKe”AtN(x—G\/E) onde N(x):ﬁe"‘%
o Put: ~
®=%=—%+rKe_th(c\/A—_x)

e Vega, v: cambio no valor da opcién con respecto a volatilidade

Para a opcion europea de compra ou de venda sobre un subxacente que non paga

v= SO\/EN(X)

dividendos:
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e Rho: cambio no valor da opcidn con respecto ao tipo de xuro
o Call: rho = KAt efrAtN(x —G\/At)

o Put: rho = KAt e_rAtN(G At — x)

ACTIVIDADES PROPOSTAS

1. A dia 27/02/2013 temos unha opcién para un prazo de 6 meses sobre o indice
Ibex-35 cun prezo de exercicio K = 8.250. O tipo de xuro libre de risco a un ano é do
3%. Calcular o prezo da opcién tanto se é call como put, europea ou americana:

(a) Utilizando do método binomial con 2, 6, 10, 15 e 20 pasos.

(b) Utilizando a férmula de Black-Scholes.

(c) Valorar a opcidén por simulacién (sé no caso da europea).

(d) Discutir a converxencia o método binomial e da simulacién a valoracion dada
por Black-Scholes.

(e) Corroborar que se verifica a paridade call-put.

(f) Analizar o resultado das seguintes estratexias de investimento con estas duas
opcions (europeas): (i) comprar unha call e unha put, (ii) comprar unha call e
vender unha put, (iii) vender unha call un comprar unha put.
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