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Introduccion

Una foliacion es una descomposicion de una variedad en subvariedades conexas,
llamadas hojas, que estdn dispuestas localmente como las hojas de un libro, pero
cuyo topologia y comportamiento global puede ser mucho mds complejo.

Desde el punto de vista de la dindmica topoldgica, el estudio de foliaciones
puede reducirse al caso de los conjuntos minimales, es decir, subconjuntos cerrados
y saturados por las hojas de la foliacién, que son minimales con respecto a la
inclusion. Al ser saturados, estos conjuntos poseen una estructura foliada natural,
pero, en general, carecen de la regularidad transversa de las variedades foliadas al
ser el espacio ambiente no ya una variedad, sino un espacio métrico compacto. De
este modo, aparece de manera natural el concepto de laminacion.

Los grafos proporcionan algunos ejemplos sorprendentes de laminaciones: con-
sideremos el grafo de Cayley de un grupo finitamente generado G, dotado de la
métrica de las palabras respecto de un sistema finito de generadores. La accién por
isometrias del grupo de su grafo de Cayley proporciona, canénicamente, un pseu-
dogrupo de transformaciones sobre conjunto de los subgrafos enraizados en la unidad
del grafo de Cayley dotado de la topologia de Gromov-Hausdorff, donde dos gra-
fos son cercanos si coinciden en una gran bola centrada en la unidad ([Ghy2]). La
estructura de grafo de cada elemento del espacio de Gromov-Hausdorff define por
paso al cociente una estructura similar sobre su 6rbita. Estas estructuras de grafos
sobre las 6rbitas dan lugar a un objeto global, al que llamaremos espacio foliado por
grafos.

Este espacio contiene muchas hojas compactas (provenientes de los grafos inva-
riantes por la accién de subgrupos cocompactos de G), pero la clausura de la hoja
por un grafo aperiédico (i.e. distinto de todos sus trasladados) y repetitivo (i.e. igual a
s{ mismo en todo vértice [RW]) constituye un subconjunto minimal del espacio de
Gromov-Hausdorff. En [Ghy2], E. Ghys construye una laminacién minimal cuyas
hojas presentan diferentes tipos conformes a partir de un subérbol del grafo de
Cayley de Z? al que llamaremos drbol de Kenyon [Ken1]. Como hemos dicho, las
hojas del espacio inicial son grafos, pero mediante un proceso de engorde, que sus-
tituye aristas por cilindros y vértices por esferas con agujeros, es posible construir
una verdadera laminacién por superficies de Riemann con las mismas propiedades.
Como veremos, la laminacién asi obtenida, el ejemplo de Ghys—Kenyon en adelante,
es tnicamente ergddica, tiene una familia residual y de medida total de hojas con
un final, una familia magra y de medida nula de hojas con dos finales y una tnica
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Introduccion

hoja con cuatro finales.

La construccién de Ghys tiene su origen en otra interesante familia de lamina-
ciones construidas a partir de mosaicos del plano. Un mosaico es una descomposicién
del plano en poligonos, llamados teselas, obtenidos por traslacién a partir de un
numero finito de teselas modelo. Como en el caso de los grafos, se dota al conjunto
de todos los mosaicos de la topologia de Gromov-Hausdorff, de manera que dos
mosaicos son cercanos si coinciden en una gran bola centrada en el origen salvo
pequefias traslaciones. El grupo R? actta por traslacién sobre el espacio de los
mosaicos, obteniendo asf una estructura de laminacién. Los mosaicos periédicos
dan lugar a hojas compactas. Pero los mosaicos aperiédicos y repetitivos definen
laminaciones minimales por planos euclideanos.

La estructura de los espacios foliados definidos por mosaicos es mads rigida que
la correspondiente a los grafos, por ejemplo, L. Sadun y R.E. Williams prueban
que los espacios de mosaicos son fibrados localmente triviales [SW]. De hecho,
J. Bellisard, R. Benedetti y J.-M. Gambaudo han probado en [BBG] que los espacios de
mosaicos son limites inversos de variedades ramificadas (véase [Wil]), un resultado
de naturaleza no sélo topoldgica, sino dindmica. La idea bdsica de este resultado
radica en la nocién de inflacién de un mosaico del plano.

El objetivo inicial de esta memoria era el estudio de los subdrboles aperiédicos
y repetitivos del grafo de Cayley Z? del grupo abeliano libre con dos generadores
Z2. Por un lado, se pretendfa describir las propiedades dindmicas y ergédicas del
ejemplo de Ghys, entendiendo el papel que jugaban las propiedades originales del
drbol de Kenyon. Por otro lado, se trataba de dilucidar si la naturaleza del grupo
limitaba la naturaleza de los minimales o si por el contrario era posible construir
otros ejemplos con diferentes propiedades. Laidea del injerto de drboles en subarboles
del grafo de Cayley del grupo libre con tres generadores Z » Z + Z debida a E. Blanc
y E. Lesueur habia permitido a E. Blanc [Blal] construir ejemplos de laminaciones
minimales cuyas hojas genéricas respecto de dos medidas invariantes distintas eran
diferentes. En nuestro caso, se planteaban dos cuestiones concretas:

= construccién de subdrboles aperiédicos y repetitivos de Z? con un nimero
arbitrario de finales,

= construccién de dos subarboles aperiédicos y repetitivos de Z? a partir de
dos motivos diferentes con diferentes tasas de aparicién.

A diferencia del ejemplo de Blanc, construido a partir de un arbol con 2 finales y
crecimiento lineal y de un arbol con un conjunto de Cantor de finales y crecimiento
exponencial, nuestros drboles tienen a lo sumo crecimiento cuadrético y no dispone-
mos de ninguna direccién complementaria (definida por el tercer generador) para
efectuar el injerto. Es esta “falta de espacio” la que confiere mayor dificultad a la
construccion de tales ejemplos. Por lo que se refiere a la primera cuestion, el capitulo
central de la memoria contiene ejemplos de laminaciones minimales, obtenidas a
partir de subdrboles aperiédicos y repetitivos de Z?, que poseen hojas especiales
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(andlogas a la hoja hiperbdlica con 4 finales del ejemplo de Ghys) con un nimero
finito cualquiera de finales. No hay una respuesta clara en el caso infinito, aunque
todo hace pensar que no es posible. En cuanto a la segunda cuestién, en el mismo
capitulo, se describe una laminacién minimal dotada de dos medidas de probabili-
dad invariantes de manera que las hojas genéricas respecto de la primera medida
tienen 2 finales y crecimiento lineal, mientras que las hojas genéricas respecto de la
segunda tienen el mismo tipo de crecimiento que la funcién f(x) = xn5/In3,

Fruto del estudio de la laminacién de Ghys-Kenyon y de estos nuevos ejemplos
son los tres objetivos afiadidos y que conforman la totalidad de la memoria:

= estudiar la estructura métrica de las érbitas de los pseudogrupos de genera-
cién compacta [Hael, Hae3] y de los pseudogrupos de transformaciones del
conjunto de Cantor;

= investigar la dindmica transversa medible y topolégica de las laminaciones
minimales obtenidas a partir de subgrafos aperiédicos y repetitivos del grafo
de Cayley de Z? o de cualquier grupo abeliano;

= extender el resultado de [BBG] a las laminaciones transversalmente Cantor,
minimales y sin holonomia describiéndolas como limite inverso de variedades
ramificadas.

Pseudogrupos grafados. Sea I un pseudogrupo de transformaciones de un espa-
cio metrizable, localmente compacto y separable X. SiI" es de tipo finito, la eleccién
de un sistema finito de generadores define una estructura de grafo conexo local-
mente finito sobre las 6rbitas de manera similar a como ocurre para los grafos de
Cayley de los grupos de tipo finito. Estas estructuras de grafo proporcionan una
estructura métrica sobre las érbitas y una funcién de valencia sobre el espacio X que
asigna a cada punto x su valencia en I'(x), es decir, el ntimero de aristas de I'(x) inci-
dentes con x. La nocién de pseudogrupo de transformaciones surge naturalmente
en el estudio de las foliaciones, ya que los homeomorfismos obtenidos al deslizar
una transversal local (correspondiente a un abierto distinguido de un buen atlas)
a lo largo de las hojas (de las placas de un abierto distinguido que contenga a dos
elementos del atlas que se corten) generan un pseudogrupo de transformaciones I'
de una transversal completa X, llamado pseudogrupo de holonomia. La restriccién de
I' a cualquier abierto Y de X que corte a todas las érbitas constituye el ejemplo basico
de equivalencia de pseudogrupos en el sentido de Haefliger [Hael, Hae2, Hae3], que
permite formalizar la nocién de estructura transversa de una foliacién como la clase
de equivalencia de su pseudogrupo de holonomia. Es interesante estudiar el com-
portamiento de la estructura métrica frente a este proceso de reduccién o induccion,
determinando en qué condiciones se obtienen equivalencias de Kakutani, es decir,
cudndo la estructura métrica a gran escala no cambia. En el caso de pseudogrupos
compactamente generados, introducidos por A. Haefliger [Hae2, Hae3] a imagen y
semejanza de los pseudogrupos de holonomia de los espacios foliados compactos,
podemos probar:
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Introduccion

Teorema 2.28 (teorema 2.26, [Loz]). Sean I' y I dos pseudogrupos compactamente ge-
nerados de transformaciones de dos espacios localmente compactos, metrizables y separables
Xy X'. Sean Y e Y’ abiertos relativamente compactos de X y X' que cortan a todas las
orbitas de I' y I, y Ly y Ly» dos buenos sistemas de generacion compacta para Y e Y’
respectivamente. Si los pseudogrupos I y I son equivalentes en el sentido de Haefliger,
entonces los pseudogrupos grafados (T'ly, Ly) y (Tly:, Ly-) son equivalentes en el sentido de
Kakutani.

Una de las primeras observaciones que uno puede hacer sobre el espacio foliado
de Gromov-Hausdorff es que posee una transversal completa 0-dimensional y la
funcién de valencia es continua. Esto que en un primer momento puede parecer
propio del ejemplo, no lo es:

Teorema 2.34. Sea I' un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones sobre
un espacio metrizable, localmente compacto, separable y O-dimensional X. Si Y es un abierto
compacto que corta a todas las 6rbitas de T, entonces cualquier sistema de generacion
compacta para Y define una estructura de grafo cuya funcién de valencia es continua.

Este resultado permite, razonando de forma similar a J. Feldman y C.C. Moore
en [FM], probar lo siguiente:

Teorema 2.36. Un pseudogrupo grafado cuya funcion de valencia es continua es equivalente
en el sentido de Haefliger y de Kakutani a una accion de un grupo finitamente generado.

Puesto que cualquier homeomorfismo del conjunto de Cantor sobre si mismo
se puede extender a la esfera bidimensional (véase [Moi, Cap. 13]), tendremos:

Corolario 2.38. Cualquier pseudogrupo grafado sobre el conjunto de Cantor cuya funcion
de valencia sea continua estd inducido por un pseudogrupo de transformaciones de la esfera
bidimensional.

De hecho, la continuidad de la valencia permite definir el espacio foliado de Cayley
de un pseudogrupo como la realizacién geométrica de todas las 6rbitas a la vez:

Teorema 2.29 (de realizacién geométrica [Loz]). Si la funcién valencia es continua, el
espacio foliado de Cayley Cay(T') es un espacio metrizable, localmente compacto y separable
foliado por grafos. Ademds X es una transversal completa candnica (formada por los vértices
de las hojas) y el pseudogrupo de holonomia reducido a X coincide con I'. Ademds, si X es
compacto, Cay(T) también lo es.

La imagen se completa con un teorema que nos permite “engordar” las aristas
de espacio foliado de Cayley y obtener una verdadera laminacién:

Teorema 2.31 (de engorde). Sea (X, %) el espacio foliado de Cayley de un pseudogrupo
grafado (I',Z) de valencia continua. Entonces existe una laminacion (M,.£) tal que el
conjunto de vértices de X es una transversal completay cerrada de (M, L) y los pseudogrupos
de holonomia de .F y de £ coinciden al reducirlos a dicha transversal. Ademds las hojas de
F son casi-isométricas a las hojas de L.
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De esta manera vemos los que pseudogrupos grafados operando sobre el con-
junto de Cantor, los espacios foliados por grafos transversalmente Cantor y las
laminaciones transversalmente Cantor son nociones esencialmente equivalentes.

Laminaciones definidas por grafos. Como hemos mencionado la envoltura de un
grafo repetitivo (i.e. la clausura de su 6rbita) es un subconjunto minimal del espacio
de Gromov-Hausdorff.

En este contexto, la dindmica transversa medible (o boreliana) de los espacios fo-
liados y de las laminaciones correspondientes se identifica con la clase de equivalencia
orbital estable de la relacién de equivalencia sobre el conjunto minimal X.

En el caso del minimal de Ghys—Kenyon, podemos definir una aplicacién bo-
reliana, que asocia a cada sucesién infinita de cuatro simbolos o € Sy = (Z/ 47)N
un arbol perteneciente a la envoltura X del drbol de Kenyon Tw. De hecho, todas
las 6rbitas se pueden codificar de esta manera, salvo la correspondiente a Tw. Esto
permite probar el siguiente resultado:

Teorema 4.21. La aplicacion P define una equivalencia orbital estable en sentido boreliano
entre la relacion cofinal sobre Sy y la relacion de equivalencia definida sobre el conjunto de
Ghys—Kenyon X.

Corolaio 4.22. La dindmica boreliana de la relacion de equivalencia definida sobre el con-
junto de Ghys—Kenyon estd representada por la de una mdquina de sumar binaria.

Por otra parte, gracias al siguiente teorema, se puede obtener una formulacién
medible de los anteriores resultados:

Teorema 4.23. La relacion de equivalencia definida sobre el minimal de Ghys—Kenyon X
es de tipo I, es decir, no es transitiva y admite una medida de probabilidad invariante.

En efecto, procediendo como antes, se tiene que:

Teorema 4.25. La aplicacion de codificacion @ define una equivalencia orbital estable en
sentido medible entre la relacion cofinal sobre Sy y la relacion de equivalencia definida en X.

Corolario 4.26. La dindmica transversa medible de la laminacion de Ghys—Kenyon estd
representada por una mdquina de sumar binaria.

Corolario 4.27. La laminacién de Ghys—Kenyon es tinicamente ergodica.

Segun se ha indicado, el estudio del espacio foliado de Gromov-Hausdorff
T (Z?) comportaba dos cuestiones concretas relacionadas con la construcciéon de
cierto tipo de subdrboles aperiédicos y repetitivos del grafo de Cayley de Z2. Con
la ayuda de la idea de injerto, usada con éxito por E. Blanc [Blal], hemos probado
los siguientes resultados:

Teorema 4.29. Para cada natural n > 1, existe un drbol repetitivo y aperiédico en T (Z?)
con n finales.
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Introduccion

Teorema 4.31-4.32. El espacio foliado de Gromov-Hausdorff T(Z?) contiene dos drboles
apériodicos y repetitivos Peo Y Geo, cuya envoltura comiin (X,.7) es un espacio foliado
minimal no vinicamente ergédico. De hecho, hay dos medidas de probabilidad invariantes
ergddicas vp y v tales que

1. vp-casi toda hojas tiene crecimiento lineal y dos finales;

2. vg-casi toda hoja tiene el mismo tipo de crecimiento que G, Y un final.

Dinamica topolégica de grafos repetitivos. Una relacién de equivalencia topol6-
gica Z definida sobre un espacio 0-dimensional X se dice que es afable, si es la unién
de una sucesién creciente de relaciones compactas (i.e. propias, que son triviales
fuera de un compacto). Si la topologia de Z coincide con la topologia limite directo
(es decir, un conjunto U de Z es abierto si y s6lo si U N %, es abierto en %, para
cada n € IN), entonces la relaciéon Z = li_r)n.%’n se dice aproximativamente finita (AF
de manera abreviada). La relacién cofinal sobre el espacio de los caminos infinitos
de un diagrama de Bratteli es un ejemplo de relacién AF. De hecho, T. Giordano,
LF. Putnam y C.F. Skau [GPS2], e independientemente J. Renault [Ren2], han proba-
do que éstas son las tnicas relaciones de equivalencia AF posibles. Ademas, la clase
de equivalencia orbital de cualquier relacién de equivalencia AF estd representada
por un sistema dindmico de Bratteli—Vershik. Por consiguiente, la dindmica medible de
cualquier relacién de equivalencia afable estd representada por una accién de Z.

En nuestro caso, tendremos que:

Teorema 5.38. La relacion de equivalencia definida sobre el minimal de Ghys—Kenyon es
afable.

Laidea dela prueba es la siguiente: la aplicacién de codificacién @ permite cons-
truir una subrelaciéon de equivalencia AF Z., de #, cuyas clases coinciden con las
de Z, salvo la Z-clase de T« que se descompone en la unién de la clase trivial y de
otras cuatro Ze-clases. Ahora bien, segtin un resultado de T. Giordano, LE. Putnam
y C.F. Skau [GPS2], estas clases pueden volverse a pegar sin alterar el cardcter afable.
Nuestro siguiente propdsito es extender este resultado a cualquier otra envoltura
X. El primer paso consiste en la construccién de una subrelacién de equivalencia
abierta y AF %o, de #, de manera que ambas coincidan sobre un conjunto residual
de medida total respecto de cualquier medida invariante. Para ello, adaptaremos
el proceso de inflacién descrito por J. Bellisard, R. Benedetti y J.-M. Gambaudo en
[BBG], lo que nos permitird dar una versién topoldgica del resultado de C. Series
sobre la hiperfinitud de las foliaciones con crecimiento polinomial [Ser], simplifi-
cando a un tiempo sus argumentos. De manera precisa, probaremos el siguiente
resultado:

Teorema 5.24. Sea X la envoltura de un grafo aperiddico y repetitivo en el espacio de
Gromov-Hausdorff G(G, S) asociado a un grupo de tipo finito G de crecimiento polinomial
respecto a un sistema finito de generadores S. La relacion de equivalencia % sobre X coincide
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con una subrelacion abierta AF %o de % en restriccion a un Gs denso de medida total para
cualquier medida invariante.

Corolario 5.31. Sea G un grupo de tipo finito con crecimiento polinomial, dotado de
un sistema finito de generadores. La dindmica medible de la envoltura de cualquier grafo
aperiddico y repetitivo en G(G) estd representada por un sistema dindmico de Bratteli—
Vershik.

Si antes podiamos pegar un nimero finito de %« -clases sin perder la afabilidad
gracias a un resultado de T. Giordano, L.E. Putnam y C.E. Skau en [GPS2], otro
resultado de ese mismo trabajo (mejorado posteriormente en [GMPS1] y [GMPS2])
muestra que una relacién de equivalencia minimal y afable % sigue siendo afable
si se le afiade una transformacién parcial entre conjuntos %-finos (i.e. de medida
nula para cualquier medida #Z-invariante) y #-discretos (i.e. tales que la relacién
de equivalencia inducida sigue siendo p-discreta) que identifica puntos que no
estan #-relacionados. Se obtiene asi un resultado similar al obtenido en [GMPS2]
para las acciones de Z? sobre el conjunto de Cantor y en [AGL] para los mosaicos
euclideanos:

Teorema 5.41. Sea (X, %) la envoltura de un drbol repetitivo y aperiodico en el espacio de
Gromov-Hausdorff T (Z?). Si todas las 6rbitas tienen un niimero finito de finales, entonces
la relacion de equivalencia Z es afable.

Laminaciones transversalmente Cantor y limites inversos. Como ya hemos di-
cho, J. Bellisard, R. Benedetti y ].-M. Gambaudo prueban en [BBG] que la envoltura
de cualquier mosaico aperiddico y repetitivo del plano es un limite inverso de
superficies ramificadas. Ya hemos observado también que la idea de inflacién se
traslada sin problemas a las laminaciones definidas a partir de grafos aperiédicos y
repetitivos. Para trasladar esa idea a las laminaciones transversalmente Cantor (que
supondremos minimales y sin holonomia para simplificar) es necesario “teselar”
las hojas, de la misma manera que lo estdn en las envolturas de los mosaicos. Para
ello, introduciremos la nocién de descomposicion simplicial, andloga a la nocién de
triangulacién introducida por M.A. Bermudez y G. Hector [BH] en el contexto bore-
liano. Partiendo de una idea de A. Phillips y D. Sullivan [PS] y siguiendo el mismo
esquema que permite probar que cualquier variedad diferenciable es triangulable,
probamos la existencia de este tipo de descomposiciones para cualquier laminacién
transversalmente Cantor.

Teorema 6.3 (de existencia de descomposiciones simpliciales). Existen descompo-
siciones simpliciales de cualquier laminacién modelada transversalmente por un espacio
0-dimensional.

Este resultado nos da la clave para probar la siguiente extensién del teorema
citado de [BBG]:

Teorema 6.20. Cualquier laminacion transversalmente Cantor minimal, sin holonomia y
de clase C! es un limite inverso de variedades ramificadas e inmersiones celulares.
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Introduccion

La memoria estd organizada de la siguiente manera:

En el capitulo 1 recordamos la nocién de laminacién, sus propiedades bdsicas
y algunos ejemplos elementales. También recordamos la nocién de holonomia, me-
diante la construccién del pseudogrupo de holonomia. Por tltimo, introducimos los
espacios foliados por grafos, que no son otra cosa que laminaciones en las que las hojas
no son variedades sino grafos. Como veremos, esta generalizacién no es vacia y de
hecho sera central a lo largo de la memoria.

El capitulo 2 comienza recordando la definicién del grafo de Cayley de un grupo
finitamente generado, nocién que adaptamos a pseudogrupos grafados, es decir, do-
tados de un sistema de generadores que define una estructura de grafo sobre las
oOrbitas.

Después estudiamos la estructura métrica a gran escala de los pseudogrupos
grafados y su comportamiento en el caso de los pseudogrupos compactamente
generados. Para finalizar el capitulo analizamos los pseudogrupos definidos sobre
el conjunto de Cantor y probamos una serie de teoremas de realizacién.

En el capitulo 3 presentamos la construccion general de los espacios foliados de
Gromov-Hausdorff, asi como las nociones bésicas que permiten hablar de dindmica
adaptadas a este caso. Probamos un criterio de minimalidad, que nos asegura que
los grafos repetitivos se corresponden exactamente con los subconjuntos minimales.

En el capitulo 4 reconstruimos la laminacién de Ghys—Kenyon, no a partir del
drbol de Kenyon, sino mediante una familia de drboles aperiédicos y repetitivos
parametrizada por sucesiones de cuatro simbolos. Estudiamos las propiedades de
esta aplicacion de codificacién, llegando a concluir que la dindmica transversa del
ejemplo se reduce a la de una mdquina de sumar binaria.

Ademds mostramos otros ejemplos relevantes de minimales en el espacio de
Gromov-Hausdorff G(Z?).

El capitulo 5 estd dedicado a estudiar la dindmica transversa medible y topol6-
gica de los minimales en el espacio de Gromov-Hausdorff G(Z?). Recordamos las
definiciones de las relaciones de equivalencia afables y los diagramas de Bratteli,
adaptando el concepto de descomposicion por cajas de [BBG] al caso de grafos. Ade-
mds presentamos un lema de inflacién, que proporciona una sucesién de relaciones
compactas abiertas que constituyen la base del teorema 5.24. Por tltimo, usando los
argumentos ya descritos probamos el teorema 5.41.

El capitulo 6 estd destinado a probar que las laminaciones transversalmente
Cantor, minimales y sin holonomia son limites inversos de variedades ramificadas.

En primer lugar introducimos las nociones de descomposicién por cajas y descom-
posicion por cajas simpliciales para laminaciones, y probamos que toda laminacién
transversalmente Cantor posee una descomposicién por cajas. Por dltimo demos-
tramos el teorema 6.20.
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Capitulo 1

Laminaciones y espacios foliados por
grafos

Una foliacién es una descomposiciéon de una n-variedad en subvariedades co-
nexas de dimensién p, llamadas hojas, que localmente estdn dispuestas como los
subconjuntos de horizontales R" = R X R""? con segunda coordenada constante.

Una laminacién es una generalizacién del concepto de foliacién valida para
espacios metrizables, localmente compactos y separables, donde cada transversal
R™"? se sustituye por un subespacio del mismo tipo.

Presentaremos aqui las nociones bdsicas para el estudio dindmico de laminacio-
nes e introduciremos otra generalizacion, los espacios foliados por grafos, en los que
las hojas son grafos localmente finitos en vez de variedades. Como veremos en los
capitulos siguientes, esta generalizacién no estd vacfa de contenido.

1.1. Laminaciones

Definicion 1.1. Consideremos M y Z dos espacios métricos, localmente compactos
y separables. Una laminacién £ de dimension p sobre M modelada transversalmente por
Z es una particién de M por subconjuntos conexos, denominados hojas, de forma
que existe un atlas, A = {p, : U; — R? X T; | T; es abierto de Z}ie[, en el que el
cambio de coordenadas se escribe como

pjo @ (xi,yi) = (aij(xi/ vi), Uz‘j(yi)), (1.1)

y cada placa ¢~'(P; X {+}) que corta a una hoja L de .# estd contenida en L. Cada
conjunto (pi‘l({*} x T;) se denomina transversal local. El atlas A es un atlas foliado y
cada carta es una carta foliada. Diremos que la laminacién es de clase Cko<k<o,
cuando las aplicaciones a;j( -, y;) sean de clase C* para cada i, j € I y cada y; € T;.

Observacion 1.2. La condicién (1.1) implica que cada hoja de la laminacién posee
una estructura natural de variedad de clase C* y dimensién p. En efecto, si P denota
una placa una hoja L, la familia de cartas ¢;|p : P — RP forman un atlas para L.



Capitulo 1. Laminaciones y espacios foliados por grafos

[0.1]

O i(1, a)

0, 0(a))

Figura 1.1.
El espacio M = Rx C/~.

Definicién 1.3. Sea f : M — N una funcién continua entre dos espacios dotados de
sendas laminaciones .Z1 y -Zy. Diremos que f es una aplicacion foliada si para cada
hoja L € % existe una hoja L’ € 4y tal que f(L) C L’. Una aplicacidn foliada es de
clase C' a lo largo de las hojas si f|; : L — L’ es de clase C! en el sentido usual para cada
hoja L € %y las derivadas parciales de orden inferior a / dependen continuamente
de la hoja.

Ejemplo 1.4. El ejemplo mas simple de laminacién es la laminacion horizontal. Consi-
deremos una p-variedad N de clase C¥ y un espacio métrico localmente compacto y
separable X. Es obvio que la particién 7 = {N X {x}}yex es unalaminacién modelada
transversalmente por X del espacio M = N X X de dimensién p y clase CF.

Ejemplo 1.5 (El shift de Bernoulli). Sea C = {0, 1} el conjunto de todas las sucesiones
infinitas (en ambas direcciones) de ceros y unos. Si se dota a {0, 1} de la topologia
discreta, la topologia producto sobre C lo convierte en un conjunto de Cantor.

El shift de Bernoulli es la aplicacién ¢ : C — C dada por o(@); = a;-1, con
a = (o)) € C. Puede verse como un desplazamiento de las sucesiones hacia la
derecha:

a = v Xy Xq ap a1 p
lo
ola) = v a3 ay a-1 ag o

Es fécil comprobar que ¢ es un homeomorfismo. Definimos entonces el espacio
cociente M = R X C/(x,a) ~ (x — 1,0(a)). La laminacién horizontal 57 sobre R x C
induce una laminacién .Z; sobre el cociente M, que obviamente estd modelada
transversalmente por el conjunto de Cantor C (véase la figura 1.1).

Ejemplo 1.6 (Suspensién de un homeomorfismo). El ejemplo anterior se puede
generalizar para cualquier homeomorfismo de un espacio en si mismo. En efecto,
sea f : X — X un homeomorfismo de X, un espacio métrico localmente compacto
y separable. Consideremos el espacio producto R X X junto con la laminacién
horizontal 7. El grupo de los enteros Z acttia sobre R X X mediante la accién
diagonal n - (t,x) = (t -n, f”(x)), que resulta ser libre y propiamente discontinua.
En consecuencia la proyeccién 7t sobre el espacio cociente M = Z\(R X X) es un
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§1.1 Laminaciones

revestimiento. De hecho se tiene el cuadrado conmutativo

RxX >R

.l
Mp;S

donde p] es la aplicaciéon inducida por la primera proyeccién coordenada p; y exp
la aplicacién exponencial. La terna (M, i, $1) es un fibrado de fibra X sobre S!, cuyo
grupo estructural se reduce al grupo de homeomorfismos generado por f. Dado
que la accién de Z preserva la laminacion horizontal .77, ésta induce una laminacién
% de M de dimensién 1 y modelada transversalmente por X.

Ejemplo 1.7 (Suspensién de una representacion). La suspensién de un homeomor-
fismo es un caso particular de lo que se conoce por suspension de una representacion:
sean B una variedad conexa y X un espacio métrico, localmente compacto y sepa-
rable. Consideremos una representacién p : 71(B) — Homeo(X) del grupo funda-
mental de B en el grupo de los homeomorfismos de X sobre X. Si7: B — Bes la
cubierta universal de B, tenemos una accién diagonal de 7t1(B) sobre Bx X dada por
[6]- @, x) = ([a] -b, p([a])(x)), con [0] - b 1a accién natural de 7t1(B) sobre B. La accién
diagonal es libre y propiamente discontinua, en consecuencia la aplicacién cociente
7:Bx X — M = m(B)\(B x X) es una cubierta. Ademés, se tiene el diagrama

B x
|
M
donde, como antes, p] estd inducida por py, la primera proyeccién coordenada.
Como en el ejemplo anterior, la terna (M, Py, B) es un fibrado localmente trivial con
fibra X y cuyo grupo estructural se reduce a la imagen de p.

Por otro lado, la accién diagonal actdia por homeomorfismos foliados, por lo que
la laminacién horizontal sobre B X X induce una laminacién .}, sobre el M como en

el ejemplo 1.6. La laminacién inducida .Z), es de dimensién dim B y estd modelada
transversalmente por X.

P1
X—

UU%UU

R —

*

Pi

En todos estos ejemplos no se ha dado explicitamente ningtn atlas para la
laminacién, ya que es sencillo construir un atlas foliado compatible. Basta considerar
un atlas de trivialidad del fibrado localmente trivial subyacente.

Dos atlas que producen la misma laminacién se dice que son equivalentes. De
hecho, dos atlas foliados son equivalentes si y s6lo si la unién de ambos sigue siendo
un atlas foliado. De esta manera, una laminacién puede pensarse también como una
clase de equivalencia de atlas foliados.
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Figura 1.2.
(a) Una placa puede cortar a un niimero infinito de placas, (b) en un buen atlas foliado ésto no
puede ocurrir.

Una pregunta natural es si es posible construir atlas foliados equivalentes a uno
dado con buenas propiedades de finitud local (véase la figura 1.2(a)). El objetivo del
resto de esta seccién es recordar la construccion de este tipo de atlas (véase [HH]).

Definicién 1.8. Un atlas foliado A se dice que es bueno si
1. eslocalmente finito,
2. las cartas son relativamente compactas y

3. si Uy V € A tienen interseccién no vacia, entonces existe un abierto foliado
en producto W tal que U NV € W (véase la figura 1.2(b)).

La propiedad 3 implica que una placa de U corta, a lo sumo, a una placa de V.
Proposicion 1.9. Dado un atlas foliado, existe un buen atlas foliado equivalente a éste.

Demostracién. Sea A un atlas foliado sobre un espacio métrico, localmente compac-
to y separable M. La estrella de x € M, denotada por Star(x, A), es la unién de los
abiertos de A que contienen a x. Dado que espacio M es paracompacto (por ser mé-
trico), un resultado cldsico de topologia general dice que existe A’, un refinamiento
de A, tal que Star(x, A’) C V € A para cada x € M.

Si M es compacto, podemos considerar € un ntimero de Lebesgue para A’. Para
cada x € M se escoge V € A tal que x € V y denotemos por i) : V — P x X la
carta correspondiente. Podemos tomar un entorno producto alrededor de (x), de
forma que se tenga la carta i, : Vy € V — Py X X, y que el didmetro de V, sea
menor que €. De esta forma dado V, existe U, € A’ que lo contiene. Quizd haciendo
P, y X\ menores atin, podemos suponer que V, es relativamente compacto y que
V., € Uy. Por la compacidad de M otra vez, podemos tomar B un subatlas finito del

4



§1.2 Radio de inyectividad y convexidad de una laminacion

atlas foliado {¢y : Vix — Py X X | x € M}. El atlas B8 cumple las condiciones de la
proposicién. En efecto, las propiedades 1y 2 son directas. Comprobemos 3: Dados
Vyy Vv € B de interseccién no vacia, tomemos y € V, N V.. Entonces se tiene que

yeV, UV, CcV, UV, cU,UUy CStar(y, A') C V,

para cierto entorno coordenado V € A.

Si M no es compacto, al ser segundo numerable y localmente compacto, podemos
escribirlo como la unién creciente de una familia de compactos, M = U2, K;, de
forma que K; esté contenido en el interior de K;.1. Para cada i tomamos €; un ntimero
de Lebesgue para A’ considerandolo como un cubrimiento de K; —int K;_;. Fijado 7,
se toma B; un cubrimiento finito de K;—int K;_; por entornos producto relativamente
compactos, construidos como en el caso compacto, de didmetro menor que

o = min{Gi, $d(0Ki11,Ky), 3d(9K;, Ki—l)}~

El conjunto 8 = | J; B; es un atlas foliado localmente finito, ya que V;N Vj.; = @) para
cualesquiera V; € B,y Viio € Biio. Asi se tienen 1y 2. Razonando como en el caso
compacto, se tiene 3. O

1.2. Radio de inyectividad y convexidad de una laminacion

A pesar de las propiedades de los buenos atlas, éstas no fuerzan ninguna res-
triccién sobre la geometria de las placas. En esta seccién veremos que, fijada una
métrica de Riemann sobre las hojas, es posible tomar estas placas geodésicamente
convexas. Para ello es necesario introducir métricas de Riemann sobre laminaciones.

Sea (M,.%) una laminacién de clase, al menos, C!. Cada hoja de .Z es una
variedad de clase C, y por lo tanto tiene sentido considerar su fibrado tangente. La
uniéon T.Z = | |; o TL de todos estos fibrados con la topologia natural, constituye el
fibrado tangente a la laminacién .. Una aplicacién continua g : T.¢ X T.Z — F (M)
es una métrica de Riemann (foliada) si la aplicacién restringida g|r; lo es en el sentido
clasico. En otras palabras, es posible definir localmente los coeficientes de la métrica
como aplicaciones continuas diferenciables a lo largo de las hojas.

Tenemos asi que cada hoja es una variedad de Riemann, luego es posible definir
la aplicacién exponencial exp, : ToL = T,.Z — L, siendo L la hoja por x € M. Es
conocido que exp, es un difeomorfismo si nos restringimos a una bola suficiente-
mente pequefia alrededor de 0 € T,L. El radio de inyectividad en el punto x es la
cantidad

inj(x) = sup{e >0 | exp, : Br,1(0,€) = BL(x,€) es un difeomorﬁsmo}.

Obviamente inj(x) es positivo y puede tomar el valor +co.
Otro resultado bdsico de geometria de Riemann asegura que las bolas en L
suficientemente pequefias serdn convexos geodésicos, i.e. dos puntos de dicha bola
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Capitulo 1. Laminaciones y espacios foliados por grafos

se pueden unir por una tnico segmento geodésico (una geodésica que minimiza
la distancia) contenido en dicha bola. De forma similar al radio de inyectividad se
define el radio de convexidad en x como

conv(x) = sup{e >0 | B1.(x,€) es un convexo geodésico}.

Las aplicaciones inj : L — Ry conv : L — R son continuas para cada L € .Z,
pero consideradas sobre M no lo son. Como contraejemplo basta considerar un toro
foliado por una hoja gl y rectas acumuldndose sobre dicho $L. Sobre las rectas el
radio de inyectividad es infinito para cada punto, sobre $! es una cantidad finita.

En el caso cldsico, se define el radio de inyectividad de una variedad de Riemann
como el infimo de los radios de inyectividad en cada uno de sus puntos, y de forma
andloga para el radio de convexidad. Es natural definir los radios de inyectividad y
convexidad para una laminacién como

inj(.2) = inf{inj(L) | Le .,2”} = inf{inj(x) | X € M} y
conv(.?) = inf{conV(L) | Le f} = inf{conv(x) | X € M}.

A pesar de que inj : M — (0, +00] y conv : M — (0, +co] no son continuas, es posible
acotar inferiormente estas funciones siempre y cuando M sea compacto.

Teorema 1.10. Si M es compacto, inj(.£) y conv(.Z) son positivos.

Demostracion. Si N es una variedad de Riemann se conocen las desigualdades

n 1
inj(N) > min{—, ~(longitud del lazo geodésico més Corto)},
] VR 2 g g

conv(N) > mm{ N 2m](N)}

siendo K > 0 una cota superior para la curvatura seccional de N. Por lo tanto, basta
probar que en las hojas de (M,.%) no podemos encontrar lazos arbitrariamente
cortos y que su curvatura seccional estd acotada superiormente por una constante.

Comencemos por acotar la curvatura seccional sec. Recordemos que sec(vy, v2)
s6lo depende del plano generado por los vectores v; y v,. Asi pues podemos
considerar sec definida sobre el fibrado unitario de la laminacién

Uy ={weTg||wl=1}.

La aplicacion sec : U.Z — R es obviamente continua. La fibra de U.Z es la esfera
§dim.Z Pado que M es compacto, U.Z también lo es. Luego existe K > 0 tal que
sec(v,w) < K.

Para terminar veamos que la longitud de las geodésicas cerradas estd también
acotada inferiormente. Supongamos lo contrario, es decir, tenemos una familia de
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§1.3 Holonomia

geodésicas {yy}nen de forma que inflong(y,,) = 0. Definimos x,, = y,(0) y v, = y’(0).
Supondremos que las geodésicas estdn parametrizadas por la longitud de arco, por
lo tanto ||v,|| = 1. Como U.Z es compacto, podemos suponer que {(xy, Vy)}zeN €S
convergente. Dado que la métrica es continua, y las geodésicas son soluciones de
una ecuacion diferencial que depende continuamente de la métrica, se obtiene que
la geodésica por x en la direccién de v es y(t) = x, que es absurdo. Por lo tanto la
longitud de las geodésicas cerradas esta acotada por una constante positiva. O

Obsérvese que, de hecho, la compacidad local implica que tanto el radio de
inyectividad como el de convexidad estdn acotados inferiormente, de manera local,
por una cantidad positiva. Asi, este hecho nos permite asegurar que existen atlas
foliados con placas geodésicamente convexas.

Proposicion 1.11. Sea una laminacion £ sobre un espacio topolégico M. Existen un buen
atlas foliado para £ de forma que las placas son bolas geodésicas geodésicamente convexas.
Muds atin, podemos exigir que el abierto W del punto 3 de la definicion 1.8 tenga placas
geodésicamente convexas.

Demostracion. La prueba de este resultado consiste, basicamente, en repetir el ar-
gumento de la demostracién de la existencia de buenos atlas (proposicién 1.9)
partiendo de un atlas particular.

En efecto, dado un punto x € M existe una pequena transversal X, que pasa
por x y 0 < € < inf{conv(y) | y € X} de forma que el abierto U, = Uyex, By, (y,€)
sea un abierto foliado en producto, siendo Ly la hoja por y. Asf tenemos un atlas
A = {py : Uy > RP x X,}, cuyas placas son convexos geodésicos. Ahora basta
aplicar el argumento de la proposicién 1.9 al atlas A con una pequena modificacion:
siguiendo la notacién de aquella prueba, basta exigir que los abiertos foliados Vi
en producto tengan también placas geodésicamente convexas. m]

Observacion 1.12. En este caso, la interseccion de dos placas es un abierto geodésica-
mente convexo en la hoja, y por lo tanto, es contractil. Por otro lado, si modificamos
el argumento de la prueba anterior, y exigimos que € < %inf{conv(y) |y € Xy},
obtenemos un buen atlas foliado A con placas geodésicamente convexas, donde
ademds la estrella de cualquier punto,

Star(x, A) = U{P | Pesunaplacade Ayx e P},
estd contenido en un abierto geodésicamente convexo de la hoja que pasa por el
punto x € M.
1.3. Holonomia

Intuitivamente hablando, la holonomia da informacién de como se enrollan las
hojas con otras, de forma similar a la aplicacién de primera vuelta para flujos. For-
malmente, esta informacién nos la ofrece el pseudogrupo de holonomia.
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Fijemos un buen atlas foliado A = {p; : U; = R? X X;};e para una laminacién
(M, Z). La unién disjunta X = | |;; X;, es una transversal completa, llamada eje de A.
Obsérvese que X modela transversalmente la laminacién .. Cada transversal local
X; se identifica naturalmente con el subespacio (pi’l({xi} % X;) de M, fijado un punto
x; € RP. Luego, es posible identificar X con el subespacio | J; (pi_l({xi} X X;) de M, una
vez escogida una familia de puntos x; € IR?.

Definicién 1.13. Sean U; y U; dos entornos coordenados de un buen atlas foliado A
con U; N U; # 0, cuya unién estd contenida en un abierto distinguido U;;. Se define
la transformacién de holonomia g;; : D;j € X; — Dj; C X como la aplicacién definida
de la siguiente manera:

las placas que pasan por y; e y;

gily)=y; = .. :
i) = j estdn contenidas en una placa de Uj;.

Es obvio que los conjuntos D;; y D;; son abiertos de X; y X; respectivamente y 0;; es
un homeomorfismo entre ellos.

Recordemos que un pseudogrupo de transformaciones I' sobre un espacio topo-
l6gico X es una familia de homeomorfismos de abiertos de X sobre abiertos de X
cerrada para la composicion, la restriccién y la inversién, que contiene a laidentidad
y cualquier homeomorfismo que pertenezca localmente aT'.

Definicién 1.14. El menor pseudogrupo que contiene a la familia de homeomor-
fismos {o;; | i,j € I}, denotado por I', se denomina pseudogrupo de holonomia de &
reducido a la transversal X.

El pseudogrupo de holonomia describe la dindmica transversa de la laminacién
en restriccion a la transversal X.

Definicién 1.15. Dos pseudogrupos I' y I sobre X y X’ respectivamente son equiva-
lentes en el sentido de Haefliger siI' y I'” son la restricciéon a X y X’ de un pseudogrupo
I que opera sobre X LI X" de manera que X y X’ cortan a todas las érbitas de I'”.

Proposicién 1.16 ([Hael]). Si T y I” son dos pseudogrupos de holonomia de dos buenos
atlas foliados Ay A’ de una laminacién (M, £), entonces T y T’ son equivalentes.

De hecho, se llama estructura transversa de una laminacién (M, %) a la clase de
equivalencia de su pseudogrupo de holonomia.
Sea L un hoja de .£ y x € L N X. Consideremos el subgrupo de isotropia

sz{hef|h(x)=x}

y el grupo de gérmenes correspondientes H,. Consideremos otro punto y en X N L.
Dado que ambos puntos estan en la misma hoja, existe un homeomorfismo en T tal
que f(x) = y. Este elemento define un isomorfismo entre los grupos H, y Wy por
conjugacién. Por lo tanto estd justificado denotar al grupo Hy por H, y definir:

Definicion 1.17. El grupo H es el grupo de holonomia de la hoja L € . Si Hi, es nulo
diremos que Ila hoja L no tiene holonomia.



§1.4 Espacios foliados por grafos

1.4. Espacios foliados por grafos

Recordemos que un grafo es un par G = (V, E) de conjuntos de vértices y aristas
respectivamente, junto con un aplicacién Q : E — {{v, v’} | v,v" € V}.51Q(e) = {v,v'},
los vértices v 'y v’ son los extremos de e. Si v = v’ que e es un bucle. La valencia de
un vértice v es el niimero aristas que lo tienen como extremo, contando los bucles
como dobles. Si la valencia de todos los vértices es finita decimos que el grafo es
localmente finito. La realizaciéon geométrica de un grafo G es el CW-complejo que
se obtiene de la siguiente manera: tomamos el espacio V LI [0,1] X E, con V' y E
la topologia discreta e identificamos los extremos de v con los puntos finales del
segmento (0, v) y (1, v). Observemos que un grafo es localmente finito si y solamente
si su realizaciéon geométrica es localmente compacta.

Dado un grafo, existe una funcién distancia natural sobre él, en la que dos
vértices distan tanto como el nimero minimo de aristas por las que hay que pasar
para ir de uno a otro, haciendo a las aristas isométricas al intervalo unidad [0, 1]
(salvo si Q(e) = {v}).

Un morfismo entre grafos f : G — G’ es un par de aplicaciones fy : V — V’
y fe : E = E’ tales que Q'(fe(e)) = {{fv(v), fu(w)} | v,w € Qe)}. Si f posee una
inversa g (i.e. fv o gv = ly y fg o g = 1) f es un isomorfismo. Un morfismo entre
grafos produce una aplicaciéon continua entre sus realizaciones. Un isomorfismo
induce un homeomorfismo en las realizaciones geométricas. De hecho, se trata de
una isometria con la métrica natural.

Es posible considerar las aristas como orientadas de forma que “apunten” en
direccién de un vértice: un grafo dirigido es un grafo G = (V, E) en el que se sustituye
Q por dos aplicaciones sy r : E — V, que asignan a cada arista e su vértice origen s(e)
y su vértice final r(e). La arista ¢ estd orientada de s(¢) a r(e). En este caso valencia de
un vértice v € V se escribe explicitamente como

valg(v) = #{e eV ' s(e) = v} + #{e eV | r(e) = v}. (1.2)

De la misma manera, la realizacién geométrica se puede escribir como el CW-com-
plejo unidimensional que se obtiene al identificar en el espacio V U [0,1] x E los
puntos s(¢) y r(e) € V con (0, ¢) y (1, ¢) € [0, 1] x E respectivamente.

Si en un grafo dirigido “olvidamos” la direccién de las aristas, las realizaciones
geométricas del grafo dirigido y del grafo subyacente son iguales.

Los espacios foliados por grafos no son otra cosa que laminaciones en las que
las hojas no son variedades, sino grafos.

Definicién 1.18. Sea Z un espacio localmente compacto metrizable y separable.
Llamamos atlas foliado de un espacio localmente compacto metrizable y separable
X a una familia A de cartas locales ¢; : U; — P; X X; que satisfacen:

1. P; es un grafo finito;

2. X; es un abierto de Z y;
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3. si U; N U; # 0, entonces el cambio de coordenadas se escribe como

@jo @i (xi,y) = (Oéij(xi, vi), Gij(yi))/
siendo aij( -, ¥i) un isomorfismo entre subgrafos de P; y P 2

Las placas (pj’l(Pi X {+}) definen una descomposicién .# de X en grafos conexos de la
manera habitual: las hojas son los menores conjuntos que contienen a cualquier placa
que intersecan. Dicha descomposicién es una foliacién por grafos. La compacidad
local de ¥ implica que la estructura de grafo de las hojas es localmente finita.

Observacion 1.19. El conjunto X de los vértices de las hojas de (¥,.%) es una trans-
versal completa y cerrada del espacio foliado (¥, .%).

Sobre X esta definida la funcion de valencia val : X — IN, simplemente como la
valencia del vértice en la hoja correspondiente, que siempre es finita. Dicha funcién
es obviamente continua. El cardcter continuo de esta funcién es una caracteristica
fundamental de estos espacios.

Como en el caso de laminaciones, tiene sentido hablar de buenos atlas folia-
dos, y la construccién de estos es exactamente la que aparece en la prueba de la
proposicién 1.9. De forma similar, la construccién del pseudogrupo de holonomia
transverso y el grupoide de holonomia transverso asi como los resultados relacio-
nados son todos ciertos sin ninguna modificacién en el argumento.

Por otro lado, en este caso es posible construir de manera sencilla un atlas
andlogo al construido en la proposicién 1.11:

Proposicion 1.20. Dado un espacio foliado por grafos (X, F), existe un buen atlas foliado A
tal que las placas son geodésicamente convexas y la interseccion de dos placas es homeomorfa
al intervalo (0, 1).

Demostracion. Basta observar que X — X, el abierto de los puntos interiores de las
aristas de X, es un fibrado localmente trivial de fibra (0,1) y base E, donde E es
el conjunto de los puntos medios de las aristas. La trivialidad local junto con los
abiertos (0, 1), (%, %) y (%,1) de (0,1) producen abiertos foliados en producto que
cubren X — X.

Consideremos ahora X, el cerrado que falta por cubrir con cartas. Dado que
la funcién de valencia es continua podemos dividir X en un ntmero contable
de abiertos cerrados disjuntos X = | |59 val™'(n). Cada conjunto val™'(n) puede
cubrirse con el abierto X" = ., A () B(x, }L), denotando B(x, }‘) la bola en la hoja

por x centrada en ese punto y de radio %‘. Es sencillo comprobar que X" es un

fibrado localmente trivial de fibra B(x, }1) y base val~!(n). Los abiertos de trivialidad
proporcionan cartas foliadas que junto con las construidas antes, forman un buen
atlas localmente finito con las propiedades deseadas. O
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Capitulo 2

Pseudogrupos grafados

La nocién de grafo de Cayley de un grupo finitamente generado es fundamental
en el estudio geométrico de los grupos.

El objetivo de este capitulo es extender esta nocién a pseudogrupos. La eleccién
de un sistema finito de generadores para un pseudogrupo proporciona una estruc-
tura de grafo conexo sobre las érbitas, de manera similar a lo que ocurre con los
grafos de Cayley. Esta construccién define una métrica sobre las érbitas del pseu-
dogrupo. Estudiaremos la estructura métrica a gran escala de las 6rbitas y como se
comporta ésta con respecto a la reduccién de pseudogrupos.

La estructura de grafo define una funcién de valencia. Si ésta es continua, podre-
mos realizar geométricamente todas las érbitas a la vez y definir un espacio foliado
por grafos, al que llamaremos espacio foliado de Cayley del pseudogrupo. Las hojas de
este espacio son las realizaciones de las 6rbitas y el pseudogrupo de holonomia
restringido a la transversal de los vértices no es otro que el pseudogrupo de partida.

Los espacios foliados de Cayley nos permitirdn obtener resultados sobre los
pseudogrupos de transformaciones del conjunto de Cantor.

2.1. Grafo de Cayley de un grupo

Sea G un grupo de tipo finito, dotado de un sistema finito de generadores
S. El grafo de Cayley de G respecto del sistema de generadores S es el grafo dirigido
Cay(G,S) = (G, Es) donde el conjunto de aristas es E estd formado por los pares
(g,4s) con s € S (donde la primera y segunda proyeccién como aplicaciones r
y s respectivamente). Obviamente no existen bucles en Cay(G,S), salvosi 1 € S.
Como con el resto de los grafos, no se distinguird entre Cay(G, S) y su realizacién
geométrica, el espacio topoldgico resultante de identificar s(e) con (e, 0) y r(e) con (e, 1)
en G U As x [0,1].

Ejemplo 2.1. Sea G = (g) un grupo ciclico. Si el orden de G es finito, entonces
Cay(G, {g}) es un grafo en forma de circulo con #G vértices. Si G = Z, Cay(Z,{g}) es
una recta. Obviamente al sustituir el sistema de generadores obtenemos un grafo
distinto. En las figuras 2.1(a) y 2.1(b) se pueden ver dos grafos de Cayley de Z.

11
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4 , 2, 0 , 2 , 4

3% 1° 3 %5

()
Figura 2.1.

Los grafos de Cayley de (a) Z. respecto de {1} 6 {—1} y (b) respecto de {1,2} v, (c) de Z* para
{(1,0),(0, 1}

Ejemplo 2.2. Consideremos el grupo G = Z? y el sistema de generadores S =
{(1,0),(0,1)}. El grafo de Cayley Z? = Cay(Z?, S) tiene por vértices los puntos de Z?2
uniendo por aristas aquellos vértices que distan 1. Véase la figura 2.1(c).

El grupo G actda a la izquierda por isomorfismos sobre si mismo. Esta accién
se puede extender naturalmente a las aristas mediante la férmula g - (¢’, ¢’s) =
(2¢’, g9's). Dado que la accién de G sobre si mismo es transitiva, el grafo Cay(G, S)
es uniforme, es decir, para cualquier par de vértices existe un automorfismo del grafo
que envia un vértice sobre otro. En particular la valencia es constante e igual a 2#S.
El grafo de Cayley esta dotado de una métrica natural definida mediante la longitud
de las palabras: la longitud de g € G es el niumero minimo de elementos de S (o sus
inversos) necesarios para escribir g, es decir

longg(g) = mfn{n eIN | g=51--S,cons; €SU S‘l}.
La distancia de las S-palabras queda entonces definida como

ds(g1,$2) = longg(g7' ).

Esta distancia es invariante para las traslaciones a izquierda. En efecto, para cada
g € G tenemos que ds(gg1, 882) = long(g7' 87 882) = ds(g1, g2). Es posible extender
la distancia ds de G a todo el grafo Cay(G,S) haciendo las aristas isométricas al
intervalo unidad. Llamaremos a esta distancia ds la distancia de las S-palabras sobre
Cay(G, S). Esta distancia coincide con la distancia natural sobre grafos.

12
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2.2. Pseudogrupos grafados

Consideremos I' un pseudogrupo de transformaciones sobre un espacio metri-
zable localmente compacto y separable X. Diremos que I' es finitamente generado si
existe una familia finita © C I" de forma que cada y € I se puede escribir localmen-
te como una X-palabra. Mds precisamente, para cada punto x € domy existe un
entorno U tal que

Yiu =0l 000y, 2.1)
donde ¢;, =10 -1y 0; € X para cada 1 < i < n. Por simplicidad supondremos que
y se escribe globalmente como una X palabra. Ademds, podemos suponer que la
Y-palabra que aparece en (2.1) es reducida, es decir, que ninguna letra va seguida de
su inversa: af" + O:FI paracadal <i<n.

La eleccion del sistema finito de generadores ¥ permite realizar cada I'-6rbita,
I'(x) = {y(x) | y €T y x € dom y} como el conjunto de vértices de un grafo localmente
finito y conexo por caminos T'(x). En efecto, de forma similar a la construccién de
los grafos de Cayley, el conjunto de vértices de T'(x) serd la propia Grbita I'(x). Dos
vértices y,z € T'(x) estardn unidos por una arista orientada si existe 0 € L tal que
z = o(y). La métrica natural sobre el grafo T(x) coincide con la distancia de las X-
palabras: con la convencién de que la palabra vacia sea 1x, definimos la Z-longitud
longy(y) de y € I como el niimero minimo de generadores necesarios para escribir y
y la distancia de las E-palabras dy(y, z) entre dos puntos y, z € I'(x) como la X-longitud
minima de los elementos y €T tales que z = y(y).

Usaremos la notacién (T, X) para indicar que las I'-6rbitas estdn dotadas de esta
estructura métrica, y llamaremos a este par pseudogrupo grafado.

Ejemplo 2.3. Cualquier grupo de transformaciones G de un espacio X define un
pseudogrupo de transformaciones de X formado por las restricciones de los ele-
mentos de G. Un sistema finito de generadores de G, convierte al pseudogrupo en
grafado.

Ejemplo 2.4. Si .Z es una laminacién de un espacio compacto M y A es un buen
atlas foliado finito, el pseudogrupo de holonomia del eje X de A es un pseudogrupo
grafado si se dota de las ¢;; descritas en la definicion 1.13.

Sea (T, ) un pseudogrupo grafado de transformaciones de un espacio metriza-
ble, localmente compacto y separable X. Dado que cada punto de X es un vértice de
un grafo, es natural considerar la aplicacion de valencia, valy, que asocia a cada vértice
el namero de aristas incidentes en él. Reescribiendo (1.2) para este caso concreto
tenemos que valy(x) = #o € = | x € domo} + #{lo € L | x € imo}. Si denotamos
por xp la aplicacién caracteristica del conjunto B, es posible escribir valy en una
expresién mads util:

vals() = ) (Ydomo®) + Ximo (). (22)

o€EL
Como el dominio y la imagen de cada homeomorfismo ¢ son abiertos en X, las
aplicaciones caracteristicas correspondientes son semicontinuas inferiormente. Por
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Capitulo 2. Pseudogrupos grafados

Figura 2.2.
En el ejemplo 2.5 aristas muiltiples producen homeomorfismos idénticos

consiguiente valy es semicontinua inferiormente. Obviamente valy serd continua si
y solamente si los dominios y las imdgenes de los homeomorfismos pertenecientes
a X son abiertos cerrados de X.

Ejemplo 2.5. Sea (¥, .%) un espacio foliado por grafos y denotemos por X la trans-
versal completa de los vértices. Veamos que es posible encontrar un sistema de
generadores para el pseudogrupo de holonomia reducido X que permite recuperar
la estructura de grafo de las 6rbitas. Cada abierto cerrado val™'(n) ¢ X (con n € N)
es el dominio de # transformaciones asociadas a cada una de las aristas que parten
de cada vértice. En efecto, con la métrica natural sobre (¥,.%), en la que cada arista

es isométrica a (0, 1), el conjunto [, -1 o B(x, %) es un abierto foliado en producto

homeomorfo a val ™' (1) x B(xo, %), para un xg € val ™' (n) cualquiera fijado. Fijada e
una de las (medias) aristas de B(x, %), se obtiene una transformacién ¢, definida
sobre val™!(n) de la siguiente manera: dado x € val™'(n), 0.(x) € X es el extremo de
la arista correspondiente con e que parte de x.

Estas transformaciones pueden coincidir en un abierto o incluso ser la misma, si
por ejemplo se tiene una paquete de aristas multiples entre dos vértices como en la
figura 2.2. Si permitimos estas repeticiones, tenemos una familia X de transforma-
ciones que genera I' y cuyos dominios e imagenes son un cubrimiento localmente
finito. Ademds es obvio que la estructura de grafo generada por X es la misma que
la original. Asi la funcién de valencia para el pseudogrupo grafado coincide con la
de (X,.7), y por lo tanto es continua.

2.3. Geometria a gran escala

La nocién de casi-isometria “coarse” o simplemente casi-isometria ha sido intro-
ducida por M. Gromov en [Grol]) (véase también [Gro2] y [Gro3]) para el estudio
geométrico de los grupos finitamente generados.

Ante todo, recordemos que una red en un espacio métrico (M, d) es un subespacio
A de M tal que d(x,A) < C para cada punto x € M, para cierta constante C > 0
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fija. Cuando la constante C sea relevante y deseemos mantenerla en la notacién
hablaremos de una C-red.

Definicién 2.6 ([Grol]). Dos espacios métricos (M, d) y (M’,d’) son casi-isométricos
si existe una aplicacién f : M — M’ tal que existen constantes positivas A y C
verificando %d(x, y) — C < d(f(x), f(y)) < Ad(x,y) + C, para cada par de puntos
X,y € M, y ademds f(M) es una red de M’. De hecho, es posible suponer que f(M)
es una C-red. Por otro lado, si A = 1, diremos que f es una isometria a gran distancia.

Dada una casi-isometria f : M — M’, existe otra casi-isometria f' : M’ — M tal
que f' o f(M)y fo f/(M’) son redes en M y M’ respectivamente. Diremos que f y
f’ son inversas a gran distancia. Como resultado de la existencia de inversas a gran
distancia, se tiene que la relacion de casi-isometria es un relacién de equivalencia.

Ejemplo 2.7. 1) Una red de un espacio métrico es, obviamente, isométrica a gran
distancia al espacio métrico. Asi por ejemplo Z y R con las distancias usuales son
isométricos a gran distancia.

11) Sea G es un grafo y d la métrica natural sobre él. El conjunto de vértices V de
G es una 3-red de G.

11) Un espacio métrico compacto M es casi-isométrico a un punto. De hecho,
cualquier espacio métrico de didmetro acotado es casi-isométrico a un punto.

1v) El conjunto de los enteros Z y de los naturales IN con las distancias usuales
Nno son casi-isométricos.

En general, dos espacios métricos M 'y M’ son casi-isométricos (resp. isométricos
a gran distancia) si y s6lo si existe una biyeccién bilipschitziana (resp. isometria)
entre dos redes de M y M’ respectivamente.

En esta misma direccién, también se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.8 (principio de la goma eldstica, véase [Gro3]). Sean A un conjunto,
(My,d1) y (Ma, d») dos espacios métricos geodésicos y f; : A — M; aplicaciones biyectivas
tales que fi(A) es una red de M; (con i = 1,2). Si las métricas inducidas por f; en A son
uniformemente equivalentes, entonces My y M son casi-isométricos.

Recordemos que dos métricas d; y d» sobre un mismo conjunto M son uniforme-
mente equivalentes sily es un homeomorfismo uniforme, i.e. existen dos aplicaciones
p1y p2 : R > R crecientes tales que da(x, y) < pi(di(x, y) y di(x, y) < pa(dalx, y))
para cualesquiera x, y € M (véase [Gro3]). Las aplicaciones i y i pueden sustituir-
se por una sola aplicacién: si definimos la funcién p(r) = max{u(r), u2(r)} es facil
comprobar que cumple las condiciones requeridas.

Demostracion del proposicion 2.8. Es obvio que (N, d;) es casi-isométrico a (M;, d;) por
lo que basta comprobar que (N, d1) y (N, d2) son casi-isométricos. De hecho veremos
1y es una casi-isometria.

Denotemos por d; la distancia inducida sobre N por f;, y sea i : R — Rla funcién
que existe en virtud de la equivalencia uniforme entre estas distancias. Tomemos x e
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y € N, yunarco geodésico g de M; conectando fi(x) con fi(y). Fijemos n < dq(x, y)+1
y dividimos g en n sub-arcos {g;}", de forma que cada uno tenga longitud inferior
a 1. Denotemos por x; los nuevos puntos que aparecen como extremos de la familia
{gi} (xo = xy x, = y).SiN es una Cq-red en M, existe un punto f(y;) € M; a distancia
de x; inferior a Cy. Entonces aplicando reiteradamente la desigualdad triangular

n—1 n
da(x, y) < Z d2(yi, yis1) < Z u(dr(vi, yirn))
i=0 i=0

<Y (A, x) + di(, i) + di (i, fi(Yisn))
i=0
<np(2C; +1) < p2Cy + 1D)(di (v, y) +1).

Cambiando los roles de d; y d» obtenemos d;(x, y) < u(2Cs + 1)(d1(x, y) + 1), siendo
f2(N) una Cp-red. En consecuencia de estas dos desigualdades se tiene que 1y es
una casi-isometria. O

24. Reduccién de pseudogrupos

Consideremos un abierto Y C X que corte a todas las 6rbitas de I'. Como se
indicaba en el capitulo anterior, el pseudogrupo I'ly reducido a Y es equivalente a
I'. De hecho, este ejemplo modela la definicién de equivalencia de Haefliger. Nos
interesa describir como afecta el proceso de reduccion o induccion (véase [Gab2]) a la
estructura métrica de las érbitas de un pseudogrupo grafado (I, X).

Como se ha visto al comienzo del capitulo, la eleccién de X un sistema finito
de generadores, define una estructura de grafo conexo localmente finito sobre cada
I'-6rbita. Las 6rbitas del pseudogrupo reducido I'ly no son otra cosa que la traza de
las I'-6rbitas sobre Y. Por lo tanto, cada I'|y-6rbita hereda una estructura de grafo y
una métrica de la I-6rbita correspondiente. Ahora bien, al eliminar los vértices que
pertenecen a X — Y'y las aristas incidentes en estos vértices, el grafo que se obtiene
en general no es conexo.

Ejemplo 2.9. Consideremos el pseudogrupo I sobre $! generado por un sélo ho-
meomorfismo, g,(e) = ¢+ con 0 < a < 1 irracional. En este caso, de un punto
¢’ € 8! parte una arista a ¢"*® y llega otra de ¢/*~®). Si tomamos ap = min{a, 1 - a},
podemos definir el abierto Y = et € 81| te(0,ap)}, que corta a todas las I'-6rbitas
porque éstas son densas. Ahora bien, la estructura de grafo de las I'ly-6rbitas no
tiene ninguna arista, ya que dado y € Y, ga(y) ¢ Y para cualquier y € Y.

Como se puede ver en este ejemplo, el problema radica en que la estructura de
grafo no proviene, en general, de un sistema de generadores: al restringir los domi-
nios e imdgenes de los elementos de © a Y obtenemos una familia X|y de elementos
de Ty, pero esta familia no genera el pseudogrupo T'|y. De hecho, las 6rbitas del
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pseudogrupo generado por X|y son los conjuntos de vértices de las componentes
conexas de sus realizaciones geométricas como grafos. Atin asf, usaremos la nota-
cién (I'ly, Z]y) para indicar que las I'|y-6rbitas estdn dotadas de la métrica inducida
por dy, asi como de la estructura de grafo ya mencionada. Nos interesa comparar
las estructuras métricas de los pseudogrupos grafados (I', ) y (T'ly, Z|y). Mds con-
cretamente, determinar condiciones bajo las cuales I'-6rbitas y sus I'|y-6rbitas sean
casi-isométricas.

Puesto que Y corta a todas las I'-6rbitas, cualquier x € X pertenece al dominio
de un elemento y € I' de forma que su imagen esta contenida en Y. Denotemos por
L,y el conjunto de tales elementos de I’, y la reunién de todos estos conjunto por
Xxy. El sistema de generadores ¥ determina la distancia dy, sobre cada I'-6rbita.
Es natural definir entonces la distancia dx(x, Y) como la Z-distancia entre x y la
I'ly-6rbita I'(x) N Y, que es la E-longitud minima de los todos los elementos X, y.

Definicion 2.10. Un abierto Y de X que corta a todas las I'-6rbitas es una Z-base de
X, si existe una constante C > 0 tal que dx(x, Y) < C para cada x € X.

Esta nocién constituye el andlogo para pseudogrupos grafados de una red en
un espacio métrico. De forma similar al caso de espacios métricos, la definicién nos
garantiza que las 6rbitas de I' y I'ly, dotadas de la distancia de las X-palabras, son
isométricas a gran distancia.

Definicién 2.11. Sean (I, X) y (I”,X’) dos pseudogrupos grafados definidos sobre
X y X’ respectivamente. El pseudogrupo (I”,X’) es un factor de Kakutani de (T, X)
si existe una aplicacién boreliana r : X — X’ que envia I'-6rbitas en I"”-6rbitas de
manera casi-isométrica. Dos pseudogrupos grafados son equivalentes en el sentido de
Kakutani si ambos tienen un factor comtin.

Esta definicién es andloga a la dada en [Ghyl], aunque en nuestro caso es
puramente boreliana.

Lema 2.12. Si Y es una X-base de X, entonces los pseudogrupos grafados (I, £) y (Tly, Zly)
son equivalentes en el sentido de Kakutani.

Demostracion. En primer lugar, observemos que los dominios de los elementos de
Yxy forman un recubrimiento abierto de X, del que es posible obtener un subrecu-
brimiento numerable. Asi obtenemos una familia numerable {y,},en de elementos
de Zx y cuyos dominios siguen cubriendo X. Consideremos la aplicacién boreliana
r: X — Y definida por r(x) = y,(x), con n el menor entero tal que x € dom y,,.
Tenemos entonces que para cada punto x € X y cada par de puntos y,z € T'(x),
r(['(x)) Ty (r(x)) y dx(y, z) —2C < dx(r(y), 1(z)) < dx(y, z) +2C, siendo C la constante
que aparece al ser Y una X-base de X. Luego I'ly es un factor de Kakutani de I, y
por lo tanto I' y T'ly son equivalentes en el sentido de Kakutani. ]

Observacién 2.13. Si suponemos que el abierto Y de X es relativamente compacto,
entonces podemos recubrir su clausura por los dominios de una subfamilia finita
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Yy, de Lxy. Ademds podemos suponer que se trata de abiertos relativamente
compactos de X. Luego Y’ = Uyezw domy es un abierto relativamente compacto

de X tal que Y c Y'. Para cualquier sistema de generadores Xy del pseudogrupo
reducido Iy, se tiene que Y es una Xys-base de Y’, ya que las Ly -longitudes de
los elementos de conjunto finito Z‘Y,Y estdn acotadas. Asi (Tly,, Zy/) y (Tly, Zy|y) son
Kakutani equivalentes.

Observacion 2.14. Si Y es una X-base relativamente compacta de X, entonces cual-
quier otro abierto relativamente compacto Z que corte a todas las 6rbitas de I' es
una Y-base de X. Procediendo como en el caso anterior, podemos considerar una
subfamilia finita Z‘?,Z de I tal que los dominios de los elementos de ):‘Y,Z recubren

Y y sus im4genes estan contenidas en Z. Como antes, las X-longitudes de los ele-
mentos de Xy , estdn acotadas. Luego si la distancia dy(x,Y) esta uniformemente
acotada, la distancia dy(x, Z) lo estard también.

El siguiente resultado es una condicién suficiente sencilla para la equivalencia
en el sentido de Kakutani.

Proposicion 2.15. Sean (I, L) y (I”, X’) dos psudogrupos grafados. Si existen Y una X-
base, Y’ una ¥.-base, una aplicacion biyectiva f : Y — Y’ y una constante K tales que
%d(x, y) < d(f(x), f(y)) < Kd(x,y), para todo x,y € Y, entonces (I', L) y (I",X’) son
equivalentes en el sentido de Kakutani.

Es posible también probar un principio de la goma eldstica para el caso de pseudo-
grupos similar al dado en el lema 2.8. Este es un criterio de utilidad para comprobar
si dos pseudogrupos grafados son Kakutani equivalentes:

Lema 2.16 (principio de la goma eldstica para pseudogrupos). Sea A un conjunto y
(T'1, X1) y (T2, Xp) dos pseudogrupos grafados definidos sobre X1 y Xy respectivamente. Sean
también las aplicaciones biyectivas f; : A — X; tales que fi(A) es una L;-base de X; (parai =
1,2) y los pseudogrupos de transformaciones de A inducidos por f; son el mismo. Si existen

dos funciones crecientes pq y piz : R — Rtales que dy, (f(x), f2(y)) < yl(dg] (fix), fl(y)))

yds, (i), ily) < yz(dzz(fz(x), fz(y))) para cualesquiera x e y € A, entonces (I'1, X1) y
(T2, Xp) son Kakutani equivalentes.

Demostracién. Dado que fi(A) es una L;-base, s6lo es necesario probar que A con
las distancias inducidas por las aplicaciones f; son Kakutani equivalentes. Para ello
basta ver que laidentidad 14 es una casi-isometria sobre cada 6rbita del pseudogru-
po inducido. Pero esto se deduce inmediatamente del principio de la goma eldstica
usual. ]

Observacién 2.17. Como en el caso de del principio de la goma eldstica usual, es
posible reemplazar las aplicaciones i1 y po por una sola. Como en ese caso basta
tomar u = max{ui, u»}. Ademds podemos suponer que p estd definida sobre los
enteros no negativos, ya que las distancias en los pseudogrupos grafados siempre
son enteras.
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Ejemplo 2.18. Consideremos I' como en el ejemplo 2.4. Si Y es un abierto de T que
corta a todas las I'-6rbitas (i.e. a todas las hojas de .). La compacidad de M permite
probar que Y es una X-base de T, siendo X la familia de transformaciones o;;.

2.5. Pseudogrupos compactamente generados

En el ejemplo 2.18, la compacidad de M garantiza que I posee la propiedad de
generacion compacta introducida por A. Haefliger en [Hae2]. Esta propiedad permite
definir un mejor sistema de generadores.

Definicién 2.19 ([Hae2, Hae3]). Un pseudogrupo I' de transformaciones de un
espacio localmente compacto y Hausdorff X es compactamente generado si

1. existe un abierto relativamente compacto Y contenido en X que corta a todas
las I'-6rbitas y;

2. existe L un sistema de generadores finito para I'ly tal que cada 0 € X es la
restricciéon de un elemento G € I' tal que dom o € dom 6.

Al sistema de generadores X lo llamaremos sistema de generacion compacta para Y.

Ejemplo 2.20. 1) Como se ha dicho anteriormente, el pseudogrupo de holonomia
reducido al eje de un atlas foliado de un espacio foliado compacto es compactamen-
te generado. Basta observar que podemos refinar dicho atlas por otro con cartas
relativamente compactas, de forma similar a lo hecho para la proposicién 1.9.

1) El pseudogrupo de transformaciones de R generado por f(x) = 5 es compac-
tamente generado. Basta considerar Y = (-1,1) y el generador fly.

11) El pseudogrupo de transformaciones de R generado por f(x) = —x no es
compactamente generado, ya que no existen abiertos relativamente compactos que
corten a todas las drbitas.

Lema 2.21. SeaI' un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de X. Sea
Y’ un abierto relativamente compacto que corta a todas las I'-0rbitas. Entonces existe un
sistema de generacion compacta para Y.

Demostracién. Sean Y el abierto relativamente compacto cuya existencia nos asegura
la hipétesis y X un sistema de generaciéon compacta para Y. Dado que Y e Y’ son
relativamente compactos podemos obtener una familia finita @ C I" que define una
equivalencia entre I'ly y I'ly.. Podemos suponer ademads que cada elemento ¢ € @ es

la restriccién de un elemento ¢ € I' definido sobre un entorno de dom ¢. Entonces
la familia de homeomorfismos ' = {p o g o ¢’ | ¢, ¢’ € Py 0 € L} es un sistema
de generacién compacta para Y’. O

Modificando ligeramente el argumento anterior, es facil comprobar el siguiente
resultado:
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Lema 2.22 ([Hae2, Hae3]). La propiedad ser compactamente generado es invariante por
equivalencias de Haefliger.

Los sistemas de generacion compacta permiten eliminar alguna de las dificul-
tades que encontrdbamos al restringir pseudogrupos arbitrarios a abiertos cuales-
quiera. En particular, un sistema de generacién compacta sobre Y define una buena
estructura de grafo sobre las 6rbitas como muestra este resultado:

Lema 2.23. Sea I un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de X, un
espacio localmente compacto, metrizable y separable, dotado de un sistema numerable de
generadores .. Sean Y un abierto relativamente compacto que corta a todas las I'-Orbitas
y Ly un sistema de generacion compacta de I' sobre Y. Si Y es una X-base de X, entonces
(T, Z) y Tly, Zy) con equivalentes en el sentido de Kakutani.

Demostracién. Segun el lema 2.12 es suficiente comprobar que (Tly, Zly) y (Tly, Zy)
son equivalentes en el sentido de Kakutani. Bastard con aplicar el lema de la goma
elastica para pseudogrupos. Sean x e y € Y dos puntos que pertenezcan a la misma
I'ly-6rbita y K = max{long(5) | o € Ly}, donde & € I es tal que su restriccién a Y es
0.8iy=0,0---001(x) conoy,...,0, € Ly, entonces

n
ds(x,y) < longs (G, 0+ 081) < Z long-(5;) < Kn = Kds, (x, y).
i=1
Definimos (1) = Kn. Por otro lado, observemos que hay un ndmero finito de
Y-palabras de longitud menor o igual a 1, entonces esta definido el ntimero natural

po(n) = méx{n, longzy(w) | w es una X-palabra de X-longitud < n}

Supongamos que dx(x, y) = 1, entonces y = w(x) donde w tiene L-longitud n. Luego
es obvio que w se escribird como una Zy-palabra de Ly-longitud inferior a uy(n). O

El hecho de que el espacio Y sea una X-base es fundamental para obtener el
resultado anterior. Consideremos una foliacién con una tinica hoja homeomorfa a
R?. Si tomamos x € R?, el pseudogrupo de holonomifa reducido a la transversal
completa Z = {x} es compactamente generado. En consecuencia, el pseudogrupo de
holonomia reducido a cualquier transversal también lo serd, ya que la generacién
compacta es una propiedad invariante por equivalencias de Haefliger.

Ahora bien, los pseudogrupos reducidos no serdn, en general, equivalentes en el
sentido de Kakutani. Si dotamos al plano IR? de la métrica euclidea y consideramos
una red casi-isométrica X (como por ejemplo el reticulo entero), los pseudogrupos
de holonomia reducidos a Z y X no son Kakutani equivalentes, ya que X no es casi-
isométrico a un punto. No obstante, los pseudogrupos de holonomia reducidos a
dos conjuntos finitos serdn equivalentes en el sentido de Kakutani. En particular,
si Y es un conjunto finito (de la red casi-isométrica X) e y € Y, los pseudogrupos
obtenidos al restringir I'a Z = {y} e Y serdn equivalentes en el sentido de Kakutani,
para cualquier sistema de generacién compacta.

Nos interesamos por los sistemas de generacién compacta para los que existe
una base:
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Definicion 2.24. Sea Xy un sistema de generacién compacta sobre Y para un pseudo-
grupo compactamente generado I' de transformaciones sobre un espacio localmente
compacto, metrizable, separable X. Si existe un abierto relativamente compacto Z
tal que Z C Y y si Z es una Ly-base de Y, entonces Ty es un buern sistema de generacion
compacta.

La existencia de buenos sistemas de generacién es algo que cabe esperar para
cualquier abierto relativamente compacto. El siguiente lema asegura que esto es ast:

Lema 2.25. Sea I' un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de un
espacio localmente compacto, metrizable y separable X. Para cualquier abierto relativamente
compacto Y C X, existe un buen sistema de generacion compacta.

Demostracion. En la observacién 2.13 se ha definido la familia finita Z?Y cuyos

dominios son abiertos relativamente compactos que recubren a Y. Cada elemento
gELy es la restriccion de un elemento de la familia Xy y cuyo dominio contiene a

dom é. Lo que garantiza que el abierto Z = U&ezw im & es un abierto relativamente

compacto de X de forma que Z c Y. Denotemos por @y a la restriccién de la
familia Z?/Y a Y. Si afiadimos esta familia finita a cualquier sistema de generacién
compacta sobre Y obtenemos un nuevo sistema de generacién compacta Ly de T’
sobre Y. Ahorabien, Z es una Ly-base, ya que cualquier elemento y € Y se encuentra

en el dominio de algtin elemento ¢ € Py. O

Observacion 2.26. Ademds, por analogia con la observacién 2.14 y con la misma
notacién que en la prueba, se obtiene un abierto relativamente compacto Y’ =
U"’EEW dom ¢ de X que contiene la clausura de Y. Si Ly = {G € I' | 0 € Ly}, entonces

Y es una Zy-base y Ly es un sistema de generacién compacta.

Si volvemos al ejemplo, vemos que la equivalencia de Haefliger natural entre
I'lz y T'ly puede ser convertida en una equivalencia de Kakutani, y podemos esperar
lo mismo de cualquier equivalencia de pseudogrupos. Precisamente esto se prueba
en el teorema 2.28 para lo que necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.27. Sea I' un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de un es-
pacio metrizable, localmente compacto y separable X. Sean Y e Y’ dos abiertos relativamente
compactos tales que Y N'Y’ corta a todas las I'-6rbitas. Si Ly y Xy son dos buenos sistemas
de generacion compacta sobre Y e Y’ respectivamente, los pseudogrupos grafados (T'ly, Zy)
y (Cly, Zy) son equivalentes en el sentido de Kakutani.

Demostracién. Si la interseccién de Y e Y’ corta a todas las I'-6rbitas, segtin el le-
ma 2.25 podemos encontrar un abierto relativamente compacto Z tal que Z ¢ YN'Y’
y corte a todas las I'-6rbitas. Segtin la observacién 2.14, y teniendo en cuenta que
Ly y Ly son buenos sistemas de generacién compacta, Z es una Xy-base de Yy
lo mismo para Y’. El lema 2.23 nos asegura que (I'ly, Zy) y (Tlz, £y|z) son equiva-
lentes en el sentido de Kakutani. De la misma forma (I'ly, Zy) y (Tlz, Zy/|z) 1o son.
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Basta aplicar el principio de la goma eldstica, para lo que razonaremos de forma
similar a la del lema 2.23. Asi pues basta comprobar que las métricas de (I'|z, Zy|z)
y (Tlz, Ly/|z) son uniformemente equivalentes.

Sea Wgy la familia de las Yy-palabras de Zy-longitud menor o igual a n. Obvia-
mente W§ es finita, y por lo tanto si nos restringimos a Z obtenemos una familia
de homeomorfismos W§Y|Z finita, y que podré ser vacia. Entonces esta bien defi-

nida la aplicacién py(n) = méx{n, longzw (w) | w € Wgylz}. Es obvio entonces que

ds,,(z,7') < py(dgy(z, z’)), para cualesquiera z y z’ € Z. De forma similar se puede
definir py-. m]

Teorema 2.28. Sean I y I dos pseudogrupos compactamente generados de transforma-
ciones de dos espacios localmente compactos, metrizables y separables X y X'. Sean Y e
Y’ abiertos relativamente compactos de X y X’ que cortan a todas las orbitas de T y I, y
Ly y Xy dos buenos sistemas de generacion compacta para Y e Y’ respectivamente. Si los
pseudogrupos I' y I son equivalentes en el sentido de Haefliger, entonces los pseudogrupos
grafados (Tly, Zy) y (Tly, Zy+) son equivalentes en el sentido de Kakutani.

Demostracion. Como I' y I son equivalentes, por definicién existe un pseudogrupo
I'”” de transformaciones de la suma topoldgica X LI X" que se reduce aI' y I sobre X
y X’ respectivamente. Los conjuntos Y, Y’y Y”” = Y LI Y’ son abiertos relativamente
compactos que cortan a todas las I'"/-6rbitas. Por hipétesis Ly y Zys son buenos
sistemas de generacién compacta para I'ly y I'ly» respectivamente. Ademads del
lema 2.25 deducimos que I'ly» posee un buen sistema de generacién compacta, que
denotaremos por Zy~. El lema 2.27 asegura que tanto (I'ly, Zy) y (Tly», Zy~), como
(Tlyr, Zy7) v (Tly~, Ly~) son equivalentes en el sentido de Kakutani, de donde se
deduce el resultado. m]

2.6. Teoremas de realizacion

Consideremos un grafo G = (V, E). Recordemos que su realizacién geométrica es
el CW-complejo que se obtiene al considerar V como un conjunto discreto y unir dos
de estos vértices mediante una celda de dimensién 1 si los vértices son los puntos
extremos de la misma arista de E. Mds precisamente la realizacién geométrica es el
espacio cociente V LI E x [0, 1]/5(6) ~ (e,0) Ar(e) ~ (e, 1).

Por otro lado, en un pseudogrupo grafado (', X), cada 6rbita I'(x) es grafo cone-
x0, que admite una realizacién geométrica I'(x). Veamos como podemos globalizar
este proceso y considerar todos las realizaciones como un tnico espacio. Para ello,
consideremos el espacio topolégico X y los paquetes de aristas dadas por las trans-
formaciones de X: _

M=XuU |_|doma>< {o} x[0,1].

o€L
Definimos sobre M la relacién de equivalencia ~ con x ~ (x,0,0) y o(x) ~ (x,0,1)
cuando x € dom¢. Sea Cay(I', L) el cociente de M por la relacién de equivalencia ~
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ym: M — Cay(T', ¥) la aplicacién cociente. Llamaremos .% a la descomposicién de
Cay(T, ¥) en los grafos | | T(x).

Teorema 2.29 (de realizacién geométrica). Si la funcion valencia es continua, entonces
Cay(T, L) es un espacio localmente compacto, metrizable y separable, dotado de una foliacién
por grafos F, al que se llamard el espacio foliado de Cayley de (T, L). Ademds X es la
transversal canénica formada por los vértices de las hojas y el pseudogrupo de holonomia de
F reducido a X coincide con T. Si X es compacto entonces Cay(T, L) también lo es.

Demostracién. Veamos como construir un atlas foliado adaptado a .#. Para ello, en
primer lugar, observemos que X es un cerrado de Cay(T, L), ya que es naturalmente
homeomorfo al cociente del cerrado saturado | |,y domo X {o} X {0, 1}.

De la continuidad de la valencia se desprende que, para cada x € X, la funcién
valencia es constante sobre un abierto y cerrado maximal X, = vali1 (valx(x)) que
contiene a x. Para cada y € X,, definimos el conjunto Lj = {oc € £ | y € dom(Z)} y

L, =loellye im(0)}. Launién de ambos L, = Z; UL, tiene el mismo ntimero de

elementos que L. Més atn, el conjunto U, = X, N ( MNoex: dom(o)) N ( Noex: im(a))
cumple que
Th=rty ¥, =3 2.3)

para cada y € Uy, ya que Ly (resp. L;.) es un subconjunto de Iy (resp. ;) con el
mismo nimero de elementos. Por consiguiente

U, = Uy, para cada y € U,. (24)

Como la funcién de valencia esta acotada por 2#%, los conjuntos U, forman un
recubrimiento abierto y finito de X. En el caso de que X sea compacto cada uno de
esos abiertos es relativamente compacto.

Para cada x € X, definimos el abierto V, como el cociente del abierto saturado

Ve=| | Uexiobx [0, u | | Uexiolx (11

gexry geXy

Sea E(x) el espacio cociente obtenido de | |yer+{o} X [0, %) U Ugex;{o} x (%,1] al
identificar los puntos (0,0) y (0, 1). Podemos interpretar este espacio como la bola
centrada en x de radio % dentro del grafo T(x). Las condiciones (2.3) nos indican de
hecho que E(x) = E(y) para cada y € U,.

El homeomorfismo canénico entre V, y Uy X (Ugex, 10} X [0, %)) induce un ho-
meomorfismo entre los cocientes ¢, : Vy — U, X E(x). Por otro lado, para cada
x € X y cada 0 € I}, definimos el abierto V¢ como el cociente del abierto satu-
rado Vg = U, x {0} x(0,1). En este caso 7 : V;j — VY es un homeomorfismo y
el homeomorfismo candnico entre FV;’ y Uy % (0,1) induce otro homeomorfismo
@9 : VI — U, x(0,1). Veamos que estas cartas (Vy, ¢x) y (VZ, ) forman un atlas
foliado de .#. A tal efecto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los
dominios de los elementos ¢ de T son abiertos y cerrados de X de tal manera que
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cociente
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Figura 2.3.
La construccién de los abiertos coordenados para el grafo de Cayley de un pseudogrupo

las condiciones (2.4) y (2.3) nos dicen que, tanto los abiertos V,, como los abiertos
V¢ son disjuntos o iguales.

En el primer caso, deducimos que las cartas V, sélo intersecan a cartas Vy. Si
VN V; # (), entonces distinguimos dos casos: x € U, o x ¢ U,. Si x € Uy, entonces
Uy = U, y podemos suponer que x = y. Luego lainterseccién V,NV{ se corresponde
con el conjunto

{@1(0,0) € Uy X E@) | (1) € Ux x (0,3) V (2, D) € o(Uy) N Uy x (3,1))

en funcién de las coordenadas de V, . Observemos que o(Uy) N U, = 0 salvo si o
pertenece a £ N X7. Ahora, el cambio de coordenadas se escribe como

(z,1) si(zt) € Uy x(0,3),

&1 o) {(a(z), 1-1) iz ) o) N Uy x (4,1)

siendo obvio que respeta la estructura producto de U, X E(x) y Uy x (0, 1).

Por otra parte, si x ¢ Uy, entonces o(x’) = x para algtin x’ € U,. Como es posible
reemplazar y por cualquier punto de Uy, podemos suponer que ¢(y) = x. Ahora, la
interseccién Vi N V() se corresponde con el conjunto

{@ 1 ety x0,1)](©0@),H e Uy x 3,1V & 1) € Uy N o™ (Uyq) x (0, 1)}

respecto de las coordenadas de Vjj Como en el caso anterior, el cambio de coorde-
nadas estd dado por

(z,1) si(z,t) € Uy x (0, %),

(z ) — {(a(z), 1—-1) si(zt)€a(ly) N U, X (%' 1.
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En resumen, la familia
A=V ), (V4,00 [ x € X, 0 € £

es un atlas foliado finito que define una foliacién por grafos sobre Cay(T, ). Obvia-
mente se trata de 7.

Si X es compacto, los elementos de A son relativamente compactos y por tanto
Cay(T, X)) es compacto. ]

Observacion 2.30. 1) El teorema anterior sigue siendo valido para pseudogrupos T
dotados de un sistema de generadores X tal que los conjuntos X, sean finitos. En
otras palabras, los grafos T(x) son localmente finitos. En este caso, la continuidad
de la valencia proporciona un atlas foliado numerable de Cay(T, X).

2) Si la funcién valy, es contante e igual a 2, la laminacién por grafos .7 es un
flujo. Ademds, si X es una variedad Cay(T, L) es una variedad. Es bien sabido que
cualquier pseudogrupo de transformaciones de una variedad es realizable por un
flujo sobre una variedad no compacta, pero esta realizaciéon modifica la estructura
métrica de las 6rbitas. En nuestro caso, al menos en el caso compacto, las métricas
de las 6rbitas y de las hojas coinciden salvo casi-isometria en el sentido de Gromov.

El teorema anterior realiza un pseudogrupo grafado con la valencia continua
como el pseudogrupo de holonomia de un espacio foliado por grafos. El siguiente
teorema nos dice que podemos reemplazar estos espacios foliados por verdaderas
laminaciones.

Teorema 2.31 (de engorde, [Ghy?2, Loz]). Sea (¥, .%) el espacio foliado de Cayley de un
pseudogrupo grafado (I', X) de valencia continua. Entonces existe una laminacion (M, £)
tal que el conjunto de vértices de X es una transversal completa y cerrada de (M, L) y
los pseudogrupos de holonomia de .F y de £ coinciden al reducirlos a dicha transversal.
Ademds las hojas de .F son casi-isométricas a las hojas de L.

Demostracion. Fijemos k € N y sea 0 < ¢ < 1. Consideremos la esfera §"(¢) de
dimensién 1 y radio ¢. Eliminemos k puntos {sy,...,s;} y fijemos r;z > 0 de forma
que las bolas geodésicas cerradas Bl(s;, Zri) (i =1,...,k) sean disjuntas dos a dos.
Por otro lado, consideremos el cilindro C = §"1(¢) x (0, 2) con la métrica producto.
Mediante la aplicaciéon exponencial, cada punto §(51,2rz) — {51} se identifica con
un par (u,7) donde u € $"1(¢) y 0 < r < 2riyr € (o, 21’;). Esto nos permite
definir un difeomorfismo entre B(sy, 2r}§) — B(sq, ri) y §"1(e) x [0, r,i], que envia las
esferas geodésicas centradas en s; de radios r}i y Zr;E sobre las esferas §"(¢) X {r}i} y
§"(e)x {0} respectivamente. Mediante este difeomorfismo podemos pegar el cilindro
C con la variedad que se obtiene al eliminar la bola geodésica B(s1, r,i) de la esfera
§"(¢). También es posible extender las métricas de Riemann mediante una particién
de la unidad de manera que las métricas no cambien en un entorno collar del
pegado. Podemos repetir este proceso con el resto de los puntos sy,...,5k_1 y sx. A
la variedad resultante, en forma de “pulpo” con k tentdculos, la denotaremos por
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Capitulo 2. Pseudogrupos grafados

P
=

(a) (b)

Figura 2.4.
(a) La variedad en forma de pulpo P(k) y su subvariedad difeomorfa P’ (k). (b) EI conjunto

n({x} X P(Val(x))) no es difeomorfo a P(k) si hay un bucle.

P(k). Esta variedad contiene una subvariedad difeomorfa P’(k) obtenida al acortar
los tentédculos, sustituyendo el intervalo (0, 2) por (0, %) (figura 2.4(a)).

Comencemos ahora con la construccién del espacio (M,.¥). Llamemos X al
conjunto de vértices de X. Como ya hemos dicho, la aplicacién val : X — N es
continuay por lo tanto X=* = val™'(k) esun abiertoy cerrado de X. Si M, = X7kxP(k),
consideremos entonces la suma topoldgica

M= |_| M, = |_| X x P(K).

keval(X) keval(X)

Cada paquete de tentéculos de M; se puede asociar univocamente con uno de los
paquetes de aristas que parten de X, de forma similar a lo hecho en el ejemplo 2.5.
Ademds cada arista que parte de un punto dado x € X=* corresponde al germen de
la transformacién de holonomia definida en el ejemplo 2.5 ya mencionado, corres-
pondiente a levantar la arista a un entorno de x que podemos suponer contenido
en X, Asi, denotaremos por {x} X {0} x §""!(¢) x (0,1) al tentéculo de {x} x P(k)
correspondiente a la transformacién ¢ (con x € dom o).

Ahora sobre M definimos la relacién de equivalencia que identifica cada punto
(x,0,u,7) del tentdculo {x} X {o} x $"71(¢) X (},2) con el punto (o(x), 071, A(u), 1 - t)
del tentdculo {o(x)} X {071} x §"71(¢) x (,2), siendo A : §"7(e) - §"71(¢) una
reflexién respecto a un eje coordenado. Sea M el cociente de M por esta relacién de
equivalencia que acabamos de definir, y denotemos por 7 la aplicacién cociente.

Es posible construir un atlas foliado de forma similar al del teorema 2.29: ob-
servemos que n({x} X P(Val(x))) no tiene por que ser difeomorfo al pulpo P(val(x)),
ya que alguna de las aristas podrdn ser bucles (figura 2.4(b)). Pero si sustituimos
P(val(y)) por P’(val(y)), n({x} X P’(Val(x))) si es difeomorfo a P’ (val(x)). Asi la aplica-
cién 7 es un difeomorfismo restringido a X=*x P’ (k) yadomo X {o} X " 1(e) x (};, % .
Es facil comprobar entonces que las conjuntos abiertos de M

{n(X:k X P’(k)), n(doma x {0} X §"1(e) x (%,% )}
forman un atlas foliado. Tenemos entonces una laminacion (M, .#) de dimensién n.
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El pegado de los tentdculos entre los distintos pulpos {x} x P(val(x)) esta dado
por difeomorfismos que preservan tanto la métrica como la orientacién, por lo
que las hojas de (M, %) son variedades de Riemann orientables. Es obvio que M
es metrizable localmente compacto y separable y que la laminacién cumple las
condiciones del enunciado. O

Observacion 2.32. Silas hojas de (¥, %) tienen valencia acotada, las hojas de (M, .¥)
tienen geometria acotada (véase [Gro3]), es decir, existe una cota inferior uniforme
¢ > 0delradio deinyectividad y la curvatura seccional esta uniformemente acotada.
Si por el contrario la valencia de una hoja de .# no estd acotada, entonces el radio
de inyectividad de la hoja de . correspondiente es 0, ya que los radios r; tienden
a 0 cuando k tiende a +00. Si la funcién de valencia sobre X esta acotada, las hojas
de .Z tendrdn geometria acotada uniforme, i.e. las cotas inferiores de los radios
de inyectividad y cotas inferiores y superiores de las curvaturas seccionales no
dependen de la hoja considerada.

2.7. Pseudogrupos de transformaciones del conjunto de
Cantor

Sea (M, ) una laminacién compacta modelada transversalmente por el conjun-
to de Cantor. El eje de un atlas foliado es una unién numerable disjunta de conjuntos
abiertos del Cantor, por lo tanto es un espacio metrizable, localmente compacto, se-
parable y 0-dimensional (i.e. cada punto posee una base de conjuntos abiertos y
cerrados). Estudiar pseudogrupos sobre este tipo de espacios es el objetivo de esta
seccion.

Lema 2.33. Sea I un pseudogrupo de transformaciones sobre un espacio localmente com-
pacto, metrizable, separable y O-dimensional. Si existe un abierto relativamente compacto
que corta a todas las T-Orbitas, entonces existe un abierto compacto que corta a todas las
I'-6rbitas.

Demostracion. Dado que X es localmente compacto y 0-dimensional, existen entor-
nos abiertos y compactos alrededor de cualquier punto de X. Asi pues es posible
recubrir la clausura de Y por una familia finita de abiertos compactos. La unién de
esta familia finita serd un abierto y, como la familia es finita, compacto, que contiene
a Y, y por lo tanto corta a todas las I'-6rbitas. ]

Observemos que este resultado implica que los espacios foliados compactos
modelados transversalmente por el conjunto de Cantor poseen siempre una trans-
versal completa cerrada. Cabe preguntarse si serd posible dotar al pseudogrupo
de holonomia reducido a dicha transversal de un buen sistema de generadores. El
siguiente teorema nos dice que es posible escoger un sistema de generadores tal
que la funcién de valencia sobre X sea continua.
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Teorema 2.34. Sea I' un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones sobre
un espacio localmente compacto, metrizable, separable y O-dimensional X. Si Y es un abierto
compacto que corta a todas las I'-6rbitas, entonces cualquier sistema de generacion compacta
para él define una estructura de grafo con funcion de valencia continua.

Demostracion. Denotemos por I el pseudogrupo de transformaciones de X del enun-
ciado. Sea Y un abierto compacto que corta a todas las I'-6rbitas, que existe en virtud
del lema anterior. Sea Ly un sistema de generacién compacta para Y. Por defini-
cién, para cada elemento ¢ € Ly, existe otro homeomorfismo & € I' de forma que

domo € domé y Glgoms = 0. Ahora bien, domo C Y es relativamente compacto,
por lo que es posible cubrirlo por una cantidad finita de abiertos compactos conte-
nidos en dom §. La unién de dicha familia finita serd un abierto compacto de X que
denotaremos por X;. Tenemos entonces que domo C X, C dom g, luego

domo =YNdomd=YnNX,.

Se ha escrito dom ¢ como una interseccién de dos abiertos compactos de X, con lo
que dom ¢ es un abierto compacto, y en particular cerrado.
Ahora bien, (2.2) nos dice exactamente que

ValZy(x) = Z (Xdomn(x) + Xima(x))-

o€ly

Como dom ¢ eim ¢ son conjuntos abiertos y cerrados, las aplicaciones caracteristicas
correspondientes son continuas. Luego valy, es la suma de un ndmero finito de
aplicaciones continuas, y por lo tanto es continua. O

Combinando este resultado con los teoremas de realizacién geométrica 2.29 y
engorde 2.31, obtenemos la siguiente solucién parcial a la conjetura de Haefliger:

Corolario 2.35. Si I es un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de
un espacio localmente compacto, metrizable, separable y 0-dimensional, entonces existe una
laminacién compacta por superficies de Riemann (I, £) cuyo pseudogrupo de holonomia
es equivalente en el sentido de Haefliger y KakutaniaT.

El hecho de que la funcién de valencia sea continua es una condicién muy
restrictiva. Tanto es asi que implica que la dindmica de dicho pseudogrupo es la de
una accién de un grupo:

Teorema 2.36. Un pseudogrupo grafado cuya funcion de valencia es continua es equivalente
en el sentido de Haefliger y Kakutani a una accién de un grupo finitamente generado.

Demostracién. La prueba de este resultado es similar a 1o hecho para relaciones me-
dibles por J. Feldman y C.C. Moore en [FM]. Denotemos por (T, ) el pseudogrupo
grafado definido sobre X. Para cada ¢ € X, tomamos una copia D, = domo X {o}
del dominio de ¢. Definimos entonces el espacio

X’:XIJUD(T.

o€L
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§2.7 Pseudogrupos de transformaciones del conjunto de Cantor

Sea p1 la primera proyeccién coordenada de D, en X para cualquier o € . Definimos
las aplicaciones de X’ sobre si mismo

(x,0) € D, six € domo,
fo(x) ={p1(x) edomo sixe€D,y,
xeX en otro caso.

(67 (x),0) e D, sixe€imo,
go(x) ={o(p1(x)) eimo six €Dy,

xeX en otro caso.

Dado que la funcién de valencia valy, es continua, los conjuntos dom o e im ¢ son
abiertos y cerrados. En consecuencia f; y s son homeomorfismos de X’ en si
mismo. Es obvio que f; o f; = g5 © g6 = 1x'. Sea G el grupo de homeomorfismos
de X’ generado por f; y g,. Denotemos por I"” el pseudogrupo de transformaciones
locales de X’ obtenidas por restriccién de los elementos de G, que también esta
generado por X' = {f;, g, | 0 € X}. La estructura de grafo sobre cada I'"-6rbita es
la misma que la inducida por la estructura de grafo de G respecto del sistema de
generadores L’. Ahora bien, g; © fsldoms = 0 de donde deducimos que I' = I"[x
y ademds dy,(x, y) = 2dx(x, y). Por lo tanto ([, X) y (I”, ') son equivalentes en el
sentido de Kakutani. m]

Corolario 2.37. Un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de un
espacio localmente compacto, metrizable, separable y 0-dimensional es equivalente en el
sentido de Haefliger y Kakutani a una accién de un grupo finitamente generado.

Este resultado permite realizar estos pseudogrupos como restricciones a un
Cantor de pseudogrupos de transformaciones sobre la esfera de dimensién 2. Para
ello basta recordar un teorema (véase el capitulo 13 de [Moi]) que nos asegura que
cualquier homeomorfismo del Cantor en si mismo se puede extender a la esfera
bidimensional.

Corolario 2.38. Un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de un
espacio localmente compacto, metrizable, separable y O-dimensional estd inducido (salvo
equivalencia de Haefliger y Kakutani) por un pseudogrupo de transformaciones sobre la
esfera bidimensional.

Demostracion. Segun el corolario anterior, el pseudogrupo considerado es realizable
por una accién de un grupo G de homeomorfismos de Cantor. Cada homeomorfismo
f € G se extiende a un homeomorfismo F : $ — $2. Obtenemos as{ una accién sobre
la esfera que extiende a la anterior. m]

Volvamos al caso de una laminacién modelada transversalmente por el conjunto
de Cantor y hagamos una lectura de estos resultados. Sea (M, .¢) una laminacién (o
espacio foliado) modelado transversalmente por el Cantor. Segtn el teorema 2.34,
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Capitulo 2. Pseudogrupos grafados

existe una transversal completa homeomorfa al conjunto de Cantor X tal que el
pseudogrupo de holonomia I' se puede dotar de un sistema finito de generadores
Y de forma que valy : X — NN sea continua. Observemos que los dominios e
imdgenes de los elementos de L serdn también homeomorfos al Cantor. Luego si
aplicamos el teorema 2.36, el pseudogrupo grafado (I', X) serd equivalente (en el
sentido de Haefliger y Kakutani) a una acciéon de un grupo finitamente generado
sobre otro conjunto de Cantor, que podremos extender en una accién sobre la esfera
bidimensional. En resumen, tendremos el siguiente resultado:

Corolario 2.39. La dindmica de una laminacién compacta modelada transversalmente
por un conjunto de Cantor es realizable por un sistema dindmico cldsico (i.e. existe una
equivalencia de Haefliger entre el pseudogrupo de holonomia y una accién de un grupo
finitamente generado sobre un conjunto de Cantor, que ademds respecta el tipo de casi-
isometria de las orbitas) inducido por una accion sobre la esfera S2.

El diagrama de la figura 2.5 resume esta informacién.

Pseudogrupos compactamente generados
sobre el Cantor

Teorema de realizacion geométrica 2.29 Reducci6n a una transversal
completa y compacta (lema 2.33)

Espacios compactos Laminaciones sobre
foliados por grafos espacios compactos
transversalmente Cantor transversalmente Cantor

Teorema de engorde 2.31

Inclusién como

Corolario 2.38 cerrados saturado

Espacios compactos Foliacién C*?
foliados por grafos de codimensién 2 sobre
transversalmente $? una variedad compacta

Teorema de engorde 2.31

Figura 2.5.
Relaciones entre las distintas nociones estudiadas en esta seccién. Todas la flechas mantienen el tipo
de casi-isometria.

30



Capitulo 3

Espacio foliado de Gromov-Hausdorff

En [Ghy2], Etienne Ghys describe un ejemplo de laminacién por superficies de
Riemann modelada transversalmente por un conjunto de Cantor, minimal y en el
que existe una mezcla de tipos conformes en las hojas. De hecho, todas las hojas son
parabdlicas excepto una tnica hoja que es hiperbdlica.

La idea consiste en tomar un drbol concreto, el drbol de Kenyon (véase [Kenl]), y
realizarlo como hoja de un espacio minimal foliado por grafos con las propiedades
deseadas.

Para ello sigue el siguiente proceso: en primer lugar toma el conjunto de los
drboles infinitos del grafo de Cayley del grupo Z2. A este conjunto de los drboles
infinitos se le dota de la topologia de Gromov-Hausdorff, que lo convierte en un
espacio métrico compacto y separable.

Por otro lado, este espacio estd dotado de una estructura natural de espacio
foliado por grafos. Seleccionando en dicho espacio un drbol repetitivo y aperiédico se
obtiene un espacio foliado minimal. Siguiendo un proceso similar al del teorema
de engorde (teorema 2.31) se sustituyen los drboles por superficies de Riemann
mediante un proceso de engorde. Este proceso nos provee de ejemplos interesantes
de espacios foliados minimales, exploraremos algunos ellos en el capitulo 4.

Obviamente se puede sustituir el grupo Z?2 por cualquier otro grupo finitamente
generado, y considerar no s6lo drboles si no también grafos conexos. Presentar las
propiedades de este espacio es el objetivo de este capitulo.

3.1. Espacio de Gromov-Hausdorff de los subgrafos

Se define G(G, S) como el conjunto de todos los subgrafos conexos del grafo de
Cayley Cay(G, S) enraizados en la unidad de G, es decir:

G(G,S) = {H C Cay(G,S) | H es un grafo conexo y 1 € H}.

Sobre el conjunto G(G,S) es posible definir la métrica de Gromov-Hausdorff que,
intuitivamente, dice que

«dos grafos son cercanos si coinciden en una gran bola centrada en 1¢.»
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Figura 3.1.
Los drboles L' y L” respectivamente.

Siendo mds precisos, dados dos drboles Hy H' € G(G, S), la distancia de Gromov—
Hausdorff entre ellos serd

d(H, H') = e "),

donde
R(H,H') = sup{N > 1| Bu(l¢,N) = By (16, N)}

o R(H,H’) = 0 si no existe dicho supremo, siendo Bp(1g, N) la bola abierta en el
drbol H de centro 1¢ y radio N con respecto a la métrica natural sobre los grafos.
Notese que R(H,H’) = 0 si y s6lo si valy(1lg) # valpr(1g) y que la distancia estd
acotada por 1.

Ejemplo 3.1. Denotemos por L el grafo de Cayley de Z @ {0} respecto a {(1,0)},
cuyos vértices son los puntos del reticulo entero cuya ordenada es 0 y las aristas
unen los vértices consecutivos. El grafo L es un subédrbol de Z2, el grafo de Cayley
de 72 (figura 2.1(c)). Sean L’ y L” los drboles que se obtienen al afiadir a L una
arista vertical en los vértices (0,0) y (1,0) respectivamente, como se muestra en la
figura 3.1. Es obvio que Br(0,1) # B1/(0,1) y que B.(0,1) = Br»(0,1), y por lo tanto
d(L,L") =1y qued(L,L") = e L.

Esta funcién distancia cumple la desigualdad ultramétrica, una desigualdad mas
fuerte que la triangular: dados H, H' y H” € G(G, S),

d(H, H") < méax{d(H, H'), d(H', H")}. (3.1)
En efecto, si N > 1 es tal que
Bu(lg,N) =By (1g,N) 'y  Bu(lg,N)=Bu~(1g,N),
entonces By(1g,N) = By~ (1g,N). Asi R(H,H”") > min{R(H, H’), R(H, H"”)}, de donde
se deduce (3.1).

La desigualdad ultramétrica tiene importantes consecuencias: las bolas abiertas,
cerradas y las esferas son conjuntos abiertos y cerrados, ademads, cualquier punto
de una bola es su centro. Se deduce entonces que la topologia generada por una
ultramétrica es totalmente disconexa (cf. [Gou]). En particular:

Corolario 3.2. El espacio G(G, S) es un espacio totalmente disconexo.
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Antes de continuar, resultard conveniente hacer explicita la convergencia de
sucesiones en el espacio G(G, S): una sucesién {H,} converge a H si y sélo si

lim R(H,, H) = lim sup{n € N | By,(1g,n) = BH(lc,n)} = oo. (3.2)
n—o0 n—0o0

Sea 7(G, S) el conjunto formado por los elementos de G(G, S) que son drboles. La
ecuacién (3.2) implica que 7 (G, S) es un cerrado de G(G, S). En efecto, sea {H,} una
sucesion de elementos de G(G, S) convergente a un grafo H € G(G, S). Sea ¢ un lazo
no trivial en el grafo H, entonces existe N, tal que ¢ C By(1g, Ny). Teniendo en cuenta
(3.2), existe Ny tal que para cada entero n > Ny se tiene que Bg, (1, Ns) = Bu(1g, No).
Por lo tanto, a partir de Ny todos los elementos de la sucesién no son drboles.

Por otro lado, teniendo en cuenta que el nimero de drboles contenidos en una
bola cualquiera de G(G, S) estd acotado, un argumento diagonal cldsico prueba el
siguiente resultado:

Proposicion 3.3. G(G, S) es un espacio métrico compacto.

Demostracién. Basta probar que G(G, S) es secuencialmente compacto. Considérese
una sucesion {H,}, en G(G, S). Obsérvese que sélo existe un nimero finito de grafos
de G(G, S) de didmetro igual a 2. Se puede escoger por tanto {Hj , },,, una subsucesién
de {H,},, tal que EHL,,OG/ 1) = Ay para cada n, con A; € G(G, S) de didmetro 2.

Supoénganse construidas sucesiones {Hy ,},, 1 < k < M —1 cada una subsucesién
de la anterior, de forma que fijado k, las bolas cerradas EHM (1¢, k) son todas iguales
a un arbol A, € G(G, S) de didmetro 2k. Tenemos entonces una sucesion creciente
de grafos finitos A; € Ay C --- C Apm-1. De nuevo, existe un ndmero finito de
grafos de G(G, S) de didmetro igual a 2M. Por lo cual es posible escoger {Hp1,}, una
subsucesioén de {Hp—1,,}», de forma que EHM,V[ (1, M) = Am, para cualquier 1 y cierto
grafo Ay € G(G, S) de didmetro no superior a 2M.

Por induccién para cada m > 1 obtenemos una sucesién {H,,,}, verificando
la condicién anterior. La unién creciente de los drboles A, define un grafo H €
G(G, S), tal que la sucesién diagonal {Hy, )} lo tiene por limite: por construccién
By, (1g,m) = By(lg, m) = Ay, luego R(H,p,m, H) > m, es decir, d(Hy,,, H) — 0. O

La prueba anterior muestra que cualquier grafo infinito es limite de sucesiones
de arboles finitos, las bolas cerradas centradas en 1g. Por otra parte si H es un
grafo finito, la bola en G(G, S) de centro H y radio méx{dy(lg,x) + 1 | x € H} se
reduce al grafo H, con lo que el derivado de G(G, S) estd formado por los drboles
infinitos. Por lo tanto, para un grupo finito G, G(G, S) es un conjunto finito discreto.
Si consideramos G = Z y el sistema de generadores S = {1} o {1}, el espacio G(Z, S)
es obviamente infinito contable. En cualquier otro caso, el conjunto es infinito no
numerable.

Proposicién 3.4. Si G es infinito, el derivado de G(G, S) es un conjunto de Cantor salvo si
G=ZyS={1}o{-1}.
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Demostracién. Dado que G(G, S) es compacto y totalmente disconexo, sélo es nece-
sario probar que su derivado es perfecto. Segtin la observacién anterior, cualquier
grafo H es el limite de los grafos finitos By(lg,n). Si “se alargan estas bolas en
alguna direccién” se obtiene una sucesién de grafos infinitos que converge a H.
Miés precisamente, fijado n € IN, se escoge un camino infinito ¢, ¢ Cay(G, S) que
interseque a EH(IG, 1) en un tnico punto a distancia n de 1. Dado que G es infinito,
dichos caminos siempre existen. Se ha construido por tanto una sucesién de grafos
H;" = EH(lc, n) U ¢, que, obviamente, converge a H.

Ademds, los caminos ¢, se pueden escoger de forma que los grafos H," sean
todos distintos a H, salvoen el caso de G = Zy S = {+1}. En efecto, supongamos que
existe n € IN de forma que dado cualquier camino ¢ con las propiedades exigidas
se tenga Hj, = H. En estas condiciones, todos los caminos serdn el mismo. Por lo
tanto la valencia en Cay(G, S) de cualquier vértice de ¢ ha de ser 2. Como G acttia
por automorfismos sobre Cay(G, S), la valencia de cualquier vértice de Cay(G, S) es
2, luego Cay(G, S) es una recta. En consecuencia G = Zy S = {1} o {-1}. O

Obviamente el argumento anterior prueba también que el derivado de 7 (G, S)
estd formado por los drboles infinitos y es homeomorfo a un conjunto de Cantor
salvo en las excepciones ya indicadas. Observemos ademads que en el caso de Z con
alguno de los sistemas de generadores mencionados en el resultado G(Z) = 7 (Z).
Esta es una particularidad de los grupos libres:

Proposicién 3.5. El interior de T(G,S) estd formado por los drboles infinitos, excepto
cuando G es un grupo libre y S es un sistema de generadores sin relaciones, en cuyo caso
T(G, S) coincide con G(G, S).

Demostracion. Dado que los grafos finitos son puntos aislados, es obvio que la unién
de los drboles finitos es un abierto. Basta comprobar que, salvo el caso de los grupos
libres, podemos encontrar un grafo tan cerca como se quiera de un drbol.

Sabemos por hipétesis que el sistema de generadores S presenta relaciones, por
lo que aparece un lazo no trivial basado en 1 en el grafo Cay(G, S). Llamemos a
dicholazo 0. Ahorabien, sea T € 7 (G, S) un drbol infinito y fijemosn € N.Sea g € T
tal que d(1¢, g) = 1, entonces el grafo G = T U go estd a distancia e™ de T.

Por otro lado, si G es un grupo libre y S un sistema de generadores sin relaciones
para G, Cay(G, S) es un drbol, y por lo tanto sus subgrafos son drboles. m]

Observacion 3.6. Salvo en el caso de los grupos finitos y los grupos libres, se tiene
que el conjunto derivado 7 (G, S)" es un conjunto de Cantor sin interior dentro del
Cantor que es el derivado G(G, S)'.

De la misma forma que para un grafo de Cayley de un grupo G tenemos el
mismo conjunto de vértices pero distinta estructuras de grafo, los espacios G(G, S)
y 7 (G, S) son, en general, homeomorfos. En la siguiente seccién definiremos una
estructura sobre este conjunto de forma similar a lo hecho para el grafo de Cayley
0 el espacio foliado de Cayley (capitulo 2).
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§3.2 Espacio foliado de Gromov—Hausdorff

A partir de este momento, cuando no exista ambigiiedad, se denotard G(G, S),
7(G,S) y Cay(G, S) simplemente por G, 7y Cay respectivamente.

3.2. Espacio foliado de Gromov-Hausdorff

Dados H € Gy g € G, el grafo trasladado gH estd definido de manera obvia. En
general ¢H no pertenece a G, ya que 1¢ no tiene por qué pertenecer al grafo gH. De
hecho gH € Gsiysélosi g™! € H.

Sobre G existe una relaciéon de equivalencia natural % definida por

H#ZH < ¢'H=H,

para algin g € H. El grafo ¢~'H puede verse como H pero con la “raiz” no en 1¢ sino
en el vértice g. De esta forma, la clase de equivalencia de un grafo puede pensarse
formada por los grafos que se obtienen al cambiar el punto base a todos los vértices
de H:

Z[H] = {g_lH | Q€ Ve'rtices(H)}.

Esta descripcion de las clases de equivalencia de # permite definir una estructura de
grafo simplicial de la cual G serd conjunto de vértices y cada componente conexa de
dicha estructura simplicial nos dard una %-clase. Dicho de otro modo, se realizard
cada clase Z[H] como el conjunto de vértices de un grafo conexo Z[H]. Considérese
Z[H] como un conjunto de vértices: diremos que H' y H” € #[H] estdn unidos por
una arista si H = s 1H”, para ciertos € S.

Observacion 3.7. El conjunto 7~ es un cerrado saturado para Z.

Obsérvese que un grafo perteneciente a Z[H] estd determinado por un vértice
de H. Ahora bien, dos vértices v y v’ € H determinan el mismo grafo si y sélo si
H =vv"'H. Conlo que el grafo Z[H] es naturalmente isomorfo al grafo H/ Iso(H),
donde Iso(H) denota el grupo de isotropia de H, formado por los elementos de G
que lo dejan invariante. En particular, el grafo H es una cubierta del grafo Z[H] y
el grupo Iso(H) es el grupo de transformaciones de la cubierta. Si H es un drbol, es
decir no tiene caminos cerrados, H es de hecho la cubierta universal de Z[H].

Ejemplo 3.8. Sea L el drbol definido en el ejemplo 3.1. Puesto que L = L +(1,0), la
clase Z[L] se reduce a {L} y existe una sola arista en forma de bucle en Z[T]. Por otro
lado Iso(L) = Z. El cociente L/ Iso(L) es isomorfo al grafo Z[L] (véase la figura 3.2).
Por el contrario, si consideramos el subdrbol L* de L cuyos vértices son los enteros
no negativos, el grafo Z[L*] es isomorfo a L*, ya que Iso(L*) = {0}.

Estos ejemplos sugieren la siguiente definicion:

Definicién 3.9. Diremos que un grafo T € G es periddico (resp. aperiddico) si el grafo
% = T/Iso(T) es finito (res. Z[T] = T), es decir, el grupo de isotropia es cocompacto
(resp. trivial).
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..... — .. e O

L R[L] L/Iso(L)
——eo—o—0 ——o—o—o
L* R[L*] L*/Iso(L*) L*

Figura 3.2.

Los drboles L y L* junto con sus respectivas clases.

Obviamente se da una situacién intermedia, es decir, existen grafos cuyo cociente
T/Iso(T) es no compacto, pero no coincide con T. Por ejemplo, consideremos el
drbol L” = {J,cz L’ — (0, 2), siendo L’ el 4rbol definido en el ejemplo 3.1. Obviamente
Iso(L”) = Z 'y por lo tanto no es aperiédico. Ademds su cociente no es compacto.

Por otro lado, cada grafo H € G es vértice del grafo @[H], con lo que tiene
sentido considerar su valencia. Ahora bien, H es una cubierta de @[H] luego es
obvio que

val(H) = Val@[H](H) = valg(1g).

De la misma forma es evidente que val(g~'H) = valy(g).
Lema 3.10. La funcién valencia val : G — IN es continua.

Demostracién. Sean Hy H' € G tales que d(H, H’) < 1. Luego Br(1g,1) = B (1¢, 1)
y en consecuencia val(H) = valy(1g) = valg(lg) = val(H’). Asi pues la funcién val
es localmente constante, y por lo tanto continua. O

La relacién de equivalencia % puede describirse mediante un pseudogrupo, y
la estructura de grafo de las #-clases mediante un sistema finito de generadores de
dicho pseudogrupo. Es decir, la estructura de grafo de las %Z-clases coincide con la
de un pseudogrupo grafado. En efecto, cada elemento g € G define una traslacion

To:Hr— ¢ 'H

cuyo dominio es el conjunto abierto y cerrado domt, = {H € G | g € H}. Cada
una de estas aplicaciones es un homeomorfismo entre dom 7y y im 7y = dom 71
La familia de traslaciones {z, | ¢ € G} genera un pseudogrupo de transformaciones
I' sobre G. Es obvio que la relacién inducida por la accién de I sobre G es Z.
Ahora bien, si tomamos el sistema de generadores S de G, podemos definir la
familia X = {1, € I' | s € S}. Esta familia es un sistema de generadores finito para
el pseudogrupo I' que ademds define la misma estructura de grafo que la dada
en la seccién anterior. El lema 3.10 nos indica que la funcién valencia asociada a
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dicha estructura de grafo es continua. Por lo tanto posible es aplicar el teorema de
realizacién geométrica (teorema 2.29) al pseudogrupo grafado (T, L):

Definicién 3.11. El espacio foliado de Cayley de (T, LX), denotado por (®,.%), se
denomina espacio foliado por grafos de Gromov—Hausdorff.

Por construccién, dicho espacio presenta las siguientes propiedades:
= el espacio topolégico ® es compacto;
= la foliacién por grafos .7 estd transversalmente modelada por G;

= G es una transversal completa y cerrada, y el pseudogrupo de holonomia
transverso para la transversal G es I, en particular #|g = %;

la valencia estd acotada por 2 #S y;

la hoja Ly € .# a través de H € G es naturalmente isomorfa a @[H], la
realizacion geométrica del grafo simplicial Z[H].

3.3. Estructura transversa

Introduciremos ahora los conceptos necesarios para estudiar la dindmica trans-
versa, ya sea medible o topoldgica, de los espacios foliados. Ilustraremos las nociones
introducidas a través del espacio de Gromov-Hausdorff.

3.3.1. Relaciones de equivalencia medibles discretas

Sea X un espacio topolégico polaco y # la o-dlgebra de sus borelianos, es
decir, la o-dlgebra generada por los conjuntos abiertos de X. Segtin el teorema
de Kuratowski, (X, %) es isomorfo a R, Z o un conjunto finito, dependiendo del
cardinal de X. Un espacio boreliano estdndar es un espacio de Borel isomorfo a uno de
éstos.

Definicién 3.12. Una relacién de equivalencia % sobre un espacio boreliano estan-
dar X es medible discreta si las clases de equivalencia Z[x] son contables y Z es un
boreliano de X x X.

La relacién de equivalencia & definida sobre G es medible discreta. En primer
lugar, dado que G es contable y las Z-clases contienen a lo sumo tantos puntos
como G, la relacién es discreta. Por otro lado, como ya se ha dicho en la seccién
anterior, las traslaciones 7, (con ¢ € G) generan la relacién de equivalencia %. De
hecho, % es la unién de los grafos de dichas traslaciones

X = U grafo(tg) = U{(H, g_lH) | H € dom Tg}.
g€G g€G

Obviamente grafo(t) es un boreliano de X x X (de hecho es un conjunto cerrado)
y por lo tanto % es medible y discreta.
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Capitulo 3. Espacio foliado de Gromov—Hausdorff

Definicion 3.13. Sea # una relaciéon de equivalencia medible discreta sobre un
espacio boreliano estdndar X. Llamamos transformacion parcial de % a cualquier
isomorfismo boreliano ¢ : dom ¢ — im ¢ entre dos borelianos de X tal que

grafo(p) = {(x, y) e XxX ' y= (p(x)} CA.

Una medida boreliana u sobre X es invariante por % silo es para cada transformacion
parcial de #, es decir, @.u(B’) = ‘u((pfl(B’)) = u(B’) para cada boreliano B’ C im ¢y
cada transformacion parcial ¢.

La nocién de dindmica medible se introduce mediante los conceptos de equiva-
lencia orbital y equivalencia orbital estable (véase [Gab2]):

Definicion 3.14. Sean % y %’ dos relaciones borelianas sobre sendos espacios bo-
relianos estdndar X y X’. Consideremos también dos medidas de probabilidad i y
p’ sobre X y X’ invariantes por #Z y %’ respectivamente. Las relaciones Z y %’ se
dice que son

1. orbitalmente equivalentes si X y X’ contienen dos borelianos Y e Y’ respec-
tivamente, saturados y de medida total, y existe un isomorfismo boreliano
@:Y = Y tal que o(Zlyl) = #'[p(y)] paracasitodo y € Yy @.u = '.

2. establemente orbitalmente equivalente si X y X’ contienen dos borelianos Ye Y’,
cuyos saturados son de medida total y tales que las relaciones de equivalencia
inducidas Z|y y #’ly: son orbitalmente equivalentes. Asi, si Y € X es un
boreliano que corta a casi toda Z-clase, la inclusién de Y en X define una
equivalencia orbital estable entre Z|y y Z.

Dos relaciones de equivalencia medibles y discretas que son establemente orbital-
mente equivalentes representan la misma dindmica medible.

Si las relaciones medibles discretas que se consideran estdn definidas sobre
espacios polacos es posible definir estos conceptos de forma puramente boreliana
(véase [DJK]):

Definicién 3.15. Sean Z y %’ dos relaciones de equivalencia medibles y discretas
definidas sobre dos espacios polacos X y X’. Diremos que # y %’ son

1. orbitalmente equivalentes si X y X’ contienen dos Gs densos y saturados Y e Y’
respectivamente, y existe un isomorfismo boreliano entre ellos ¢ : Y — Y’ tal

que (Zlylyl) = Z’ly [o(y)] para cada y € Y.

2. establemente orbitalmente equivalentes si X y X’ contienen dos borelianos Y e
Y’ tales que sus saturados son G; densos y las relaciones de equivalencia
inducidas Z|y y #’|y son orbitalmente equivalentes.

Como en el caso anterior, dos relaciones medibles y discretas definidas sobre espa-
cios polacos representan la misma dindmica boreliana si son establemente orbitalmente
equivalentes.
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§3.3 Estructura transversa

3.3.2. Relaciones de equivalencia topolédgicas

Dada una relaciéon de equivalencia % sobre un cierto conjunto X, es siempre
posible dotarla de una estructura de grupoide de la siguiente manera:

1. el conjunto de unidades es Ax = {(x, x) | x € X} que se identifica naturalmente
con X;

2. el conjunto de pares componibles %2 estd formado por los pares ((x, y), (v, 2));

3. las aplicaciones s y r son la primera y la segunda proyeccién coordenada
respectivamente, la multiplicacién parcial y : %2 — % viene dada por

u( ), (v,2) = (x,2)
y la inversién por i(x, y) = (y, x).

Definicion 3.16. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Una relacién
de equivalencia % sobre X es una relacién de equivalencia topolégica si estd dotada
de una topologfa de forma que es un grupoide topolégico, es decir, i : %> — %
es continua (dotando a %? de la topologia inducida por la del producto Z x %) e
t: % — % un homeomorfismo.

Una relacién de equivalencia topolégica & sobre X es r-discreta si el espacio
de unidades X es abierto en Z. Si Z es Hausdorff, X es de hecho un abierto
cerrado de Z. Como viene siendo habitual supondremos que el espacio topolégico
Z es localmente compacto. Por otro lado, si % es una relacién discreta, es decir,
las Z-clases son contables, ser r-discreta equivale a ser étale, i.e. que la proyeccién
r: % — X es un homeomorfismo local. Para probar este hecho basta observar que
es posible dotar a cada r-fibra de la medida de contar y aplicar la proposicién 2.8
de [Renl].

Por otro lado, es obvio que los papeles de s y r pueden ser intercambiados, ya
que s = r o ¢y lainversién ¢ es un homeomorfismo. Ademds, hay que observar que
la topologia del grupoide Z no es, en general, la heredada de la topologia producto
sobre X x X.

Sean # y #' dos relaciones de equivalencia topolégicas r-discretas definidas
sobre X y X’ respectivamente. Si existe un homeomorfismo /1 : X — X’ de forma
que x Z y si y solamente si h(x) Z’ h(y), decimos que Z y %' son isomorfas.
Desde el punto de vista topoldgico estas relaciones son indistinguibles, pero no es
el inico tipo de equivalencia que resulta ttil en esta situacién. Consideremos X una
transversal completa de una laminacién y denotemos por Z la relacion inducida por
la misma. Si Y C X es un abierto que corta a todas las érbitas, la relacién inducida
Z|y y la relacién total Z contienen la “misma informacién dindmica”, pero no son
en general isomorfas. Esta situacién modela la siguiente definicién:

Definicién 3.17. Dos relaciones de equivalencia r-discretas % y %’ sobre X y X’
respectivamente, son establemente orbitalmente equivalentes si existen dos abiertos Y
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Capitulo 3. Espacio foliado de Gromov—Hausdorff

e Y’ de X y X’ respectivamente que cortan a todas las clases de #Z y #’ y tales que
Zly y Z'|y: son isomorfas. En este caso diremos que Z y %’ representan la misma
dindmica topolégica.

Nos proponemos ahora dotar a la relacién # definida sobre G de una topologia
natural que lo convierte en un grupoide topolégico r-discreto y localmente com-
pacto. Para ello describiremos una base de dicha topologia. A cada abierto U de G
y cada elemento g € G les asociamos el abierto basico

o, g) = {(H,g'H) e # | H e G|.

Observemos que O(U, g) podria ser vacio, ya que la traslacion 74 : H — g~'H sélo
estd definida en aquellos drboles que contienen al elemento g como vértice. En otras
palabras, podria ocurrir que dom 74 no interseque a U.

La topologia de # no es la topologia inducida por la topologia producto de
G X G, sino una topologia mds fina. Por otra parte, como consecuencia de la prueba
de la siguiente proposicién, tendremos que % es un espacio localmente compacto,
Hausdorff y segundo numerable, luego metrizable separable y o-compacto, o de
manera equivalente, un espacio polaco localmente compacto.

Proposicion 3.18. La relacion de equivalencia discreta % es una relacién de equivalencia
topoldgica r-discreta.

Demostracion. En primer lugar, comprobemos que Z es una relacién de equivalencia
topolégica. Si U es un abierto en G, entonces

W) = {(HH) ez |Heu) = Jow,g)
8€G

y por lo tanto la proyeccién r es continua. La aplicacién involutiva ¢ es un homeo-
morfismo, ya que

(oW g)={(g'HH) e 2 |He U} = 0(g'U, g™,

donde g’lu = { g’lH | T € U} esun abierto de G. Luego s = ro: también es continua.
Ahora la continuidad de la multiplicacién parcial i : %% — % se deduce de la de la
aplicacion (s,7) : Z X % — G X G.

Veamos que la relacion Z es r-discreta. Ya sabemos que r es continua. También
es abierta, ya que

r(O(ll, g)) =UnNndomrt,

para cada abierto U de G y cada elemento g € G. Por otro lado si (H, H') € %, existe
¢ € Gtal que H' = ¢"'H. Obviamente (H, H') € O(G, g) y la restriccién de r al abierto
basico O(G, g) es inyectiva y por tanto un homeomorfismo. ]
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3.3.3. Pseudogrupo y grupoide de holonomia

Como ya se ha dicho en la definicién 3.11, el pseudogrupo de holonomia del
espacio foliado de Gromov-Hausdorff (®,.%#) reducido a la transversal completa
G es I, el pseudogrupo generado por las transformaciones 7, : dom 7, — im T,
con g € G. Si tomamos otra transversal completa, el pseudogrupo de holonomia
reducido a ésta es equivalente a I'. Asi, podemos decir que dos pseudogrupos
representan la misma dindmica transversa si son equivalentes.

Por otro lado, recordemos que el grupoide de holonomia H es el conjunto
H={(HgH)eGXxGxG|H =g HJ,

dotado de la multiplicacién parcial dada por (H, g, H')(H’,¢',H"”) = (H, g3’ ,H"),
la inversién «(H, g, H') = (H’, gfl,H) y las proyecciones primera y tercera como
las aplicaciones s y r, identificando naturalmente G con el espacio de unidades
H° ={(H,1¢,H) | H € G).

Proposicion 3.19. Al grupoide H se le puede dotar de una topologia que lo convierte en
un grupoide topoldgico, es decir, la multiplicacion parcial, la inversion y las aplicaciones s
y r son continuas. De hecho, s y r son homeomorfismos locales, en otras palabras, H es un
grupoide étale.

Demostracién. Dado g € Gy dos abiertos U € domtg y V C im 7, definimos el
conjunto

o, g V)= {(H, ¢ ¢ 'H)|(H g 'HyeUx V}.

La familia {O(U, g, V) | U € dom T,y V Cim7, con g € G} es una base para una
topologia Hausdorff y localmente compacta sobre 7.

Es sencillo probar que las aplicaciones involucradas en la definicién de H son
continuas. Ademds, las aplicaciones s y r son abiertas: r(O(U], g, V)) = g’lu nvV,y
de forma similar para s. En consecuencia, son homeomorfismos locales. O

Esta topologia nos permite identificar el grupoide H con G(I), el grupoide de
los gérmenes de I'. En efecto, si a cada elemento (H, g, H’) € H se le asocia el germen
delatraslacion 7, : U — V, con Uy V entornos abiertos de H'y H' respectivamente,
se obtiene un isomorfismo entre ambos grupoides.

Observacion 3.20. Por definicion, el grupo de holonomia de la hoja que pasa por el
grafo H es I'y € G(I), el grupo de los gérmenes de las aplicaciones I' que dejan

invariante a H. Es decir, el grupo Iso(H) de las traslaciones que dejan el grafo H
invariante.

Por otro lado # estd dotada de una estructura de grupoide r-discreto, cuyos
abiertos bésicos son los grafos de las traslaciones 7o, O(U, g) = {(H, ¢'H) | H € U}
con ¢ € Gy U un abierto de dom 7,. Es posible definir la aplicacién

p:(H g H') e H —s (H,H) € 2,
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que resulta ser un homomorfismo sobreyectivo de grupoides r-discretos. Su nicleo,
Iso = kerp = {(H, g, H) | Q€ Iso(H)},

es un subgrupoide r-discreto de H. De hecho, puesto que las restricciones de las
proyecciones s y r coinciden, se trata de un fibrado en grupos (discretos numerables).
La fibra sobre H es precisamente el grupo de isotropia Iso(H). En resumen, tenemos
la siguiente sucesién exacta corta de grupoides

Iso——H L&%
N 0
G

Seguin un resultado obtenido de forma independiente por G. Hector (véase [Hec]) y
por D.B.A. Epstein, K.C. Millett y D. Tischler (véase [EMT]), el conjunto de las hojas
sin holonomia de una laminacién .Z es residual, es decir, contiene una interseccién
numerable de abiertos densos. En nuestro caso, esto significa que los grafos aperio-
dicos forman un conjunto residual G,,. Puesto que G es un espacio de Baire (por ser
un espacio polaco), cualquier conjunto residual es denso. Como consecuencia, la
sucesion exacta corta de grupoides (3.3) se reduce a un isomorfismo de grupoides
en restriccién al conjunto residual denso Gp.

Obviamente estos mismos resultados se tienen en general, sustituyendo en el
grupoide de holonomia los elementos g del grupo G por gérmenes de transforma-
ciones de holonomia (véase el capitulo 1). De la misma forma que para el espacio
foliado de Gromov-Hausdorff, dado un espacio foliado (M, .#) y una transversal
completa X para €], se tiene un sucesién exacta de grupoides r-discretos

Isox — Hx — Z,
de donde deducimos el conocido resultado:

Proposicion 3.21. Si (M, .F) es un espacio foliado sin holonomia, su dindmica transversa
estd representada por la relacion inducida sobre cualquier transversal completa.

3.4. Grafos repetitivos y conjuntos minimales

Para caracterizar los conjuntos minimales en el espacio foliado de Gromov—
Hausdorff, o de cualquier laminacién asociada por el teorema de engorde, recurri-
remos a la nocién de grafo repetitivo que es una adaptacién de la propiedad andloga
de los mosaicos [BBG, RW, Sol], y que aparece implicita en la tesis de E. Blanc [Bla2].

De manera intuitiva, un grafo es repetitivo (o tiene la propiedad de isomorfismo
local) si no podemos distinguir en qué punto nos encontramos observando tnica-
mente los alrededores.
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Definicion 3.22. Fijemos Hy H’' € G. Diremos que la bola By(x, r) se embebe fielmente
en H' y escribiremos By(x, r) < H’ siexiste ¢ € G tal que ¢Bx(x, 1) = By/(gx,r) C H'.
Si la bola By (gx, ) estd contenida en otra bola By/(x’, "), diremos que B(x,r) se
embebe fielmente en By (x’, ') y lo denotaremos como antes By(x, r) = Bp/(x/, ).

Definicién 3.23. Un grafo H € G es repetitivo si para cada r > 0 existe R > 0 tal que
B(1g,7) < Bu(y, R), para cada y € H.

En cambio, si fijado r > 0 existe R > 0 tal que By(x,r) < Bn(y, R), para cada par
de puntos x e y € H, el grafo H se dird uniformemente repetitivo.

El siguiente resultado proporciona un criterio de minimalidad para la envoltura
de un grafo H, i.e. la clausura de la hoja por H, que resultard muy util. Para simplificar
la notacién, denotaremos por Q(H) la envoltura de H.

Teorema 3.24. Fijado H € G, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
1. H es uniformemente repetitivo;
2. H es repetitivo;
3. Q(H) es minimal.

Demostracién. [1 = 2] Esta implicacién es obvia.

[2 = 3] Para demostrar que Q(H) es minimal, hemos de comprobar que la clase
de equivalencia de cualquier elemento H" € Q)(H) es densa en Q)(H). Por una parte,
sabemos que Q(H’) ¢ Q(H). Luego nos basta probar que H € Q(H’), en cuyo
caso Q(H) c Q(H’). Para ello, fijemos r > 0. Por hipétesis, existe R > r tal que
Bh(1g,r) = Bu(y, R) para todo y € H. Puesto que H’ € Q(H), existe x € H tal que:

Bi(1g,R) = Byapy(1g, R) = x'By(x, R).

Si suponemos y = x, la bola By(1g,*) se embebe fielmente en la bola Br(x, R), es
decir, gBu(1g, ) = Bu(g,*) € Bu(x, R), para algiin g € G. Luego

x1¢By(1g,7) = x 'Bu(g, r) € x 'Bu(x,R) = By (16, R).

Observemos que x ' ¢By(1g,7) = x"'By(g,7) = Byay(x~g,7) = Bp(x g, 7). En con-
secuencia, si denotamos h = x7! g, tenemos

BH(lG/ 1’) = ]’Z_lBHr(h, 7’) = Bh-lH'(lG/ 1’).

En resumen, se ha encontrado un drbol h™'H’ € Z[H’] cuya distancia a H es menor
que e~". Como esto sucede para todo r > 0, acabamos de concluir que H € Q(H’).

[3 = 2] Fijado r > 0, a cada entero S > 0, le asociamos el conjunto
Us = {H' € Q(H) | Bu(1c,) < Brr (1, S)}-
Veamos que estos conjuntos forman un recubrimiento abierto de Q(H).
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Capitulo 3. Espacio foliado de Gromov—Hausdorff

En primer lugar, cada conjunto Us es abierto. En efecto, dado un elemento H’
de Us, cualquier elemento H” de la bola By (H’, e~5) verifica:

Bu(lg, 1) = By (1g,S) = Bu (16, S),

y en consecuencia la bola abierta Bo)(H’, ¢~5) estd contenida en Us. Por otra parte,
cualquier elemento H’ de Q(H) pertenece a algtin abierto Usg. Por ser (QQ(H) minimal,
como antes, H € Q(H’). Por consiguiente, dado r > 0, existe x’ € H’ tal que

Bu(lg,7) = ' "B (¥, ).

Luego

x'Bu(lg,r) = B (¥, r) € By (1g, S)
siendo S = r+d(1g, x’). Asi pues, H pertenece al conjunto Us. Ademds resulta obvio
que el recubrimiento {Us}sso es monotono creciente con respecto a la inclusién. Por
ser QQ(H) compacto, deducimos que existe R > 0 tal que QQ(H) = Ug. Para cada
y € H, el drbol trasladado y‘lH pertenece a Ug, luego By(1g, 1) — By—lH(].G, R), es
decir,

Bu(g,7) = Bg-1p(g,7) € By-1p(1g, R)
para algtn g € G. Trasladando por y, tenemos que

hBH(lG, T) = ]/Byle(g/ r) = BH(h/ r) c ]/Byle(lG, R) = BH(]// R)
siendo h = gy. Acabamos de probar que Br(1g, ) < Bu(y, R).

[3 = 1] Fijemos r > 0 y consideremos un punto arbitrario x € H. Como antes, para
cada entero S > 0, definimos el conjunto

U = {H' € Q(H) | Bu(x,7) = B (1g, S)}.

Procediendo de manera andloga al caso anterior, deducimos que existe un radio
R(r, x) tal que Bp(x, r) < Bp(y, R) para todo y € H.

No obstante, para poder afirmar que H tiene la propiedad de isomorfismo
local, necesitamos que R no dependa del punto x. Para ello, conviene hacer una
observacion previa. Notemos que Bcay(lc, r) = g_l Bcay (g, 1) para cualquier vértice g
del grafo Cay. La compacidad de G proviene del hecho de que la bola BCay(lc, 7) s6lo
contiene un numero finito de subdrboles enraizados en 1. Asi pues, sélo hay un
numero finito de clases de traslacién de bolas By (x, r) de radio r > 0. Denotemos por
X1,X2,...,%, unafamilia finita de puntos de H tales que las bolas By(x;, r) representan
todas las posibles clases de traslacion.

Como consecuencia de la observacién inicial, para cada 1 < 7 < n, sabemos
que By(x;,7) — Bru(y,R(r,x;)). Ahora, si tomamos R = max{R(r,x1),...,R(r,x,)},
entonces Bp(x,r) < Bp(y,R) para cada par x,y € H, ya que By(x,7) es la imagen
por una traslacién de alguna bola By(x;, r) con esa misma propiedad. O

Observemos que esto prueba que cualquier minimal del espacio foliado de
Gromov-Hausdorff es de esta forma. En efecto, si X es un minimal de este espacio,
y si H € X es un grafo, entonces Q(H) c X. De la minimalidad se deduce que
Q(H) = X.
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Capitulo 4

Envoltura de un grafo aperiodico y
repetitivo

En el capitulo 3 hemos construido G(G,S), el espacio foliado de Gromov—
Hausdorff, cuyos minimales se corresponden con grafos repetitivos. También hemos
comprobado que G(Z) (con S = {1}) consiste en dos semirectas que se acumulan
sobre un circulo.

Si sustituimos Z por Z?, la situacién cambia radicalmente y la diversidad de
ejemplos de interés que podemos encontrar en G(Z?) es enorme. Por ejemplo, el
shift de Bernoulli (ejemplo 1.5) puede realizarse dentro de 7 (Z?). En efecto, sean
Ty y T los drboles en forma de L que se muestran aqui

T() Tl
0

L.

0

A cada sucesién a = (a,,) € {0,1}%, le asociamos el drbol W(«) obtenido como la
unién de los drboles T, + (11,0) que resultan al trasladar T, por el vector (1,0). Es
trivial comprobar que W : {0,1}¢ — 7 (Z?) define una equivalencia orbital estable
entre el shift y la saturacién de im W, y que la casi-isometria de las 6rbitas. De forma
similar podemos embeber el shift bidimensional en G(Z?) obteniendo también una
equivalencia orbital estable que respeta el tipo de casi-isometria.

Pero éstos no son los tnicos ejemplos interesantes de espacios que esconde
T (Z?). E. Ghys define en [Ghy2] un ejemplo de laminacién minimal con hojas de
diferentes tipos conformes a partir de un drbol aperiddico y repetitivo concreto. Este
serd el primer ejemplo que estudiaremos en este capitulo. En concreto, describire-
mos su dindmica transversa medible, reduciéndola a la de una maquina de sumar
binaria. Las técnicas que emplearemos para ello serdn de utilidad en capitulos
venideros.

Después mostraremos como es posible construir drboles repetitivos y aperiédi-
cos con cualquier ntimero de finales en 7 (Z?). Luego construiremos minimales que
contienen hojas con un nimero de finales cualquiera prefijado.
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elemental T
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Figura 4.1.
Los primeros pasos en la construccion de Te.

Por tltimo describiremos una pareja de drboles en este espacio, que pertenecen
a un mismo minimal, pero poseen motivos con diferentes tasas de aparicién. De
esta manera obtendremos un minimal no tinicamente ergédico.

4.1. El ejemplo de Ghys—Kenyon

Vamos a construir de manera inductiva un subdrbol repetitivo y aperiddico de
Cay(Z?) al que llamaremos drbol de Kenyon. Este drbol aparecié descrito por primera
vez en el trabajo de R. Kenyon [Ken2]. No obstante, la idea de usarlo para construir
un subconjunto minimal de G es de E. Ghys véase [Ghy2].

4.1.1. El arbol de Kenyon y la laminaciéon de Ghys—Kenyon

Para construir el drbol de Kenyon, comenzamos con la pieza elemental T1 que
puede verse en la figura 4.1(a). A continuacion, la trasladamos verticalmente por
medio del vector (0,2) y seguidamente le aplicamos tres rotaciones de centro 0 y
dngulo g, ny —% respectivamente. Si eliminamos las aristas terminales situadas a
izquierda y derecha del segmento horizontal de longitud 23 contenido en el drbol
resultante, tenemos el drbol T, (véase la figura 4.1(b)). De nuevo, si trasladamos
T, mediante el vector (0,4), aplicamos las mismas rotaciones y eliminamos las
aristas terminales del segmento horizontal de longitud 2*, obtenemos un arbol T3
representado en la figura 4.1(c).

Por recurrencia, en la etapa n-ésima, obtenemos un drbol finito T,, que corta a
los ejes vertical y horizontal en los intervalos {0} x [-2",2"] y [-2" + 1,2" — 1] x {0}
respectivamente.

Definicién 4.1. Llamaremos drbol de Kenyon al subérbol de Cay(Z?)

Te = U T,.

n>1
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§4.1 El ejemplo de Ghys—Kenyon

Dado un grafo infinito H, denominamos rayo a un subgrafo de H, R = (V, E) con

V= {xo,xl,...,xn,...} y E= {(xo,xl), (xl,xz),...,(xn,xn+1),...},

con x; # x; sii# j. Los subgrafos conexos e infinitos de un rayo se denominan colas
del rayo. Obsérvese que las colas, que son rayos a su vez, se obtienen al eliminar
los primeros vértices del rayo. Diremos que dos rayos de H son equivalentes si, para
cada conjunto finito de vértices S, existen sendas colas contenidas en la misma
componente conexa de H — S. Asf, un final del grafo H es una clase de equivalencia
de rayos. Si H es un drbol, calcular los finales resulta especialmente sencillo: dos
rayos en un arbol son equivalentes si tienen una cola comtn. Asf pues, fijado un
vértice en el drbol, existe un tnico rayo para cada final partiendo de dicho vértice.

Esta definicién de finales de un grafo infinito fue introducida por R. Halin en
[Hal]. Si el grafo es localmente finito, esta nocién coincide con la cldsica para espacios
topolégicos dada por H. Freudenthal (cf. [Fre]). En general existe una inyeccién de
los tiltimos en los primeros, como se prueba en [DK].

Proposicién 4.2. EIl drbol de Kenyon Tw es un drbol aperiédico y repetitivo con cuatro
finales.

Demostracion. Observemos que T contiene dos rectas que pasan por el origen y
que por ningdn otro vértice pasas otras dos rectas (ya que se formaria un bucle).
Luego T tiene 4 finales. Por otro lado notemos que la bola Br_(0,2") se embebe
fielmente en cualquier bola Br_(y, 2*+1 1 1). Del criterio de minimalidad (lema 3.24),
deducimos que T« es repetitivo. m]

Definicién 4.3. Llamaremos minimal de Ghys-Kenyon al subconjunto cerrado y satu-
rado X = #[T] de T, dotado de la relacién de equivalencia inducida por %. Como
consecuencia del teorema de realizacién geométrica 2.29, existe un espacio compac-
to, metrizable y separable X foliado por grafos tal que X es una transversal completa
y Z es la relacién de equivalencia inducida sobre X. Lo llamaremos espacio foliado
de Ghys-Kenyon. De hecho, segtin el teorema de engorde 2.31, podemos sustituir X
por un espacio M con las mismas propiedades, pero dotado de una laminacién por
superficies de Riemann .%. Diremos que (M, .Z) es la laminacién de Ghys-Kenyon.

4.1.2. Codificacion de los arboles

En esta seccién pretendemos dar una codificacién de las hojas de . mediante
sucesiones infinitas de cuatro simbolos. Tomamos el conjunto Sy = (z/4)N y lo
dotamos de la topologia generada por los cilindros

Cinla, = {Bo- - Bumr@oBiosr -~ Bimranfi e -+ | Bi € Z/4).

Esta es la base de la topologia producto en Sy, dotando a cada factor la topologia
discreta. Luego Sy es un espacio de Cantor.
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xo ° XO 0
L | ]
To To R
Paso 1 Paso 2 Paso 3
Figura 4.2.

Los primeros pasos de la construccion de T, para & = 000 - -

Observemos también que la topologia de S, se puede generar tan sélo con los
cilindros del tipo C3", , ya que cualquier cilindro es unién finita de los de este tipo.
Denotaremos a estos cilindros simplemente por Cg,...q,,-

Construiremos ahora la aplicacién de codificacion ® : 84 — X, y daremos

algunas de sus propiedades basicas. Definimos la aplicacién r : Z/4 — R? como
r(x) = 2%,

identificando C con R? de la manera usual. Con ayuda de esta aplicacién construi-
remos ®. Supongamos que tenemos un c6digo @ = ay ---ay - -+, definiremos ®(a)
de manera inductiva. Partimos del punto xj = 0y definimos x{ = r(ap) y unimos x{
con x§ con ayuda de una arista. Replicamos esta conjunto alrededor de x{ mediante
los angulos 5, 'y —%. Definimos T,, precisamente como este conjunto.

Ahora alargamos Ty, en la direccién de r(a;) mediante una arista de longitud
1, que une uno de los extremos de T,, con un nuevo punto x5 a distancia 2 de x{.
Repetimos el proceso de réplica alrededor de x§ obteniendo asf un drbol finito al
que llamaremos T, . Véase la figura 4.2.

Reiterando este proceso obtenemos una sucesién de puntos {x§} y un conjunto

de drboles encajados {T...a, }. Definimos entonces
D) = Ty = U Togomar, -
n=0

Por otro lado, a la sucesion de vértices E, = {x§} la llamaremos el esqueleto del
drbol T,. Dicho esqueleto se puede calcular explicitamente mediante la siguiente
expresion:

n
X =+ 2'(a,) = Z 2ir(a;). 4.1)
i=0

El esqueleto E, = {x} de una drbol T, es un camino que une cada punto x,, con los
finales de T,.

Proposicion 4.4. Cada sucesion o € Sy define un drbol de X, y por lo tanto la hoja que
pasa por él.
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§4.1 El ejemplo de Ghys—Kenyon

Observacion 4.5. Si tomamos dos cédigos finitos cualesquiera ag---a, y @« @,
tenemos que los arboles finitos Ty,..a, = Tag-a, — Vo, donde

n

v = ; 2ir(ay) - ; 2r(@) = ) 2/(x(a) - x(@)) (42)

i=0
Proposicion 4.6. La aplicacion de codificacion @ es inyectiva.

Demostracién. Si a'y p son coédigos distintos, existe g de forma que a;,, # f,,. Por
(4.2), resulta que vy es no nulo para cédigos finitos del tipo ag---a, y o - - - fn para
n > np. Es decir, existe un punto en el que las bolas alrededor del origen de Ty y Tg
difieren. m]

Por otro lado el origen del drbol T, no puede tener valencia 4, es decir, que
val(T,) < 2, sea quien sea a € Sy. Para que la valencia del origen fuese 4 necesaria-
mente un punto del esqueleto, distinto del primero, deberia ser el origen, cosa que
es imposible por (4.1). Tenemos por tanto:

Lema 4.7. El origen de un drbol codificado es siempre de valencia 1 6 2.

Precisamente esto evita también que el drbol T (0 alguno de sus trasladados)
se codifique. En efecto, para se codificase un trasladado de Tw deberfa formarse
la cruz que aparece en Tw en algiin lugar. Por construccién, necesariamente esto
s6lo es posible si infinitos puntos del esqueleto “cayesen” en el mismo punto, es
decir, x§ = x%k para una infinidad de k € IN. Pero de hecho, ni siquiera dos pueden
ser iguales, segtin (4.1). Si denotamos por X<? al conjunto de los puntos de X de
valencia menor o igual a 2 tenemos que @ : Sy < X<2. Si definimos Y = X - Z[T«],
tenemos la inyecciéon @ : Sy — Y<2, con las notaciones obvias. Veamos que otras
propiedades cumple esta aplicacién.

Lema 4.8. Sea T, un drbol codificado. Para todo vértice %y de valencia 1 6 2 de T, existe
un codigo @ tal que Tz + Xo = T,

Demostracion. Denotemos por E al esqueleto de T, formado por los vértices {x,}. Sea
1 el menor ntimero natural que minimiza la distancia dr, (%o, xy,,). La demostracién
se realiza en 1y + 1 pasos. Consideremos la bola Br,(x,,-1,2"™), entre los cuatro
puntos

Xy +1(0)2",  conie Z/4,
. P 1 | " P

existe un dnico punto X1 tal que dr, (%o, xno_l) < 2™, En efecto, es el tnico que

cumple que %y € Br, (x, + r(i)2"0,2" — 1).

Sean xé,...,x:{o_z las imdgenes de los puntos xo,...,x,,—2 en la bola cerrada
ETH(xio_l,Z”U), respecto del tnico giro (eventualmente, la identidad) que fija x,, y
lleva Br,(xyy-1,2" — 1) en Br, (x}m_l,Z"O -1).

2
no—

,_ los girados de los puntos xé, .en, x1110—3 en labola cerrada Br, (xiofz, 2mo-1),

Sea ahora x

2
n

, el dnico punto tal que %) € ETa(xllm_1 +r()2m-t, om0l — 1), y

2

Xg, -

X
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Figura 4.3.
Proceso de cambio de punto base en un drbol codificado.

respecto del tnico giro (eventualmente la identidad) que fija x}m_l y lleva la bola

1

cerrada Br, (xno_z,

figura 4.3.
Se sigue iterando este proceso, y se llega finalmente a un nuevo esqueleto defi-
nido por las aristas

2m-1 _ 1) en ETa(xig—Z’ 2m-1 — 1), Este proceso se ilustra en la

E — {520 =x 1’10*1 110*2

i) 1
X /xz 7. 'rx710_1/x710/xn0+1/xm]+2/ xm]+3/~ .. }

0771

A partir de dicho esqueleto se obtiene un cédigo @ sin méds que tomar como el
n-ésimo elemento de & al stmbolo

~ -1
ay =1 ((€n+1 - en)/”@wrl - en”)-
Observemos que so6lo se modifican un niimero finito de simbolos del cédigo a. O

Proposicion 4.9. Cualquier drbol de Y2 = X2 — Z[To] se puede codificar. En otras
palabras @ : Sy — Y<? es una biyeccion.

Demostracion. Sea T € Y tal que 0 € T sea un vértice de valencia 1. Si vemos que es
posible codificarlo, aplicando el lema 4.8, tendremos que cualquier drbol de Y<? se
puede codificar.

Dado que valr(0) = 1, la esfera $7(0, 1) se reduce a un punto que denotaremos
por x1. El primer cédigo viene dado por la posicién de este punto, esto es

ag =1 Hxp).
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Br(x;,,2"0%" 1)

[Br(xhy, 270" 1)

Figura 4.4.
La bola Br(xL ,2" — 1) es isométrica a Br_(0,2™ —1).

o’

Supongamos que conocemos el cédigo hasta el indice 19 — 1, es decir, los digitos
ai, ..., a1y, por lo tanto, los puntos del esqueleto xg = 0,x1, ..., X;)—1.
Para la esfera $7(xy,-1,2") hay dos posibilidades:

1. que se reduzca a un punto S7(x,,-1,2") = {x,,}, donde
Xng = Xpg—1 + 200,

con v € S. Entonces, tomamos a,, = r 1(v);

2. que contenga dos puntos Sr(x,,-1,2™) = {x},o,x,zm}. En tal caso, existe un tinico

i € {1,2} tal que la bola BT(JCLO,Z”UJr2 — 1) es isométrica por traslacién a la bola

Br_(0,2"0%2 — 1) (véase la figura 4.4).
Sin pérdida de generalidad, supongamos que i = 1, entonces tomamos
Xy = xio = Xpy—1 + 2",
con v € Sy el siguiente digito del c6digo es entonces a,,, = r 1(v). O
Asfi se tiene como corolario el siguiente resultado:

Proposicion 4.10. El conjunto minimal de Ghys—Kenyon admite una descomposicion como
union disjunta
X = ZTs] = AT 1 | #1Tal.

aeS4

4.1.3. Larelacion cofinal

Segun hemos probado, la aplicacién de codificacién @ es biyectiva. El objetivo
ahora es comprobar que @ transforma Z en una relacién “sencilla” sobre Sy de la
que podremos obtener resultados para la dindmica del espacio foliado de Ghys—
Kenyon. Recordemos que el desplazamiento o shift de Bernoulli ¢ : S4 — Sy es la
aplicacién continua definida por

o(@)y = ans1,

paracadaa € Sy yneN.
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Definicion 4.11. Diremos que ay & € S4 son cofinales, y lo denotaremos por & Zeof &,
si existe 19 de forma que " (@) = 6™ (@).

Observemos que la relaciéon Z..s puede escribirse como

Keof = U m(Pm X pm)_l(A)/

nelN m=n

siendo p,, la m-ésima proyeccién coordenada y A la diagonal de Z/4 x Z /4. Como
Pm €s continua y A es un abierto cerrado de Z/4 x Z/4, es inmediato que:

Proposicion 4.12. La relacion %o es una relacion boreliana discreta.

Mads atin, es posible dotarla de una topologia que la convierte en una relacién
r-discreta, sin méds que repetir en proceso descrito para la relacién % del espacio de
Gromov-Hausdorff (cf. §3.3).

La relacién cofinal puede describirse mediante una accién sencilla de Z so-
bre el conjunto de Cantor. Consideremos el anillo de los enteros 2-ddicos Z, =
{X. pu2" | pr € 10,1} y n > 0}. El anillo Z; es un anillo topolégico homeomorfo natu-
ralmente al conjunto de Cantor {0, 1}N. Definimos la maquina de sumar binaria como
el sistema dindmico cldsico consistente en la accién continua de Z

ZXZly —> 7>
(n,p) +> n+p

Veamos como actda 1 sobre Z,. Podemos describir Y, p;,2" = 1+, p,2" como sigue:
sea 1y el menor entero tal que p,, = 0, entonces

0 sin<mny,
pn=131 sin=ny,
pn  sin > ng.

Si 119 no existe, estamos en el caso 1 + }2". En tal caso la llevada de la suma pasa
por todos los términos y 1 + ) 2" = 0 (de hecho ) 2" es —1 en la notacién 2-4dica).
Por lo tanto la relacién cofinal sobre {0, 1}N y la de las érbitas de esta accién son
orbitalmente equivalentes en sentido boreliano, ya que difieren en una tinica orbita.
Mediante un “cambio de base” en {0, 1}N probamos que:

Proposicion 4.13. La relacion %ot es orbitalmente equivalente, en sentido boreliano, a la
maquina de sumar binaria.

Vamos a comprobar ahora que a relacién de equivalencia inducida sobre Sy es
precisamente la relacién cofinal. Antes de comenzar la demostracién es conveniente
observar lo siguiente: dados dos drboles codificados T, y T4, y un vértice vy € T, tal
que Ty = T +vg, tenemos que, sin # m, x5 # x% + 79, ya que el tamafio de las ramas
que “parten” de los vértices del esqueleto depende del indice n. Véase la figura 4.5.

Proposicion 4.14. Dos cédigos o y & € Sy generan la misma hoja si y sélo si son cofinales.
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Figura 4.5.
El tamaiio de las ramas depende del vértice del esqueleto.

Demostracion. Supongamos que « y & son cofinales, i.e. existe 19 € IN de forma
que a, = @, si n > ng. Por la observacién 4.5, existe vy tal que lleva el drbol finito
asociado a @pd; - - - @y, sobre el asociado a agay - - - ay,, s decir,

T&U&]"'dwo +vp = Tﬂéoal"'anof

con vy definido como en (4.2).

Por otro lado, para construir el drbol finito Tom,,,%0 se afiade una arista hasta

Qngy+1
el vértice (119 + 1)-ésimo del esqueleto de Ty, que segtin (4.1) es x} | = PN Loig(a)).
Tenemos un punto anélogo xﬁo .1 para @ Ahora bien, teniendo en cuenta (4.2) y que

an0+1 = &n0+1
1o
xijJrl - x‘,;‘oﬂ -0y = Z 2’(r(al~) - r(di)) — g + 2'r(a;) — 2'r(;) = 0.
i=0

Es obvio entonces que T@O@L"dnoﬂ + 0 = T@O@L"dnoﬂ. Dado que para cada n > ng
tenemos que a;,, = @y, es posible repetir este argumento, asi Tz,a,..4, + V0 = Tagay...an
para cada n > ng. Por consiguiente Tz + vg = T,.

Veamos el reciproco. Supongamos que ambos cédigos representan la misma
hoja, es decir, existe vy € T, tal que T, = T4 + vg. Tenemos los esqueletos E, = {x4} y
E;z = {xﬁ}. Definimos ahora %, = xﬁ + vp. El conjunto E={%,)esla copia trasladada
por vg de E; en T,. Sea

¢ =min {d(xff,a?m) | n,m > 0}.

Elegimos 19 y mo > 0 de forma que d(x;, , ¥s,) = c. El segmento (dentro del drbol)
que une xj;, con X,;,, No contiene otros puntos ni de E, ni de E, por lo que

¢ < min{2™,2™} -1 =R.

Entonces xj,, € Br,(¥u,,R) y ¥, € Br,(x},,R), con lo que, por la construccién,

ambos centros son iguales, i.e. ¢ = 0 (véase la figura 4.6(a)). Con esto sabemos que
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Figura 4.6.
(a) La constante c es necesariamente nula. (b) Vértices con bolas iguales a su alrededor no pueden
ser cercanos.

existen 7, mp > 0 de forma xj = %,,,. Como el tamafio de las ramas que parten
de un vértice el esqueleto depende de en que posicién se encuentra en el mismo
(figura 4.5), necesariamente ng = .

Veamos que el cédigo coincide de np en adelante. En efecto, si x‘;a 1 * T+t
necesariamente
r(a,,)2",

ya que en otro caso, por construccién, se formaria un ciclo en el drbol (como se
muestra en la figura 4.6(b)) que es imposible.

Luego &y, = —ay,. En el siguiente paso, ay, = ayy+1 (r€Sp. @ny = @py+1), SIN MAs
que tener en cuenta el razonamiento anterior y el hecho de que el tamafio de las
ramas depende del punto del esqueleto. Reiterando el razonamiento resulta que

xn0+1 - xﬂ(]

QAno+i = Ang = —Ang+is

para cada i > 0 (se volverian a producir ciclos). En consecuencia los drboles T, y T
tienen ambos un final pero en direcciones distintas, lo que no puede ocurrir. Por lo
tanto x¢ bl = = Xy,+1, conlo que a,, = &;,. Razonando de la misma manera obtenemos
la 1gualdad de los cédigos a partir del término 79-ésimo. O

4.1.4. Motivos

La nocién de motivo, que tomamos prestada de la teorfa de mosaicos, va a
ser una herramienta util para describir la g-dlgebra de los borelianos de cualquier
subespacio X del espacio de Gromov-Hausdorff.

Definicién 4.15. Llamaremos motivo a cualquier grafo finito P € G. Diremos que un
grafo H € G contiene el motivo P alrededor de un vértice v € H si v™'P ¢ H. Dado un
subconjunto X C G definimos

Xp, ={H e X |o7'P c H}. (4.3)
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El siguiente lema describe propiedades elementales de facil demostracién:
Lema 4.16. Dados dos motivos Py P’, se verifica que:

1. si P C P, entonces Xpy 2 Xpr o,

2. Xpo N Xprp = Xpurp Vs

3. si T € Xp, entonces v'T € Xp1,..

La dltima de las condiciones anteriores nos permitira reducirnos en lo sucesivo
al estudio de los conjuntos Xp1,,.

Lema 4.17. Para cualquier motivo P, el conjunto Xp;. es un abierto cerrado de X.

Demostracién. Veamos primero que Xpj, es un abierto de X. En efecto, si H € Xpy,
y sir > max{longg(x) | x € P}, entonces P C By(lg, 1) y por tanto Bx(H,e™") C Xpy,.
Para comprobar que Xp;,, es un cerrado de X, consideremos una sucesién de drboles
X, € Xp1,, convergentes a un drbol H. Por definicién, dado r > 0 como antes, existe
n > 0 tal que By, (1¢,7) = Bu(1g, ). Luego P C H, es decir, H € Xp;,.. O

Conviene sefialar que los motivos no bastan para definir una base de la topologia
de X. Consideremos el drbol ®(00 - - - ) perteneciente al minimal de Ghys-Kenyon X

y labola cerrada B = EX(CD(OO ), e_l) formada por los &rboles T € 7 (Z?) tales que

Br(0,1) = Eq;(()()...)(o, 1) = %e—e. No hay ningtin motivo P tal que que Xpo C B. En tal
caso, P tendria que coincidir con Ye—s, pero T, € Xpg — B. Hay una diferencia clara
entre el conjunto de elementos de X que contienen una bola como motivo y la bola
correspondiente en X, ya que la bola no s6lo describe el conjunto de aristas y vértices
del motivo, sino también las aristas ausentes del motivo. En el ejemplo, no basta
con que los drboles contengan el motivo Ye—e alrededor de 0, sino que ademds hay
que exigir que no contenga las aristas Io' oly IO. En otros términos, no podemos
describir la bola mediante intersecciones de abiertos-cerrados asociados a motivos,
sino que tenemos que recurrir a complementarios:

Bx(®(00....),¢7") = Xo, = (Xg, U Xo 0 U Xpo).

Adn asf, cualquier bola puede escribirse como combinacién finita de conjuntos Xp
mediante uniones y diferencias. Como consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.18. Los abiertos-cerrados Xp;, generan la o-dlgebra de los borelianos de X.

4.1.5. Propiedades de la aplicacién de codificacion

Vamos a probar que @ es un isomorfismo boreliano entre Sy e Y<? = X2~ %[ To].
Como @ respeta las relaciones de equivalencia correspondientes, deduciremos que
la dindmica boreliana de la laminacién de Ghys—Kenyon estd representada por una
maquina de sumar binaria.
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Notemos en primer lugar que ® no es continua, ya que el dominio de ® es
compacto, y en cambio su rango Y<? no lo es. Otra forma de verlo es, por ejemplo,
tomando la sucesién

aq = 3200000 - -
ap = 3220000 - -
a3z =3222000---

que converge a @ = 3222---, pero la sucesién de édrboles ®(a;,) no converge a
®(a), sino al drbol T + (2,—1). No obstante, la aplicacién @ tiene las siguientes
propiedades:

Proposicién 4.19. La aplicacion @ : Sy — Y<2 es abierta.

Demostracion. Basta comprobar que la imagen de un abierto bdsico Cpyay-a, €5
abierto. De hecho comprobaremos que

_ <2 _ <2
(D(Caoar“an) =Y N Xo(agay )0 = Y@(aoalu-a”),O'

En efecto, tomamos una sucesion & € Cyya,-a,, € decir, & = «; para 0 < i < n. De
esta igualdad se desprende que los drboles finitos correspondientes son iguales:

D(agay -~ an) = Doy -+ - &y) € P(A).
Entonces ®(&) € Xo(aga,--ay),0- O
Proposicion 4.20. La aplicacién P es medible.

Demostracion. Como la g-dlgebra de los borelianos de X estd generada por los abier-
tos cerrados Xpg segtin el lema 4.18, nos basta probar que ®~!(Xp) es un boreliano
de 84 para cualquier motivo P.

Denotemos por # el conjunto de las sucesiones finitas apa; - - - @, de elementos
de Z /4 tales que P € ®(apay - - - ay). Veamos que

-1
o' Xpo) = ) Cagaroan
apay o, €P

En efecto, & € @ 1(Xpy) si y sélo si P € ®(a). Pero si P C ®(«), existe n € N tal que
P c ®(apa; -+~ ay). Luego a € Cupayoa, CON 01 - -ty € P. O

Las dos tltimas proposiciones nos aseguran que @ : Sy — Y<? esunisomorfismo
boreliano. De hecho, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.21. La aplicacion ® define una equivalencia orbital estable en sentido boreliano
entre Zeof definida sobre Sy y Z definida sobre el conjunto de Ghys—Kenyon X.

Corolario 4.22. La dindmica boreliana de la relacion de equivalencia % definida sobre el
conjunto de Ghys—Kenyon estd representada por la de una mdquina de sumar binaria.
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4.1.6. Propiedades ergddicas del minimal de Ghys-Kenyon

Sea # una relaciéon de equivalencia medible y discreta sobre un espacio bore-
liano y p un medida casi-invariante. Andlogamente a la clasificacién de factores
de E. J. Murray y J. von Neumann, existen tres tipos de relaciones de equivalencia
(véase [FM]), a saber:

1. Tipo I, (con n = 1,2,...,00): Si la relacién es transitiva sobre un espacio de
cardinal 7;

2. Tipo II,, (con n = 1 0 o0): Si la relacién no es transitiva y existe una medida
(finita o infinita resp.) invariante equivalente a u y;

3. Tipo III: Si no existen medidas invariantes equivalentes a u.

Usando la codificacién, comprobaremos que la relacién # sobre el espacio de Ghys—
Kenyon posee una medida de probabilidad invariante. Para ello, seguiremos el
procedimiento descrito por S.E. Goodman y J. F. Plante en [GP] de manera similar
a la empleada por C. Series en [Ser].

Teorema 4.23. La relacion de equivalencia & definida sobre conjunto de Ghys—Kenyon X
es de tipo I1;.

Demostracion. Para cada n € IN, denotemos por B, la bola de centro T y radio
n contenida dentro de la clase de equivalencia #[Tw], que podemos identificar
naturalmente con la bola Br_ (0, 1), y por p, la medida de contar normalizada sobre
B,,. Gracias al lema 4.18 para definir y, basta conocer y1,(Xpg), para cada motivo P:

#ByNXpo) #oeB,|P+vCTu) APn)
#B, #B,, V()

,Un(XP,O) =

Segun el teorema de representacion de Riesz, es posible identificar el espacio de
funcionales lineales positivos sobre C(X) con M*(X) el espacio de medidas po-
sitivas, regulares y finitas sobre X. Por lo tanto, el conjunto de las medidas de
probabilidad (que corresponde que la esfera unidad en M+ (X)) es compacto con
la topologia *-débil. Luego existe una subsucesién de 1, que converge a una me-
dida de probabilidad p. El hecho de que Xpg sea abierto cerrado nos garantiza
que w(Xpp) < lim, | 1,(Xpo) y u(Xpo) > limy o 1(Xpo), de manera que (Xpp)
coincide con al tasa de aparicion de P en Te:

A(P,n)
V(in)

u(Xpo) = lim tn(Xpo) = lim

Veamos por tltimo que u es Z-invariante: Para cada motivo P y cada vértice v € P
consideremos la traslacién 7, : T € Xpg = T — v € X cuya imagen es

imt, =Xpg—v={T-v|PCT}={T-v|P-vCT-0v}=Xp_ypo.
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Ahorabien, si T contiene al motivo P alrededor del punto p € Br_ (0, n—7), entonces
contiene a P — v alrededor del punto p + v € Br_«(0, 1), siendo r > long.(v). Luego

|A(P — v, n) — A(P, n)| - V(n) -V —-r)

|[Jn(XP,0 - v) - [Jn(XP,O)l = V(?’Z) B8 V(Tl)

Puesto que V(n) tiene crecimiento, a lo sumo, cuadrético deducimos que

) . V() -V(n—r)
0 < 1u(Xp-00) = (Xpo)l = lim |un(Xp—v,0) = pn(Xpo)l < lim v 0,
con lo que queda probado el teorema. O

Por otro lado, sobre el espacio Sy es posible definir la medida de probabilidad
4 que hace los simbolos equiprobables, es decir, que cilindros de la misma longitud
tengan la misma medida:

o 1
A cada par de sucesiones @ y & € S cofinales y cada n € N tal que «a,, = &, para
cada m > n, les podemos asociar la transformacién 7 : S4 — S4 dada por

a; sii<mn,
- 4.4
T(B); {,Bi Gisn (4.4)
que verifica que 7(a) = &, mds atn,

T(CU{Q...D(,,) = C&U...ﬁtn' (4'5)

Como en el caso de la relacién % del espacio de Gromov-Hausdorff (seccién 3.3),
estos homeomorfismos generan un pseudogrupo de transformaciones parciales de
PHeot. Dado que se cumple (4.5), es obvio que 4 s Zqop-invariante. Mds atn, 4 es
la tnica medida de probabilidad Z..¢-invariante, es decir:

Proposicion 4.24. La relacion Zeof es tinicamente ergodica.

Demostracién. Sea u es una medida de probabilidad Z..-invariante. Dados dos
cilindros Cyy..a, Y Ca,..a,, €xiste una transformacién T definida como en (4.4). Por
lo tanto la y-medida de ambos cilindros es la misma. Por otro lado, tenemos la
descomposicién de S; como unién disjunta

84 = u Cal...an .
ay...a,€(Z./47)"

Entonces p(Cqy..0,) = % para cualquier cilindro. Lo que implica que u = pg. O

Usaremos este hecho para probar que % también es inicamente ergddica. Para
ello, probaremos en primer lugar que tenemos una versién medible del teorema 4.21:
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Teorema 4.25. La aplicacion de codificacion @ define una equivalencia orbital estable en
sentido medible entre la relacion cofinal sobre Sy y la relacion de equivalencia % sobre X.

Demostracién. Observemos que Z[Tw] es de medida nula para cualquier medida
Z-invariante, ya que todos los puntos de #Z[T«] deberian tener la misma medida y
#%[Tw] = 0. Asi pues, el saturado Y = X — Z[Tw] de Y<2 es de medida total. Aten-
diendo al teorema 4.21 sélo resta comprobar que @. 4 es la medida normalizada de
ly<2. Ahora bien, Z..f es tinicamente ergédica, por lo que Z|y<: 1o es también y en
consecuencia @, (4 = (ly<2, donde esta tltima medida es la normalizacién de pfy<.
Esta normalizacién es posible ya que Y<? es de medida positiva. En efecto, se tiene
la escritura Y = J.cg 7s(Y? N dom 75) con S es finito. O

La propiedades de Z se trasladan al espacio foliado por grafos de Ghys—Kenyon
(X,.#) o a la laminacién por superficies de Riemann de Ghys-Kenyon (M, ).

Corolario 4.26. La dindmica transversa medible de la laminacion de Ghys—Kenyon estd
representada por una mdquina de sumar binaria.

Corolario 4.27. La laminacién de Ghys—Kenyon es tinicamente ergodica.

Para probar este tltimo resultado observemos que X<? es una transversal com-

pleta de la laminacién de Ghys—Kenyon. Como Z|y<: es tnicamente ergddica y
Z|T] ha de ser de medida nula para cualquier medida invariante, tenemos que
Z|x< es unicamente ergddica, y en consecuencia la laminacién de Ghys—Kenyon
también lo es. También es posible probar que Z es tnicamente ergédica, sin mds que
observar que existe una tinica medida de probabilidad Z-invariante sobre X que
es una extension de una medida Z|y<-invariante sobre X<? y apelar a la unicidad
ergddica de Z|x<.

4.1.7. Hojas genéricas

Sea (M, .#) una laminacién orientable por superficies de Riemann de un espacio
compacto, dotado de una medida transversa invariante p. Segtin un resultado de
E. Ghys, las hojas genéricas respecto de p de la laminacién tienen el mismo tipo
topolégico (véase [Ghyl]). Asi pues, si .Z no posee hojas compactas, existe un
conjunto saturado de medida total por hojas difeomorfas a una de las siguientes
superficies: al plano, al cilindro, al drbol de Cantor (es decir, una esfera a la que se
le han eliminado un Cantor de puntos) o una de las tres superficies obtenidas al
pegar una infinidad de asas aproximando todos los finales.

Por su parte, J. Cantwell y L. Conlon prueban un resultado andlogo para lamina-
ciones minimales en las que sustituyen la genericidad respecto de una medida por
genericidad topoldgica (véase [CtC]). En nuestra situacién, este resultado afirma
que hay un conjunto residual de hojas difeomorfas a una de las seis superficies
antes descritas. En [Bla2] puede verse el caso en el que se sustituye la minimalidad
por la existencia de una hoja recurrente.

59



Capitulo 4. Envoltura de un grafo aperiddico y repetitivo

ARRRE ARRRE
@) ay = app (b) una ida y vuetla (c) un giro

Figura 4.7.
Los posibles efectos de dos simbolos consecutivos en el esqueleto.

Vamos a determinar el tipo topolégico de las hojas de la laminacién de Ghys—
Kenyon. En principio el ntimero de finales estd completamente determinado por el
ntimero de finales de los grafos Z[T]. Ahora bien, estos grafos son &rboles, por lo
que las hojas son de género nulo y su tipo topolégico también estard determinado
por el ntimero de finales.

Proposicion 4.28. La laminacién de Ghys—Kenyon verifica que:
1. hay un conjunto residual y de medida total formado por hojas de un final;

2. hay una infinidad no numerable de hojas con dos finales, que forman un conjunto
magro y de medida nula y;

3. hay una tinica hoja con cuatro finales.

Demostracion. Segun la proposicion 4.10 sabemos que X se descompone en la unién
disjunta de la clase Z[T] y de las clases codificadas por @. Asi, para probar este
resultado analizaremos como se transforman los cédigos en los drboles. Para ello
introduciremos la siguiente terminologia: dos simbolos distintos consecutivos a, y
ay4+1 de un cédigo a € Sy se denominan ida y vuelta si son de la misma paridad,
en caso contrario, los llamaremos un giro. Esta denominacién estd justificada por
el comportamiento del esqueleto del drbol ®(a), con idas y vueltas o giros de 90°
segtin el caso, como se ve en la figura 4.7.

Comencemos probando que un drbol codificado posee a lo sumo dos finales. Si
tuviese mds de dos finales, entonces el esqueleto seria recurrente, es decir, existiria
una subsucesion estacionaria del esqueleto. Pero esto es imposible por su definicién
(4.1), que implica que d(x,,, X;+m) > 2™~1. Por lo tanto la laminacién de Ghys-Kenyon
tiene una tnica hoja de 4 finales. Ademds, existen hojas de un solo final, como por
ejemplo ®(00---). Aplicando la proposicién 2.7 de [Bla2] las hojas con un final
forman un conjunto residual, y las de dos finales un conjunto magro.

Ahora, como dos elementos de esqueleto no pueden coincidir, para que en el
esqueleto (y por consiguiente en el drbol) se formen dos finales el esqueleto ha de
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crecer alternativamente en dos direcciones, i.e.: un drbol tiene dos finales si y s6lo si
su codigo tiene un nimero finito de giros y una cantidad infinita de idas y vueltas.
Observemos que este conjunto de cédigos es la saturacién por Z..¢ del conjunto
A formado por las sucesiones con todos los simbolos de la misma paridad y una
cantidad infinita de idas y vueltas. Ahora bien:

AcC U ﬂ U Cag...atnr

apeZ /4 neN ao...anesgo

donde S}, es el conjunto de las sucesiones de 7 + 1 elementos de Z/4 con la misma
paridad que el primer elemento . De lo anterior, deducimos que:

. 1
0<ud) < 4,“4(ﬂ U C0a1.‘.an) = nh_{{}o 271_—1 =0.

neN 0a; .A.a,,eé‘x()

Asi pues, la saturacién de A y el conjunto de hojas con 2 finales tienen medida
nula. O

4.2. Arboles con un niumero arbitrario de finales

El objetivo ahora es construir drboles pertenecientes a 7 (Z?) con un ntimero de
finales cualquiera. Asf probaremos el siguiente resultado:

Teorema 4.29. Para cada entero n > 1 existe un drbol repetitivo y aperiédico en T (Z?)
con n finales.

Observemos que el ejemplo de Ghys—Kenyon nos proporciona drboles repetiti-
vos y aperiédicos con uno, dos y cuatro finales. Para construir el resto distinguire-
mos tres casos:

En §4.2.1: En primer lugar se construye un arbol repetitivo y aperiédico con tres
finales.

En §4.2.2: Después, definimos una familia de drboles con cualquier nimero par
mayor que 4 de finales.

En §4.2.3: Por dltimo, modificamos la familia anterior eliminando uno de sus fi-
nales. Obteniéndose asi otra familia de drboles repetitivos y aperiédicos con
cualquier ndmero impar, mayor que tres, de finales.

4.2.1. Un arbol aperiddico y repetitivo con 3 finales

Para la construccién de este arbol procederemos por induccién como en el caso
de Ghys-Kenyon. Partiremos de T; un 4rbol finito en forma de ‘T’ invertida que
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. Rl
._I_. ._I_.__._I_. Taod! T Tesd!

(a) El &rbol (b) El arbol T, (c) El tercer paso Ts
inicial Ty
550 08 3
I+I ) 50 B! I+I
550 08 58 550 08 3 55000 5
I+I ) B0 0! I+I I+I ) 50 B! I+I I+I ) S0 0d I+I
0

(d) El &rbol T4

Figura 4.8.
Los primeros pasos de la construccion de Te.

interseca al eje horizontal en [-1,1] x {0} y al vertical en {0} x [0, 1]. Este drbol estd
representado en la figura 4.8(a). Definimos entonces el drbol T, como

Ty =T, U (T1 +(2, 0)) U (T1 -2, 0)) U (T1 + (1,0)).

El drbol T, que se muestra en la figura 4.8(b), interseca al eje horizontal en el
intervalo [-3,3] X {0} y al vertical en {0} x [0,2]. En general, tenemos de forma
recursiva el drbol T, dado por

Ty = Tyo1 U (Tpo1 + (3"712,0)) U (T, — (3"72,0)) U (Toq + (2771,0)).
Este drbol interseca al eje horizontal en [-3"~!,3"~1]x {0} y al vertical en {0} x[0, 2""1].

Recursivamente obtenemos una familia de arboles finitos encajados. Razonando
de la misma manera que en la proposicién 4.2 probamos que:

Proposicién 4.30. El drbol Teo = \J,, T, de T(Z?) es aperiédico, repetitivo y tiene tres
finales.

4.2.2. Arboles con un ntimero arbitrario par de finales

Se construirdn ahora drboles aperiddicos y repetitivos con un ntimero par mayor
que 4 de finales. Fijado k un entero positivo, se construirdn dos arboles, uno con
4k +2 finales y otro con 4k +4 finales, que pertenecen al mismo minimal de 7 (Z?). La
idea de esta construccién es la misma que la del ejemplo anterior, afiadir “piezas”
en direccién a los finales deseados.

Realizaremos la construccion inductivamente definiendo una familia drboles
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(a) (b)

Figura 4.9.
(a) Gy para k = 1. El orden de la familia {s?} es irrelevante. (b) P.

finitos encajados

de forma que las piezas P, se empleen para unir copias disjuntas G, formando un
arbol finito G,,11. Los drboles Geo = ;150 G ¥ Poo = U150 P tendrdn 4k + 2 y 4k + 4
finales respectivamente. Para simplificar la notacién, escribimos K = 4k + 2.

Se comienza con el drbol finito Gy con K puntos de valencia 1, contenido en el
cuadrado de lado 21(? = 2K -2y donde dos puntos de valencia 1 consecutivos estdn
separados por la distancia 416J = 4, explicitamente se tiene que:

k
Go = ([1- 15,15 =11 x (0}) U {_J{4ifi x [1 = 15,1 ~ 1].
i=—k
Los puntos de valencia 1 de Gy, que se denotardn {s?}lK: 1, serdn las salidas de Gy.
Véase la figura 4.9(a). Ademds, se define el drbol finito contenido en el cuadrado de
lado 217
0

Py = {0} x [-1,1] U [-1,1] x {0}

Véase la figura 4.9(b).

Para construir el drbol Gy, disponemos K copias de Gy trasladadas por los
vectores {(K — l)s?}. Tendremos asi una copia de Go por cada s?, colocada en la
misma posicion relativa como se muestra en la figura 4.10(a).

Por otro lado tenemos definidos los vértices
s} =(K- l)s? + (K- 2)y(s?), conl<i<K,

siendo y(x, y) = (0, é) Estos vértices, de valencia 1, seran las salidas de Gy, es decir,
los vértices que se unirdn en el siguiente paso a otras copias de G;. Para cada copia
de Gy se tiene ademads un vértice e} = s} - (0, ZZOG +1) (1 < i < K), una entrada, por
donde se unird cada copia trasladada de Gg con la copia central de Go.
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Figura 4.10.
Construccién de Gy (k = 1): (a) paso intermedio de la construccién de Gy, (b) el drbol G;.

Por dltimo, se une este bosque para obtener un drbol. Para ello se conectan las
copias de Gp mediante ramas formadas por piezas Py. En primer lugar se afiaden
aristas verticales partiendo de los vértices {e},s?}f.i , en las direcciones obvias, lo
que genera otro conjunto de vértices, los vértices terminales de las aristas afiadidas,
que denotaremos por {é}, §?}f.<: 1+ con las notaciones obvias. Se unen ahora el vértice
? con é} mediante un camino de copias de Py evitando la formacién de ciclos y
de forma que no corten a la banda R x [-1 - loc,loc + 1]. Obteniendo asi G; (véase
la figura 4.10(b)). Para construir P; se toma Gy y se le afiaden 4 aristas (véase la
figura 4.11(a)).

$

P1=GoU (([—lc,l —IS1ULI§ - 1,151) x {0})

U ({0} x (=15, 1= ISTU IS - 1,15]))

k
_ ([—lg, IS] {0}) U ({0} x [—zG,zg]) O\ Jutbi x - 15,15 - 11
i=—k

Definidos P; y G, se obtiene G, continuando de la misma forma que para el primer
caso. Por otro lado, para construir P, a partir de P,_;, se procede de forma similar
a la construccién de G, a partir de G,_;. Se disponen copias de G,—; alrededor de
la copia existente de P,_; como en el caso de G,, salvo que dos de ellas, las que
se encuentran exactamente sobre P,_q, se sustituyen por copias de P,_1. Ademas,
se afiaden dos copias mds de P,_; a los lados de P,_, trasladadas por los vectores

1° .
{i(K - 1)”(1 - ”7‘1,0)}. Se alargan las piezas como en el caso de G, y se unen por
los mismos caminos que G,. Ademads, las piezas P,_; laterales se unen a la pieza
central por caminos rectos.
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o

Tt

(a) (b)

Figura 4.11.
(a) El drbol Py y (b) el drbol P, ambos para k = 1.

Obtenemos de esta manera dos sucesiones {G,} y {P,} de arboles finitos, que
convergen a dos drboles infinitos G, ¥ P de 4k + 2 y 4k + 4 finales respectivamente.
Es sencillo comprobar que ambos drboles son aperiédicos y repetitivos. Ademads

ambos drboles pertenecen al mismo minimal Z[P], ya que existen copias de G, en
P, para cada n'y viceversa.

4.2.3. Arboles con un niéimero arbitrario impar de finales

Completaremos la prueba del teorema 4.29 construyendo drboles aperiédicos y
repetitivos con un ntimero de finales impar y mayor que tres. La idea es sencilla-
mente eliminar una de las ramas de los drboles G, y P, que hemos construido antes.
Fijamos k un entero positivo, construiremos dos drboles, uno de ellos con K = 4k + 1
finales y el otro con 4k + 3 finales, que pertenecerdn al mismo minimal de T(Z3).

Como es costumbre, definiremos los drboles por induccién. Tomamos la pieza

elemental P(’) = Py, la cruz que se puede ver en la figura 4.12(b). Por otro lado,

consideramos los drboles Gg y Py definidos en §4.2.2, y eliminamos de ellos la rama
inferior que se encuentra mds a la izquierda. Especificamente, si lg’ =4k+1y lg =1,

Gy = Go — (1415} x (0,1 - 15]).
De forma similar definimos Py:
P} =Py — ({41k} x (0,1 - 15])

(véanse las figuras 4.12(a) y (c)).

Ahora, actuaremos de la misma forma que en la construccién de G; y P/, deno-
temos por {S?}sz 1 las salidas de GE), es decir, el conjunto de los vértices de valencia
1 de Gj. Disponemos K copias de G;, alrededor del propio G trasladadas por los

65



Capitulo 4. Envoltura de un grafo aperiddico y repetitivo

25 20
1P 117
J70 %0
2P
0
(a) El drbol G (b) El arbol Py (c) Eldrbol P;
Figura 4.12.

Los drboles finitos elementales para k = 1.

Figura 4.13.
Los drboles G} (a) y P}, (b) son como Gy y Py pero con una rama menos (k = 1).

K vectores {(4k + 1)s?}f<: 1 que unimos a la pieza original G(’) de la misma manera
que para Gj, pero en este caso desechando uno de los caminos. Observemos que
la ausencia de una de las ramas no repercute en la construccién, ya que no se une
ninguna pieza por el vértice eliminado de Gy (véase la figura 4.13). Para construir
Pg basta con repetir la construccién de Pj, pero con una rama menos. Como en el
caso de Gi, la ausencia de dicha rama es irrelevante. Por recurrencia obtenemos dos
familias de drboles encajados {G/,} y {P}}, cuyas respectivas uniones G}, = lJ,, G, y
P, = U, Py. Por construcciéon G/, tiene 4k + 1 finales y P/, tiene 4k + 3. Como en
el caso anterior, estos drboles son aperiddicos y repetitivos. Ademas, pertenecen al

mismo minimal, es decir, X’ = Z[G..] = Z[P.,].

4.3. Un ejemplo no tiinicamente ergddico

El objetivo ahora es construir un ejemplo de 4rbol repetitivo y aperiédico cuya
envoltura tenga mds de una medida transversa invariante. Para ello se recurrird otra
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§4.3 Un ejemplo no tinicamente ergodico

vez a la construccién clédsica de S.E. Goodman y J. F. Plante mediante sucesiones de
Folner. Como ya se ha dicho, en el caso del ejemplo de Ghys—Kenyon, las medidas
obtenidas mediante este proceso pueden interpretarse como tasas de aparicién. Por
lo tanto, para fabricar un espacio no tinicamente ergédico debemos construir un
arbol que presente dos sucesiones de motivos con distintas tasas de aparicién.

Asi, debemos definir una pareja de sucesiones de drboles finitos P,,, G, € 7 (Z?)
de manera que intuitivamente tengamos:

«Las copias de G, dentro de P,,1 sean pocas en comparacion con el volumen de P1».

Con esta propiedad aseguraremos que existen, al menos, dos medidas invariantes
distintas dadas por las tasas de aparicién para cada una de las dos sucesiones.

El ejemplo que vamos a construir es similar a uno construido por E. Blanc [Blal],
aunque no usaremos el grafo de Cayley del grupo libre con tres generadores, sino
el de Z2.

4.3.1. Construccion

Sea G el grafo en forma de cruz de lado 2 que se muestra en la siguiente figura.

~

L

Figura 4.14.
El drbol inicial Gy.

Por otro lado, sea T; € 7(Z2) es la recta horizontal infinita que pasa por el
origen. Se define P; = ETl (0, 117_1) = ETl (0,1) labola en T; centrada en el origen y de
radio (I{ —1)/2 conl; = 3.

Con las piezas P; y Gj se construird Go: para ello, disponemos cuatro copias de
G alrededor del propio G; y afiadimos cuatro aristas, obteniendo un drbol mayor
en forma de cruz. A cada lado de cada brazo vertical se afiade una copia de P,
obteniendo G (véase la figura 4.15(a)).

Para definir T», tomamos un entero par rq tal que

G 1
rn o h
e insertamos copias de Gy en Ty a distancia r; entre ellos para obtener T», como se
muestra en la figura 4.15(b).

Definimos entonces P, = ETZ (0, (Ihp — 1)/2) conly = 3l; = 32
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P

l lGl G4 G G
1 0 1 3rq
Iy 2 2 2
(a) (b)
Figura 4.15.

Segundo paso: (a) el drbol Gy y (b) el drbol P.

P,

Figura 4.16.
El drbol Gs.

Con P, y G, construimos Gz. De nuevo, disponemos cinco copias de G, en forma
de cruz y afiadimos 4 copias de P, en los brazos verticales de la misma (véase la
figura 4.16).

Por otro lado, escogemos un multiplo r, de r; tal que cumpla

i 1
b
Se define T3 como antes. Ahora insertamos copias de G, en T, separadas en in-
tervalos de longitud r,, de forma que éstas sustituyan algunas de las copias de G;
como en la figura 4.17. Como en los casos anteriores se define P3 = Br,(0, 137_1) para
Iy =3l = 3.
Razonando por induccién, obtenemos dos sucesiones de drboles finitos P, y Gy,
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§4.3 Un ejemplo no tinicamente ergodico

Go

Figura 4.17.
Sustitucion de copias de Gy por copias de G,.

que convergen a Po, = J,, Py = U, Tn ¥y @ Geo = U,, G, respectivamente. Es fdcil ver
que tanto P, como Ge son aperiddicos. De forma similar al ejemplo anterior, es
posible probar que tanto P, como G son repetitivos. Es obvio que la clausura de la
hoja por P, contiene a la hoja por G y viceversa. Denotaremos por X a la clausura
Z[Ps]. Como siempre, los teoremas de realizacién geométrica 2.29 y engorde 2.31
proporcionan un espacio foliado por grafos y una laminacién por superficies res-
pectivamente con las mismas propiedades dindmicas y métricas a gran distancia
que (X, #). Denotaremos a estos espacios (¥,.%) y (M, %) respectivamente.

4.3.2. % no es unicamente ergédica

Dado que Ge ¥ Po son aperiddicos se identifican naturalmente con las érbitas
a través de ellos, Z[Goo] y Z[Po]. De la misma manera, los motivos G, y P, se
identifican con sendos conjuntos compactos en esas drbitas. Asf, las sucesiones {G,}
y {Py} son dos sucesiones de Felner, ya que #JG,, = 4 y las bolas P,, de P tienen
de crecimiento polinomial. Asi pues, estas dos sucesiones generan dos medidas de
probabilidad invariantes, que denotaremos por ¢ y pp respectivamente, segtin el
clasico teorema de S.E. Goodman y J.F. Plante.

Como ya hemos dicho al comienzo de esta seccién el hecho de que el nimero
de copias de G, en P, sea mucho menor que el volumen de este nos va a permitir
probar que existe un conjunto boreliano sobre el que ambas medidas tienen un
valor distinto. La condicién sobre el ntimero de copias de G, y el volumen de P, se
impone mediante la cantidad r, dada por la condicién

Con esta desigualdad en mente y teniendo en cuenta la construccién, es posible
obtener cotas para las cantidades #G, y #P,. La linea horizontal de longitud 3"~!
contiene 3"~ + 1 puntos, y por lo tanto 3"~! + 1 < #P,,. Por otro lado sobre dicha
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L . 71—1 . n—1 . ,
linea en P, existe, a 1o sumo, 3r—1 copias de Gy, 37 copias de Gy, etcétera. Por lo

tanto tenemos

(Y n—1 [y
3”‘1<#Pn<3”‘1+1+z3‘ o
=1 !

. nn-1 n—-1
—#Gi =3 +1+3 Z

P
i=1 !

0

1 3
n-1 n-1 _ “an-1 . an-1
<3 +1+3 ;_1 7 23 +1<2-37. (4.6)

Deducimos de estas cotas que el crecimiento de P, es lineal.

Veamos que ocurre con #G,. Por construccién G, estd formado por 5 copias de
Gy-1y 4 de P,. Con lo que #G, = 5#G,_1 + 4#P,,. Sustituyendo en esta igualdad el
valor de #G,,_1 y continuando de esta manera obtenemos que

#G, = 54G,_1 + 4#P, = 524G, o + 5 - 4#P,_1 + 4#P, = - --
n—2
= 514G, + 4 Z 54D, ;. (4.7)
i=0

Si eliminamos de la igualdad (4.7) las referencias a las copias de P, obtenemos
4G, > 54Gy_q > 5%#Gy o > - > 5" 4G = 5" (4.8)
Si en (4.7) utilizamos la cota superior para #P, que aparece en (4.6) resulta que

n-2 n-2

4G, = 5" + 4 2 5 4P, <5"+8 Z 5ign=i-1
iz‘;_z » =0 o (4.9)
371—1— 8 31
_n n _ en+l
=5 (“82(; o= )<5 (1+5,Z;_1‘)_5 .
=l i=

De donde se deduce que G, tiene el mismo tipo de crecimiento que f(x) = xin3,
Teorema 4.31. El espacio foliado (X, %) es minimal y no tinicamente ergédico.

Demostracion. Veamos que las medidas invariantes pi¢ y up son distintas. Razonando
como en la prueba del teorema 4.23, podemos probar que (¢ es el limite de las
medidas de probabilidad y’é, es decir, las medidas de contar normalizadas sobre
Gy. De la misma forma, pp = lim ujj donde uf, es la medida de contar normalizada
sobre P,,. Como ya hemos adelantado, construiremos un boreliano sobre el que las
medidas difieran: en efecto, para cada i € IN definimos el conjunto

(4.10)

Ai={TEX| G; —p c T donde p estd en una de las }

copias de G; contenida en G;

Obviamente A; D Aj41 y v(A;) = 5'v(X,) para cualquier medida invariante v. Veamos
que A = (); A; tiene diferente medida para pg y pp.
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§4.3 Un ejemplo no tinicamente ergodico

En primer lugar, si suponemos que 1 > iy teniendo en cuenta la cota (4.9) y (4.7)

#Xe, N Gn) 51t 1
HE(XG,) T” gn+l = Bitl”
Y por lo tanto uc(Xg,) > 5,” , de donde obtenemos que (A;) > =. En consecuencia
pc(A) > = 5 >0 (4.11)

Por otro lado, usando la cota (4.6) y las cotas obtenidas para el nimero de copias

deGienPn
# X NP -1
( G; n)<3 1 < 1

#Pn h i 2'31171\2_7’1'.

lu;”(XGi) =

Asi pues tenemos up(Gj) < ZLr," luego up(A;j) = 25—;[ Ahora bien, 5' es menor que #G;
y #G;/r; < 5; asi que
0 < up(A) < lim 5— < lim 1 =0 (4.12)
Sue i—0c0 21"1 i—0c0 23’ ’ ’
Esta desigualdad, junto con (4.11), indica que las medidas consideradas son distin-
tas. O

4.3.3. Construccién de dos medidas que distinguen hojas

Para terminar, construiremos a partir de pi y pp otras dos medidas de proba-
bilidad invariantes de forma que las hojas genéricas con respecto a una y otra sean
distintas. Una vez construidas éstas, se pueden considerar medidas ergédicas con
las mismas propiedades, sin mds que elegir alguna de sus componentes ergddicas.

Teorema 4.32. Existen dos medidas de probabilidad invariantes v y vp tales que
1. vp-casi toda hoja tiene crecimiento lineal y dos finales;
2. vg-casi toda hoja tiene el mismo tipo de crecimiento que Geo y un final.

Supongamos que (i es una medida invariante construida mediante una sucesién
de Folner {F,}. Recordemos que la caracteristica de Euler de un grafo F,, denotada
por x(F,), es el numero de vértices menos el de aristas. Por otro lado, asociada a
la medida existe un ntimero real x(u) denominado caracteristica de Euler media de y,
que intuitivamente es la media (con respecto a ) de las caracteristicas de Euler de
las hojas. Los detalles pueden verse en la seccién 5 de capitulo 1 de [Con]. Segun
una versién combinatoria del teorema del indice (véase [Con] y [Ele]), deducimos
los siguientes resultados:

Teorema 4.33. Si la sucesion x(F,)/#F, es convergente, entonces

. X(Fn) _
nh_lgo WE, x(p).
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Teorema 4.34. Si el conjunto limite de F,, no contiene hojas compactas, entonces x(u) = 0
si y solo si pi-casi todas las hojas son euclideas.

Demostracion del teorema 4.32. Sea pp la medida definida mediante la sucesiéon de
Felner {P,}. Como P, es un drbol, su caracteristica de Euler es x(P,) = 1, luego

X(P)
— 0.
#P” n—oo
Aplicando los teoremas 4.33 y 4.34, deducimos que pp-casi todas las hojas son
euclideas, luego tienen 1 6 2 finales (véase §6.4 de [Ghy2]). Vamos a probar ahora que
el conjunto de hojas con dos finales tiene vp medida positiva y para ello recurriremos
a la poda de Rips ([Blal, Gabl]): para cada n € IN definimos el conjunto E, ¢ X de la
n-ésima poda como

En:{TEX|110:]R—>Trayotalquec(n):OET}.

Intuitivamente, estamos tomando de los drboles Z[T], las ramas de tamafio inferior
a n. Obviamente, la familia de estos conjuntos es creciente.

Por construccién, es obvio también que el conjunto X; de hojas con un final es
un subconjunto de |, E,,. Entonces

HPpNX—En) 3+1_ 3+1 1
#P Zo#p, T 237 +1 poo 2/

,U};;(X -E,) =

P P

ya que la linea horizontal infinita de P no desaparece en la poda. Por consiguiente,
teniendo en cuenta que X — E,, > X — E,;41, deducimos que up(X — JE,) > %

Si llamamos X al conjunto formado por las hojas con dos finales, la condicién
up(X7UXp) = 1 nos garantiza que 1p(Xo) > % Entonces definimos la medida vp por:

pp(B N Xp)
up(Xa)
para cada boreliano B de X. Por construccién, vp-casi toda tiene dos finales. Ahora

bien, segiin un resultado de G. Levitt (véase [Lev]) podemos asegurar de hecho,
tales hojas tienen crecimiento lineal de manera genérica.

vp(B) =

Razonando como en el caso anterior podemos probar que pg-casi toda hoja
posee también uno o dos finales. Por otro lado, el crecimiento de cualquier hoja que
interseque al conjunto A definido por (4.10) tiene el mismo tipo crecimiento que
G- En particular, el saturado de A estd contenido en el conjunto Xy, de las hojas de
crecimiento no lineal. Segun (4.11) tenemos que pg(Xnr) = pg(A) > 0. Como antes,
definimos la medida invariante v¢ por:

(BN Xni)
ve(B) = FOT SN
te(Xne)
para cada boreliano B de X. Segtn el resultado de G. Levitt mencionado antes las
hojas v-genéricas tienen dos finales y crecimiento no lineal. m]
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Capitulo 5

Dindmica en el espacio de
Gromov—-Hausdorff

Una relacién de equivalencia medible discreta es finita si todas sus clases son fi-
nitas. Estas relaciones poseen siempre un dominio fundamental, es decir, un boreliano
que corta a todas las érbitas en un tinico punto. Por lo tanto, las relaciones finitas
son siempre establemente orbitalmente equivalentes a la relacién de igualdad sobre
dicho boreliano.

Recordemos que una relacién de equivalencia medible discreta Z# sobre X es
hiperfinita (respecto de una medida casi-invariante ) si existe una sucesién creciente
de relaciones finitas %, C Z tales que Z[x] = U, en %nlx] p-casi todo x € X.

H.A. Dye ha probado en [Dye] que la relacién de equivalencia dada por una
accién medible de Z es hiperfinita con respecto a una medida invariante sin 4tomos.
En [SS], T. Slaman y J. Steel demostraron que de hecho

Z es hiperfinita si y s6lo si #Z proviene de una accién de Z.

Segtin un importante resultado de A. Connes, J. Feldmann y B. Weiss (cf. [CFW]), la
hiperfinitud equivale también a que % sea promediable, es decir, si existe un sistema
{my}xex de medias m, definidas sobre la clase #[x] tales que 1) m, = m, para cada
y € Z|x] y, 2) para cada funcién medible f : Z — R, m(f)(x) = my(f(x, -)) también
lo es.

En [Ser], C. Series prueba que la relaciéon de equivalencia inducida por una
foliacién de hojas con crecimiento polinomial sobre una transversal completa es
hiperfinita con respecto a una medida invariante. M. Samuelides en [Sam] prueba
que de hecho la relacién de equivalencia inducida es hiperfinita con respecto a
una medida transversa casi-invariante. Estos resultados indican que la dindmica
transversa medible de una foliacién de crecimiento polinomial esta representada
por una accién medible de Z.

Siguiendo un esquema similar, veremos que los minimales sin holonomia del
espacio de Gromov-Hausdorff 6(Z?) se comportan, salvo un conjunto de medida
nula, como sistemas dindmicos cldsicos. Como en el caso de los mosaicos eucli-
deanos [AGLY], ésta es una etapa clave para demostrar que la dindmica transversa
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de tales minimales estd representada por una relacién de equivalencia afable. Otro
ingrediente clave es el teorema 4.18 de [GPS2] (véase también [GMPS1]). Tanto en
el contexto medible, como en el contexto topolégico, la idea de inflacién descrita en
[BBG] nos permitird aclarar y simplificar los procesos seguidos por C. Series para
describir la dindmica transversa medible de las foliaciones con crecimiento polino-
mial, y por T. Giordano, H. Matui, L.E. Putnam y C.F. Skau [GMPS2] para estudiar
la dindmica topolégica de las acciones de Z? sobre el conjunto de Cantor.

5.1. Relaciones de equivalencia AF y diagramas de Bratteli

Sea Z una relacién de equivalencia r-discreta sobre un espacio localmente com-
pacto, Hausdorff y separable X. Supondremos ademds que Z es también un espa-
cio localmente compacto, Hausdorff y separable. En estas condiciones, la diagonal
A C X X X es un abierto cerrado de Z.

Definicién 5.1 ([GPS2]). La relacién de equivalencia & se dice que es compacta si
el conjunto #Z — A es compacto. De hecho, si X es compacto, la compacidad de la
relacién # equivale a la compacidad del espacio Z.

Lema 5.2 ([GPS2]). Una relacion de equivalencia r-discreta y compacta % sobre el espacio
X verifica que:

1. la topologia de Z coincide con la topologia inducida por X X X;
2. % es un cerrado de X X X y por lo tanto X/ % es Hausdorff y;

3. el cardinal de las %-clases es uniformemente finito, es decir, existe N € IN de forma
que #2%[x] < N para cada x € X.

Demostracion. 1. Dado que #Z — A es compacto, la inclusién: : Z - A — X X X es un
embebimiento. Como la inclusién sobre A también lo es.

2. Por otro lado, A es cerrado porque X es Hausdorff y % — A también lo es,
ya que es un compacto en un Hausdorff. En consecuencia, Z es un cerrado de
X x X. Ademds, dado un abierto U C X, su saturacién es el abierto s o r~1(U), y por
consiguiente la aplicacién cociente 7 : X — X/Z es abierta. Ahora, sean 7t(x) y me(y)
dos puntos distintos del cociente X/%. Como son distintos, el punto (x, y) pertenece
al abierto X X X # #, asi que podemos encontrar dos abiertos que separan x de y.
Las imdgenes por 7t de dichos abiertos separan m(x) de n(y).

3. Para cada par (x,y) € %, la proyeccién r : Z — X es un homeomorfismo de
un entorno de (x,y) € #Z en un entorno de y € X. Por la compacidad de Z — A,
podemos recubrirlo con un ntimero finito de estos abiertos. 5i N — 1 es el ntimero
de los abiertos del cubrimiento finito de Z — A, es obvio que #%[x] < N para cada
x € X. |
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Proposicion 5.3. Toda relacion de equivalencia compacta % sobre X es propia en el sentido
de [Ren2], es decir, el espacio cociente X/ % es Hausdorff y la proyeccion m : X — X/Z es
un homeomorfismo local. Reciprocamente, si una relacion propia cumple que mt : X — X/ %
es uno a uno fuera de un compacto saturado, entonces es compacta dotada de la topologia
inducida por X x X.

Demostracion. Por el lema anterior, sabemos que X/% es Hausdorff, basta compro-
bar que la aplicacién cociente es un homeomorfismo. Sea K = s(#Z — A) = r(% — A)
el compacto formado por la reunién de todas las clases no triviales. Evidentemente
7 : X = X/% envia X — K sobre su imagen homeomérficamente, ya que, esencial-
mente, sobre ese conjunto es la identidad. Podemos entonces reducirnos al caso
compacto. Recordemos que cada punto (x,y) € # admite un entorno abierto, de
forma que tanto s como r sean homeomorfismos de dicho entorno en su imagen. Por
la compacidad de %, podemos recubrirla por una familia finita U de estos abiertos.
Dado un punto x € X definimos el abierto

V:ﬂ{f(u)|xef(U)conf=séryUe‘L{}.

De la misma forma que en el caso de las acciones de grupos finitos, podemos
reemplazar V por un entorno mds pequefio tal que Z[y] NV = {y} paracada y € V.
En estas circunstancias, @ es un homeomorfismo restringido a V.

Veamos el reciproco. Observemos que Z — A ¢ ZX = s71(K) N r!(K), donde
K es un compacto tal que # es trivial sobre X — K. Asf que, como antes, podemos
reducirnos al caso compacto. Ahora bien, como X/Z es Hausdorff, Z es cerrada en
X x Xy por lo tanto compacta. O

Definicién 5.4 ([GPS2, Ren2]). Una relacién de equivalencia topoldgica % definida
sobre un espacio totalmente disconexo X se dice que es afable si existe una sucesioén
creciente de relaciones de equivalencia compactas %, tales que

R = U Ry

nelN

Si la topologia de # coincide con la topologia limite directo (es decir, un conjunto
U de Z es abierto si y s6lo si U N %, es abierto en %, para cada n € IN), entonces
la relacion % = lim %, se dice aproximativamente finita (AF de ahora en adelante).
Obsérvese que una relacion AF es siempre r-discreta.

Ejemplo 5.5. El ejemplo bésico de relacion AF es la relacion cofinal ya descrita
anteriormente. Si Sy = (Z/kZ)N, 1a relacién cofinal % dice que a y € Si son
cofinales si

aReof p &= AINeN|a, =p, ¥Yn>N.

Esta relacidn es afable, ya que podemos escribir Z..s como la unién creciente de las
relaciones %g{’) . dadas por

a #N

cof

B & ay=p, Yn=N. (5.1)
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Las relaciones de equivalencia afables estan intimamente relacionadas con los
diagramas de Bratteli, como se ve en los trabajos [GPS2] y [Ren2]. Recordemos esta
nocion:

Definicién 5.6. Llamamos diagrama de Bratteli a un grafo orientado 8 = (V, E), donde
los conjuntos de vértices y aristas admiten sendas descomposiciones V = | |,59 V,
y E = |l,50 Ex como uniones numerables disjuntas de conjuntos finitos no vacfos
tales que

= para cada arista e € E,;, su origen s(e) pertenece a V, y su rango r(e) a V,41;
= dado un vértice v € V,, siempre existe una arista ¢ € E, tal que s(e) = v.

Llamamos origen de B a cada vértice v tal que r~1(v) = 0. El diagrama es estdndar si
posee un solo origen (véanse [GPS2] y [Ren2]).

Consideremos 8 un diagrama de Bratteli, para cada origen v € Vi definimos el
conjunto

X, = {(eN, eN+1, - --) | s(en) = vy r(en) = s(ey41) para cada n > N}

de los caminos infinitos basados en v. Si lo dotamos de la topologia inducida
por la topologia producto de [],sn Ex, X, se convierte en un espacio compacto y
totalmente disconexo.

Definicién 5.7. El espacio de los caminos infinitos de B es la suma topoldgica

Xg = u X

v origen de B

Sobre este espacio es posible definir la relacién cofinal Z..¢ que identifica dos
caminos (en, en+1,---) ¥ (), €y q,---) € Xg siy sélo si existe m € N tal que e; = ¢
para cada i > m. Esta relacion de equivalencia también es afable ya que Zeof =
lim Z™  con
— “cof

Roos = {((eN,eN+1, N (O .)) |m>N,N, e, =e,¥n> m}

Este ejemplo es el tinico posible de relacién afable como muestra el siguiente resul-
tado:

Teorema 5.8 ([GPS2, Ren2]). Si % es una relacion de equivalencia AF sobre un espacio
totalmente disconexo X, existe un diagrama de Bratteli By un homeomorfismo WV : X — Xg
que define un isomorfismo entre Z y Xeof. Si X es compacto B puede tomarse estdandar.

Sea B un diagrama de Bratteli y mp = 0 < m; < --- < m, < --- una sucesién
de enteros positivos. Definimos la contraccién telescépica de 8 como el diagrama de
Bratteli 8’ = (V’,E’) donde V|, = V,,, y

E}y = {(€mys1, €m0, 0m,) | € € Eiy rles) = s(eisa) con i = myq +1,....,my = 1},
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Vzl..'

V
1 Contraccio’n
€ €5COpicy
Vo
Figura 5.1.

La contraccién telescdpica. En este caso m; = 2i.

siendo las aplicaciones r y s las obvias. Intuitivamente 8’ es un diagrama con menos
detalles que B, ya que se han eliminado los pisos intermedios entre V,,, y Vi, ¥
sustituido esa parte del grafo por los posibles caminos (véase figura 5.1). Es obvio
el siguiente resultado:

Proposicion 5.9. Sea B un diagrama de Bratteli y B’ una contraccion telescépica de B.
Entonces Xg y Xg son naturalmente homeomorfos y dicho homeomorfismo implementa un
homeomorfismo entre las relaciones cofinales en dichos conjuntos.

Por otro lado, cada diagrama de Bratteli define univocamente una C*-dlgebra
AF, es decir una C*-dlgebra que es limite de C*-dlgebras de dimensién finita [Bra].
Se construye de la siguiente manera: supongamos por simplicidad que 8 = (V,E)
es estandar, para cada vértice v € V tomamos M, (C) donde k(v) es el niimero de
caminos (finitos) entre el origen vy € V) y v. Definimos el dlgebra

Ay = @Mk(v)(c)r (5-2)

eV,

en la que existe una tinica norma con la que es una C*-dlgebra. Por definicién
tomamos Ag = C. Si {vy,...,7v;} = s(r"(v)) es obvio que k(v1) + -+ + k(v,) = k(v),
podemos definir la inclusién en diagonal de @121 Mi()(€) en My, (C). Lo que
define un homomorfismo inyectivo 7, : A, — A,+1. Definimos el dlgebra asociada

a B como
AF(B) = liigl(Anzin)-

También es posible hacer una construccién a la inversa, es decir, asociada a una
relacién AF tenemos un diagrama de Bratteli que nos presenta la informacién las
inclusiones del sistema inyectivo ([Bra]).

Un resultado de O. Bratteli (véase [Bra]) relaciona las equivalencias naturales
de dlgebras y de diagramas de Bratteli:

AF(8) es isomorfa a AF(8’) & Besequivalente a B'. (5.3)
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Si a cada par de relaciones AF % y %’, les asociamos sus diagramas de Bratteli 8y
B, entonces la proposicién 5.9 y (5.3) nos aseguran que

Z es isomorfa #' <= Besequivalente a B'.

Enresumen, cada relacién AF % define una C*-dlgebra AF salvo isomorfismo. Segtin
prueba A. Connes en [Con], esta C*-dlgebra coincide con la C*-dlgebra asociada al
grupoide Z.

G.A. Elliot ha probado en [Ell] que el primer grupo K-teoria ordenada es un
invariante completo completo para las dlgebras AF:

Teorema 5.10 ([ELl]). Dos C*-dlgebras AF son isomorfas si y sélo si sus grupos de K-teoria
ordenada son isomorfos.

En nuestro caso es sencillo calcular dicho grupo ([Con]), ya que, si A = AF(8)
para un diagrama de Bratteli B, entonces Ko(A) es el limite directo del sistema
inductivo

zVo o, gy L, e, B (5.4)

donde las aplicaciones I; estdn dadas por las matrices de incidencia entre los con-
juntos de vértices V;y Viyg.

5.2. Diagramas de Bratteli ordenados y el sistema de
Bratteli—Vershik

Un diagrama de Bratteli estdndar B es simple si existe una contraccién telescépica
B = (V',E’) de forma que s(r"!(v)) = V!, para cada v € V], con i > 0. En otras
palabras, las matrices de incidencia entre los pisos V] y V7 | no contienen ceros.
Esta condicién fuerza que en Xg no existan puntos aislados, y por lo tanto Xg es un
conjunto de Cantor. Ademads, implica que las clases de la relacién cofinal sobre Xg
son densas. El reciproco también es cierto. Por otra parte, un diagrama 8 es simple

siy sélo si el dlgebra AF(8) es simple, lo que a su vez equivale a que lo sea Ko(8).

Un diagrama de Bratteli ordenado B8 = (V, E, <) es un diagrama de Bratteli 8 = (V, E)
junto con un orden parcial < sobre el conjunto de aristas de forma que dos asistas
son comparables si y s6lo si sus rangos son iguales. En particular < es un orden total
sobre las aristas que tienen como rango un vértice fijo. Sean E™" y EM&X Jos conjuntos
de minimos y madximos respectivamente del conjunto parcialmente ordenado (E, <).

Definicién 5.11. Un diagrama de Bratteli ordenado simple 8 = (V,E,<) es un
diagrama de Bratteli ordenado tal que:

= B = (V,E) es un diagrama de Bratteli simple;

= existe un dnico camino xmin = (e1,€2,...) € Xg tal que ¢; € E™" para cada
i € N. De la misma manera, existe un tinico camino xmsx = (41,42, ...) € Xg tal
que a; € E™®™ para cadai € IN.
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Proposicion 5.12 ([GPS1, Skal). Si 8 = (V,E) es un diagrama de Bratteli simple, existe
un orden parcial < sobre E tal que B = (V,E, <) es un diagrama ordenado simple. Mds
atin, fijados x e x' € Xg tales que las aristas de x no pertenezcan a x’, y viceversa, podemos
encontrar un orden parcial < sobre E tal que X = Xmin € Y = Xméx-

Vamos a definir un homeomorfismo Ag : Xg — Xg de manera que la 6rbita de
x coincida con la clase Z[x], salvo si X = Xmax 6 X = Xmin. Por definicion Ag(xmax) =
Xmin. Por otro lado, tomemos (e, e2, . ..) € Xg distinto de xmayx. Como x # xmay, €xiste
n € Ntalquee, ¢ EmaX; denotemos por np el minimo natural para el que ocurre esto
y por f,, la arista inmediatamente superior de e, es decir, f,, es la menor arista del
conjunto totalmente ordenado r~(r(ey,)) C E,, tal que e, < f,,- Tomamos ahora las
aristas f; € E; con 1 < i < ng tales que r(f;) = s(fi+1) y que f; es el tnico minimo en
Y (f)), i-e. fifa, ..., fuo-1 €s el tinico camino minimo (con el orden lexicogréfico)
que termina en s(f,,,). Tomamos entonces Ag(e1, e2,...) = (fi, fa, .-+, fugs €ng+1,- - -)- Es
sencillo comprobar que A es un homeomorfismo sin puntos periédicos.

Definicién 5.13. La aplicacién Ag : Xg — Xg es la aplicacion de Vershik y el par
(Xg, Ag) es el sistema dindmico de Bratteli Vershik.

Ejemplo 5.14. Consideremos el diagrama de Bratteli 8 = (V,E) con V; = {x} y E,
con dos aristas que, obviamente, unen el tinico punto de V,,_; con el tnico de V.
Podemos entonces pensar en E, como en el conjunto de dos elementos {0,1} y
dotarlo de orden usual <. Asi, 8 = (V,E, <) es un diagrama de Bratteli ordenado.
Paraeste orden (1,1,1,...) es el camino maximal y (0,0,0,...) es el camino minimal,
ademads, la aplicacion de Vershik asociada no es otra que la suma de 1 en los enteros
2-4dicos, identificando el espacio Xg = S, de las sucesiones infinitas de ceros y
unos con los enteros 2-adicos Z;.

5.3. Descomposiciones por cajas y relaciones compactas

Sea (¥, .7) un espacio compacto foliado por grafos. En lo sucesivo llamaremos X
al conjunto de todos los vértices de las hojas de .Z, y # a la relacién de equivalencia
inducida sobre X.

Dado un compacto B foliado en producto, es decir, dotado de una carta local
@ : B — P x C, definimos su borde transverso o vertical como

dnB = (9P x O).

Definicién 5.15. Una familia finita de cartas locales 8 = {¢; : B; — P; X Ci};zl es
una descomposicion por cajas de X si

D1. X = UL, B,
D2. B;N Bj = dyB; N dyB; siempre que i # j.

Las propiedades de los espacios foliados por grafos nos garantizan ademas:
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D3. cada placa de B; corta a lo suma a una placa de B; paracada 1 <i,j<m,

D4. las transversales de B; y B j se intersecan en abiertos cerrados, es decir, dado
un punto x € dB;, el conjunto

P20 @i @7 ({x) x C) N B))
es abierto en T, siendo p; la segunda proyecciéon coordenada P; X C;.

Cada compacto B; se denominard caja. Diremos que B; es una caja adaptada si P;
contiene algtin vértice y dP; estd formado por puntos medios de aristas. En adelante
identificaremos B con la familia de compactos {B;}.

En el caso de mosaicos, las descomposiciones por cajas adaptadas eran aquellas
cuyas placas son motivos del mosaico (cf. [BBG]). La traduccién directa de esta
idea a grafos consiste en exigir que las placas sean grafos finitos. Ahora bien, la
propiedad esencial de las descomposiciones por cajas es que la transversal canénica
(obtenida al escoger puntos base para las losetas) no interseca al borde transverso.
Esta propiedad es la que permite definir una relacién de equivalencia sobre X.
Precisamente el hecho de que B; sea adaptada nos dice que dyB N X = 0. Esto nos
permitird, al final de esta seccién, construir una relacién compacta andloga al caso
de mosaicos (cf. [Gon]).

Observacién 5.16. Dada una caja B de una descomposicién por cajas B, el interior de
B se puede escribir como B = ¢~1(P x C) = B — d4B, 1o que nos indica que cualquier
transversal ¢! ({*} x C) es un compacto abierto de cualquier otra transversal que la
contenga. Un eje de B es una transversal completa cerrada para (X,.%).

Observacion 5.17. Una descomposicién por cajas adaptada a un espacio foliado por
grafos puede transformarse en una descomposicion por cajas adaptadas con placas
contrictiles sin mds que dividir las placas de las cajas en bolas centradas en los
vértices y de radio %, siempre y cuando no haya bucles en las hojas.

En general no existen descomposiciones adaptadas para cualquier espacio folia-
do por grafos Por ejemplo, sea .%g la foliacion lineal de T2 definida por la suspensién
de la rotacién Ry : e2™t — ¢2mt+0) Podemos pensar esta foliacién como un espacio
foliado por grafos, al considerar el producto de la arista [0, 1] por la circunferencia
! e identificar los extremos de las aristas mediante el giro Rg:

(T2,.Ze) = [0,11x 8'[(1,£) ~ (0, ¢ + 6).

En este caso, una descomposicién por cajas ha de reducirse a un compacto foliado
en producto y esto s6lo es posible si 6 € Q. El problema en este ejemplo radica en
que la transversal completa no tiene suficientes abiertos cerrados.

Ahora bien, si la transversal es totalmente disconexa, el problema anterior des-
aparece. Consideremos el espacio foliado dado en el ejemplo 3.8: tomamos el drbol
L* € T(Z) (cuyos vértices son los enteros no negativos y las aristas obvias) y la
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clausura del grafo Z[L*]. Este espacio foliado estd formado por dos hojas: la pro-
pia semirecta @[L*] y una hoja circular con un tnico vértice y una unica arista
@[Cay(Z)], sobre la que se acumula @[L*]. En una descomposicién por cajas adap-
tada la hoja @[Cay(Z)] deberia pertenecer completamente a una caja, pero debido
a que es portadora de holonomia, esto es imposible.

Si eliminamos la holonomia y exigimos que las transversales sean totalmente
disconexas, siempre es posible encontrar una descomposicién adaptada:

Teorema 5.18. Existen descomposiciones por cajas adaptadas para cualquier espacio com-
pacto foliado por grafos transversalmente O-dimensional y sin holonomia.

Demostracién. Sea (X,.#) un espacio foliado por grafos. Dado un vértice x € X
podemos considerar Py = B(x, %) la bola cerrada centrada en x de radio % Dado que
no existe holonomia, podemos encontrar un entorno abierto C, C X de x de forma
que

By = U E(X,%)LPXXCX

x'eVy

es un compacto foliado en producto. Como X es totalmente disconexo, podemos
suponer que, de hecho, Cy es abierto cerrado.

Ahora X es compacto y podemos extraer una subfamilia finita de {C,} que
cubra X. La denotaremos por {C;}! ;. Podemos suponer que los abiertos cerrados
C; son disjuntos con la técnica ya usada sustituyendo C; por C; — | j<i C;. Tomamos
entonces la familia de cajas adaptadas {B; = (pi’l(Pi x Cj)}, que es de hecho una
descomposicion:

D1. Tenemos que |J B; contiene todos los vértices y todas las bolas cerradas
centradas en ellos de radio %

D2. Es obvio que dos abiertos B; y B; distintos se intersecan sélo en el borde
(transverso), ya que no tienen vértices comunes. O

Asociada a una descomposicién por cajas adaptadas B, existe una relacién de
equivalencia Zg sobre X cuyas clases son las versiones discretas de las placas: dados
dos vértices x y x’ € X

x Zg x' & xyx’ pertenecen a la misma placa de una caja de 8.

Dicha relacién estd bien definida precisamente por que la interseccién de dos cajas
By B’ € B no contiene vértices.

Lema 5.19. La relacién Zg es compacta, r-discreta y abierta en Z.

Demostracién. Supongamos que # estd dotada de la topologia étale (similar a la
construida en la proposicién 3.18), en la que los grafos de las transformaciones de
holonomia

grafo(h) = O(domh, h) = {(x,h(x)) | x € dom h}
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forman una base de abiertos. Con esta topologia % es r-discreta. Luego, #Zg dotada
de la topologfa inducida por # es r-discreta.

Tomemos una caja B %, P x C. Para cada par de vértices vy v’ € P tenemos
definida una transformacion de holonomia entre los abiertos cerrados (p_l({v} x C)
y ¢ 1({v'} x T) de X dada por hyy o ¢~1(v,x) = ¢ '(v/,x). Este conjunto finito de
transformaciones lo denotaremos por Xp. Podemos escribir entonces

Ay = U U grafo(h)

BeB hely

y deducir que % es abierta en %. Ademads, los dominios de estas transformaciones
de Yp son compactos. Como B y Lp son siempre finitos, #3 es unién finita de
compactos, y por lo tanto compacta. O

Por definicién, cada Zg-clase es la interseccién de una placa de una caja de B
con la transversal X. Vamos a “discretizar” también la nocién de borde definiendo
el borde de una clase

Inslx] = {x' € ZIx] | d(x',0P,) < 1,

siendo P, la placa por x. Podemos describir este conjunto en términos de elementos
de holonomia. En efecto, cada arista de (X,.%) produce una transformacién de
holonomia de T, que diremos de longitud 1, y tendremos que:

OonZplx] = {x' € Z|x] | h(x) ¢ Zglx] para alguna h € T de longitud 1}

Definicién 5.20. El borde de Zg es el conjunto

amﬂg = U&%gg[x]
xeX

5.4. Proceso de inflacion

Nos proponemos adaptar aqui el proceso de inflacién descrito por J. Bellisard,
R. Benedetti y J.-M. Gambaudo en [BBG] al caso de espacios foliados por grafos.

Definicién 5.21. Sea (X, .#) un espacio foliado. Diremos que una descomposicién
por cajas B’ se obtiene por inflacion de otra descomposicion B si

I1. para cada punto x de la interseccién de una caja B € 8y una caja B’ € &, la
transversal local de B’ que pasa por x estd contenida en la transversal local de
B que pasa por x;

I12. el borde transverso de una caja B’ € B’ estd contenido en el borde vertical de
B, es decir, d3B’ € Upeg InB;
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I3. para cada caja B’ € B, existe una caja B € B que interseca a B’ de forma que
dnB’ NdyB =0.

Teorema 5.22. Sea (X, .%) un espacio compacto foliado por grafos transversalmente O-di-
mensional, minimal y sin holonomia. Supongamos que B es una descomposicién por cajas
adaptada de (X, F), entonces existe B’ una descomposicion por cajas adaptada que se obtiene
por inflacién de B.

Demostracion. Sea B = {B1, By, ..., B,} la descomposicion por cajas. Cada caja B; estd
foliada en producto mediante el homeomorfismo ¢; : B; —» P; x C;. Si B; y B j se
intersecan, podemos definir una (tinica) transformacién de holonomia y; j entre dos
subconjuntos abiertos y cerrados de C; y C;. Observemos que entonces el sistema
de generadores L = {y;;} del pseudogrupo de holonomia I' reducido al eje C = J; C;
de B, define una funcién de valencia continua (véase la ecuacién 2.2 del capitulo 2).
Consideraremos el pseudogrupo grafado (I', X) y la funcién distancia dy. = d sobre
las T-6rbitas. Sea D la traza sobre C de una hoja L. Tomemos un abierto compacto
C’ c Cy tal que para cada punto y de D’ = C’ N L tengamos que

d(y, D' - {y}) > 5. (5.5)
Definimos entonces las celdas de Voronoi para cada punto y € D’ como los conjuntos
Vy= {x eD | d(x, y) =d(x, D')}.

Como D es casi-isométrico a L, V, es necesariamente finito. Por otro lado, la condi-
cién (5.5) implica que ED(y, 2)cVyy ED(y, 2)NV, =0 paracaday €D’ - {y}. Sea
L, el conjunto de las I-palabras tal que para cada o € L, tengamos que o(y) € Vy,
con lo que podemos ver V, como el conjunto V, = {a(y) | 0 € L, }.

Por otro lado, podemos definir el siguiente conjunto compacto (y conexo) de L

Py={ ) Pe={ ) Pay, (5.6)

xeVy 0€Ly

donde Py es la placa de B que pasa por x. Como & es sin holonomia, para cada
y € C', existe un entorno abierto y compacto C}, ¢ C’ tal que cada conjunto o(C;)
estd contenido en el eje de una caja B;, € 8. Ahora

ILT

By = | Py = | i (Pow o))

y'eCy €Ly

es un compacto foliado en producto (dotado de la carta ¢, : Bj, — P} x C} in-
ducida por ¢; ): La condicién D4 de la definicién 5.15 nos dice que ¢, estd bien
definida y es continua. Por otro lado es sencillo ver que ¢, es biyectiva, y en conse-
cuencia un homeomorfismo (como biyeccién continua entre compactos Hausdorff).
Intuitivamente, B'y se obtiene al levantar P'y a las hojas vecinas.
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r /1
B’ B

B’ :B;Q B’

Figura 5.2.
Cuando dos cajas de intersecan lo hacen en otra caja. Ast es posible recortarlas y construir cajas que
se intersequen en el borde.

Como C’ es compacto, podemos cubrirlo con un ndmero finito de conjuntos C;,
que ademds podemos suponer disjuntos ya que C; — C’y, sigue siendo abierto y cerra-
do. Denotemos entonces por {C7, C; ..., C;} la familia de estos abiertos compactos y
B = {(plf :B] = PIxCl|1<i<k}las cartas foliadas construidas anteriormente.

Es obvio que por construcciéon 8’ cumple todos los requisitos impuestos salvo
el de ser una descomposicién por cajas, ya que en principio no cumple D2 de la
definicién 5.15. Veamos que si dos cajas se intersecan en un abierto podemos tomar
cajas mds pequefias para reparar los errores cometidos. En efecto, supongamos que
Bl', y B} se intersecan en el interior, i.e. Bl’. N B;. # da Bl’, Ndg B}. Entonces, tenemos una
transformacién de holonomfa y entre los ejes C! y C;. de los abiertos foliados B: y B;
El domino

domy =py 0 ‘P:-((P;-_l({*} X C;) N Bl’.),
es un abierto cerrado de C/. Ahora nos basta reemplazar B] por otro par de cajas.
Para ello dividimos C; dos abiertos y cerrados C; = C; —domy y C; = domy
que seran los ejes de las nuevas cajas. En primer lugar, definimos la caja le'l como
Bl’.1 = (p;’l(P; % Cy), que no interseca en el interior a B j- Para definir B;Z, hacemos
lo mismo tomando Blfz = (pl’.‘1(Pl’. X Cp) — B; Esto corresponde a eliminar de P’ las

placas de las cajas de 8B que pertenecen a B;.; en otras palabras, Bzfz = (p;‘l(Pz x Ca)
donde P; es el subgrafo de P} dado por

Py=| P |xevyyxe vy} = JPuy |0 €S,y o) ¢ B

siguiendo las notaciones de (5.6). Observemos que B, U B;. = Bl’.1 U Bl’.2 U B; (véase la
figura 5.2).

Como hay un ntimero finito de cajas en 8’ podemos eliminar las intersecciones
en el interior entre ellas en un ntimero finito de pasos, obteniendo asi una verdadera
descomposicién por cajas adaptada B” con las propiedades pedidas:

D1. Tenemos que L € Upeg B = Upregr B”, ya que las celdas de Voronoi
forman una particién de L. Como B” es cerrado en X, entonces X = Lc Ugreg B;
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D2. Por construccion, las cajas de 8" sélo se intersecan en el borde;

D4 e I1. Observemos que el eje de una caja de 8” es un abierto en el eje de una
caja de B. Como la interseccion de los ejes de dos cajas de B es un abierto (en cada
una de ellos) 1o mismo ocurre para los ejes de cajas de 8”;

I2. Como las placas P’ de una caja de B’ son unién de placas de cajas de B, el
borde de la placa P’ estd contenido en la unién de los bordes de placas de 8. Por lo
tanto, el borde transverso de 8 esta contenido en el borde transverso de 8’ y;

I3. Recordemos que cada placa P’ de 8’ es la unién de las placas de B de los
puntos de la celda de Voronoi V. Las placas P”” de 8" son las mismas que las de
#’ salvo cuando una celda de Voronoi vecina interseca a V. Si ése fuese el caso,
todos los puntos de la interseccién se hallardn a distancia mayor o igual a 2. Por lo
que placa de B por y se encuentra en el interior de la placa de 8” por y. Luego los
bordes transversos de las cajas correspondientes no se intersecan. O

Corolario 5.23. Sea (X, ) un espacio compacto foliado por grafos transversalmente 0-di-
mensional, minimal y sin holonomia. Entonces existe una sucesion de descomposiciones por
cajas {BD}en tal que sii < j, BY se obtiene por inflacion de BY.

A la luz del lema 5.19, asociada a la sucesion de descomposiciones adaptadas
(B}, tenemos una sucesién de relaciones de equivalencia étales y compactas %;.
Dado que las placas de cajas de B9 son unién de placas de cajas de B0 resulta
que la sucesién {Z#;} es encajada. Por lo tanto, asociada a la sucesién {BD} tenemos
una relacion Ze, = h_n} Z; AF y abierta en Z. Ademads, si % es minimal, %, también
lo serd. Ahora definimos el borde de %« como

I = () 002
ieN

La relaciéon Z., difiere, en general, de la relaciéon & inducida por la foliacién sobre
X. Si definimos .
A% = {x e X | Zulx] # ZIx]),

es obvio que:
AZOO C saturado(dp %) (5.7)

5.5. Dinamica medible en el espacio de Gromov-Hausdorff

En [Ser], C. Series prueba que cualquier foliacién de crecimiento polinomial
es hiperfinita con respecto a cualquier medida invariante. Usaremos un esquema
similar para probar que es posible construir una relacién afable Z., cuyo borde en
el sentido anterior es de medida nula, para cualquier medida invariante. De esta
forma probaremos que:

Teorema 5.24. Sea X la envoltura de un grafo aperiddico y repetitivo en el espacio de
Gromov-Hausdorff G(G, S) asociado a un grupo de tipo finito G de crecimiento polinomial
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respecto a un sistema finito de generadores S. La relacién de equivalencia % sobre X coincide
con una subrelacion abierta AF %o de % en restriccion a un Gs denso de medida total para
cualquier medida invariante.

Dividiremos la prueba de este resultado en una serie de lemas. Antes de comen-
zar, recordemos que dadas dos funciones f y ¢ : IN — IN monétonas y crecientes,
decimos que g estd dominada por f, y escribimos g < f, si existen constantes A, p > 1
y ng € N tales que g(m) < Af(pn) para cadan > ng.Si f < gy g < f decimos que f
y g estan mutuamente dominadas. Esto define una relaciéon de equivalencia y la clase
de una funcién es por definicién su tipo de crecimiento.

En el caso que nos ocupa, el crecimiento de cada o6rbita estd acotado por el
crecimiento del grupo G, ya que éstas son subgrafos de Cay(G). Es decir, si definimos
vy : IN = N como el nimero de elementos v,(n) = #B(x, n) de labola B(x, 1), entonces
v, < n para cierto grado d. Este hecho nos permite deducir el siguiente resultado:

Lema 5.25. Existe una sucesion de funciones continuas ng : X — IN tales que:

vx(an(x)) <
Ux(”q(x)) )
vx(nq(x) - r)

) o

(5.8)

para cada x € X y cadar € IN.

Demostracién. Como ya hemos dicho, existe d > 1 tal que vy < ni, ie. existen
constantes A, p > 1y np € N tales que v,(n) < A(pn)? = g(n), para cada n > ng. Por
un lado tenemos la razén

g(2n) B ApP2ind Yy
gn) — Apind T T

Ahora bien, para cada factor a > 1, tenemos que liminf, e % < aM, lo que

implica:

lim inf vx(2n) <M.
n—oo  ve(n)

En efecto, en caso contrario, existiria N > ng tal que v(2,) > aMuv,(n) para cada
n > N. Luego v (2%n) > ad Mo, (n) para cada k > 1, pero en tal caso

a4k u.(n) < v,(2kn) < g(an) = ng(n)

que implicaria que g(17) > a*v,(n) > ¥, que es absurdo. Por consiguiente, para cada
x € X, existe una creciente de naturales nq(x) tales que

U (2114(x))
o(ny(x))
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Dado que todas las hojas son de crecimiento subexponencial, cualquier sucesioén
de bolas centradas en un punto x contiene una subsucesién de Folner (respecto de
cualquier anchura de borde), es decir,

; vx(nq(x) - r)
lim ———= =1
7 0(ng(x)

paracadax € X. Por altimo, la funcién de volumen v : XxXIN — IN dada por v(x, n) =
#B(x, 1) es continua. Luego es posible tomar funciones n; : X — IN localmente
constantes. O

Diremos que una caja B = P X C es de anchura 2n si las placas P X {y} coinciden
con las bolas B(y, n). Para k < n definimos el borde (transverso) k-ésimo de B como

B = JoBly,n)
yeC

donde d* denota el borde k-ésimo natural
By, n) = {x € B(y,n) | 3g € G con longg(g) < k tal que 74(x) € B(y, n)}
= B(y,n) - B(y,n - k),
siendo 7, la traslacién por g.

Lema 5.26. Sea A un abierto cerrado de X tal que

v,(2n) <

vy(n) M

para cada x € A. Para cada 6 > 0, existe una caja B de anchura 2n tal que suejeC C Ay

H(B) > +-u(4) =,

para cualquier medida invariante p. Si ademds vy(n —r) < (1 — €)vy(n) para cada x € C,
entonces

(9} B) < eu(B).

Demostracion. La demostracion de este resultado es similar ala deloslemas2.5y 2.6
de [Ser]. Para cada grafo v € A, existe un entorno abierto cerrado C C G contenido
en A tal que, para cada par de traslaciones distintas 7, y 7 € I', se verifica que

T4(0) y T (0) € B(v,n) = 7,(C) N1 (C) =0 (5.10)

En efecto, dado que s6lo existe un ntimero finito de trasladados 74(v) = v—gsig € G
tiene S-longitud menor o igual que 21, podemos tomar C suficientemente pequefio
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para asegurar (5.10). Por lo que es obvio que podemos definir una caja B = P x C de
anchura 2n.

Para obtener una cota inferior de 1(B), llamamos C al abierto cerrado maximal

que cumple (5.10). Asi, A estd contenido en la unién de los trasladados Tg(E) por
elementos g de S-longitud menor o igual a 2n. En efecto, de existir v’ € A tal
que d(v’,C) > 2n, podriamos tomar un entorno C’ de v’ en A cumpliendo (5.10).

Podriamos reducirlo hasta a asegurar que TS(C) N7y (C’) = 0,sigy ¢ tienen longitud
menor o igual a n. Asi cuc cumpliria (5.10), pero C es el maximal con esta
propiedad.

Tomemos un abierto cerrado C cumpliendo (5.10) y tal que u(C) > ‘LL(E) - %6

para cada medida invariante u. Tenemos la caja B = P X C de anchura 2n que, por
la invariancia de la medida y (5.8), cumple

vx(?-n)

B(B) = 0@ > Z22 @) > ) > ()~ 5 (5.11)

Supongamos ahora v,(1n — r) < (1 — €)vy(n), equivalentemente 0 < vy (1) — v(n — k) <
evy(n). Teniendo en cuenta que

98 =|_Ja'Bly,m) = |_J(Bly,m) - By, n - )

yeC yeC

y que u es invariante por la accién del pseudogrupo de holonomia I' tenemos que

w(dkB) = f # By, m)xc(y)dp(y) < (vx(n) = 0.1 = B))u(C) < e0x(n)u(C) = ep(B).

donde y¢ denota la funcién caracteristica de C. O

Lema 5.27. Para cada abierto cerrado A C X, cadapar e,0 >0y cadar > 1existe N >0y
una union disjunta B de cajas de anchura a lo sumo N tales que su eje estd contenido en Ay

1
WB) > —pA) =6y p(}B) < eu(B).
para cada medida invariante.
Demostracién. Para cada x € X, existe una sucesion de nq(x) — oo tal que
vx(an(x)) < Ux(nq(x) - 7)
vx(nq(x)) Ux(nq(x))

si g > qo. Denotemos N(x) = n,(x) al menor de los términos de la sucesién que
satisfacen las condiciones (5.12). Puesto que las funciones 1, y la funcién de volumen
son localmente constantes, existe una descomposicién de X en un nimero finito

<g, (5.12)
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de abiertos cerrados X1, X,..., Xp junto con unas constantes N1, Nz,...,N, > 0
verificando (5.12) para cada x € X; y cada n; > N;. Podemos suponer que N, >
Np-1 2 --- 2 Ny. Por el lema 5.26, para cualesquiera € y 0 > 0, y cada r > 1, existe By
una caja de anchura 2N, cuyo eje C, estd contenido en A, = X, N A, cumpliendo

w(Bp) > %[J(Ap) - g y (9% By) < ep(Bp).

Siguiendo la notacién de la demostracién del lema 5.26, consideremos los abiertos
cerrados C, y C, C Ay. Si denotamos VZN,,(C) = UyEC B(y,2N,), tenemos

MitB) > (Vg (€5) > (Ve (€)= 5 > () =

esto se desprende de (5.11).

Consideremos ahora el abierto cerrado Ap-1= Vo, (Cp). Observemos que la me-
didade A, 1N Van(CP) C Vsz(Cp) estd acotada por Mp(B,). Aplicando el lema 5.26
otra vez, existe una caja Bp_l de anchura Np_l cuyo eje Cp_l C Ap_1 — Vsz(CP) tal
que

Mu(By-1) > [J(VZN;H (Cp_l)) > y(Ap_l - Vsz(Cp)) - g

Por recurrencia obtenemos cajas B; de anchura N; y eje C; € A; — ji VZN].(C ;) tales
que

0
Mu(B;) > ,U(VzN,-(Ci)) > [J(Ai - U VZN,-(C]‘)) “
j>i
Observemos que
Cin (U VZN/.(C/‘)) =0.
j>i

Luego Vn,(Ci)) N VN,.(C,v) =0sii < j. Pero Vy,(C;i) no es otra cosa que la caja B;, en
otras palabras B; N Bj = 0, parai < j. Ahora, B=B;UByU---U By, cuyo eje es
C=ClUCU---UC, C A, verifica

u(A) = p(Ay) + u(Ap1 0 Van, (C))) + Ayt = Va, (Cp)) + -

+ y(Ai N U V2N]»(C]')) + H(Ai - U VzN,-(Cj)) +ooe

j>i j>i

P P
+ y(A1 N U VzN]-(Cj)) + ,u(A1 - U VZNj(Cj))

=2 j=2

< Mu(Bp) + S + -+ Mu(Bq) + S = Mu(B) + ¢,
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teniendo en cuenta que A; N A;_; = 0. Por otra parte

P p
@B =Y @B <e ) u(By) = euB),
i=1 i=1

con lo que hemos probado el resultado. ]

Lema 5.28. Para cada € > 0y cada r > 1, existe N € IN y una union disjunta B de cajas
de anchura a lo sumo 2N tales que

uB)=>1-¢ y @9 B) < eu(B).

Demostracion. Fijemos 0 > 0y m € IN de forma que cumplan las siguientes relacio-
nes:

m—1

A (50 b1 w3
ofm_
1-6/m

o
a-o1-2)>1-e
m
Aplicando varias veces el lema 5.27, existen enteros positivos

N1 = N(@,6/m,6/m) >,
N; = N(N;_1 +1,6/m,6/m) > N;_1 +1 > Nj_q,

N,y = N(N,—1 +1,6/m,6/m) = Ny_1 +7,

y uniones disjuntas B; de cajas de anchura a lo sumo N;, tales que su eje C; estd
contenidoen X — ji B;,

1 5 ) 5
u(B;) > ]\—/Iy(X - U Bj) — y u(dB;) < a[,l(B{).
]>l

. Nictp «c +r . ..
Los conjuntos B; cumplen que B;NB; C d m} 'B jsij > i(véaselafigura5.3). Definimos
B! =B;— 81%] ~1B;, que obviamente sigue siendo una unién disjunta de cajas. Ademds
cumple que B/ N B; = (). Por construccién

w(BY) > u(By) - ”(92]"’131‘) > w(B;) — ‘u(alﬁ\]lifﬁr) > u(B) - ,U(alﬁ\]]iB,‘)

> (B~ u(B) = (1= Ju®).
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B; N;/2
—
B:
Ci :
i |
C] [C——
N;/2
Figura 5.3.

La interseccién B; N B;j no puede ser “muy profunda”.

Entonces,
ulx=JB;)=ul|x- | Bj)-Bina <(1—l)yX— LB 2
e N " M )
j>i i+l i+l
que implica
" 1V o) 1y 1\ 5 1\"
*‘(X‘]QBf)<(1‘A7) *a(;(l‘ﬁ))—(l‘ﬁ) emfi-(1-5) ) <o

de donde se deduce que u(B) = y(U;”:l B]') > 1 - 6. En consecuencia

u(B) = g‘y(B;.) S (1 - %)éy(zzi) > (1- %)y(M) S (1 - %)(1 _o)>1-c.

Por ultimo
m m Nt m N 6 m
’ r R/ j—1+7 i
OB = ) u@B) < ) @B < Y (@B < — ) u(B)
=1 j=1

j=1 j j=t

o/m - N O/m , )
1—6/m;”(3f)‘ 1_6/m,u(B)<€[,L(M).

Tomamos N = N,,. O

Proposicién 5.29. Existe una sucesion {%,}n,eN de relaciones de equivalencia r-discretas
compactas y abiertas en % y una sucesion mondtona de naturales {N,},>o tales que para
cadan € IN:

1. %, C Ry CX,;
2. six By x', entonces x' € B(x, N,,) v

3. y(x eX | B(x,N,_1) ¢ %n[x]) < 2%
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Demostracién. Aplicando el lema5.27 para ¢ = 3 yr = Ny = 1 existe una unién finita
disjunta de cajas By = B% u---u Bll<l de anchura méxima Nj, tales que

1 1 1
w(By) > 1~ 5 Y (@™ By) < zy(Bl) <3

Definimos #; de la misma manera que en el lema 5.19, usando la familia de cajas Ba.
Razonemos ahora por induccién y supongamos que hemos construido las relaciones
Z; y las constantes N; para i < 7. Aphcando de nuevo el lema 5.27 para ¢ = 2“+2 y
r = 2N,,, existe una unién disjunta de cajas Bn+1 B!

-UBF  de anchura, alo
n+1 n+1
sumo, N tal que

1
[J(aZN”BnJrl) < 2n+2 [J(BnJrl)

A 1
,U(BnJrl) =1- ﬁ y

271+2

Definimos entonces B,11 = B,.1 — am”Bn+1 =By - U: 1 82’”B1 . De esta manera
tenemos la desigualdad

1 1 1
[J(Bn+l - a Bn+1) = ,U(Bn+1) - (a Bn+1) >1- 2n+2 2n+2 =1- W
Basta definir la relacién %,,.1 como

X Fny
X Bni1 Y &= 6
X %y zey Xy wconzywenlamisma placa de B4
y definir N,41 = 2N. De la misma manera que en el lema 5.19, %, es r-discreta,
compacta y abierta en %, la relacién inducida por la foliacién. m]

Observacion 5.30. Las clases de #, son subgrafos conexos.

Demostracin del teorema 5.24. Sea %o, = lim %, obtenida en la proposicion 5.29. Por
las propiedades de la sucesion %, la relacion Z., es AF y abierta en %. Observemos
que el conjunto

A% ={reX|Zulx] # Zlx]}) = {re X |y e Z[x] : Vn € N, y ¢ %,[x]}

estd contenido en

ﬂ{x € X | B(x,Ny1) € (11}

neN
Tomando las p-medidas de estos conjuntos tenemos que

u(a% ) < lim p(x € X | B, Nyo1) € Zal]) = 0
por las propiedades de %,,. m]

Corolario 5.31. Sea G un grupo de tipo finito con crecimiento polinomial, dotado de
un sistema finito de generadores. La dindmica medible de la envoltura de cualquier grafo
aperiodico y repetitivo en G(G) estd representada por un sistema dindmico de Bratteli—
Vershik.
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5.6. El ejemplo de Ghys-Kenyon

Sean 7~ = 7(Z?) el espacio de Gromov-Hausdorff asociado al grupo libre abe-
liano Z? y (¥X,.7) el minimal de Ghys-Kenyon en 7~ obtenido como envoltura
de drbol de Kenyon. En §4.1 hemos probado que la aplicacién de codificacién
® : S; - Y<2 es un isomorfismo boreliano que definfa un isomorfismo entre las
relaciones Zqof y %. Recordemos que ®(a) era la unién creciente de una serie de ar-
boles finitos Tg,..q, donde @ = (a;)ien- El simbolo a,, indica en qué posicién relativa
de Tg,...a, se incluia el arbol anterior T, ..., ,. Esto puede representarse mediante el
siguiente diagrama de Bratteli

$

No es casual que este diagrama corresponda con el que describe la filtracién de Zof
por las relaciones compactas %, definidas como

a%,p < a;=pj paracadai>n.

Con este nuevo punto de vista, veremos que la relacién inducida por % sobre Y<?
es isomorfa a una relacion abierta y AF %o, de %, con ((dp %) = 0. De esta forma,
de acuerdo con (5.7), tendremos que y(AZ )=0.

5.6.1. Motivos finos

Para poder describir la dindmica topolégica de la laminacién de Ghys—Kenyon,
necesitaremos afinar la nocién de motivo introducida en §4.1.4.

Definicién 5.32. Un motivo fino es un par = (P, E) donde P es un motivo y E es un
conjunto finito de aristas. Decimos que un drbol T € 7 tiene al motivo fino P alrededor
del vérticev € Tsiv™'P C Ty v~ le ¢ T para cada arista e € E, y escribimos v~ 1P c T.
Dado Y ¢ 7, definimos el conjunto

Ypo={TeY|v'Pc T}.
La caja sobre P en Y es el conjunto
Yp = {T €Y | v™P C H para cierto vértice v € P}.
Obviamente Yp = Uyep Yo,

Es fécil comprobar que se tienen andlogos a los lemas 4.16, 4.17. Ademads, tene-
mos una version fuerte del lema 4.18:

Lema 5.33. Los abiertos cerrados Yop 1, forman una base para la topologia de Y.

93



Capitulo 5. Dindmica en el espacio de Gromov—Hausdorff

A A H A
“tei
5 8
“tete
Figura 5.4.

Los motivos bdsicos (de talla k = 2).

5.6.2. Larelacion AF Z,,

Fijemos un natural k que denominaremos talla. Tomamos como la familia de
motivos bdsicos de talla k a la familia de drboles finitos:

Bf = Br,.(2"1(1), 2%) - 2%+(),

Af,,, = Br (251x() + 2°(m), 2°) — 2*1x(0) + 2¥x(m),
conl=0,1ym=m(l) =1+1,]+3 mod 4. Denotaremos por C* a la bola Br_ (0, 2¥).

La familia de motivos finos bdsicos de talla k es
g (EE), A= (A EAD)

conl € {0,1}yq€{0,1,2,3}, y donde E(C) es el conjunto de aristas presentes en ck
que no estdn presentes en el motivo bdsico C de talla k. Pueden verse estos motivos
en la figura 5.4.

Veamos que a partir de las cajas sobre los motivos anteriores podemos obtener
una relacién % que proviene de una descomposicién por cajas (lema 5.19). Obser-
vemos en primer lugar que dados dos motivos finos bésicos de talla k distintos £ y
P e {f[;‘, B;‘ } tenemos que las cajas sobre ellos cumplen que Xp N Xpr C X g

Definicion 5.34. Decimos que dos arboles Ty T” € X estan % relacionados siy sélo
si existe $ un motivo fino bésico de talla k tal que

T-v=T -v €Xpy
donde v, € P — dP y P es el motivo asociado al motivo fino #.

Observemos que T y T’ pertenecen a Xp — Xcx . Es decir, Z[T] € Xp — Xc g
siT € Xp—Xcg. SiT € C*, %[T] = (T}. Ademas es evidente que %|y<: coincide
con la relacién inducida ®*%, definida sobre Y<2. Veamos que esta relaciéon de
equivalencia proviene de una descomposicién por cajas adaptadas:
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Lema 5.35. Existe una descomposicion en cajas adaptadas
k _ [pk Bk Ak Ak Ak Ak Ak
8" = (Bf, BY, At A%, A%, AL, CF)
tales que
BinX=Xg-Xay — ANX=Xg-Xay  CENX=Xay y  Bp=Re

Demostracién. Sea P = (P, E) un motivo fino bdsico cualquiera. Es obvio que el
conjunto

b= || BT
TeXp 7XCk/0

es una cajas naturalmente homeomorfa a Bp(0, 2k — %) X Xp 9. Ademds tenemos que
B[PINX = Xp — X Ademds, las cajas B[#] son dos a dos disjuntas. La clausura
del complementario de la unién de ellas también una caja:

Bicd= | | BT,H) — Br.(0,1) x X
TEXCk,O

También es trivial que B[CK]N X = Xcr - Sea B 1a descomposicién por cajas adapta-
das resultante. Dos arboles T'y T’ estdn Zg:-relacionados si pertenecen a la misma
placa de una caja B[#]. Pero entonces existe un tercer arbol T € Xp o y dos elemen-
tosvyv € T” talesque T—v =T —v' = T”. Pero es que ademds, vy v’ € P—JP, ya
que podemos identificar Z[T”’] con T”, y en consecuencia Z[T"’] conP-JP. O

Los motivos bdsicos presentan las reglas de inflaciéon que se muestran en la figu-
ra 5.5 (en términos de las descomposiciones, resulta que 8! cumple los axiomas I1
y 12 de la definicién 5.21 con respecto de B¥). Esto es suficiente para concluir que

1 CH CHC---CH.C---CH

es una sucesion creciente de relaciones compactas, r-discretas y abiertas en Z (le-
ma 5.19). Por lo tanto hemos construido una subrelacién abierta y AF % de %. El
diagrama de Bratteli asociado a la filtracién {#y} se muestra en la figura 5.6.

Observemos que si T ¢ Z[T«], entonces Z[T] = Zo[T]. Por otra parte

R Too] = Boo[Too + (1,0)] U Zoo[Too — (1,0)]
u %oo[Too + (O/ 1)] (] %oo[Too - (0/ 1)] U %oo[Too]/

es decir, la clase Z[T«] = Te se divide en los cuatro sectores que aparecen al
eliminar el origen de T«. Por lo tanto, el conjunto d3Z« es finito. De hecho,

Inos = T, Too +(1,0), Teo — (1,0), Tes + (0,1), Too — (0, 1)}.

Proposicion 5.36. El conjunto A:Z’;;m = X T«] es magro y de medida nula para la tinica
medida Z-invariante sobre X.
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o AL = Co+ AL+ A+ AY + BY

Al =Co+ A+ A + A + B

S AL = Co+ A+ A+ AL+ B

<

AL = Co+ AL + AL+ AL+ B

S Bl Co+ A+ AL + 2B

B% =Co+ A+ A +28

=

1. Cr = Co + 280 + 280

Figura 5.5.
Las reglas de inflacion para los motivos bdsicos.
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Figura 5.6.
Uno de los pisos en el diagrama de Bratteli asociado a la filtracion {Z}. De V; (piso de abajo) a Vi
(piso de arriba).

5.6.3. Afabilidad del minimal de Ghys—Kenyon

Segun el teorema 4.16 de [GPS2], la relacién de equivalencia dada por las 6rbitas
de una accién minimal de Z sobre el Cantor es afable. Esto permite probar este
resultado:

Lema 5.37 (corolario 4.7, [GPS2]). Sean % una relacién minimal AF sobre un espacio
compacto X y {x;} C X una familia finita de puntos. La relacion %' engendrada por Z y
x; ~ x;j es afable.

Demostracion. Basta probar el caso en que la familia se reduzca a dos puntos x e
y. Sea B el diagrama de Bratteli asociado a %, que sabemos ha de ser simple. Si
x Z y, # = Z y no hay nada que probar. Asi que supongamos que x e ¥ no
estdn Z-relacionados. Es decir, que sus caminos correspondientes x, y € Xg no son
cofinales. Basta ordenar las aristas de forma que x e y sean el maximo y el minimo
respectivamente. El sistema de Bratteli-Vershik correspondiente (Xg, 1) genera
precisamente la relacién #’ con sus 6rbitas. Segtin el resultado antes mencionado
[GPS2], #Z’ es afable. O

Aplicando este resultado a una versién modificada de Z., probaremos:
Teorema 5.38. La relacion % del minimal de Ghys—Kenyon es afable.

Demostracién. Como decfamos serd necesario modificar la relacién Z«, ya que no
es minimal. Para ello incluiremos el punto T, cuya Z«-clase se reduce a si mismo,
dentro de la Zw-clase de T — (1,0). Para ello modificaremos las relaciones % de
manera coherente. Asi, afiadiremos a las Z-clases correspondientes a las cajas E’S
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s

Figura 5.7.
Las nuevas clases modelo. Los puntos gruesos son los elementos de la clase.

y A'é el punto de X o de su izquierda. Es decir, afiadiremos a las cajas BS y A’é los
abiertos cerrados X gt ok ) Y X gt (2t g) ¥ s€ los eliminaremos a C*. Hemos reemplazado
625, e

las clases tipo anteriores por las que se muestran en la figura 5.7.
La nueva relacién de equivalencia %’ es AF, abierta en % y verifica que

9% = {Teo, Teo + (1,0), Teo + (0,1), Tes + (0, 1)}.
Ademds es minimal. Aplicando el lema 5.37, obtenemos que
B =H N (Teo ~ Too + (1,0) ~ Teo +(0,1) ~ Teo + (0,1))

es afable, donde %’ V %" es la relacion de equivalencia generada por Z’ y #”'. O

5.7. Dinamicatopoldgicaen el espacio de Gromov-Hausdorff

Segtin acabamos de probar, lalaminacién de Ghys-Kenyon es afable en el sentido
de que la relacién de equivalencia inducida sobre una transversal completa lo es.
La clave de la prueba estd en el hecho de que es posible construir una subrelacién
abierta AF de Z cuyo borde transverso es finito, pudiendo aplicar asi el lema 5.37. La
relacién de equivalencia Z. proporcionada por el teorema 5.24 no posee, en general,
un borde transverso finito. Ahora bien, este borde es Zw-fino (i.e. de medida nula
para cada medida Ze-invariante), y Zeo-¢tale (i.e. Zwoly -, €5 étale con la topologia
inducida). Esto permite aplicar el teorema 4.18 de [GPS2] que extiende el lema 5.39
usado en el caso del minimal de Ghys-Kenyon. De hecho, vamos a aplicar una
versién mejorada de este resultado demostrada en [GMPS1].

Antes de enunciar este resultado necesitamos recordar un concepto introducido
en[GMPS1]. Dadas dos relaciones Z y %’ topoldgicas r-discretas sobre un espacio X,
definimos Z*%’ como el conjunto formado por pares (x, y) € Z e (y,z) € #’, dotado
de la topologia inducida por % X #’. Definimos las aplicaciones s,r : Z * Z#" — X
como

(. @2)=x vy rfxy @2)=z

Definicion 5.39. Decimos que #Z y %’ son (mutuamente) transversas si Z %' = Ax
y existe un homeomorfismo h: Z « #' — %' + # de formaqueroh=rysoh =s.

Teorema 5.40 (teorema 4.6, [GMPS1]). Sean % una relacién de equivalencia minimal
AF sobre un conjunto de Cantor X. Sea Y un cerrado Z%-étale y %-fino de X y #' una
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relacion compacta étale sobre Y. St %’ es transversa a %, entonces existe un homeomorfismo
h: X — X tal que

1. hxW# NV R') =%

2. h(Y) es %#-étale y Z%-fino;

3. hly xhly : (Zly) vV Z' — Zln(y) es un homeomorfisimo.
En particular, Z N %' es afable.

Este resultado nos permite seguir un esquema similar a la prueba de la afabili-
dad del minimal de Ghys—-Kenyon, y concluir que la envoltura de cualquier &rbol
repetitivo y aperiédico de Cay(Z?) con un ntimero finito de finales es afable:

Teorema 5.41. Sea (X, %) la envoltura de un drbol repetitivo y aperiddico en el espacio de
Gromov-Hausdorff T(Z?). Si todas las 6rbitas tienen un niimero finito de finales la relacion
Z es afable.

Demostracién. Segun el teorema 5.24, existe %, una subrelacién abierta AF de #
tal que dpZo es de medida nula para cualquier medida invariante. Observemos
que si x € d3Z entonces existe s € S = {(x1,0),(0,£1)} tal que 75(x) ¢ Zoolx]. Por
lo tanto Z = % V %', siendo %’ la relacién generada por las aplicaciones sl 7. -
Para probar el resultado “dividiremos” %’ en un ntimero finito de relaciones %
sobre las que aplicaremos el teorema 5.40.

R es minimal. En principio, las Z«-clases son subarboles conexos e infinitos de los
arboles #|x]. Por hip6tesis estos drboles tienen siempre un nimero finito de finales,
luego Z«[x] contiene, al menos, a uno de los finales de Z[x]. Més atn,

ZNx] = Roolx1] U Roo22] U -+ - U o[ 1]
donde x; € Z[x] y k estd acotado por el niamero de finales de Z[x]. Como cada final
de Z[x] es denso, Z« es minimal.

Las relaciones %:. Cada elemento s € S determina una transformacién parcial de
Ry s
Qs = Ts|D5 :Ds — R,

donde D; es el abierto cerrado de 4%
Ds = dom s N dpFeo N T;l(im Ts N Qmﬁm).

Los conjuntos Ds y Rs pueden escribirse como unién disjunta finita de abiertos
cerrados: Ds = | |; Ay y Rs = |; B; tales que ¢ = @sl,: : Ay — B; es un homeomor-
fismo y AL N Bl = 0. Denotemos por G = grafo((pi) a la biseccién abierta cerrada
asociada. Como . es un abierto en %, G. = G| — %, es un cerrado, grafo de una
transformacién parcial @} = ¢i| i A’ - B’ entre dos cerrados disjuntos A’ y B’ de
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Al y B; respectivamente. Definimos las relaciones 2, sobre d;Z% como la relacién
generada por la transformacién ¢;. Obviamente existen un nimero finito de estas
relaciones.

Reo Yy L son transversas. Cualquier relacion de equivalencia es transversa a la relacion
de la identidad. Veamos que Zwl|7 5 = A Es suficiente ver que Zwl7 = A7
5. j s . , — S ,.5
En efecto, supongamos por reduccion al absurdo que existen x y x” € Af que estan
P-relacionados, i.e. ambas pertenecen al subgrafo conexo Zwo[x]. Observemos que
Z[x] es un drbol, y por lo tanto Zw[x] es convexo, es decir, el inico camino que une
x con x’ estd contenido en Zw[x]. Supongamos que T4(x) = x’ para cierto g € Z2,
Entonces

ALUBL"

T5(x') = Ts(Tg(X)) = Tg(Ts(X)), (5.13)

debido a la conmutatividad de Z2. Luego

d(Ts(x), Ts(x)) < longg(g).

Dado que Z[x] es un drbol, implica que 75(x) y 75(x’) pertenecen también al convexo

PHs[x], cosa que es absurda. En consecuencia Z| Tup = Azigcon lo que es evidente
S s s s

que %« es transversa a Z..

Z es afable. Reindiquemos la familia finita {(%;} como {#;}!,. Aplicando el teore-
ma 5.40 deducimos que % V #; es afable. Ademads, las clases de %, V % siguen
siendo conexas, por lo que podemos aplicar los razonamientos anteriores y concluir
que %, es transversa a %o, V % y volver a aplicar el teorema. En un ntimero finito
de pasos probamos que #Z = %o ¥V %1 N T2 V -+ NV Xy es afable. O

De hecho la demostracién anterior prueba algo mds: tenemos un homeomorfis-
moh; : X — Xtalqueh,’Xhi(%& VAEIN - NRi1) = Boo N FLV -V Z;. Por lo
tanto la composicién de todos estos homeomorfismos h = hy o hp o --- o h,, cumple
que (%) = %, es decir:

Teorema 5.42. La relacion %« es orbitalmente equivalente a la relacion Z.

La prueba del teorema 5.41 funciona sin modificacién para grupos abelianos, ya
que éstos son de crecimiento polinomial y (5.13) sigue siendo valida para ellos.
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Capitulo 6

Limites inversos

Dada la circunferencia §! = {z € C | |z| = 1} y la aplicacién f : §! — S! definida

por f(z) = z2, consideremos el sistema proyectivo $! L st L Sl... y su limite

inverso
X =1im(S", f) = {@) € [Tis0S" | 2 = z11).

Se trata de un fibrado localmente trivial de base 5!, cuya fibra es homeomorfa al con-
junto de Cantor, dotado de una laminacién minimal transversa a las fibras definida
por una accién libre de R. Este procedimiento se puede generalizar sustituyendo
gl por variedades compactas de dimensiéon p y f por submersiones entre ellas. En
todos estos casos, se sigue obteniendo un fibrado foliado cuya fibra es homeomorfa
al conjunto de Cantor (véase §11.3.A de [CnC]).

En [Wil], R.F. Williams utiliza los limites inversos para modelar los atractores
expansivos de difeomorfismos de variedades. En este contexto, se obtiene una in-
mersion expansiva f : M — M de una variedad ramificada M de manera que
X = liLn(M, f) posee una estructura natural de espacio foliado. Ademds f induce
una aplicacién sobre X que conserva la foliacién. Por su parte, J. Bellisard, R. Be-
nedetti y J.-M. Gambaudo prueban en [BBG] que las envolturas de los mosaicos
aperiddicos y repetitivos del plano son limites inversos de superficies ramificadas
planas. Usando el proceso de inflacién, que ya hemos comentado antes, R. Bene-
detti y J.-M. Gambaudo extienden este resultado a G-solenoides (i.e. laminaciones
transversalmente Cantor minimales y sin holonomia definidas por una accién libre
de un grupo de Lie G) en [BG].

La existencia de descomposiciones simpliciales muestra la similitud del caso
general con el caso de los mosaicos, lo que nos permitird dotar facilmente de una
estructura de limite inverso a cualquier laminacién de clase C! transversalmente
Cantor, minimal y sin holonomia (M, .£). De hecho, si dotamos al espacio ambiente
M de la topologia de las hojas, entonces M se convierte en una variedad de di-
mensién p = dim.%, cuyas componentes conexas son las hojas de .¢, y podremos
dotarla de una triangulacién por el procedimiento habitual. Fijada una métrica de
Riemann ¢ a lo largo de las hojas, la continuidad transversa de g nos permitird
asegurar que los simplices principales se agrupan en cajas simpliciales, es decir,
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subconjuntos compactos foliados en producto cuyas placas son simplices principa-
les de la triangulacién. De esta manera, obtenemos una descomposicién 8 de M en
cajas simpliciales que define simultdneamente triangulaciones sobre todas las hojas.
Se trata de la primera etapa de la prueba del teorema principal de este capitulo:

Teorema 6.20. Cualquier laminacion compacta de clase C' y dimension p, transversalmente
0-dimensional, minimal y sin holonomia es limite inverso de variedades ramificadas de
dimension p.

El cardcter minimal y la trivialidad de la holonomia de .# hardn posible abordar
la segunda etapa de la prueba que consistird simplemente en extender el proceso
de inflacién descrito en el caso de grafos (como adaptacion del proceso cldsico para
mosaicos, véanse [BBG] y [BG]). Obtendremos entonces una sucesién de descom-
posiciones en cajas simpliciales 8" tal que 8™ se obtiene por inflacién a partir
de 81V y 81 = B. Para terminar, el colapso de cada caja de 8" a una placa
proporcionard una variedad ramificada S, de dimensién p. Ademads, el proceso de
inflacién definird una inmersién celular f, : S, = S,—1. En esta situacion, resultard
fécil probar que M = 1<iLn(Sn,fn).

6.1. Descomposiciones simpliciales

Vamos a empezar afinando la definicién 5.15 antes de enunciar el resultado
fundamental de la primera etapa de la prueba.

Definicién 6.1. Sea (M, ) una laminacién de dimensién p modelada transversal-
mente por un espacio localmente compacto, metrizable y separable 0-dimensional
Z. Una familia de cartas locales 8 = {¢p; : B; = P; X C;}ic es una descomposicién por
cajas de M si

DO. B; es un compacto y C; es un abierto cerrado de Z.
D1. M = U Bi.
D2. B;N B;j = dyB; N dyB; siempre que i # j.
D3. Cada B;-placa corta a lo sumo a una Bj-placa para cada i, j € I.
D4. El cambio de coordenadas se escribe como
@;o <P]71|B,-nB,-(xj, yj) = (aij(xj), Uz‘j(]/j))- (6.1)

Es decir, B; y B; € 8B se intersecan a lo largo de abiertos y cerrados en las

respectivas transversales: para cada x € dPj, pa O(pi((p]fl({x} xC;)NB 1) es abierto

y cerrado en C;, siendo p; : P; X C; — C; la segunda proyecciéon coordenada.
Si las placas de B son p-simplices, la intersecciéon de dos se reduce a una cara comun

y las aplicaciones a;; son biyecciones afines. En tal caso diremos que 8 es una
descomposicién por cajas simpliciales (o una descomposicion simplicial) de (M, .L).
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Ejemplo 6.2. Sea p : 111(B) = Homeo(Z) una representacién del grupo fundamental
de una variedad B como grupo de transformaciones de Z. La laminacién que se
obtiene mediante la suspensién de p admite una descomposiciéon simplicial. En
efecto, sea .7 una triangulacién de B. Denotemos por T la triangulacién inducida
sobre la cubierta universal B de B. La descomposicién simplicial de la laminacién
horizontal B = {A X Z | A € 7} es invariante por la accién diagonal, luego pasa al
cociente en una descomposicién simplicial B de la suspensién.

Como ya hemos comentado, nuestro propésito es demostrar el siguiente resul-
tado, que extiende a las laminaciones transversalmente O-dimensionales de clase ct
el teorema de existencia de triangulaciones sobre las variedades diferenciables de

1
clase C*:

Teorema 6.3 (de existencia de descomposiciones simpliciales). Cualquier laminacion
de clase C' modelada transversalmente por un espacio O-dimensional posee una descompo-
sicion simplicial.

Supongamos que la laminacién (M, .¥) estd dotada de un buen atlas foliado A
de clase C! formado por cartas locales ¢; : U; — P; X X;. Aplicando la proposi-
cién 1.11, podemos suponer que las placas de A son bolas geodésicas de radio fijo
r < %Conv(f ) respecto de una métrica de Riemann completa g a lo largo de las
hojas, 1o que nos garantiza que son conjuntos geodésicamente convexos. De hecho,
si llamamos estrella de un punto x € M relativa a A a la unién Star(x, A) de las placas
de A que contienen a x, entonces Star(x, A) estd contenido en un conjunto convexo
para cada x € M, segtin la observacién 1.12. Sea U el recubrimiento subyacente
formado por los abiertos distinguidos U; donde 1 < i < n.

Si dotamos a M de la topologia de las hojas, més fina que la topologia de
partida, M se convierte en una variedad M de dimensién p = dim.# y clase C'
cuyas componentes conexas son las hojas de .. Esta variedad M estd dotada de la
métrica de Riemann g fijada antes. Podemos triangularla siguiendo el procedimiento
clasico:

1. Construccion del nervio del atlas: Sea V el recubrimiento abierto de M formado
por las placas de A, indicado por ], que constituye un refinamiento de U. El nervio
A (V) del recubrimiento V es un complejo simplicial que contiene informacién
combinatoria de dicho recubrimiento. Dada una sucesién finita de indices jy < j; <
-+ < ji, el k-simplice abstracto [jo, j1, . - -, ju] pertenece a A (V) siy sélo si las placas
correspondientes verifican P;, N---NP;, # 0. Este complejo .4 (V ) estd bien definido,

ya que la [-ésima cara [jo, j1,.--, ji,---, jk] de [jo, j1,-- ., jk] pertenece a A (V).

2. Construccion de una proyeccion de A (V) sobre M: La métrica de Riemann g define
una aplicacién IT : A(V) — M que permitird transportar la triangulacién. En
efecto, a cada placa P i € V contenida en un abierto distinguido U; € U, le asociamos
su centro TI([j]) = p; = (0, y) siendo y la coordenada transversa de la placa. Para
cada 1-simplice [f1, j2], sabemos queT1([1]) = p;, yI1([j2]) = p;, estén unidos por una
tinica geodésica minimizante y; ;, : [0,1] — X parametrizada proporcionalmente
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a la longitud de arco. Para cada t € [, j2] se define TI(f) = y;,,(x). Se continta
inductivamente, suponiendo que tenemos definida I'T paralos (k—1)-simplices. Sea x
un punto de coordenadas baricéntricas (ty, . . ., f) de un n-simplice A = [jo, j1, .-, jil-
Si x pertenece a alguna cara de A, su imagen Il(x) ya estd definida. Si no es asf,
hay una tnica recta que une jo = (0,0,...,0) con x. Dicha recta cortard a la cara
[j1,72,-- -, jxleny = (O, t/(A—ty), ta/(1=tg),..., t, /(1= to)). El punto I'l(y) pertenece
al conjunto Star(Il(jo), A), por lo que existe una tnica geodésica y : [0,1] — X tal
que y(0) = I1(jo) y (1) = I(y). En esta situacién, definimos Il(x) = y(1 — t). Luego
IT: A(V) = M es una aplicacién sobreyectiva y continua.

3. Construccion de una triangulacion de M: La imagen de los p-simplices de .4/ (V)
produce una familia de simplices de M, pero en general estos simplices no se
intersecan cara a cara, sino que lo hacen a lo largo de politopos geodésicamente
convexos. En cualquier caso, obtenemos una descomposicién de (cada componente
conexa de) M en politopos geodésicamente convexos. Por un procedimiento similar
ala subdivisién baricéntrica (véase [BH]), es posible triangular de manera coherente
estos politopos. Luego tenemos una triangulacién K de la variedad M.

En el caso boreliano descrito en [BH], las triangulaciones K; inducidas por la
triangulacién K sobre las hojas L € £ varian de manera boreliana (en el sentido
de que los centros de gravedad de los p-simplices de K forman una transversal
boreliana con la que K se identifica). Ahora es fdcil construir una descomposicién
en cajas simpliciales, llamadas pilas simpliciales en [BH], que generan la triangulacién
K de (M, .Z). En nuestro caso, la continuidad transversa de g mostrard también que
las triangulaciones K}, varfan de manera continua, aunque tendremos que refinar
algunos aspectos de esta construccién para garantizar que los simplices principales
de K se apilan en cajas simpliciales.

6.1.1. Existencia de un atlas adaptado

Si queremos que las triangulaciones K} varien de manera continua, hemos
de evitar que placas disjuntas contenidas en dos abiertos distinguidos puedan
cortarse de repente al desplazarlas transversalmente. Con ese propésito refinamos
los buenos atlas proporcionados por la proposicién 1.11 y la observacién 1.12).

Lema 6.4. Dada una laminacion £ de un espacio compacto M dotado de una métrica de
Riemann g completa sobre las hojas, existe un buen atlas foliado A tal que

Al. para cada punto x € M, la estrella Star(x, A) estd contenida en un convexo geodésico;
A2. las placas se intersecan dos a dos de manera transversa.

Demostracién. Para probar este resultado, partiendo de un buen atlas foliado A =
{pi: U = P x Xi};?:l cuyas placas sean bolas geodésicas de radio r < %conv(.i”)
(véase la proposicién 1.11 junto con la observacién 1.12), usaremos el método des-
crito por A. Phillips y D. Sullivan en la demostracién de la proposicién 4.1 de [PS].
La idea consiste simplemente en eliminar los puntos de tangencia sustituyendo
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/ 7/ / VA
/ / VA VA
// // H/
7/ 7/ - 7/
/ / 7 7
Z / /
Figura 6.1.

Se reemplaza un paquete de placas por otro de placas de mayores, eliminando la tangencia.

las placas por otras mayores (véase la figura 6.1). Sin pérdida de generalidad, po-
demos suponer que A es un refinamiento de un atlas del mismo tipo, es decir,
para cada 1 < i < n, existe una carta foliada @] : U] — P] X X! tal que u; c u;,
Pilu; = @i X; C X!, y P} es un disco concéntrico a P; de radio 2r. Puesto que el
atlas A satisface la condicién (A1), deberemos modificar por recurrencia los abier-
tos distinguidos U; hasta lograr que cumplan la condicién (A2). Evidentemente el
atlas parcial A; = {U;} satisface ambas condiciones. Supongamos pues que hay un
atlas foliado Ay_1 = {A1, ..., A;} con las propiedades del enunciado y que cubre el
conjunto U;:ll U;. Veamos que existe un atlas que cumple esos mismos requisitos
anteriores y que cubre al conjunto Ule u;.

Para cada y € X, se tienen dos posibilidades:

i) el borde de la placa de Uy que pasa por y interseca de forma transversa a los
bordes de las restantes placas de Ay_1,

ii) hay una placa de A_; cuyo borde interseca de manera tangente al de la placa
que pasa por y.
En el primer caso definimos P¥ = P. En el segundo podemos encontrar un ntimero

real r <7’ < 2r tal que el borde del disco de radio 7 (contenido en P; X {y}) interseque

de manera transversa a los bordes de las placas de Ajy_;. Definimos entonces como
PY dicho disco.

En cualquier caso, para cada y € X}, tenemos un disco PY X {y} cuyo borde interse-
ca transversalmente al de las placas de Ay_;. Ahora fijemos un entorno C, C C_y - X,’{
de y tal que los bordes de los discos PY X {z} intersecan transversalmente a los bordes
de las placas de Ay para cada z € C,;. Como X; es compacto, podemos recubrirlo
con un ndmero finito de abiertos Cy. Los denotaremos por Cy,Cy,,...,Cy, . Tene-
mos entonces la familia de abiertos foliados en producto Aj; = (pl’;l(Py' X C%.),
coni = 1,2,...,m. Observemos que los bordes de las placas de estos abiertos se
pueden intersecar tangencialmente entre ellas. Si esto ocurriese es porque PYi = PYi
y Cy N Cy/ # ( parai # j. Pero en este caso podrfamos sustituir A; y A; por A; U A;.
Por lo tanto, el atlas foliado A, = Ax_1 U {A141, Ajsz -, A} cubre Uf:o Uy y la in-
terseccién de los bordes de sus placas es siempre transverso. Como las placas estan
contenidas en bolas geodésicas de radio 2r, entonces cualquier estrella Star(x, Ay)
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estd contenido en una bola geodésica de radio < 87 < conv(.Z). Luego en un niimero
finito de pasos obtenemos el atlas buscado. m]

Si en la prueba anterior tomamos bolas de radio r < 11—6 conv(.%), entonces
podemos reemplazar la condicién (A1) por

AY’. para cada punto x € M, el conjunto Star(Star(x, A), A) estd contenido en un
convexo geodésico.

Si (M, .Z) es transversalmente 0-dimensional, entonces las transversales X; pueden
aproximarse por abiertos compactos disjuntos. Si dividimos los abiertos distingui-
dos de A mediante la descomposicién de sus transversales, obtendremos un nuevo
atlas foliado, al que seguiremos denotando Ay que ademds de las propiedades (A1)
y (A2) posee transversales compactas. Si U; y U; son dos abiertos distinguidos con
interseccién no vacia, entonces el dominio y el rango de la transformacién de holo-
nomia o;; que les corresponde es un abierto compacto. En resumen, hemos probado:

Lema 6.5. Dada una laminacion £ modelada transversalmente por un espacio O-dimen-
sional sobre un espacio compacto M, dotada de una métrica de Riemann g completa sobre
las hojas, existe un buen atlas foliado A para £ tal que

A1’. para cada punto x € M, el conjunto Star(Star(x, A), A) estd contenido en un convexo
geodésico;

A2’. las transversales locales son espacios compactos y;

A3’. los dominios de las transformaciones de holonomia entre dos abiertos de A son abiertos
y compactos en las transversales locales.

En las condiciones de cualquiera de los dos lemas anteriores, diremos que A es un
atlas foliado de (M, &) adaptado a g.

6.1.2. Nervio foliado de un atlas foliado

Intuitivamente el nervio foliado de un atlas foliado A es la reunién de los
nervios de los recubrimientos por placas de las hojas, o si se quiere de las distintas
componentes conexas del nervio .4 (V) del recubrimiento V de M. En el caso
de laminaciones modeladas transversalmente por espacios 0-dimensionales y de
atlas adaptados, esta descomposicién proviene de un espacio foliado por conjuntos
simpliciales A% (A), en el que las hojas corresponden a los nervios de las hojas del
espacio foliado. En este caso la aplicacién IT: .4 (V) — M corresponde en realidad
a una aplicacién foliada [Ty : A (A) — M. Para definir los espacios foliados por
complejos simpliciales basta adaptar la definicién 1.18 sustituyendo cada grafo por
un complejo simplicial:

Definicién 6.6. Sea X un espacio localmente compacto, metrizable y separable.
Llamamos atlas foliado de un espacio localmente compacto, metrizable y separable
X a una familia A de cartas locales ¢; : U; — P; X X; que satisfacen:
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1. P; es un complejo simplicial finito;
2. X; es un abierto de X;

3.silinU; # 0, el cambio de coordenadas se escribe como

@jo @i (xi,y) = (aij(xi/ yi),ffij(yf)),
siendo ai]-( -, ¥;) un isomorfismo simplicial entre subcomplejos de P; y P -

Las placas (pl.‘l(Pi % {*}) definen una descomposicién de X en complejos simpliciales
conexos, denominada foliacién por complejos simpliciales.

Como en el caso de espacios foliados por grafos, la estructura simplicial se
mantiene localmente. En ese caso, esto significa que la funcién de valencia es conti-
nua. Ahora, si X denota el conjunto de vértices, entonces X admite un atlas foliado
formado por estrellas Star(X;) de abiertos X; de X. Ademds es fdcil probar un re-
sultado andlogo a la proposicién 1.20 o construir su pseudogrupo o su grupoide de
holonomia como en §1.3.

Definicién 6.7. Sea A = {¢; : U; — P;xX;}! | unatlas de (M, £) adaptado a g. Deno-
temos por o;; la transformacién de holonomfa asociada a los abiertos distinguidos
U; y U;. Definimos el nervio foliado de A, que denotaremos por .4z (A), describiendo

sus subconjuntos foliados en producto:

k k
lio, i1, ..., ik] X X C Nep(A) = ﬂ U, #0y X C ﬂ dom gy, 6.2)
1=0 =0

con ip < iy < --- < iy. En particular, [ip, i1, ..., ] pertenece al nervio .4 (U) del
recubrimiento subyacente U en sentido cldsico. De manera equivalente, para cada
punto y € X, [io, i1,...,i] X {y} pertenece al nervio .4 (V) del recubrimiento por
placas V de M. Dotaremos a .4 (A) de la topologia débil de manera que A C
N (A) es abierto siy s6lo si AN ([ig, i1, . . ., ix] X X) es un abierto para cada sucesién
finita ip < i; <... < i} y cada abierto X de ﬂ;‘zo dom oy,

Lema 6.8. Silas transversales locales X;y los dominios de las transformaciones de holonomia
0;j son compactos, entonces Ny (A) es un espacio foliado por complejos simpliciales.

Demostracién. Para cada simplice A = [i, i1, ..., i] € A (U), consideremos el con-
junto A X X € A (A) asociado al abierto X = ﬂlffzo domoj;; de X;,. Por hipétesis,
X, es también compacto. Para comprobar que las cajas A X X, forman una des-
composicién en cajas simpliciales basta ver que la estructura simplicial se mantiene
en un entorno de los vértices. Fijemos pues un vértice x perteneciente al conjunto
[]] x X; y ala caja A X Xa. En lo que sigue identificaremos cada conjunto de vértices
[i]] x X; con X;. Ahora X; interseca a la caja A X X, en el conjunto

XZ =X;N(AXXp) = Gioi(XA N dom Gioi)
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Para cada punto y € X3, el simplice A X {y} pertenece a la estrella Star(y, A). Por lo
tanto, si tomamos la interseccion (cgtar(x 1) X, aseguramos que

Star(x, A) x {y} c Star(y, A)

para cada punto y € (acstar(x, 7 X4 Ahora bien, no podemos asegurar que estas
estrellas no contengan nuevos simplices. Para solucionar este problema bastard con
reducir el entorno de x tomando

X, = ﬂ X% - U X%
A€Star(x,A) AeN (U)-Star(x,A)

Como el recubrimiento U es finito, el nimero de simplices de .4 (U) es finito y
en consecuencia X, es un conjunto compacto y abierto en X;. Ahora, para cada
punto y € X, tenemos que Star(y, A) = Star(x, A) X {y}, con lo que queda probado
el lema. m]

Observacion 6.9. Si dotamos a .4 (A) de la topologia de las hojas, recuperamos el
nervio A4 (V).

6.1.3. Del nervio foliado a la laminaciéon

Segtin hemos recordado, la métrica de Riemann g permite definir una aplicacién
sobreyectiva y continua IT: .4'(V) — M. Nuestro propésito es mostrar que aquella
aplicacion proviene realmente de una aplicaciéon sobreyectiva y continua I1¢ :
Ny (A) = M cuando se sustituye las topologias de ambos espacios foliados por las
topologias mds finas de las hojas. Aunque la definicién de ambas aplicaciones es
por consiguiente la misma, puede resultar conveniente explicitar la construccién y
fijar la notacioén:

0-simplices: Para cada vértice [i] x {y} € [i] x X, se define IT»([i] X {y}) = x, donde el
centro x = (pl.‘l(O, y) € M de la placa ¢~ !(P; x {y}) puede identificarse con el punto
y € X, realizando X; como subespacio cerrado de M. Obviamente Ty es continua
en restriccién al 0-esqueleto de A»(A).

1-simplices: Consideremos un punto (s, y) del simplice [i, j] X {y} C [i, j] x domo;;
con i < j. Las propiedades de A nos dicen que las imdgenes por IT¢ de [i] X {y} y
[71 X {0ij(y)} estan contenidas en un convexo geodésico, ya que U; N U; # 0. Luego
existe una tnica geodésica minimizante parametrizada proporcionalmente a la
longitud de arco yl.y], : [0,1] — M que une el punto TT#([i] x {y}) con IT#([j]1x{0;;(y)}).
Definimos entonces IT#(s,x) = yiyj(l — to(s)) = y;‘j(tl(s)), siendo t;(s) es la i-ésima
coordenada baricéntrica de s. Obviamente IT» estd bien definida y es continua
sobre el 1-esqueleto de .4 (A).

k-stmplices: Supongamos que Iy estd definida sobre los (k — 1)-simplices de manera
continua. Consideremos un k-simplice A X {y} = [io,i1,..., 3] X {y} € A X Xa con
ip < i1 <...<iyyunpunto (s, y) # [ip] x{y}. Fijemos la tinica recta que une el origen
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[ix]

i1]

Figura 6.2.
El punto y(s).

[ig] con s en A. Esta recta corta a la 0-ésima cara doA = [iy, i3, ..., ] de A en un tinico
punto y(s). En coordenadas baricéntricas tendremos que

_ t1(s) ta(s) ti(s)
ye) = (0’ T—tos) T—tos) "1 tg(s))'

siendo t(s) la i-ésima coordenada baricéntrica de s. Puesto y(s)x{cj,;, (x)} pertenece al
(k—1)-simplice doA X {ajyi, (x)} € oA X ﬂ;czl dom o4, conocemos I (y(s) X {oi,i, (y)}).
Como las placas de los abiertos coordenados Uy, Uy, . . ., Uy se intersecan en la hoja
que pasa por y (véase (6.2)), estdn contenidas en un convexo geodésico. Luego
existe una tinica geodésica minimizante y% i [0,1] — M que une IT([ip] X
{y}) con T1»(y(s) X {0, (y)}). Definimos TT1 (s, y) = y;‘o ..... ik(l — to(s)). De nuevo, por
construccidn, la aplicacién I1» estd bien definida y es continua sobre sobre el k-
esqueleto de A (A).

Por recurrencia, en un ndmero finito de pasos, obtendremos una aplicacién
continua ITy : A% (A) — M. Resulta obvio que si dotamos a A (A) y M de
la topologias de las hojas, la aplicacién IT¢ coincide con la aplicacién continua
IT: A4 (V) - M. Esto nos garantiza que la aplicacién ITy es sobreyectiva (por serlo
IT) y foliada (en el sentido de que lleva hojas en hojas). De hecho, el espacio M estd
recubierto por las imdgenes de los simplices de dimensién p = dim .7, es decir, la
aplicacion I1¢ sigue siendo sobreyectiva en restriccion restringida al p-esqueleto, ya
que la imagen de un simplice de dimensién p +1 es igual a la unién de las imdgenes
de sus caras propias.

6.1.4. Descomposicién simplicial

El propésito de esta seccién es demostrar el teorema 6.3 de existencia de des-
composiciones en cajas simpliciales. La prueba se haréd en tres etapas:

i) En la primera etapa, observaremos que las imdgenes de algunos simplices de
A (V) pueden ser degeneraradas, aunque una pequefia modificacién en la eleccién
de los centros de las placas nos permitird demostrar el siguiente lema:

Lema 6.10. La aplicacién I1: A (V) — M es inyectiva en restriccion a cada p-simplice y
por consiguiente la imagen por Iy de cada caja simplicial A X Xy de N (A) es una caja
simplicial de M.
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ii) Como consecuencia del lema anterior, el espacio M es recubierto por una familia
de cajas simpliciales. Lamentablemente no se trata de una descomposicién simpli-
cial, ya que las imdgenes de dos simplices pueden intersecarse en algo mds que
las caras. No obstante, tal y como indicamos al inicio, obtendremos descomposi-
ciones de las hojas en politopos geodésicamente convexos. De hecho, tendremos el
siguiente resultado:

Teorema 6.11. Cualquier laminacién de clase C' modelada transversalmente por un espacio
0-dimensional posee una descomposicion en cajas con placas geodésicamente convexas.

iii) La dltima etapa consiste justamente en la prueba del teorema 6.3 de existencia
de descomposiciones simpliciales. Dada una descomposicién por cajas cuyas placas
sean politopos geodésicamente convexos, basta considerar sus centros de gravedad,
que forman una transversal completa, y unirlos con las caras de cada uno de los
politopos para descomponer cada caja en una unién finita de cajas simpliciales.

Demostracion del lema 6.10. Consideremos una caja A X Xp C A (A) siendo A =
lio, i1, ..., iy] un p-simplice de .#"(U). La proyeccién ITy : A x X5 — M se levanta
en una aplicacién afin Y : A x Xx — T(Z) que hace conmutativo el diagrama:

AX Ty L =T(Z)
Mo iexp
M

En efecto, puesto el conjunto Star(x, A) estd contenido en una bola geodésica de
radio suficientemente pequefio, podemos definir

Y(lir] x {x}) = exp™ (T ([il] X {x})) € Te(Ly)

paracadal=0,1,...,p. En particular, Y([ig] X {x}) = 0y las rectas que lo unen con
los vectores Y([;] x {x}) son enviadas por exp sobre las geodésicas correspondientes.
El conjunto Y(A X {x}) es el cierre convexo de las imédgenes por Y de los vértices
de A x {x}. En general, no se trata de un p-simplice, ya que esto s6lo ocurre si las
aplicaciones Y y IT¢ son inyectivas. Llamemos By como el conjunto de los punto
x € X, tales que Y (o de manera equivalente IT«) no es inyectiva sobre A x {x}. Para
concluir, nos basta modificar X hasta conseguir que Bx = 0.

Observemos en primer lugar que el conjunto B es compacto y fijemos un punto
x € Ba. La propiedad (Al’) nos dice que podemos tomar un pequefio entorno
abierto y cerrado X, C X;, de x que se puede realizar como transversal local de un
compacto foliado en producto (homeomorfo a Py x X,) y verifica que

Iy (Star(Star([io] X {y}, A), A)) € Py X {y)

para cada y € X,. También podemos suponer que la estructura simplicial se man-
tiene, en el sentido de que Star(y, A) = Star(x, A) para cualquier y € X,.
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Figura 6.3.
En la caja de la figura, la tapa superior no cumple la propiedad (P).

Por otra parte, dados los puntos IT ¢ ([i;] X {x}) = ¢j,;,(x) conl = 1,...,p, podemos
encontrar nuevos puntos x/,...x;, tan cercanos a los anteriores como queramos,
tales que

las imdgenes reciprocas por la aplicaciéon
exponencial exp forman una base de Ty(Ly).

(P)

Luego el cierre convexo de la familia formada por estos vectores y el vector 0 es un
p-simplice. De hecho, podemos hacerlo sin necesidad de modificar aquellos puntos
que ya satisfacen la condicién (P). De manera precisas, si un simplice A’ X {x’} inter-
seca a A X {x} y verifica x" ¢ By, entonces los vectores Y([ig] x {x'}), ..., Y([i,] X {x"})
correspondientes a los vértices comunes [ig] x{x'}, ..., [i] x{x'} serdn linealmente in-
dependientes y se podrdn completar en una base de Ty(L,) afiadiendo simplemente
los vectores exp™!(x]_s), ..., exp‘l(x;). Siempre podremos suponer que estos pun-

tosx; ,,...x, pertenecen a la placa Py.

Para concluir hemos de ver que esta situacién se mantiene en un entorno de x,
es decir, podemos sustituir los puntos x] por una familia de transversales locales
X] € Py X Xy que se proyectan sobre un mismo abierto y cerrado X} de X, y cuyas
trazas con las placas satisfacen siempre la propiedad (P). Habida cuenta de la finitud
de A (U) y de la compacidad de By, podremos reducir todos los conjuntos B, al
vacio en un ntimero finito de pasos. m]

Demostracion del teorema 6.11. Como consecuencia del lema anterior, la aplicacién
[Ty : Np(A) - M permite transportar la descomposicién canénica en cajas simpli-
ciales de .#(A) en una descomposicién de M en cajas cuyas placas son politopos
geodésicamente convexos. En efecto, dadas dos cajas simpliciales A X X y A" X X/
de A (A) cuyas imdgenes por IT, se corten, el lema anterior nos permite iden-
tificar cada una de ellas con su imagen por IT¢. Llamemos ¢ a la transformacién
de holonomia correspondiente definida sobre un abierto y cerrado Xanas de Xa. La
interseccién de las imédgenes de A X X y A’ X X no estd foliada en producto, ya
que el nimero de vértices v(x) del politopo obtenido como interseccién de las placas
[T (A X {x}) y [T¢(A" X {o(x)}) puede crecer en el entorno de un punto x € Xana'.
Ahora bien, usando las mismas técnicas de la prueba del lema 6.10, podemos supo-
ner que la aplicacién v : Xaonp» — IN es continua. En tal caso, las imadgenes inversas
de los distintos valores proporcionan una particién finita de Xxna- en subconjuntos
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abiertos y cerrados que se pueden realizar como transversales locales de compactos
foliados en producto. o

Demostracion del teorema 6.3. Segun el teorema anterior, el espacio M se descompone
en la unién de una familia finita de cajas cuyas placas son politopos geodésicamente
convexo. Dada cualquier caja de este tipo, podemos triangular las placas fijando
una transversal local formada por sus centros de gravedad y uniendo éstos a los
bordes de las placas mediante geodésicas. Logramos asi descomponer la caja en una
unién de cajas con placas simpliciales, aunque no nos aseguramos que los cambios
de carta sean afines. Ahora bien, para ello, nos basta modificar la aplicacién ITy
reparametrizando cada una de las nuevas cajas simpliciales. O

6.2. Inflacion y limites inversos

Nos proponemos mostrar aqui que los resultados de J. Bellisard, R. Benedetti y
J.-M. Gambaudo sobre la existencia de estructuras de limite inverso para envolturas
de mosaicos aperiédicos y repetitivos del plano [BBG] y G-solenoides [BG] siguen
siendo vélidos para cualquier laminacién transversalmente Cantor, minimal y sin
holonomia. En esta segunda etapa de la prueba, comenzaremos observando que el
proceso de inflacién descrito en estos trabajos se extiende inmediatamente a nuestra
situacion.

6.2.1. Inflacion

Definicién 6.12. Sea (M, .¥) una laminacién modelada transversalmente por un
espacio localemente compacto, metrizable y separable 0-dimensional. Diremos que
una descomposicién por cajas B’ se obtiene por inflacion a partir de otra descompo-
siciéon B si

I1. para cada punto x perteneciente a la intersecciéon de una caja B € 8y una
caja B' € #, la transversal local de B’ que pasa por x estd contenida en la
transversal local de B que pasa por x;

I12. el borde vertical de una caja B’ € B’ estd contenido en el borde vertical de B,
es decir, dyB’ € Upeg dnB;

I3. paracada cajaB’ € 8, existe una cajaB € Btalque BNB’ # 0y dB’NdyB = 0.

La condicién (I1) nos dice que el cambio de coordenadas entre las cajas de 8'y
#’ estd dado por laigualdad (6.1) de la definicién 6.1. La condicién (12) implica que
las B’-placas son uniones de B-placas. Por tltimo, la condicién (I3) garantiza que
cada placa de 8’ contiene una placa de 8 en su interior. Repitiendo el argumento
usado en el caso de espacios foliados por grafos (véase el teorema 5.22), obtenemos
el siguiente resultado.
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Teorema 6.13 ([BBG],[BG]). Sea (M,.%) una laminacién compacta transversalmente 0-
dimensional, minimal y sin holonomia. Supongamos que B es una descomposicion por cajas
de (M, 2). Existe otra descomposicion B’ que se obtiene por inflacién a partir de B.

Corolario 6.14. Sea (M,.Z) una laminacién compacta transversalmente 0-dimensional,
minimal y sin holonomia. Supongamos que existe una descomposicion por cajas B de M.
Existe una sucesion de descomposiciones por cajas {B™}ien tal que BV = By B+ se
obtiene por inflacién de B™.

Ademds es posible tomar la sucesién de descomposiciones 8" de forma que la
interseccién de los ejes ()50 Upegm Cp se reduzca a un tinico punto.
6.2.2. Variedades ramificadas y aplicaciones celulares

Si consideramos una sucesién de descomposiciones simpliciales BM de (M, %) y
colapsamos cada una de las cajas simpliciales en una de sus placas, obtendremos una
sucesion de CW-complejos S,, con buenas propiedades. El objetivo de esta seccién
es recordar la definicion de variedad ramificada introducida por R. F. Williams
[Wil]. Intuitivamente se trata de un CW-complejo que tiene espacio tangente en
todo punto como se muestra en la figura 6.4.

Definicion 6.15 ([Wil]). Una variedad ramificada de dimensién p y clase C" es un
espacio localmente compacto, metrizable y separable K junto con

1. una familia de cerrados {U;} de K;
2. una coleccién finita {D;;} de cerrados de U; tales que U D;; = U;;
3. una aplicacién ; : U; — DP,
satisfaciendo las siguientes condiciones:
Bl. U;U; =K;
B2. 1] D D;j — IDP esun homeomorfismo;
B3. los cambios de coordenadas 1); o l/}JTl son difeomorfismos de clase C'.

Se llama parte singular de K al conjunto Sing K formado por aquellos puntos que no
poseen un entorno homeomorfo a un disco.

Como las variedades usuales, las variedades ramificadas poseen un espacio
tangente bien definido. En restriccién a cada disco D;; tenemos el espacio tangente
TD;; = (ybi|D,].)*T]DF’ ={x,v) | v e Ty,»RP} inducido por ybiID,].. Sobre la unién
disjunta | |;; TD;; definimos la relacién de equivalencia ~ dada por

(x,v) € TDZ‘}‘ ~ (y, w) € TDy & x= yy (1#1 o 1/);1)*(W) =v.
Definici6n 6.16. El cociente TK = | |;; TD;j/~ es el fibrado tangente de K.
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OO\ >

Figura 6.4.
Algunas variedades ramificadas
De forma similar se pueden definir otros fibrados naturales sobre K.

Definicién 6.17. Dadas dos variedades ramificadas K y K’ de clase C" y una aplica-
cién continua entre ellas f : K — K’, diremos que f es de clase C" si

W e w
1. la aplicacién fl’; : {(Djj) Djj U; — DV es de clase C';

2. siparacadax € K, los gérmenes de las aplicaciones f[; coinciden en ;(x) para
los diferentes valores de j.

Esta dltima condicién nos dice que, segtin nos aproximamos a las singularidades
de K, la aplicacién se comporta de la misma manera en las diferentes ramas.

Como en el caso usual, las aplicaciones diferenciables inducen aplicaciones sobre
el fibrado tangente. En efecto, sea f : K — K’ una aplicacién diferenciable entre dos
superficies ramificadas de clase C". Podemos definir f, : TK — TK’ localmente como

( f*);‘j(x, V) = ( (), fl]; (v)), si f(x) € Uy. La condicién 2 y la diferenciabilidad de los
cambios de coordenadas prueban que esta definicién es correcta (véase [Wil]).

Definicion 6.18. La aplicacién f : K — K’ es una inmersion si fux : TxK — TgK es
un monomorfismo para cada x € K.

A diferencia del caso de las variedades usuales, una inmersién no es, en general,
localmente inyectiva.

Definicién 6.19. Una aplicacién f : K — K’ entre dos variedades ramificadas es

una aplicacion celular si Sing K C f‘l(Sing K’).

6.2.3. Limites inversos
Estamos en condiciones de enunciar y probar el teorema principal del capitulo:

Teorema 6.20. Cualquier laminacién compacta de clase ct y dimension p transversalmen-
te O-dimensional, minimal, sin holonomia es limite inverso de variedades ramificadas de
dimension p.
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§6.2 Inflacion y limites inversos

Demostracién. Supongamos que la laminacién (M, .2) verifica las condiciones del
enunciado. Segtn el(teorema 6.3), existe una descomposicién simplicial B de (M, .2).
De hecho, como consecuencia del corolario 6.14, la laminacién (M, %) posee una
sucesién de descomposiciones simpliciales 8™ tales que 8V = By B"*1) se obtiene
por inflacién de 8.

i) Construccién de una sucesion de variedades ramificadas S,,. Para cada n < 1, llamamos
Sy = M/ ~, al espacio cociente de M por la relacién de equivalencia ~,, que colapsa
cada caja B de 8" a una placa, es decir, que identifica dos puntos x y ' de M si y
s6lo si x y x” pertenecen a un misma caja B € 8% y sus imdgenes por la aplicacién
pro@ : B — PxC — P son iguales. Denotamos por mr, : M — S, la proyeccién
canénica. De manera equivalente, podemos definir S, de la siguiente manera:

a) el espacio cociente S,, = | |gegm B/~n de la unién disjunta de todas las cajas de
B por la relacién de equivalencia inducida por ~, sobre cada caja (que seguiremos
denotando ~,,);

b) el espacio cociente S,, = M/~ de la variedad M de clase C! y dimensién p por la
relacién de equivalencia ~, definida antes. Seguiremos denotando por 7, : M — S,
la proyeccién canénica.

La primera de estas dos nuevas definiciones permite probar muy facilmente
que S, satisface las condiciones generales exigidas a cualquier variedad ramificada.
De hecho, S, es un espacio compacto Hausdorff. La segunda muestra de manera
inmediata que S, es una variedad ramificada e clase C' y dimensi6n p. Cada estrella
Star(x, B8") contiene un cerrado homeomorfo al disco ID? y su descomposicién como
unidn finita de placas de 8" determina una descomposicién de cada cerrado en una
familia finita de cerrados que satisfacen las condiciones de la definicién 6.15.

ii) Construccién del limite proyectivo. Como las placas de 8™ son unién de placas de
B 1a proyeccién canénica 1,1 : M — S,_; pasa al cociente en una aplicacién
sobreyectiva f, : S, — S,-1 de clase Cl. Es evidente que, tanto la proyeccion
-1 : M — S,_1, como la aplicacién f, : S, = S,—1 son inmersiones celulares. El
limite proyectivo Se, = liLn(Sn,fn) = {(xy) | fulxn) = x4} € 1,/ Sy es un espacio
compacto Hausdorff.

iii) Descripcién de la estructura foliada de Se. Para cada punto (x,) € Se, vamos a
construir una carta foliada que lo contenga. Para ello, distinguimos dos casos:

a) Existe N > 1 tal que xy pertenece a la parte regular de Sy. Por lo tanto existe una
placa P de BN a1 que xy € 1n(P). Si denotamos por Fy, = fy o -+ o f, para cada
n > N, entonces

u-= {(yn) € Seo | Fnyu(yn) € n(P) para cada n > N}

es un abierto de Se, que contiene al punto (x,) y es homeomorfo al producto de la
placa P por el compacto

C= {(yn) € Seo | Fnu(yn) = xn para cadan > N} = ngfl(xN).
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Capitulo 6. Limites inversos

Si dos abiertos U y U’ se intersecan, entonces tendremos placas P de 8N y P’ de
BN tales que Fyn (v (P')) N in(P) # @ suponiendo que N’ > N. Si denotamos
por B la caja de BN que contiene a la placa P, esto significa que P’ corta a B a lo
largo de una copia de P. El cambio de coordenadas es descrito a partir del cambio
de coordenadas entre P’ y dicha placa de B.

b) x, € Sing(S,) para cada n > 1. Entonces el abierto distinguido U se construye
como en el caso anterior. La diferencia estd en que los abiertos de S,, que contienen
a x, serdn la imagen, no ya de una placa, sino de varias placas.

En cualquiera de los casos, el espacio Se estd dotado de una laminacién trans-
versalmente 0-dimensional de clase C! y dimensién p.

iv) Construccion de un homeomorfismo foliado entre M y So,. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

NS
o
S() <f— Sl T Sz ..... Sn .....

La propiedad universal del limite inverso nos dice que estas aplicaciones factorizan
a través de S, es decir, existe una aplicacién 7o : M — Se, que hace el diagrama

N‘n ERRNG
f2

oo S?’l ..... SZ—’SIL’SO
% P2
P1
Seo P (6.3)

conmutativo. Puesto que cada aplicacién 7, es sobreyectiva, la imagen de la apli-
cacién T, es densa en S.,. Ademds, como M es compacto, su imagen también lo
ha de ser. Luego 7 es también sobreyectiva. Si vemos que 7o es inyectiva, ha-
bremos probado que es un homeomorfismo, ya que seria una biyeccién continua
de un espacio compacto en un espacio Hausdorff. Pero, en la construccién de las
descomposiciones B, podemos suponer que la interseccién de los ejes () Cgu se
reduce a un punto. Esto fuerza que, dados dos puntos x # y de M, exista un entero
n > 1 tal que 7t,(x) # 1,(y). Luego 7« es inyectiva. Si dotamos a los espacios M y
Se de las topologias de las hojas respectivas, resulta claro que 7o sigue siendo un
homeomorfismo, con lo que queda probado el teorema. O
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