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Introducción

Una foliación es una descomposición de una variedad en subvariedades conexas,
llamadas hojas, que están dispuestas localmente como las hojas de un libro, pero
cuyo topología y comportamiento global puede ser mucho más complejo.

Desde el punto de vista de la dinámica topológica, el estudio de foliaciones
puede reducirse al caso de los conjuntos minimales, es decir, subconjuntos cerrados
y saturados por las hojas de la foliación, que son minimales con respecto a la
inclusión. Al ser saturados, estos conjuntos poseen una estructura foliada natural,
pero, en general, carecen de la regularidad transversa de las variedades foliadas al
ser el espacio ambiente no ya una variedad, sino un espacio métrico compacto. De
este modo, aparece de manera natural el concepto de laminación.

Los grafos proporcionan algunos ejemplos sorprendentes de laminaciones: con-
sideremos el grafo de Cayley de un grupo �nitamente generado G, dotado de la
métrica de las palabras respecto de un sistema �nito de generadores. La acción por
isometrías del grupo de su grafo de Cayley proporciona, canónicamente, un pseu-
dogrupo de transformaciones sobre conjunto de los subgrafos enraizados en la unidad
del grafo de Cayley dotado de la topología de Gromov–Hausdorff, donde dos gra-
fos son cercanos si coinciden en una gran bola centrada en la unidad ([Ghy2]). La
estructura de grafo de cada elemento del espacio de Gromov–Hausdorff de�ne por
paso al cociente una estructura similar sobre su órbita. Estas estructuras de grafos
sobre las órbitas dan lugar a un objeto global, al que llamaremos espacio foliado por
grafos.

Este espacio contiene muchas hojas compactas (provenientes de los grafos inva-
riantes por la acción de subgrupos cocompactos de G), pero la clausura de la hoja
por un grafo aperiódico (i.e. distinto de todos sus trasladados) y repetitivo (i.e. igual a
sí mismo en todo vértice [RW]) constituye un subconjunto minimal del espacio de
Gromov–Hausdorff. En [Ghy2], É. Ghys construye una laminación minimal cuyas
hojas presentan diferentes tipos conformes a partir de un subárbol del grafo de
Cayley de Z2 al que llamaremos árbol de Kenyon [Ken1]. Como hemos dicho, las
hojas del espacio inicial son grafos, pero mediante un proceso de engorde, que sus-
tituye aristas por cilindros y vértices por esferas con agujeros, es posible construir
una verdadera laminación por super�cies de Riemann con lasmismas propiedades.
Como veremos, la laminación así obtenida, el ejemplo de Ghys–Kenyon en adelante,
es únicamente ergódica, tiene una familia residual y de medida total de hojas con
un �nal, una familia magra y de medida nula de hojas con dos �nales y una única

v
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Introducción

hoja con cuatro �nales.

La construcción de Ghys tiene su origen en otra interesante familia de lamina-
ciones construidas a partir demosaicos del plano. Unmosaico es una descomposición
del plano en polígonos, llamados teselas, obtenidos por traslación a partir de un
número �nito de teselas modelo. Como en el caso de los grafos, se dota al conjunto
de todos los mosaicos de la topología de Gromov–Hausdorff, de manera que dos
mosaicos son cercanos si coinciden en una gran bola centrada en el origen salvo
pequeñas traslaciones. El grupo R2 actúa por traslación sobre el espacio de los
mosaicos, obteniendo así una estructura de laminación. Los mosaicos periódicos
dan lugar a hojas compactas. Pero los mosaicos aperiódicos y repetitivos de�nen
laminaciones minimales por planos euclideanos.

La estructura de los espacios foliados de�nidos por mosaicos es más rígida que
la correspondiente a los grafos, por ejemplo, L. Sadun y R.F. Williams prueban
que los espacios de mosaicos son �brados localmente triviales [SW]. De hecho,
J. Bellisard,R. Benedetti y J.-M.Gambaudohanprobadoen [BBG]que los espaciosde
mosaicos son límites inversos de variedades rami�cadas (véase [Wil]), un resultado
de naturaleza no sólo topológica, sino dinámica. La idea básica de este resultado
radica en la noción de in�ación de un mosaico del plano.

El objetivo inicial de esta memoria era el estudio de los subárboles aperiódicos
y repetitivos del grafo de CayleyZ2 del grupo abeliano libre con dos generadores
Z2. Por un lado, se pretendía describir las propiedades dinámicas y ergódicas del
ejemplo de Ghys, entendiendo el papel que jugaban las propiedades originales del
árbol de Kenyon. Por otro lado, se trataba de dilucidar si la naturaleza del grupo
limitaba la naturaleza de los minimales o si por el contrario era posible construir
otros ejemplos condiferentes propiedades. La ideadel injerto de árboles en subárboles
del grafo de Cayley del grupo libre con tres generadoresZ ∗Z ∗Z debida a E. Blanc
y E. Lesueur había permitido a E. Blanc [Bla1] construir ejemplos de laminaciones
minimales cuyas hojas genéricas respecto de dosmedidas invariantes distintas eran
diferentes. En nuestro caso, se planteaban dos cuestiones concretas:

construcción de subárboles aperiódicos y repetitivos de Z2 con un número
arbitrario de �nales,

construcción de dos subárboles aperiódicos y repetitivos de Z2 a partir de
dos motivos diferentes con diferentes tasas de aparición.

A diferencia del ejemplo de Blanc, construido a partir de un árbol con 2 �nales y
crecimiento lineal y de un árbol con un conjunto de Cantor de �nales y crecimiento
exponencial, nuestros árboles tienen a lo sumo crecimiento cuadrático y no dispone-
mos de ninguna dirección complementaria (de�nida por el tercer generador) para
efectuar el injerto. Es esta “falta de espacio” la que con�ere mayor di�cultad a la
construcción de tales ejemplos. Por lo que se re�ere a la primera cuestión, el capítulo
central de la memoria contiene ejemplos de laminaciones minimales, obtenidas a
partir de subárboles aperiódicos y repetitivos de Z2, que poseen hojas especiales

vi
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(análogas a la hoja hiperbólica con 4 �nales del ejemplo de Ghys) con un número
�nito cualquiera de �nales. No hay una respuesta clara en el caso in�nito, aunque
todo hace pensar que no es posible. En cuanto a la segunda cuestión, en el mismo
capítulo, se describe una laminación minimal dotada de dos medidas de probabili-
dad invariantes de manera que las hojas genéricas respecto de la primera medida
tienen 2 �nales y crecimiento lineal, mientras que las hojas genéricas respecto de la
segunda tienen el mismo tipo de crecimiento que la función f (x) = xln 5/ ln 3.

Fruto del estudio de la laminación de Ghys-Kenyon y de estos nuevos ejemplos
son los tres objetivos añadidos y que conforman la totalidad de la memoria:

estudiar la estructura métrica de las órbitas de los pseudogrupos de genera-
ción compacta [Hae1, Hae3] y de los pseudogrupos de transformaciones del
conjunto de Cantor;

investigar la dinámica transversa medible y topológica de las laminaciones
minimales obtenidas a partir de subgrafos aperiódicos y repetitivos del grafo
de Cayley de Z2 o de cualquier grupo abeliano;

extender el resultado de [BBG] a las laminaciones transversalmente Cantor,
minimales y sin holonomía describiéndolas como límite inverso de variedades
rami�cadas.

Pseudogrupos grafados. Sea Γ un pseudogrupo de transformaciones de un espa-
cio metrizable, localmente compacto y separable X. Si Γ es de tipo �nito, la elección
de un sistema �nito de generadores de�ne una estructura de grafo conexo local-
mente �nito sobre las órbitas de manera similar a como ocurre para los grafos de
Cayley de los grupos de tipo �nito. Estas estructuras de grafo proporcionan una
estructura métrica sobre las órbitas y una función de valencia sobre el espacio X que
asigna a cada punto x su valencia en Γ(x), es decir, el número de aristas de Γ(x) inci-
dentes con x. La noción de pseudogrupo de transformaciones surge naturalmente
en el estudio de las foliaciones, ya que los homeomor�smos obtenidos al deslizar
una transversal local (correspondiente a un abierto distinguido de un buen atlas)
a lo largo de las hojas (de las placas de un abierto distinguido que contenga a dos
elementos del atlas que se corten) generan un pseudogrupo de transformaciones Γ
de una transversal completa X, llamado pseudogrupo de holonomía. La restricción de
Γ a cualquier abiertoY deX que corte a todas las órbitas constituye el ejemplo básico
de equivalencia de pseudogrupos en el sentido de Hae�iger [Hae1, Hae2, Hae3], que
permite formalizar la noción de estructura transversa de una foliación como la clase
de equivalencia de su pseudogrupo de holonomía. Es interesante estudiar el com-
portamiento de la estructura métrica frente a este proceso de reducción o inducción,
determinando en qué condiciones se obtienen equivalencias de Kakutani, es decir,
cuándo la estructura métrica a gran escala no cambia. En el caso de pseudogrupos
compactamente generados, introducidos por A. Hae�iger [Hae2, Hae3] a imagen y
semejanza de los pseudogrupos de holonomía de los espacios foliados compactos,
podemos probar:

vii
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Introducción

Teorema 2.28 (teorema 2.26, [Loz]). Sean Γ y Γ′ dos pseudogrupos compactamente ge-
nerados de transformaciones de dos espacios localmente compactos, metrizables y separables
X y X′. Sean Y e Y′ abiertos relativamente compactos de X y X′ que cortan a todas las
órbitas de Γ y Γ′, y ΣY y ΣY′ dos buenos sistemas de generación compacta para Y e Y′

respectivamente. Si los pseudogrupos Γ y Γ′ son equivalentes en el sentido de Hae�iger,
entonces los pseudogrupos grafados (Γ|Y,ΣY) y (Γ|Y′ ,ΣY′) son equivalentes en el sentido de
Kakutani.

Una de las primeras observaciones que uno puede hacer sobre el espacio foliado
de Gromov-Hausdorff es que posee una transversal completa 0-dimensional y la
función de valencia es continua. Esto que en un primer momento puede parecer
propio del ejemplo, no lo es:

Teorema 2.34. Sea Γ un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones sobre
un espacio metrizable, localmente compacto, separable y 0-dimensional X. Si Y es un abierto
compacto que corta a todas las órbitas de Γ, entonces cualquier sistema de generación
compacta para Y de�ne una estructura de grafo cuya función de valencia es continua.

Este resultado permite, razonando de forma similar a J. Feldman y C.C. Moore
en [FM], probar lo siguiente:

Teorema2.36. Unpseudogrupo grafado cuya función de valencia es continua es equivalente
en el sentido de Hae�iger y de Kakutani a una acción de un grupo �nitamente generado.

Puesto que cualquier homeomor�smo del conjunto de Cantor sobre sí mismo
se puede extender a la esfera bidimensional (véase [Moi, Cap. 13]), tendremos:

Corolario 2.38. Cualquier pseudogrupo grafado sobre el conjunto de Cantor cuya función
de valencia sea continua está inducido por un pseudogrupo de transformaciones de la esfera
bidimensional.

De hecho, la continuidad de la valencia permite de�nir el espacio foliado de Cayley
de un pseudogrupo como la realización geométrica de todas las órbitas a la vez:

Teorema 2.29 (de realización geométrica [Loz]). Si la función valencia es continua, el
espacio foliado de Cayley Cay(Γ) es un espacio metrizable, localmente compacto y separable
foliado por grafos. Además X es una transversal completa canónica (formada por los vértices
de las hojas) y el pseudogrupo de holonomía reducido a X coincide con Γ. Además, si X es
compacto, Cay(Γ) también lo es.

La imagen se completa con un teorema que nos permite “engordar” las aristas
de espacio foliado de Cayley y obtener una verdadera laminación:

Teorema 2.31 (de engorde). Sea (X,F ) el espacio foliado de Cayley de un pseudogrupo
grafado (Γ,Σ) de valencia continua. Entonces existe una laminación (M,L ) tal que el
conjunto de vértices deX es una transversal completa y cerrada de (M,L ) y los pseudogrupos
de holonomía deF y deL coinciden al reducirlos a dicha transversal. Además las hojas de
F son casi-isométricas a las hojas deL .

viii
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De esta manera vemos los que pseudogrupos grafados operando sobre el con-
junto de Cantor, los espacios foliados por grafos transversalmente Cantor y las
laminaciones transversalmente Cantor son nociones esencialmente equivalentes.

Laminaciones de�nidas por grafos. Como hemos mencionado la envoltura de un
grafo repetitivo (i.e. la clausura de su órbita) es un subconjuntominimal del espacio
de Gromov–Hausdorff.

En este contexto, la dinámica transversamedible (o boreliana) de los espacios fo-
liados y de las laminaciones correspondientes se identi�ca con la clase de equivalencia
orbital estable de la relación de equivalencia sobre el conjunto minimal X.

En el caso del minimal de Ghys–Kenyon, podemos de�nir una aplicación bo-
reliana, que asocia a cada sucesión in�nita de cuatro símbolos α ∈ S4 = (Z/4Z)N
un árbol perteneciente a la envoltura X del árbol de Kenyon T∞. De hecho, todas
las órbitas se pueden codi�car de esta manera, salvo la correspondiente a T∞. Esto
permite probar el siguiente resultado:

Teorema 4.21. La aplicación Φ de�ne una equivalencia orbital estable en sentido boreliano
entre la relación co�nal sobre S4 y la relación de equivalencia de�nida sobre el conjunto de
Ghys–Kenyon X.

Corolaio 4.22. La dinámica boreliana de la relación de equivalencia de�nida sobre el con-
junto de Ghys–Kenyon está representada por la de una máquina de sumar binaria.

Por otra parte, gracias al siguiente teorema, se puede obtener una formulación
medible de los anteriores resultados:

Teorema 4.23. La relación de equivalencia de�nida sobre el minimal de Ghys–Kenyon X
es de tipo II1, es decir, no es transitiva y admite una medida de probabilidad invariante.

En efecto, procediendo como antes, se tiene que:

Teorema 4.25. La aplicación de codi�cación Φ de�ne una equivalencia orbital estable en
sentido medible entre la relación co�nal sobre S4 y la relación de equivalencia de�nida en X.

Corolario 4.26. La dinámica transversa medible de la laminación de Ghys–Kenyon está
representada por una máquina de sumar binaria.

Corolario 4.27. La laminación de Ghys–Kenyon es únicamente ergódica.

Según se ha indicado, el estudio del espacio foliado de Gromov–Hausdorff
T (Z2) comportaba dos cuestiones concretas relacionadas con la construcción de
cierto tipo de subárboles aperiódicos y repetitivos del grafo de Cayley de Z2. Con
la ayuda de la idea de injerto, usada con éxito por E. Blanc [Bla1], hemos probado
los siguientes resultados:

Teorema 4.29. Para cada natural n � 1, existe un árbol repetitivo y aperiódico en T (Z2)
con n �nales.

ix
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Introducción

Teorema 4.31–4.32. El espacio foliado de Gromov-Hausdorff T(Z2) contiene dos árboles
apériodicos y repetitivos P∞ y G∞, cuya envoltura común (X,F ) es un espacio foliado
minimal no únicamente ergódico. De hecho, hay dos medidas de probabilidad invariantes
ergódicas νP y νG tales que

1. νP-casi toda hojas tiene crecimiento lineal y dos �nales;

2. νG-casi toda hoja tiene el mismo tipo de crecimiento que G∞ y un �nal.

Dinámica topológica de grafos repetitivos. Una relación de equivalencia topoló-
gicaR de�nida sobre un espacio 0-dimensionalX se dice que es afable, si es la unión
de una sucesión creciente de relaciones compactas (i.e. propias, que son triviales
fuera de un compacto). Si la topología deR coincide con la topología límite directo
(es decir, un conjunto U de R es abierto si y sólo si U ∩Rn es abierto en Rn para
cada n ∈ N), entonces la relación R = lim−−→Rn se dice aproximativamente �nita (AF
de manera abreviada). La relación co�nal sobre el espacio de los caminos in�nitos
de un diagrama de Bratteli es un ejemplo de relación AF. De hecho, T. Giordano,
I.F. Putnam y C.F. Skau [GPS2], e independientemente J. Renault [Ren2], han proba-
do que éstas son las únicas relaciones de equivalencia AF posibles. Además, la clase
de equivalencia orbital de cualquier relación de equivalencia AF está representada
por un sistema dinámico de Bratteli–Vershik. Por consiguiente, la dinámica medible de
cualquier relación de equivalencia afable está representada por una acción de Z.

En nuestro caso, tendremos que:

Teorema 5.38. La relación de equivalencia de�nida sobre el minimal de Ghys–Kenyon es
afable.

La idea de la prueba es la siguiente: la aplicación de codi�caciónΦ permite cons-
truir una subrelación de equivalencia AF R∞ de R, cuyas clases coinciden con las
deR, salvo laR-clase de T∞ que se descompone en la unión de la clase trivial y de
otras cuatroR∞-clases. Ahora bien, según un resultado de T. Giordano, I.F. Putnam
yC.F. Skau [GPS2], estas clases pueden volverse a pegar sin alterar el carácter afable.
Nuestro siguiente propósito es extender este resultado a cualquier otra envoltura
X. El primer paso consiste en la construcción de una subrelación de equivalencia
abierta y AFR∞ deR, de manera que ambas coincidan sobre un conjunto residual
de medida total respecto de cualquier medida invariante. Para ello, adaptaremos
el proceso de in�ación descrito por J. Bellisard, R. Benedetti y J.-M. Gambaudo en
[BBG], lo que nos permitirá dar una versión topológica del resultado de C. Series
sobre la hiper�nitud de las foliaciones con crecimiento polinomial [Ser], simpli�-
cando a un tiempo sus argumentos. De manera precisa, probaremos el siguiente
resultado:

Teorema 5.24. Sea X la envoltura de un grafo aperiódico y repetitivo en el espacio de
Gromov–Hausdorff G(G, S) asociado a un grupo de tipo �nito G de crecimiento polinomial
respecto a un sistema �nito de generadores S. La relación de equivalenciaR sobre X coincide

x
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con una subrelación abierta AFR∞ deR en restricción a un Gδ denso de medida total para
cualquier medida invariante.

Corolario 5.31. Sea G un grupo de tipo �nito con crecimiento polinomial, dotado de
un sistema �nito de generadores. La dinámica medible de la envoltura de cualquier grafo
aperiódico y repetitivo en G(G) está representada por un sistema dinámico de Bratteli–
Vershik.

Si antes podíamos pegar un número �nito deR∞-clases sin perder la afabilidad
gracias a un resultado de T. Giordano, I.F. Putnam y C.F. Skau en [GPS2], otro
resultado de ese mismo trabajo (mejorado posteriormente en [GMPS1] y [GMPS2])
muestra que una relación de equivalencia minimal y afable R sigue siendo afable
si se le añade una transformación parcial entre conjuntos R-�nos (i.e. de medida
nula para cualquier medida R-invariante) y R-discretos (i.e. tales que la relación
de equivalencia inducida sigue siendo β-discreta) que identi�ca puntos que no
están R-relacionados. Se obtiene así un resultado similar al obtenido en [GMPS2]
para las acciones de Z2 sobre el conjunto de Cantor y en [AGL] para los mosaicos
euclideanos:

Teorema 5.41. Sea (X,R) la envoltura de un árbol repetitivo y aperiódico en el espacio de
Gromov-Hausdorff T (Z2). Si todas las órbitas tienen un número �nito de �nales, entonces
la relación de equivalenciaR es afable.

Laminaciones transversalmente Cantor y límites inversos. Como ya hemos di-
cho, J. Bellisard, R. Benedetti y J.-M. Gambaudo prueban en [BBG] que la envoltura
de cualquier mosaico aperiódico y repetitivo del plano es un límite inverso de
super�cies rami�cadas. Ya hemos observado también que la idea de in�ación se
traslada sin problemas a las laminaciones de�nidas a partir de grafos aperiódicos y
repetitivos. Para trasladar esa idea a las laminaciones transversalmente Cantor (que
supondremos minimales y sin holonomía para simpli�car) es necesario “teselar”
las hojas, de la misma manera que lo están en las envolturas de los mosaicos. Para
ello, introduciremos la noción de descomposición simplicial, análoga a la noción de
triangulación introducida porM.A. Bermúdez y G. Hector [BH] en el contexto bore-
liano. Partiendo de una idea de A. Phillips y D. Sullivan [PS] y siguiendo el mismo
esquema que permite probar que cualquier variedad diferenciable es triangulable,
probamos la existencia de este tipo de descomposiciones para cualquier laminación
transversalmente Cantor.

Teorema 6.3 (de existencia de descomposiciones simpliciales). Existen descompo-
siciones simpliciales de cualquier laminación modelada transversalmente por un espacio
0-dimensional.

Este resultado nos da la clave para probar la siguiente extensión del teorema
citado de [BBG]:

Teorema 6.20. Cualquier laminación transversalmente Cantor minimal, sin holonomía y
de clase C1 es un límite inverso de variedades rami�cadas e inmersiones celulares.

xi
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Introducción

La memoria está organizada de la siguiente manera:

En el capítulo 1 recordamos la noción de laminación, sus propiedades básicas
y algunos ejemplos elementales. También recordamos la noción de holonomía, me-
diante la construcción del pseudogrupo de holonomía. Por último, introducimos los
espacios foliados por grafos, que no son otra cosa que laminaciones en las que las hojas
no son variedades sino grafos. Como veremos, esta generalización no es vacía y de
hecho será central a lo largo de la memoria.

El capítulo 2 comienza recordando la de�nición del grafo de Cayley de un grupo
�nitamente generado, noción que adaptamos a pseudogrupos grafados, es decir, do-
tados de un sistema de generadores que de�ne una estructura de grafo sobre las
órbitas.

Después estudiamos la estructura métrica a gran escala de los pseudogrupos
grafados y su comportamiento en el caso de los pseudogrupos compactamente
generados. Para �nalizar el capítulo analizamos los pseudogrupos de�nidos sobre
el conjunto de Cantor y probamos una serie de teoremas de realización.

En el capítulo 3 presentamos la construcción general de los espacios foliados de
Gromov–Hausdorff, así como las nociones básicas que permiten hablar de dinámica
adaptadas a este caso. Probamos un criterio de minimalidad, que nos asegura que
los grafos repetitivos se corresponden exactamente con los subconjuntosminimales.

En el capítulo 4 reconstruimos la laminación de Ghys–Kenyon, no a partir del
árbol de Kenyon, sino mediante una familia de árboles aperiódicos y repetitivos
parametrizada por sucesiones de cuatro símbolos. Estudiamos las propiedades de
esta aplicación de codi�cación, llegando a concluir que la dinámica transversa del
ejemplo se reduce a la de una máquina de sumar binaria.

Además mostramos otros ejemplos relevantes de minimales en el espacio de
Gromov–Hausdorff G(Z2).

El capítulo 5 está dedicado a estudiar la dinámica transversa medible y topoló-
gica de los minimales en el espacio de Gromov–Hausdorff G(Z2). Recordamos las
de�niciones de las relaciones de equivalencia afables y los diagramas de Bratteli,
adaptando el concepto de descomposición por cajas de [BBG] al caso de grafos. Ade-
más presentamos un lema de in�ación, que proporciona una sucesión de relaciones
compactas abiertas que constituyen la base del teorema 5.24. Por último, usando los
argumentos ya descritos probamos el teorema 5.41.

El capítulo 6 está destinado a probar que las laminaciones transversalmente
Cantor, minimales y sin holonomía son límites inversos de variedades rami�cadas.

En primer lugar introducimos las nociones de descomposición por cajas y descom-
posición por cajas simpliciales para laminaciones, y probamos que toda laminación
transversalmente Cantor posee una descomposición por cajas. Por último demos-
tramos el teorema 6.20.

xii
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Capítulo 1

Laminaciones y espacios foliados por
grafos

Una foliación es una descomposición de una n-variedad en subvariedades co-
nexas de dimensión p, llamadas hojas, que localmente están dispuestas como los
subconjuntos de horizontales Rn = Rp ×Rn−p con segunda coordenada constante.

Una laminación es una generalización del concepto de foliación válida para
espacios metrizables, localmente compactos y separables, donde cada transversal
Rn−p se sustituye por un subespacio del mismo tipo.

Presentaremos aquí las nociones básicas para el estudio dinámico de laminacio-
nes e introduciremos otra generalización, los espacios foliados por grafos, en los que
las hojas son grafos localmente �nitos en vez de variedades. Como veremos en los
capítulos siguientes, esta generalización no está vacía de contenido.

1.1. Laminaciones

De�nición 1.1. ConsideremosM y Z dos espacios métricos, localmente compactos
y separables. Una laminaciónL de dimensión p sobre M modelada transversalmente por
Z es una partición de M por subconjuntos conexos, denominados hojas, de forma
que existe un atlas, A = {ϕα : Ui → Rp × Ti | Ti es abierto de Z

}
i∈I
, en el que el

cambio de coordenadas se escribe como

ϕ j ◦ ϕ−1i (xi, yi) =
(
αi j(xi, yi), σi j(yi)

)
, (1.1)

y cada placa ϕ−1(Pi × {∗}) que corta a una hoja L de L está contenida en L. Cada
conjunto ϕ−1i ({∗} × Ti) se denomina transversal local. El atlas A es un atlas foliado y
cada carta es una carta foliada. Diremos que la laminación es de clase Ck, 0 � k � ω,
cuando las aplicaciones αi j( · , yj) sean de clase Ck para cada i, j ∈ I y cada yj ∈ Tj.

Observación 1.2. La condición (1.1) implica que cada hoja de la laminación posee
una estructura natural de variedad de clase Ck y dimensión p. En efecto, si P denota
una placa una hoja L, la familia de cartas ϕi|P : P→ Rp forman un atlas para L.

1
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Capítulo 1. Laminaciones y espacios foliados por grafos

[0, 1]

C

(0, σ(α))

(1, α)

Figura 1.1.
El espacio M = R × C/∼.

De�nición 1.3. Sea f :M→ N una función continua entre dos espacios dotados de
sendas laminacionesLM yLN. Diremos que f es una aplicación foliada si para cada
hoja L ∈ LM existe una hoja L′ ∈ LN tal que f (L) ⊂ L′. Una aplicación foliada es de
clase Cl a lo largo de las hojas si f |L : L→ L′ es de clase Cl en el sentido usual para cada
hoja L ∈ LM y las derivadas parciales de orden inferior a l dependen continuamente
de la hoja.

Ejemplo 1.4. El ejemplomás simple de laminación es la laminación horizontal. Consi-
deremos una p-variedadN de clase Ck y un espacio métrico localmente compacto y
separableX. Es obvio que la particiónH = {N×{x}}x∈X es una laminaciónmodelada
transversalmente por X del espacioM = N × X de dimensión p y clase Ck.

Ejemplo 1.5 (El shiftdeBernoulli). SeaC = {0, 1}Z el conjuntode todas las sucesiones
in�nitas (en ambas direcciones) de ceros y unos. Si se dota a {0, 1} de la topología
discreta, la topología producto sobre C lo convierte en un conjunto de Cantor.

El shift de Bernoulli es la aplicación σ : C → C dada por σ(α)i = αi−1, con
α = (αi) ∈ C. Puede verse como un desplazamiento de las sucesiones hacia la
derecha:

α = · · · α−2 α−1 α0 α1 α2 · · ·
↓ σ

σ(α) = · · · α−3 α−2 α−1 α0 α1 · · ·

Es fácil comprobar que σ es un homeomor�smo. De�nimos entonces el espacio
cocienteM = R × C/(x, α) ∼ (x − 1, σ(α)). La laminación horizontal H sobre R × C
induce una laminación Lσ sobre el cociente M, que obviamente está modelada
transversalmente por el conjunto de Cantor C (véase la �gura 1.1).

Ejemplo 1.6 (Suspensión de un homeomor�smo). El ejemplo anterior se puede
generalizar para cualquier homeomor�smo de un espacio en sí mismo. En efecto,
sea f : X → X un homeomor�smo de X, un espacio métrico localmente compacto
y separable. Consideremos el espacio producto R × X junto con la laminación
horizontal H . El grupo de los enteros Z actúa sobre R × X mediante la acción
diagonal n · (t, x) =

(
t − n, f n(x)

)
, que resulta ser libre y propiamente discontinua.

En consecuencia la proyección π sobre el espacio cociente M = Z\(R × X) es un

2
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§1.1 Laminaciones

revestimiento. De hecho se tiene el cuadrado conmutativo

R × X
p1 ��

π
��

R

exp
��

M
p∗1

�� S1

donde p∗1 es la aplicación inducida por la primera proyección coordenada p1 y exp
la aplicación exponencial. La terna (M, p∗1, S

1) es un �brado de �braX sobre S1, cuyo
grupo estructural se reduce al grupo de homeomor�smos generado por f . Dado
que la acción deZpreserva la laminación horizontalH , ésta induce una laminación
L f deM de dimensión 1 y modelada transversalmente por X.

Ejemplo 1.7 (Suspensión de una representación). La suspensión de un homeomor-
�smo es un caso particular de lo que se conoce por suspensión de una representación:
sean B una variedad conexa y X un espacio métrico, localmente compacto y sepa-
rable. Consideremos una representación ρ : π1(B) → Homeo(X) del grupo funda-
mental de B en el grupo de los homeomor�smos de X sobre X. Si r : B̃ → B es la
cubierta universal de B, tenemos una acción diagonal de π1(B) sobre B̃×X dada por
[σ] · (b̃, x) =

(
[σ] · b̃, ρ([σ])(x)

)
, con [σ] · b̃ la acción natural de π1(B) sobre B̃. La acción

diagonal es libre y propiamente discontinua, en consecuencia la aplicación cociente
π : B̃ × X→M = π1(B)\(B̃ × X) es una cubierta. Además, se tiene el diagrama

B̃ × X
p1 ��

π

��

B̃
r

��
M

p∗1
�� B

donde, como antes, p∗1 está inducida por p1, la primera proyección coordenada.
Como en el ejemplo anterior, la terna (M, p∗1,B) es un �brado localmente trivial con
�bra X y cuyo grupo estructural se reduce a la imagen de ρ.

Por otro lado, la acción diagonal actúa por homeomor�smos foliados, por lo que
la laminación horizontal sobre B̃×X induce una laminaciónLρ sobre elM como en
el ejemplo 1.6. La laminación inducidaLρ es de dimensión dimB y está modelada
transversalmente por X.

En todos estos ejemplos no se ha dado explícitamente ningún atlas para la
laminación, ya que es sencillo construir un atlas foliado compatible. Basta considerar
un atlas de trivialidad del �brado localmente trivial subyacente.

Dos atlas que producen la misma laminación se dice que son equivalentes. De
hecho, dos atlas foliados son equivalentes si y sólo si la unión de ambos sigue siendo
un atlas foliado. De estamanera, una laminación puede pensarse también como una
clase de equivalencia de atlas foliados.

3
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Capítulo 1. Laminaciones y espacios foliados por grafos

(a)

U

V

W

(b)

Figura 1.2.
(a) Una placa puede cortar a un número in�nito de placas, (b) en un buen atlas foliado ésto no

puede ocurrir.

Una pregunta natural es si es posible construir atlas foliados equivalentes a uno
dado con buenas propiedades de �nitud local (véase la �gura 1.2(a)). El objetivo del
resto de esta sección es recordar la construcción de este tipo de atlas (véase [HH]).

De�nición 1.8. Un atlas foliadoA se dice que es bueno si

1. es localmente �nito,

2. las cartas son relativamente compactas y

3. si U y V ∈ A tienen intersección no vacía, entonces existe un abierto foliado
en productoW tal que U ∩ V ⊆W (véase la �gura 1.2(b)).

La propiedad 3 implica que una placa de U corta, a lo sumo, a una placa de V.

Proposición 1.9. Dado un atlas foliado, existe un buen atlas foliado equivalente a éste.

Demostración. SeaA un atlas foliado sobre un espacio métrico, localmente compac-
to y separable M. La estrella de x ∈ M, denotada por Star(x,A), es la unión de los
abiertos deA que contienen a x. Dado que espacioM es paracompacto (por ser mé-
trico), un resultado clásico de topología general dice que existeA′, un re�namiento
deA, tal que Star(x,A′) ⊂ V ∈ A para cada x ∈M.

SiM es compacto, podemos considerar ε un número de Lebesgue paraA′. Para
cada x ∈ M se escoge V ∈ A tal que x ∈ V y denotemos por ψ : V → P × X la
carta correspondiente. Podemos tomar un entorno producto alrededor de ψ(x), de
forma que se tenga la carta ψx : Vx ⊂ V → Px × Xx y que el diámetro de Vx sea
menor que ε. De esta forma dadoVx, existeUx ∈ A′ que lo contiene. Quizá haciendo
Px y Xx menores aún, podemos suponer que Vx es relativamente compacto y que
Vx ⊂ Ux. Por la compacidad deM otra vez, podemos tomarB un subatlas �nito del

4
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§1.2 Radio de inyectividad y convexidad de una laminación

atlas foliado {ψx : Vx → Px × Xx | x ∈ M}. El atlas B cumple las condiciones de la
proposición. En efecto, las propiedades 1 y 2 son directas. Comprobemos 3: Dados
Vx y Vx′ ∈ B de intersección no vacía, tomemos y ∈ Vx ∩ Vx′ . Entonces se tiene que

y ∈ Vx ∪ Vx′ ⊂ Vx ∪ Vx′ ⊂ Ux ∪Ux′ ⊂ Star(y,A′) ⊂ V,

para cierto entorno coordenado V ∈ A.
SiMnoes compacto, al ser segundonumerable y localmente compacto, podemos

escribirlo como la unión creciente de una familia de compactos, M =
⋃∞
i=1 Ki, de

forma queKi esté contenido en el interior deKi+1. Para cada i tomamos εi un número
de Lebesgue paraA′ considerándolo como un cubrimiento de Ki− intKi−1. Fijado i,
se tomaBi un cubrimiento �nito deKi−intKi−1 por entornos producto relativamente
compactos, construidos como en el caso compacto, de diámetro menor que

δi = m�́n
{
εi,

1
2d(∂Ki+1,Ki),

1
2d(∂Ki,Ki−1)

}
.

El conjuntoB =
⋃
iBi es un atlas foliado localmente �nito, ya queVi∩Vi+2 = ∅ para

cualesquiera Vi ∈ Bi y Vi+2 ∈ Bi+2. Así se tienen 1 y 2. Razonando como en el caso
compacto, se tiene 3. �

1.2. Radio de inyectividad y convexidad de una laminación

A pesar de las propiedades de los buenos atlas, éstas no fuerzan ninguna res-
tricción sobre la geometría de las placas. En esta sección veremos que, �jada una
métrica de Riemann sobre las hojas, es posible tomar estas placas geodésicamente
convexas. Para ello es necesario introducirmétricas deRiemann sobre laminaciones.

Sea (M,L ) una laminación de clase, al menos, C1. Cada hoja de L es una
variedad de clase C1, y por lo tanto tiene sentido considerar su �brado tangente. La
unión TL =

⊔
L∈L TL de todos estos �brados con la topología natural, constituye el

�brado tangente a la laminaciónL . Una aplicación continua � : TL ×TL → F (M)
es una métrica de Riemann (foliada) si la aplicación restringida �|TL lo es en el sentido
clásico. En otras palabras, es posible de�nir localmente los coe�cientes de lamétrica
como aplicaciones continuas diferenciables a lo largo de las hojas.

Tenemos así que cada hoja es una variedad de Riemann, luego es posible de�nir
la aplicación exponencial expx : TxL = TxL → L, siendo L la hoja por x ∈ M. Es
conocido que expx es un difeomor�smo si nos restringimos a una bola su�ciente-
mente pequeña alrededor de 0 ∈ TxL. El radio de inyectividad en el punto x es la
cantidad

inj(x) = sup
{
ε > 0

∣∣∣ expx : BTxL(0, ε)→ BL(x, ε) es un difeomor�smo
}
.

Obviamente inj(x) es positivo y puede tomar el valor +∞.
Otro resultado básico de geometría de Riemann asegura que las bolas en L

su�cientemente pequeñas serán convexos geodésicos, i.e. dos puntos de dicha bola

5
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Capítulo 1. Laminaciones y espacios foliados por grafos

se pueden unir por una único segmento geodésico (una geodésica que minimiza
la distancia) contenido en dicha bola. De forma similar al radio de inyectividad se
de�ne el radio de convexidad en x como

conv(x) = sup
{
ε > 0

∣∣∣ BL(x, ε) es un convexo geodésico}.
Las aplicaciones inj : L → R y conv : L → R son continuas para cada L ∈ L ,
pero consideradas sobreM no lo son. Como contraejemplo basta considerar un toro
foliado por una hoja S1 y rectas acumulándose sobre dicho S1. Sobre las rectas el
radio de inyectividad es in�nito para cada punto, sobre S1 es una cantidad �nita.

En el caso clásico, se de�ne el radio de inyectividad de una variedad de Riemann
como el ín�mo de los radios de inyectividad en cada uno de sus puntos, y de forma
análoga para el radio de convexidad. Es natural de�nir los radios de inyectividad y
convexidad para una laminación como

inj(L ) = �́nf
{
inj(L)

∣∣∣ L ∈ L
}
= �́nf

{
inj(x)

∣∣∣ x ∈M} y

conv(L ) = �́nf
{
conv(L)

∣∣∣ L ∈ L
}
= �́nf

{
conv(x)

∣∣∣ x ∈M}.
A pesar de que inj :M→ (0,+∞] y conv :M→ (0,+∞] no son continuas, es posible
acotar inferiormente estas funciones siempre y cuandoM sea compacto.

Teorema 1.10. Si M es compacto, inj(L ) y conv(L ) son positivos.

Demostración. Si N es una variedad de Riemann se conocen las desigualdades

inj(N) � m�́n
{
π
√
K
,
1
2
(longitud del lazo geodésico más corto)

}
,

conv(N) � m�́n
{
π

2
√
K
,
1
2
inj(N)

}
,

siendo K > 0 una cota superior para la curvatura seccional de N. Por lo tanto, basta
probar que en las hojas de (M,L ) no podemos encontrar lazos arbitrariamente
cortos y que su curvatura seccional está acotada superiormente por una constante.

Comencemos por acotar la curvatura seccional sec. Recordemos que sec(v1, v2)
sólo depende del plano generado por los vectores v1 y v2. Así pues podemos
considerar sec de�nida sobre el �brado unitario de la laminación

UL =
{
w ∈ TL

∣∣∣ ‖w‖ = 1}.
La aplicación sec : UL → R es obviamente continua. La �bra de UL es la esfera
SdimL . Dado que M es compacto, UL también lo es. Luego existe K > 0 tal que
sec(v,w) < K.

Para terminar veamos que la longitud de las geodésicas cerradas está también
acotada inferiormente. Supongamos lo contrario, es decir, tenemos una familia de
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§1.3 Holonomía

geodésicas {γn}n∈N de forma que �́nf long(γn) = 0. De�nimos xn = γn(0) y vn = γ′(0).
Supondremos que las geodésicas están parametrizadas por la longitud de arco, por
lo tanto ‖vn‖ = 1. Como UL es compacto, podemos suponer que {(xn, vn)}n∈N es
convergente. Dado que la métrica es continua, y las geodésicas son soluciones de
una ecuación diferencial que depende continuamente de la métrica, se obtiene que
la geodésica por x en la dirección de v es γ(t) = x, que es absurdo. Por lo tanto la
longitud de las geodésicas cerradas está acotada por una constante positiva. �

Obsérvese que, de hecho, la compacidad local implica que tanto el radio de
inyectividad como el de convexidad están acotados inferiormente, de manera local,
por una cantidad positiva. Así, este hecho nos permite asegurar que existen atlas
foliados con placas geodésicamente convexas.

Proposición 1.11. Sea una laminaciónL sobre un espacio topológico M. Existen un buen
atlas foliado paraL de forma que las placas son bolas geodésicas geodésicamente convexas.
Más aún, podemos exigir que el abierto W del punto 3 de la de�nición 1.8 tenga placas
geodésicamente convexas.

Demostración. La prueba de este resultado consiste, básicamente, en repetir el ar-
gumento de la demostración de la existencia de buenos atlas (proposición 1.9)
partiendo de un atlas particular.

En efecto, dado un punto x ∈ M existe una pequeña transversal Xx que pasa
por x y 0 < ε < �́nf{conv(y) | y ∈ Xx} de forma que el abierto Ux =

⋃
y∈Xx BLy(y, ε)

sea un abierto foliado en producto, siendo Ly la hoja por y. Así tenemos un atlas
A = {φx : Ux → Rp × Xx}, cuyas placas son convexos geodésicos. Ahora basta
aplicar el argumento de la proposición 1.9 al atlasA con una pequeñamodi�cación:
siguiendo la notación de aquella prueba, basta exigir que los abiertos foliados Vx
en producto tengan también placas geodésicamente convexas. �

Observación 1.12. En este caso, la intersección de dos placas es un abierto geodésica-
mente convexo en la hoja, y por lo tanto, es contráctil. Por otro lado, si modi�camos
el argumento de la prueba anterior, y exigimos que ε < 1

8 �́nf{conv(y) | y ∈ Xx},
obtenemos un buen atlas foliado A con placas geodésicamente convexas, donde
además la estrella de cualquier punto,

Star(x,A) =
⋃{

P
∣∣∣ P es una placa deA y x ∈ P},

está contenido en un abierto geodésicamente convexo de la hoja que pasa por el
punto x ∈M.

1.3. Holonomía

Intuitivamente hablando, la holonomía da información de como se enrollan las
hojas con otras, de forma similar a la aplicación de primera vuelta para �ujos. For-
malmente, esta información nos la ofrece el pseudogrupo de holonomía.

7
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Capítulo 1. Laminaciones y espacios foliados por grafos

Fijemos un buen atlas foliado A = {ϕi : Ui → Rp × Xi}i∈I para una laminación
(M,L ). La unión disjunta X =

⊔
i∈I Xi, es una transversal completa, llamada eje deA.

Obsérvese que Xmodela transversalmente la laminaciónL . Cada transversal local
Xi se identi�ca naturalmente con el subespacio ϕ−1i ({xi} ×Xi) deM, �jado un punto
xi ∈ Rp. Luego, es posible identi�carX con el subespacio

⋃
i ϕ
−1
i ({xi}×Xi) deM, una

vez escogida una familia de puntos xi ∈ Rp.
De�nición 1.13. SeanUi yUj dos entornos coordenados de un buen atlas foliadoA
con Ui ∩Uj � ∅, cuya unión está contenida en un abierto distinguido Uij. Se de�ne
la transformación de holonomía σi j : Dij ⊂ Xi → Dji ⊂ Xj como la aplicación de�nida
de la siguiente manera:

σi j(yi) = yj ⇐⇒
las placas que pasan por yi e yj

están contenidas en una placa de Uij.

Es obvio que los conjuntos Dij y Dji son abiertos de Xi y Xj respectivamente y σi j es
un homeomor�smo entre ellos.

Recordemos que un pseudogrupo de transformaciones Γ sobre un espacio topo-
lógico X es una familia de homeomor�smos de abiertos de X sobre abiertos de X
cerrada para la composición, la restricción y la inversión, que contiene a la identidad
y cualquier homeomor�smo que pertenezca localmente a Γ.

De�nición 1.14. El menor pseudogrupo que contiene a la familia de homeomor-
�smos {σi j | i, j ∈ I}, denotado por Γ, se denomina pseudogrupo de holonomía de L
reducido a la transversal X.

El pseudogrupo de holonomía describe la dinámica transversa de la laminación
en restricción a la transversal X.

De�nición 1.15. Dos pseudogrupos Γ y Γ′ sobreX yX′ respectivamente son equiva-
lentes en el sentido de Hae�iger si Γ y Γ′ son la restricción a X y X′ de un pseudogrupo
Γ′′ que opera sobre X � X′ de manera que X y X′ cortan a todas las órbitas de Γ′′.
Proposición 1.16 ([Hae1]). Si Γ y Γ′ son dos pseudogrupos de holonomía de dos buenos
atlas foliadosA yA′ de una laminación (M,L ), entonces Γ y Γ′ son equivalentes.

De hecho, se llama estructura transversa de una laminación (M,L ) a la clase de
equivalencia de su pseudogrupo de holonomía.

Sea L un hoja deL y x ∈ L ∩ X. Consideremos el subgrupo de isotropía

Γx =
{
h ∈ Γ

∣∣∣ h(x) = x}
y el grupo de gérmenes correspondientesHx. Consideremos otro punto y en X∩ L.
Dado que ambos puntos están en la misma hoja, existe un homeomor�smo en Γ tal
que f (x) = y. Este elemento de�ne un isomor�smo entre los grupos Hx y Hy por
conjugación. Por lo tanto está justi�cado denotar al grupoHx porHL y de�nir:
De�nición 1.17. El grupoHL es el grupo de holonomía de la hoja L ∈ L . SiHL es nulo
diremos que la hoja L no tiene holonomía.

8
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§1.4 Espacios foliados por grafos

1.4. Espacios foliados por grafos

Recordemos que un grafo es un par G = (V,E) de conjuntos de vértices y aristas
respectivamente, junto con un aplicaciónΩ : E→ {{v, v′} | v, v′ ∈ V}. SiΩ(e) = {v, v′},
los vértices v y v′ son los extremos de e. Si v = v′ que e es un bucle. La valencia de
un vértice v es el número aristas que lo tienen como extremo, contando los bucles
como dobles. Si la valencia de todos los vértices es �nita decimos que el grafo es
localmente �nito. La realización geométrica de un grafo G es el CW-complejo que
se obtiene de la siguiente manera: tomamos el espacio V � [0, 1] × E, con V y E
la topología discreta e identi�camos los extremos de v con los puntos �nales del
segmento (0, v) y (1, v). Observemos que un grafo es localmente �nito si y solamente
si su realización geométrica es localmente compacta.

Dado un grafo, existe una función distancia natural sobre él, en la que dos
vértices distan tanto como el número mínimo de aristas por las que hay que pasar
para ir de uno a otro, haciendo a las aristas isométricas al intervalo unidad [0, 1]
(salvo si Ω(e) = {v}).

Un mor�smo entre grafos f : G → G′ es un par de aplicaciones fV : V → V′

y fE : E → E′ tales que Ω′( fE(e)) = {{ fV(v), fV(w)} | v,w ∈ Ω(e)}. Si f posee una
inversa g (i.e. fV ◦ gV = 1V y fE ◦ gE = 1E) f es un isomor�smo. Un mor�smo entre
grafos produce una aplicación continua entre sus realizaciones. Un isomor�smo
induce un homeomor�smo en las realizaciones geométricas. De hecho, se trata de
una isometría con la métrica natural.

Es posible considerar las aristas como orientadas de forma que “apunten” en
dirección de un vértice: un grafo dirigido es un grafo G = (V,E) en el que se sustituye
Ω por dos aplicaciones s y r : E→ V, que asignan a cada arista e su vértice origen s(e)
y su vértice �nal r(e). La arista ε está orientada de s(ε) a r(ε). En este caso valencia de
un vértice v ∈ V se escribe explícitamente como

valG(v) = #
{
ε ∈ V

∣∣∣ s(ε) = v} + #{ε ∈ V ∣∣∣ r(ε) = v}. (1.2)

De la misma manera, la realización geométrica se puede escribir como el CW-com-
plejo unidimensional que se obtiene al identi�car en el espacio V � [0, 1] × E los
puntos s(ε) y r(ε) ∈ V con (0, ε) y (1, ε) ∈ [0, 1] × E respectivamente.

Si en un grafo dirigido “olvidamos” la dirección de las aristas, las realizaciones
geométricas del grafo dirigido y del grafo subyacente son iguales.

Los espacios foliados por grafos no son otra cosa que laminaciones en las que
las hojas no son variedades, sino grafos.

De�nición 1.18. Sea Z un espacio localmente compacto metrizable y separable.
Llamamos atlas foliado de un espacio localmente compacto metrizable y separable
X a una familiaA de cartas locales ϕi : Ui → Pi × Xi que satisfacen:

1. Pi es un grafo �nito;

2. Xi es un abierto de Z y;

9
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Capítulo 1. Laminaciones y espacios foliados por grafos

3. si Ui ∩Uj � ∅, entonces el cambio de coordenadas se escribe como

ϕ j ◦ ϕ−1i (xi, yi) =
(
αi j(xi, yi), σi j(yi)

)
,

siendo αi j( · , yi) un isomor�smo entre subgrafos de Pi y Pj.

Las placas ϕ−1i (Pi × {∗}) de�nen una descomposiciónF de X en grafos conexos de la
manerahabitual: las hojas son losmenores conjuntosque contienena cualquierplaca
que intersecan. Dicha descomposición es una foliación por grafos. La compacidad
local de X implica que la estructura de grafo de las hojas es localmente �nita.

Observación 1.19. El conjunto X de los vértices de las hojas de (X,F ) es una trans-
versal completa y cerrada del espacio foliado (X,F ).

Sobre X está de�nida la función de valencia val : X → N, simplemente como la
valencia del vértice en la hoja correspondiente, que siempre es �nita. Dicha función
es obviamente continua. El carácter continuo de esta función es una característica
fundamental de estos espacios.

Como en el caso de laminaciones, tiene sentido hablar de buenos atlas folia-
dos, y la construcción de estos es exactamente la que aparece en la prueba de la
proposición 1.9. De forma similar, la construcción del pseudogrupo de holonomía
transverso y el grupoide de holonomía transverso así como los resultados relacio-
nados son todos ciertos sin ninguna modi�cación en el argumento.

Por otro lado, en este caso es posible construir de manera sencilla un atlas
análogo al construido en la proposición 1.11:

Proposición 1.20. Dado un espacio foliado por grafos (X,F ), existe un buen atlas foliadoA
tal que las placas son geodésicamente convexas y la intersección de dos placas es homeomorfa
al intervalo (0, 1).

Demostración. Basta observar que X − X, el abierto de los puntos interiores de las
aristas de X, es un �brado localmente trivial de �bra (0, 1) y base E, donde E es
el conjunto de los puntos medios de las aristas. La trivialidad local junto con los
abiertos (0, 12 ), (

1
4 ,
3
4 ) y (

1
2 , 1) de (0, 1) producen abiertos foliados en producto que

cubren X − X.
Consideremos ahora X, el cerrado que falta por cubrir con cartas. Dado que

la función de valencia es continua podemos dividir X en un número contable
de abiertos cerrados disjuntos X =

⊔
n�0 val

−1(n). Cada conjunto val−1(n) puede
cubrirse con el abierto Xn =

⋃
x∈val−1(n) B(x,

1
4 ), denotando B(x,

1
4 ) la bola en la hoja

por x centrada en ese punto y de radio 1
4 . Es sencillo comprobar que X

n es un
�brado localmente trivial de �bra B(x, 14 ) y base val

−1(n). Los abiertos de trivialidad
proporcionan cartas foliadas que junto con las construidas antes, forman un buen
atlas localmente �nito con las propiedades deseadas. �
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Capítulo 2

Pseudogrupos grafados

La noción de grafo de Cayley de un grupo �nitamente generado es fundamental
en el estudio geométrico de los grupos.

El objetivo de este capítulo es extender esta noción a pseudogrupos. La elección
de un sistema �nito de generadores para un pseudogrupo proporciona una estruc-
tura de grafo conexo sobre las órbitas, de manera similar a lo que ocurre con los
grafos de Cayley. Esta construcción de�ne una métrica sobre las órbitas del pseu-
dogrupo. Estudiaremos la estructura métrica a gran escala de las órbitas y como se
comporta ésta con respecto a la reducción de pseudogrupos.

La estructura de grafo de�ne una función de valencia. Si ésta es continua, podre-
mos realizar geométricamente todas las órbitas a la vez y de�nir un espacio foliado
por grafos, al que llamaremos espacio foliado de Cayley del pseudogrupo. Las hojas de
este espacio son las realizaciones de las órbitas y el pseudogrupo de holonomía
restringido a la transversal de los vértices no es otro que el pseudogrupo de partida.

Los espacios foliados de Cayley nos permitirán obtener resultados sobre los
pseudogrupos de transformaciones del conjunto de Cantor.

2.1. Grafo de Cayley de un grupo

Sea G un grupo de tipo �nito, dotado de un sistema �nito de generadores
S. El grafo de Cayley de G respecto del sistema de generadores S es el grafo dirigido
Cay(G, S) = (G,ES) donde el conjunto de aristas es E está formado por los pares
(g, gs) con s ∈ S (donde la primera y segunda proyección como aplicaciones r
y s respectivamente). Obviamente no existen bucles en Cay(G, S), salvo si 1 ∈ S.
Como con el resto de los grafos, no se distinguirá entre Cay(G,S) y su realización
geométrica, el espacio topológico resultante de identi�car s(e) con (e, 0) y r(e) con (e, 1)
en G � AS × [0, 1].

Ejemplo 2.1. Sea G = 〈g〉 un grupo cíclico. Si el orden de G es �nito, entonces
Cay(G, {g}) es un grafo en forma de círculo con #G vértices. Si G = Z, Cay(Z, {g}) es
una recta. Obviamente al sustituir el sistema de generadores obtenemos un grafo
distinto. En las �guras 2.1(a) y 2.1(b) se pueden ver dos grafos de Cayley de Z.

11
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Figura 2.1.
Los grafos de Cayley de (a) Z respecto de {1} ó {−1} y (b) respecto de {1, 2} y, (c) de Z2 para

{(1, 0), (0, 1)}.

Ejemplo 2.2. Consideremos el grupo G = Z2 y el sistema de generadores S =
{(1, 0), (0, 1)}. El grafo de CayleyZ2 = Cay(Z2, S) tiene por vértices los puntos deZ2
uniendo por aristas aquellos vértices que distan 1. Véase la �gura 2.1(c).

El grupo G actúa a la izquierda por isomor�smos sobre sí mismo. Esta acción
se puede extender naturalmente a las aristas mediante la fórmula g · (g′, g′s) =
(gg′, gg′s). Dado que la acción de G sobre sí mismo es transitiva, el grafo Cay(G,S)
es uniforme, es decir, para cualquier par de vértices existe un automor�smo del grafo
que envía un vértice sobre otro. En particular la valencia es constante e igual a 2#S.
El grafo de Cayley esta dotado de unamétrica natural de�nida mediante la longitud
de las palabras: la longitud de g ∈ G es el número mínimo de elementos de S (o sus
inversos) necesarios para escribir g, es decir

longS(g) = m�́n
{
n ∈N

∣∣∣ g = s1 · · · sn con si ∈ S ∪ S−1}.
La distancia de las S-palabras queda entonces de�nida como

dS(g1, g2) = longS(g
−1
1 g2).

Esta distancia es invariante para las traslaciones a izquierda. En efecto, para cada
g ∈ G tenemos que dS(gg1, gg2) = longS(g−11 g

−1gg2) = dS(g1, g2). Es posible extender
la distancia dS de G a todo el grafo Cay(G, S) haciendo las aristas isométricas al
intervalo unidad. Llamaremos a esta distancia dS la distancia de las S-palabras sobre
Cay(G, S). Esta distancia coincide con la distancia natural sobre grafos.

12
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2.2. Pseudogrupos grafados

Consideremos Γ un pseudogrupo de transformaciones sobre un espacio metri-
zable localmente compacto y separable X. Diremos que Γ es �nitamente generado si
existe una familia �nita Σ ⊂ Γ de forma que cada γ ∈ Γ se puede escribir localmen-
te como una Σ-palabra. Más precisamente, para cada punto x ∈ domγ existe un
entorno U tal que

γ|U = σεnn ◦ · · · ◦ σε11 |U, (2.1)

donde εi = 1 o −1 y σi ∈ Σ para cada 1 � i � n. Por simplicidad supondremos que
γ se escribe globalmente como una Σ palabra. Además, podemos suponer que la
Σ-palabra que aparece en (2.1) es reducida, es decir, que ninguna letra va seguida de
su inversa: σεii � σ

−εi+1
i+1 para cada 1 � i < n.

La elección del sistema �nito de generadores Σ permite realizar cada Γ-órbita,
Γ(x) = {γ(x) | γ ∈ Γ y x ∈ domγ} como el conjunto de vértices de un grafo localmente
�nito y conexo por caminos Γ(x). En efecto, de forma similar a la construcción de
los grafos de Cayley, el conjunto de vértices de Γ(x) será la propia órbita Γ(x). Dos
vértices y, z ∈ Γ(x) estarán unidos por una arista orientada si existe σ ∈ Σ tal que
z = σ(y). La métrica natural sobre el grafo Γ(x) coincide con la distancia de las Σ-
palabras: con la convención de que la palabra vacía sea 1X, de�nimos la Σ-longitud
longΣ(γ) de γ ∈ Γ como el númeromínimo de generadores necesarios para escribir γ
y la distancia de las Σ-palabras dΣ(y, z) entre dos puntos y, z ∈ Γ(x) como la Σ-longitud
mínima de los elementos γ ∈ Γ tales que z = γ(y).

Usaremos la notación (Γ,Σ) para indicar que las Γ-órbitas están dotadas de esta
estructura métrica, y llamaremos a este par pseudogrupo grafado.

Ejemplo 2.3. Cualquier grupo de transformaciones G de un espacio X de�ne un
pseudogrupo de transformaciones de X formado por las restricciones de los ele-
mentos de G. Un sistema �nito de generadores de G, convierte al pseudogrupo en
grafado.

Ejemplo 2.4. Si L es una laminación de un espacio compacto M y A es un buen
atlas foliado �nito, el pseudogrupo de holonomía del ejeX deA es un pseudogrupo
grafado si se dota de las σi j descritas en la de�nición 1.13.

Sea (Γ,Σ) un pseudogrupo grafado de transformaciones de un espacio metriza-
ble, localmente compacto y separableX. Dado que cada punto deX es un vértice de
un grafo, es natural considerar la aplicación de valencia, valΣ, que asocia a cada vértice
el número de aristas incidentes en él. Reescribiendo (1.2) para este caso concreto
tenemos que valΣ(x) = #{σ ∈ Σ

∣∣∣ x ∈ domσ} + #{σ ∈ Σ ∣∣∣ x ∈ im σ}. Si denotamos
por χB la aplicación característica del conjunto B, es posible escribir valΣ en una
expresión más útil:

valΣ(x) =
∑
σ∈Σ

(
χdom σ(x) + χimσ(x)

)
. (2.2)

Como el dominio y la imagen de cada homeomor�smo σ son abiertos en X, las
aplicaciones características correspondientes son semicontinuas inferiormente. Por
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Capítulo 2. Pseudogrupos grafados

σe

σe′

Figura 2.2.
En el ejemplo 2.5 aristas múltiples producen homeomor�smos idénticos

consiguiente valΣ es semicontinua inferiormente. Obviamente valΣ será continua si
y solamente si los dominios y las imágenes de los homeomor�smos pertenecientes
a Σ son abiertos cerrados de X.

Ejemplo 2.5. Sea (X,F ) un espacio foliado por grafos y denotemos por X la trans-
versal completa de los vértices. Veamos que es posible encontrar un sistema de
generadores para el pseudogrupo de holonomía reducido X que permite recuperar
la estructura de grafo de las órbitas. Cada abierto cerrado val−1(n) ⊂ X (con n ∈N)
es el dominio de n transformaciones asociadas a cada una de las aristas que parten
de cada vértice. En efecto, con la métrica natural sobre (X,F ), en la que cada arista
es isométrica a (0, 1), el conjunto

⋃
x∈val−1(n) B(x,

1
2 ) es un abierto foliado en producto

homeomorfo a val−1(n) × B(x0, 12 ), para un x0 ∈ val
−1(n) cualquiera �jado. Fijada e

una de las (medias) aristas de B(x0, 12 ), se obtiene una transformación σe de�nida
sobre val−1(n) de la siguiente manera: dado x ∈ val−1(n), σe(x) ∈ X es el extremo de
la arista correspondiente con e que parte de x.

Estas transformaciones pueden coincidir en un abierto o incluso ser la misma, si
por ejemplo se tiene una paquete de aristas múltiples entre dos vértices como en la
�gura 2.2. Si permitimos estas repeticiones, tenemos una familia Σ de transforma-
ciones que genera Γ y cuyos dominios e imágenes son un cubrimiento localmente
�nito. Además es obvio que la estructura de grafo generada por Σ es la misma que
la original. Así la función de valencia para el pseudogrupo grafado coincide con la
de (X,F ), y por lo tanto es continua.

2.3. Geometría a gran escala

La noción de casi-isometría “coarse” o simplemente casi-isometría ha sido intro-
ducida por M. Gromov en [Gro1]) (véase también [Gro2] y [Gro3]) para el estudio
geométrico de los grupos �nitamente generados.

Ante todo, recordemos que una red en un espaciométrico (M, d) es un subespacio
A de M tal que d(x,A) < C para cada punto x ∈ M, para cierta constante C > 0

14
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§2.3 Geometría a gran escala

�ja. Cuando la constante C sea relevante y deseemos mantenerla en la notación
hablaremos de una C-red.

De�nición 2.6 ([Gro1]). Dos espacios métricos (M, d) y (M′, d′) son casi-isométricos
si existe una aplicación f : M → M′ tal que existen constantes positivas λ y C
veri�cando 1

λd(x, y) − C � d( f (x), f (y)) � λd(x, y) + C, para cada par de puntos
x, y ∈ M, y además f (M) es una red deM′. De hecho, es posible suponer que f (M)
es una C-red. Por otro lado, si λ = 1, diremos que f es una isometría a gran distancia.

Dada una casi-isometría f : M→ M′, existe otra casi-isometría f ′ : M′ → M tal
que f ′ ◦ f (M) y f ◦ f ′(M′) son redes en M y M′ respectivamente. Diremos que f y
f ′ son inversas a gran distancia. Como resultado de la existencia de inversas a gran
distancia, se tiene que la relación de casi-isometría es un relación de equivalencia.

Ejemplo 2.7. i) Una red de un espacio métrico es, obviamente, isométrica a gran
distancia al espacio métrico. Así por ejemplo Z y R con las distancias usuales son
isométricos a gran distancia.

ii) Sea G es un grafo y d la métrica natural sobre él. El conjunto de vértices V de
G es una 12-red de G.

iii) Un espacio métrico compacto M es casi-isométrico a un punto. De hecho,
cualquier espacio métrico de diámetro acotado es casi-isométrico a un punto.

iv) El conjunto de los enteros Z y de los naturalesN con las distancias usuales
no son casi-isométricos.

En general, dos espaciosmétricosM yM′ son casi-isométricos (resp. isométricos
a gran distancia) si y sólo si existe una biyección bilipschitziana (resp. isometría)
entre dos redes deM yM′ respectivamente.

En esta misma dirección, también se tiene el siguiente resultado:

Proposición 2.8 (principio de la goma elástica, véase [Gro3]). Sean A un conjunto,
(M1, d1) y (M2, d2) dos espacios métricos geodésicos y fi : A → Mi aplicaciones biyectivas
tales que fi(A) es una red de Mi (con i = 1, 2). Si las métricas inducidas por fi en A son
uniformemente equivalentes, entonces M1 y M2 son casi-isométricos.

Recordemos que dos métricas d1 y d2 sobre un mismo conjuntoM son uniforme-
mente equivalentes si 1M es un homeomor�smouniforme, i.e. existen dos aplicaciones
μ1 y μ2 : R → R crecientes tales que d2(x, y) � μ1(d1(x, y)) y d1(x, y) � μ2(d2(x, y))
para cualesquiera x, y ∈M (véase [Gro3]). Las aplicaciones μ1 y μ2 pueden sustituir-
se por una sola aplicación: si de�nimos la función μ(r) = máx{μ1(r), μ2(r)} es fácil
comprobar que cumple las condiciones requeridas.

Demostración del proposición 2.8. Es obvio que (N, di) es casi-isométrico a (Mi, di) por
lo que basta comprobar que (N, d1) y (N, d2) son casi-isométricos. De hecho veremos
1N es una casi-isometría.

Denotemos por di la distancia inducida sobreN por fi, y seaμ : R→ R la función
que existe en virtud de la equivalencia uniforme entre estas distancias. Tomemos x e
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y ∈ N, y un arco geodésico gdeM1 conectando f1(x) con f1(y). Fijemos n � d1(x, y)+1
y dividimos g en n sub-arcos {gi}ni=1 de forma que cada uno tenga longitud inferior
a 1. Denotemos por xi los nuevos puntos que aparecen como extremos de la familia
{gi} (x0 = x y xn = y). SiN es unaC1-red enM1, existe un punto f (yi) ∈M1 a distancia
de xi inferior a C1. Entonces aplicando reiteradamente la desigualdad triangular

d2(x, y) �
n−1∑
i=0

d2(yi, yi+1) �
n∑
i=0

μ
(
d1(yi, yi+1)

)

�
n∑
i=0

μ
(
d1( f1(yi), xi) + d1(xi, xi+1) + d1(xi+1, f1(yi+1))

)
� nμ(2C1 + 1) � μ(2C1 + 1)

(
d1(x, y) + 1

)
.

Cambiando los roles de d1 y d2 obtenemos d1(x, y) � μ(2C2 + 1)(d1(x, y) + 1), siendo
f2(N) una C2-red. En consecuencia de estas dos desigualdades se tiene que 1N es
una casi-isometría. �

2.4. Reducción de pseudogrupos

Consideremos un abierto Y ⊂ X que corte a todas las órbitas de Γ. Como se
indicaba en el capítulo anterior, el pseudogrupo Γ|Y reducido a Y es equivalente a
Γ. De hecho, este ejemplo modela la de�nición de equivalencia de Hae�iger. Nos
interesa describir como afecta el proceso de reducción o inducción (véase [Gab2]) a la
estructura métrica de las órbitas de un pseudogrupo grafado (Γ,Σ).

Como se ha visto al comienzo del capítulo, la elección de Σ un sistema �nito
de generadores, de�ne una estructura de grafo conexo localmente �nito sobre cada
Γ-órbita. Las órbitas del pseudogrupo reducido Γ|Y no son otra cosa que la traza de
las Γ-órbitas sobre Y. Por lo tanto, cada Γ|Y-órbita hereda una estructura de grafo y
una métrica de la Γ-órbita correspondiente. Ahora bien, al eliminar los vértices que
pertenecen a X − Y y las aristas incidentes en estos vértices, el grafo que se obtiene
en general no es conexo.

Ejemplo 2.9. Consideremos el pseudogrupo Γ sobre S1 generado por un sólo ho-
meomor�smo, gα(eit) = ei(t+α) con 0 < α < 1 irracional. En este caso, de un punto
eit ∈ S1 parte una arista a ei(t+α) y llega otra de ei(t−α). Si tomamos α0 = m�́n{α, 1 − α},
podemos de�nir el abierto Y = {eit ∈ S1 | t ∈ (0, α0)}, que corta a todas las Γ-órbitas
porque éstas son densas. Ahora bien, la estructura de grafo de las Γ|Y-órbitas no
tiene ninguna arista, ya que dado y ∈ Y, gα(y) � Y para cualquier y ∈ Y.

Como se puede ver en este ejemplo, el problema radica en que la estructura de
grafo no proviene, en general, de un sistema de generadores: al restringir los domi-
nios e imágenes de los elementos de Σ a Y obtenemos una familia Σ|Y de elementos
de Γ|Y, pero esta familia no genera el pseudogrupo Γ|Y. De hecho, las órbitas del
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pseudogrupo generado por Σ|Y son los conjuntos de vértices de las componentes
conexas de sus realizaciones geométricas como grafos. Aún así, usaremos la nota-
ción (Γ|Y,Σ|Y) para indicar que las Γ|Y-órbitas están dotadas de la métrica inducida
por dΣ, así como de la estructura de grafo ya mencionada. Nos interesa comparar
las estructuras métricas de los pseudogrupos grafados (Γ,Σ) y (Γ|Y,Σ|Y). Más con-
cretamente, determinar condiciones bajo las cuales Γ-órbitas y sus Γ|Y-órbitas sean
casi-isométricas.

Puesto que Y corta a todas las Γ-órbitas, cualquier x ∈ X pertenece al dominio
de un elemento γ ∈ Γ de forma que su imagen esta contenida en Y. Denotemos por
Σx,Y el conjunto de tales elementos de Γ, y la reunión de todos estos conjunto por
ΣX,Y. El sistema de generadores Σ determina la distancia dΣ sobre cada Γ-órbita.
Es natural de�nir entonces la distancia dΣ(x,Y) como la Σ-distancia entre x y la
Γ|Y-órbita Γ(x) ∩ Y, que es la Σ-longitud mínima de los todos los elementos Σx,Y.

De�nición 2.10. Un abierto Y de X que corta a todas las Γ-órbitas es una Σ-base de
X, si existe una constante C > 0 tal que dΣ(x,Y) � C para cada x ∈ X.

Esta noción constituye el análogo para pseudogrupos grafados de una red en
un espacio métrico. De forma similar al caso de espacios métricos, la de�nición nos
garantiza que las órbitas de Γ y Γ|Y, dotadas de la distancia de las Σ-palabras, son
isométricas a gran distancia.

De�nición 2.11. Sean (Γ,Σ) y (Γ′,Σ′) dos pseudogrupos grafados de�nidos sobre
X y X′ respectivamente. El pseudogrupo (Γ′,Σ′) es un factor de Kakutani de (Γ,Σ)
si existe una aplicación boreliana r : X → X′ que envía Γ-órbitas en Γ′-órbitas de
manera casi-isométrica. Dos pseudogrupos grafados son equivalentes en el sentido de
Kakutani si ambos tienen un factor común.

Esta de�nición es análoga a la dada en [Ghy1], aunque en nuestro caso es
puramente boreliana.

Lema 2.12. Si Y es una Σ-base de X, entonces los pseudogrupos grafados (Γ,Σ) y (Γ|Y,Σ|Y)
son equivalentes en el sentido de Kakutani.

Demostración. En primer lugar, observemos que los dominios de los elementos de
ΣX,Y forman un recubrimiento abierto de X, del que es posible obtener un subrecu-
brimiento numerable. Así obtenemos una familia numerable {γn}n∈N de elementos
de ΣX,Y cuyos dominios siguen cubriendo X. Consideremos la aplicación boreliana
r : X → Y de�nida por r(x) = γn(x), con n el menor entero tal que x ∈ domγn.
Tenemos entonces que para cada punto x ∈ X y cada par de puntos y, z ∈ Γ(x),
r(Γ(x)) ⊂ Γ|Y(r(x)) y dΣ(y, z)−2C � dΣ(r(y), r(z)) � dΣ(y, z)+2C, siendo C la constante
que aparece al ser Y una Σ-base de X. Luego Γ|Y es un factor de Kakutani de Γ, y
por lo tanto Γ y Γ|Y son equivalentes en el sentido de Kakutani. �

Observación 2.13. Si suponemos que el abierto Y de X es relativamente compacto,
entonces podemos recubrir su clausura por los dominios de una subfamilia �nita
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ΣY,Y de ΣX,Y. Además podemos suponer que se trata de abiertos relativamente
compactos de X. Luego Y′ =

⋃
γ̄∈ΣY,Y dom γ̄ es un abierto relativamente compacto

de X tal que Y ⊂ Y′. Para cualquier sistema de generadores ΣY′ del pseudogrupo
reducido Γ|Y′ , se tiene que Y es una ΣY′-base de Y′, ya que las ΣY′-longitudes de
los elementos de conjunto �nito ΣY,Y están acotadas. Así (Γ|Y′ ,ΣY′) y (Γ|Y,ΣY′ |Y) son
Kakutani equivalentes.

Observación 2.14. Si Y es una Σ-base relativamente compacta de X, entonces cual-
quier otro abierto relativamente compacto Z que corte a todas las órbitas de Γ es
una Σ-base de X. Procediendo como en el caso anterior, podemos considerar una
subfamilia �nita ΣY,Z de Γ tal que los dominios de los elementos de ΣY,Z recubren

Y y sus imágenes están contenidas en Z. Como antes, las Σ-longitudes de los ele-
mentos de ΣY,Z están acotadas. Luego si la distancia dΣ(x,Y) esta uniformemente
acotada, la distancia dΣ(x,Z) lo estará también.

El siguiente resultado es una condición su�ciente sencilla para la equivalencia
en el sentido de Kakutani.

Proposición 2.15. Sean (Γ,Σ) y (Γ′,Σ′) dos psudogrupos grafados. Si existen Y una Σ-
base, Y′ una Σ′-base, una aplicación biyectiva f : Y → Y′ y una constante K tales que
1
Kd(x, y) � d( f (x), f (y)) � Kd(x, y), para todo x, y ∈ Y, entonces (Γ,Σ) y (Γ′,Σ′) son
equivalentes en el sentido de Kakutani.

Es posible también probar un principio de la goma elástica para el caso de pseudo-
grupos similar al dado en el lema 2.8. Este es un criterio de utilidad para comprobar
si dos pseudogrupos grafados son Kakutani equivalentes:

Lema 2.16 (principio de la goma elástica para pseudogrupos). Sea A un conjunto y
(Γ1,Σ1) y (Γ2,Σ2) dos pseudogrupos grafados de�nidos sobre X1 y X2 respectivamente. Sean
también las aplicaciones biyectivas fi : A→ Xi tales que fi(A) es unaΣi-base de Xi (para i =
1, 2) y los pseudogrupos de transformaciones de A inducidos por fi son el mismo. Si existen
dos funciones crecientes μ1 y μ2 : R→ R tales que dΣ2 ( f2(x), f2(y)) � μ1

(
dΣ1 ( f1(x), f1(y))

)
y dΣ1( f1(x), f1(y)) � μ2

(
dΣ2 ( f2(x), f2(y))

)
para cualesquiera x e y ∈ A, entonces (Γ1,Σ1) y

(Γ2,Σ2) son Kakutani equivalentes.

Demostración. Dado que fi(A) es una Σi-base, sólo es necesario probar que A con
las distancias inducidas por las aplicaciones fi son Kakutani equivalentes. Para ello
basta ver que la identidad 1A es una casi-isometría sobre cada órbita del pseudogru-
po inducido. Pero esto se deduce inmediatamente del principio de la goma elástica
usual. �

Observación 2.17. Como en el caso de del principio de la goma elástica usual, es
posible reemplazar las aplicaciones μ1 y μ2 por una sola. Como en ese caso basta
tomar μ = máx{μ1, μ2}. Además podemos suponer que μ está de�nida sobre los
enteros no negativos, ya que las distancias en los pseudogrupos grafados siempre
son enteras.
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Ejemplo 2.18. Consideremos Γ como en el ejemplo 2.4. Si Y es un abierto de T que
corta a todas las Γ-órbitas (i.e. a todas las hojas deL ). La compacidad deM permite
probar que Y es una Σ-base de T, siendo Σ la familia de transformaciones σi j.

2.5. Pseudogrupos compactamente generados

En el ejemplo 2.18, la compacidad deM garantiza que Γ posee la propiedad de
generación compacta introducida por A. Hae�iger en [Hae2]. Esta propiedad permite
de�nir un mejor sistema de generadores.

De�nición 2.19 ([Hae2, Hae3]). Un pseudogrupo Γ de transformaciones de un
espacio localmente compacto y Hausdorff X es compactamente generado si

1. existe un abierto relativamente compacto Y contenido en X que corta a todas
las Γ-órbitas y;

2. existe Σ un sistema de generadores �nito para Γ|Y tal que cada σ ∈ Σ es la
restricción de un elemento σ̃ ∈ Γ tal que dom σ ⊂ dom σ̃.

Al sistema de generadores Σ lo llamaremos sistema de generación compacta para Y.

Ejemplo 2.20. i) Como se ha dicho anteriormente, el pseudogrupo de holonomía
reducido al eje de un atlas foliado de un espacio foliado compacto es compactamen-
te generado. Basta observar que podemos re�nar dicho atlas por otro con cartas
relativamente compactas, de forma similar a lo hecho para la proposición 1.9.

ii) El pseudogrupo de transformaciones deR generado por f (x) = x
2 es compac-

tamente generado. Basta considerar Y = (−1, 1) y el generador f |Y.
iii) El pseudogrupo de transformaciones de R generado por f (x) = −x no es

compactamente generado, ya que no existen abiertos relativamente compactos que
corten a todas las órbitas.

Lema 2.21. Sea Γ un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de X. Sea
Y′ un abierto relativamente compacto que corta a todas las Γ-órbitas. Entonces existe un
sistema de generación compacta para Y′.

Demostración. SeanY el abierto relativamente compacto cuya existencia nos asegura
la hipótesis y Σ un sistema de generación compacta para Y. Dado que Y e Y′ son
relativamente compactos podemos obtener una familia �nita Φ ⊂ Γ que de�ne una
equivalencia entre Γ|Y y Γ|Y′ . Podemos suponer además que cada elemento ϕ ∈ Φ es
la restricción de un elemento ϕ̃ ∈ Γ de�nido sobre un entorno de domϕ. Entonces
la familia de homeomor�smos Σ′ = {ϕ ◦ σ ◦ ϕ′−1 | ϕ,ϕ′ ∈ Φ y σ ∈ Σ} es un sistema
de generación compacta para Y′. �

Modi�cando ligeramente el argumento anterior, es fácil comprobar el siguiente
resultado:
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Lema 2.22 ([Hae2, Hae3]). La propiedad ser compactamente generado es invariante por
equivalencias de Hae�iger.

Los sistemas de generación compacta permiten eliminar alguna de las di�cul-
tades que encontrábamos al restringir pseudogrupos arbitrarios a abiertos cuales-
quiera. En particular, un sistema de generación compacta sobre Y de�ne una buena
estructura de grafo sobre las órbitas como muestra este resultado:

Lema 2.23. Sea Γ un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de X, un
espacio localmente compacto, metrizable y separable, dotado de un sistema numerable de
generadores Σ. Sean Y un abierto relativamente compacto que corta a todas las Γ-órbitas
y ΣY un sistema de generación compacta de Γ sobre Y. Si Y es una Σ-base de X, entonces
(Γ,Σ) y (Γ|Y,ΣY) con equivalentes en el sentido de Kakutani.
Demostración. Según el lema 2.12 es su�ciente comprobar que (Γ|Y,Σ|Y) y (Γ|Y,ΣY)
son equivalentes en el sentido de Kakutani. Bastará con aplicar el lema de la goma
elástica para pseudogrupos. Sean x e y ∈ Y dos puntos que pertenezcan a la misma
Γ|Y-órbita y K = máx{longΣ(σ̃) | σ ∈ ΣY}, donde σ̃ ∈ Γ es tal que su restricción a Y es
σ. Si y = σn ◦ · · · ◦ σ1(x) con σ1, . . . , σn ∈ ΣY, entonces

dΣ(x, y) � longΣ(σ̃n ◦ · · · ◦ σ̃1) �
n∑
i=1

longΣ(σ̃i) � Kn = KdΣY(x, y).

De�nimos μ1(n) = Kn. Por otro lado, observemos que hay un número �nito de
Σ-palabras de longitud menor o igual a n, entonces está de�nido el número natural

μ2(n) = máx
{
n, longΣY(w)

∣∣∣ w es una Σ-palabra de Σ-longitud � n}
Supongamos que dΣ(x, y) = n, entonces y = w(x) dondew tiene Σ-longitud n. Luego
es obvio quew se escribirá como unaΣY-palabra deΣY-longitud inferior a μ2(n). �

El hecho de que el espacio Y sea una Σ-base es fundamental para obtener el
resultado anterior. Consideremos una foliación con una única hoja homeomorfa a
R2. Si tomamos x ∈ R2, el pseudogrupo de holonomía reducido a la transversal
completa Z = {x} es compactamente generado. En consecuencia, el pseudogrupo de
holonomía reducido a cualquier transversal también lo será, ya que la generación
compacta es una propiedad invariante por equivalencias de Hae�iger.

Ahora bien, los pseudogrupos reducidos no serán, en general, equivalentes en el
sentido de Kakutani. Si dotamos al planoR2 de la métrica euclídea y consideramos
una red casi-isométrica X (como por ejemplo el retículo entero), los pseudogrupos
de holonomía reducidos a Z y X no son Kakutani equivalentes, ya que X no es casi-
isométrico a un punto. No obstante, los pseudogrupos de holonomía reducidos a
dos conjuntos �nitos serán equivalentes en el sentido de Kakutani. En particular,
si Y es un conjunto �nito (de la red casi-isométrica X) e y ∈ Y, los pseudogrupos
obtenidos al restringir Γ a Z = {y} e Y serán equivalentes en el sentido de Kakutani,
para cualquier sistema de generación compacta.

Nos interesamos por los sistemas de generación compacta para los que existe
una base:
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De�nición 2.24. SeaΣY un sistemadegeneración compacta sobreYparaunpseudo-
grupo compactamente generado Γde transformaciones sobre un espacio localmente
compacto, metrizable, separable X. Si existe un abierto relativamente compacto Z
tal que Z ⊂ Y y si Z es unaΣY-base de Y, entoncesΣY es un buen sistema de generación
compacta.

La existencia de buenos sistemas de generación es algo que cabe esperar para
cualquier abierto relativamente compacto. El siguiente lema asegura que esto es así:

Lema 2.25. Sea Γ un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de un
espacio localmente compacto, metrizable y separable X. Para cualquier abierto relativamente
compacto Y ⊂ X, existe un buen sistema de generación compacta.

Demostración. En la observación 2.13 se ha de�nido la familia �nita ΣY,Y cuyos

dominios son abiertos relativamente compactos que recubren a Y. Cada elemento
σ̄ ∈ ΣY,Y es la restricción de un elemento de la familia ΣX,Y cuyo dominio contiene a
dom σ̄. Lo que garantiza que el abierto Z =

⋃
σ̄∈ΣY,Y im σ̄ es un abierto relativamente

compacto de X de forma que Z ⊂ Y. Denotemos por ΦY a la restricción de la
familia ΣY,Y a Y. Si añadimos esta familia �nita a cualquier sistema de generación
compacta sobre Y obtenemos un nuevo sistema de generación compacta ΣY de Γ
sobreY. Ahora bien,Z es unaΣY-base, ya que cualquier elemento y ∈ Y se encuentra
en el dominio de algún elemento σ̄ ∈ ΦY. �

Observación 2.26. Además, por analogía con la observación 2.14 y con la misma
notación que en la prueba, se obtiene un abierto relativamente compacto Y′ =⋃
σ̄∈ΣY,Y dom σ̄ de X que contiene la clausura de Y. Si ΣY = {σ̄ ∈ Γ | σ ∈ ΣY}, entonces

Y es una ΣY-base y ΣY es un sistema de generación compacta.

Si volvemos al ejemplo, vemos que la equivalencia de Hae�iger natural entre
Γ|Z y Γ|Y puede ser convertida en una equivalencia de Kakutani, y podemos esperar
lo mismo de cualquier equivalencia de pseudogrupos. Precisamente esto se prueba
en el teorema 2.28 para lo que necesitamos el siguiente lema:

Lema 2.27. Sea Γ un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de un es-
pacio metrizable, localmente compacto y separable X. Sean Y e Y′ dos abiertos relativamente
compactos tales que Y∩Y′ corta a todas las Γ-órbitas. Si ΣY y ΣY′ son dos buenos sistemas
de generación compacta sobre Y e Y′ respectivamente, los pseudogrupos grafados (Γ|Y,ΣY)
y (Γ|Y′ ,ΣY′) son equivalentes en el sentido de Kakutani.

Demostración. Si la intersección de Y e Y′ corta a todas las Γ-órbitas, según el le-
ma 2.25 podemos encontrar un abierto relativamente compacto Z tal que Z ⊂ Y∩Y′
y corte a todas las Γ-órbitas. Según la observación 2.14, y teniendo en cuenta que
ΣY y ΣY′ son buenos sistemas de generación compacta, Z es una ΣY-base de Y y
lo mismo para Y′. El lema 2.23 nos asegura que (Γ|Y,ΣY) y (Γ|Z,ΣY|Z) son equiva-
lentes en el sentido de Kakutani. De la misma forma (Γ|Y′ ,ΣY′) y (Γ|Z,ΣY′ |Z) lo son.
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Basta aplicar el principio de la goma elástica, para lo que razonaremos de forma
similar a la del lema 2.23. Así pues basta comprobar que las métricas de (Γ|Z,ΣY|Z)
y (Γ|Z,ΣY′ |Z) son uniformemente equivalentes.

SeaWn
ΣY
la familia de las ΣY-palabras de ΣY-longitud menor o igual a n. Obvia-

mente Wn
ΣY
es �nita, y por lo tanto si nos restringimos a Z obtenemos una familia

de homeomor�smos Wn
ΣY
|Z �nita, y que podrá ser vacía. Entonces esta bien de�-

nida la aplicación μY(n) = máx
{
n, longΣY′ (w)

∣∣∣ w ∈ Wn
ΣY
|Z
}
. Es obvio entonces que

dΣY′ (z, z
′) � μY

(
dΣY(z, z

′)
)
, para cualesquiera z y z′ ∈ Z. De forma similar se puede

de�nir μY′ . �

Teorema 2.28. Sean Γ y Γ′ dos pseudogrupos compactamente generados de transforma-
ciones de dos espacios localmente compactos, metrizables y separables X y X′. Sean Y e
Y′ abiertos relativamente compactos de X y X′ que cortan a todas las órbitas de Γ y Γ′, y
ΣY y ΣY′ dos buenos sistemas de generación compacta para Y e Y′ respectivamente. Si los
pseudogrupos Γ y Γ′ son equivalentes en el sentido de Hae�iger, entonces los pseudogrupos
grafados (Γ|Y,ΣY) y (Γ|Y′ ,ΣY′) son equivalentes en el sentido de Kakutani.
Demostración. Como Γ y Γ′ son equivalentes, por de�nición existe un pseudogrupo
Γ′′ de transformaciones de la suma topológica X�X′ que se reduce a Γ y Γ′ sobre X
y X′ respectivamente. Los conjuntos Y, Y′ y Y′′ = Y�Y′ son abiertos relativamente
compactos que cortan a todas las Γ′′-órbitas. Por hipótesis ΣY y ΣY′ son buenos
sistemas de generación compacta para Γ|Y y Γ|Y′ respectivamente. Además del
lema 2.25 deducimos que Γ|Y′′ posee un buen sistema de generación compacta, que
denotaremos por ΣY′′ . El lema 2.27 asegura que tanto (Γ|Y,ΣY) y (Γ|Y′′ ,ΣY′′), como
(Γ|Y′ ,ΣY′) y (Γ|Y′′ ,ΣY′′) son equivalentes en el sentido de Kakutani, de donde se
deduce el resultado. �

2.6. Teoremas de realización

Consideremos un grafoG = (V,E). Recordemos que su realización geométrica es
el CW-complejo que se obtiene al considerarV como un conjunto discreto y unir dos
de estos vértices mediante una celda de dimensión 1 si los vértices son los puntos
extremos de la misma arista de E. Más precisamente la realización geométrica es el
espacio cociente V � E × [0, 1]

/
s(e) ∼ (e, 0) ∧ r(e) ∼ (e, 1).

Por otro lado, en un pseudogrupo grafado (Γ,Σ), cada órbita Γ(x) es grafo cone-
xo, que admite una realización geométrica Γ(x). Veamos como podemos globalizar
este proceso y considerar todos las realizaciones como un único espacio. Para ello,
consideremos el espacio topológico X y los paquetes de aristas dadas por las trans-
formaciones de Σ:

M̃ = X �
⊔
σ∈Σ
dom σ × {σ} × [0, 1].

De�nimos sobre M̃ la relación de equivalencia ∼ con x ∼ (x, σ, 0) y σ(x) ∼ (x, σ, 1)
cuando x ∈ dom σ. Sea Cay(Γ,Σ) el cociente de M̃ por la relación de equivalencia ∼
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§2.6 Teoremas de realización

y π : M̃→ Cay(Γ,Σ) la aplicación cociente. LlamaremosF a la descomposición de
Cay(Γ,Σ) en los grafos

⊔
Γ(x).

Teorema 2.29 (de realización geométrica). Si la función valencia es continua, entonces
Cay(Γ,Σ) es un espacio localmente compacto, metrizable y separable, dotado de una foliación
por grafos F , al que se llamará el espacio foliado de Cayley de (Γ,Σ). Además X es la
transversal canónica formada por los vértices de las hojas y el pseudogrupo de holonomía de
F reducido a X coincide con Γ. Si X es compacto entonces Cay(Γ,Σ) también lo es.

Demostración. Veamos cómo construir un atlas foliado adaptado aF . Para ello, en
primer lugar, observemos queX es un cerrado de Cay(Γ,Σ), ya que es naturalmente
homeomorfo al cociente del cerrado saturado

⊔
σ∈Σ dom σ × {σ} × {0, 1}.

De la continuidad de la valencia se desprende que, para cada x ∈ X, la función
valencia es constante sobre un abierto y cerrado maximal Xx = val−1Σ (valΣ(x)) que
contiene a x. Para cada y ∈ Xx, de�nimos el conjunto Σ+y = {σ ∈ Σ | y ∈ dom(Σ)} y
Σ−y = {σ ∈ Σ | y ∈ im(σ)}. La unión de ambosΣy = Σ+y ∪Σ−y tiene el mismo número de
elementos que Σx. Más aún, el conjuntoUx = Xx ∩

(⋂
σ∈Σ+x dom(σ)

)
∩
(⋂
σ∈Σ−x im(σ)

)
cumple que

Σ+y = Σ
+
x y Σ−y = Σ

−
x (2.3)

para cada y ∈ Ux, ya que Σ+y (resp. Σ−y .) es un subconjunto de Σ+x (resp. Σ−x ) con el
mismo número de elementos. Por consiguiente

Ux = Uy para cada y ∈ Ux. (2.4)

Como la función de valencia esta acotada por 2#Σ, los conjuntos Ux forman un
recubrimiento abierto y �nito de X. En el caso de que X sea compacto cada uno de
esos abiertos es relativamente compacto.

Para cada x ∈ X, de�nimos el abierto Vx como el cociente del abierto saturado

Ṽx =
⊔
σ∈Σ+x

Ux × {σ} × [0, 12 ) �
⊔
σ∈Σ−x

Ux × {σ} × ( 12 , 1].

Sea E(x) el espacio cociente obtenido de
⊔
σ∈Σ+x {σ} × [0,

1
2 ) �

⊔
σ∈Σ−x {σ} × (

1
2 , 1] al

identi�car los puntos (σ, 0) y (σ, 1). Podemos interpretar este espacio como la bola
centrada en x de radio 1

2 dentro del grafo Γ(x). Las condiciones (2.3) nos indican de
hecho que E(x) = E(y) para cada y ∈ Ux.

El homeomor�smo canónico entre Ṽx y Ux × (
⊔
σ∈Σx{σ} × [0,

1
2 )) induce un ho-

meomor�smo entre los cocientes ϕx : Vx → Ux × E(x). Por otro lado, para cada
x ∈ X y cada σ ∈ Σ+x , de�nimos el abierto Vσx como el cociente del abierto satu-
rado Ṽσx = Ux × {σ} × (0, 1). En este caso π : Ṽσx → Vσx es un homeomor�smo y
el homeomor�smo canónico entre Ṽσx y Ux × (0, 1) induce otro homeomor�smo
ϕσx : V

σ
x → Ux × (0, 1). Veamos que estas cartas (Vx, ϕx) y (Vσx , ϕσx) forman un atlas

foliado de F . A tal efecto, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los
dominios de los elementos σ de Σ son abiertos y cerrados de X de tal manera que
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Capítulo 2. Pseudogrupos grafados

cociente

cociente

Ṽx
Vx

σ σ′

σ′′

Ux

Ux
Ux

Ṽσ Vσ

�

Figura 2.3.
La construcción de los abiertos coordenados para el grafo de Cayley de un pseudogrupo

las condiciones (2.4) y (2.3) nos dicen que, tanto los abiertos Vx, como los abiertos
Vσx son disjuntos o iguales.

En el primer caso, deducimos que las cartas Vx sólo intersecan a cartas Vσy . Si
Vx ∩ Vσy � ∅, entonces distinguimos dos casos: x ∈ Uy o x � Uy. Si x ∈ Uy, entonces
Ux = Uy ypodemos suponer que x = y. Luego la intersecciónVx∩Vσx se corresponde
con el conjunto{

(z, [(σ, t)]) ∈ Ux × E(x)
∣∣∣ (z, t) ∈ Ux × (0, 12 ) ∨ (z, t) ∈ σ(Ux) ∩Ux × ( 12 , 1)}

en función de las coordenadas de Vx . Observemos que σ(Ux) ∩ Ux = ∅ salvo si σ
pertenece a Σ+x ∩ Σ−x . Ahora, el cambio de coordenadas se escribe como

(z, [(σ, t)]) �−→
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(z, t) si (z, t) ∈ Ux × (0, 12 ),
(σ(z), 1 − t) si (z, t) ∈ σ(Ux) ∩Ux × ( 12 , 1)

siendo obvio que respeta la estructura producto de Ux × E(x) y Ux × (0, 1).
Por otra parte, si x � Uy, entonces σ(x′) = x para algún x′ ∈ Uy. Como es posible

reemplazar y por cualquier punto de Uy, podemos suponer que σ(y) = x. Ahora, la
intersección Vσy ∩ Vσ(x) se corresponde con el conjunto{

(z, t) ∈ Uy × (0, 1)
∣∣∣ (σ(z), t) ∈ Uσ(y) × ( 12 , 1) ∨ (z, t) ∈ Uy ∩ σ−1(Uσ(y)) × (0, 12 )}

respecto de las coordenadas de Vσy Como en el caso anterior, el cambio de coorde-
nadas está dado por

(z, t) �−→
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(z, t) si (z, t) ∈ Ux × (0, 12 ),
(σ(z), 1 − t) si (z, t) ∈ σ(Ux) ∩Ux × ( 12 , 1).
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§2.6 Teoremas de realización

En resumen, la familia

A =
{
(Vx, ϕx), (Vσx , ϕ

σ
x)
∣∣∣ x ∈ X, σ ∈ Σ+x }

es un atlas foliado �nito que de�ne una foliación por grafos sobre Cay(Γ,Σ). Obvia-
mente se trata deF .

Si X es compacto, los elementos deA son relativamente compactos y por tanto
Cay(Γ,Σ) es compacto. �

Observación 2.30. 1) El teorema anterior sigue siendo válido para pseudogrupos Γ
dotados de un sistema de generadores Σ tal que los conjuntos Σx sean �nitos. En
otras palabras, los grafos Γ(x) son localmente �nitos. En este caso, la continuidad
de la valencia proporciona un atlas foliado numerable de Cay(Γ,Σ).

2) Si la función valΣ es contante e igual a 2, la laminación por grafos F es un
�ujo. Además, si X es una variedad Cay(Γ,Σ) es una variedad. Es bien sabido que
cualquier pseudogrupo de transformaciones de una variedad es realizable por un
�ujo sobre una variedad no compacta, pero esta realización modi�ca la estructura
métrica de las órbitas. En nuestro caso, al menos en el caso compacto, las métricas
de las órbitas y de las hojas coinciden salvo casi-isometría en el sentido de Gromov.

El teorema anterior realiza un pseudogrupo grafado con la valencia continua
como el pseudogrupo de holonomía de un espacio foliado por grafos. El siguiente
teorema nos dice que podemos reemplazar estos espacios foliados por verdaderas
laminaciones.

Teorema 2.31 (de engorde, [Ghy2, Loz]). Sea (X,F ) el espacio foliado de Cayley de un
pseudogrupo grafado (Γ,Σ) de valencia continua. Entonces existe una laminación (M,L )
tal que el conjunto de vértices de X es una transversal completa y cerrada de (M,L ) y
los pseudogrupos de holonomía de F y de L coinciden al reducirlos a dicha transversal.
Además las hojas deF son casi-isométricas a las hojas deL .

Demostración. Fijemos k ∈ N y sea 0 < ε � 1. Consideremos la esfera Sn(ε) de
dimensión n y radio ε. Eliminemos k puntos {s1, . . . , sk} y �jemos rεk > 0 de forma
que las bolas geodésicas cerradas B(si, 2rεk) (i = 1, . . . , k) sean disjuntas dos a dos.
Por otro lado, consideremos el cilindro C = Sn−1(ε) × (0, 34 ) con la métrica producto.
Mediante la aplicación exponencial, cada punto B(s1, 2rεk) − {s1} se identi�ca con
un par (u, r) donde u ∈ Sn−1(ε) y 0 < r � 2rεk y r ∈ (0, 2r

ε
k). Esto nos permite

de�nir un difeomor�smo entre B(s1, 2rεk) − B(s1, r
ε
k) y S

n−1(ε) × [0, rεk], que envía las
esferas geodésicas centradas en s1 de radios rεk y 2r

ε
k sobre las esferas S

n(ε) × {rεk} y
Sn(ε)×{0} respectivamente.Mediante este difeomor�smo podemos pegar el cilindro
C con la variedad que se obtiene al eliminar la bola geodésica B(s1, rεk) de la esfera
Sn(ε). También es posible extender las métricas de Riemannmediante una partición
de la unidad de manera que las métricas no cambien en un entorno collar del
pegado. Podemos repetir este proceso con el resto de los puntos s2,. . . ,sk−1 y sk. A
la variedad resultante, en forma de “pulpo” con k tentáculos, la denotaremos por
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Capítulo 2. Pseudogrupos grafados

P(k)P(k)

P′(k)P′(k)

(a)

x

(b)

Figura 2.4.
(a) La variedad en forma de pulpo P(k) y su subvariedad difeomorfa P′(k). (b) El conjunto

π
(
{x} × P(val(x))

)
no es difeomorfo a P(k) si hay un bucle.

P(k). Esta variedad contiene una subvariedad difeomorfa P′(k) obtenida al acortar
los tentáculos, sustituyendo el intervalo (0, 23 ) por (0,

1
2 ) (�gura 2.4(a)).

Comencemos ahora con la construcción del espacio (M,L ). Llamemos X al
conjunto de vértices de X. Como ya hemos dicho, la aplicación val : X → N es
continua ypor lo tantoX=k = val−1(k) es un abierto y cerradodeX. Si M̃k = X=k×P(k),
consideremos entonces la suma topológica

M̃ =
⊔

k∈val(X)
M̃k =

⊔
k∈val(X)

X=k × P(k).

Cada paquete de tentáculos de M̃k se puede asociar unívocamente con uno de los
paquetes de aristas que parten de X, de forma similar a lo hecho en el ejemplo 2.5.
Además cada arista que parte de un punto dado x ∈ X=k corresponde al germen de
la transformación de holonomía de�nida en el ejemplo 2.5 ya mencionado, corres-
pondiente a levantar la arista a un entorno de x que podemos suponer contenido
en X=k. Así, denotaremos por {x} × {σ} × Sn−1(ε) × (0, 1) al tentáculo de {x} × P(k)
correspondiente a la transformación σ (con x ∈ dom σ).

Ahora sobre M̃ de�nimos la relación de equivalencia que identi�ca cada punto
(x, σ,u, r) del tentáculo {x} × {σ} × Sn−1(ε) × ( 14 ,

3
4 ) con el punto (σ(x), σ

−1,A(u), 1 − t)
del tentáculo {σ(x)} × {σ−1} × Sn−1(ε) × ( 14 ,

3
4 ), siendo A : Sn−1(ε) → Sn−1(ε) una

re�exión respecto a un eje coordenado. SeaM el cociente de M̃ por esta relación de
equivalencia que acabamos de de�nir, y denotemos por π la aplicación cociente.

Es posible construir un atlas foliado de forma similar al del teorema 2.29: ob-
servemos que π

(
{x} × P(val(x))

)
no tiene por que ser difeomorfo al pulpo P(val(x)),

ya que alguna de las aristas podrán ser bucles (�gura 2.4(b)). Pero si sustituimos
P(val(y)) por P′(val(y)), π

(
{x}×P′(val(x))

)
si es difeomorfo a P′(val(x)). Así la aplica-

ción π es un difeomor�smo restringido aX=k×P′(k) y a domσ×{σ}×Sn−1(ε)× ( 14 ,
3
4 ).

Es fácil comprobar entonces que las conjuntos abiertos de M̃{
π
(
X=k × P′(k)

)
, π
(
dom σ × {σ} × Sn−1(ε) × ( 14 ,

3
4 )
)}

forman un atlas foliado. Tenemos entonces una laminación (M,L ) de dimensión n.
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§2.7 Pseudogrupos de transformaciones del conjunto de Cantor

El pegado de los tentáculos entre los distintos pulpos {x} × P(val(x)) esta dado
por difeomor�smos que preservan tanto la métrica como la orientación, por lo
que las hojas de (M,L ) son variedades de Riemann orientables. Es obvio que M
es metrizable localmente compacto y separable y que la laminación cumple las
condiciones del enunciado. �

Observación 2.32. Si las hojas de (X,F ) tienen valencia acotada, las hojas de (M,L )
tienen geometría acotada (véase [Gro3]), es decir, existe una cota inferior uniforme
c > 0 del radio de inyectividad y la curvatura seccional esta uniformemente acotada.
Si por el contrario la valencia de una hoja de F no está acotada, entonces el radio
de inyectividad de la hoja de L correspondiente es 0, ya que los radios rεk tienden
a 0 cuando k tiende a +∞. Si la función de valencia sobre X esta acotada, las hojas
de L tendrán geometría acotada uniforme, i.e. las cotas inferiores de los radios
de inyectividad y cotas inferiores y superiores de las curvaturas seccionales no
dependen de la hoja considerada.

2.7. Pseudogrupos de transformaciones del conjunto de
Cantor

Sea (M,L ) una laminación compactamodelada transversalmente por el conjun-
to deCantor. El eje de un atlas foliado es una unión numerable disjunta de conjuntos
abiertos del Cantor, por lo tanto es un espacio metrizable, localmente compacto, se-
parable y 0-dimensional (i.e. cada punto posee una base de conjuntos abiertos y
cerrados). Estudiar pseudogrupos sobre este tipo de espacios es el objetivo de esta
sección.

Lema 2.33. Sea Γ un pseudogrupo de transformaciones sobre un espacio localmente com-
pacto, metrizable, separable y 0-dimensional. Si existe un abierto relativamente compacto
que corta a todas las Γ-órbitas, entonces existe un abierto compacto que corta a todas las
Γ-órbitas.

Demostración. Dado que X es localmente compacto y 0-dimensional, existen entor-
nos abiertos y compactos alrededor de cualquier punto de X. Así pues es posible
recubrir la clausura de Y por una familia �nita de abiertos compactos. La unión de
esta familia �nita será un abierto y, como la familia es �nita, compacto, que contiene
a Y, y por lo tanto corta a todas las Γ-órbitas. �

Observemos que este resultado implica que los espacios foliados compactos
modelados transversalmente por el conjunto de Cantor poseen siempre una trans-
versal completa cerrada. Cabe preguntarse si será posible dotar al pseudogrupo
de holonomía reducido a dicha transversal de un buen sistema de generadores. El
siguiente teorema nos dice que es posible escoger un sistema de generadores tal
que la función de valencia sobre X sea continua.
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Capítulo 2. Pseudogrupos grafados

Teorema 2.34. Sea Γ un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones sobre
un espacio localmente compacto, metrizable, separable y 0-dimensional X. Si Y es un abierto
compacto que corta a todas las Γ-órbitas, entonces cualquier sistema de generación compacta
para él de�ne una estructura de grafo con función de valencia continua.

Demostración. DenotemosporΓ el pseudogrupode transformacionesdeXdel enun-
ciado. SeaY un abierto compacto que corta a todas las Γ-órbitas, que existe en virtud
del lema anterior. Sea ΣY un sistema de generación compacta para Y. Por de�ni-
ción, para cada elemento σ ∈ ΣY, existe otro homeomor�smo σ̃ ∈ Γ de forma que
dom σ ⊂ dom σ̃ y σ̃|dom σ = σ. Ahora bien, domσ ⊂ Y es relativamente compacto,
por lo que es posible cubrirlo por una cantidad �nita de abiertos compactos conte-
nidos en dom σ̃. La unión de dicha familia �nita será un abierto compacto de X que
denotaremos por Xσ. Tenemos entonces que domσ ⊂ Xσ ⊂ dom σ̃, luego

dom σ = Y ∩ dom σ̃ = Y ∩ Xσ.

Se ha escrito dom σ como una intersección de dos abiertos compactos de X, con lo
que domσ es un abierto compacto, y en particular cerrado.

Ahora bien, (2.2) nos dice exactamente que

valΣY(x) =
∑
σ∈ΣY

(
χdom σ(x) + χim σ(x)

)
.

Comodomσ e im σ son conjuntos abiertos y cerrados, las aplicaciones características
correspondientes son continuas. Luego valΣY es la suma de un número �nito de
aplicaciones continuas, y por lo tanto es continua. �

Combinando este resultado con los teoremas de realización geométrica 2.29 y
engorde 2.31, obtenemos la siguiente solución parcial a la conjetura de Hae�iger:

Corolario 2.35. Si Γ es un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de
un espacio localmente compacto, metrizable, separable y 0-dimensional, entonces existe una
laminación compacta por super�cies de Riemann (M,L ) cuyo pseudogrupo de holonomía
es equivalente en el sentido de Hae�iger y Kakutani a Γ.

El hecho de que la función de valencia sea continua es una condición muy
restrictiva. Tanto es así que implica que la dinámica de dicho pseudogrupo es la de
una acción de un grupo:

Teorema2.36. Unpseudogrupo grafado cuya función de valencia es continua es equivalente
en el sentido de Hae�iger y Kakutani a una acción de un grupo �nitamente generado.

Demostración. La prueba de este resultado es similar a lo hecho para relaciones me-
dibles por J. Feldman y C.C. Moore en [FM]. Denotemos por (Γ,Σ) el pseudogrupo
grafado de�nido sobre X. Para cada σ ∈ Σ, tomamos una copia Dσ = dom σ × {σ}
del dominio de σ. De�nimos entonces el espacio

X′ = X �
⊔
σ∈Σ
Dσ.
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§2.7 Pseudogrupos de transformaciones del conjunto de Cantor

Sea p1 la primeraproyección coordenadadeDσ enXpara cualquierσ ∈ Σ. De�nimos
las aplicaciones de X′ sobre sí mismo

fσ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(x, σ) ∈ Dσ si x ∈ domσ,
p1(x) ∈ dom σ si x ∈ Dσ y,
x ∈ X′ en otro caso.

y

gσ(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
(σ−1(x), σ) ∈ Dσ si x ∈ im σ,
σ(p1(x)) ∈ imσ si x ∈ Dσ y,
x ∈ X′ en otro caso.

Dado que la función de valencia valΣ es continua, los conjuntos domσ e im σ son
abiertos y cerrados. En consecuencia fσ y gσ son homeomor�smos de X′ en sí
mismo. Es obvio que fσ ◦ fσ = gσ ◦ gσ = 1X′ . Sea G el grupo de homeomor�smos
de X′ generado por fσ y gσ. Denotemos por Γ′ el pseudogrupo de transformaciones
locales de X′ obtenidas por restricción de los elementos de G, que también está
generado por Σ′ = { fσ, gσ | σ ∈ Σ}. La estructura de grafo sobre cada Γ′-órbita es
la misma que la inducida por la estructura de grafo de G respecto del sistema de
generadores Σ′. Ahora bien, gσ ◦ fσ|dom σ = σ de donde deducimos que Γ = Γ′|X
y además dΣ′(x, y) = 2dΣ(x, y). Por lo tanto (Γ,Σ) y (Γ′,Σ′) son equivalentes en el
sentido de Kakutani. �

Corolario 2.37. Un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de un
espacio localmente compacto, metrizable, separable y 0-dimensional es equivalente en el
sentido de Hae�iger y Kakutani a una acción de un grupo �nitamente generado.

Este resultado permite realizar estos pseudogrupos como restricciones a un
Cantor de pseudogrupos de transformaciones sobre la esfera de dimensión 2. Para
ello basta recordar un teorema (véase el capítulo 13 de [Moi]) que nos asegura que
cualquier homeomor�smo del Cantor en sí mismo se puede extender a la esfera
bidimensional.

Corolario 2.38. Un pseudogrupo compactamente generado de transformaciones de un
espacio localmente compacto, metrizable, separable y 0-dimensional está inducido (salvo
equivalencia de Hae�iger y Kakutani) por un pseudogrupo de transformaciones sobre la
esfera bidimensional.

Demostración. Según el corolario anterior, el pseudogrupo considerado es realizable
poruna accióndeungrupoGdehomeomor�smosdeCantor.Cadahomeomor�smo
f ∈ G se extiende a un homeomor�smo F : S2 → S2. Obtenemos así una acción sobre
la esfera que extiende a la anterior. �

Volvamos al caso de una laminaciónmodelada transversalmente por el conjunto
de Cantor y hagamos una lectura de estos resultados. Sea (M,L ) una laminación (o
espacio foliado) modelado transversalmente por el Cantor. Según el teorema 2.34,
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Capítulo 2. Pseudogrupos grafados

existe una transversal completa homeomorfa al conjunto de Cantor X tal que el
pseudogrupo de holonomía Γ se puede dotar de un sistema �nito de generadores
Σ de forma que valΣ : X → N sea continua. Observemos que los dominios e
imágenes de los elementos de Σ serán también homeomorfos al Cantor. Luego si
aplicamos el teorema 2.36, el pseudogrupo grafado (Γ,Σ) será equivalente (en el
sentido de Hae�iger y Kakutani) a una acción de un grupo �nitamente generado
sobre otro conjunto de Cantor, que podremos extender en una acción sobre la esfera
bidimensional. En resumen, tendremos el siguiente resultado:

Corolario 2.39. La dinámica de una laminación compacta modelada transversalmente
por un conjunto de Cantor es realizable por un sistema dinámico clásico (i.e. existe una
equivalencia de Hae�iger entre el pseudogrupo de holonomía y una acción de un grupo
�nitamente generado sobre un conjunto de Cantor, que además respecta el tipo de casi-
isometría de las órbitas) inducido por una acción sobre la esfera S2.

El diagrama de la �gura 2.5 resume esta información.

Teorema de engorde 2.31

Teorema de engorde 2.31

Teorema de engorde 2.31

Teorema de engorde 2.31

Teorema de realización geométrica 2.29Teorema de realización geométrica 2.29

Corolario 2.38Corolario 2.38

Reducción a una transversal
completa y compacta (lema 2.33)
Reducción a una transversal

completa y compacta (lema 2.33)

Inclusión como
cerrados saturado
Inclusión como
cerrados saturado

Pseudogrupos compactamente generados
sobre el Cantor

Pseudogrupos compactamente generados
sobre el Cantor

Espacios compactos
foliados por grafos

transversalmente Cantor

Espacios compactos
foliados por grafos

transversalmente Cantor

Espacios compactos
foliados por grafos
transversalmente S2

Espacios compactos
foliados por grafos
transversalmente S2

Laminaciones sobre
espacios compactos

transversalmente Cantor

Laminaciones sobre
espacios compactos

transversalmente Cantor

Foliación C∞,0

de codimensión 2 sobre
una variedad compacta

Foliación C∞,0

de codimensión 2 sobre
una variedad compacta

Figura 2.5.
Relaciones entre las distintas nociones estudiadas en esta sección. Todas la �echas mantienen el tipo

de casi-isometría.
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Capítulo 3

Espacio foliado de Gromov–Hausdorff

En [Ghy2], Étienne Ghys describe un ejemplo de laminación por super�cies de
Riemann modelada transversalmente por un conjunto de Cantor, minimal y en el
que existe unamezcla de tipos conformes en las hojas. De hecho, todas las hojas son
parabólicas excepto una única hoja que es hiperbólica.

La idea consiste en tomar un árbol concreto, el árbol de Kenyon (véase [Ken1]), y
realizarlo como hoja de un espacio minimal foliado por grafos con las propiedades
deseadas.

Para ello sigue el siguiente proceso: en primer lugar toma el conjunto de los
árboles in�nitos del grafo de Cayley del grupo Z2. A este conjunto de los árboles
in�nitos se le dota de la topología de Gromov–Hausdorff, que lo convierte en un
espacio métrico compacto y separable.

Por otro lado, este espacio está dotado de una estructura natural de espacio
foliado por grafos. Seleccionando en dicho espacio un árbol repetitivo y aperiódico se
obtiene un espacio foliado minimal. Siguiendo un proceso similar al del teorema
de engorde (teorema 2.31) se sustituyen los árboles por super�cies de Riemann
mediante un proceso de engorde. Este proceso nos provee de ejemplos interesantes
de espacios foliados minimales, exploraremos algunos ellos en el capítulo 4.

Obviamente se puede sustituir el grupoZ2 por cualquier otro grupo �nitamente
generado, y considerar no sólo árboles si no también grafos conexos. Presentar las
propiedades de este espacio es el objetivo de este capítulo.

3.1. Espacio de Gromov–Hausdorff de los subgrafos

Se de�ne G(G, S) como el conjunto de todos los subgrafos conexos del grafo de
Cayley Cay(G, S) enraizados en la unidad de G, es decir:

G(G, S) =
{
H ⊆ Cay(G,S)

∣∣∣ H es un grafo conexo y 1G ∈ H}.
Sobre el conjunto G(G, S) es posible de�nir la métrica de Gromov–Hausdorff que,
intuitivamente, dice que

«dos grafos son cercanos si coinciden en una gran bola centrada en 1G.»
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Capítulo 3. Espacio foliado de Gromov–Hausdorff

0 0

Figura 3.1.
Los árboles L′ y L′′ respectivamente.

Siendo más precisos, dados dos árboles H y H′ ∈ G(G, S), la distancia de Gromov–
Hausdorff entre ellos será

d(H,H′) = e−R(H,H
′),

donde
R(H,H′) = sup

{
N � 1

∣∣∣ BH(1G,N) = BH′(1G,N)}
o R(H,H′) = 0 si no existe dicho supremo, siendo BH(1G,N) la bola abierta en el
árbol H de centro 1G y radio N con respecto a la métrica natural sobre los grafos.
Nótese que R(H,H′) = 0 si y sólo si valH(1G) � valH′(1G) y que la distancia está
acotada por 1.

Ejemplo 3.1. Denotemos por L el grafo de Cayley de Z ⊕ {0} respecto a {(1, 0)},
cuyos vértices son los puntos del retículo entero cuya ordenada es 0 y las aristas
unen los vértices consecutivos. El grafo L es un subárbol deZ2, el grafo de Cayley
de Z2 (�gura 2.1(c)). Sean L′ y L′′ los árboles que se obtienen al añadir a L una
arista vertical en los vértices (0, 0) y (1, 0) respectivamente, como se muestra en la
�gura 3.1. Es obvio que BL(0, 1) � BL′(0, 1) y que BL(0, 1) = BL′′(0, 1), y por lo tanto
d(L, L′) = 1 y que d(L, L′′) = e−1.

Esta función distancia cumple la desigualdad ultramétrica, una desigualdad más
fuerte que la triangular: dados H, H′ y H′′ ∈ G(G, S),

d(H,H′′) � máx
{
d(H,H′), d(H′,H′′)

}
. (3.1)

En efecto, si N � 1 es tal que

BH(1G,N) = BH′(1G,N) y BH′(1G,N) = BH′′(1G,N),

entonces BH(1G,N) = BH′′(1G,N). Así R(H,H′′) � m�́n{R(H,H′),R(H,H′′)}, de donde
se deduce (3.1).

La desigualdad ultramétrica tiene importantes consecuencias: las bolas abiertas,
cerradas y las esferas son conjuntos abiertos y cerrados, además, cualquier punto
de una bola es su centro. Se deduce entonces que la topología generada por una
ultramétrica es totalmente disconexa (cf. [Gou]). En particular:

Corolario 3.2. El espacio G(G, S) es un espacio totalmente disconexo.
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§3.1 Espacio de Gromov–Hausdorff de los subgrafos

Antes de continuar, resultará conveniente hacer explícita la convergencia de
sucesiones en el espacio G(G, S): una sucesión {Hn} converge a H si y sólo si

l�́m
n→∞

R(Hn,H) = l�́m
n→∞

sup
{
n ∈N

∣∣∣ BHn(1G, n) = BH(1G, n)} = ∞. (3.2)

Sea T (G, S) el conjunto formado por los elementos de G(G, S) que son árboles. La
ecuación (3.2) implica que T (G, S) es un cerrado de G(G, S). En efecto, sea {Hn} una
sucesión de elementos de G(G, S) convergente a un grafo H ∈ G(G, S). Sea σ un lazo
no trivial en el grafoH, entonces existeNσ tal queσ ⊂ BH(1G,Nσ). Teniendo en cuenta
(3.2), existeN0 tal que para cada entero n � N0 se tiene queBHn(1G,Nσ) = BH(1G,Nσ).
Por lo tanto, a partir de N0 todos los elementos de la sucesión no son árboles.

Por otro lado, teniendo en cuenta que el número de árboles contenidos en una
bola cualquiera de G(G, S) está acotado, un argumento diagonal clásico prueba el
siguiente resultado:

Proposición 3.3. G(G, S) es un espacio métrico compacto.

Demostración. Basta probar que G(G, S) es secuencialmente compacto. Considérese
una sucesión {Hn}n enG(G, S). Obsérvese que sólo existe un número �nito de grafos
deG(G, S) de diámetro igual a 2. Se puede escoger por tanto {H1,n}n, una subsucesión
de {Hn}n, tal que BH1,n(1G, 1) = A1 para cada n, con A1 ∈ G(G, S) de diámetro 2.

Supónganse construidas sucesiones {Hk,n}n, 1 � k �M− 1 cada una subsucesión
de la anterior, de forma que �jado k, las bolas cerradas BHk,n(1G, k) son todas iguales
a un árbol Ak ∈ G(G, S) de diámetro 2k. Tenemos entonces una sucesión creciente
de grafos �nitos A1 ⊂ A2 ⊂ · · · ⊂ AM−1. De nuevo, existe un número �nito de
grafos de G(G, S) de diámetro igual a 2M. Por lo cual es posible escoger {HM,n}n una
subsucesión de {HM−1,n}n, de forma que BHM,n(1G,M) = AM, para cualquier n y cierto
grafo AM ∈ G(G, S) de diámetro no superior a 2M.

Por inducción para cada m � 1 obtenemos una sucesión {Hm,n}n veri�cando
la condición anterior. La unión creciente de los árboles Am de�ne un grafo H ∈
G(G, S), tal que la sucesión diagonal {Hm,m}m lo tiene por límite: por construcción
BHm,m(1G,m) = BH(1G,m) = Am, luego R(Hm,m,H) � m, es decir, d(Hm,m,H)→ 0. �

La prueba anterior muestra que cualquier grafo in�nito es límite de sucesiones
de árboles �nitos, las bolas cerradas centradas en 1G. Por otra parte si H es un
grafo �nito, la bola en G(G, S) de centro H y radio máx{dH(1G, x) + 1 | x ∈ H} se
reduce al grafo H, con lo que el derivado de G(G, S) está formado por los árboles
in�nitos. Por lo tanto, para un grupo �nito G, G(G, S) es un conjunto �nito discreto.
Si consideramosG = Z y el sistema de generadores S = {1} o {−1}, el espacioG(Z,S)
es obviamente in�nito contable. En cualquier otro caso, el conjunto es in�nito no
numerable.

Proposición 3.4. Si G es in�nito, el derivado de G(G, S) es un conjunto de Cantor salvo si
G = Z y S = {1} o {−1}.
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Capítulo 3. Espacio foliado de Gromov–Hausdorff

Demostración. Dado que G(G, S) es compacto y totalmente disconexo, sólo es nece-
sario probar que su derivado es perfecto. Según la observación anterior, cualquier
grafo H es el límite de los grafos �nitos BH(1G, n). Si “se alargan estas bolas en
alguna dirección” se obtiene una sucesión de grafos in�nitos que converge a H.
Más precisamente, �jado n ∈ N, se escoge un camino in�nito εn ⊂ Cay(G,S) que
interseque a BH(1G, n) en un único punto a distancia n de 1G. Dado queG es in�nito,
dichos caminos siempre existen. Se ha construido por tanto una sucesión de grafos
Hεnn = BH(1G, n) ∪ εn que, obviamente, converge a H.

Además, los caminos εn se pueden escoger de forma que los grafos H
εn
n sean

todos distintos aH, salvo en el caso deG = Z y S = {±1}. En efecto, supongamos que
existe n ∈ N de forma que dado cualquier camino ε con las propiedades exigidas
se tenga Hεn = H. En estas condiciones, todos los caminos serán el mismo. Por lo
tanto la valencia en Cay(G, S) de cualquier vértice de ε ha de ser 2. Como G actúa
por automor�smos sobre Cay(G, S), la valencia de cualquier vértice de Cay(G,S) es
2, luego Cay(G, S) es una recta. En consecuencia G = Z y S = {1} o {−1}. �

Obviamente el argumento anterior prueba también que el derivado de T (G, S)
está formado por los árboles in�nitos y es homeomorfo a un conjunto de Cantor
salvo en las excepciones ya indicadas. Observemos además que en el caso deZ con
alguno de los sistemas de generadores mencionados en el resultado G(Z) = T (Z).
Esta es una particularidad de los grupos libres:

Proposición 3.5. El interior de T (G, S) está formado por los árboles in�nitos, excepto
cuando G es un grupo libre y S es un sistema de generadores sin relaciones, en cuyo caso
T (G, S) coincide con G(G, S).

Demostración. Dado que los grafos �nitos son puntos aislados, es obvio que la unión
de los árboles �nitos es un abierto. Basta comprobar que, salvo el caso de los grupos
libres, podemos encontrar un grafo tan cerca como se quiera de un árbol.

Sabemos por hipótesis que el sistema de generadores S presenta relaciones, por
lo que aparece un lazo no trivial basado en 1G en el grafo Cay(G,S). Llamemos a
dicho lazo σ. Ahora bien, sea T ∈ T (G, S) un árbol in�nito y �jemos n ∈N. Sea g ∈ T
tal que d(1G, g) = n, entonces el grafo G = T ∪ gσ está a distancia e−n de T.

Por otro lado, siG es un grupo libre y S un sistema de generadores sin relaciones
para G, Cay(G,S) es un árbol, y por lo tanto sus subgrafos son árboles. �

Observación 3.6. Salvo en el caso de los grupos �nitos y los grupos libres, se tiene
que el conjunto derivado T (G, S)′ es un conjunto de Cantor sin interior dentro del
Cantor que es el derivado G(G, S)′.

De la misma forma que para un grafo de Cayley de un grupo G tenemos el
mismo conjunto de vértices pero distinta estructuras de grafo, los espacios G(G, S)
y T (G, S) son, en general, homeomorfos. En la siguiente sección de�niremos una
estructura sobre este conjunto de forma similar a lo hecho para el grafo de Cayley
o el espacio foliado de Cayley (capítulo 2).
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§3.2 Espacio foliado de Gromov–Hausdorff

A partir de este momento, cuando no exista ambigüedad, se denotará G(G, S),
T (G, S) y Cay(G,S) simplemente por G, T y Cay respectivamente.

3.2. Espacio foliado de Gromov–Hausdorff

Dados H ∈ G y g ∈ G, el grafo trasladado gH está de�nido de manera obvia. En
general gH no pertenece a G, ya que 1G no tiene por qué pertenecer al grafo gH. De
hecho gH ∈ G si y sólo si g−1 ∈ H.

Sobre G existe una relación de equivalencia naturalR de�nida por

H R H′ ⇐⇒ g−1H = H′,

para algún g ∈ H. El grafo g−1H puede verse comoH pero con la “raíz” no en 1G sino
en el vértice g. De esta forma, la clase de equivalencia de un grafo puede pensarse
formada por los grafos que se obtienen al cambiar el punto base a todos los vértices
de H:

R[H] =
{
g−1H

∣∣∣ g ∈ vértices(H)}.
Esta descripciónde las clases de equivalencia deR permite de�nir una estructura de
grafo simplicial de la cualG será conjunto de vértices y cada componente conexa de
dicha estructura simplicial nos dará una R-clase. Dicho de otro modo, se realizará
cada claseR[H] como el conjunto de vértices de un grafo conexoR[H]. Considérese
R[H] como un conjunto de vértices: diremos que H′ y H′′ ∈ R[H] están unidos por
una arista si H′ = s−1H′′, para cierto s ∈ S.
Observación 3.7. El conjunto T es un cerrado saturado paraR.

Obsérvese que un grafo perteneciente a R[H] está determinado por un vértice
de H. Ahora bien, dos vértices v y v′ ∈ H determinan el mismo grafo si y sólo si
H = v′v−1H. Con lo que el grafoR[H] es naturalmente isomorfo al grafo H/ Iso(H),
donde Iso(H) denota el grupo de isotropía de H, formado por los elementos de G
que lo dejan invariante. En particular, el grafo H es una cubierta del grafo R[H] y
el grupo Iso(H) es el grupo de transformaciones de la cubierta. Si H es un árbol, es
decir no tiene caminos cerrados, H es de hecho la cubierta universal deR[H].

Ejemplo 3.8. Sea L el árbol de�nido en el ejemplo 3.1. Puesto que L = L + (1, 0), la
claseR[L] se reduce a {L} y existe una sola arista en forma de bucle enR[T]. Por otro
lado Iso(L) = Z. El cociente L/ Iso(L) es isomorfo al grafoR[L] (véase la �gura 3.2).
Por el contrario, si consideramos el subárbol L+ de L cuyos vértices son los enteros
no negativos, el grafoR[L+] es isomorfo a L+, ya que Iso(L+) = {0}.

Estos ejemplos sugieren la siguiente de�nición:

De�nición 3.9. Diremos que un grafo T ∈ G es periódico (resp. aperiódico) si el grafo
R = T/ Iso(T) es �nito (res.R[T] = T), es decir, el grupo de isotropía es cocompacto
(resp. trivial).
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Capítulo 3. Espacio foliado de Gromov–Hausdorff

L R[L] L/Iso(L)

L+ R[L+] L+/Iso(L+) L+

Figura 3.2.
Los árboles L y L+ junto con sus respectivas clases.

Obviamente sedauna situación intermedia, esdecir, existengrafos cuyo cociente
T/ Iso(T) es no compacto, pero no coincide con T. Por ejemplo, consideremos el
árbol L′′ =

⋃
z∈Z L

′ − (0, z), siendo L′ el árbol de�nido en el ejemplo 3.1. Obviamente
Iso(L′′) = Z y por lo tanto no es aperiódico. Además su cociente no es compacto.

Por otro lado, cada grafo H ∈ G es vértice del grafo R[H], con lo que tiene
sentido considerar su valencia. Ahora bien, H es una cubierta de R[H] luego es
obvio que

val(H) = val
R[H](H) = valH(1G).

De la misma forma es evidente que val(g−1H) = valH(g).

Lema 3.10. La función valencia val : G →N es continua.

Demostración. Sean H y H′ ∈ G tales que d(H,H′) < 1. Luego BH(1G, 1) = BH′(1G, 1)
y en consecuencia val(H) = valH(1G) = valH(1G) = val(H′). Así pues la función val
es localmente constante, y por lo tanto continua. �

La relación de equivalencia R puede describirse mediante un pseudogrupo, y
la estructura de grafo de lasR-clases mediante un sistema �nito de generadores de
dicho pseudogrupo. Es decir, la estructura de grafo de las R-clases coincide con la
de un pseudogrupo grafado. En efecto, cada elemento g ∈ G de�ne una traslación

τg : H �−→ g−1H

cuyo dominio es el conjunto abierto y cerrado dom τg = {H ∈ G | g−1 ∈ H}. Cada
una de estas aplicaciones es un homeomor�smo entre dom τg y im τg = dom τg−1 .
La familia de traslaciones {τg | g ∈ G} genera un pseudogrupo de transformaciones
Γ sobre G. Es obvio que la relación inducida por la acción de Γ sobre G esR.

Ahora bien, si tomamos el sistema de generadores S de G, podemos de�nir la
familia Σ = {τs ∈ Γ | s ∈ S}. Esta familia es un sistema de generadores �nito para
el pseudogrupo Γ que además de�ne la misma estructura de grafo que la dada
en la sección anterior. El lema 3.10 nos indica que la función valencia asociada a
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§3.3 Estructura transversa

dicha estructura de grafo es continua. Por lo tanto posible es aplicar el teorema de
realización geométrica (teorema 2.29) al pseudogrupo grafado (Γ,Σ):

De�nición 3.11. El espacio foliado de Cayley de (Γ,Σ), denotado por (G,F ), se
denomina espacio foliado por grafos de Gromov–Hausdorff.

Por construcción, dicho espacio presenta las siguientes propiedades:

el espacio topológico G es compacto;

la foliación por grafosF está transversalmente modelada por G;

G es una transversal completa y cerrada, y el pseudogrupo de holonomía
transverso para la transversal G es Γ, en particularF |G = R;

la valencia está acotada por 2 #S y;

la hoja LH ∈ F a través de H ∈ G es naturalmente isomorfa a R[H], la
realización geométrica del grafo simplicialR[H].

3.3. Estructura transversa

Introduciremos ahora los conceptos necesarios para estudiar la dinámica trans-
versa, ya seamedible o topológica, de los espacios foliados. Ilustraremos las nociones
introducidas a través del espacio de Gromov–Hausdorff.

3.3.1. Relaciones de equivalencia medibles discretas

Sea X un espacio topológico polaco y B la σ-álgebra de sus borelianos, es
decir, la σ-álgebra generada por los conjuntos abiertos de X. Según el teorema
de Kuratowski, (X,B) es isomorfo a R, Z o un conjunto �nito, dependiendo del
cardinal de X. Un espacio boreliano estándar es un espacio de Borel isomorfo a uno de
éstos.

De�nición 3.12. Una relación de equivalenciaR sobre un espacio boreliano están-
dar X es medible discreta si las clases de equivalencia R[x] son contables y R es un
boreliano de X × X.

La relación de equivalencia R de�nida sobre G es medible discreta. En primer
lugar, dado que G es contable y las R-clases contienen a lo sumo tantos puntos
como G, la relación es discreta. Por otro lado, como ya se ha dicho en la sección
anterior, las traslaciones τg (con g ∈ G) generan la relación de equivalencia R. De
hecho,R es la unión de los grafos de dichas traslaciones

R =
⋃
g∈G
grafo(τg) =

⋃
g∈G

{
(H, g−1H)

∣∣∣ H ∈ dom τg}.
Obviamente grafo(τg) es un boreliano de X × X (de hecho es un conjunto cerrado)
y por lo tantoR es medible y discreta.
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Capítulo 3. Espacio foliado de Gromov–Hausdorff

De�nición 3.13. Sea R una relación de equivalencia medible discreta sobre un
espacio boreliano estándar X. Llamamos transformación parcial de R a cualquier
isomor�smo boreliano ϕ : domϕ→ imϕ entre dos borelianos de X tal que

grafo(ϕ) =
{
(x, y) ∈ X × X

∣∣∣ y = ϕ(x)} ⊂ R.

Unamedida borelianaμ sobreX es invariante porR si lo es para cada transformación
parcial deR, es decir, ϕ∗μ(B′) = μ(ϕ−1(B′)) = μ(B′) para cada boreliano B′ ⊂ imϕ y
cada transformación parcial ϕ.

La noción de dinámica medible se introduce mediante los conceptos de equiva-
lencia orbital y equivalencia orbital estable (véase [Gab2]):

De�nición 3.14. Sean R y R′ dos relaciones borelianas sobre sendos espacios bo-
relianos estándar X y X′. Consideremos también dos medidas de probabilidad μ y
μ′ sobre X y X′ invariantes por R y R′ respectivamente. Las relaciones R y R′ se
dice que son

1. orbitalmente equivalentes si X y X′ contienen dos borelianos Y e Y′ respec-
tivamente, saturados y de medida total, y existe un isomor�smo boreliano
ϕ : Y→ Y′ tal que ϕ(R[y]) = R′[ϕ(y)] para casi todo y ∈ Y y ϕ∗μ = μ′.

2. establemente orbitalmente equivalente si X y X′ contienen dos borelianos Y e Y′,
cuyos saturados son demedida total y tales que las relaciones de equivalencia
inducidas R|Y y R′|Y′ son orbitalmente equivalentes. Así, si Y ⊂ X es un
boreliano que corta a casi toda R-clase, la inclusión de Y en X de�ne una
equivalencia orbital estable entreR|Y yR.

Dos relaciones de equivalencia medibles y discretas que son establemente orbital-
mente equivalentes representan la misma dinámica medible.

Si las relaciones medibles discretas que se consideran están de�nidas sobre
espacios polacos es posible de�nir estos conceptos de forma puramente boreliana
(véase [DJK]):

De�nición 3.15. Sean R y R′ dos relaciones de equivalencia medibles y discretas
de�nidas sobre dos espacios polacos X y X′. Diremos queR yR′ son

1. orbitalmente equivalentes si X y X′ contienen dos Gδ densos y saturados Y e Y′

respectivamente, y existe un isomor�smo boreliano entre ellos ϕ : Y→ Y′ tal
que ϕ(R|Y[y]) = R′|Y′[ϕ(y)] para cada y ∈ Y.

2. establemente orbitalmente equivalentes si X y X′ contienen dos borelianos Y e
Y′ tales que sus saturados son Gδ densos y las relaciones de equivalencia
inducidasR|Y yR′|Y′ son orbitalmente equivalentes.

Como en el caso anterior, dos relaciones medibles y discretas de�nidas sobre espa-
cios polacos representan la misma dinámica boreliana si son establemente orbitalmente
equivalentes.
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§3.3 Estructura transversa

3.3.2. Relaciones de equivalencia topológicas

Dada una relación de equivalencia R sobre un cierto conjunto X, es siempre
posible dotarla de una estructura de grupoide de la siguiente manera:

1. el conjunto de unidades es ΔX = {(x, x) | x ∈ X} que se identi�ca naturalmente
con X;

2. el conjunto de pares componiblesR2 está formado por los pares ((x, y), (y, z));

3. las aplicaciones s y r son la primera y la segunda proyección coordenada
respectivamente, la multiplicación parcial μ : R2 → R viene dada por

μ
(
(x, y), (y, z)

)
= (x, z)

y la inversión por ι(x, y) = (y, x).

De�nición 3.16. Sea X un espacio localmente compacto y Hausdorff. Una relación
de equivalencia R sobre X es una relación de equivalencia topológica si está dotada
de una topología de forma que es un grupoide topológico, es decir, μ : R2 → R
es continua (dotando a R2 de la topología inducida por la del producto R ×R) e
ι : R → R un homeomor�smo.

Una relación de equivalencia topológica R sobre X es r-discreta si el espacio
de unidades X es abierto en R. Si R es Hausdorff, X es de hecho un abierto
cerrado deR. Como viene siendo habitual supondremos que el espacio topológico
R es localmente compacto. Por otro lado, si R es una relación discreta, es decir,
las R-clases son contables, ser r-discreta equivale a ser étale, i.e. que la proyección
r : R → X es un homeomor�smo local. Para probar este hecho basta observar que
es posible dotar a cada r-�bra de la medida de contar y aplicar la proposición 2.8
de [Ren1].

Por otro lado, es obvio que los papeles de s y r pueden ser intercambiados, ya
que s = r ◦ ι y la inversión ι es un homeomor�smo. Además, hay que observar que
la topología del grupoideR no es, en general, la heredada de la topología producto
sobre X × X.

Sean R y R′ dos relaciones de equivalencia topológicas r-discretas de�nidas
sobre X y X′ respectivamente. Si existe un homeomor�smo h : X → X′ de forma
que x R y si y solamente si h(x) R′ h(y), decimos que R y R′ son isomorfas.
Desde el punto de vista topológico estas relaciones son indistinguibles, pero no es
el único tipo de equivalencia que resulta útil en esta situación. ConsideremosX una
transversal completa de una laminación y denotemos porR la relación inducida por
la misma. Si Y ⊂ X es un abierto que corta a todas las órbitas, la relación inducida
R|Y y la relación total R contienen la “misma información dinámica”, pero no son
en general isomorfas. Esta situación modela la siguiente de�nición:

De�nición 3.17. Dos relaciones de equivalencia r-discretas R y R′ sobre X y X′

respectivamente, son establemente orbitalmente equivalentes si existen dos abiertos Y

39

tesis.master.85.pdf   57 29/07/08   22:11



Capítulo 3. Espacio foliado de Gromov–Hausdorff

e Y′ de X y X′ respectivamente que cortan a todas las clases de R y R′ y tales que
R|Y y R′|Y′ son isomorfas. En este caso diremos que R y R′ representan la misma
dinámica topológica.

Nos proponemos ahora dotar a la relaciónR de�nida sobre G de una topología
natural que lo convierte en un grupoide topológico r-discreto y localmente com-
pacto. Para ello describiremos una base de dicha topología. A cada abierto U de G
y cada elemento g ∈ G les asociamos el abierto básico

O(U, g) =
{
(H, g−1H) ∈ R

∣∣∣ H ∈ G}.
Observemos que O(U, g) podría ser vacío, ya que la traslación τg : H �→ g−1H sólo
está de�nida en aquellos árboles que contienen al elemento g como vértice. En otras
palabras, podría ocurrir que dom τg no interseque a U.

La topología de R no es la topología inducida por la topología producto de
G×G, sino una topología más �na. Por otra parte, como consecuencia de la prueba
de la siguiente proposición, tendremos que R es un espacio localmente compacto,
Hausdorff y segundo numerable, luego metrizable separable y σ-compacto, o de
manera equivalente, un espacio polaco localmente compacto.

Proposición 3.18. La relación de equivalencia discreta R es una relación de equivalencia
topológica r-discreta.

Demostración. Enprimer lugar, comprobemos queR es una relaciónde equivalencia
topológica. Si U es un abierto en G, entonces

r−1(U) =
{
(H,H′) ∈ R

∣∣∣ H ∈ U} =⋃
g∈G
O(U, g)

y por lo tanto la proyección r es continua. La aplicación involutiva ι es un homeo-
mor�smo, ya que

ι−1
(
O(U, g)

)
=
{
(g−1H,H) ∈ R

∣∣∣ H ∈ U} = O(g−1U, g−1),
donde g−1U = {g−1H | T ∈ U} es un abierto deG. Luego s = r◦ ι también es continua.
Ahora la continuidad de la multiplicación parcial μ : R2 → R se deduce de la de la
aplicación (s, r) : R ×R → G×G.

Veamos que la relación R es r-discreta. Ya sabemos que r es continua. También
es abierta, ya que

r
(
O(U, g)

)
= U ∩ dom τg

para cada abierto U de G y cada elemento g ∈ G. Por otro lado si (H,H′) ∈ R, existe
g ∈ G tal queH′ = g−1H. Obviamente (H,H′) ∈ O(G, g) y la restricción de r al abierto
básico O(G, g) es inyectiva y por tanto un homeomor�smo. �
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§3.3 Estructura transversa

3.3.3. Pseudogrupo y grupoide de holonomía

Como ya se ha dicho en la de�nición 3.11, el pseudogrupo de holonomía del
espacio foliado de Gromov–Hausdorff (G,F ) reducido a la transversal completa
G es Γ, el pseudogrupo generado por las transformaciones τg : dom τg → im τg
con g ∈ G. Si tomamos otra transversal completa, el pseudogrupo de holonomía
reducido a ésta es equivalente a Γ. Así, podemos decir que dos pseudogrupos
representan la misma dinámica transversa si son equivalentes.

Por otro lado, recordemos que el grupoide de holonomíaH es el conjunto

H =
{
(H, g,H′) ∈ G × G × G

∣∣∣ H′ = g−1H},
dotado de la multiplicación parcial dada por (H, g,H′)(H′, g′,H′′) = (H, gg′,H′′),
la inversión ι(H, g,H′) = (H′, g−1,H) y las proyecciones primera y tercera como
las aplicaciones s y r, identi�cando naturalmente G con el espacio de unidades
H0 = {(H, 1G,H) | H ∈ G}.

Proposición 3.19. Al grupoide H se le puede dotar de una topología que lo convierte en
un grupoide topológico, es decir, la multiplicación parcial, la inversión y las aplicaciones s
y r son continuas. De hecho, s y r son homeomor�smos locales, en otras palabras,H es un
grupoide étale.

Demostración. Dado g ∈ G y dos abiertos U ⊆ dom τg y V ⊆ im τg, de�nimos el
conjunto

O(U, g,V) =
{
(H, g, g−1H)

∣∣∣ (H, g−1H) ∈ U × V}.
La familia {O(U, g,V) | U ⊆ dom τg y V ⊆ im τg con g ∈ G} es una base para una
topología Hausdorff y localmente compacta sobreH .

Es sencillo probar que las aplicaciones involucradas en la de�nición de H son
continuas. Además, las aplicaciones s y r son abiertas: r(O(U, g,V)) = g−1U ∩ V, y
de forma similar para s. En consecuencia, son homeomor�smos locales. �

Esta topología nos permite identi�car el grupoide H con G(Γ), el grupoide de
los gérmenes de Γ. En efecto, si a cada elemento (H, g,H′) ∈ H se le asocia el germen
de la traslación τg : U→ V, conU yV entornos abiertos deH yH′ respectivamente,
se obtiene un isomor�smo entre ambos grupoides.

Observación 3.20. Por de�nición, el grupo de holonomía de la hoja que pasa por el
grafo H es ΓH ⊆ G(Γ), el grupo de los gérmenes de las aplicaciones Γ que dejan
invariante a H. Es decir, el grupo Iso(H) de las traslaciones que dejan el grafo H
invariante.

Por otro lado R está dotada de una estructura de grupoide r-discreto, cuyos
abiertos básicos son los grafos de las traslaciones τg, O(U, g) = {(H, g−1H) | H ∈ U}
con g ∈ G y U un abierto de dom τg. Es posible de�nir la aplicación

p : (H, g,H′) ∈ H �−→ (H,H′) ∈ R,
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Capítulo 3. Espacio foliado de Gromov–Hausdorff

que resulta ser un homomor�smo sobreyectivo de grupoides r-discretos. Su núcleo,

Iso = ker p =
{
(H, g,H)

∣∣∣ g ∈ Iso(H)},
es un subgrupoide r-discreto de H . De hecho, puesto que las restricciones de las
proyecciones sy r coinciden, se trata deun�brado engrupos (discretos numerables).
La �bra sobreH es precisamente el grupo de isotropía Iso(H). En resumen, tenemos
la siguiente sucesión exacta corta de grupoides

Iso ��

���
��

��
��

��
� H

p ��

r

��
s

��

R

s
����

��
��

��
�

r

����
��

��
��

�

G

(3.3)

Según un resultado obtenido de forma independiente por G. Hector (véase [Hec]) y
por D.B.A. Epstein, K.C. Millett y D. Tischler (véase [EMT]), el conjunto de las hojas
sin holonomía de una laminación L es residual, es decir, contiene una intersección
numerable de abiertos densos. En nuestro caso, esto signi�ca que los grafos aperió-
dicos forman un conjunto residualGap. Puesto queG es un espacio de Baire (por ser
un espacio polaco), cualquier conjunto residual es denso. Como consecuencia, la
sucesión exacta corta de grupoides (3.3) se reduce a un isomor�smo de grupoides
en restricción al conjunto residual denso Gap.

Obviamente estos mismos resultados se tienen en general, sustituyendo en el
grupoide de holonomía los elementos g del grupo G por gérmenes de transforma-
ciones de holonomía (véase el capítulo 1). De la misma forma que para el espacio
foliado de Gromov–Hausdorff, dado un espacio foliado (M,F ) y una transversal
completa X para él, se tiene un sucesión exacta de grupoides r-discretos

IsoX −→ HX −→ R,

de donde deducimos el conocido resultado:

Proposición 3.21. Si (M,F ) es un espacio foliado sin holonomía, su dinámica transversa
está representada por la relación inducida sobre cualquier transversal completa.

3.4. Grafos repetitivos y conjuntos minimales

Para caracterizar los conjuntos minimales en el espacio foliado de Gromov–
Hausdorff, o de cualquier laminación asociada por el teorema de engorde, recurri-
remos a la noción de grafo repetitivo que es una adaptación de la propiedad análoga
de losmosaicos [BBG, RW, Sol], y que aparece implícita en la tesis de E. Blanc [Bla2].

De manera intuitiva, un grafo es repetitivo (o tiene la propiedad de isomor�smo
local) si no podemos distinguir en qué punto nos encontramos observando única-
mente los alrededores.
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§3.4 Grafos repetitivos y conjuntos minimales

De�nición 3.22. FijemosH yH′ ∈ G. Diremos que la bola BH(x, r) se embebe �elmente
enH′ y escribiremos BH(x, r) ↪→ H′ si existe g ∈ G tal que gBH(x, r) = BH′(gx, r) ⊂ H′.
Si la bola BH′(gx, r) está contenida en otra bola BH′(x′, r′), diremos que BH(x, r) se
embebe �elmente en BH′(x′, r′) y lo denotaremos como antes BH(x, r) ↪→ BH′(x′, r′).

De�nición 3.23. Un grafo H ∈ G es repetitivo si para cada r > 0 existe R > 0 tal que
BH(1G, r) ↪→ BH(y,R), para cada y ∈ H.

En cambio, si �jado r > 0 existe R > 0 tal que BH(x, r) ↪→ BH(y,R), para cada par
de puntos x e y ∈ H, el grafo H se dirá uniformemente repetitivo.

El siguiente resultado proporciona un criterio de minimalidad para la envoltura
de un grafo H, i.e. la clausura de la hoja porH, que resultarámuy útil. Para simpli�car
la notación, denotaremos por Ω(H) la envoltura de H.

Teorema 3.24. Fijado H ∈ G, las siguientes a�rmaciones son equivalentes:

1. H es uniformemente repetitivo;

2. H es repetitivo;

3. Ω(H) es minimal.

Demostración. [1⇒ 2] Esta implicación es obvia.

[2 ⇒ 3] Para demostrar que Ω(H) es minimal, hemos de comprobar que la clase
de equivalencia de cualquier elemento H′ ∈ Ω(H) es densa en Ω(H). Por una parte,
sabemos que Ω(H′) ⊂ Ω(H). Luego nos basta probar que H ∈ Ω(H′), en cuyo
caso Ω(H) ⊂ Ω(H′). Para ello, �jemos r > 0. Por hipótesis, existe R � r tal que
BH(1G, r) ↪→ BH(y,R) para todo y ∈ H. Puesto que H′ ∈ Ω(H), existe x ∈ H tal que:

BH′(1G,R) = Bx−1H(1G,R) = x
−1BH(x,R).

Si suponemos y = x, la bola BH(1G, r) se embebe �elmente en la bola BH(x,R), es
decir, gBH(1G, r) = BH(g, r) ⊂ BH(x,R), para algún g ∈ G. Luego

x−1gBH(1G, r) = x−1BH(g, r) ⊂ x−1BH(x,R) = BH′(1G,R).

Observemos que x−1gBH(1G, r) = x−1BH(g, r) = Bx−1H(x
−1g, r) = BH′(x−1g, r). En con-

secuencia, si denotamos h = x−1g, tenemos

BH(1G, r) = h−1BH′(h, r) = Bh−1H′(1G, r).

En resumen, se ha encontrado un árbol h−1H′ ∈ R[H′] cuya distancia a H es menor
que e−r. Como esto sucede para todo r > 0, acabamos de concluir que H ∈ Ω(H′).
[3⇒ 2] Fijado r > 0, a cada entero S > 0, le asociamos el conjunto

US =
{
H′ ∈ Ω(H)

∣∣∣ BH(1G, r) ↪→ BH′(1G, S)
}
.

Veamos que estos conjuntos forman un recubrimiento abierto de Ω(H).
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En primer lugar, cada conjunto US es abierto. En efecto, dado un elemento H′

de US, cualquier elemento H′′ de la bola BΩ(H)(H′, e−S) veri�ca:

BH(1G, r) ↪→ BH′′(1G, S) = BH′(1G, S),

y en consecuencia la bola abierta BΩ(H)(H′, e−S) está contenida enUS. Por otra parte,
cualquier elementoH′ deΩ(H) pertenece a algún abiertoUS. Por serΩ(H) minimal,
como antes, H ∈ Ω(H′). Por consiguiente, dado r > 0, existe x′ ∈ H′ tal que

BH(1G, r) = x′
−1BH′(x′, r).

Luego
x′BH(1G, r) = BH′(x′, r) ⊂ BH′(1G, S)

siendo S = r+d(1G, x′). Así pues,H′ pertenece al conjuntoUS. Además resulta obvio
que el recubrimiento {US}S>0 es monótono creciente con respecto a la inclusión. Por
ser Ω(H) compacto, deducimos que existe R > 0 tal que Ω(H) = UR. Para cada
y ∈ H, el árbol trasladado y−1H pertenece a UR, luego BH(1G, r) ↪→ By−1H(1G,R), es
decir,

BH(g, r) = Bg−1H(g, r) ⊂ By−1H(1G,R)
para algún g ∈ G. Trasladando por y, tenemos que

hBH(1G, r) = yBy−1H(g, r) = BH(h, r) ⊂ yBy−1H(1G,R) = BH(y,R)
siendo h = gy. Acabamos de probar que BH(1G, r) ↪→ BH(y,R).

[3⇒ 1] Fijemos r > 0 y consideremos un punto arbitrario x ∈ H. Como antes, para
cada entero S > 0, de�nimos el conjunto

UxS =
{
H′ ∈ Ω(H)

∣∣∣ BH(x, r) ↪→ BH′(1G, S)
}
.

Procediendo de manera análoga al caso anterior, deducimos que existe un radio
R(r, x) tal que BH(x, r) ↪→ BH(y,R) para todo y ∈ H.

No obstante, para poder a�rmar que H tiene la propiedad de isomor�smo
local, necesitamos que R no dependa del punto x. Para ello, conviene hacer una
observación previa. Notemos que BCay(1G, r) = g−1BCay(g, r) para cualquier vértice g
del grafoCay. La compacidad deG proviene del hecho de que la bola BCay(1G, r) sólo
contiene un número �nito de subárboles enraizados en 1G. Así pues, sólo hay un
número �nito de clases de traslación de bolas BH(x, r) de radio r > 0. Denotemos por
x1, x2, . . . , xn una familia �nita depuntos deH tales que las bolasBH(xi, r) representan
todas las posibles clases de traslación.

Como consecuencia de la observación inicial, para cada 1 � i � n, sabemos
que BH(xi, r) ↪→ BH(y,R(r, xi)). Ahora, si tomamos R = máx{R(r, x1), . . . ,R(r, xn)},
entonces BH(x, r) ↪→ BH(y,R) para cada par x, y ∈ H, ya que BH(x, r) es la imagen
por una traslación de alguna bola BH(xi, r) con esa misma propiedad. �

Observemos que esto prueba que cualquier minimal del espacio foliado de
Gromov–Hausdorff es de esta forma. En efecto, si X es un minimal de este espacio,
y si H ∈ X es un grafo, entonces Ω(H) ⊂ X. De la minimalidad se deduce que
Ω(H) = X.
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Capítulo 4

Envoltura de un grafo aperiódico y
repetitivo

En el capítulo 3 hemos construido G(G, S), el espacio foliado de Gromov–
Hausdorff, cuyosminimales se corresponden congrafos repetitivos. Tambiénhemos
comprobado que G(Z) (con S = {1}) consiste en dos semirectas que se acumulan
sobre un círculo.

Si sustituimos Z por Z2, la situación cambia radicalmente y la diversidad de
ejemplos de interés que podemos encontrar en G(Z2) es enorme. Por ejemplo, el
shift de Bernoulli (ejemplo 1.5) puede realizarse dentro de T (Z2). En efecto, sean
T0 y T1 los árboles en forma de L que se muestran aquí

0

0
T0 T1

A cada sucesión α = (αn) ∈ {0, 1}Z, le asociamos el árbolΨ(α) obtenido como la
unión de los árboles Tαn + (n, 0) que resultan al trasladar Tαn por el vector (n, 0). Es
trivial comprobar que Ψ : {0, 1}Z → T (Z2) de�ne una equivalencia orbital estable
entre el shift y la saturación de imΨ, y que la casi-isometría de las órbitas. De forma
similar podemos embeber el shift bidimensional en G(Z2) obteniendo también una
equivalencia orbital estable que respeta el tipo de casi-isometría.

Pero éstos no son los únicos ejemplos interesantes de espacios que esconde
T (Z2). É. Ghys de�ne en [Ghy2] un ejemplo de laminación minimal con hojas de
diferentes tipos conformes a partir de un árbol aperiódico y repetitivo concreto. Este
será el primer ejemplo que estudiaremos en este capítulo. En concreto, describire-
mos su dinámica transversa medible, reduciéndola a la de una maquina de sumar
binaria. Las técnicas que emplearemos para ello serán de utilidad en capítulos
venideros.

Después mostraremos como es posible construir árboles repetitivos y aperiódi-
cos con cualquier número de �nales enT (Z2). Luego construiremos minimales que
contienen hojas con un número de �nales cualquiera pre�jado.
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0

(a) La pieza
elemental T1

0

(b) El árbol T2

0

(c) El árbol T3

Figura 4.1.
Los primeros pasos en la construcción de T∞.

Por último describiremos una pareja de árboles en este espacio, que pertenecen
a un mismo minimal, pero poseen motivos con diferentes tasas de aparición. De
esta manera obtendremos un minimal no únicamente ergódico.

4.1. El ejemplo de Ghys–Kenyon

Vamos a construir de manera inductiva un subárbol repetitivo y aperiódico de
Cay(Z2) al que llamaremos árbol de Kenyon. Este árbol apareció descrito por primera
vez en el trabajo de R. Kenyon [Ken2]. No obstante, la idea de usarlo para construir
un subconjunto minimal de G es de É. Ghys véase [Ghy2].

4.1.1. El árbol de Kenyon y la laminación de Ghys–Kenyon

Para construir el árbol de Kenyon, comenzamos con la pieza elemental T1 que
puede verse en la �gura 4.1(a). A continuación, la trasladamos verticalmente por
medio del vector (0, 2) y seguidamente le aplicamos tres rotaciones de centro 0 y
ángulo π2 , π y −

π
2 respectivamente. Si eliminamos las aristas terminales situadas a

izquierda y derecha del segmento horizontal de longitud 23 contenido en el árbol
resultante, tenemos el árbol T2 (véase la �gura 4.1(b)). De nuevo, si trasladamos
T2 mediante el vector (0, 4), aplicamos las mismas rotaciones y eliminamos las
aristas terminales del segmento horizontal de longitud 24, obtenemos un árbol T3
representado en la �gura 4.1(c).

Por recurrencia, en la etapa n-ésima, obtenemos un árbol �nito Tn que corta a
los ejes vertical y horizontal en los intervalos {0} × [−2n, 2n] y [−2n + 1, 2n − 1] × {0}
respectivamente.

De�nición 4.1. Llamaremos árbol de Kenyon al subárbol de Cay(Z2)

T∞ =
⋃
n�1

Tn.
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Dado un grafo in�nito H, denominamos rayo a un subgrafo deH, R = (V,E) con

V =
{
x0, x1, . . . , xn, . . .

}
y E =

{
(x0, x1), (x1, x2), . . . , (xn, xn+1), . . .

}
,

con xi � xj si i � j. Los subgrafos conexos e in�nitos de un rayo se denominan colas
del rayo. Obsérvese que las colas, que son rayos a su vez, se obtienen al eliminar
los primeros vértices del rayo. Diremos que dos rayos de H son equivalentes si, para
cada conjunto �nito de vértices S, existen sendas colas contenidas en la misma
componente conexa de H − S. Así, un �nal del grafo H es una clase de equivalencia
de rayos. Si H es un árbol, calcular los �nales resulta especialmente sencillo: dos
rayos en un árbol son equivalentes si tienen una cola común. Así pues, �jado un
vértice en el árbol, existe un único rayo para cada �nal partiendo de dicho vértice.

Esta de�nición de �nales de un grafo in�nito fue introducida por R. Halin en
[Hal]. Si el grafo es localmente�nito, esta noción coincide con la clásica para espacios
topológicos dada por H. Freudenthal (cf. [Fre]). En general existe una inyección de
los últimos en los primeros, como se prueba en [DK].

Proposición 4.2. El árbol de Kenyon T∞ es un árbol aperiódico y repetitivo con cuatro
�nales.

Demostración. Observemos que T∞ contiene dos rectas que pasan por el origen y
que por ningún otro vértice pasas otras dos rectas (ya que se formaría un bucle).
Luego T∞ tiene 4 �nales. Por otro lado notemos que la bola BT∞(0, 2

n) se embebe
�elmente en cualquier bola BT∞(y, 2

n+1+1). Del criterio deminimalidad (lema 3.24),
deducimos que T∞ es repetitivo. �

De�nición 4.3. Llamaremosminimal de Ghys-Kenyon al subconjunto cerrado y satu-
rado X = R[T∞] de T, dotado de la relación de equivalencia inducida porR. Como
consecuencia del teorema de realización geométrica 2.29, existe un espacio compac-
to, metrizable y separableX foliado por grafos tal queX es una transversal completa
y R es la relación de equivalencia inducida sobre X. Lo llamaremos espacio foliado
de Ghys-Kenyon. De hecho, según el teorema de engorde 2.31, podemos sustituir X
por un espacioM con las mismas propiedades, pero dotado de una laminación por
super�cies de RiemannF . Diremos que (M,L ) es la laminación de Ghys-Kenyon.

4.1.2. Codi�cación de los árboles

En esta sección pretendemos dar una codi�cación de las hojas de L mediante
sucesiones in�nitas de cuatro símbolos. Tomamos el conjunto S4 = (Z/4)N y lo
dotamos de la topología generada por los cilindros

Ci0···inα0···αn =
{
β0 · · · βi0−1α0βi0+1 · · · βin−1αnβin+1 · · ·

∣∣∣ βi ∈ Z/4}.
Esta es la base de la topología producto en S4, dotando a cada factor la topología
discreta. Luego S4 es un espacio de Cantor.
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Paso 1 Paso 2 Paso 3

x0
x1x0

T0

x1x0 x2
T0

T00

Figura 4.2.
Los primeros pasos de la construcción de Tα para α = 000 · · ·

Observemos también que la topología de S4 se puede generar tan sólo con los
cilindros del tipo C0···nα0···αn , ya que cualquier cilindro es unión �nita de los de este tipo.
Denotaremos a estos cilindros simplemente por Cα0···αn .

Construiremos ahora la aplicación de codi�cación Φ : S4 → X, y daremos
algunas de sus propiedades básicas. De�nimos la aplicación r : Z/4→ R2 como

r(x) = e
π
2 ix,

identi�cando C con R2 de la manera usual. Con ayuda de esta aplicación construi-
remos Φ. Supongamos que tenemos un código α = α1 · · ·αn · · · , de�niremos Φ(α)
de manera inductiva. Partimos del punto xα0 = 0 y de�nimos x

α
1 = r(α0) y unimos x

α
0

con xα1 con ayuda de una arista. Replicamos esta conjunto alrededor de x
α
1 mediante

los ángulos π2 , π y −
π
2 . De�nimos Tα0 precisamente como este conjunto.

Ahora alargamos Tα0 en la dirección de r(α1) mediante una arista de longitud
1, que une uno de los extremos de Tα0 con un nuevo punto x

α
2 a distancia 2 de x

α
1 .

Repetimos el proceso de réplica alrededor de xα2 obteniendo así un árbol �nito al
que llamaremos Tα0α1 . Véase la �gura 4.2.

Reiterando este proceso obtenemos una sucesión de puntos {xαn} y un conjunto
de árboles encajados {Tα0···αn}. De�nimos entonces

Φ(α) = Tα =
⋃
n�0

Tα0···αn .

Por otro lado, a la sucesión de vértices Eα = {xαn} la llamaremos el esqueleto del
árbol Tα. Dicho esqueleto se puede calcular explícitamente mediante la siguiente
expresión:

xαn+1 = x
α
n + 2

nr(αn) =
n∑
i=0

2ir(αi). (4.1)

El esqueleto Eα = {xαn} de una árbol Tα es un camino que une cada punto xn con los
�nales de Tα.

Proposición 4.4. Cada sucesión α ∈ S4 de�ne un árbol de X, y por lo tanto la hoja que
pasa por él.
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Observación 4.5. Si tomamos dos códigos �nitos cualesquiera α0 · · ·αn y α̃0 · · · α̃n,
tenemos que los árboles �nitos Tα̃0···α̃n = Tα0···αn − v0, donde

v0 =
n∑
i=0

2ir(αi) −
n∑
i=0

2ir(α̃i) =
n∑
i=0

2i
(
r(αi) − r(α̃i)

)
. (4.2)

Proposición 4.6. La aplicación de codi�cación Φ es inyectiva.

Demostración. Si α y β son códigos distintos, existe n0 de forma que αn0 � βn0 . Por
(4.2), resulta que v0 es no nulo para códigos �nitos del tipo α0 · · ·αn y β0 · · · βn para
n � n0. Es decir, existe un punto en el que las bolas alrededor del origen de Tα y Tβ
di�eren. �

Por otro lado el origen del árbol Tα no puede tener valencia 4, es decir, que
val(Tα) � 2, sea quien sea α ∈ S4. Para que la valencia del origen fuese 4 necesaria-
mente un punto del esqueleto, distinto del primero, debería ser el origen, cosa que
es imposible por (4.1). Tenemos por tanto:

Lema 4.7. El origen de un árbol codi�cado es siempre de valencia 1 ó 2.

Precisamente esto evita también que el árbol T∞ (o alguno de sus trasladados)
se codi�que. En efecto, para se codi�case un trasladado de T∞ debería formarse
la cruz que aparece en T∞ en algún lugar. Por construcción, necesariamente esto
sólo es posible si in�nitos puntos del esqueleto “cayesen” en el mismo punto, es
decir, xαn = x

α
n+k para una in�nidad de k ∈N. Pero de hecho, ni siquiera dos pueden

ser iguales, según (4.1). Si denotamos por X�2 al conjunto de los puntos de X de
valencia menor o igual a 2 tenemos queΦ : S4 ↪→ X�2. Si de�nimos Y = X−R[T∞],
tenemos la inyección Φ : S4 ↪→ Y�2, con las notaciones obvias. Veamos que otras
propiedades cumple esta aplicación.

Lema 4.8. Sea Tα un árbol codi�cado. Para todo vértice x̃0 de valencia 1 ó 2 de Tα existe
un código α̃ tal que Tα̃ + x̃0 = Tα.

Demostración. DenotemosporE al esqueleto deTα, formadopor los vértices {xn}. Sea
n0 el menor número natural que minimiza la distancia dTα(x̃0, xn0 ). La demostración
se realiza en n0 + 1 pasos. Consideremos la bola BTα(xn0−1, 2

n0 ), entre los cuatro
puntos

xn0 + r(i)2
n0 , con i ∈ Z/4,

existe un único punto x1n0−1 tal que dTα(x̃0, x
1
n0−1) < 2

n0 . En efecto, es el único que

cumple que x̃0 ∈ BTα(xn0 + r(i)2n0 , 2n0 − 1).
Sean x10, . . . , x

1
n0−2 las imágenes de los puntos x0, . . . , xn0−2 en la bola cerrada

BTα(x
1
n0−1, 2

n0 ), respecto del único giro (eventualmente, la identidad) que �ja xn0 y

lleva BTα(xn0−1, 2
n0 − 1) en BTα(x1n0−1, 2

n0 − 1).
Sea ahora x2n0−2 el único punto tal que x̃0 ∈ BTα(x

1
n0−1 + r(i)2

n0−1, 2n0−1 − 1), y
x20, . . . , x

2
n0−3 los girados de los puntos x

1
0, . . . , x

1
n0−3 en la bola cerradaBTα(x

2
n0−2, 2

n0−1),
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x40
x31
x30
x20x22
x21

x10

x11x12

x13

x0

x1

x2 x3 x4

Figura 4.3.
Proceso de cambio de punto base en un árbol codi�cado.

respecto del único giro (eventualmente la identidad) que �ja x1n0−1 y lleva la bola

cerrada BTα(x
1
n0−2, 2

n0−1 − 1) en BTα(x2n0−2, 2
n0−1 − 1). Este proceso se ilustra en la

�gura 4.3.
Se sigue iterando este proceso, y se llega �nalmente a un nuevo esqueleto de�-

nido por las aristas

Ẽ =
{
x̃0 = x

n0
0 , x

n0−1
1 , xn0−22 , . . . , x1n0−1, xn0 , xn0+1, xn0+2, xn0+3, . . .

}
A partir de dicho esqueleto se obtiene un código α̃ sin más que tomar como el
n-ésimo elemento de α̃ al símbolo

α̃n = r−1
(
(en+1 − en)/‖en+1 − en‖

)
.

Observemos que sólo se modi�can un número �nito de símbolos del código α. �

Proposición 4.9. Cualquier árbol de Y�2 = X�2 − R[T∞] se puede codi�car. En otras
palabras Φ : S4 → Y�2 es una biyección.

Demostración. Sea T ∈ Y tal que 0 ∈ T sea un vértice de valencia 1. Si vemos que es
posible codi�carlo, aplicando el lema 4.8, tendremos que cualquier árbol de Y�2 se
puede codi�car.

Dado que valT(0) = 1, la esfera ST(0, 1) se reduce a un punto que denotaremos
por x1. El primer código viene dado por la posición de este punto, esto es

α0 = r−1(x1).
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BT(x1n0 ,2
n0+1 1)

BT(x2n0 ,2
n0+1 1)

x2n0

xn0 1

x1n0

Figura 4.4.
La bola BT(x1n0 , 2

n0 − 1) es isométrica a BT∞ (0, 2n0 − 1).

Supongamos que conocemos el código hasta el índice n0 − 1, es decir, los dígitos
α1, . . . , αn0−1 y, por lo tanto, los puntos del esqueleto x0 = 0, x1, . . . , xn0−1.

Para la esfera ST(xn0−1, 2
n0 ) hay dos posibilidades:

1. que se reduzca a un punto ST(xn0−1, 2
n0 ) = {xn0}, donde

xn0 = xn0−1 + 2
n0v,

con v ∈ S. Entonces, tomamos αn0 = r−1(v);
2. que contenga dos puntos ST(xn0−1, 2

n0 ) = {x1n0 , x
2
n0}. En tal caso, existe un único

i ∈ {1, 2} tal que la bola BT(xin0 , 2
n0+2 − 1) es isométrica por traslación a la bola

BT∞(0, 2
n0+2 − 1) (véase la �gura 4.4).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que i = 1, entonces tomamos

xn0 = x
1
n0 = xn0−1 + 2

n0v,

con v ∈ S y el siguiente dígito del código es entonces αn0 = r−1(v). �

Así se tiene como corolario el siguiente resultado:

Proposición 4.10. El conjuntominimal deGhys–Kenyon admite una descomposición como
unión disjunta

X = R[T∞] = R[T∞] �
⋃
α∈S4

R[Tα].

4.1.3. La relación co�nal

Según hemos probado, la aplicación de codi�cación Φ es biyectiva. El objetivo
ahora es comprobar que Φ transforma R en una relación “sencilla” sobre S4 de la
que podremos obtener resultados para la dinámica del espacio foliado de Ghys–
Kenyon. Recordemos que el desplazamiento o shift de Bernoulli σ : S4 → S4 es la
aplicación continua de�nida por

σ(α)n = αn+1,

para cada α ∈ S4 y n ∈N.
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Capítulo 4. Envoltura de un grafo aperiódico y repetitivo

De�nición 4.11. Diremos queαy α̃ ∈ S4 son co�nales, y lo denotaremosporα Rcof α̃,
si existe n0 de forma que σn0 (α) = σn0 (α̃).

Observemos que la relaciónRcof puede escribirse como

Rcof =
⋃
n∈N

⋂
m�n

(pm × pm)−1(Δ),

siendo pm la m-ésima proyección coordenada y Δ la diagonal de Z/4 ×Z/4. Como
pm es continua y Δ es un abierto cerrado de Z/4 ×Z/4, es inmediato que:

Proposición 4.12. La relaciónRcof es una relación boreliana discreta.

Más aún, es posible dotarla de una topología que la convierte en una relación
r-discreta, sin más que repetir en proceso descrito para la relaciónR del espacio de
Gromov–Hausdorff (cf. §3.3).

La relación co�nal puede describirse mediante una acción sencilla de Z so-
bre el conjunto de Cantor. Consideremos el anillo de los enteros 2-ádicos Z2 =
{
∑
pn2n | pn ∈ {0, 1} y n � 0}. El anillo Z2 es un anillo topológico homeomorfo natu-

ralmente al conjunto de Cantor {0, 1}N. De�nimos la maquina de sumar binaria como
el sistema dinámico clásico consistente en la acción continua de Z

Z ×Z2 −→ Z2
(n, p) �−→ n + p

Veamos como actúa 1 sobreZ2. Podemos describir
∑
p′n2

n = 1+
∑
pn2n como sigue:

sea n0 el menor entero tal que pn0 = 0, entonces

p′n =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0 si n < n0,
1 si n = n0,
pn si n > n0.

Si n0 no existe, estamos en el caso 1 +
∑
2n. En tal caso la llevada de la suma pasa

por todos los términos y 1 +
∑
2n = 0 (de hecho

∑
2n es −1 en la notación 2-ádica).

Por lo tanto la relación co�nal sobre {0, 1}N y la de las órbitas de esta acción son
orbitalmente equivalentes en sentido boreliano, ya que di�eren en una única orbita.
Mediante un “cambio de base” en {0, 1}N probamos que:

Proposición 4.13. La relación Rcof es orbitalmente equivalente, en sentido boreliano, a la
maquina de sumar binaria.

Vamos a comprobar ahora que a relación de equivalencia inducida sobre S4 es
precisamente la relación co�nal. Antes de comenzar la demostración es conveniente
observar lo siguiente: dados dos árboles codi�cados Tα y Tα̃, y un vértice v0 ∈ Tα tal
que Tα = Tα̃+v0, tenemos que, si n � m, xαn � xα̃m+v0, ya que el tamaño de las ramas
que “parten” de los vértices del esqueleto depende del índice n. Véase la �gura 4.5.

Proposición 4.14. Dos códigos α y α̃ ∈ S4 generan la misma hoja si y sólo si son co�nales.
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Figura 4.5.
El tamaño de las ramas depende del vértice del esqueleto.

Demostración. Supongamos que α y α̃ son co�nales, i.e. existe n0 ∈ N de forma
que αn = α̃n si n � n0. Por la observación 4.5, existe v0 tal que lleva el árbol �nito
asociado a α̃0α̃1 · · · α̃n0 sobre el asociado a α0α1 · · ·αn0 , es decir,

Tα̃0α̃1···α̃n0 + v0 = Tα0α1···αn0 ,

con v0 de�nido como en (4.2).
Por otro lado, para construir el árbol �nito Tα0...αn0αn0+1 se añade una arista hasta

el vértice (n0 + 1)-ésimo del esqueleto de Tα, que según (4.1) es xαn0+1 =
∑n0+1
i=0 2ir(αi).

Tenemos un punto análogo xα̃n0+1 para α̃. Ahora bien, teniendo en cuenta (4.2) y que
αn0+1 = α̃n0+1

xαn0+1 − x
α̃
n0+1
− v0 =

n0∑
i=0

2i
(
r(αi) − r(α̃i)

)
− v0 + 2ir(αi) − 2ir(α̃i) = 0.

Es obvio entonces que Tα̃0α̃1...α̃n0+1 + v0 = Tα̃0α̃1...α̃n0+1 . Dado que para cada n � n0
tenemos que αn = α̃n, es posible repetir este argumento, así Tα̃0α̃1...α̃n + v0 = Tα0α1...αn ,
para cada n � n0. Por consiguiente Tα̃ + v0 = Tα.

Veamos el recíproco. Supongamos que ambos códigos representan la misma
hoja, es decir, existe v0 ∈ Tα tal que Tα = Tα̃ + v0. Tenemos los esqueletos Eα = {xαn} y
Eα̃ = {xα̃n}. De�nimos ahora x̃n = xα̃n + v0. El conjunto Ẽ = {x̃n} es la copia trasladada
por v0 de Eα̃ en Tα. Sea

c = m�́n
{
d(xαn, x̃m)

∣∣∣ n,m � 0}.
Elegimos n0 y m0 � 0 de forma que d(xαn0 , x̃m0 ) = c. El segmento (dentro del árbol)
que une xαn0 con x̃m0 no contiene otros puntos ni de Eα ni de Ẽ, por lo que

c � m�́n{2n0 , 2m0} − 1 = R.

Entonces xαn0 ∈ BTα(x̃m0 ,R) y x̃m0 ∈ BTα(x
α
n0 ,R), con lo que, por la construcción,

ambos centros son iguales, i.e. c = 0 (véase la �gura 4.6(a)). Con esto sabemos que
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x̃m0 = xn0

R
(a)

x̃n0+1

xn0 xn0+1

(b)

Figura 4.6.
(a) La constante c es necesariamente nula. (b) Vértices con bolas iguales a su alrededor no pueden

ser cercanos.

existen n0,m0 � 0 de forma xαn0 = x̃m0 . Como el tamaño de las ramas que parten
de un vértice el esqueleto depende de en que posición se encuentra en el mismo
(�gura 4.5), necesariamente n0 = m0.

Veamos que el código coincide de n0 en adelante. En efecto, si xαn0+1 � x̃n0+1,
necesariamente

x̃n0+1 = x
α
n0 − r(αn0)2

n0 ,

ya que en otro caso, por construcción, se formaría un ciclo en el árbol (como se
muestra en la �gura 4.6(b)) que es imposible.

Luego α̃n0 = −αn0 . En el siguiente paso, αn0 = αn0+1 (resp. α̃n0 = α̃n0+1), sin más
que tener en cuenta el razonamiento anterior y el hecho de que el tamaño de las
ramas depende del punto del esqueleto. Reiterando el razonamiento resulta que

αn0+i = αn0 = −α̃n0+i,

para cada i � 0 (se volverían a producir ciclos). En consecuencia los árboles Tα y Tα̃
tienen ambos un �nal pero en direcciones distintas, lo que no puede ocurrir. Por lo
tanto xαn0+1 = x̃n0+1, con lo que αn0 = α̃n0 . Razonando de lamismamanera obtenemos
la igualdad de los códigos a partir del término n0-ésimo. �

4.1.4. Motivos

La noción de motivo, que tomamos prestada de la teoría de mosaicos, va a
ser una herramienta útil para describir la σ-álgebra de los borelianos de cualquier
subespacio X del espacio de Gromov–Hausdorff.

De�nición 4.15. Llamaremosmotivo a cualquier grafo �nito P ∈ G. Diremos que un
grafo H ∈ G contiene el motivo P alrededor de un vértice v ∈ H si v−1P ⊂ H. Dado un
subconjunto X ⊂ G de�nimos

XP,v =
{
H ∈ X

∣∣∣ v−1P ⊂ H}. (4.3)
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El siguiente lema describe propiedades elementales de fácil demostración:

Lema 4.16. Dados dos motivos P y P′, se veri�ca que:

1. si P ⊂ P′, entonces XP,v ⊇ XP′,v;

2. XP,v ∩ XP′,v = XP∪P′,v y;

3. si T ∈ XP,v entonces v−1T ∈ XP,1G.

La última de las condiciones anteriores nos permitirá reducirnos en lo sucesivo
al estudio de los conjuntos XP,1G .

Lema 4.17. Para cualquier motivo P, el conjunto XP,1G es un abierto cerrado de X.

Demostración. Veamos primero que XP,1G es un abierto de X. En efecto, si H ∈ XP,1G
y si r > máx{longS(x) | x ∈ P}, entonces P ⊂ BH(1G, r) y por tanto BX(H, e−r) ⊂ XP,1G .
Para comprobar queXP,1G es un cerrado deX, consideremos una sucesión de árboles
Xn ∈ XP,1G convergentes a un árbol H. Por de�nición, dado r > 0 como antes, existe
n � 0 tal que BHn(1G, r) = BH(1G, r). Luego P ⊂ H, es decir, H ∈ XP,1G . �

Conviene señalar que losmotivos no bastan para de�nir una base de la topología
de X. Consideremos el árbol Φ(00 · · · ) perteneciente al minimal de Ghys-Kenyon X
y la bola cerrada B = BX

(
Φ(00 · · · ), e−1

)
formada por los árboles T ∈ T (Z2) tales que

BT(0, 1) = BΦ(00··· )(0, 1) = 0�. No hay ningún motivo P tal que que XP,0 ⊂ B. En tal
caso, P tendría que coincidir con 0�, pero T∞ ∈ XP,0 − B. Hay una diferencia clara
entre el conjunto de elementos de X que contienen una bola como motivo y la bola
correspondiente enX, ya que la bola no sólo describe el conjunto de aristas y vértices
del motivo, sino también las aristas ausentes del motivo. En el ejemplo, no basta
con que los árboles contengan el motivo 0� alrededor de 0, sino que además hay
que exigir que no contenga las aristas �0,�

0 y �0. En otros términos, no podemos
describir la bola mediante intersecciones de abiertos-cerrados asociados a motivos,
sino que tenemos que recurrir a complementarios:

BX
(
Φ(00 . . . ), e−1

)
= X 0� −

(
X�0 ∪ X�0 ∪ X�0

)
.

Aún así, cualquier bola puede escribirse como combinación �nita de conjuntos XP,0
mediante uniones y diferencias. Como consecuencia tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.18. Los abiertos-cerrados XP,1G generan la σ-álgebra de los borelianos de X.

4.1.5. Propiedades de la aplicación de codi�cación

Vamos a probar queΦ es un isomor�smoboreliano entreS4 eY�2 = X�2−R[T∞].
Como Φ respeta las relaciones de equivalencia correspondientes, deduciremos que
la dinámica boreliana de la laminación de Ghys–Kenyon está representada por una
máquina de sumar binaria.
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Capítulo 4. Envoltura de un grafo aperiódico y repetitivo

Notemos en primer lugar que Φ no es continua, ya que el dominio de Φ es
compacto, y en cambio su rango Y�2 no lo es. Otra forma de verlo es, por ejemplo,
tomando la sucesión

α1 = 3200000 · · ·
α2 = 3220000 · · ·
α3 = 3222000 · · ·
...

que converge a α = 3222 · · · , pero la sucesión de árboles Φ(αn) no converge a
Φ(α), sino al árbol T∞ + (2,−1). No obstante, la aplicación Φ tiene las siguientes
propiedades:

Proposición 4.19. La aplicación Φ : S4 → Y�2 es abierta.

Demostración. Basta comprobar que la imagen de un abierto básico Cα0α1···αn es
abierto. De hecho comprobaremos que

Φ(Cα0α1···αn) = Y
�2 ∩ XΦ(α0α1···αn),0 = Y�2Φ(α0α1···αn),0.

En efecto, tomamos una sucesión α̃ ∈ Cα0α1···αn , es decir, α̃i = αi para 0 � i � n. De
esta igualdad se desprende que los árboles �nitos correspondientes son iguales:

Φ(α0α1 · · ·αn) = Φ(α̃0α̃1 · · · α̃n) ⊂ Φ(α̃).

Entonces Φ(α̃) ∈ XΦ(α0α1···αn),0. �

Proposición 4.20. La aplicación Φ es medible.

Demostración. Como la σ-álgebra de los borelianos deX está generada por los abier-
tos cerrados XP,0 según el lema 4.18, nos basta probar que Φ−1(XP,0) es un boreliano
de S4 para cualquier motivo P.

Denotemos por P el conjunto de las sucesiones �nitas α0α1 · · ·αn de elementos
de Z/4 tales que P ⊂ Φ(α0α1 · · ·αn). Veamos que

Φ−1(XP,0) =
⋃

α0α1···αn∈P
Cα0α1···αn .

En efecto, α ∈ Φ−1(XP,0) si y sólo si P ⊂ Φ(α). Pero si P ⊂ Φ(α), existe n ∈ N tal que
P ⊂ Φ(α0α1 · · ·αn). Luego α ∈ Cα0α1···αn con α0α1 · · ·αn ∈ P. �

Lasdosúltimasproposicionesnos aseguranqueΦ : S4 → Y�2 es un isomor�smo
boreliano. De hecho, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.21. La aplicación Φ de�ne una equivalencia orbital estable en sentido boreliano
entreRcof de�nida sobre S4 yR de�nida sobre el conjunto de Ghys–Kenyon X.

Corolario 4.22. La dinámica boreliana de la relación de equivalencia R de�nida sobre el
conjunto de Ghys–Kenyon está representada por la de una máquina de sumar binaria.
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§4.1 El ejemplo de Ghys–Kenyon

4.1.6. Propiedades ergódicas del minimal de Ghys–Kenyon

Sea R una relación de equivalencia medible y discreta sobre un espacio bore-
liano y μ un medida casi-invariante. Análogamente a la clasi�cación de factores
de F. J. Murray y J. von Neumann, existen tres tipos de relaciones de equivalencia
(véase [FM]), a saber:

1. Tipo In (con n = 1, 2, . . . ,∞): Si la relación es transitiva sobre un espacio de
cardinal n;

2. Tipo IIn (con n = 1 o ∞): Si la relación no es transitiva y existe una medida
(�nita o in�nita resp.) invariante equivalente a μ y;

3. Tipo III: Si no existen medidas invariantes equivalentes a μ.

Usando la codi�cación, comprobaremos que la relaciónR sobre el espacio deGhys–
Kenyon posee una medida de probabilidad invariante. Para ello, seguiremos el
procedimiento descrito por S.E. Goodman y J. F. Plante en [GP] de manera similar
a la empleada por C. Series en [Ser].

Teorema 4.23. La relación de equivalencia R de�nida sobre conjunto de Ghys–Kenyon X
es de tipo II1.

Demostración. Para cada n ∈ N, denotemos por Bn la bola de centro T∞ y radio
n contenida dentro de la clase de equivalencia R[T∞], que podemos identi�car
naturalmente con la bola BT∞(0, n), y por μn la medida de contar normalizada sobre
Bn. Gracias al lema 4.18 para de�nir μn basta conocer μn(XP,0), para cada motivo P:

μn(XP,0) =
#(Bn ∩ XP,0)

#Bn
=
#{v ∈ Bn | P + v ⊂ T∞}

#Bn
=
A(P, n)
V(n)

.

Según el teorema de representación de Riesz, es posible identi�car el espacio de
funcionales lineales positivos sobre C(X) con M+(X) el espacio de medidas po-
sitivas, regulares y �nitas sobre X. Por lo tanto, el conjunto de las medidas de
probabilidad (que corresponde que la esfera unidad en M+(X)) es compacto con
la topología *-débil. Luego existe una subsucesión de μn que converge a una me-
dida de probabilidad μ. El hecho de que XP,0 sea abierto cerrado nos garantiza
que μ(XP,0) � limn→∞ μn(XP,0) y μ(XP,0) � limn→∞ μn(XP,0), de manera que μ(XP,0)
coincide con al tasa de aparición de P en T∞:

μ(XP,0) = l�́m
n→∞
μn(XP,0) = l�́m

n→∞
A(P, n)
V(n)

.

Veamos por último que μ es R-invariante: Para cada motivo P y cada vértice v ∈ P
consideremos la traslación τv : T ∈ XP,0 �→ T − v ∈ X cuya imagen es

im τv = XP,0 − v = {T − v | P ⊂ T} = {T − v | P − v ⊂ T − v} = XP−v,0.
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Capítulo 4. Envoltura de un grafo aperiódico y repetitivo

Ahora bien, siT∞ contiene almotivoP alrededor del punto p ∈ BT∞(0, n−r), entonces
contiene a P − v alrededor del punto p + v ∈ BT−∞(0, n), siendo r � longS(v). Luego

|μn(XP,0 − v) − μn(XP,0)| =
|A(P − v, n) − A(P, n)|

V(n)
�
V(n) − V(n − r)

V(n)
.

Puesto que V(n) tiene crecimiento, a lo sumo, cuadrático deducimos que

0 � |μ(XP−v,0) − μ(XP,0)| = l�́m
n→∞
|μn(XP−v,0) − μn(XP,0)| � l�́m

n→∞
V(n) − V(n − r)

V(n)
= 0,

con lo que queda probado el teorema. �

Por otro lado, sobre el espacio S4 es posible de�nir la medida de probabilidad
μ4 que hace los símbolos equiprobables, es decir, que cilindros de lamisma longitud
tengan la misma medida:

μ4(C
i1...in
α1...αn) =

1
4n
.

A cada par de sucesiones α y α̃ ∈ S4 co�nales y cada n ∈ N tal que αm = α̃m para
cada m � n, les podemos asociar la transformación τ : S4 → S4 dada por

τ(β)i =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩α̃i si i < n,
βi si i � n.

(4.4)

que veri�ca que τ(α) = α̃, más aún,

τ(Cα0...αn) = Cα̃0...α̃n . (4.5)

Como en el caso de la relación R del espacio de Gromov–Hausdorff (sección 3.3),
estos homeomor�smos generan un pseudogrupo de transformaciones parciales de
Rcof. Dado que se cumple (4.5), es obvio que μ4 es Rcof-invariante. Más aún, μ4 es
la única medida de probabilidadRcof-invariante, es decir:

Proposición 4.24. La relaciónRcof es únicamente ergódica.

Demostración. Sea μ es una medida de probabilidad Rcof-invariante. Dados dos
cilindros Cα1...αn y Cα̃1...α̃n , existe una transformación T de�nida como en (4.4). Por
lo tanto la μ-medida de ambos cilindros es la misma. Por otro lado, tenemos la
descomposición de S4 como unión disjunta

S4 =
⊔

α1...αn∈(Z/4Z)n
Cα1...αn .

Entonces μ(Cα1...αn) =
1
4n para cualquier cilindro. Lo que implica que μ = μ4. �

Usaremos este hecho para probar queR también es únicamente ergódica. Para
ello, probaremos enprimer lugar que tenemosunaversiónmedible del teorema4.21:
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§4.1 El ejemplo de Ghys–Kenyon

Teorema 4.25. La aplicación de codi�cación Φ de�ne una equivalencia orbital estable en
sentido medible entre la relación co�nal sobre S4 y la relación de equivalenciaR sobre X.

Demostración. Observemos que R[T∞] es de medida nula para cualquier medida
R-invariante, ya que todos los puntos deR[T∞] deberían tener la misma medida y
#R[T∞] = ∞. Así pues, el saturado Y = X−R[T∞] de Y�2 es de medida total. Aten-
diendo al teorema 4.21 sólo resta comprobar queΦ∗μ4 es la medida normalizada de
μ|Y�2 . Ahora bien,Rcof es únicamente ergódica, por lo queR|Y�2 lo es también y en
consecuencia Φ∗μ4 = μY�2 , donde esta última medida es la normalización de μ|Y�2 .
Esta normalización es posible ya que Y�2 es de medida positiva. En efecto, se tiene
la escritura Y =

⋃
s∈S τs(Y�2 ∩ dom τs) con S es �nito. �

La propiedades deR se trasladan al espacio foliado por grafos deGhys–Kenyon
(X,F ) o a la laminación por super�cies de Riemann de Ghys–Kenyon (M,L ).

Corolario 4.26. La dinámica transversa medible de la laminación de Ghys–Kenyon está
representada por una máquina de sumar binaria.

Corolario 4.27. La laminación de Ghys–Kenyon es únicamente ergódica.

Para probar este último resultado observemos que X�2 es una transversal com-
pleta de la laminación de Ghys–Kenyon. Como R|Y�2 es únicamente ergódica y
R[T∞] ha de ser de medida nula para cualquier medida invariante, tenemos que
R|X�2 es únicamente ergódica, y en consecuencia la laminación de Ghys–Kenyon
también lo es. También es posible probar queR es únicamente ergódica, sinmás que
observar que existe una única medida de probabilidad R-invariante sobre X que
es una extensión de una medida R|X�2 -invariante sobre X�2 y apelar a la unicidad
ergódica deR|X�2 .

4.1.7. Hojas genéricas

Sea (M,L ) una laminación orientable por super�cies de Riemann de un espacio
compacto, dotado de una medida transversa invariante μ. Según un resultado de
É. Ghys, las hojas genéricas respecto de μ de la laminación tienen el mismo tipo
topológico (véase [Ghy1]). Así pues, si L no posee hojas compactas, existe un
conjunto saturado de medida total por hojas difeomorfas a una de las siguientes
super�cies: al plano, al cilindro, al árbol de Cantor (es decir, una esfera a la que se
le han eliminado un Cantor de puntos) o una de las tres super�cies obtenidas al
pegar una in�nidad de asas aproximando todos los �nales.

Por su parte, J. Cantwell y L. Conlon prueban un resultado análogo para lamina-
ciones minimales en las que sustituyen la genericidad respecto de una medida por
genericidad topológica (véase [CtC]). En nuestra situación, este resultado a�rma
que hay un conjunto residual de hojas difeomorfas a una de las seis super�cies
antes descritas. En [Bla2] puede verse el caso en el que se sustituye la minimalidad
por la existencia de una hoja recurrente.
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Capítulo 4. Envoltura de un grafo aperiódico y repetitivo

(a) αn = αn+1 (b) una ida y vuetla (c) un giro

Figura 4.7.
Los posibles efectos de dos símbolos consecutivos en el esqueleto.

Vamos a determinar el tipo topológico de las hojas de la laminación de Ghys–
Kenyon. En principio el número de �nales está completamente determinado por el
número de �nales de los grafos R[T]. Ahora bien, estos grafos son árboles, por lo
que las hojas son de género nulo y su tipo topológico también estará determinado
por el número de �nales.

Proposición 4.28. La laminación de Ghys–Kenyon veri�ca que:

1. hay un conjunto residual y de medida total formado por hojas de un �nal;

2. hay una in�nidad no numerable de hojas con dos �nales, que forman un conjunto
magro y de medida nula y;

3. hay una única hoja con cuatro �nales.

Demostración. Según la proposición 4.10 sabemos queX se descompone en la unión
disjunta de la clase R[T∞] y de las clases codi�cadas por Φ. Así, para probar este
resultado analizaremos como se transforman los códigos en los árboles. Para ello
introduciremos la siguiente terminología: dos símbolos distintos consecutivos αn y
αn+1 de un código α ∈ S4 se denominan ida y vuelta si son de la misma paridad,
en caso contrario, los llamaremos un giro. Esta denominación está justi�cada por
el comportamiento del esqueleto del árbol Φ(α), con idas y vueltas o giros de 90o

según el caso, como se ve en la �gura 4.7.
Comencemos probando que un árbol codi�cado posee a lo sumo dos �nales. Si

tuviese más de dos �nales, entonces el esqueleto sería recurrente, es decir, existiría
una subsucesión estacionaria del esqueleto. Pero esto es imposible por su de�nición
(4.1), que implica que d(xn, xn+m) � 2m−1. Por lo tanto la laminación deGhys–Kenyon
tiene una única hoja de 4 �nales. Además, existen hojas de un solo �nal, como por
ejemplo Φ(00 · · · ). Aplicando la proposición 2.7 de [Bla2] las hojas con un �nal
forman un conjunto residual, y las de dos �nales un conjunto magro.

Ahora, como dos elementos de esqueleto no pueden coincidir, para que en el
esqueleto (y por consiguiente en el árbol) se formen dos �nales el esqueleto ha de
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crecer alternativamente en dos direcciones, i.e.: un árbol tiene dos �nales si y sólo si
su código tiene un número �nito de giros y una cantidad in�nita de idas y vueltas.
Observemos que este conjunto de códigos es la saturación por Rcof del conjunto
A formado por las sucesiones con todos los símbolos de la misma paridad y una
cantidad in�nita de idas y vueltas. Ahora bien:

A ⊂
⋃
α0∈Z/4

⋂
n∈N

⋃
α0...αn∈Snα0

Cα0...αn ,

donde Snα0 es el conjunto de las sucesiones de n+ 1 elementos deZ/4 con la misma
paridad que el primer elemento α0. De lo anterior, deducimos que:

0 � μ(A) � 4μ4

(⋂
n∈N

⋃
0α1...αn∈Snα0

C0α1...αn

)
= l�́m
n→∞

1
2n−1

= 0.

Así pues, la saturación de A y el conjunto de hojas con 2 �nales tienen medida
nula. �

4.2. Árboles con un número arbitrario de �nales

El objetivo ahora es construir árboles pertenecientes a T (Z2) con un número de
�nales cualquiera. Así probaremos el siguiente resultado:

Teorema 4.29. Para cada entero n � 1 existe un árbol repetitivo y aperiódico en T (Z2)
con n �nales.

Observemos que el ejemplo de Ghys–Kenyon nos proporciona árboles repetiti-
vos y aperiódicos con uno, dos y cuatro �nales. Para construir el resto distinguire-
mos tres casos:

En §4.2.1: En primer lugar se construye un árbol repetitivo y aperiódico con tres
�nales.

En §4.2.2: Después, de�nimos una familia de árboles con cualquier número par
mayor que 4 de �nales.

En §4.2.3: Por último, modi�camos la familia anterior eliminando uno de sus �-
nales. Obteniéndose así otra familia de árboles repetitivos y aperiódicos con
cualquier número impar, mayor que tres, de �nales.

4.2.1. Un árbol aperiódico y repetitivo con 3 �nales

Para la construcción de este árbol procederemos por inducción como en el caso
de Ghys–Kenyon. Partiremos de T1 un árbol �nito en forma de ‘T’ invertida que
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Capítulo 4. Envoltura de un grafo aperiódico y repetitivo

0
(a) El árbol
inicial T1

0
(b) El árbol T2

0
(c) El tercer paso T3

0
(d) El árbol T4

Figura 4.8.
Los primeros pasos de la construcción de T∞.

interseca al eje horizontal en [−1, 1] × {0} y al vertical en {0} × [0, 1]. Este árbol está
representado en la �gura 4.8(a). De�nimos entonces el árbol T2 como

T2 = T1 ∪
(
T1 + (2, 0)

)
∪
(
T1 − (2, 0)

)
∪
(
T1 + (1, 0)

)
.

El árbol T2, que se muestra en la �gura 4.8(b), interseca al eje horizontal en el
intervalo [−3, 3] × {0} y al vertical en {0} × [0, 2]. En general, tenemos de forma
recursiva el árbol Tn dado por

Tn = Tn−1 ∪
(
Tn−1 + (3n−12, 0)

)
∪
(
Tn−1 − (3n−12, 0)

)
∪
(
Tn−1 + (2n−1, 0)

)
.

Este árbol interseca al eje horizontal en [−3n−1, 3n−1]×{0} y al vertical en {0}×[0, 2n−1].

Recursivamente obtenemos una familia de árboles �nitos encajados. Razonando
de la misma manera que en la proposición 4.2 probamos que:

Proposición 4.30. El árbol T∞ =
⋃
n Tn de T (Z2) es aperiódico, repetitivo y tiene tres

�nales.

4.2.2. Árboles con un número arbitrario par de �nales

Se construirán ahora árboles aperiódicos y repetitivos con un número parmayor
que 4 de �nales. Fijado k un entero positivo, se construirán dos árboles, uno con
4k+2 �nales y otro con 4k+4 �nales, que pertenecen almismominimal deT (Z2). La
idea de esta construcción es la misma que la del ejemplo anterior, añadir “piezas”
en dirección a los �nales deseados.

Realizaremos la construcción inductivamente de�niendo una familia árboles
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§4.2 Árboles con un número arbitrario de �nales

s10 s20 s30

s40 s50 s60

2lP0

2lG0

(a)

2lP0

(b)

Figura 4.9.
(a) G0 para k = 1. El orden de la familia {s0i } es irrelevante. (b) P0.

�nitos encajados

G0 ⊆ G1 ⊆ G2 ⊆ · · · ⊆ Gn ⊆ · · ·
P0 ⊆ P1 ⊆ P2 ⊆ · · · ⊆ Pn ⊆ · · ·

de forma que las piezas Pn se empleen para unir copias disjuntas Gn formando un
árbol �nito Gn+1. Los árboles G∞ =

⋃
n�0Gn y P∞ =

⋃
n�0 Pn tendrán 4k + 2 y 4k + 4

�nales respectivamente. Para simpli�car la notación, escribimos K = 4k + 2.

Se comienza con el árbol �nito G0 con K puntos de valencia 1, contenido en el
cuadrado de lado 2lG0 = 2K− 2 y donde dos puntos de valencia 1 consecutivos están
separados por la distancia 4lP0 = 4, explícitamente se tiene que:

G0 =
(
[1 − lG0 , l

G
0 − 1] × {0}

)
∪

k⋃
i=−k
{4lP0 i} × [1 − l

G
0 , l

G
0 − 1].

Los puntos de valencia 1 de G0, que se denotarán {s0i }
K
i=1, serán las salidas de G0.

Véase la �gura 4.9(a). Además, se de�ne el árbol �nito contenido en el cuadrado de
lado 2lP0 :

P0 = {0} × [−1, 1] ∪ [−1, 1] × {0}.
Véase la �gura 4.9(b).

Para construir el árbol G1, disponemos K copias de G0 trasladadas por los
vectores {(K − 1)s0i }. Tendremos así una copia de G0 por cada s

0
i , colocada en la

misma posición relativa como se muestra en la �gura 4.10(a).

Por otro lado tenemos de�nidos los vértices

s1i = (K − 1)s
0
i + (K − 2)y(s

0
i ), con 1 � i � K,

siendo y(x, y) =
(
0, y|y|
)
. Estos vértices, de valencia 1, serán las salidas de G1, es decir,

los vértices que se unirán en el siguiente paso a otras copias de G1. Para cada copia
de G0 se tiene además un vértice e1i = s

1
i − (0, 2l

G
0 + 1) (1 � i � K), una entrada, por

donde se unirá cada copia trasladada de G0 con la copia central de G0.
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Capítulo 4. Envoltura de un grafo aperiódico y repetitivo

(a)

R × [−1 − lG0 , 1 +

(b)

Figura 4.10.
Construcción de G1 (k = 1): (a) paso intermedio de la construcción de G1, (b) el árbol G1.

Por último, se une este bosque para obtener un árbol. Para ello se conectan las
copias de G0 mediante ramas formadas por piezas P0. En primer lugar se añaden
aristas verticales partiendo de los vértices {e1i , s

0
i }
K
i=1 en las direcciones obvias, lo

que genera otro conjunto de vértices, los vértices terminales de las aristas añadidas,
que denotaremos por {ê1i , ŝ

0
i }
K
i=1, con las notaciones obvias. Se unen ahora el vértice

ŝ0i con ê
1
i mediante un camino de copias de P0 evitando la formación de ciclos y

de forma que no corten a la banda R × [−1 − lG0 , l
G
0 + 1]. Obteniendo así G1 (véase

la �gura 4.10(b)). Para construir P1 se toma G0 y se le añaden 4 aristas (véase la
�gura 4.11(a)).

P1 = G0 ∪
((
[−lG0 , 1 − l

G
0 ] ∪ [l

G
0 − 1, l

G
0 ]
)
× {0}

)

∪
(
{0} ×

(
[−lG0 , 1 − l

G
0 ] ∪ [l

G
0 − 1, l

G
0 ]
))

=
(
[−lG0 , l

G
0 ] × {0}

)
∪
(
{0} × [−lG0 , l

G
0 ]
)
∪

k⋃
i=−k
{4lP0 i} × [1 − l

G
0 , l

G
0 − 1].

De�nidos P1 yG1, se obtiene G2 continuando de la misma forma que para el primer
caso. Por otro lado, para construir Pn a partir de Pn−1, se procede de forma similar
a la construcción de Gn a partir de Gn−1. Se disponen copias de Gn−1 alrededor de
la copia existente de Pn−1 como en el caso de Gn, salvo que dos de ellas, las que
se encuentran exactamente sobre Pn−1, se sustituyen por copias de Pn−1. Además,
se añaden dos copias más de Pn−1 a los lados de Pn−1, trasladadas por los vectores{
±(K − 1)n

(
1 − lGn−1

2 , 0
)}
. Se alargan las piezas como en el caso de Gn y se unen por

los mismos caminos que Gn. Además, las piezas Pn−1 laterales se unen a la pieza
central por caminos rectos.
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§4.2 Árboles con un número arbitrario de �nales

2lP0

2lG0

(a) (b)

Figura 4.11.
(a) El árbol P1 y (b) el árbol P2, ambos para k = 1.

Obtenemos de esta manera dos sucesiones {Gn} y {Pn} de árboles �nitos, que
convergen a dos árboles in�nitosG∞ y P∞ de 4k+2 y 4k+4 �nales respectivamente.
Es sencillo comprobar que ambos árboles son aperiódicos y repetitivos. Además
ambos árboles pertenecen al mismominimalR[P∞], ya que existen copias de Gn en
P∞ para cada n y viceversa.

4.2.3. Árboles con un número arbitrario impar de �nales

Completaremos la prueba del teorema 4.29 construyendo árboles aperiódicos y
repetitivos con un número de �nales impar y mayor que tres. La idea es sencilla-
mente eliminar una de las ramas de los árbolesGn y Pn que hemos construido antes.
Fijamos k un entero positivo, construiremos dos árboles, uno de ellos con K = 4k+1
�nales y el otro con 4k + 3 �nales, que pertenecerán al mismo minimal de T (Z2).

Como es costumbre, de�niremos los árboles por inducción. Tomamos la pieza
elemental P′0 = P0, la cruz que se puede ver en la �gura 4.12(b). Por otro lado,
consideramos los árboles G0 y P1 de�nidos en §4.2.2, y eliminamos de ellos la rama
inferior que se encuentra más a la izquierda. Especí�camente, si lG0 = 4k+ 1 y l

P
0 = 1,

G′0 = G0 −
(
{4lP0k} × (0, 1 − l

G
0 ]
)
.

De forma similar de�nimos P1:

P′1 = P1 −
(
{4lP0k} × (0, 1 − l

G
0 ]
)

(véanse las �guras 4.12(a) y (c)).
Ahora, actuaremos de la misma forma que en la construcción de G′1 y P

′
2, deno-

temos por {s0i }
K
i=1 las salidas de G

′
0, es decir, el conjunto de los vértices de valencia

1 de G′0. Disponemos K copias de G
′
0 alrededor del propio G

′
0 trasladadas por los
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2lP0

2lG0

(a) El árbol G′0

2lP0

(b) El árbol P0

2lP0

2lG0

(c) El árbol P′1

Figura 4.12.
Los árboles �nitos elementales para k = 1.

(a) (b)

Figura 4.13.
Los árboles G′1 (a) y P

′
2 (b) son como G1 y P2 pero con una rama menos (k = 1).

K vectores {(4k + 1)s0i }
K
i=1, que unimos a la pieza original G

′
0 de la misma manera

que para G1, pero en este caso desechando uno de los caminos. Observemos que
la ausencia de una de las ramas no repercute en la construcción, ya que no se une
ninguna pieza por el vértice eliminado de G0 (véase la �gura 4.13). Para construir
P′1 basta con repetir la construcción de P1, pero con una rama menos. Como en el
caso deG′1, la ausencia de dicha rama es irrelevante. Por recurrencia obtenemos dos
familias de árboles encajados {G′n} y {P′n}, cuyas respectivas uniones G′∞ =

⋃
n Gn y

P′∞ =
⋃
n Pn. Por construcción G′∞ tiene 4k + 1 �nales y P

′
∞ tiene 4k + 3. Como en

el caso anterior, estos árboles son aperiódicos y repetitivos. Además, pertenecen al
mismo minimal, es decir, X′ = R[G′∞] = R[P′∞].

4.3. Un ejemplo no únicamente ergódico

El objetivo ahora es construir un ejemplo de árbol repetitivo y aperiódico cuya
envoltura tengamás de unamedida transversa invariante. Para ello se recurrirá otra
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§4.3 Un ejemplo no únicamente ergódico

vez a la construcción clásica de S.E. Goodman y J. F. Plante mediante sucesiones de
Følner. Como ya se ha dicho, en el caso del ejemplo de Ghys–Kenyon, las medidas
obtenidas mediante este proceso pueden interpretarse como tasas de aparición. Por
lo tanto, para fabricar un espacio no únicamente ergódico debemos construir un
árbol que presente dos sucesiones de motivos con distintas tasas de aparición.

Así, debemos de�nir una pareja de sucesiones de árboles �nitos Pn,Gn ∈ T (Z2)
de manera que intuitivamente tengamos:

«Las copias de Gn dentro de Pn+1 sean pocas en comparación con el volumen de Pn+1».

Con esta propiedad aseguraremos que existen, al menos, dos medidas invariantes
distintas dadas por las tasas de aparición para cada una de las dos sucesiones.

El ejemplo que vamos a construir es similar a uno construido por E. Blanc [Bla1],
aunque no usaremos el grafo de Cayley del grupo libre con tres generadores, sino
el de Z2.

4.3.1. Construcción

SeaG1 el grafo en forma de cruz de lado 2 que se muestra en la siguiente �gura.

Figura 4.14.
El árbol inicial G1.

Por otro lado, sea T1 ∈ T (Z2) es la recta horizontal in�nita que pasa por el
origen. Se de�ne P1 = BT1 (0,

l1−1
2 ) = BT1 (0, 1) la bola en T1 centrada en el origen y de

radio (l1 − 1)/2 con l1 = 3.
Con las piezas P1 y G1 se construirá G2: para ello, disponemos cuatro copias de

G1 alrededor del propio G1 y añadimos cuatro aristas, obteniendo un árbol mayor
en forma de cruz. A cada lado de cada brazo vertical se añade una copia de P1,
obteniendo G2 (véase la �gura 4.15(a)).

Para de�nir T2, tomamos un entero par r1 tal que

#G1
r1
�
1
l1

e insertamos copias de G1 en T1 a distancia r1 entre ellos para obtener T2, como se
muestra en la �gura 4.15(b).

De�nimos entonces P2 = BT2
(
0, (l2 − 1)/2

)
con l2 = 3l1 = 32.
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(a) (b)

Figura 4.15.
Segundo paso: (a) el árbol G2 y (b) el árbol P2.

Figura 4.16.
El árbol G3.

Con P2 yG2 construimosG3. De nuevo, disponemos cinco copias deG2 en forma
de cruz y añadimos 4 copias de P2 en los brazos verticales de la misma (véase la
�gura 4.16).

Por otro lado, escogemos un múltiplo r2 de r1 tal que cumpla

#G2
r2
�
1
l2
.

Se de�ne T3 como antes. Ahora insertamos copias de G2 en T2 separadas en in-
tervalos de longitud r2, de forma que éstas sustituyan algunas de las copias de G1
como en la �gura 4.17. Como en los casos anteriores se de�ne P3 = BT3 (0,

l3−1
2 ) para

l3 = 3l2 = 33.
Razonando por inducción, obtenemos dos sucesiones de árboles �nitos Pn y Gn,
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Figura 4.17.
Sustitución de copias de G1 por copias de G2.

que convergen a P∞ =
⋃
n Pn =

⋃
n Tn y a G∞ =

⋃
n Gn respectivamente. Es fácil ver

que tanto P∞ como G∞ son aperiódicos. De forma similar al ejemplo anterior, es
posible probar que tanto P∞ comoG∞ son repetitivos. Es obvio que la clausura de la
hoja por P∞ contiene a la hoja por G∞ y viceversa. Denotaremos por X a la clausura
R[P∞]. Como siempre, los teoremas de realización geométrica 2.29 y engorde 2.31
proporcionan un espacio foliado por grafos y una laminación por super�cies res-
pectivamente con las mismas propiedades dinámicas y métricas a gran distancia
que (X,R). Denotaremos a estos espacios (X,F ) y (M,L ) respectivamente.

4.3.2. RRR no es únicamente ergódica

Dado que G∞ y P∞ son aperiódicos se identi�can naturalmente con las órbitas
a través de ellos, R[G∞] y R[P∞]. De la misma manera, los motivos Gn y Pn se
identi�can con sendos conjuntos compactos en esas órbitas. Así, las sucesiones {Gn}
y {Pn} son dos sucesiones de Følner, ya que #∂Gn = 4 y las bolas Pn de P∞ tienen
de crecimiento polinomial. Así pues, estas dos sucesiones generan dos medidas de
probabilidad invariantes, que denotaremos por μG y μP respectivamente, según el
clásico teorema de S.E. Goodman y J.F. Plante.

Como ya hemos dicho al comienzo de esta sección el hecho de que el número
de copias de Gn en Pn sea mucho menor que el volumen de este nos va a permitir
probar que existe un conjunto boreliano sobre el que ambas medidas tienen un
valor distinto. La condición sobre el número de copias de Gn y el volumen de Pn se
impone mediante la cantidad rn dada por la condición

#Gn
rn
�
1
3n
.

Con esta desigualdad en mente y teniendo en cuenta la construcción, es posible
obtener cotas para las cantidades #Gn y #Pn. La línea horizontal de longitud 3n−1

contiene 3n−1 + 1 puntos, y por lo tanto 3n−1 + 1 � #Pn. Por otro lado sobre dicha
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Capítulo 4. Envoltura de un grafo aperiódico y repetitivo

línea en P∞ existe, a lo sumo, 3
n−1

r1
copias de G1, 3

n−1

r2
copias de G2, etcétera. Por lo

tanto tenemos

3n−1 � #Pn � 3n−1 + 1 +
∞∑
i=1

3n−1

ri
#Gi = 3n−1 + 1 + 3n−1

∞∑
i=1

#Gn
ri

� 3n−1 + 1 + 3n−1
∞∑
i=1

1
3i
=
3
2
3n−1 + 1 � 2 · 3n−1. (4.6)

Deducimos de estas cotas que el crecimiento de P∞ es lineal.
Veamos que ocurre con #Gn. Por construcción Gn está formado por 5 copias de

Gn−1 y 4 de Pn. Con lo que #Gn = 5#Gn−1 + 4#Pn. Sustituyendo en esta igualdad el
valor de #Gn−1 y continuando de esta manera obtenemos que

#Gn = 5#Gn−1 + 4#Pn = 52#Gn−2 + 5 · 4#Pn−1 + 4#Pn = · · ·

= 5n−1#G1 + 4
n−2∑
i=0

5i#Pn−i. (4.7)

Si eliminamos de la igualdad (4.7) las referencias a las copias de Pn, obtenemos

#Gn � 5#Gn−1 � 52#Gn−2 � · · · � 5n−1#G1 = 5n. (4.8)

Si en (4.7) utilizamos la cota superior para #Pn que aparece en (4.6) resulta que

#Gn = 5n + 4
n−2∑
i=0

5i#Pn−i � 5n + 8
n−2∑
i=0

5i3n−i−1

= 5n
(
1 + 8

n−2∑
i=0

3n−i−1

5n−i

)
� 5n
(
1 +

8
5

∞∑
i=0

3i

5i

)
= 5n+1.

(4.9)

De donde se deduce que G∞ tiene el mismo tipo de crecimiento que f (x) = x
ln 5
ln 3 .

Teorema 4.31. El espacio foliado (X,F ) es minimal y no únicamente ergódico.

Demostración. Veamosque lasmedidas invariantesμG yμP sondistintas. Razonando
como en la prueba del teorema 4.23, podemos probar que μG es el límite de las
medidas de probabilidad μnG, es decir, las medidas de contar normalizadas sobre
Gn. De la misma forma, μP = l�́mμnP donde μ

n
P es la medida de contar normalizada

sobre Pn. Como ya hemos adelantado, construiremos un boreliano sobre el que las
medidas di�eran: en efecto, para cada i ∈N de�nimos el conjunto

Ai =
{
T ∈ X

∣∣∣∣∣∣ Gi − p ⊂ T donde p está en una de lascopias de G1 contenida en Gi

}
. (4.10)

ObviamenteAi ⊃ Ai+1 y ν(Ai) = 5iν(XGi) para cualquiermedida invariante ν. Veamos
que A =

⋂
i Ai tiene diferente medida para μG y μP.
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En primer lugar, si suponemos que n � i y teniendo en cuenta la cota (4.9) y (4.7)

μnG(XGi) =
#(XGi ∩ Gn)

#Gn
�
5n−i

5n+1
=

1
5i+1
.

Y por lo tanto μG(XGi) �
1
5i+1 , de donde obtenemos que μ(Ai) �

1
5 . En consecuencia

μG(A) �
1
5
> 0. (4.11)

Por otro lado, usando la cota (4.6) y las cotas obtenidas para el número de copias
de Gi en Pn

μnP(XGi) =
#(XGi ∩ Pn)

#Pn
�
3n−1

ri

1
2 · 3n−1

�
1
2ri
.

Así pues tenemos μP(Gi) � 1
2ri
, luego μP(Ai) = 5i

2ri
. Ahora bien, 5i es menor que #Gi

y #Gi/ri � 1
3i así que

0 � μP(A) � l�́m
i→∞

5i

2ri
� l�́m
i→∞

1
2 3i
= 0. (4.12)

Esta desigualdad, junto con (4.11), indica que las medidas consideradas son distin-
tas. �

4.3.3. Construcción de dos medidas que distinguen hojas

Para terminar, construiremos a partir de μG y μP otras dos medidas de proba-
bilidad invariantes de forma que las hojas genéricas con respecto a una y otra sean
distintas. Una vez construidas éstas, se pueden considerar medidas ergódicas con
las mismas propiedades, sin más que elegir alguna de sus componentes ergódicas.

Teorema 4.32. Existen dos medidas de probabilidad invariantes νG y νP tales que

1. νP-casi toda hoja tiene crecimiento lineal y dos �nales;

2. νG-casi toda hoja tiene el mismo tipo de crecimiento que G∞ y un �nal.

Supongamos que μ es unamedida invariante construidamediante una sucesión
de Følner {Fn}. Recordemos que la característica de Euler de un grafo Fn, denotada
por χ(Fn), es el número de vértices menos el de aristas. Por otro lado, asociada a
la medida existe un número real χ(μ) denominado característica de Euler media de μ,
que intuitivamente es la media (con respecto a μ) de las características de Euler de
las hojas. Los detalles pueden verse en la sección 5 de capítulo 1 de [Con]. Según
una versión combinatoria del teorema del índice (véase [Con] y [Ele]), deducimos
los siguientes resultados:

Teorema 4.33. Si la sucesión χ(Fn)/#Fn es convergente, entonces

l�́m
n→∞

χ(Fn)
#Fn

= χ(μ).
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Teorema 4.34. Si el conjunto límite de Fn no contiene hojas compactas, entonces χ(μ) = 0
si y sólo si μ-casi todas las hojas son euclídeas.

Demostración del teorema 4.32. Sea μP la medida de�nida mediante la sucesión de
Følner {Pn}. Como Pn es un árbol, su característica de Euler es χ(Pn) = 1, luego

χ(Pn)
#Pn

−−−−−→
n→∞

0.

Aplicando los teoremas 4.33 y 4.34, deducimos que μP-casi todas las hojas son
euclídeas, luego tienen 1 ó 2�nales (véase §6.4 de [Ghy2]). Vamos aprobar ahora que
el conjunto de hojas con dos �nales tiene νPmedida positiva y para ello recurriremos
a la poda de Rips ([Bla1, Gab1]): para cada n ∈N de�nimos el conjunto En ⊂ X de la
n-ésima poda como

En =
{
T ∈ X

∣∣∣ �c : R→ T rayo tal que c(n) = 0 ∈ T
}
.

Intuitivamente, estamos tomando de los árbolesR[T], las ramas de tamaño inferior
a n. Obviamente, la familia de estos conjuntos es creciente.

Por construcción, es obvio también que el conjunto X1 de hojas con un �nal es
un subconjunto de

⋃
n En. Entonces

μ
p
P(X − En) =

#(Pp ∩ X − En)
#Pp

�
3p + 1
#Pp

�
3p + 1
2 · 3p + 1 −−−−−→p→∞

1
2
,

ya que la línea horizontal in�nita de P∞ no desaparece en la poda. Por consiguiente,
teniendo en cuenta que X − En ⊃ X − En+1, deducimos que μP(X −

⋃
En) � 1

2 .
Si llamamos X2 al conjunto formado por las hojas con dos �nales, la condición

μP(X1∪X2) = 1 nos garantiza que μP(X2) � 1
2 . Entonces de�nimos la medida νP por:

νP(B) =
μP(B ∩ X2)
μP(X2)

,

para cada boreliano B de X. Por construcción, νP-casi toda tiene dos �nales. Ahora
bien, según un resultado de G. Levitt (véase [Lev]) podemos asegurar de hecho,
tales hojas tienen crecimiento lineal de manera genérica.

Razonando como en el caso anterior podemos probar que μG-casi toda hoja
posee también uno o dos �nales. Por otro lado, el crecimiento de cualquier hoja que
interseque al conjunto A de�nido por (4.10) tiene el mismo tipo crecimiento que
G∞. En particular, el saturado deA está contenido en el conjuntoXNL de las hojas de
crecimiento no lineal. Según (4.11) tenemos que μG(XNL) � μG(A) > 0. Como antes,
de�nimos la medida invariante νG por:

νG(B) =
μG(B ∩ XNL)
μG(XNL)

,

para cada boreliano B de X. Según el resultado de G. Levitt mencionado antes las
hojas νG-genéricas tienen dos �nales y crecimiento no lineal. �
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Dinámica en el espacio de
Gromov–Hausdorff

Una relación de equivalencia medible discreta es �nita si todas sus clases son �-
nitas. Estas relaciones poseen siempre un dominio fundamental, es decir, un boreliano
que corta a todas las órbitas en un único punto. Por lo tanto, las relaciones �nitas
son siempre establemente orbitalmente equivalentes a la relación de igualdad sobre
dicho boreliano.

Recordemos que una relación de equivalencia medible discreta R sobre X es
hiper�nita (respecto de unamedida casi-invarianteμ) si existe una sucesión creciente
de relaciones �nitasRn ⊂ R tales queR[x] =

⋃
n∈NRn[x] μ-casi todo x ∈ X.

H.A. Dye ha probado en [Dye] que la relación de equivalencia dada por una
acciónmedible deZ es hiper�nita con respecto a unamedida invariante sin átomos.
En [SS], T. Slaman y J. Steel demostraron que de hecho

R es hiper�nita si y sólo siR proviene de una acción de Z.

Según un importante resultado de A. Connes, J. Feldmann y B. Weiss (cf. [CFW]), la
hiper�nitud equivale también a queR sea promediable, es decir, si existe un sistema
{mx}x∈X de medias mx de�nidas sobre la clase R[x] tales que 1) my = mx para cada
y ∈ R[x] y, 2) para cada función medible f : R → R, m( f )(x) = mx( f (x, · )) también
lo es.

En [Ser], C. Series prueba que la relación de equivalencia inducida por una
foliación de hojas con crecimiento polinomial sobre una transversal completa es
hiper�nita con respecto a una medida invariante. M. Samuelides en [Sam] prueba
que de hecho la relación de equivalencia inducida es hiper�nita con respecto a
una medida transversa casi-invariante. Estos resultados indican que la dinámica
transversa medible de una foliación de crecimiento polinomial está representada
por una acción medible de Z.

Siguiendo un esquema similar, veremos que los minimales sin holonomía del
espacio de Gromov-Hausdorff G(Z2) se comportan, salvo un conjunto de medida
nula, como sistemas dinámicos clásicos. Como en el caso de los mosaicos eucli-
deanos [AGL], ésta es una etapa clave para demostrar que la dinámica transversa
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de tales minimales está representada por una relación de equivalencia afable. Otro
ingrediente clave es el teorema 4.18 de [GPS2] (véase también [GMPS1]). Tanto en
el contexto medible, como en el contexto topológico, la idea de in�ación descrita en
[BBG] nos permitirá aclarar y simpli�car los procesos seguidos por C. Series para
describir la dinámica transversa medible de las foliaciones con crecimiento polino-
mial, y por T. Giordano, H. Matui, I.F. Putnam y C.F. Skau [GMPS2] para estudiar
la dinámica topológica de las acciones de Z2 sobre el conjunto de Cantor.

5.1. Relaciones de equivalencia AF y diagramas de Bratteli

SeaR una relación de equivalencia r-discreta sobre un espacio localmente com-
pacto, Hausdorff y separable X. Supondremos además que R es también un espa-
cio localmente compacto, Hausdorff y separable. En estas condiciones, la diagonal
Δ ⊂ X × X es un abierto cerrado deR.

De�nición 5.1 ([GPS2]). La relación de equivalencia R se dice que es compacta si
el conjunto R − Δ es compacto. De hecho, si X es compacto, la compacidad de la
relaciónR equivale a la compacidad del espacioR.

Lema 5.2 ([GPS2]). Una relación de equivalencia r-discreta y compactaR sobre el espacio
X veri�ca que:

1. la topología deR coincide con la topología inducida por X × X;

2. R es un cerrado de X × X y por lo tanto X/R es Hausdorff y;

3. el cardinal de lasR-clases es uniformemente �nito, es decir, existe N ∈N de forma
que #R[x] � N para cada x ∈ X.

Demostración. 1. Dado queR −Δ es compacto, la inclusión ι : R −Δ→ X×X es un
embebimiento. Como la inclusión sobre Δ también lo es.

2. Por otro lado, Δ es cerrado porque X es Hausdorff y R − Δ también lo es,
ya que es un compacto en un Hausdorff. En consecuencia, R es un cerrado de
X × X. Además, dado un abierto U ⊂ X, su saturación es el abierto s ◦ r−1(U), y por
consiguiente la aplicación cociente π : X→ X/R es abierta. Ahora, sean π(x) y π(y)
dos puntos distintos del cocienteX/R. Como son distintos, el punto (x, y) pertenece
al abierto X × X � R, así que podemos encontrar dos abiertos que separan x de y.
Las imágenes por π de dichos abiertos separan π(x) de π(y).

3. Para cada par (x, y) ∈ R, la proyección r : R → X es un homeomor�smo de
un entorno de (x, y) ∈ R en un entorno de y ∈ X. Por la compacidad de R − Δ,
podemos recubrirlo con un número �nito de estos abiertos. Si N − 1 es el número
de los abiertos del cubrimiento �nito de R − Δ, es obvio que #R[x] � N para cada
x ∈ X. �
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Proposición 5.3. Toda relación de equivalencia compactaR sobre X es propia en el sentido
de [Ren2], es decir, el espacio cociente X/R es Hausdorff y la proyección π : X → X/R es
un homeomor�smo local. Recíprocamente, si una relación propia cumple que π : X→ X/R
es uno a uno fuera de un compacto saturado, entonces es compacta dotada de la topología
inducida por X × X.

Demostración. Por el lema anterior, sabemos que X/R es Hausdorff, basta compro-
bar que la aplicación cociente es un homeomor�smo. Sea K = s(R − Δ) = r(R − Δ)
el compacto formado por la reunión de todas las clases no triviales. Evidentemente
π : X → X/R envía X − K sobre su imagen homeomór�camente, ya que, esencial-
mente, sobre ese conjunto es la identidad. Podemos entonces reducirnos al caso
compacto. Recordemos que cada punto (x, y) ∈ R admite un entorno abierto, de
forma que tanto s como r sean homeomor�smos de dicho entorno en su imagen. Por
la compacidad deR, podemos recubrirla por una familia �nitaU de estos abiertos.
Dado un punto x ∈ X de�nimos el abierto

V =
⋂{

f (U)
∣∣∣ x ∈ f (U) con f = s ó r y U ∈ U}.

De la misma forma que en el caso de las acciones de grupos �nitos, podemos
reemplazar V por un entorno más pequeño tal queR[y]∩V = {y} para cada y ∈ V.
En estas circunstancias, π es un homeomor�smo restringido a V.

Veamos el recíproco. Observemos que R − Δ ⊂ RK
K = s

−1(K) ∩ r−1(K), donde
K es un compacto tal que R es trivial sobre X − K. Así que, como antes, podemos
reducirnos al caso compacto. Ahora bien, como X/R es Hausdorff,R es cerrada en
X × X y por lo tanto compacta. �

De�nición 5.4 ([GPS2, Ren2]). Una relación de equivalencia topológicaR de�nida
sobre un espacio totalmente disconexo X se dice que es afable si existe una sucesión
creciente de relaciones de equivalencia compactasRn tales que

R =
⋃
n∈N

Rn.

Si la topología de R coincide con la topología límite directo (es decir, un conjunto
U de R es abierto si y sólo si U ∩Rn es abierto en Rn para cada n ∈ N), entonces
la relación R = lim−−→Rn se dice aproximativamente �nita (AF de ahora en adelante).
Obsérvese que una relación AF es siempre r-discreta.

Ejemplo 5.5. El ejemplo básico de relación AF es la relación co�nal ya descrita
anteriormente. Si Sk = (Z/kZ)N, la relación co�nal Rcof dice que α y β ∈ Sk son
co�nales si

α Rcof β ⇐⇒ ∃N ∈N | αn = βn, ∀n � N.
Esta relación es afable, ya que podemos escribirRcof como la unión creciente de las
relacionesRN

cof dadas por

α RN
cof β ⇐⇒ αn = βn, ∀n � N. (5.1)
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Las relaciones de equivalencia afables están íntimamente relacionadas con los
diagramas de Bratteli, como se ve en los trabajos [GPS2] y [Ren2]. Recordemos esta
noción:

De�nición 5.6. Llamamos diagrama de Bratteli a ungrafo orientadoB = (V,E), donde
los conjuntos de vértices y aristas admiten sendas descomposiciones V =

⊔
n�0Vn

y E =
⊔
n�0 En como uniones numerables disjuntas de conjuntos �nitos no vacíos

tales que

para cada arista e ∈ En, su origen s(e) pertenece a Vn y su rango r(e) a Vn+1;

dado un vértice v ∈ Vn siempre existe una arista e ∈ En tal que s(e) = v.

Llamamos origen de B a cada vértice v tal que r−1(v) = ∅. El diagrama es estándar si
posee un solo origen (véanse [GPS2] y [Ren2]).

Consideremos B un diagrama de Bratteli, para cada origen v ∈ VN de�nimos el
conjunto

Xv =
{
(eN, eN+1, . . .)

∣∣∣ s(eN) = v y r(en) = s(en+1) para cada n � N}
de los caminos in�nitos basados en v. Si lo dotamos de la topología inducida
por la topología producto de

∏
n�N En, Xv se convierte en un espacio compacto y

totalmente disconexo.

De�nición 5.7. El espacio de los caminos in�nitos de B es la suma topológica

XB =
⊔

v origen de B
Xv.

Sobre este espacio es posible de�nir la relación co�nal Rcof que identi�ca dos
caminos (eN, eN+1, . . .) y (e′N′ , e

′
N′+1, . . .) ∈ XB si y sólo si existe m ∈ N tal que ei = e′i

para cada i � m. Esta relación de equivalencia también es afable ya que Rcof =
lim−−→Rm

cof con

Rm
cof =

{(
(eN, eN+1, . . .), (e′N′ , e

′
N′+1, . . .)

) ∣∣∣ m � N,N′, en = e′n ∀n � m}.
Este ejemplo es el único posible de relación afable como muestra el siguiente resul-
tado:

Teorema 5.8 ([GPS2, Ren2]). Si R es una relación de equivalencia AF sobre un espacio
totalmente disconexo X, existe un diagrama de BratteliB y un homeomor�smoΨ : X→ XB
que de�ne un isomor�smo entreR yRcof. Si X es compacto B puede tomarse estándar.

Sea B un diagrama de Bratteli y m0 = 0 < m1 < · · · < mn < · · · una sucesión
de enteros positivos. De�nimos la contracción telescópica de B como el diagrama de
Bratteli B′ = (V′,E′) donde V′n = Vmn y

E′n =
{
(emn−1+1, emn−1+2, . . . , emn)

∣∣∣ ei ∈ Ei, r(ei) = s(ei+1) con i = mn−1 + 1, . . . ,mn − 1},
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V0

V1

V2

V0

V2

V4

ContracciónTelescópica

Figura 5.1.
La contracción telescópica. En este caso mi = 2i.

siendo las aplicaciones r y s las obvias. IntuitivamenteB′ es un diagrama conmenos
detalles que B, ya que se han eliminado los pisos intermedios entre Vmn y Vmn+1 y
sustituido esa parte del grafo por los posibles caminos (véase �gura 5.1). Es obvio
el siguiente resultado:

Proposición 5.9. Sea B un diagrama de Bratteli y B′ una contracción telescópica de B.
Entonces XB y XB′ son naturalmente homeomorfos y dicho homeomor�smo implementa un
homeomor�smo entre las relaciones co�nales en dichos conjuntos.

Por otro lado, cada diagrama de Bratteli de�ne unívocamente una C*-álgebra
AF, es decir una C*-álgebra que es límite de C*-álgebras de dimensión �nita [Bra].
Se construye de la siguiente manera: supongamos por simplicidad que B = (V,E)
es estándar, para cada vértice v ∈ V tomamosMk(v)(C) donde k(v) es el número de
caminos (�nitos) entre el origen v0 ∈ V0 y v. De�nimos el álgebra

An =
⊕
v∈Vn

Mk(v)(C), (5.2)

en la que existe una única norma con la que es una C*-álgebra. Por de�nición
tomamos A0 = C. Si {v1, . . . , vl} = s(r−1(v)) es obvio que k(v1) + · · · + k(vn) = k(v),
podemos de�nir la inclusión en diagonal de

⊕l
i=1Mk(vi)(C) en Mk(v)(C). Lo que

de�ne un homomor�smo inyectivo in : An → An+1. De�nimos el álgebra asociada
a B como

AF(B) = lim−−→(An, in).
También es posible hacer una construcción a la inversa, es decir, asociada a una
relación AF tenemos un diagrama de Bratteli que nos presenta la información las
inclusiones del sistema inyectivo ([Bra]).

Un resultado de O. Bratteli (véase [Bra]) relaciona las equivalencias naturales
de álgebras y de diagramas de Bratteli:

AF(B) es isomorfa a AF(B′) ⇐⇒ B es equivalente a B′. (5.3)
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Si a cada par de relaciones AFR yR′, les asociamos sus diagramas de Bratteli B y
B′, entonces la proposición 5.9 y (5.3) nos aseguran que

R es isomorfaR′ ⇐⇒ B es equivalente a B′.

En resumen, cada relaciónAFR de�neunaC*-álgebraAF salvo isomor�smo. Según
prueba A. Connes en [Con], esta C*-álgebra coincide con la C*-álgebra asociada al
grupoideR.

G.A. Elliot ha probado en [Ell] que el primer grupo K-teoría ordenada es un
invariante completo completo para las álgebras AF:

Teorema 5.10 ([Ell]). Dos C*-álgebras AF son isomorfas si y sólo si sus grupos de K-teoría
ordenada son isomorfos.

En nuestro caso es sencillo calcular dicho grupo ([Con]), ya que, si A = AF(B)
para un diagrama de Bratteli B, entonces K0(A) es el límite directo del sistema
inductivo

Z#V0
I0−−→ Z#V1 I1−−→ Z#V2 I2−−→ · · · , (5.4)

donde las aplicaciones Ii están dadas por las matrices de incidencia entre los con-
juntos de vértices Vi y Vi+1.

5.2. Diagramas de Bratteli ordenados y el sistema de
Bratteli–Vershik

UndiagramadeBratteli estándarB es simple si existe una contracción telescópica
B′ = (V′,E′) de forma que s(r−1(v)) = V′i−1 para cada v ∈ V

′
i , con i � 0. En otras

palabras, las matrices de incidencia entre los pisos V′i y V
′
i+1 no contienen ceros.

Esta condición fuerza que en XB no existan puntos aislados, y por lo tanto XB es un
conjunto de Cantor. Además, implica que las clases de la relación co�nal sobre XB
son densas. El recíproco también es cierto. Por otra parte, un diagrama B es simple
si y sólo si el álgebra AF(B) es simple, lo que a su vez equivale a que lo sea K0(B).

Un diagrama de Bratteli ordenadoB = (V,E,�) es undiagramadeBratteliB = (V,E)
junto con un orden parcial � sobre el conjunto de aristas de forma que dos asistas
son comparables si y sólo si sus rangos son iguales. En particular� es un orden total
sobre las aristas que tienen como rangoun vértice �jo. SeanEm�́n yEmáx los conjuntos
demínimos ymáximos respectivamente del conjunto parcialmente ordenado (E,�).

De�nición 5.11. Un diagrama de Bratteli ordenado simple B = (V,E,�) es un
diagrama de Bratteli ordenado tal que:

B = (V,E) es un diagrama de Bratteli simple;

existe un único camino xm�́n = (e1, e2, . . .) ∈ XB tal que ei ∈ Em�́n para cada
i ∈N. De la misma manera, existe un único camino xmáx = (a1, a2, . . .) ∈ XB tal
que ai ∈ Emáx para cada i ∈N.
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Proposición 5.12 ([GPS1, Ska]). Si B = (V,E) es un diagrama de Bratteli simple, existe
un orden parcial � sobre E tal que B = (V,E,�) es un diagrama ordenado simple. Más
aún, �jados x e x′ ∈ XB tales que las aristas de x no pertenezcan a x′, y viceversa, podemos
encontrar un orden parcial � sobre E tal que x = xm�́n e y = xmáx.

Vamos a de�nir un homeomor�smo λB : XB → XB de manera que la órbita de
x coincida con la clase R[x], salvo si x = xmáx ó x = xm�́n. Por de�nición λB(xmáx) =
xm�́n. Por otro lado, tomemos (e1, e2, . . .) ∈ XB distinto de xmáx. Como x � xmáx, existe
n ∈N tal que en � Emáx; denotemos por n0 el mínimo natural para el que ocurre esto
y por fn0 la arista inmediatamente superior de en0 , es decir, fn0 es la menor arista del
conjunto totalmente ordenado r−1(r(en0)) ⊆ En0 tal que en0 ≺ fn0 . Tomamos ahora las
aristas fi ∈ Ei con 1 � i < n0 tales que r( fi) = s( fi+1) y que fi es el único mínimo en
r−1(r( fi)), i.e. f1 f2, . . . , fn0−1 es el único camino mínimo (con el orden lexicográ�co)
que termina en s( fn0). Tomamos entonces λB(e1, e2, . . .) = ( f1, f2, . . . , fn0 , en0+1, . . .). Es
sencillo comprobar que λ es un homeomor�smo sin puntos periódicos.

De�nición 5.13. La aplicación λB : XB → XB es la aplicación de Vershik y el par
(XB, λB) es el sistema dinámico de Bratteli Vershik.

Ejemplo 5.14. Consideremos el diagrama de Bratteli B = (V,E) con Vi = {∗} y En
con dos aristas que, obviamente, unen el único punto de Vn−1 con el único de Vn.
Podemos entonces pensar en En como en el conjunto de dos elementos {0, 1} y
dotarlo de orden usual �. Así, B = (V,E,�) es un diagrama de Bratteli ordenado.
Para este orden (1, 1, 1, . . .) es el camino maximal y (0, 0, 0, . . .) es el camino minimal,
además, la aplicación de Vershik asociada no es otra que la suma de 1 en los enteros
2-ádicos, identi�cando el espacio XB = S2 de las sucesiones in�nitas de ceros y
unos con los enteros 2-ádicos Z2.

5.3. Descomposiciones por cajas y relaciones compactas

Sea (X,F ) un espacio compacto foliado por grafos. En lo sucesivo llamaremosX
al conjunto de todos los vértices de las hojas deF , yR a la relación de equivalencia
inducida sobre X.

Dado un compacto B foliado en producto, es decir, dotado de una carta local
ϕ : B→ P × C, de�nimos su borde transverso o vertical como

∂�B = ϕ
−1(∂P × C).

De�nición 5.15. Una familia �nita de cartas locales B = {ϕi : Bi −→ Pi × Ci}mi=1 es
una descomposición por cajas de X si

D1. X =
⋃n
i=1 Bi,

D2. Bi ∩ Bj = ∂�Bi ∩ ∂�Bj siempre que i � j.

Las propiedades de los espacios foliados por grafos nos garantizan además:
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D3. cada placa de Bi corta a lo suma a una placa de Bj para cada 1 � i, j � m,

D4. las transversales de Bi y Bj se intersecan en abiertos cerrados, es decir, dado
un punto x ∈ ∂Bj, el conjunto

p2 ◦ ϕi
(
ϕ−1j ({x} × Cj) ∩ Bi

)
es abierto en T, siendo p2 la segunda proyección coordenada Pi × Ci.

Cada compacto Bi se denominará caja. Diremos que Bi es una caja adaptada si Pi
contiene algún vértice y ∂Pi está formado por puntos medios de aristas. En adelante
identi�caremos B con la familia de compactos {Bi}.

En el caso de mosaicos, las descomposiciones por cajas adaptadas eran aquellas
cuyas placas son motivos del mosaico (cf. [BBG]). La traducción directa de esta
idea a grafos consiste en exigir que las placas sean grafos �nitos. Ahora bien, la
propiedad esencial de las descomposiciones por cajas es que la transversal canónica
(obtenida al escoger puntos base para las losetas) no interseca al borde transverso.
Esta propiedad es la que permite de�nir una relación de equivalencia sobre X.
Precisamente el hecho de que Bi sea adaptada nos dice que ∂�B ∩ X = ∅. Esto nos
permitirá, al �nal de esta sección, construir una relación compacta análoga al caso
de mosaicos (cf. [Gon]).

Observación 5.16. Dada una caja B de una descomposición por cajasB, el interior de
B se puede escribir como �B = ϕ−1( �P×C) = B− ∂�B, lo que nos indica que cualquier
transversal ϕ−1({∗} × C) es un compacto abierto de cualquier otra transversal que la
contenga. Un eje de B es una transversal completa cerrada para (X,F ).

Observación 5.17. Una descomposición por cajas adaptada a un espacio foliado por
grafos puede transformarse en una descomposición por cajas adaptadas con placas
contráctiles sin más que dividir las placas de las cajas en bolas centradas en los
vértices y de radio 1

2 , siempre y cuando no haya bucles en las hojas.

En general no existen descomposiciones adaptadas para cualquier espacio folia-
do por grafos Por ejemplo, seaFθ la foliación lineal deT2 de�nida por la suspensión
de la rotación Rθ : e2πit → e2πi(t+θ). Podemos pensar esta foliación como un espacio
foliado por grafos, al considerar el producto de la arista [0, 1] por la circunferencia
S1 e identi�car los extremos de las aristas mediante el giro Rθ:

(T2,Fθ) = [0, 1] × S1
/
(1, t) ∼ (0, t + θ).

En este caso, una descomposición por cajas ha de reducirse a un compacto foliado
en producto y esto sólo es posible si θ ∈ Q. El problema en este ejemplo radica en
que la transversal completa no tiene su�cientes abiertos cerrados.

Ahora bien, si la transversal es totalmente disconexa, el problema anterior des-
aparece. Consideremos el espacio foliado dado en el ejemplo 3.8: tomamos el árbol
L+ ∈ T (Z) (cuyos vértices son los enteros no negativos y las aristas obvias) y la
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clausura del grafo R[L+]. Este espacio foliado está formado por dos hojas: la pro-
pia semirecta R[L+] y una hoja circular con un único vértice y una única arista
R[Cay(Z)], sobre la que se acumulaR[L+]. En una descomposición por cajas adap-
tada la hoja R[Cay(Z)] debería pertenecer completamente a una caja, pero debido
a que es portadora de holonomía, esto es imposible.

Si eliminamos la holonomía y exigimos que las transversales sean totalmente
disconexas, siempre es posible encontrar una descomposición adaptada:

Teorema 5.18. Existen descomposiciones por cajas adaptadas para cualquier espacio com-
pacto foliado por grafos transversalmente 0-dimensional y sin holonomía.

Demostración. Sea (X,F ) un espacio foliado por grafos. Dado un vértice x ∈ X
podemos considerar Px = B(x, 12 ) la bola cerrada centrada en x de radio

1
2 . Dado que

no existe holonomía, podemos encontrar un entorno abierto Cx ⊂ X de x de forma
que

Bx =
⋃
x′∈Vx

B(x, 12 )
ϕx−−−→ Px × Cx

es un compacto foliado en producto. Como X es totalmente disconexo, podemos
suponer que, de hecho, Cx es abierto cerrado.

Ahora X es compacto y podemos extraer una subfamilia �nita de {Cx} que
cubra X. La denotaremos por {Ci}ni=1. Podemos suponer que los abiertos cerrados
Ci son disjuntos con la técnica ya usada sustituyendo Ci por Ci −

⋃
j<i Cj. Tomamos

entonces la familia de cajas adaptadas {Bi = ϕ−1i (Pi × Ci)}, que es de hecho una
descomposición:

D1. Tenemos que
⋃
Bi contiene todos los vértices y todas las bolas cerradas

centradas en ellos de radio 1
2 .

D2. Es obvio que dos abiertos Bi y Bj distintos se intersecan sólo en el borde
(transverso), ya que no tienen vértices comunes. �

Asociada a una descomposición por cajas adaptadas B, existe una relación de
equivalenciaRB sobreX cuyas clases son las versiones discretas de las placas: dados
dos vértices x y x′ ∈ X

x RB x′ ⇐⇒ x y x′ pertenecen a la misma placa de una caja de B.

Dicha relación está bien de�nida precisamente por que la intersección de dos cajas
B y B′ ∈ B no contiene vértices.

Lema 5.19. La relaciónRB es compacta, r-discreta y abierta enR.

Demostración. Supongamos que R está dotada de la topología étale (similar a la
construida en la proposición 3.18), en la que los grafos de las transformaciones de
holonomía

grafo(h) = O(dom h, h) =
{
(x, h(x))

∣∣∣ x ∈ dom h}
81
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forman una base de abiertos. Con esta topologíaR es r-discreta. Luego,RB dotada
de la topología inducida porR es r-discreta.

Tomemos una caja B
ϕ−→ P × C. Para cada par de vértices v y v′ ∈ P tenemos

de�nida una transformación de holonomía entre los abiertos cerrados ϕ−1({v} × C)
y ϕ−1({v′} × T) de X dada por hv,v′ ◦ ϕ−1(v, x) = ϕ−1(v′, x). Este conjunto �nito de
transformaciones lo denotaremos por ΣB. Podemos escribir entonces

RB =
⋃
B∈B

⋃
h∈ΣB

grafo(h)

y deducir queRB es abierta enR. Además, los dominios de estas transformaciones
de ΣB son compactos. Como B y ΣB son siempre �nitos, RB es unión �nita de
compactos, y por lo tanto compacta. �

Por de�nición, cada RB-clase es la intersección de una placa de una caja de B
con la transversal X. Vamos a “discretizar” también la noción de borde de�niendo
el borde de una clase

∂�RB[x] =
{
x′ ∈ R[x]

∣∣∣ d(x′, ∂Px) < 1},
siendo Px la placa por x. Podemos describir este conjunto en términos de elementos
de holonomía. En efecto, cada arista de (X,F ) produce una transformación de
holonomía de Γ, que diremos de longitud 1, y tendremos que:

∂�RB[x] =
{
x′ ∈ R[x]

∣∣∣ h(x′) � RB[x] para alguna h ∈ Γ de longitud 1
}

De�nición 5.20. El borde deRB es el conjunto

∂�RB =
⋃
x∈X
∂RB[x].

5.4. Proceso de in�ación

Nos proponemos adaptar aquí el proceso de in�ación descrito por J. Bellisard,
R. Benedetti y J.-M. Gambaudo en [BBG] al caso de espacios foliados por grafos.

De�nición 5.21. Sea (X,F ) un espacio foliado. Diremos que una descomposición
por cajas B′ se obtiene por in�ación de otra descomposición B si

I1. para cada punto x de la intersección de una caja B ∈ B y una caja B′ ∈ B′, la
transversal local de B′ que pasa por x está contenida en la transversal local de
B que pasa por x;

I2. el borde transverso de una caja B′ ∈ B′ está contenido en el borde vertical de
B, es decir, ∂�B′ ⊂

⋃
B∈B ∂�B;
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I3. para cada caja B′ ∈ B′, existe una caja B ∈ B que interseca a B′ de forma que
∂�B′ ∩ ∂�B = ∅.

Teorema 5.22. Sea (X,F ) un espacio compacto foliado por grafos transversalmente 0-di-
mensional, minimal y sin holonomía. Supongamos que B es una descomposición por cajas
adaptada de (X,F ), entonces existeB′ una descomposición por cajas adaptada que se obtiene
por in�ación de B.

Demostración. SeaB = {B1,B2, . . . ,Bn} la descomposición por cajas. Cada caja Bi está
foliada en producto mediante el homeomor�smo ϕi : Bi → Pi × Ci. Si Bi y Bj se
intersecan, podemos de�nir una (única) transformación de holonomía γi j entre dos
subconjuntos abiertos y cerrados de Ci y Cj. Observemos que entonces el sistema
de generadores Σ = {γi j} del pseudogrupo de holonomía Γ reducido al eje C =

⋃
i Ci

deB, de�ne una función de valencia continua (véase la ecuación 2.2 del capítulo 2).
Consideraremos el pseudogrupo grafado (Γ,Σ) y la función distancia dΣ = d sobre
las Γ-órbitas. Sea D la traza sobre C de una hoja L. Tomemos un abierto compacto
C′ ⊂ C1 tal que para cada punto y de D′ = C′ ∩ L tengamos que

d
(
y,D′ − {y}

)
� 5. (5.5)

De�nimos entonces las celdas de Voronoi para cada punto y ∈ D′ como los conjuntos

Vy =
{
x ∈ D

∣∣∣ d(x, y) = d(x,D′)}.
Como D es casi-isométrico a L, Vy es necesariamente �nito. Por otro lado, la condi-
ción (5.5) implica que BD(y, 2) ⊂ Vy y BD(y, 2) ∩ Vy′ = ∅ para cada y′ ∈ D′ − {y}. Sea
Σy el conjunto de las Σ-palabras tal que para cada σ ∈ Σy tengamos que σ(y) ∈ Vx,
con lo que podemos ver Vx como el conjunto Vx = {σ(y) | σ ∈ Σy}.

Por otro lado, podemos de�nir el siguiente conjunto compacto (y conexo) de L

P′y =
⋃
x∈Vy

Px =
⋃
σ∈Σy

Pσ(y), (5.6)

donde Px es la placa de B que pasa por x. Como L es sin holonomía, para cada
y ∈ C′, existe un entorno abierto y compacto C′y ⊂ C′ tal que cada conjunto σ(C′y)
está contenido en el eje de una caja Biσ ∈ B. Ahora

B′y =
⋃
y′∈C′y

P′y′ =
⋃
σ∈Σy
ϕ−1iσ

(
Pσ(y) × σ(C′y)

)
,

es un compacto foliado en producto (dotado de la carta ϕy : B′y → P′y × C′y in-
ducida por ϕiσ): La condición D4 de la de�nición 5.15 nos dice que ϕy está bien
de�nida y es continua. Por otro lado es sencillo ver que ϕy es biyectiva, y en conse-
cuencia un homeomor�smo (como biyección continua entre compactos Hausdorff).
Intuitivamente, B′y se obtiene al levantar P

′
y a las hojas vecinas.
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B′i

B′jB′j

B′i
1

B′i
2

Figura 5.2.
Cuando dos cajas de intersecan lo hacen en otra caja. Así es posible recortarlas y construir cajas que

se intersequen en el borde.

Como C′ es compacto, podemos cubrirlo con un número �nito de conjuntos C′y,
que además podemos suponer disjuntos ya queC′y−C′y′ sigue siendo abierto y cerra-
do. Denotemos entonces por {C′1,C

′
2 . . . ,C

′
k} la familia de estos abiertos compactos y

B′ = {ϕ′i : B
′
i → P′i × C

′
i | 1 � i � k} las cartas foliadas construidas anteriormente.

Es obvio que por construcción B′ cumple todos los requisitos impuestos salvo
el de ser una descomposición por cajas, ya que en principio no cumple D2 de la
de�nición 5.15. Veamos que si dos cajas se intersecan en un abierto podemos tomar
cajas más pequeñas para reparar los errores cometidos. En efecto, supongamos que
B′i y B

′
j se intersecan en el interior, i.e. B

′
i ∩ B

′
j � ∂�B

′
i ∩ ∂�B

′
j. Entonces, tenemos una

transformación de holonomía γ entre los ejes C′i y C
′
j de los abiertos foliados

�B′i y
�B′j.

El domino
domγ = p2 ◦ ϕ′i

(
ϕ′j
−1({∗} × C′j) ∩ B

′
i

)
,

es un abierto cerrado de C′i . Ahora nos basta reemplazar B
′
i por otro par de cajas.

Para ello dividimos C′i dos abiertos y cerrados C1 = C
′
i − domγ y C2 = domγ

que serán los ejes de las nuevas cajas. En primer lugar, de�nimos la caja B′1i como
B′1i = ϕ

′−1
i (P′i × C1), que no interseca en el interior a Bj. Para de�nir B

′2
i , hacemos

lo mismo tomando B′2i = ϕ
′−1
i (P′i × C2) − �B′j. Esto corresponde a eliminar de P

′
i las

placas de las cajas de B que pertenecen a B′j; en otras palabras, B
′2
i = ϕ

′−1
i (P2 × C2)

donde P2 es el subgrafo de P′i dado por

P2 =
⋃{

Px
∣∣∣ x ∈ Vy y x � Vy′} =⋃{Pσ(y) ∣∣∣ σ ∈ Σy y σ(y) � B′j}

siguiendo las notaciones de (5.6). Observemos que B′i ∪ B
′
j = B

′1
i ∪ B

′2
i ∪ B

′
j (véase la

�gura 5.2).
Como hay un número �nito de cajas en B′ podemos eliminar las intersecciones

en el interior entre ellas en un número �nito de pasos, obteniendo así una verdadera
descomposición por cajas adaptada B′′ con las propiedades pedidas:

D1. Tenemos que L ⊂
⋃
B′∈B′ B

′ =
⋃
B′′∈B′′ B

′′, ya que las celdas de Voronoi
forman una partición de L. Como B′′ es cerrado en X, entonces X = L ⊂

⋃
B′′∈B′′ B

′′;
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D2. Por construcción, las cajas de B′′ sólo se intersecan en el borde;
D4 e I1. Observemos que el eje de una caja de B′′ es un abierto en el eje de una

caja de B. Como la intersección de los ejes de dos cajas de B es un abierto (en cada
una de ellos) lo mismo ocurre para los ejes de cajas de B′′;

I2. Como las placas P′ de una caja de B′ son unión de placas de cajas de B, el
borde de la placa P′ está contenido en la unión de los bordes de placas de B. Por lo
tanto, el borde transverso de B está contenido en el borde transverso de B′ y;

I3. Recordemos que cada placa P′ de B′ es la unión de las placas de B de los
puntos de la celda de Voronoi Vy. Las placas P′′ de B′′ son las mismas que las de
B′ salvo cuando una celda de Voronoi vecina interseca a Vy. Si ése fuese el caso,
todos los puntos de la intersección se hallarán a distancia mayor o igual a 2. Por lo
que placa de B por y se encuentra en el interior de la placa de B′′ por y. Luego los
bordes transversos de las cajas correspondientes no se intersecan. �

Corolario 5.23. Sea (X,F ) un espacio compacto foliado por grafos transversalmente 0-di-
mensional, minimal y sin holonomía. Entonces existe una sucesión de descomposiciones por
cajas {B(i)}i∈N tal que si i < j, B( j) se obtiene por in�ación de B(i).

A la luz del lema 5.19, asociada a la sucesión de descomposiciones adaptadas
{B(i)}i∈N tenemos una sucesión de relaciones de equivalencia étales y compactasRi.
Dado que las placas de cajas de B(i) son unión de placas de cajas de B(i−1), resulta
que la sucesión {Ri} es encajada. Por lo tanto, asociada a la sucesión {B(i)} tenemos
una relaciónR∞ = lim−−→Ri AF y abierta enR. Además, siR es minimal,R∞ también
lo será. Ahora de�nimos el borde deR∞ como

∂�R∞ =
⋂
i∈N
∂�Ri.

La relación R∞ di�ere, en general, de la relación R inducida por la foliación sobre
X. Si de�nimos

ΔR
R∞
=
{
x ∈ X

∣∣∣ R∞[x] � R[x]
}
,

es obvio que:
ΔR

R∞
⊂ saturado(∂�R∞). (5.7)

5.5. Dinámica medible en el espacio de Gromov–Hausdorff

En [Ser], C. Series prueba que cualquier foliación de crecimiento polinomial
es hiper�nita con respecto a cualquier medida invariante. Usaremos un esquema
similar para probar que es posible construir una relación afable R∞ cuyo borde en
el sentido anterior es de medida nula, para cualquier medida invariante. De esta
forma probaremos que:

Teorema 5.24. Sea X la envoltura de un grafo aperiódico y repetitivo en el espacio de
Gromov–Hausdorff G(G, S) asociado a un grupo de tipo �nito G de crecimiento polinomial

85

tesis.master.85.pdf   103 29/07/08   22:11
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respecto a un sistema �nito de generadores S. La relación de equivalenciaR sobre X coincide
con una subrelación abierta AFR∞ deR en restricción a un Gδ denso de medida total para
cualquier medida invariante.

Dividiremos la prueba de este resultado en una serie de lemas. Antes de comen-
zar, recordemos que dadas dos funciones f y g : N → N monótonas y crecientes,
decimos que g está dominada por f , y escribimos g ≺ f , si existen constantes λ, ρ > 1
y n0 ∈ N tales que g(m) � λ f (ρn) para cada n � n0. Si f ≺ g y g ≺ f decimos que f
y g están mutuamente dominadas. Esto de�ne una relación de equivalencia y la clase
de una función es por de�nición su tipo de crecimiento.

En el caso que nos ocupa, el crecimiento de cada órbita está acotado por el
crecimiento del grupoG, ya que éstas son subgrafos deCay(G). Es decir, si de�nimos
vx :N→N comoel númerode elementos vx(n) = #B(x, n) de la bolaB(x, n), entonces
vx ≺ nd para cierto grado d. Este hecho nos permite deducir el siguiente resultado:

Lema 5.25. Existe una sucesión de funciones continuas nq : X→N tales que:

vx
(
2nq(x)

)
vx
(
nq(x)

) �M (5.8)

l�́m
q→∞

vx
(
nq(x) − r

)
vx
(
nq(x)

) = 1 (5.9)

para cada x ∈ X y cada r ∈N.

Demostración. Como ya hemos dicho, existe d � 1 tal que vx ≺ nd, i.e. existen
constantes λ, ρ > 1 y n0 ∈ N tales que vx(n) � λ(ρn)d = g(n), para cada n � n0. Por
un lado tenemos la razón

g(2n)
g(n)

=
λρd2dnd

λρdnd
= 2d =M.

Ahora bien, para cada factor a > 1, tenemos que l�́m infn→∞
vx(2n)
vx(n)

< aM, lo que
implica:

l�́m inf
n→∞

vx(2n)
vx(n)

�M.

En efecto, en caso contrario, existiría N � n0 tal que vx(2n) > aMvx(n) para cada
n � N. Luego vx(2kn) > akMkvx(n) para cada k > 1, pero en tal caso

ak4kvx(n) < vx(2kn) � g(2kn) =Mkg(n)

que implicaría que g(n) � akvx(n) � ak, que es absurdo. Por consiguiente, para cada
x ∈ X, existe una creciente de naturales nq(x) tales que

vx(2nq(x))

vx(nq(x))
�M.
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Dado que todas las hojas son de crecimiento subexponencial, cualquier sucesión
de bolas centradas en un punto x contiene una subsucesión de Følner (respecto de
cualquier anchura de borde), es decir,

l�́m
q→∞

vx
(
nq(x) − r

)
vx
(
nq(x)

) = 1

para cada x ∈ X. Por último, la función de volumen v : X×N→Ndada por v(x, n) =
#B(x, n) es continua. Luego es posible tomar funciones nq : X → N localmente
constantes. �

Diremos que una caja B � P × C es de anchura 2n si las placas P × {y} coinciden
con las bolas B(y,n). Para k � n de�nimos el borde (transverso) k-ésimo de B como

∂k�B =
⋃
y∈C
∂kB(y, n)

donde ∂k denota el borde k-ésimo natural

∂kB(y, n) =
{
x ∈ B(y,n)

∣∣∣ ∃g ∈ G con longS(g) � k tal que τg(x) � B(y, n)}
= B(y,n) − B(y,n − k),

siendo τg la traslación por g.

Lema 5.26. Sea A un abierto cerrado de X tal que

vx(2n)
vx(n)

�M

para cada x ∈ A. Para cada δ > 0, existe una caja B de anchura 2n tal que su eje C ⊂ A y

μ(B) >
1
M
μ(A) − δ,

para cualquier medida invariante μ. Si además vx(n − r) < (1 − ε)vx(n) para cada x ∈ C,
entonces

μ(∂r�B) < εμ(B).

Demostración. La demostración de este resultado es similar a la de los lemas 2.5 y 2.6
de [Ser]. Para cada grafo v ∈ A, existe un entorno abierto cerrado C ⊂ G contenido
en A tal que, para cada par de traslaciones distintas τg y τg′ ∈ Γ, se veri�ca que

τg(v) y τg′(v) ∈ B(v, n) =⇒ τg(C) ∩ τg′(C) = ∅ (5.10)

En efecto, dado que sólo existe un número �nito de trasladados τg(v) = v−g si g ∈ G
tiene S-longitud menor o igual que 2n, podemos tomar C su�cientemente pequeño
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para asegurar (5.10). Por lo que es obvio que podemos de�nir una caja B � P×C de
anchura 2n.

Para obtener una cota inferior de μ(B), llamamos C̃ al abierto cerrado maximal
que cumple (5.10). Así, A está contenido en la unión de los trasladados τg(C̃) por
elementos g de S-longitud menor o igual a 2n. En efecto, de existir v′ ∈ A tal
que d(v′,C) > 2n, podríamos tomar un entorno C′ de v′ en A cumpliendo (5.10).
Podríamos reducirlo hasta asegurar que τg(C̃)∩τg′(C′) = ∅, si g y g′ tienen longitud
menor o igual a n. Así C̃ ∪ C′ cumpliría (5.10), pero C̃ es el maximal con esta
propiedad.

Tomemos un abierto cerrado C cumpliendo (5.10) y tal que μ(C) > μ(C̃)− M
vx(2n)

δ

para cada medida invariante μ. Tenemos la caja B = P × C̃ de anchura 2n que, por
la invariancia de la medida y (5.8), cumple

μ(B) = vx(n)μ(C̃) �
vx(2n)
M
μ(C̃) �

1
M
μ(A) >

1
M
μ(A) − δ. (5.11)

Supongamos ahora vx(n− r) < (1− ε)vx(n), equivalentemente 0 < vx(n)− vx(n− k) <
εvx(n). Teniendo en cuenta que

∂k�B =
⋃
y∈C
∂kB(y, n) =

⋃
y∈C

(
B(y, n) − B(y,n − k)

)

y que μ es invariante por la acción del pseudogrupo de holonomía Γ tenemos que

μ(∂k�B) =
∫
#∂kB(y, n)χC(y)dμ(y) �

(
vx(n) − vx(n − k)

)
μ(C) < εvx(n)μ(C) = εμ(B).

donde χC denota la función característica de C. �

Lema 5.27. Para cada abierto cerrado A ⊂ X, cada par ε, δ > 0 y cada r � 1 existe N � 0 y
una unión disjunta B de cajas de anchura a lo sumo N tales que su eje está contenido en A y

μ(B) >
1
M
μ(A) − δ y μ(∂r�B) < εμ(B).

para cada medida invariante.

Demostración. Para cada x ∈ X, existe una sucesión de nq(x)→∞ tal que

vx
(
2nq(x)

)
vx
(
nq(x)

) �M y
vx
(
nq(x) − r

)
vx
(
nq(x)

) < ε, (5.12)

si q � q0. Denotemos N(x) = nq(x) al menor de los términos de la sucesión que
satisfacen las condiciones (5.12). Puesto que las funcionesnq y la funcióndevolumen
son localmente constantes, existe una descomposición de X en un número �nito
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de abiertos cerrados X1,X2, . . . ,XP junto con unas constantes N1,N2, . . . ,Np � 0
veri�cando (5.12) para cada x ∈ Xi y cada nq � Ni. Podemos suponer que Np �
Np−1 � · · · � N1. Por el lema 5.26, para cualesquiera ε y δ > 0, y cada r � 1, existe Bp
una caja de anchura 2Np cuyo eje Cp está contenido en Ap = Xp ∩ A, cumpliendo

μ(Bp) >
1
M
μ(Ap) −

δ
p

y μ(∂r�Bp) < εμ(Bp).

Siguiendo la notación de la demostración del lema 5.26, consideremos los abiertos
cerrados Cp y C̃p ⊂ Ap. Si denotamos V2Np(C) =

⋃
y∈C B(y, 2Np), tenemos

Mμ(Bp) � μ
(
V2Np(Cp)

)
� μ
(
V2Np(Cp)

)
− δ
p
� μ(Ap) −

δ
p
,

esto se desprende de (5.11).
Consideremos ahora el abierto cerrado Ap−1 −V2Np(Cp). Observemos que la me-

dida deAp−1∩V2Np(Cp) ⊂ V2Np(Cp) está acotada porMμ(Bp). Aplicando el lema 5.26
otra vez, existe una caja Bp−1 de anchura Np−1 cuyo eje Cp−1 ⊂ Ap−1 − V2Np(Cp) tal
que

Mμ(Bp−1) � μ
(
V2Np−1 (Cp−1)

)
� μ
(
Ap−1 − V2Np(Cp)

)
− δ
p
.

Por recurrencia obtenemos cajas Bi de anchura Ni y eje Ci ⊂ Ai −
⋃
j>i V2Nj(Cj) tales

que

Mμ(Bi) � μ
(
V2Ni(Ci)

)
� μ
(
Ai −

⋃
j>i

V2Nj(Cj)
)
− δ
p
.

Observemos que

Ci ∩
(⋃
j>i

V2Nj(Cj)
)
= ∅.

Luego VNi(Ci) ∩ VNj(Ci) = ∅ si i < j. Pero VNi(Ci) no es otra cosa que la caja Bi, en
otras palabras Bi ∩ Bj = ∅, para i < j. Ahora, B = B1 ∪ B2 ∪ · · · ∪ Bp, cuyo eje es
C = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cp ⊂ A, veri�ca

μ(A) = μ(Ap) + μ
(
Ap−1 ∩ V2Np(Cp)

)
+ μ
(
Ap−1 − V2Np(Cp)

)
+ · · ·

+ μ

(
Ai ∩

⋃
j>i

V2Nj(Cj)
)
+ μ

(
Ai −

⋃
j>i

V2Nj(Cj)
)
+ · · ·

+ μ

(
A1 ∩

p⋃
j=2

V2Nj(Cj)
)
+ μ

(
A1 −

p⋃
j=2

V2Nj(Cj)
)

<Mμ(Bp) +
δ
p
+ · · · +Mμ(B1) +

δ
p
=Mμ(B) + δ,
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teniendo en cuenta que Ai ∩ Ai−1 = ∅. Por otra parte

μ(∂r�B) =
p∑
i=1

μ(∂r�Bi) < ε
p∑
i=1

μ(Bi) = εμ(B),

con lo que hemos probado el resultado. �

Lema 5.28. Para cada ε > 0 y cada r � 1, existe N ∈ N y una unión disjunta B de cajas
de anchura a lo sumo 2N tales que

μ(B) � 1 − ε y μ(∂r�B) < εμ(B).

Demostración. Fijemos δ > 0 y m ∈ N de forma que cumplan las siguientes relacio-
nes: (

1 − 1
M

)m
+
δ
m

(m−1∑
i=0

(
1 − 1

M

)i)
=
(
1 − 1

M

)m
+M

δ
m

(
1 −
(
1 − 1

M

)m)
< δ,

δ/m
1 − δ/m < ε,

(1 − δ)
(
1 − δ

m

)
> 1 − ε.

Aplicando varias veces el lema 5.27, existen enteros positivos

N1 = N(r, δ/m, δ/m) � r,
...

Ni = N(Ni−1 + r, δ/m, δ/m) � Ni−1 + 1 � Ni−1,
...

Nm = N(Nm−1 + r, δ/m, δ/m) � Nm−1 + r,

y uniones disjuntas Bi de cajas de anchura a lo sumo Ni, tales que su eje Ci está
contenido en X −

⋃
j>i Bi,

μ(Bi) >
1
M
μ

(
X −
⋃
j>i

Bj

)
− δ
m

y μ(∂r�Bi) <
δ
m
μ(Bi).

Los conjuntosBi cumplen queBi∩Bj ⊂ ∂
Nj−1
� Bj si j > i (véase la �gura 5.3). De�nimos

B′i = Bi−∂
Ni−1
� Bi, que obviamente sigue siendo una unión disjunta de cajas. Además

cumple que B′i ∩ B
′
j = ∅. Por construcción

μ(B′i ) > μ(Bi) − μ(∂
Ni−1
� Bi) > μ(Bi) − μ(∂Ni−1+r� ) > μ(Bi) − μ(∂Ni� Bi)

> μ(Bi) −
δ
m
μ(Bi) =

(
1 − δ

m

)
μ(Bi).
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§5.5 Dinámica medible en el espacio de Gromov–Hausdorff

Bj
Bi

Cj

Ci

Nj/2

Ni/2

Figura 5.3.
La intersección Bi ∩ Bj no puede ser “muy profunda”.

Entonces,

μ

(
X −
⋃
j>i

Bj

)
= μ

((
X −

⋃
j>i+1

Bj

)
− Bi+1

)
<
(
1 − 1

M

)
μ

(
X −

⋃
j>i+1

Bj

)
+
δ
m
,

que implica

μ

(
X −

m⋃
j=1

Bj

)
<
(
1 − 1

M

)m
+
δ
m

(m−1∑
j=0

(
1 − 1

M

) j)
=
(
1 − 1

M

)m
+M

δ
m

(
1 −
(
1 − 1

M

)m)
< δ,

de donde se deduce que μ(B) = μ
(⋃m

j=1 Bj
)
> 1 − δ. En consecuencia

μ(B′) =
m∑
j=1

μ(B′j) >
(
1 − δ

m

) m∑
j=1

μ(Bi) �
(
1 − δ

m

)
μ(M) >

(
1 − δ

m

)
(1 − δ) > 1 − ε.

Por último

μ(∂r�B
′) =

m∑
j=1

μ(∂r�B
′
j) �

m∑
j=1

μ(∂
Nj−1+r
� Bj) �

m∑
j=1

μ(∂
Nj
� Bj) �

δ
m

m∑
j=1

μ(Bj)

<
δ/m

1 − δ/m

m∑
j=1

μ(B′j) =
δ/m

1 − δ/mμ(B
′) < εμ(M′).

Tomamos N = Nm. �

Proposición 5.29. Existe una sucesión {Rn}n∈N de relaciones de equivalencia r-discretas
compactas y abiertas en R y una sucesión monótona de naturales {Nn}n�0 tales que para
cada n ∈N:

1. Rn ⊂ Rn−1 ⊂ R;

2. si x Rn x′, entonces x′ ∈ B(x,Nn) y;

3. μ
(
x ∈ X

∣∣∣ B(x,Nn−1) � Rn[x]
)
< 1
2n .
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Capítulo 5. Dinámica en el espacio de Gromov–Hausdorff

Demostración. Aplicando el lema 5.27 para ε = 1
2 y r = N0 = 1 existe una unión �nita

disjunta de cajas B1 = B11 � · · · � B
k1
1 de anchura máxima N1, tales que

μ(B1) > 1 −
1
2

y μ(∂N0B1) <
1
2
μ(B1) <

1
2
.

De�nimosR1 de lamismamanera que en el lema 5.19, usando la familia de cajas Bi1.
Razonemos ahorapor inducción y supongamos quehemos construido las relaciones
Ri y las constantes Ni para i � n. Aplicando de nuevo el lema 5.27 para ε = 1

2n+2 y
r = 2Nn, existe una unión disjunta de cajas B̂n+1 = B̂1n+1 � · · · � B̂

k
n+1 de anchura, a lo

sumo, N tal que

μ(B̂n+1) = 1 −
1
2n+2

y μ(∂2Nn� B̂n+1) <
1
2n+2
μ(B̂n+1) <

1
2n+2
.

De�nimos entonces Bn+1 = B̂n+1 − ∂Nn� B̂n+1 = B̂n+1 −
⋃k
i=1 ∂

Nn
� B̂

i
n+1. De esta manera

tenemos la desigualdad

μ(Bn+1 − ∂Nn� Bn+1) = μ(Bn+1) − μ(∂
Nn
� Bn+1) > 1 −

1
2n+2

− 1
2n+2

= 1 − 1
2n+1
.

Basta de�nir la relaciónRn+1 como

x Rn+1 y ⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
x Rn y
ó

x Rn z e y Rn w con z y w en la misma placa de Bn+1

y de�nir Nn+1 = 2N. De la misma manera que en el lema 5.19, Rn es r-discreta,
compacta y abierta enR, la relación inducida por la foliación. �

Observación 5.30. Las clases deRn son subgrafos conexos.

Demostración del teorema 5.24. SeaR∞ = lim−−→Rn obtenida en la proposición 5.29. Por
las propiedades de la sucesiónRn, la relaciónR∞ es AF y abierta enR. Observemos
que el conjunto

ΔR
R∞
=
{
x ∈ X

∣∣∣ R∞[x] � R[x]
}
=
{
x ∈ X

∣∣∣ ∃y ∈ R[x] : ∀n ∈N, y � Rn[x]
}

está contenido en ⋂
n∈N

{
x ∈ X

∣∣∣ B(x,Nn−1) ⊂ Rn[T]
}

Tomando las μ-medidas de estos conjuntos tenemos que

μ(ΔR
R∞
) � l�́m

n→∞
μ
(
x ∈ X

∣∣∣ B(x,Nn−1) ⊂ Rn[x]
)
= 0

por las propiedades deRn. �

Corolario 5.31. Sea G un grupo de tipo �nito con crecimiento polinomial, dotado de
un sistema �nito de generadores. La dinámica medible de la envoltura de cualquier grafo
aperiódico y repetitivo en G(G) está representada por un sistema dinámico de Bratteli–
Vershik.
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§5.6 El ejemplo de Ghys–Kenyon

5.6. El ejemplo de Ghys–Kenyon

Sean T = T (Z2) el espacio de Gromov–Hausdorff asociado al grupo libre abe-
liano Z2 y (X,F ) el minimal de Ghys–Kenyon en T obtenido como envoltura
de árbol de Kenyon. En §4.1 hemos probado que la aplicación de codi�cación
Φ : S4 → Y�2 es un isomor�smo boreliano que de�nía un isomor�smo entre las
relacionesRcof yR. Recordemos que Φ(α) era la unión creciente de una serie de ár-
boles �nitos Tα1···αn donde α = (αi)i∈N. El símbolo αn indica en qué posición relativa
de Tα1···αn se incluía el árbol anterior Tα1···αn−1 . Esto puede representarse mediante el
siguiente diagrama de Bratteli

No es casual que este diagrama corresponda con el que describe la �ltración deRcof
por las relaciones compactasRn de�nidas como

α Rn β ⇐⇒ αi = βi, para cada i � n.

Con este nuevo punto de vista, veremos que la relación inducida por R sobre Y�2

es isomorfa a una relación abierta y AFR∞ deR, con μ(∂�R∞) = 0. De esta forma,
de acuerdo con (5.7), tendremos que μ(ΔR

R∞
) = 0.

5.6.1. Motivos ����

Para poder describir la dinámica topológica de la laminación de Ghys–Kenyon,
necesitaremos a�nar la noción de motivo introducida en §4.1.4.

De�nición 5.32. Un motivo �no es un par P = (P,E) donde P es un motivo y E es un
conjunto �nito de aristas. Decimos que un árbol T ∈ T tiene al motivo �noP alrededor
del vértice v ∈ T si v−1P ⊂ T y v−1e � T para cada arista e ∈ E, y escribimos v−1P ⊂ T.
Dado Y ⊂ T , de�nimos el conjunto

YP,v =
{
T ∈ Y

∣∣∣ v−1P ⊂ T}.
La caja sobre P en Y es el conjunto

YP =
{
T ∈ Y

∣∣∣ v−1P ⊂ H para cierto vértice v ∈ P}.
Obviamente YP =

⋃
v∈P YP,v

Es fácil comprobar que se tienen análogos a los lemas 4.16, 4.17. Además, tene-
mos una versión fuerte del lema 4.18:

Lema 5.33. Los abiertos cerrados YP,1G forman una base para la topología de Y.
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Capítulo 5. Dinámica en el espacio de Gromov–Hausdorff

A20 A21 A22 A23

B20 B21

Figura 5.4.
Los motivos básicos (de talla k = 2).

5.6.2. La relación AFRRR∞

Fijemos un natural k que denominaremos talla. Tomamos como la familia de
motivos básicos de talla k a la familia de árboles �nitos:

Bkl = BT∞
(
2kr(l), 2k

)
− 2kr(l),

Akl+m = BT∞
(
2k+1r(l) + 2kr(m), 2k

)
− 2k+1r(l) + 2kr(m),

con l = 0, 1 y m = m(l) = l + 1, l + 3 mod 4. Denotaremos por Ck a la bola BT∞(0, 2
k).

La familia de motivos �nos básicos de talla k es

Bkl =
(
Bkl ,E(B

k
l )
)
, Akq =

(
Akq,E(A

k
q)
)
,

con l ∈ {0, 1} y q ∈ {0, 1, 2, 3}, y donde E(C) es el conjunto de aristas presentes en Ck
que no están presentes en el motivo básico C de talla k. Pueden verse estos motivos
en la �gura 5.4.

Veamos que a partir de las cajas sobre los motivos anteriores podemos obtener
una relación Rk que proviene de una descomposición por cajas (lema 5.19). Obser-
vemos en primer lugar que dados dos motivos �nos básicos de talla k distintos P y
P′ ∈ {Akl ,B

k
l } tenemos que las cajas sobre ellos cumplen que XP ∩ XP′ ⊂ XCk,0.

De�nición 5.34. Decimos que dos árboles T y T′ ∈ X estánRk relacionados si y sólo
si existe P un motivo �no básico de talla k tal que

T − v = T′ − v′ ∈ XP,0
donde v, v′ ∈ P − ∂P y P es el motivo asociado al motivo �no P.

Observemos que T y T′ pertenecen a XP − XCk,0. Es decir, Rk[T] ⊂ XP − XCk,0
si T ∈ XP − XCk,0. Si T ∈ Ck, Rk[T] = {T}. Además es evidente que Rk|Y�2 coincide
con la relación inducida Φ∗Rn de�nida sobre Y�2. Veamos que esta relación de
equivalencia proviene de una descomposición por cajas adaptadas:
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§5.6 El ejemplo de Ghys–Kenyon

Lema 5.35. Existe una descomposición en cajas adaptadas

Bk =
{
B̂k0, B̂

k
1, Â

k
0, Â

k
1, Â

k
2, Â

k
3, Ĉ

k
}

tales que

B̂kl ∩X = XBkl −XCk,0, Âkl ∩X = XAkl −XCk,0, Ĉk∩X = XCk,0 y RBk = Rk.

Demostración. Sea P = (P,E) un motivo �no básico cualquiera. Es obvio que el
conjunto

B̂[P] =
⊔

T∈XP−XCk ,0

B(T, 12 )

es una cajas naturalmente homeomorfa a BP(0, 2k − 1
2 )×XP,0. Además tenemos que

B̂[P] ∩ X = XP − XCk . Además, las cajas B̂[P] son dos a dos disjuntas. La clausura
del complementario de la unión de ellas también una caja:

B̂[Ck] =
⊔

T∈XCk ,0

B(T, 12 ) −→ BT∞(0,
1
2 ) × XCk,0.

También es trivial que B̂[Ck]∩X = XCk,0. SeaBk la descomposición por cajas adapta-
das resultante. Dos árboles T y T′ están RBk-relacionados si pertenecen a la misma
placa de una caja B̂[P]. Pero entonces existe un tercer árbol T′′ ∈ XP,0 y dos elemen-
tos v y v′ ∈ T′′ tales que T− v = T′ − v′ = T′′. Pero es que además, v y v′ ∈ P− ∂P, ya
que podemos identi�carR[T′′] con T′′, y en consecuenciaRk[T′′] con P − ∂P. �

Losmotivos básicos presentan las reglas de in�ación que se muestran en la �gu-
ra 5.5 (en términos de las descomposiciones, resulta queBk+1 cumple los axiomas I1
y I2 de la de�nición 5.21 con respecto de Bk). Esto es su�ciente para concluir que

R1 ⊂ R2 ⊂ R3 ⊂ · · · ⊂ Rk ⊂ · · · ⊂ R

es una sucesión creciente de relaciones compactas, r-discretas y abiertas en R (le-
ma 5.19). Por lo tanto hemos construido una subrelación abierta y AF R∞ de R. El
diagrama de Bratteli asociado a la �ltración {Rk} se muestra en la �gura 5.6.

Observemos que si T � R[T∞], entoncesR[T] = R∞[T]. Por otra parte

R[T∞] = R∞[T∞ + (1, 0)] �R∞[T∞ − (1, 0)]
�R∞[T∞ + (0, 1)] �R∞[T∞ − (0, 1)] �R∞[T∞],

es decir, la clase R[T∞] � T∞ se divide en los cuatro sectores que aparecen al
eliminar el origen de T∞. Por lo tanto, el conjunto ∂�R∞ es �nito. De hecho,

∂�R∞ =
{
T∞,T∞ + (1, 0),T∞ − (1, 0),T∞ + (0, 1),T∞ − (0, 1)

}
.

Proposición 5.36. El conjunto ΔR
R∞
= R[T∞] es magro y de medida nula para la única

medidaR-invariante sobre X.
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A00

A01

A02

A03

B00

B01

C0

A10 = C0 +A
0
0 +A

0
1 +A

0
3 +B

0
0

A11 = C0 +A
0
0 +A

0
1 +A

0
2 +B

0
1

A12 = C0 +A
0
1 +A

0
2 +A

0
3 +B

0
0

A13 = C0 +A
0
0 +A

0
2 +A

0
3 +B

0
1

B10 = C0 +A
0
1 +A

0
3 + 2B

0
0

B11 = C0 +A
0
0 +A

0
2 + 2B

0
1

C1 = C0 + 2B00 + 2B
0
1

Figura 5.5.
Las reglas de in�ación para los motivos básicos.
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§5.6 El ejemplo de Ghys–Kenyon

Figura 5.6.
Uno de los pisos en el diagrama de Bratteli asociado a la �ltración {Rk}. De Vi (piso de abajo) a Vi+1

(piso de arriba).

5.6.3. Afabilidad del minimal de Ghys–Kenyon

Según el teorema 4.16 de [GPS2], la relación de equivalencia dada por las órbitas
de una acción minimal de Z sobre el Cantor es afable. Esto permite probar este
resultado:

Lema 5.37 (corolario 4.7, [GPS2]). Sean R una relación minimal AF sobre un espacio
compacto X y {xi} ⊂ X una familia �nita de puntos. La relación R′ engendrada por R y
xi ∼ xj es afable.

Demostración. Basta probar el caso en que la familia se reduzca a dos puntos x e
y. Sea B el diagrama de Bratteli asociado a R, que sabemos ha de ser simple. Si
x R y, R′ = R y no hay nada que probar. Así que supongamos que x e y no
están R-relacionados. Es decir, que sus caminos correspondientes x, y ∈ XB no son
co�nales. Basta ordenar las aristas de forma que x e y sean el máximo y el mínimo
respectivamente. El sistema de Bratteli–Vershik correspondiente (XB, λB) genera
precisamente la relación R′ con sus órbitas. Según el resultado antes mencionado
[GPS2],R′ es afable. �

Aplicando este resultado a una versión modi�cada deR∞ probaremos:

Teorema 5.38. La relaciónR del minimal de Ghys–Kenyon es afable.

Demostración. Como decíamos será necesario modi�car la relación R∞, ya que no
es minimal. Para ello incluiremos el punto T∞, cuyaR∞-clase se reduce a sí mismo,
dentro de la R∞-clase de T∞ − (1, 0). Para ello modi�caremos las relaciones Rk de
manera coherente. Así, añadiremos a las Rk-clases correspondientes a las cajas B̂k0
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Capítulo 5. Dinámica en el espacio de Gromov–Hausdorff

Figura 5.7.
Las nuevas clases modelo. Los puntos gruesos son los elementos de la clase.

y Âk0 el punto de XCk,0 de su izquierda. Es decir, añadiremos a las cajas B̂
k
0 y Â

k
0 los

abiertos cerradosXBk0,(2k,0) yXAk0,(2k,0) y se los eliminaremos aC
k.Hemos reemplazado

las clases tipo anteriores por las que se muestran en la �gura 5.7.
La nueva relación de equivalenciaR′ es AF, abierta enR y veri�ca que

∂�R
′ =
{
T∞,T∞ + (1, 0),T∞ + (0, 1),T∞ + (0, 1)

}
.

Además es minimal. Aplicando el lema 5.37, obtenemos que

R = R′ ∨
(
T∞ ∼ T∞ + (1, 0) ∼ T∞ + (0, 1) ∼ T∞ + (0, 1)

)
es afable, dondeR′ ∨R′′ es la relación de equivalencia generada porR′ yR′′. �

5.7. Dinámica topológica enel espaciodeGromov–Hausdorff

Segúnacabamosdeprobar, la laminacióndeGhys-Kenyon es afable en el sentido
de que la relación de equivalencia inducida sobre una transversal completa lo es.
La clave de la prueba está en el hecho de que es posible construir una subrelación
abiertaAFdeR cuyo borde transverso es �nito, pudiendo aplicar así el lema 5.37. La
relaciónde equivalenciaR∞ proporcionadapor el teorema 5.24 noposee, en general,
un borde transverso �nito. Ahora bien, este borde es R∞-�no (i.e. de medida nula
para cada medidaR∞-invariante), yR∞-étale (i.e.R∞|∂�R∞ es étale con la topología
inducida). Esto permite aplicar el teorema 4.18 de [GPS2] que extiende el lema 5.39
usado en el caso del minimal de Ghys-Kenyon. De hecho, vamos a aplicar una
versión mejorada de este resultado demostrada en [GMPS1].

Antes de enunciar este resultado necesitamos recordar un concepto introducido
en [GMPS1].Dadasdos relacionesR yR′ topológicas r-discretas sobreun espacioX,
de�nimosR ∗R′ como el conjunto formado por pares (x, y) ∈ R e (y, z) ∈ R′, dotado
de la topología inducida por R ×R′. De�nimos las aplicaciones s, r : R ∗R′ → X
como

s
(
(x, y), (y, z)

)
= x y r

(
(x, y), (y, z)

)
= z.

De�nición 5.39. Decimos queR yR′ son (mutuamente) transversas siR∩R′ = ΔX
y existe un homeomor�smo h : R ∗R′ → R′ ∗R de forma que r ◦ h = r y s ◦ h = s.

Teorema 5.40 (teorema 4.6, [GMPS1]). Sean R una relación de equivalencia minimal
AF sobre un conjunto de Cantor X. Sea Y un cerrado R-étale y R-�no de X y R′ una
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relación compacta étale sobre Y. SiR′ es transversa aR, entonces existe un homeomor�smo
h : X→ X tal que

1. h × h(R ∨R′) = R;

2. h(Y) esR-étale yR-�no;

3. h|Y × h|Y : (R|Y) ∨R′ → R|h(Y) es un homeomor�smo.

En particular,R ∨R′ es afable.

Este resultado nos permite seguir un esquema similar a la prueba de la afabili-
dad del minimal de Ghys–Kenyon, y concluir que la envoltura de cualquier árbol
repetitivo y aperiódico de Cay(Z2) con un número �nito de �nales es afable:

Teorema 5.41. Sea (X,R) la envoltura de un árbol repetitivo y aperiódico en el espacio de
Gromov-HausdorffT (Z2). Si todas las órbitas tienen un número �nito de �nales la relación
R es afable.

Demostración. Según el teorema 5.24, existe R∞ una subrelación abierta AF de R
tal que ∂�R∞ es de medida nula para cualquier medida invariante. Observemos
que si x ∈ ∂�R∞ entonces existe s ∈ S = {(±1, 0), (0,±1)} tal que τs(x) � R∞[x]. Por
lo tanto R = R∞ ∨R′, siendo R′ la relación generada por las aplicaciones τs|∂�R∞ .
Para probar el resultado “dividiremos” R′ en un número �nito de relaciones R i

s
sobre las que aplicaremos el teorema 5.40.

R∞ es minimal. En principio, lasR∞-clases son subárboles conexos e in�nitos de los
árbolesR[x]. Por hipótesis estos árboles tienen siempre un número �nito de �nales,
luegoR∞[x] contiene, al menos, a uno de los �nales deR[x]. Más aún,

R[x] = R∞[x1] �R∞[x2] � · · · �R∞[xk]

donde xi ∈ R[x] y k está acotado por el número de �nales deR[x]. Como cada �nal
deR[x] es denso,R∞ es minimal.

Las relaciones R i
s. Cada elemento s ∈ S determina una transformación parcial de

R|∂�R∞
ϕs = τs|Ds : Ds −→ Rs,

donde Ds es el abierto cerrado de ∂�R∞

Ds = dom τs ∩ ∂�R∞ ∩ τ−1s
(
im τs ∩ ∂�R∞

)
.

Los conjuntos Ds y Rs pueden escribirse como unión disjunta �nita de abiertos
cerrados: Ds =

⊔
i A

i
s y Rs =

⊔
i B
i
s tales que ϕ

i
s = ϕs|Ais : A

i
s → Bis es un homeomor-

�smo y Ais ∩ Bis = ∅. Denotemos por Gis = grafo(ϕis) a la bisección abierta cerrada
asociada. Como R∞ es un abierto en R, Ĝis = G

i
s −R∞ es un cerrado, grafo de una

transformación parcial ϕ̂is = ϕ
i
s|Âis : Â

i
s → B̂is entre dos cerrados disjuntos Â

i
s y B̂

i
s de
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Ais y B
i
s respectivamente. De�nimos las relaciones R i

s sobre ∂�R∞ como la relación
generada por la transformación ϕis. Obviamente existen un número �nito de estas
relaciones.

R∞ yR i
s son transversas.Cualquier relaciónde equivalencia es transversa a la relación

de la identidad. Veamos que R∞|Âis∪B̂is = ΔÂis∪B̂is . Es su�ciente ver que R∞|Âis = ΔÂis .
En efecto, supongamos por reducción al absurdo que existen x y x′ ∈ Âis que están
R∞-relacionados, i.e. ambas pertenecen al subgrafo conexoR∞[x]. Observemos que
R[x] es un árbol, y por lo tantoR∞[x] es convexo, es decir, el único camino que une
x con x′ está contenido en R∞[x]. Supongamos que τg(x) = x′ para cierto g ∈ Z2.
Entonces

τs(x′) = τs
(
τg(x)

)
= τg
(
τs(x)

)
, (5.13)

debido a la conmutatividad de Z2. Luego

d
(
τs(x), τs(x)

)
� longS(g).

Dado queR[x] es un árbol, implica que τs(x) y τs(x′) pertenecen también al convexo
R∞[x], cosa que es absurda. En consecuenciaR|Âis∪B̂is = ΔÂis∪B̂is , con lo que es evidente
queR∞ es transversa aR i

s.

R es afable. Reindiquemos la familia �nita {R i
s} como {Ri}ni=1. Aplicando el teore-

ma 5.40 deducimos que R∞ ∨R1 es afable. Además, las clases de R∞ ∨R1 siguen
siendo conexas, por lo que podemos aplicar los razonamientos anteriores y concluir
queR2 es transversa aR∞ ∨R1 y volver a aplicar el teorema. En un número �nito
de pasos probamos queR = R∞ ∨R1 ∨R2 ∨ · · · ∨Rn es afable. �

De hecho la demostración anterior prueba algo más: tenemos un homeomor�s-
mo hi : X → X tal que hi × hi(R∞ ∨ R1 ∨ · · · ∨ Ri−1) = R∞ ∨ R1 ∨ · · · ∨ Ri. Por lo
tanto la composición de todos estos homeomor�smos h = h1 ◦ h2 ◦ · · · ◦ hn cumple
que h(R∞) = R, es decir:

Teorema 5.42. La relaciónR∞ es orbitalmente equivalente a la relaciónR.

La prueba del teorema 5.41 funciona sin modi�cación para grupos abelianos, ya
que éstos son de crecimiento polinomial y (5.13) sigue siendo válida para ellos.
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Dada la circunferencia S1 = {z ∈ C | |z| = 1} y la aplicación f : S1 → S1 de�nida
por f (z) = z2, consideremos el sistema proyectivo S1

f←−− S1 f←−− S1 · · · y su límite
inverso

X = lim←−−(S
1, f ) =

{
(zk) ∈

∏
k�0 S

1
∣∣∣ z2k = zk−1}.

Se trata de un �brado localmente trivial de base S1, cuya �bra es homeomorfa al con-
junto de Cantor, dotado de una laminación minimal transversa a las �bras de�nida
por una acción libre de R. Este procedimiento se puede generalizar sustituyendo
S1 por variedades compactas de dimensión p y f por submersiones entre ellas. En
todos estos casos, se sigue obteniendo un �brado foliado cuya �bra es homeomorfa
al conjunto de Cantor (véase §11.3.A de [CnC]).

En [Wil], R.F. Williams utiliza los límites inversos para modelar los atractores
expansivos de difeomor�smos de variedades. En este contexto, se obtiene una in-
mersión expansiva f : M → M de una variedad rami�cada M de manera que
X = lim←−−(M, f ) posee una estructura natural de espacio foliado. Además f induce
una aplicación sobre X que conserva la foliación. Por su parte, J. Bellisard, R. Be-
nedetti y J.-M. Gambaudo prueban en [BBG] que las envolturas de los mosaicos
aperiódicos y repetitivos del plano son límites inversos de super�cies rami�cadas
planas. Usando el proceso de in�ación, que ya hemos comentado antes, R. Bene-
detti y J.-M. Gambaudo extienden este resultado a G-solenoides (i.e. laminaciones
transversalmente Cantor minimales y sin holonomía de�nidas por una acción libre
de un grupo de Lie G) en [BG].

La existencia de descomposiciones simpliciales muestra la similitud del caso
general con el caso de los mosaicos, lo que nos permitirá dotar fácilmente de una
estructura de límite inverso a cualquier laminación de clase C1 transversalmente
Cantor, minimal y sin holonomía (M,L ). De hecho, si dotamos al espacio ambiente
M de la topología de las hojas, entonces M se convierte en una variedad de di-
mensión p = dimL , cuyas componentes conexas son las hojas de L , y podremos
dotarla de una triangulación por el procedimiento habitual. Fijada una métrica de
Riemann � a lo largo de las hojas, la continuidad transversa de � nos permitirá
asegurar que los símplices principales se agrupan en cajas simpliciales, es decir,
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Capítulo 6. Límites inversos

subconjuntos compactos foliados en producto cuyas placas son símplices principa-
les de la triangulación. De esta manera, obtenemos una descomposición B deM en
cajas simpliciales que de�ne simultáneamente triangulaciones sobre todas las hojas.
Se trata de la primera etapa de la prueba del teorema principal de este capítulo:

Teorema6.20. Cualquier laminación compacta de clase C1 y dimensión p, transversalmente
0-dimensional, minimal y sin holonomía es límite inverso de variedades rami�cadas de
dimensión p.

El carácter minimal y la trivialidad de la holonomía deF harán posible abordar
la segunda etapa de la prueba que consistirá simplemente en extender el proceso
de in�ación descrito en el caso de grafos (como adaptación del proceso clásico para
mosaicos, véanse [BBG] y [BG]). Obtendremos entonces una sucesión de descom-
posiciones en cajas simpliciales B(n) tal que B(n) se obtiene por in�ación a partir
de B(n−1) y B(1) = B. Para terminar, el colapso de cada caja de B(n) a una placa
proporcionará una variedad rami�cada Sn de dimensión p. Además, el proceso de
in�ación de�nirá una inmersión celular fn : Sn → Sn−1. En esta situación, resultará
fácil probar queM = lim←−−(Sn, fn).

6.1. Descomposiciones simpliciales

Vamos a empezar a�nando la de�nición 5.15 antes de enunciar el resultado
fundamental de la primera etapa de la prueba.

De�nición 6.1. Sea (M,L ) una laminación de dimensión p modelada transversal-
mente por un espacio localmente compacto, metrizable y separable 0-dimensional
Z. Una familia de cartas locales B = {ϕi : Bi → Pi × Ci}i∈I es una descomposición por
cajas deM si

D0. Bi es un compacto y Ci es un abierto cerrado de Z.

D1. M =
⋃
i∈I Bi.

D2. Bi ∩ Bj = ∂�Bi ∩ ∂�Bj siempre que i � j.

D3. Cada Bi-placa corta a lo sumo a una Bj-placa para cada i, j ∈ I.

D4. El cambio de coordenadas se escribe como

ϕi ◦ ϕ−1j |Bi∩Bj(xj, yj) =
(
αi j(xj), σi j(yj)

)
. (6.1)

Es decir, Bi y Bj ∈ B se intersecan a lo largo de abiertos y cerrados en las
respectivas transversales: para cada x ∈ ∂Pj, p2◦ϕi

(
ϕ−1j ({x}×Cj)∩Bi

)
es abierto

y cerrado en Ci, siendo p2 : Pi × Ci → Ci la segunda proyección coordenada.

Si las placas deB son p-símplices, la intersección de dos se reduce a una cara común
y las aplicaciones αi j son biyecciones a�nes. En tal caso diremos que B es una
descomposición por cajas simpliciales (o una descomposición simplicial) de (M,L ).
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§6.1 Descomposiciones simpliciales

Ejemplo 6.2. Sea ρ : π1(B)→ Homeo(Z) una representación del grupo fundamental
de una variedad B como grupo de transformaciones de Z. La laminación que se
obtiene mediante la suspensión de ρ admite una descomposición simplicial. En
efecto, sea T una triangulación de B. Denotemos por T̃ la triangulación inducida
sobre la cubierta universal B̃ de B. La descomposición simplicial de la laminación
horizontal B̃ = {Δ × Z | Δ ∈ T̃ } es invariante por la acción diagonal, luego pasa al
cociente en una descomposición simplicial B de la suspensión.

Como ya hemos comentado, nuestro propósito es demostrar el siguiente resul-
tado, que extiende a las laminaciones transversalmente 0-dimensionales de claseC1

el teorema de existencia de triangulaciones sobre las variedades diferenciables de
clase C1:

Teorema 6.3 (de existencia de descomposiciones simpliciales). Cualquier laminación
de clase C1 modelada transversalmente por un espacio 0-dimensional posee una descompo-
sición simplicial.

Supongamos que la laminación (M,L ) está dotada de un buen atlas foliadoA
de clase C1 formado por cartas locales ϕi : Ui → Pi × Xi. Aplicando la proposi-
ción 1.11, podemos suponer que las placas deA son bolas geodésicas de radio �jo
r < 1

8 conv(L ) respecto de una métrica de Riemann completa g a lo largo de las
hojas, lo que nos garantiza que son conjuntos geodésicamente convexos. De hecho,
si llamamos estrella de un punto x ∈M relativa aA a la unión Star(x,A) de las placas
deA que contienen a x, entonces Star(x,A) está contenido en un conjunto convexo
para cada x ∈ M, según la observación 1.12. Sea U el recubrimiento subyacente
formado por los abiertos distinguidos Ui donde 1 � i � n.

Si dotamos a M de la topología de las hojas, más �na que la topología de
partida, M se convierte en una variedad M de dimensión p = dimL y clase C1

cuyas componentes conexas son las hojas deL . Esta variedadM está dotada de la
métricadeRiemann��jadaantes. Podemos triangularla siguiendoel procedimiento
clásico:

1. Construcción del nervio del atlas: Sea V el recubrimiento abierto de M formado
por las placas deA, indicado por J, que constituye un re�namiento deU. El nervio
N (V) del recubrimiento V es un complejo simplicial que contiene información
combinatoria de dicho recubrimiento. Dada una sucesión �nita de índices j0 < j1 <
· · · < jk, el k-símplice abstracto [ j0, j1, . . . , jn] pertenece aN (V) si y sólo si las placas
correspondientes veri�canPj1∩· · ·∩Pjk � ∅. Este complejoN (V) está bien de�nido,
ya que la l-ésima cara [ j0, j1, . . . , ĵl, . . . , jk] de [ j0, j1, . . . , jk] pertenece aN (V).
2. Construcción de una proyección deN (V) sobreM: La métrica de Riemann � de�ne
una aplicación Π : N (V) → M que permitirá transportar la triangulación. En
efecto, a cada placaPj ∈ V contenida en un abierto distinguidoUi ∈ U, le asociamos
su centro Π([ j]) = pj = ϕi(0, y) siendo y la coordenada transversa de la placa. Para
cada1-símplice [ j1, j2], sabemosqueΠ([ j1]) = pj1 yΠ([ j2]) = pj2 estánunidosporuna
única geodésica minimizante γ j1 j2 : [0, 1] → X parametrizada proporcionalmente
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Capítulo 6. Límites inversos

a la longitud de arco. Para cada t ∈ [ j1, j2] se de�ne Π(t) = γ j1 j2(x). Se continúa
inductivamente, suponiendo que tenemos de�nidaΠpara los (k−1)-símplices. Sea x
unpuntode coordenadas baricéntricas (t0, . . . , tk) de unn-símpliceΔ = [ j0, j1, . . . , jk].
Si x pertenece a alguna cara de Δ, su imagen Π(x) ya está de�nida. Si no es así,
hay una única recta que une j0 = (0, 0, . . . , 0) con x. Dicha recta cortará a la cara
[ j1, j2, . . . , jk] en y =

(
0, t1/(1− t0), t2/(1− t0), . . . , tn/(1− t0)

)
. El puntoΠ(y) pertenece

al conjunto Star(Π( j0),A), por lo que existe una única geodésica γ : [0, 1] → X tal
que γ(0) = Π( j0) y γ(1) = Π(y). En esta situación, de�nimos Π(x) = γ(1 − t0). Luego
Π : N (V)→M es una aplicación sobreyectiva y continua.

3. Construcción de una triangulación de M: La imagen de los p-símplices de N (V)
produce una familia de símplices de M, pero en general estos símplices no se
intersecan cara a cara, sino que lo hacen a lo largo de politopos geodésicamente
convexos. En cualquier caso, obtenemos una descomposición de (cada componente
conexa de)M en politopos geodésicamente convexos. Por un procedimiento similar
a la subdivisión baricéntrica (véase [BH]), es posible triangular demanera coherente
estos politopos. Luego tenemos una triangulaciónK de la variedadM.

En el caso boreliano descrito en [BH], las triangulaciones KL inducidas por la
triangulación K sobre las hojas L ∈ L varían de manera boreliana (en el sentido
de que los centros de gravedad de los p-símplices de K forman una transversal
boreliana con la que K se identi�ca). Ahora es fácil construir una descomposición
en cajas simpliciales, llamadas pilas simpliciales en [BH], que generan la triangulación
K de (M,L ). En nuestro caso, la continuidad transversa de gmostrará también que
las triangulaciones KL varían de manera continua, aunque tendremos que re�nar
algunos aspectos de esta construcción para garantizar que los símplices principales
deK se apilan en cajas simpliciales.

6.1.1. Existencia de un atlas adaptado

Si queremos que las triangulaciones KL varíen de manera continua, hemos
de evitar que placas disjuntas contenidas en dos abiertos distinguidos puedan
cortarse de repente al desplazarlas transversalmente. Con ese propósito re�namos
los buenos atlas proporcionados por la proposición 1.11 y la observación 1.12).

Lema 6.4. Dada una laminación L de un espacio compacto M dotado de una métrica de
Riemann � completa sobre las hojas, existe un buen atlas foliadoA tal que

A1. para cada punto x ∈M, la estrella Star(x,A) está contenida en un convexo geodésico;

A2. las placas se intersecan dos a dos de manera transversa.

Demostración. Para probar este resultado, partiendo de un buen atlas foliado A =
{ϕi : Ui → Pi × Xi}ni=1 cuyas placas sean bolas geodésicas de radio r <

1
8 conv(L )

(véase la proposición 1.11 junto con la observación 1.12), usaremos el método des-
crito por A. Phillips y D. Sullivan en la demostración de la proposición 4.1 de [PS].
La idea consiste simplemente en eliminar los puntos de tangencia sustituyendo
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§6.1 Descomposiciones simpliciales

Figura 6.1.
Se reemplaza un paquete de placas por otro de placas de mayores, eliminando la tangencia.

las placas por otras mayores (véase la �gura 6.1). Sin pérdida de generalidad, po-
demos suponer que A es un re�namiento de un atlas del mismo tipo, es decir,
para cada 1 � i � n, existe una carta foliada ϕ′i : U

′
i → P′i × X

′
i tal que Ui ⊂ U

′
i ,

ϕ′i |Ui = ϕi, Xi ⊂ X
′
i , y P

′
i es un disco concéntrico a Pi de radio 2r. Puesto que el

atlasA satisface la condición (A1), deberemos modi�car por recurrencia los abier-
tos distinguidos Ui hasta lograr que cumplan la condición (A2). Evidentemente el
atlas parcialA1 = {U1} satisface ambas condiciones. Supongamos pues que hay un
atlas foliado Ak−1 = {A1, . . . ,Al} con las propiedades del enunciado y que cubre el
conjunto

⋃k−1
i=1 Ui. Veamos que existe un atlas que cumple esos mismos requisitos

anteriores y que cubre al conjunto
⋃k
i=1Ui.

Para cada y ∈ Xk, se tienen dos posibilidades:

i) el borde de la placa de Uk que pasa por y interseca de forma transversa a los
bordes de las restantes placas deAk−1,

ii) hay una placa de Ak−1 cuyo borde interseca de manera tangente al de la placa
que pasa por y.

En el primer caso de�nimos Py = Pk. En el segundo podemos encontrar un número
real r < r′ < 2r tal que el borde del disco de radio r′ (contenido en P′k×{y}) interseque
de manera transversa a los bordes de las placas deAk−1. De�nimos entonces como
Py dicho disco.

En cualquier caso, para cada y ∈ Xk, tenemosundiscoPy×{y} cuyo borde interse-
ca transversalmente al de las placas deAk−1. Ahora �jemos un entornoCy ⊂ Cy ⊂ X′k
de y tal que los bordes de los discos Py×{z} intersecan transversalmente a los bordes
de las placas de Ak para cada z ∈ Cy. Como Xk es compacto, podemos recubrirlo
con un número �nito de abiertos Cy. Los denotaremos por Cy1 ,Cy2 , . . . ,Cym . Tene-
mos entonces la familia de abiertos foliados en producto Al+i = ϕ′k

−1(Pyi × Cyi),
con i = 1, 2, . . . ,m. Observemos que los bordes de las placas de estos abiertos se
pueden intersecar tangencialmente entre ellas. Si esto ocurriese es porque Pyi = Pyj
y Cyi ∩ Cyj � ∅ para i � j. Pero en este caso podríamos sustituir Ai y Aj por Ai ∪ Aj.
Por lo tanto, el atlas foliadoAk = Ak−1 ∪ {Al+1,Al+2 . . . ,Al+m} cubre

⋃k
i=0Uk y la in-

tersección de los bordes de sus placas es siempre transverso. Como las placas están
contenidas en bolas geodésicas de radio 2r, entonces cualquier estrella Star(x,Ak)
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Capítulo 6. Límites inversos

está contenido en una bola geodésica de radio� 8r < conv(L ). Luego en un número
�nito de pasos obtenemos el atlas buscado. �

Si en la prueba anterior tomamos bolas de radio r < 1
16 conv(L ), entonces

podemos reemplazar la condición (A1) por

A1’. para cada punto x ∈ M, el conjunto Star(Star(x,A),A) está contenido en un
convexo geodésico.

Si (M,L ) es transversalmente 0-dimensional, entonces las transversales Xi pueden
aproximarse por abiertos compactos disjuntos. Si dividimos los abiertos distingui-
dos deAmediante la descomposición de sus transversales, obtendremos un nuevo
atlas foliado, al que seguiremos denotandoA y que además de las propiedades (A1)
y (A2) posee transversales compactas. Si Ui y Uj son dos abiertos distinguidos con
intersección no vacia, entonces el dominio y el rango de la transformación de holo-
nomía σi j que les corresponde es un abierto compacto. En resumen, hemos probado:

Lema 6.5. Dada una laminación L modelada transversalmente por un espacio 0-dimen-
sional sobre un espacio compacto M, dotada de una métrica de Riemann � completa sobre
las hojas, existe un buen atlas foliadoA paraL tal que

A1’. para cada punto x ∈M, el conjunto Star(Star(x,A),A) está contenido en un convexo
geodésico;

A2’. las transversales locales son espacios compactos y;

A3’. los dominios de las transformaciones de holonomía entre dos abiertos deA son abiertos
y compactos en las transversales locales.

En las condiciones de cualquiera de los dos lemas anteriores, diremos queA es un
atlas foliado de (M,L ) adaptado a �.

6.1.2. Nervio foliado de un atlas foliado

Intuitivamente el nervio foliado de un atlas foliado A es la reunión de los
nervios de los recubrimientos por placas de las hojas, o si se quiere de las distintas
componentes conexas del nervio N (V) del recubrimiento V de M. En el caso
de laminaciones modeladas transversalmente por espacios 0-dimensionales y de
atlas adaptados, esta descomposición proviene de un espacio foliado por conjuntos
simplicialesNL (A), en el que las hojas corresponden a los nervios de las hojas del
espacio foliado. En este caso la aplicaciónΠ : N (V)→M corresponde en realidad
a una aplicación foliada ΠL : NL (A) → M. Para de�nir los espacios foliados por
complejos simpliciales basta adaptar la de�nición 1.18 sustituyendo cada grafo por
un complejo simplicial:

De�nición 6.6. Sea X un espacio localmente compacto, metrizable y separable.
Llamamos atlas foliado de un espacio localmente compacto, metrizable y separable
X a una familiaA de cartas locales ϕi : Ui −→ Pi × Xi que satisfacen:
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§6.1 Descomposiciones simpliciales

1. Pi es un complejo simplicial �nito;

2. Xi es un abierto de X;

3. si Ui ∩Uj � ∅, el cambio de coordenadas se escribe como

ϕ j ◦ ϕ−1i (xi, yi) =
(
αi j(xi, yi), σi j(yi)

)
,

siendo αi j( · , yi) un isomor�smo simplicial entre subcomplejos de Pi y Pj.

Las placas ϕ−1i (Pi × {∗}) de�nen una descomposición de X en complejos simpliciales
conexos, denominada foliación por complejos simpliciales.

Como en el caso de espacios foliados por grafos, la estructura simplicial se
mantiene localmente. En ese caso, esto signi�ca que la función de valencia es conti-
nua. Ahora, si X denota el conjunto de vértices, entonces X admite un atlas foliado
formado por estrellas Star(Xi) de abiertos Xi de X. Además es fácil probar un re-
sultado análogo a la proposición 1.20 o construir su pseudogrupo o su grupoide de
holonomía como en §1.3.

De�nición 6.7. SeaA = {ϕi : Ui → Pi×Xi}ni=1 un atlas de (M,L ) adaptado a �. Deno-
temos por σi j la transformación de holonomía asociada a los abiertos distinguidos
Ui yUj. De�nimos el nervio foliado deA, que denotaremos porNL (A), describiendo
sus subconjuntos foliados en producto:

[i0, i1, . . . , ik] × X ⊂ NL (A) ⇐⇒
k⋂
l=0

Uil � ∅ y X ⊂
k⋂
l=0

dom σi0il , (6.2)

con i0 < i1 < · · · < ik. En particular, [i0, i1, . . . , ik] pertenece al nervio N (U) del
recubrimiento subyacenteU en sentido clásico. De manera equivalente, para cada
punto y ∈ X, [i0, i1, . . . , ik] × {y} pertenece al nervio N (V) del recubrimiento por
placas V de M. Dotaremos a NL (A) de la topología débil de manera que A ⊂
NL (A) es abierto si y sólo si A∩ ([i0, i1, . . . , ik]×X) es un abierto para cada sucesión
�nita i0 < i1 < . . . < ik y cada abierto X de

⋂k
l=0 dom σi0il .

Lema6.8. Si las transversales localesXi y los dominios de las transformaciones de holonomía
σi j son compactos, entoncesNL (A) es un espacio foliado por complejos simpliciales.

Demostración. Para cada símplice Δ = [i0, i1, . . . , ik] ∈ N (U), consideremos el con-
junto Δ×XΔ ⊂ NL (A) asociado al abierto XΔ =

⋂k
j=0 domσi0i j de Xi0 . Por hipótesis,

XΔ es también compacto. Para comprobar que las cajas Δ × XΔ forman una des-
composición en cajas simpliciales basta ver que la estructura simplicial se mantiene
en un entorno de los vértices. Fijemos pues un vértice x perteneciente al conjunto
[i]×Xi y a la caja Δ×XΔ. En lo que sigue identi�caremos cada conjunto de vértices
[i] × Xi con Xi. Ahora Xi interseca a la caja Δ × XΔ en el conjunto

XxΔ = Xi ∩ (Δ × XΔ) = σi0i(XΔ ∩ dom σi0i)
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Para cada punto y ∈ Xx
Δ
, el símplice Δ × {y} pertenece a la estrella Star(y,A). Por lo

tanto, si tomamos la intersección
⋂
Δ∈Star(x,A)X

x
Δ
, aseguramos que

Star(x,A) × {y} ⊂ Star(y,A)

para cada punto y ∈
⋂
Δ∈Star(x,A)X

x
Δ
. Ahora bien, no podemos asegurar que estas

estrellas no contengan nuevos símplices. Para solucionar este problema bastará con
reducir el entorno de x tomando

Xx =
⋂

Δ∈Star(x,A)
XxΔ −

⋃
Δ∈N (U)−Star(x,A)

XxΔ.

Como el recubrimiento U es �nito, el número de símplices de N (U) es �nito y
en consecuencia Xx es un conjunto compacto y abierto en Xi. Ahora, para cada
punto y ∈ Xx tenemos que Star(y,A) = Star(x,A) × {y}, con lo que queda probado
el lema. �

Observación 6.9. Si dotamos a NL (A) de la topología de las hojas, recuperamos el
nervioN (V).

6.1.3. Del nervio foliado a la laminación

Según hemos recordado, lamétrica de Riemann � permite de�nir una aplicación
sobreyectiva y continuaΠ : N (V)→M. Nuestro propósito es mostrar que aquella
aplicación proviene realmente de una aplicación sobreyectiva y continua ΠL :
NL (A)→M cuando se sustituye las topologías de ambos espacios foliados por las
topologías más �nas de las hojas. Aunque la de�nición de ambas aplicaciones es
por consiguiente la misma, puede resultar conveniente explicitar la construcción y
�jar la notación:

0-símplices: Para cada vértice [i] × {y} ∈ [i] ×Xi, se de�neΠL ([i] × {y}) = x, donde el
centro x = ϕ−1i (0, y) ∈ M de la placa ϕ−1(Pi × {y}) puede identi�carse con el punto
y ∈ Xi realizando Xi como subespacio cerrado de M. Obviamente ΠL es continua
en restricción al 0-esqueleto deNL (A).
1-símplices: Consideremos un punto (s, y) del símplice [i, j] × {y} ⊂ [i, j] × domσi j
con i < j. Las propiedades de A nos dicen que las imágenes por ΠL de [i] × {y} y
[ j] × {σi j(y)} están contenidas en un convexo geodésico, ya que Ui ∩ Uj � ∅. Luego
existe una única geodésica minimizante parametrizada proporcionalmente a la
longitud de arco γyi j : [0, 1]→M que une el puntoΠL ([i]×{y}) conΠL ([ j]×{σi j(y)}).
De�nimos entonces ΠL (s, x) = γ

y
i j(1 − t0(s)) = γ

x
i j(t1(s)), siendo ti(s) es la i-ésima

coordenada baricéntrica de s. Obviamente ΠL está bien de�nida y es continua
sobre el 1-esqueleto deNL (A).
k-símplices: Supongamos queΠL está de�nida sobre los (k−1)-símplices de manera
continua. Consideremos un k-símplice Δ × {y} = [i0, i1, . . . , ik] × {y} ⊂ Δ × XΔ con
i0 < i1 < . . . < ik y un punto (s, y) � [i0]×{y}. Fijemos la única recta que une el origen
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s

[i0]
[i1]

[ik]

y(s)

Figura 6.2.
El punto y(s).

[i0] con s en Δ. Esta recta corta a la 0-ésima cara ∂0Δ = [i1, i2, . . . , ik] de Δ en un único
punto y(s). En coordenadas baricéntricas tendremos que

y(s) =
(
0,

t1(s)
1 − t0(s)

,
t2(s)

1 − t0(s)
, . . . ,

tk(s)
1 − t0(s)

)
,

siendo ti(s) la i-ésima coordenada baricéntrica de s. Puesto y(s)×{σi0i1 (x)}pertenece al
(k−1)-símplice ∂0Δ×{σi0i1 (x)} ⊂ ∂0Δ×

⋂k
l=1 dom σi0il , conocemosΠL (y(s)×{σi0i1 (y)}).

Como las placas de los abiertos coordenadosU0,U1, . . . ,Uk se intersecan en la hoja
que pasa por y (véase (6.2)), están contenidas en un convexo geodésico. Luego
existe una única geodésica minimizante γyi0,...,ik : [0, 1] → M que une ΠL ([i0] ×
{y}) con ΠL (y(s) × {σi0i1 (y)}). De�nimos ΠL (s, y) = γxi0,...,ik(1 − t0(s)). De nuevo, por
construcción, la aplicación ΠL está bien de�nida y es continua sobre sobre el k-
esqueleto deNL (A).

Por recurrencia, en un número �nito de pasos, obtendremos una aplicación
continua ΠL : NL (A) → M. Resulta obvio que si dotamos a NL (A) y M de
la topologías de las hojas, la aplicación ΠL coincide con la aplicación continua
Π : N (V)→M. Esto nos garantiza que la aplicaciónΠL es sobreyectiva (por serlo
Π) y foliada (en el sentido de que lleva hojas en hojas). De hecho, el espacioM está
recubierto por las imágenes de los símplices de dimensión p = dimL , es decir, la
aplicaciónΠL sigue siendo sobreyectiva en restricción restringida al p-esqueleto, ya
que la imagen de un símplice de dimensión p+1 es igual a la unión de las imágenes
de sus caras propias.

6.1.4. Descomposición simplicial

El propósito de esta sección es demostrar el teorema 6.3 de existencia de des-
composiciones en cajas simpliciales. La prueba se hará en tres etapas:

i) En la primera etapa, observaremos que las imágenes de algunos símplices de
N (V) pueden ser degeneraradas, aunque una pequeña modi�cación en la elección
de los centros de las placas nos permitirá demostrar el siguiente lema:

Lema 6.10. La aplicación Π : N (V)→M es inyectiva en restricción a cada p-símplice y
por consiguiente la imagen por ΠL de cada caja simplicial Δ × XΔ deNL (A) es una caja
simplicial de M.
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ii) Como consecuencia del lema anterior, el espacioM es recubierto por una familia
de cajas simpliciales. Lamentablemente no se trata de una descomposición simpli-
cial, ya que las imágenes de dos símplices pueden intersecarse en algo más que
las caras. No obstante, tal y como indicamos al inicio, obtendremos descomposi-
ciones de las hojas en politopos geodésicamente convexos. De hecho, tendremos el
siguiente resultado:

Teorema 6.11. Cualquier laminación de clase C1modelada transversalmente por un espacio
0-dimensional posee una descomposición en cajas con placas geodésicamente convexas.

iii) La última etapa consiste justamente en la prueba del teorema 6.3 de existencia
de descomposiciones simpliciales. Dada una descomposición por cajas cuyas placas
sean politopos geodésicamente convexos, basta considerar sus centros de gravedad,
que forman una transversal completa, y unirlos con las caras de cada uno de los
politopos para descomponer cada caja en una unión �nita de cajas simpliciales.

Demostración del lema 6.10. Consideremos una caja Δ × XΔ ⊂ NL (A) siendo Δ =
[i0, i1, . . . , ip] un p-símplice de N (U). La proyección ΠL : Δ × XΔ → M se levanta
en una aplicación afín Υ : Δ × XΔ → T(L ) que hace conmutativo el diagrama:

Δ × TΔ Υ ��

ΠL ������������ T(L )

exp
��
M

En efecto, puesto el conjunto Star(x,A) está contenido en una bola geodésica de
radio su�cientemente pequeño, podemos de�nir

Υ
(
[il] × {x}

)
= exp−1

(
ΠL ([il] × {x})

)
∈ Tx(Lx)

para cada l = 0, 1, . . . , p. En particular, Υ([i0] × {x}) = 0 y las rectas que lo unen con
los vectoresΥ([il]×{x}) son enviadas por exp sobre las geodésicas correspondientes.
El conjunto Υ(Δ × {x}) es el cierre convexo de las imágenes por Υ de los vértices
de Δ × {x}. En general, no se trata de un p-símplice, ya que esto sólo ocurre si las
aplicaciones Υ y ΠL son inyectivas. Llamemos BΔ como el conjunto de los punto
x ∈ XΔ tales que Υ (o de manera equivalenteΠL ) no es inyectiva sobre Δ× {x}. Para
concluir, nos basta modi�car XΔ hasta conseguir que BΔ = ∅.

Observemos en primer lugar que el conjunto BΔ es compacto y �jemos un punto
x ∈ BΔ. La propiedad (A1’) nos dice que podemos tomar un pequeño entorno
abierto y cerrado Xx ⊂ Xi0 de x que se puede realizar como transversal local de un
compacto foliado en producto (homeomorfo a Px × Xx) y veri�ca que

ΠL

(
Star(Star([i0] × {y},A),A)

)
⊂ Px × {y}

para cada y ∈ Xx. También podemos suponer que la estructura simplicial se man-
tiene, en el sentido de que Star(y,A) = Star(x,A) para cualquier y ∈ Xx.
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ΠL

Figura 6.3.
En la caja de la �gura, la tapa superior no cumple la propiedad (P).

Por otra parte, dados los puntosΠL ([il]×{x}) = σi0,il(x) con l = 1, . . . , p, podemos
encontrar nuevos puntos x′1, . . . x

′
p, tan cercanos a los anteriores como queramos,

tales que

(P)
las imágenes recíprocas por la aplicación
exponencial exp forman una base de Tx(Lx).

Luego el cierre convexo de la familia formada por estos vectores y el vector 0 es un
p-símplice. De hecho, podemos hacerlo sin necesidad de modi�car aquellos puntos
que ya satisfacen la condición (P). De manera precisas, si un símplice Δ′ × {x′} inter-
seca a Δ × {x} y veri�ca x′ � BΔ′ , entonces los vectores Υ([i′0] × {x

′}), . . . ,Υ([i′k] × {x
′})

correspondientes a los vértices comunes [i′0]×{x
′}, . . . , [i′k]×{x

′} serán linealmente in-
dependientes y se podrán completar en una base de Tx(Lx) añadiendo simplemente
los vectores exp−1(x′k+1s), . . . , exp

−1(x′p). Siempre podremos suponer que estos pun-
tos x′k+1, . . . x

′
p pertenecen a la placa Px.

Para concluir hemos de ver que esta situación se mantiene en un entorno de x,
es decir, podemos sustituir los puntos x′l por una familia de transversales locales
X′l ⊂ Px × Xx que se proyectan sobre un mismo abierto y cerrado X

′
x de Xx y cuyas

trazas con las placas satisfacen siempre la propiedad (P). Habida cuenta de la �nitud
de N (U) y de la compacidad de BΔ, podremos reducir todos los conjuntos BΔ al
vacío en un número �nito de pasos. �

Demostración del teorema 6.11. Como consecuencia del lema anterior, la aplicación
ΠL : NL (A)→M permite transportar la descomposición canónica en cajas simpli-
ciales deNL (A) en una descomposición deM en cajas cuyas placas son politopos
geodésicamente convexos. En efecto, dadas dos cajas simpliciales Δ×XΔ y Δ′ ×XΔ′
de NL (A) cuyas imágenes por ΠL se corten, el lema anterior nos permite iden-
ti�car cada una de ellas con su imagen por ΠL . Llamemos σ a la transformación
de holonomía correspondiente de�nida sobre un abierto y cerrado XΔ∩Δ′ de XΔ. La
intersección de las imágenes de Δ × XΔ y Δ′ × XΔ′ no está foliada en producto, ya
que el número de vértices v(x) del politopo obtenido como intersección de las placas
ΠL (Δ × {x}) y ΠL (Δ′ × {σ(x)}) puede crecer en el entorno de un punto x ∈ XΔ∩Δ′ .
Ahora bien, usando las mismas técnicas de la prueba del lema 6.10, podemos supo-
ner que la aplicación v : XΔ∩Δ′ →N es continua. En tal caso, las imágenes inversas
de los distintos valores proporcionan una partición �nita de XΔ∩Δ′ en subconjuntos
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abiertos y cerrados que se pueden realizar como transversales locales de compactos
foliados en producto. �

Demostración del teorema 6.3. Según el teorema anterior, el espacioM se descompone
en la unión de una familia �nita de cajas cuyas placas son politopos geodésicamente
convexo. Dada cualquier caja de este tipo, podemos triangular las placas �jando
una transversal local formada por sus centros de gravedad y uniendo éstos a los
bordes de las placasmediante geodésicas. Logramos así descomponer la caja en una
unión de cajas con placas simpliciales, aunque no nos aseguramos que los cambios
de carta sean a�nes. Ahora bien, para ello, nos basta modi�car la aplicación ΠL

reparametrizando cada una de las nuevas cajas simpliciales. �

6.2. In�ación y límites inversos

Nos proponemos mostrar aquí que los resultados de J. Bellisard, R. Benedetti y
J.-M. Gambaudo sobre la existencia de estructuras de límite inverso para envolturas
de mosaicos aperiódicos y repetitivos del plano [BBG] y G-solenoides [BG] siguen
siendo válidos para cualquier laminación transversalmente Cantor, minimal y sin
holonomía. En esta segunda etapa de la prueba, comenzaremos observando que el
proceso de in�ación descrito en estos trabajos se extiende inmediatamente a nuestra
situación.

6.2.1. In�ación

De�nición 6.12. Sea (M,L ) una laminación modelada transversalmente por un
espacio localemente compacto, metrizable y separable 0-dimensional. Diremos que
una descomposición por cajas B′ se obtiene por in�ación a partir de otra descompo-
sición B si

I1. para cada punto x perteneciente a la intersección de una caja B ∈ B y una
caja B′ ∈ B′, la transversal local de B′ que pasa por x está contenida en la
transversal local de B que pasa por x;

I2. el borde vertical de una caja B′ ∈ B′ está contenido en el borde vertical de B,
es decir, ∂�B′ ⊂

⋃
B∈B ∂�B;

I3. para cada caja B′ ∈ B′, existe una caja B ∈ B tal que B∩B′ � ∅ y ∂�B′ ∩∂�B = ∅.

La condición (I1) nos dice que el cambio de coordenadas entre las cajas de B y
B′ está dado por la igualdad (6.1) de la de�nición 6.1. La condición (I2) implica que
las B′-placas son uniones de B-placas. Por último, la condición (I3) garantiza que
cada placa de B′ contiene una placa de B en su interior. Repitiendo el argumento
usado en el caso de espacios foliados por grafos (véase el teorema 5.22), obtenemos
el siguiente resultado.
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Teorema 6.13 ([BBG],[BG]). Sea (M,L ) una laminación compacta transversalmente 0-
dimensional, minimal y sin holonomía. Supongamos queB es una descomposición por cajas
de (M,L ). Existe otra descomposición B′ que se obtiene por in�ación a partir de B.

Corolario 6.14. Sea (M,L ) una laminación compacta transversalmente 0-dimensional,
minimal y sin holonomía. Supongamos que existe una descomposición por cajas B de M.
Existe una sucesión de descomposiciones por cajas {B(n)}i∈N tal que B(1) = B y B(n+1) se
obtiene por in�ación de B(n).

Además es posible tomar la sucesión de descomposiciones B(n) de forma que la
intersección de los ejes

⋂
n�0
⋃
B∈B(n) CB se reduzca a un único punto.

6.2.2. Variedades rami�cadas y aplicaciones celulares

Si consideramos una sucesión de descomposiciones simplicialesB(n) de (M,L ) y
colapsamos cadaunade las cajas simpliciales enunade susplacas, obtendremosuna
sucesión de CW-complejos Sn con buenas propiedades. El objetivo de esta sección
es recordar la de�nición de variedad rami�cada introducida por R. F. Williams
[Wil]. Intuitivamente se trata de un CW-complejo que tiene espacio tangente en
todo punto como se muestra en la �gura 6.4.

De�nición 6.15 ([Wil]). Una variedad rami�cada de dimensión p y clase Cr es un
espacio localmente compacto, metrizable y separable K junto con

1. una familia de cerrados {Ui} de K;

2. una colección �nita {Dij} de cerrados de Ui tales que
⋃
Dij = Ui;

3. una aplicación ψi : Ui → Dp,

satisfaciendo las siguientes condiciones:

B1.
⋃
i
�Ui = K;

B2. ψi|Dij : Dij → Dp es un homeomor�smo;

B3. los cambios de coordenadas ψi ◦ ψ−1j son difeomor�smos de clase Cr.

Se llama parte singular de K al conjunto SingK formado por aquellos puntos que no
poseen un entorno homeomorfo a un disco.

Como las variedades usuales, las variedades rami�cadas poseen un espacio
tangente bien de�nido. En restricción a cada disco Dij tenemos el espacio tangente
TDij = (ψi|Dij)∗TDp = {(x, v) | v ∈ Tψi(x)Rp} inducido por ψi|Dij . Sobre la unión
disjunta

⊔
i j TDij de�nimos la relación de equivalencia ∼ dada por

(x, v) ∈ TDij ∼ (y,w) ∈ TDkl ⇐⇒ x = y y (ψi ◦ ψ−1k )∗(w) = v.

De�nición 6.16. El cociente TK =
⊔
i j TDij/∼ es el �brado tangente de K.
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Figura 6.4.
Algunas variedades rami�cadas

De forma similar se pueden de�nir otros �brados naturales sobre K.

De�nición 6.17. Dadas dos variedades rami�cadas K y K′ de clase Cr y una aplica-
ción continua entre ellas f : K→ K′, diremos que f es de clase Cr si

1. la aplicación f ki j : πi(Dij)
ψ|−1Dij−−−−→ Dij

f |Dij∩ f−1(U′k)−−−−−−−−−→ U′k
ψk−−→ Dp′ es de clase Cr;

2. si para cada x ∈ K, los gérmenes de las aplicaciones f ki j coinciden en ψi(x) para
los diferentes valores de j.

Esta última condición nos dice que, según nos aproximamos a las singularidades
de K, la aplicación se comporta de la misma manera en las diferentes ramas.

Comoen el casousual, las aplicaciones diferenciables inducen aplicaciones sobre
el �brado tangente. En efecto, sea f : K→ K′ una aplicación diferenciable entre dos
super�cies rami�cadas de claseCr. Podemos de�nir f∗ : TK→ TK′ localmente como
( f∗)ki j(x, v) =

(
f (x), f ki j∗

(v)
)
, si f (x) ∈ Uk. La condición 2 y la diferenciabilidad de los

cambios de coordenadas prueban que esta de�nición es correcta (véase [Wil]).

De�nición 6.18. La aplicación f : K → K′ es una inmersión si f∗x : TxK → Tf (x)K es
un monomor�smo para cada x ∈ K.

A diferencia del caso de las variedades usuales, una inmersión no es, en general,
localmente inyectiva.

De�nición 6.19. Una aplicación f : K → K′ entre dos variedades rami�cadas es
una aplicación celular si SingK ⊂ f−1(SingK′).

6.2.3. Límites inversos

Estamos en condiciones de enunciar y probar el teorema principal del capítulo:

Teorema 6.20. Cualquier laminación compacta de clase C1 y dimensión p transversalmen-
te 0-dimensional, minimal, sin holonomía es límite inverso de variedades rami�cadas de
dimensión p.
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Demostración. Supongamos que la laminación (M,L ) veri�ca las condiciones del
enunciado. Segúnel(teorema6.3), existeunadescomposición simplicialBde (M,L ).
De hecho, como consecuencia del corolario 6.14, la laminación (M,L ) posee una
sucesión de descomposiciones simplicialesB(n) tales queB(1) = B yB(n+1) se obtiene
por in�ación de B(n).
i) Construcción de una sucesión de variedades rami�cadas Sn. Para cada n � 1, llamamos
Sn =M/ ∼n al espacio cociente deM por la relación de equivalencia ∼n que colapsa
cada caja B de B(n) a una placa, es decir, que identi�ca dos puntos x y x′ deM si y
sólo si x y x′ pertenecen a un misma caja B ∈ B(n) y sus imágenes por la aplicación
p1 ◦ ϕ : B → P × C → P son iguales. Denotamos por πn : M → Sn la proyección
canónica. De manera equivalente, podemos de�nir Sn de la siguiente manera:

a) el espacio cociente Sn =
⊔
B∈B(n) B/∼n de la unión disjunta de todas las cajas de

B(n) por la relación de equivalencia inducida por∼n sobre cada caja (que seguiremos
denotando ∼n);
b) el espacio cociente Sn =M/∼n de la variedadM de clase C1 y dimensión p por la
relación de equivalencia∼n de�nida antes. Seguiremos denotando porπn :M→ Sn
la proyección canónica.

La primera de estas dos nuevas de�niciones permite probar muy fácilmente
que Sn satisface las condiciones generales exigidas a cualquier variedad rami�cada.
De hecho, Sn es un espacio compacto Hausdorff. La segunda muestra de manera
inmediata que Sn es una variedad rami�cada e clase C1 y dimensión p. Cada estrella
Star(x,Bn) contiene un cerrado homeomorfo al discoDp y su descomposición como
unión �nita de placas deBn determina una descomposición de cada cerrado en una
familia �nita de cerrados que satisfacen las condiciones de la de�nición 6.15.

ii) Construcción del límite proyectivo. Como las placas de B(n) son unión de placas de
B(n−1), la proyección canónica πn−1 :M → Sn−1 pasa al cociente en una aplicación
sobreyectiva fn : Sn → Sn−1 de clase C1. Es evidente que, tanto la proyección
πn−1 : M → Sn−1, como la aplicación fn : Sn → Sn−1 son inmersiones celulares. El
límite proyectivo S∞ = lim←−−(Sn, fn) = {(xn) | fn(xn) = xn−1} ⊂

∏
n Sn es un espacio

compacto Hausdorff.

iii) Descripción de la estructura foliada de S∞. Para cada punto (xn) ∈ S∞, vamos a
construir una carta foliada que lo contenga. Para ello, distinguimos dos casos:

a) Existe N � 1 tal que xN pertenece a la parte regular de SN. Por lo tanto existe una
placa P de B(N) tal que xN ∈ πN( �P). Si denotamos por FN,n = fN ◦ · · · ◦ fn para cada
n � N, entonces

U =
{
(yn) ∈ S∞

∣∣∣ FN,n(yn) ∈ πN(P) para cada n � N}
es un abierto de S∞ que contiene al punto (xn) y es homeomorfo al producto de la
placa �P por el compacto

C =
{
(yn) ∈ S∞

∣∣∣ FN,n(yn) = xN para cada n � N} = π−1N (xN).
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Si dos abiertos U y U′ se intersecan, entonces tendremos placas P de B(N) y P′ de
B(N′) tales que FN,N′(πN′(P′)) ∩ πN(P) � ∅ suponiendo que N′ � N. Si denotamos
por B la caja de B(N) que contiene a la placa P, esto signi�ca que P′ corta a B a lo
largo de una copia de P. El cambio de coordenadas es descrito a partir del cambio
de coordenadas entre P′ y dicha placa de B.

b) xn ∈ Sing(Sn) para cada n � 1. Entonces el abierto distinguido U se construye
como en el caso anterior. La diferencia está en que los abiertos de Sn que contienen
a xn serán la imagen, no ya de una placa, sino de varias placas.

En cualquiera de los casos, el espacio S∞ está dotado de una laminación trans-
versalmente 0-dimensional de clase C1 y dimensión p.

iv) Construcción de un homeomor�smo foliado entre M y S∞. Consideremos el siguiente
diagrama conmutativo

π0π0
π1π1

π2π2
πnπn

f1f1 f2f2
.......... ..........

MM

S0S0 S1S1 S2S2 SnSn

La propiedad universal del límite inverso nos dice que estas aplicaciones factorizan
a través de S∞, es decir, existe una aplicación π∞ :M→ S∞ que hace el diagrama

π0π0π1π1π2π2πnπn

π∞π∞

p0p0
p1p1

p2p2pnpn

f1f1f2f2. . . . . . . .. . . . . . . .

MM

S0S0S1S1S2S2SnSn

S∞S∞ (6.3)

conmutativo. Puesto que cada aplicación πn es sobreyectiva, la imagen de la apli-
cación π∞ es densa en S∞. Además, como M es compacto, su imagen también lo
ha de ser. Luego π∞ es también sobreyectiva. Si vemos que π∞ es inyectiva, ha-
bremos probado que es un homeomor�smo, ya que sería una biyección continua
de un espacio compacto en un espacio Hausdorff. Pero, en la construcción de las
descomposiciones B(n), podemos suponer que la intersección de los ejes

⋂
CB(n) se

reduce a un punto. Esto fuerza que, dados dos puntos x � y deM, exista un entero
n � 1 tal que πn(x) � πn(y). Luego π∞ es inyectiva. Si dotamos a los espacios M y
S∞ de las topologías de las hojas respectivas, resulta claro que π∞ sigue siendo un
homeomor�smo, con lo que queda probado el teorema. �
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