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INTRODUCCION

Esta unidade didactica forma parte do curso de Analise Econémica dos Mercados
Financeiros | que se imparte no primeiro cuadrimestre do Mdster en Economia:
Organizacion Industrial e Mercados Financeiros.

O propdsito da unidade é introducir os fundamentos da valoraciéon de activos
continxentes por medio dos activos Arrow-Debreu. A partires da valoracién con
activos Arrow-Debreu obtéfiense as probabilidades neutrais ao risco,
probabilidades que nos permiten valorar un activo como o valor esperado
descontado dos seus fluxos baixo a distribucidn de probabilidade risco neutro. Esta
forma de valoracion é semellante & dada pola ecuaciéon fundamental de valoracion,
coa salvedade de que se ten en conta a prima de risco do activo, e é a utilizada para
valorar moitos produtos financeiros como os produtos derivados. Asi mesmo,
estudase a relevancia dos mercados completos para que esta valoracion poida
realizarse sen ambigiliidade.

A comprension da temadtica de esta unidade didactica require de un grao de
abstraccién relativamente elevado, dunha comprension dos fundamentos da
eleccion con incerteza, asi como do manexo de técnicas matematicas. Por iso ao
longo da unidade utilizanse unha serie de exemplos numéricos sinxelos que tefien
como obxectivo motivar e facilitar ao estudante o acceso @ problemdtica da
valoracién con activos continxentes utilizando activos Arrow-Debreu.

PALABRAS CLAVE

Activos continxentes, activos Arrow-Debreu, valoracién, probabilidade neutral ao
risco, martingala, mercados completos.

METODOLOXIA

e Aimparticiéon do curso sempre adoptara como punto de partida as intuiciéns
financeiras, que se tomardn como base, e a enmarcacion destas intuiciéns no
contexto do problema de valoracion.

e Utilizarase preferentemente a linguaxe grafica, mais intuitivo e mais facil de
asimilar polo estudante, pasando posteriormente a formulacién dos
problemas considerados en termos formais.

e llustraranse todos os conceptos con exemplos practicos que estean proximos
a realidade financeira do alumno coa finalidade de que o alumno aprenda a
aplicar os instrumentos de valoracidn a activos financeiros con caracteristicas
semellantes.

e Propofierase unha serie de exercicios practicos que ilustren a aplicabilidade e
utilidade dos cofiecementos adquiridos.

e Fomentarase a participaciéon do alumno, tanto no desenvolvemento dos
contidos tedricos como na resolucion dos casos practicos.

— AV
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ACTIVOS CONTINXENTES

1. Concepto

Un activo financeiro continxente é un activo que xera pagos futuros que son
incertos na medida que cambian en funcién de un suceso aleatorio.
Como caracterizamos a incerteza?
e Estados da natureza: diferentes sucesos ou escenarios que poden
acontecer.
e Distribucidn de probabilidades: cuantifican da frecuencia (o da crenza) ca
que cada estado da natureza pode acontecer.

Exemplo 1: o pago dunha opcién de compra depende de se o prezo d activo

. - M , P —X
subxacente nunha data futura é maior co prezo de exercicio, X: ax{O T }
Exemplo 2: o pago de dividendos depende de si unha empresa obtén beneficios ou
non

2. Valoraciéon

Como valoramos activos continxentes?
Por simplicidade, consideremos:
-un Unico periodo de tempo futuro, T
-s=1, 2,..., S estados de la natureza
e Podemos utilizar a ecuacion fundamental de valoracién coas
probabilidades de cada estado de la natureza, I1

S
1
P, =fdy ;HSXLS T E(Xj)

que se verifica para calquera activoj =1, 2,...,n.

e Non arbitraxe: replicamos os fluxos que xera o activo en cada estado da
natureza e o seu prezo é o custo da carteira réplica. Neste caso non
precisamos cofecer a distribucidn de probabilidades.

Exemplo 1: un activo A xera uns pagos de (a) 10€ se o prezo da acciéon BBVA sobe
por encima dos 10€ en T, (b) 0 en caso contrario:

Pago

10 —

0 PrezoactivoenT
| 10
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Se a accién BBVA, cun prezo hoxe de 10€, pode subir ou baixar un 10% cunha
probabilidade de %, e o tipo de xuro libre de risco é do 5%, cal é o prezo del activo
A?

Replicamos os fluxos do activo A:

all+pL,05=101 (o) (11 1,05) (10 5
a9+p1,05=0 (Bj (9 1,05] (0] (—42,8571}
Custe da carteira réplica en t: 50 — 42,8571 = 7,1429
Fluxos futuros da carteira réplica:

-Estado 1 (o prezo sube un 10%): 5-11-(42,8571-1,05) =10

-Estado 2 (o prezo baixa un 10%): 5-9—(42,8571-1,05) =0
En consecuencia, se a carteira réplica xera o mesmo fluxo que o activo A en cada un
dos estados da natureza, o prezo da carteira réplica e do activo A deben de ser
idénticos se non hai posibilidades de arbitraxe.
A carteira réplica estda composta por unha combinacién de activos que permite
“descontar” os fluxos futuros do activo a valorar en cada estado de la natureza.
En realidade, esta idea é semellante que a valoracién nun contexto de certeza,
onde o fluxo futuro certo é descontado utilizando o factor de desconto, que é o
prezo que ten hoxe unha unidade monetaria nun momento futuro.
Deste xeito, se conseguimos un conxunto de factores de desconto para cada estado
de la natureza, entén poderemos valorar calquera activo continxente dunha
maneira moi sinxela.

ACTIVOS ARROW-DEBREU

1. Concepto

Un activo continxente Arrow-Debreu (A-D) é un activo que paga 1€ se un estado de
la natureza acontece nun momento do tempo T e 0 en caso contrario:
1siS=s

Pagodo activo A-D = )
0siS#s

O prezo do activo A-D, ¢, indica cal é o valor hoxe dunha unidade monetaria no

estado da natureza s no momento do tempo T.
e Non arbitraxe: 0 < ¢, <1

e ¢, incorpora tanto a incerteza asociada ao estado de la natureza como o

valor temporal do difieiro
e O activo A-D é como un seguro, o seu prezo é o importe da pdliza
Se nos aseguramos completamente; es dicir, se compramos tantos activos A-D
como estados da natureza, obtemos un fluxo de 1 unidade monetaria con certeza:
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s=1 s=2 s=S
¢1 1, 0, veeneeennes ,0
¢2 O, ]_, ............ ,O
¢S 0, ()’ ............ ’1
Fluxo en cada estado: 1, 1, e 1

Dada a condicion de non arbitraxe, teremos que:

1
O+t tdg = T+ = fdy
+ig7

O +y+--+0g <1 (1>0)

2. Utilidade

Se temos tantos activos A-D como estados de la natureza, entén podemos valorar
calquera activo continxente.

Exemplo 1: consideremos 2 estados de la natureza e temos dous activos:
¢, =0,7236 ¢, =0,2436
e (Call é o prezo dun activo que mafia pode subir ata 15€ ou baixar ata 10€?
Replicamos os fluxos con activos A-D: P = ¢;15+¢,10=13,29

e (Cal é o valor do factor de desconto do bono bdasico?

¢, + 0y =0,9672=i., i=3,39%
1+1

3. Prezo

O prezo dos activos A-D podemos derivalo a partir dos activos que cotizan no
mercado utilizando a condicidn de ausencia de arbitraxe.

Exemplo 1: consideremos 2 estados da natureza. No mercado cotiza un bono cupén
cero con un tipo de xuro anual do 5% e unha accion cun prezo de 10€ que nun ano
pode subir ou baixar un 10% cunha probabilidade de %. Cal é o prezo dos activos A-

D?
11d; +9¢, =10 .
b +99, . (¢1j_(11 9}1( 10 j_[o,7142)
iy =— 11 24) 10,2382
O + 0, 170.05 b, 0,95 0,238

Tanto para a obtencion do prezo dos activos A-D como para a valoracién de activos
continxentes utilizando os A-D utilizamos a condicién de non arbitraxe.

A valoracién con activos A-D NON require do cofiecemento das probabilidades de
cada estado da natureza, posto que simplemente replicamos os fluxos do activo a
valorar por medio dos activos A-D.

De este xeito, a ecuacion fundamental de valoracién con activos A-D podemos
escribila como:

— S 4
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S
Pi= Zq)sX
s=1

O prezo dun activo é igual ao valor actual dos pagos futuros onde los factores de
desconto reflicten tanto la incerteza como o valor temporal do difieiro.
Utilizando notacion matricial, a valoracién de n activos é:

Pl Xl,l o Xl,S ¢1
T, = P=Xo
p Xn,l o Xn,S ¢n

n

Podemos expresar o valor do activo en termos reIativos como:

Zd)s P. 21 Zd)s

A rendibilidade actualizada dun actlvo en cada un dos posibles estados da natureza
ten que ser, baixo non arbitraxe, é igual a un para todos os activos financeiros.

PROBABILIDADES NEUTRAIS AO RISCO

1. Caracterizacion

Consideramos 2 estados de la natureza: u e d, enton:
1 . .
¢u+¢dzm = 1+, +A+1)g =1

m,o=A+De, ] L 0<nl <1
* . TEu+TCd=1 «
mg = (1+1) g 0<my <1

* * . s . e s .
T, € my son idénticas a “probabilidades” que estédn asociadas a cada estado da

natureza, se ben son diferentes das verdadeiras probabilidades, m, e m,. Estas

“probabilidades” denominanse probabilidades neutrais ao risco ou probabilidades
risco neutro.

2. Uso

Considerando 2 estados, o prezo dun activo podémolo expresar como:
Pj = ¢uPu + ¢de

1 . .
= 1_+i[(1+1)d>uPu +(1+1) 4Py |

2111[ P, + 7y Py |
-LE®
1+i

O prezo dun activo financeiro continxente é o valor actual do valor esperado dos
seus fluxos baixo a probabilidade neutral ao risco.

— AV
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De forma xeral, podemos expresar o prezo dun activo como:
13 .
P] = T TES Xj,S
+15
O uso das probabilidades neutrais ao risco para valorar ten a vantaxe de que evita a
construcion da carteira réplica e non é necesario cofiecer as probabilidades de cada

estado.

e A ecuacion fundamental de valoracién: P, =L.E<X<)
Y1+ )

1 _«
e Valoracién con probabilidades neutrais ao risco: P,=—:@E (Xj)

1+i
Estas duas valoracions serdn iguais se: n: =T,
1 . E(X;
sz—.E(Xj) =1+i= ( J)
1+1

A rendibilidade esperada dun activo con risco é igual a rendibilidade dun activo sen
risco. O activo sen risco é mais atractivo co activo con risco, salvo que os individuos
sexan neutrais ao risco. Noutro caso, para que o activo con risco sexa demandado
requirese do pago dunha prima de risco (PR):

E(X) —1+i+PR =P, < El(fj) = El(fj) < El(fj)
1 1 1

J
En consecuencia, m internaliza a prima de risco dos activos, penalizando E ()
sobre E() . Asi, cas probabilidades neutrais ao risco non é preciso calcular a prima

de risco para valorar un activo continxente.

Exemplo 1: valoramos 2 activos coa seguinte informacion:

110 % 150 %
P, P,

90 % 50 %

¢4 =0,6266, ¢, =0,3214

E(X;)=E(X;,) =100

1 1
P, =—EX,)=P, =——E(X,)=0,948-100 = 94,8
! 1+i(1) 2 1+i(2)

P, = E"(X,)= 0,948 ——0,3214-110+
L+i 0,948

1

0,6266-90 | =91,748
48

> B

P, = —E"(X,) = 0,048) ——0,3214-150 + —
1+i 0,948

B i

0,6266-50 |=79,54
48
P, <P, debido a que o seu risco é maior.

Asi, o prezo dos activos axustase polo risco, de xeito que a maior risco menor prezo
. ’ * ’ e .
e viceversa. Por esa razén, n, denominase probabilidade neutral ao risco.

Cando valoramos coas probabilidades neutrais ao risco, a rendibilidade de todos os
activos con risco é igual @ do activo sen risco.

— S 4
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E'(X.
I+i= ;)

j
Para o exemplo anterior:
E'(X;) 96,7806

=1,05485 =1=5,485%

P 91,748
E (Xy) 83,9030, rigs i = 5.485%
P, 79,54

MARTINGALAS

Concepto de martingala:
E(XHh/Xt,XH,...) =X, Vvh>0

E(Xph — X /X-Xpse) =0 Vh >0

~ * .
Os prezos que se obtefien con Ty, son unha martingala?

S S S
Pi= 200X = 2w (21X, = XM X, =E(MX;)
s=1 s=1

s=1

_Li(ni)q)x —iin*x —LE*(X)
1+ig A B fer R B ]

M, = (%) é o prezo do activo A-D por unidade de probabilidade.

S
O prezo dos activos financeiros son martingalas baixo as probabilidades neutrais ao
risco, mentres que non o son baixo as verdadeiras probabilidades de cada estado.

. * ’ ~ . . .
Poriso, m, tamén se cofiece como medidas equivalentes de martingala.

O prezo do activo baixo a verdadeira probabilidade podemos descompofielo como:
]. *
P = E (X)) =E(MX),
ed slia vez como:
E(MX;)=E(M)E(X;)+Cov(M,X;) =1%E( X;)+Cov(M,X;)
i
Asi, temos que:
1
P; =EE( X;)+Cov(M.X;)

PR
O prezo do activo baixo a verdadeira probabilidade é igual 4 suma do valor actual
do valor esperado dos fluxos e unha prima de risco (PR).
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MERCADOS COMPLETOS

Un mercado é completo se existen tantos activos linealmente independentes como
estados da natureza: n =S.

Py X o Xis |4
Sl e e |l ] > P=Xe > 6=XT'P
ISH Xn,l Xn,S ¢n

Neste caso, dados os prezos cotizados no mercado, P, podemos obter o prezo dos
activos A-D sé cando X é invertible. A matriz X é invertible se o rango(X) =S, e isto
s6 é posible se os activos financeiros xeran pagos linealmente independentes. Nese
caso:

e prezo para os activos A-D e o valor para as n: é Unico.
e (Calquera estrutura de fluxos pode ser replicada cos activos A-D e valorada
con n:.

Nota: poden existir tantos activos linealmente independentes como estados e o
prezo dun dos activos A-D ser negativo. Nese caso, o mercado non estaria en
equilibrio posto que existe a posibilidade de realizar un arbitraxe.
Exemplo 1: un activo con risco e con prezo de 18€ e fluxos de 20€ e 10€. Un activo
sen risco con prezo de 8€ e un fluxo de 10€. ¢, =1, ¢, =-0,2.

No caso en que n < S, temos un mercado incompleto, polo que:
e Non existe un Unico prezo para os activos A-D.
e Non podemos valorar, ainda que si podemos identificar en determinados
casos se se verifica a condicién de non arbitraxe.
Na practica, ainda que un mercado sexa incompleto, é posible valorar sempre e
cando os investidores poidan revisar dinamicamente a composicion das suas
carteiras.

ACTIVIDADES PROPOSTAS

1. Nun mercado no que a curva de factores de desconto é de 0,95, 0,90 e 0,86 para
1, 2 e 3 anos e a incerteza caracterizase por medio de 3 estados da natureza, o
prezo dos activos Arrow-Debreu en cada instante do tempo (anos) quedan
recollidos na seguinte matriz:

estados

0,28 0,45 0,22
tiempo| 0,20 0,30 0,48
0,22 0,36 0,28

Existen posibilidades de arbitraxe neste mercado? Se fose asi, cal seria a estratexia
adecuada?

2. Nun mercado intercambianse 3 activos, A, B e C, cuxos pagos continxentes son:

— AV
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A B C
s=1(10 20 5
s=2130 44 9
s=3{12 27 10

(a) E completo este mercado? Podemos obter o prezo dos activos Arrow-Debreu?
(b) Se o mercado non é completo, é posible completalo introducindo unha opcién
call sobre algun dos activos?

3. Nun mercado intercdmbianse dous activos: o activo A con uns prezos de 95€ e
uns fluxos de 120€ no estado 1 e 80€ no estado 2, o activo B cun prezo de 95€ e
uns fluxos de 150€ no estado 1 e 50€ no estado 2. A probabilidade de estar no
estado 1 é de 0,5. A rendibilidade dun bono cupdn cero para un periodo idéntico ao
dos dous activos é do 5%.

(a) Este mercado, estd en equilibrio? Cal é o prezo dos activos Arrow-Debreu de
acordo cos prezos de mercado?

(b) Cal é o valor das probabilidades risco neutro se o prezo do activo B é de 85€?
Estaria o mercado en equilibrio para este prezo do activo B?

(c) Dados os prezos do activo A e do bono cupdn cero, cal teria que ser o prezo do
activo B para que o mercado estivese en equilibrio?

4. Calcular o prezo de equilibrio dun activo financeiro que xera unha renda de 120€
no estado da natureza 1 e de 80€ no estado da natureza 2, sendo as probabilidades
de cada estado son de 0,6 e 0,4, respectivamente. Para o estado 1 o prezo do
activo Arrow-Debreu por unidade de probabilidade é de 0,9. Neste mercado tamén
se intercambia un bono cupdn cero para o mesmo periodo de tempo cunha
rendibilidade do 5%.
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