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INTRODUCCION

Esta unidade diddactica forma parte do curso de Analise Econdmica dos Mercados
Financeiros | que se imparte no primeiro cuadrimestre do Master en Economia:
Organizacién Industrial e Mercados Financeiros.

O propdsito da unidade é introducir o modelo de valoracion de activos en equilibrio
denominado CAPM. Con este propdsito, explicase a determinacién do risco e da
rendibilidade esperada dun activo ou dunha carteira de activos, introducindo asi o
concepto da diversificacion e a determinacién do conxuntos de carteiras que tefien
varianza minima para os diferentes niveles de rendibilidade esperada. Unha vez
determinado o conxunto de alternativas de investimento, analizase o equilibrio de
mercado e a determinacion de prezo dun activo en funciéon da rendibilidade da
carteira de mercado, da sUa beta coa carteira de mercado e da rendibilidade do
activo sen risco.

A comprensidn desta unidade reviste un grao de dificultade elevado na mediada
que require dunha elevada capacidade de abstraccién e do manexo de técnicas
matematicas de optimizacidn e da teoria da eleccién baixo incerteza. Para facilitar
a comprension desta materia, ao longo da unidade utilizanse diversos exemplos
numeéricos que tratan de ilustrar a conexion entre utilidade financeira practica do
modelo e as limitacidns practicas dos seus supostos basicos.

PALABRAS CLAVE

Risco, rendibilidade esperada, prima de risco, ratio de Sharpe, separacion de
fondos, lifia do mercado de capitais, beta, lifia mercado de activos, CAPM.

METODOLOXIA

e Aimparticién do curso sempre adoptara como punto de partida as intuiciéns
financeiras, que se tomaran como base, e a enmarcacion destas intuicidons no
contexto do problema de valoracion.

e Utilizarase preferentemente a linguaxe grafica, mais intuitivo e mais facil de
asimilar polo estudante, pasando posteriormente a formulacion dos
problemas considerados en termos formais.

e |lustraranse todos os conceptos con exemplos practicos que estean proximos
a realidade financeira do alumno coa finalidade de que o alumno aprenda a
aplicar os instrumentos de valoracidn a activos financeiros con caracteristicas
semellantes.

e Propofierase unha serie de exercicios practicos que ilustren a aplicabilidade e
utilidade dos coflecementos adquiridos.

e Fomentarase a participacion do alumno, tanto no desenvolvemento dos
contidos tedricos como na resolucién dos casos practicos.

A Y
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ALTERNATIVAS DE INVESION NO ESPAZO MEDIA-VARIANZA

1. Risco e rendibilidade esperada dunha carteira

Dado un conxunto de activos j = 1, 2,...,N e dous momentos do tempo: t e t+1. Se
collemos os prezos de eses activos en t e t+1, podemos determinar a rendibilidade

do activo j como:

. Pj,t+1 _Pj,t + Dj,t+1
i. = our.=Ln
j j
Pi

Pj,t+1 + Dj,t+1
P.

Bt

Dado que estamos nun contorno de incerteza, a rendibilidade esperada e o risco do
activo j obtémolo como :

S
Tj = E(rj) = Znsrj’s = L rj’sf(rj)drj
s=1

S
o} =E(5-5) = Xm0 -9 =] 6 - )i

Podemos estimar o valor esperado e a varianza dun activo j dunha maneira sinxela
como:

utilizando datos diarios, semanais mensuais,...dos prezos do activo j.
Polo xeral, o risco midese utilizando a desviacion estandar, posto que mide o risco
nas mesmas unidades que o valor esperado:

1 < _
o= °?=\/ﬁ2(rj,t‘rj)2

t=1
Consideremos agora unha carteira e determinemos o seu valor esperado e o seu
risco. Se dispofiemos dunha renda (m) que podemos investir en didas ou mais
activos financeiros, teriamos que:

e valordacarteiraentsera: m=P N, +P, Ny, =P_,

e valordacarteiraent+lserd: P, ., =P N;+P N,
Asi, podemos determinar a rendibilidade da carteira de xeito semellante & de
calquera activo j:

Pc,t+1 _Pc,t _ Pl,t+1 _Pl,t N, + P2,t+1 _P2,t

1
P m m

c,t
P, —-P, . P, P. -P,. P
Lt+1 1t “1,t 2,t+1 2,t 12t
= N, +

1
PLt m P2,t m

N,

N,

Se denotamos por ®; a proporcién de renda dedicada & compra do activo j, a

rendibilidade da carteira sera:
I, =0 +0y iy

— S 4
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N
Ou ben para N activos: i, = ij I
=1
E dicir, a rendibilidade da carteira é unha media ponderada da rendibilidade dos
activos que a compofien, utilizando como ponderaciéns a proporcién de renda
investida en cada un dos activos.
O equilibrio orzamentario require que: ®, +®, =1, pero ®; poderia ser menor

.

que cero se vendemos o activo j:

0, <0 = w,>0
Dado que o custo do investimento no activo 2 é maior que a cantidade de renda da
que se dispon, sendo ese custo adicional financiado coa venda do activo 1. A esta
operacion denominaselle venda en descuberto (short selling)
Se consideramos o célculo da rendibilidade da carteira en tempo continuo obtemos
unha expresion diferente da anterior debido a que o logaritmo dunha suma non é a
suma de logaritmos:

Ln | _ PNy +P Ny
P PNy +P Ny

N
Con todo, para intervalos curtos de tempo: r, = ij I
j=1

A. Rendibilidade esperada da carteira

T, =E(rc)=E(o)1r1+(x)2 r2)=m1ﬂ+m2?2 =0, 5+(1-w)T,

N
En xeral: T, :Zcojfj .
j=1
E dicir, a rendibilidade esperada é a media ponderada das rendibilidades
esperadas dos activos que compoiien a carteira, sendo as ponderacions as
proporciéns de renda investidas en cada activo.
B. Risco da carteira

_ _
El o (r; —1)+ 0y (ry — rg):l

2
2 — —
o =E[0)1 I+ 0y Ty — (0 T, + 0, r2)J

2 2 2 2
W] 0] + ®505 + 20,0,

mfcf +(n§c5§ +20,00,6,65P;5

En xeral:
5 N 5 o N N N N N N
O = ijcj +szj°°h0jh =sz’%“°h<’jh =Zzijh0jchpjh
j=1 j=1h=1 j=1h=1 j=1h=1
j#=h
=o' Vo

O risco/varianza da carteira depende non sé do risco dos activos que a
compofien, sendn tamén da covarianza/correlacion entre eses activos.

— S 4




Unidade 7
didactica Modelo de valoracion de activos CAPM

A covarianza, que mide como se moven conxuntamente as rendibilidades de dous
activos, podendo ser positiva ou negativa, polo que unha combinacién de activos
pode dar lugar a un risco de carteira que poderia ser mesmo inferior ao risco dos
activos que a compoiien.

Exemplo:
0, 0, G,
"1_5;’ 0,7 0,3 6,08%
p2__20°(y 0,5 0,5 5,12%
12 = 0

0,1 0,9 4,73%

A estratexia consistente en combinar activos financeiros con diferentes
covarianzas/correlaciéns co obxectivo de reducir o risco denominase
diversificacion.

As posibilidades de diversificacién coas que conta un investidor dependen, por
tanto, da correlacion entre os activos cos que configura a sua carteira.

Posibilidades e beneficios da diversificacion

j=lh=1 j=1h=1
j#h j#h
-1
®; =y
5 5 N N
(1) N-1 1
Oc _(N)G +( N )ZZ(N(N—I))GJh
j=1 h=1
j#zh

lim 2 = Gin
N—w

O grao diversificacion dunha carteira depende de como sexa a covarianza entre os
activos que a configuran: se os activos non tefien covarianza nula, o risco non pode
mitigarse completamente; en caso contrario bastaria con engadir activos 4 carteira
(risk pooling).
Graficamente:

—

al
=

Riesgo [total

Riesgo no diversificable

N
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2. Carteiras eficientes con 2 activos

A. A relacién entre o risco e a rendibilidade das carteiras que se poden
configurar con 2 activos depende da correlacidn existente entre eses dous activos.
Consideraremos diferentes casos:

a) pp=1
=06 +(1-o)T,
r,0, + ;0 I, — T
2 2 — 201 T 16y 1~ Ig
o, —0O o, —0C
_ 1 2 1 2
o, = (0,07 +®,0,)
rC
T
T b
2 o <07
7

Carteira de varianza minima:

2 2
do; 02 ~610y

=20,67 —2(1- )05 +(2—4m,)0,6, =0 = o, * = 2
@y (0, -03)

O risco da carteira pode ser nulo con vendas ao descuberto:
* * *®
o.*=00,+(1-0))o, =0= 0, £[0,1]
Un exemplo de activos perfectamente correlacionados é un activo
derivado e o seu subxacente.

b) pp=-1
_ _ _ _ 6 _ o _1(%-%
L=o,7+(1-0)T, T, = I T 4+—L17 |+ G,
9 9 Gl+02 01+02 01+02
G, = (0,01 —0,0,) = _
) T % y4- 0 g | [ATR
o. = (w0, —®,C = 1 2 |7
¢ = (0,0, ~ 2,0, ¢ | o, +o, G, + 0, o +0, ) °
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<)

Carteira de varianza minima:

do’
c _ 2 2 _ % _
=2m,0] —2(1-,)0; —(2-4®,)0,05 = 0= o, = ———
o (0, +05)
A carteira de varianza minima configlrase sen vendas ao descuberto dado
que o;*> 0. O risco desta carteira sera:

Gy

) ol
c= Sil Oy
(0, +0,) (0, +0,)
Que é equivalente a un activo de renda fixa.

-1<pyy <1

=0 n+(1-m)1

2 _ 0262 + wlc? 42 —
G = 0,01 + 30, + 20,056,699 = o, =f(1)

_ 2 2 2 2 Ecuacion dunha hipérbola
O = \/03151 + W50, +20155,G5P P

62 Gl GC

A pendente da relacién rendibilidade esperada risco da carteira obtense
como:

dr, dr, /do 2(?1 _?2)\/(’3%03 +(1-0,)03 +20,(1- 0o}
do, do,/dw, 20,67 —2(1— ;)05 +(2 -4, ),

Carteira de varianza minima:

2 2
do, Gy —0105P19

—=2c010% —2(1—(01)03 +(2-4w)0,65p1, =02 0 * = —5——
doy O] +05 —26,Gypyy

No caso no que os dous activos son independentes, p;, =0, teremos que:

2

2.2 2 2 %__ 92
= 0]0] + 0,05, = ;%=

G

2 2
G| + 0y
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Exemplo:
rent. esp.  Varianza Rent.cartera  omega_1 Des. est. carteira
Activo 1 15% 30% 20% 2 122
Activo 2 10% 20% 19% 18 1.08
Correlacién -0.1 18% 16 0.54
17% 1.4 0.80
16% 12 0.67
15% 1 0.55
14% 0.8 0.44
5
YC Risco- rendibilidade carteira 122 gj g:zz
20% 11% 0.2 036
18% __— 10% 0 0.45
16% o=1 _—" 9% 02 056
"""""""""""" 0 8% 0.4 0.68
i:://: yd :1 7% 06 0.82
1o Q\ 6% 0.8 0.95
8% S~

% Pl T~ Carteira de varianza minima
4% : omega_1 0.41
2% — - - 1O, rendibilidade 12%
0% 20% 40% 60% 80% 100% 120%  140% varianza 0.33

B. Consideremos agora a rendibilidade esperada e o risco da carteira cando

incluimos na carteira un activo sen risco:
I, = 1) + Oyl =Tp + (1] — 1)

To =1 + oy (T —1¢)

T T
2 _ 2 2 - _ 17 °f
c. = ®,0) w1 =r1; % e o,
— 1
o, =m0y
rC
o >1_
. /wf:1
Iy \(.01=0 i
~ !
~ '
~ '
< ,
\\
0 <0~
S| Cc

e 1, —I; exceso de rendibilidade da activo/carteira de renda variable sobre

o activo de renda fixa: prima de risco
T -T
o pendente da recta: ratio de Sharpe. Exceso de rendibilidade que se
SJ1
paga por unidade de risco. E o prezo do risco e constitie unha boa medida

da eficiencia dunha carteira.

A Y
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C. A dependencia entre duas carteiras, dunha carteira e un activo e o efecto
do cambio na composicién da carteira é:

e (Covarianza entre 2 carteiras
Cov(ry,Tey) = Cov( o + 5, 0;1 +6,1,)
= 0)19103 + 0)29253 +(0,0; +@,0,)07,
N N
Con N activos: Cov(r,,r.) = z ijehcjh =nVo

j=1h=1

e (Covarianza entre 1 activo e 1 carteira

Cov(rj,r,) = Cov(rj , 01 + Myl ) = ;Cov(r, 1) + 0,Cov(r;, 1)

En xeral:

N
Ojc = thcjh
h=1

Media ponderada entre a covarianza do activo j e os activos da carteira,
onde as ponderacidns estdn dadas polo peso de cada activo na carteira.

Gj. mide a contribucion & varianza dunha carteira se incrementamos o

peso do activo j.

9 N N 602 5 N
— c _ —
j=1 h=1 i h=ﬁ
J#

Se a carteira esta ben diversificada, cun peso para cada activo proximo a
cero:

e Cambios na composicién dunha carteira:
A variacion que experimenta a varianza dunha carteira ante unha variacion
na ponderacién dun activo denominase varianza marxinal. Dada unha
carteira ¢, aumentamos en x euros O investimento no activo j e
financidamola co activo sen risco:

*

I, =1, +x(1j—1p)
2% _ 2 2 2
O, =0, +X 0] +2X0j,
2 2x
oG oG
¢ -2x0% +20, ) < =20,
ox ! ¥ ox !

x=0
Se o cambio no activo j axustamolo cunha reducion do activo h:

*

I

ro+X(1—1,)
Gz* = Gz +x2(c$? +cs121 —20j, ) +2x cov(I,, 1; — 1)
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dc”
8; = 2)<(ch2 +o; - 264, ) +2cov(r, 1; — 1) . 2(cjc —Ope)

x=0
O efecto sobre a varianza de penderd de se:
-(0jc —Oje) >0 un aumento de j e diminucion de h aumenta a varianza da

carteira.
-(0j. —Ope) <0 un aumento de j e diminucion de h reduce a varianza da
carteira.
Podemos reducir a varianza da carteira recompondo as ponderacions da
mesma de acordo coa covarianza, de modo que conseguimos a carteira de
varianza minima. Este proceso finaliza cando: (o, —o},.) =0. Ademais, o

proceso de reaxuste tamén afecta a rendibilidade esperada da carteira:
T
ox

=(5-1)

Exemplo:

T =8% o;,=30%
P12 = 0,25
T, =4% o,=20%

Cov(,1, + 0yly,1;) = 0,6 +(1— o, )Cov(r,,1y) = 0,015+ 0,0750,
Cov(m,r, +®yTy,1y) = 0, Cov(r,,1, ) + (1w, )os = 0,040,025,
Riscominimo: Cov(m;r; + ®,1,,1;) = Cov(m;1; + myly,T,) B o, =0,25
1, =0,25-0,08+0,75-0,04 = 0,05

Gy —0109P19

2 . 2
G] + 03 —26,05p19

O mesmo resultado se obteria con: ®;* =

3. Carteiras eficientes con mais de 2 activos con risco
Consideremos que -1< Pjh <1 e ©;<0, é dicir, permitese a posibilidade de
N

operacions de venda 3 vista (short selling) sempre que: Zoaj =1
j=1

O conxunto de carteiras eficientes no espazo media-varianza que podemos
configurar cos N activos esta dado por todas aquelas carteiras que tefien unha
varianza minima para cada nivel de rendibilidade esperada. As carteiras eficientes
“dominan” no espazo media-varianza as restantes carteiras na medida que para a
mesma rendibilidade esperada o risco é inferior.
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Graficamente:

el

O

onde:

--- indica o conxunto de carteiras eficientes no espazo media-varianza que se poden
configurar a partir dunha combinacién de activos ou de carteiras de activos.

-CVM, carteira de varianza minima, &, >0

Podemos expor o problema de xeito analitico; asi para cada ?c da fronteira:

1 N N B
min —Zijoahcjh
{031,---,03N} 2 j=1h=1

N
tal que: Z(Dj_j =T, r
j=1

Para resolvelo:

1 N N _ N _ N
j=1h=1 =1 =1
oL )% - .
CPO: a_z(J)JGJ +z(’0hcjh_}\'1 j—7\,2 =0 _]=1,2,...,N
©; h=1
j#h

Podemos escribir as CPO como:

N
Z(}JhGJh—klrj—Kz =O _]=].,2,...,N
h=1

Usando notacién matricial, teriamos o seguinte sistema:
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G] Oy oN | oy h 1
) _
Oy Oj Oon || @2 |5 | 2|y _
: 1| . 2| . | =
e 62 o T, 1 0
On1 One o\ N N
v ® T 1y On

Vo-MT-2ly =0y = =1V 'T+i,V 'l
Co valor dos multiplicadores de Lagrange determinamos a composicion da carteira
de varianza minima cunha rendibilidade esperada de fc Teremos os seguinte

sistema de ecuacions:
o=,V T+ V 1y

N
L=)oTf=0T BT = xl(FTV’l ?)+k2 (1LV’1F)
= B A
S T
1= 0j=0'ly Jom = TV ) (V)
=1
A C
De xeito que:
T, =AMB+A,A . _Cr-A B- AT,
1 = e ——
1=%A +1,C BC-A’ > BC-A’

Cr,-A, . \_ B-Ar, , _
*=gea (Vg

BV 'l —AV'T CcVi't-AVTl _ _
B o= 5 + 5 r, =g+ht,
BC-A BC-A
Con estas ponderaciéns obtemos o conxunto de carteiras de varianza minima para
diferentes valores da rendibilidade esperada: fronteira de carteiras eficientes.
e Risco da carteira eficiente:

N N
j=1h=1
=0 V(4 VT T,V
=MT, + A,y
CT,-A _ B-AT,
= s et 2
BC-A BC-A
_ 1
BC-A”

[T —24%, +B]

e A ecuacién da hipérbola no espazo media-desviacién estandar é:
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o, = \/%[CFCQ ~2AT, +B] con D=BC-A’

e Carteira de varianza minima:

ds, 11/ . " A 1
E_E[B(Crc —2AT, +B)} (2cT,-24)=0= T, = %=y
Graficamente:

T

A

C

e Todas as carteiras que tefien unha rendibilidade esperada superior 8 CVM
son eficientes: fronteira eficiente de carteiras. En caso contrario, para o
mesmo nivel de risco existe unha carteira con maior rendibilidade
esperada. Covarianza entre duas carteiras eficientes, p e g:

Cov(r T, )= cofqu

pP’>q
_\T _
=(g+hrp) V(g+hrq)
- _\T(Bly—AT CT-Aly_
_(g+hrp) ( 5t o rqj
_[BIyV' ATV . CT V' -AI V! _ )(Bly -AT LCT-Aly
D D D D

-Slls-5ela-5¢) )2

Exemplo:

T, =12% o, =30% p1p = 0,15
T, =6% o,=20% P13 = 0,06
T=8% o0,=40% Pag = 0,35

A =2.51498193, B= 0.22863006, C = 32.4348548, D =1.09044862
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—0.94327294
omegal omega 2 omega3 rent sigma
g=| 2.11345411 [ o000 0.99 0.01 0.06 02 |
0.17 0.79 0.04 0.07 0.18
-0.17018117 [ o034 0.58 0.08 0.08 018 |
0.51 0.38 0.11 0.09 0.19
15.6593407 0.69 0.17 0.14 0.10 0.23
[ os6 -0.03 0.18 0.12 027 |
h=|-18.6813187 1.03 -0.24 0.21 0.13 0.32
302 1 97802 1.20 -0.45 0.24 0.14 0.37
1.37 -0.65 0.28 0.15 0.42
1.55 -0.86 0.31 0.16 0.48

Graficamente:

0.25

0.1 - 1

0.05 ~—|

-0.05

-0.1

rendibilidade esperada:7,75%
risco: 17,56%

Efectos das variacions da correlacidn na fronteira eficiente:
P12 =15% P12 =90% P12 =—1%
P13 ==90% py3 =70% P13 =8%
Pog = —H0%  Poz = 50% P23 = 5%

0.80

4. Teorema de separacion de fondos e outros resultados

Calquera carteira eficiente da fronteira de carteiras pode ser xerada a partir da
media ponderada de duas carteiras calquera eficientes. Dadas duas carteiras
eficientes arbitrarias, p e g, podemos atopar unha carteira eficiente, j, cunha
rendibilidade esperada T, a partires dunha combinacion lineal de p e q tal que:

— AV
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=—"*|
|
| |2

=0 +(1-0) = 0==

=3
|
gl

0; = 0w, +(1-0)o,
=6(g+hr,) +(1-6)(g+hry)
=g+h(0, +(1-0)1)))
=g+hg
Outros resultados:
e Calquera combinacion linear de carteiras fronteira esta sobre a fronteira.

M M M
@, = O ko = 2 Ay (g+hT,)=g+hY A, T, =g+hT,
m=1

m=1 m=1
e (Calquera combinaciéon convexa de carteiras da fronteira eficiente sera
eficiente.
Z AT > i A A
T= m P mE T

e Para calquera carteira p sobre a fronteira, excepto CVM, existe unha unica
carteira, z(p), sobre a fronteira que tefien covarianza nula con p.

o) (530~ 0 = 5 -2

Graficamente:

/1 Oec
C

e A covarianza da CVM con calquera outra carteira é igual a varianza da

ol S5m0 L=t oot

e Para calquera carteira g, tal que ©, = A0, +(1-A)o, Ae[0,1) existe

unha carteira z que tefien covarianza nula con q.
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T o Oe
C
§ =k HI-M)E
__|A p/c . T, -A/C
p_A_ DI LN O VTe) M P

C ?q -A/C
e Dada unha carteira p ineficiente, a ordenada na orixe da recta que une p e
a CVM ¢é igual 3 rendibilidade esperada dunha carteira q que ten

covarianza nula con p e minima varianza entre todas as carteiras de
covarianza nula con p.

Ie

p

T T _ T _
min @, Vo, tq.o,Vo, =0, o ly=1
q

e Arelacidn entre a rendibilidade dunha carteira g, con independencia de se
é eficiente ou non, e as carteiras situadas na fronteira estd dada por:

B =qu§)+(l_ﬁqp)fl(p) Bop =—-
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T,
¢ _ _
d? p—
_23)—121 cando Ap+(1-%)q
dcp Op “Ogp
GP
_ L5
; pendente recta que une pe T, =
i Cp
T -T -1 c o’ -o
(o L~h _Hh~Fh = _Sw- % %
% 2 - = = L="%h 2
Gp - qu p GP GP
c5]3
5. Carteiras eficientes con activos con e sen risco

Consideramos un activo sen risco e un activo ou unha carteira con varios activos
con risco. As caracteristicas desta carteira seran:

I'c:rf—i_(*)l(rz_rf) - r, —TI¢
B T =1+ — G,
G.,=m,0, z
Graficamente:
I.C

Ie

Neste caso, a fronteira de carteiras eficientes sera:

Carteira tanxente

Ie

Ie
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Analiticamente, podemos derivar esta fronteira resolvendo o problema:

N N
fu =2 O 2 o5(5-x)
=1 max =
9 N N @5y O N N %
GM = Z(DJ(DhGJh zzmjmhcjh
j=lh=1 j=1h=1
Ou ben:
N N
i 23 00,0,
10 ON j=1h=1
N N
tal que ijrj+ I—Zco I =Ty
j=1 =1
Solucién 1:

oL g o _ .
£=(x)]6]+hZ:(DhGJh—7u1(1‘J—I‘f)=0 J=1,2,...,N
=1
CPO: : #h
N N
= Y oo~ A (G-1)=0 j=12...N
J=1 =1

En termos matriciais, podemos escribir as CPO como:

2
61 O ' Oy | oy i 1 0
) _
Oy1 Oy v Oy || D2 |_, L AT Ly
. 1] . 1 =
2 o] T 1 0
Ont  On2 ON /O N/ N AN
N
N ® ¥ 1y On

Vo-i (T-r1y) =0y

}-»cow‘l(‘

Ty =0 (T-1ly)+1

H=(T-5l) V' (T-rly)

Solucién 2:

- a1 % <

CPO: (T; —1;)oMm —§(rM —rf)(cs%vl) ’ (20)1-0}2» +22mhcjh) =0
h=1
j#h
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_ (v —1p) & .
(T—1)=——2 0,65 j=12..,N

OM  h=1
—
P
Teremos un sistema de ecuacions:
= _ 2
L1 (o Ol o OIN P(X)l
= _ 2
r2 rf = 021 02 o GQN P(DQ = (I) = V71F
= _ 2
rN rf GNI GNQ GN P(DN
— Y
T v @

O, podémolo obter resolvendo:

Pw, +Pwy +---+Poy =P, + o0y +---+y) =P

Po; =K; j=12,.,N
B o, = 5 j=12,...N
! Pw, +Pw, +--+ Py T
Exemplo:
T,=12% 0,=30%] pg,=0,15
T, = 6% 02=20%} i=5%
CPO: —
(T ~1r)oy _(rl\i—z_rf)((’%@% +(’32612)= 0] (f—1)=Poc; +Pwyoy,
M
(T, — 1 )on _—(FM Q_rf) (0)203 +®1012)= 0 (5 ~1) = Payo; + Payon,
c

M

(0,12-0,05) = P(010,302 +Pw,(0,30-0,20-0,15) Po, =0,7701

(0,06 —0,05) = P, 0,20% + Pw, (0,30-0,20-0,15) | P, =0,0767

_0,7701 10,0767

0,9094 @,

o, =0,0906

0,8468 0,8468
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Graficamente:

iall

25%

20%

15%
/
10% A

5%

0% T T T T T T T v Gc
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80%

Ty =11,5% oy =27,6%
Unha vez que determinamos a carteira tanxente M, o conxunto de carteiras
eficientes no espazo media desviacién estandar esta dado por:

Ty —T
— M f . o
I, =r; +| ——— |0, — > Lifiado mercado de capitais

OwMm

Graficamente: _

rC

M
Iy

S

Lifa do mercado de capitais: relaciona a rendibilidade esperada e o risco para
carteiras eficientes.

Neste caso, teorema de separaciéon de fondos establece que o conxunto de
carteiras eficientes no espazo media-desviacidon estdndar estd determinado por
dous Unicos fondos: o activo sen risco e a carteira tanxente.

A carteira tanxente podémola atopar como:

_ (v — 1) & ,
(rj—rf)z—ZZ(ohcjh=PCov(rj,rM) 1=L2,.,N

OM  h=1

P
(1t —1p) B (T —1¢) o (ty —17) _(?M_rf)
Cov(r,ny)  Cov(ry,ny) Cov(ry,1y) 012\4

Para calquera activo j:
(T —17) _ (Ty —1¢)

= vji=12,..,N
Cov(rj,1y) oy
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Cov(rj,ny) _
+ 2

=1 (v —) Yj=12,..,N
Om
_
B
- o Cov(rj,ny) I
Polo tanto, o coeficiente beta do activo j f3; =——— indica a contribucion
Om

proporcional do risco do activo j a carteira M.
Asi, podemos escribir a rendibilidade esperada do activo j como:

T =1 +P(Ty —17)
Graficamente:

Linea do mercado de activos

/

el

Tp

] By
A lifila do mercado de activos relaciona a rendibilidade esperada dun activo co risco
beta, con independencia de se o activo é eficiente ou non.
Se cofiecemos a beta dun activo j, a lifa do mercado de activos permitenos valoralo
simplemente replicando a sua rendibilidade esperada cunha combinaciéon dos
activos sen risco e a carteira M:

T =1 +Bj(Ty — 1) =BTy +A-Ppy = Pj=oy
A rendibilidade esperada de todos os activos financeiros, dada a sua beta, situarase
sobre a lifia do mercado de activos, pola contra existirian oportunidades de
arbitraxe.
Por exemplo: se a rendibilidade é maior que a de equilibrio, entén é porque o
prezo de mercado é baixo: o exceso de demanda acabaria por elevar o prezo e
reducir a rendibilidade até o seu nivel de equilibrio.
A beta dunha carteira c coa carteira M é igual a:
_ Cov(r,,1y)

Be 2

Om
Cov(oqty +-- -+ oyTy, Iy)

2
OMm

_ 0,Cov(r,1y) et onCov(ry,ny)
oM M

=off; +--+oyBy
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EQUILIBRIO DE MERCADO: MODELO CAPM

1. Supostos basicos:

e Mercado:
o Modelo estdtico: un Unico periodo de tempo no que se negocian activos.
o Os activos son divisibles e a sua oferta esta dada.
o Non existen custos de transaccién.
o Pddese (ou non) intercambiar un activo sen risco a cuxo tipo de xuro se
pode prestar ou pedir prestada calquera cantidade de recursos.
Mercado competitivo: os investidores toman como dados as distribucions
de rendibilidade dos activos, non explicitando ningunha relacién destas
con variables reais da economia.
e Investidores
o Os investidores tefien expectativas homoxéneas (informacién simétrica)
sobre a distribucion da rendibilidade dos activos
o A fronteira eficiente no espazo media-varianza é o mesmo para todos os
investidores.
o Os investidores adoptan as suas decisions segundo o rendemento
esperado e a varianza ou volatilidade da rendibilidade dos investimentos
o A rendibilidade dos activos segue unha distribucion normal ou as
preferencias dos investidores son cuadraticas.
e Eleccidn:
(a) u”’<0, concavidade ou aversion ao risco: a carteira optima esta sobre a
fronteira.
(b) u”>0, utilidade crecente: a carteira 6ptima é eficiente.
investidor 2

0]

rC
investidor 1
Iy
GC
2. Equilibrio de mercado sen activo sen risco: cero-beta CAPM

Os mercados baléiranse: oferta = demanda
o Demanda do activo j para un prezo dado do individuo i: ooijWi

1
o Demanda total do activo j: ZmijWi
i=1
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o Equilibrio para o activo j: Zco iW; =P,Q;
i=1

N I N
o Equilibrio de mercado: ZZmijWi = ZPij =Wy
j=1i=1 j=1
L . P
Z ij \?VVI WQ = O Vi
=1 M M
Teremos que:
o A carteira de mercado é unha combinacidn convexa das carteiras
individuais.
o A carteira de mercado é eficiente dado que calquera combinacién convexa
de carteiras da fronteira eficiente (as carteiras individuais) esta sobre a
fronteira eficiente de carteiras.
Dada a carteira de mercado: o rendemento de calquera activo pode replicarse
cunha combinacién da carteira de mercado e unha carteira de covarianza nula con
respecto a carteira de mercado:
G.
szl_%(M)+(?M_fz(M))BjM Bim =J_2M
Om
A este modelo de valoracién denominaselle cero-beta CAPM.
Graficamente:
Linea do mercado de activos

/(sen activos sen risco)

(fM—fZ(M)) Prima de risco do
mercado

el

B

Activos defensivos  Activos agresivos

3. Equilibrio de mercado cun activo sen risco
e Calquera investidor:

o Non empeora a sua utilidade con respecto ao caso no que non é posible
negociar un activo sen risco, independentemente de cal sexa a sua
aversion ao risco.

o A suUa carteira 6ptima consiste nunha combinacién do activo sen risco e a
carteira tanxente M: separacion de fondos. Esa combinacién depende da
aversion ao risco do investidor.

o Compra a mesma carteira de activos con risco: a carteira tanxente M.

e Os mercados baléiranse:

— S 4
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o A cantidade prestada = cantidade que se pide prestada; MA = MB
o Os activos con risco: oferta = demanda
Demanda do activo j para un prezo dado do individuo i: ®; Wi

Demanda total do activo j: Z(oijW
i 1

Equilibrio para o activo j: Zm iW; =P,Q;
i=1

Equilibrio de mercado: ZZ@ W, = ZPQ =Wy
j=li=1
L w, PQ .
Z 1JW W = O Vi
-1 M M
Teremos que:
o A carteira de mercado é unha combinacién convexa das carteiras
individuais.
o A carteira de mercado é eficiente dado que calquera combinacién convexa
de carteiras da fronteira eficiente (as carteiras individuais) esta sobre a
fronteira eficiente de carteiras.
O A carteira de mercado é a carteira tanxente M.

Asi, o prezo de equilibrio de calquera activo eficiente j esta dado por:

Im —T¢ |Ojm

6 =Pty + (AP =rp +| —— | =——=1; +P;(Ty — 1)
OMm OMm -

) Valor temporal do diﬁeiroT Prima de risco do activo

) de renda variable:

Ratio de Shfr €: . cantidade de risco por

remuneracion do risco exceso de rendabilidade

da carteira de mercado

Cantidade de risco: (fy—1)>0siu'>0

Biom =PjmO;j

Risco sistematico: contribucion do activo j ao
risco da carteira de mercado M. Este é o Unico
risco que se paga en equilibrio.

A esta relacién de equilibrio que nos permite valorar un activo denominaselle
Modelo de Valoracién de Activos (Capital Asset Pricing Model), CAPM,
desenvolvido por Lintner (1965), Mossin (1965) e Sharpe (1964).
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Modelo de valoracion de activos CAPM

Graficamente:

Lifla do mercado de activos

i B

Activos defensivos Activos agresivos

4, Prezo de equilibrio dun activo

Modelo de mercado de Sharpe (1963) establece unha relacién lineal ente a

rendibilidade dun activo e a rendibilidade da carteira de mercado que nos permite
descompor o risco en varios compofientes:

Compofiente sistematico

Compofiente non sistematico

2 _ 22 | 2
m) o =fjoy +Oo;
o

Risco non diversificable,  Risco diversificable, residual
sistemdtico ou de mercado ou non sistematico

f

Sio activo é eficiente, este compofiente do
risco se eliminase coa diversificacion.

|

En equilibrio este risco NON é retribuido.
Asi, o prezo dun activo podémolo obter como:

E(P.,) _ _ E(Pjis
Mzrjzrf"'ﬁj(rM_rf) = Pjt=4
Py 1 +B(Ty —1¢)

% < O’ —aPJt
B, oE (P, )

En caso de desequilibrio, producirase unha correccion:

>0
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,</O prezo sube para axustar o desequilibrio

. «——~0 prezo baixa para axustar o desequilibrio

b By
5. Outra aproximacion ao modelo CAPM

e Os mercados baléiranse:
A cantidade prestada = cantidade que se pide prestada

Os activos con risco: oferta = demanda, ZZ(D W, = ZP Qj =Wy

j=li=1
Activos
1 2 N N+1
1oy @y 0 By BN |0
29 e ® o B © 5 N+l 1
. . 21 Wy 2N Wan+1 [O2
investidores : : . . Co= Y m=1
: : j=1 i=1
I oy ® - ®n OO
91 92 eN 0

¢ Os investidores maximizan a sua utilidade esperada: E[ui (r)] =1 (?i,cs?), onde:

2
1 N N
2 -
( j[z mur1+mlN+1rf] e o =(8—J {E kz mijmikcjk]. A restricion
i j=1k=1

1 N
orzamentaria é: [8—](2 @ + miNHj =1
i

=1

e Maximizacion da utilidade esperada dada a restricion orzamentaria:
CPO,j=1,2,..,N

o, . o2 . g
B (L) e 2l 1) Sonon o [1] oo

of, 0t  of, oo} 1)_of, 1
— +—5 +A| — — I + A, =0
1, 0Ny Oo; OWing 5) or 5 5

o, -
a_{(rj—rf)Jf_l:( ]Zwlk%k}o )=12...N

Concretamente, para os activos j e k:
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of, of, 1\

Frl( J_rf) 562 {%aj;{mlkcjk} T or, F_r
@(Y -1 )= of; 1)< -2 S

ot \ f T2 2 8*1 ;wikcm ];mikcjk émik%k

N
Como en equilibrio: Zwik =0, k=12,.,N
k=1

L-f  T,—f

N - N
z 0o ik z 0,04
k=1 k=1

Multiplicando por 6, e sumando para todo activo con risco:

> (04T —041; )

al; — 9ty | — - - -

d=1 _Im—T - L=  Iy—fk o T o +rM_rf Sim
N N TR N TR =T E——

M M

2. 20400 PICIL
d=1k=1 k=1

6. Extension do modelo CAPM

O tipo de xuro ao que se presta e pidese prestado son diferentes

I

=1, +[$J-Mp(r1\/[p —1,) SiT;< Ty,

I =1, "'BjMpp (rMpp —T,,) SiT;< M,

7. Limitacions do modelo CAPM

e A toma de decisions limitase ao espazo media-varianza, dado que non se
consideran os termos de orde maior a tres na aproximacién da utilidade
esperada.

o Preferencias cuadraticas. Problemas?

o Rendibilidades normais: son estables baixo a suma, pero non é
acoutada por abaixo, o que é inconsistente coa responsabilidade
limitada.

—— AV
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e Os supostos do modelo sobre o mercado non son moi realistas:
expectativas homoxéneas, modelo estatico?

e A evidencia empirica non avala en moitos casos as conclusidons extraidas
do modelo tedrico: O CAPM é un modelo que explica o prezo dun activo
en funcidon dun Unico factor, pero existe a evidencia de que outras
variables (taxa de beneficios, cociente valor contable e valor de mercado,
vendas, etc.), ademais da carteira de mercado, tamén tefien capacidade
explicativa.

8. Ecuacion fundamental de valoracion e modelo CAPM

=n B —1) B (14+)) = (1 x ) 4By (Fy 1)

(1+?j)_(?M ~1;)Om
(I+1)  (1+1)opy

1
l 1=EE(rj)+C0V(M,rj)

=1

(1+?j)+C0V . 1 _(?M_rf)(rM_rf)

(1t1) Pen) . (Lrg)od -

1 _(?M_rf)(rM _?M)
(1+1p) (1+1;)oy
1 (Ty —1¢) Ty B (v —1¢)

(1+1) (1+rf)c5%v[ (1+rf)c512\,I

Qg o

= E[rj (oc0 — 0Ly )] =1 Vvj=1,2,..,N
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