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Introduccion

El objetivo principal de esta memoria es desarrollar una idea de A. Gémez Tato
y E. Macias Virgds para calcular la categoria LS del grupo unitario U(n) mediante la
transformacién de Cayley. Esto nos da una demostracién mas sencilla que la clasica
de W. Singhof [39].

La categoria LS es un invariante homotoépico que ha sido muy estudiado desde su
introduccién en 1935 por Lusternik y Schnirelmann [25]. En variedades compactas
cat(M) + 1 nos da una cota inferior para el niimero de puntos criticos de cualquier
funcién diferenciable. Pueden ademés darse cotas para la categoria LS en términos de
invariantes cohomolégicos como la longitud del cup producto. Al mismo tiempo, la
categoria sirve también para acotar la Complejidad Topoldgica (TC) de una variedad
[14].

Desafortunadamente, la categoria LS es muy dificil de calcular. Por ejemplo, aun-
que la categoria de Sp(2) fue calculada por P. Schweitzer en 1965, hubo que esperar
al ano 2002 hasta obtener la de Sp(3). Esta dificultad ha tratado de paliarse intro-
duciendo aproximaciones algebraicas como la categoria LS racional en homotopia
racional. En general son técnicas dificiles.

La transformacién de Cayley es muy conocida para los grupos ortogonales clési-
cos [37]. Se trata de la aplicacién

()= 4= 4
AT ar A

que esta definida en el abierto {2 de las matrices que no tengan al —1 como autovalor
y envia un grupo de Lie ortogonal G en su algebra de Lie g.

Puede pensarse como una generalizacién de la proyeccion estereografica. Entre
sus propiedades mas interesantes esta la de ser involutiva, es decir, su inversa es ella
misma. Esto nos permite traducir la contraccién radial del espacio vectorial g en
una contraccién del abierto 2. Trasladando adecuadamente este iltimo obtenemos
un recubrimiento abierto del grupo unitario U(n), lo que nos permite demostrar que
su categoria LS es n.
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Al profundizar en este método, descubrimos que estd intimamente ligado a la
teoria de Morse en los grupos de Lie. Recordemos que una funcién f en una variedad
G es de Morse si sus puntos criticos son no degenerados (y en consecuencia aislados).
Clasicamente, las funciones de Morse que suelen considerarse en una variedad (em-
bebida en un espacio euclidiano) son las funciones “altura” y “distancia”. Siguiendo
a Dynnikov y Veselov [41] probamos que, salvo una constante, en un grupo de Lie
estas funciones son siempre de la forma f(X) = RTr(BX), la parte real de la traza
de X médulo una matriz arbitraria B. La funcién que resulta de considerar B = id
fue estudiada por Frankel [17]. Este caso supone una ventaja ya que la funcién
es invariante por la accién adjunta, y por tanto basta estudiar los puntos criticos
en un toro maximal. El inconveniente es que se trata mas bien de una funcion de
Bott-Samelson, es decir, no hay puntos criticos aislados sino subvariedades criticas.

En los trabajos de Dynnikov y Veselov [41] y Haibao Duan [12], sin embargo, se
considera el caso en que B es una matriz diagonal real positiva B = diag(\1, ..., \,),
con \; < ... < \,, para la que f es una funciéon de Morse “perfecta”, es decir,
tiene el menor numero posible, #X¢, de puntos criticos. Recordemos que segin
el teorema clésico de Lusternik y Schnirelmann, cat G + 1 < #X; para cualquier
funcién diferenciable (aunque no sea de Morse). Esto es asi porque, para cada punto
critico, el flujo del gradiente de f determina un abierto contractil. Pues bien, resulta
que ese flujo del gradiente esta dado precisamente por la contraccién asociada a la
aplicacion de Cayley.

Contenido
El desarrollo de esta memoria es el siguiente:

Dedicamos el capitulo 1 a los preliminares. Comenzamos dando la definicion de
grupo J-ortogonal, donde J es una matriz tal que J? = %id y calculamos su algebra
de Lie. En estos grupos serda donde haremos la construccién de Cayley del capitulo
4. Casos particulares seran los grupos ortogonal O(n), unitario U(n) y simpléctico
Sp(n), que también denotaremos por O, (K), con K = R, C 6 H respectivamente.
Incluimos en este capitulo una seccién (1.2) en la que estudiamos el algebra line-
al de las matrices sobre los cuaternios H, pues la no conmutatividad proporciona
algunas sorpresas (por ejemplo, no es cierto que para el producto de matrices se tenga
(AB)! = B'A"). En particular, para que las férmulas habituales de la matriz asociada
por columnas sigan funcionando, debe considerarse en H" la estructura de H-espacio
vectorial por la derecha. Es especialmente importante discutir (teniendo en cuenta
que no tenemos el determinante usual) la existencia y nimero de autovalores por la
derecha y la diagonalizacion de matrices normales. Serfa también de interés discutir
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mas a fondo los autovalores por la izquierda, pero hemos encontrado muy pocos
resultados en la literatura de este campo [22, 30]. La tltima seccién contiene un
breve resumen de la teoria de Morse siguiendo el libro de Milnor [35].

En el capitulo 2 estudiamos dos tipos de funciones de Morse en subvarieda-
des del espacio euclidiano. En primer lugar, las funciones “distancia” dadas por
fa(z) = |x — a|* y probamos que son de Morse para casi todo a. Consideramos
a continuacién (seccién 3.2) los grupos ortogonales G = O,,(K) como subvarieda-
des de E = M,,x,(K), con lo que el producto escalar usual puede escribirse como
(M,N) = RTrM*N. Entonces, el tangente T;G y el ortogonal 7;G estan forma-
dos respectivamente por las matrices simétricas (hermiticas) y antisimétricas (anti-
hermiticas), mientras que en cualquier otro punto X € G basta trasladar por la
isometria Lx. Esto nos servird para calcular el gradiente de cualquier funcion.

A lo largo de la seccién 2.3 seguimos el articulo de Haibao Duan [12]. Para
obtener que f, es una funciéon de Morse hay que suponer que a es una matriz diagonal
real positiva diag(Ay,...,A,), con Ay < --- < \,. Entonces probamos (proposicién
2.3.1) que sus puntos criticos son las matrices diagonales X = diag(eq,...,&,), con
er = £1, y que el Hessiano viene dado (lema 2.3.2) por

Hx(fp)(U) = (1/2)X(BU — U*B).

En la proposicién 2.3.4 calculamos el indice de cada punto critico.

En realidad las funciones “distancia” consideradas hasta ahora son, salvo una
constante, funciones “altura”. En efecto, éstas son necesariamente la parte real de la
traza, fp(X) = RTr(BX), para alguna matriz B. Siguiendo el articulo de Dynnikov
y Veselov [41] probamos que el gradiente viene dado por gradgz(X) = B* — XBX y
que por tanto en 2.4.3 los puntos criticos son las matrices X € G tales que BX es
hermitica.

El caso B = id fue estudiado por Frankel en [17]. Esta vez se trata de una funcién
de Bott-Samelson. Obtenemos también el Hessiano y el indice en un punto critico
para el caso en que B es una matriz diagonal apropiada.

El capitulo 3 esta dedicado a la categoria LS de un espacio topolégico X. Este
invariante, cat(X), nos da el menor nimero entero n tal que existe un recubrimiento
de X por n + 1 abiertos, cada uno de ellos contractil en X.

En la seccién 3.1 damos las definiciones basicas y recordamos el teorema clasico
de Lusternik y Schnirelman (3.2.1): en una variedad compacta la categoria es siem-
pre menor o igual que el nimero de puntos criticos menos 1 de cualquier funcién
diferenciable f: M — R.

Recordamos también la definicion de la longitud del cup producto en cohomologia
pues nos sirve como cota inferior. Se tiene que [.c.p.(X) < cat(X).
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Abordamos el estudio de la transformacién de Cayley en el capitulo 4. Sea E
el espacio euclidiano M,,«,,(K) y consideremos el abierto 2 de las matrices X tales
que id + X es inversible. Entonces esta bien definida c¢: Q@ — Q dada por ¢(X) =
(id— X)/(id + X)~*.

En la seccién 4.2 damos las propiedades basicas de la aplicacion ¢ y férmulas
tales como ¢(A™!) = —c(A) 6 ¢(A*) = c¢(A)* que nos permitirdn hacer célculos
posteriormente. En particular probamos que ¢? = id.

La seccién 4.3 nos sirve para probar que la transformacién de Cayley ¢ envia el
grupo de Lie G en su algebra de Lie g (y viceversa), siempre que no salgamos de su
dominio de definiciéon

Q={X € M,xn(K): I + X es inversible}.

A continuacién (teorema 4.3.4) probamos que cuando G = O, (K) se tiene g C €2,
con lo que el abierto O, (K)N$2 es contractil. Sera este abierto el que usaremos para
recubrir el grupo y calcular su categoria LS.

Esta seccion se cierra con varios ejemplos.

A lo largo de la seccién 4.4 hacemos el calculo del desarrollo en serie de la
transformacién de Cayley y estudiamos su radio de convergencia. Para ello utilizamos
la serie de Taylor en espacios de Banach tal como puede verse en [3]. Es necesario
primero reescribir las formulas de derivacién de un producto y un cociente en el caso
no conmutativo (lemas 4.4.1 y 4.4.2) y finalmente obtenemos las series

c(H)=id — 2H +2H* — 2H* + ..., para H préximo a 0y
. 1 1 o 1 3 (s
c(1d+H):—§H+ZH —gH +---, para H proximo a 0.

Para el radio de convergencia de series matriciales usamos la definicién que da
G. Choquet en [7].

Para finalizar este capitulo, en la seccién 4.5 generalizamos la transformacién de
Cayley para tener una aplicacién

ca: QA) = Q(A)
dada por
ca(X) = (id - A*X)(A+ X))

donde
Q(A) ={X: A+ X es inversible}

y estudiamos sus propiedades, que son analogas al caso A = id. Del mismo modo,
probamos (teorema 4.5.4) que Q2(A) N O, (K) es un abierto contractil.
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En el dltimo capitulo vamos a aplicar todos los resultados anteriores. En primer
lugar vemos que para resolver la ecuacién del gradiente de la funcion “altura” fg

1
(1) X’:§(B—XBX)
podemos transformarla, gracias a la aplicacién de Cayley, en la ecuacién
(2) Y' = —-2(BY +YB).

Este proceso de paso de G a g es denominado “linealizacion” por Dynnikov y
Veselov en [41].
La ecuacién (2) se resuelve facilmente como

Y(t) — e—tBYbe—tB
y aplicando de nuevo ¢ obtenemos como solucién de (1)
X (t) = (sinh(At) + cosh(At)Xy) - (cosh(At) + sinh(At)X,) ™t

En la seccién 5.2 mostramos cémo se puede calcular la categoria de U(n) obte-
niendo explicitamente un recubrimiento por abiertos categoéricos. La idea es como
sigue: tomamos los abiertos Q(Ay),...,Q(A,), donde Ay = z;id, para diferentes
nimeros complejos zo, ..., 2, con |zx| = 1. Puesto que una matriz unitaria A no
puede tener mas de n autovalores distintos (y de médulo 1), alguna de las matrices
A + A debe ser inversible, es decir A € Q(Ag), con lo que hemos obtenido un recu-
brimiento por abiertos contrictiles. Por tanto cat(U(n)) < n. Por otra parte, como
la, cohomologia de U(n) es A(z1,...,x,), la longitud del cup producto es n, y por
tanto cat U(n) = n.

En el caso de Sp(n) no podemos aplicar este razonamiento, pues sobre los cua-
ternios no es equivalente que la matriz gid+ A sea inversible a que ¢ sea un autovalor
de A.

Sin embargo, en el caso de Sp(2) (una variedad de dimensién 10) todavia po-
demos probar explicitamente que los cuatro abiertos Q(F;;) lo recubren, donde P,
es una matriz diagonal con £1 en la diagonal. Por tanto cat Sp(2) < 3. Que es
exactamente 3 no puede deducirse de la longitud del cup producto (que es 2) pero
si de un resultado de Singhof y Schweitzer [39] que asegura que cat Sp(n) > n + 1.

El caso Sp(1) es trivial ya que cat S = 1.

Una aplicacion de la “linealizaciéon” que vimos en la primera seccion de este
capitulo es un método para obtener la descomposicién polar de una matriz [32]
como explicitamos en la seccién 5.4.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. El grupo O,(J,K) de matrices J-ortogonales

En general una matriz A es J-ortogonal si AJA* = J. Tomamos J tal que
J? = 4id y denotamos al conjunto de las matrices J-ortogonales por

On(J,K) = {A € M, ,(K) tales que AJA® = J}
siendo K un &lgebra asociativa con uno, K =R, C 6 H.
Lema 1.1.1 A € M,,»,(K) es J-ortogonal si y sélo si A* también lo es.

Demostracion.—
Al estar A € O,(J,K) se tiene que A* = J'A~1J luego

A JA=(J ATV ) JA=xT " =J
Ademds, como A = (A*)*, queda probada la equivalencia.

q.e.d.

1.1.1. Algebra de Lie
Calculamos su algebra de Lie:
G = 0,(J,K) C M, xn(K)

subgrupo cerrado del grupo lineal general GL(n,K). Asi, por el teorema de Cartan,
su algebra de Lie vendra dada por

g={X € Mn(K): ¥ € G,Vt € R}



2 1 Preliminares

Proposicién 1.1.2 g = {X € M, ,(K): JX + X*J = 0}.

Demostracion.—
X € Lie(G) si y sélo si X € GVt € R, es decir, si y sélo si X J(eX)* = J
VteR.
Ahora bien, la expresién JX + X*J = 0 la podemos expresar como JX = —X*J
0, lo que es lo mismo, JXJ~!= —X*. Esta condicién es equivalente a
et XTI X
si y sélo si
JetXJ71 — eftX*

si y solo si
JeX J e = id
0, equivalentemente,
etXJ—letX* _ J_l,
Si J? = 4id, J~! = 4J y por tanto e J(e!*)* = J.
qg.e.d.

Observacion 1.— Hemos utilizado que para cualquier matriz A € M,,«,(K),
(e?)* = e?". Esto es es cierto para las matrices con coeficientes reales o complejos al
ser ambos cuerpos conmutativos, lo comprobamos para las matrices cuaterniénicas.

Al escribir el desarrollo en serie de la exponencial de matrices observamos que
lo tinico necesario para que (e?)* = ¢4 es que (A")* = (A4*)" pero si K = H|,
(AB)* = B*A*.

Observacion 2.— Aunque en general el dlgebra K no sea conmutativa, es fécil
comprobar que podemos poner como condicién de pertenencia a g que X verifique
tanto JX + X*J =0 como X.J + JX* = 0, utilizando en este tdltimo caso que
X =JtXx*J L

De esta observacion se sigue el siguiente lema:

Lema 1.1.3 Dada X € M,,+,(K), se verifica que X € g si y sélo si X* € g.

1.1.2. Ejemplos
Ejemplo 1 J=id.

» O,(J,R) ={A € M,xn(R) : AA* =id} grupo ortogonal de orden n.



1.1.2  Ejemplos 3

» O0,(J,C) ={A € M;»,n(C) : AA* = id} grupo unitario de orden n.

» O,(JJH) = {A € M, ,(H) : AA* = id} grupo unitario simpléctico de

orden n.

O(n) | Uln) | Sp(n)
det=1 | SO(n) | SU(n)

Obtenemos entonces

» o(n) =s0(n) ={X € M,xn(R) : X + X" =0}, matrices antisimétricas,
» u(n) ={X € M;»,(C) : X + X* = 0}, antihermiticas complejas,

w s5p(n) = {X € Muxn(H) : X + X* = 0}, antihermiticas cuaterniénicas y

w su(n) = {X € My,,(H) : X + X* =0y Tr(X) = 0}, antihermiticas cua-
terniénicas de traza cero (este tltimo dlgebra de Lie no es propiamente de un
grupo J-ortogonal sino que corresponde a un subgrupo de Lie de un grupo
J-ortogonal).

Ejemplo 2 J = < _01 é),ﬂ——id.

Se comprueba facilmente que en este caso Oy(J, R) es el grupo lineal especial de
orden 2,

OQ(J, R) = {A < M2><2(R) cdet A = 1} = SL(2,R)

y 51(2,R) esta formado por las matrices reales de orden dos que tienen traza nula.
. I, 9 .
Ejemplo 3 J = 7] J* =id.
T q

R | C
O(p,q) | U(p, q)

Sus algebras de Lie estan formadas por matrices antisimétricas o antihermiticas
en las cajas y simétricas o hermiticas fuera de ellas.

. o O In 2__.
Ejemplo 4 J_(—In 0 ),J = —id.
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Para esta matriz J obtenemos como grupo J-ortogonal al grupo simpléctico real
de orden 2n.
Oon(J,R) = {X € M5, (R) : X'JX = J} = Sp(2n,R)

y su algebra de Lie es

sp(2n,R) = {X € My, (R) : JX + X'J = 0}.

1.2. Matrices cuaternidénicas

Es bien sabido que el cuerpo de los cuaternios no es conmutativo. Esto lleva
consigo que no podamos utilizar los resultados habituales en lo referente a la diago-
nalizaciéon de matrices. Hacemos a continuacién un breve estudio de las propiedades
que verifican en este ambito las matrices simplécticas.

1.2.1. Autovalores por la derecha

Aun cuando en el caso cuaterniénico no podemos definir el determinante de la
misma manera que sobre R y C se define el concepto de autovalor de manera similar
a una de las caracterizaciones de los casos real y complejo.

Definicién 1.2.1 Se dice que un cuaternio ¢ € H es un autovalor por la derecha
de A € My, (H) si existe un vector v € H", v # 0 tal que Av = vq.

Donde A puede considerarse como la matriz asociada a una aplicacién H-lineal
(por la derecha), ¢ : H" — H".

Recordemos que para poder usar la matriz asociada de la manera usual, es decir,
por columnas, es necesario poner los escalares por la derecha .

Lema 1.2.2 Sea A € O,(K) y A autovalor de A. Se verifica que || = 1.

Demostracion.—
Si A € G, A conserva el producto escalar (v, w) = w*v :

(Av, Aw) = (Aw)*Av = w*A* Av = w™v.
Sea v un autovector asociado al autovalor A,
(v,v) = (Av, Av) = (VA VX)) = (v, V)| A

luego |A| = 1.



1.2.2  Diagonalizacién )

Sin embargo, con esta definicién el conjunto de autovectores asociado a un au-
tovalor ¢, ¥(g), no es un subespacio vectorial pues, dados v,v" € 3(q), la suma se
mantiene dentro de ¥(g) pero el producto por escalares no:

p(0A) = p(V)A = (vg)A.
A pesar de esto tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.3 Sea ¢ € O,(H). Si dos autovalores A, X' de ¢ no son conjuga-
dos, entonces los autovectores correspondientes son perpendiculares (para el producto
hermitico) y, en consecuencia, son linealmente independientes.

Demostracion.—
Sean v, v" dos vectores no nulos y A, X’ dos autovalores de ¢ con |A\| = |N| =1,
p(v) = v,
() = N,

Tenemos entonces
(0,0") = (p(v), p(v)) = (WA, VX)) = A" '\ = Xov,v')N.

Si (v,v') # 0 entonces
(v,) "N, v") = X,

es decir, A y X serian conjugados.

g.e.d.

Corolario 1.2.4 ¢ no puede tener mds de n autovalores no conjugados.

1.2.2. Diagonalizacion

Probemos ahora que toda matriz del grupo unitario simpléctico puede diago-
nalizarse. Utilizaremos la siguiente generalizacién del lema de Schur probada por
Brenner en [4, p.331] .

Teorema 1.2.5 Toda matriz cuaternionica es triangularizable por una matriz uni-
taria.

Es decir, dada X € M, «,(H) existe una matriz ' € M, (H) triangular supe-
rior tal que X = UTU* con U € Sp(n).
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Teorema 1.2.6 Toda matriz cuaternionica unitaria es diagonalizable.

Demostracion.—
Sea A € Sp(n). Por el teorema anterior, A = UTU* con T una matriz triangular
superior y U € Sp(n). Despejando T' en la igualdad anterior, T'= U*AU y asi,

TT* = (U*AU)(U*A'U) = U*AA'U =
U*A*UU* AU = (U* AU (U*AU) = T°T.

Es decir, T' es una matriz normal. Adema&s, como T es triangular superior, de
esta igualdad obtenemos para i =1,...,n que

ltiil* = [tal® + [t |* + -+ [tin]?
por tanto, t;; = 0 siempre que j > ¢, luego 1" es diagonal.
g.e.d.

Nota.— La misma demostracion vale tanto para el caso complejo como para la
diagonalizacion de cualquier matriz normal.

Maés atn, veremos a continuacién una serie de propiedades de los cuaternios que
nos permiten comprobar que las matrices simplécticas no sélo son diagonalizables
sino que pueden diagonalizarse a una matriz compleja.

Sea ¢ € H. La conjugacién ¢,: H — H conserva el médulo,

[ig(W)| = lghg™"| = lallPllg™"| = lalla™ (12| = |Al.

En consecuencia, conserva el producto escalar usual de R* (no asi el producto
hermitico de H).

Como i, conserva los reales, también conserva (1)* = (i, j, k) = R3 luego i, es
una isometria de R?. Es decir, tenemos una aplicacién

geHH—1i, € 0(3).

Ademas, por conexién, la imagen estd contenida en SO(3). De hecho como la conju-
gacion por q y por ¢/|q| es la misma, tenemos un morfismo de grupos de Lie (cubierta
universal)

(1.1) Sp(1) = S* = SO(3)

cuyo nucleo es £1. Para ver que es sobreyectivo puede usarse el hecho de que siempre
podemos escribir un cuaternio h de la forma

(1.2) h =R(h) + |S(h)|w,
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donde w € (i, 7, k) 2R3 tiene médulo 1, es decir w € S2. Si |q| = 1, tendremos
q = cos + | sen f|w.

Entonces la rotacién correspondiente a i, es la que tiene por eje de rotacién (w) y
por angulo 26.

Proposicion 1.2.7 Dos cuaternios son conjugados si y solo si tienen el mismo
modulo y la misma parte real.

Demostracion.—
Ya hemos visto que la conjugacion conserva el moédulo. Veamos que también
conserva la parte real,

porque ¢~ =q/q|* y @Gz = @1

Reciprocamente, por la férmula (1.2), nos bastard probar que dos elementos
w,w’ € 5? son siempre conjugados, lo que se deduce de la sobreyectividad del mor-
fismo (1.1).

q.e.d.
Corolario 1.2.8 Todo cuaternio q € H es conjugado a un complejo R(q) £1|(q)].

Proposicién 1.2.9 Dado q € H autovalor de A € M, «,(H), cualquier conjugado
zqr~" de q es también un autovalor de A.

Demostracion.—
Awz™) = (Av)z™ = vgzr ™ = (vo H)wgz™t
q.e.d.

De esta proposicion y del corolario 1.2.8 se deduce el resultado que buscdbamos.

Corolario 1.2.10 Toda matriz simpléctica A € Sp(n) puede expresarse como A = UDU*
donde D = diag(\1,...\,) con \; € C y |N\] = 1.
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1.2.3. Determinante cuaternidénico

A pesar de no ser H conmutativo, ha habido varios intentos de extender el de-
terminante a M, (H) con funcionales multiplicativos de H"*" — H que coincidan
con el determinante para las matrices complejas. N. Cohen y S. De Leo los recogen
en [9]. Se observa que no es posible generalizar a los cuaternios la nocién de deter-
minante complejo, sin embargo si se puede generalizar el médulo del determinante,
| det | (es decir, con valores reales). Se hace mediante el determinante de Study

Sdet: M, 5, (H) — R.

Para definirlo, consideramos cada matriz cuaternionica como M = A+ jB, descom-
puesta en matrices A, B € M,,»,(C). Si M es la matriz asociada a una aplicacién

H-lineal por la derecha p: H" — H™ respecto de la base canénica {ey,...,e,}, po-
demos considerar la misma p como aplicacién C-lineal fi: C** — C?". Esta vez la
matriz asociada a fi respecto de la base {ey,...,en, e1],...,€e,5} es

wo (4 7).

Definicién 1.2.11 Sdet(M) := |det(M)|=.

Nota.— Esta definicién estda motivada por el caso complejo. Si A = P + iQ)
estd descompuesta en matrices P, Q) € M, «,(R) y llamamos

(5 )

detg(A) = | detc(A))?,

como se comprueba haciendo las siguientes transformaciones for filas y columnas

A~<P+ZQ —Q)N(PHQ —Q )

entonces

Q—iP P 0 P —iQ
Proposicion 1.2.12 FEl determinante de Study verifica las siguientes propiedades:
1. Sdet(M) > 0;
2. Sdet(M) > 0 si y sdlo si M es inversible;
3. Sdet(MN) = Sdet(M) Sdet(N);
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4. Sdet(A) = | det(A)| si la matriz A es compleja.

De hecho puede probarse que es el tinico funcional que verifica estas propiedades
(véase [9]). Ademds de las que acabamos de ver estas otras facilitan mucho su célculo.

Proposicion 1.2.13 Dada M una matriz cuaternionica de orden n se tiene que:

1. Si E;j, i # j, es una matriz elemental con todas las entradas cero excepto un
1 en la posicion (i,7), entonces Sdet(! + qFE;;) =1 Vq € H;

2. Sdet(M) no cambia si a una columna se le suma un multiplo (por la derecha)
de otra columna,

3. Sdet(M) no cambia si a una fila se le suma un mailtiplo (por la izquierda) de
otra fila;

4. Si M = (my;) es una matriz triangular superior entonces Sdet(M) = |mqq - - - Myy|;

5. En particular, si M es una matriz con autovalores (por la derecha) Ay, ..., A\,
entonces Sdet(M) = |Ay -+ A\yl;

6. Sdet(M*) = Sdet(M);

7. En particular, si M es simpléctica entonces Sdet(M) = 1.

1.2.4. Autovalores por la izquierda

La teoria de autovalores por la izquierda estd muy poco desarrollada [22, 30]. Una
de las dificultades es que dos matrices similares A y UAU ! no tienen por qué tener
los mismos autovalores. Aun asi es interesante notar que si definimos los autovalores
cuaternionicos por la izquierda obtenemos mas propiedades para los autovectores
que al hacerlo por la derecha. Sin embargo, en este caso no es sencillo ver cuantos
autovalores puede tener asociados una aplicacién H-lineal.

Definicién 1.2.14 Sea ¢ una aplicacion H-lineal. Se dice que ¢ € H es un autovalor
por la izquierda de ¢ si existe un w # 0 tal que p(w) = qu.

En este caso:

Proposicion 1.2.15 El conjunto de los autovectores asociados a un autovalor por
la izquierda q, ¥(q), forman un subespacio vectorial.
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Demostracion.—
Sean A un autovalor, w,w’ € 3(\) y ¢ € H. Se verifica entonces:

qg.e.d.

Proposicion 1.2.16 Los autovalores por la izquierda de una matriz simpléctica
tienen modulo 1.

Demostracion.—
Sea A € Sp(n). Si Av = qu entonces

0 < [v]* = (Av, Av) = (qv, qv) = v*qqu = v*|q[*v = [q|*|v

i
q.e.d.

Sea M una matriz simpléctica. Entonces es claro que ¢ es un autovalor por la
izquierda de M si y s6lo si M — qlI es inversible. Por tanto,

Proposicién 1.2.17 Los autovalores (por la izquierda) de M son las raices de la
ecuacion Sdet(M — qI) = 0.

En [22, 30] pueden verse dos métodos diferentes para resolver esta ecuacién en
el caso 2 x 2. De hecho, en [22] Huang y So prueban el siguiente resultado:

Proposicién 1.2.18 Sea M € My(H). En este caso se verifica que M tiene o bien
sdlo dos autovalores por la izquierda (posiblemente iguales) o bien infinitos, pudiendo
estar, en este sequndo caso, en una, dos o infinitas clases de conjugacion.

En este mismo articulo prueban también el siguiente teorema:

Teorema 1.2.19 Dada M € My(H), si el nimero de autovalores por la izquierda
y por la derecha son finitos entonces los dos espectros coinciden.
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1.3. Sobre funciones de Morse

En topologia diferencial las técnicas de la teoria de Morse son un camino, bas-
tante directo, para analizar la topologia de una variedad diferenciable estudiando
determinadas funciones diferenciables sobre la variedad. Ademads, como puede verse
en la primera parte de [35], la teorfa de Morse nos permite encontrar la estructu-
ra celular de un CW- complejo y obtener también bastante informacion sobre su
cohomologia (véase [12]).

Definicién 1.3.1 Sea M una variedad diferenciable. Dada una funcion con valores
reales, f: M — R diferenciable, se dice que un punto p € M es un punto critico
de f si fo: T,M — TR se anula. Las imdgenes por f de los puntos criticos se
denominan valores criticos.

Si p no es un punto critico de f se dice que p es regular.

Dado un punto critico de f podemos definir una forma bilineal simétrica H, f
en el tangente, el Hessiano de f en p. El indice de H en un espacio vectorial V'
estd definido como la mayor dimensiéon de un subespacio de V en el cual H es
definida negativa. Para referirnos al indice de H, f en el T, M hablaremos del indice
de f en p.

El indice de un punto critico no degenerado p, es el nimero de autovalores
negativos de la matriz Hessiana en p. Intuitivamente, la informacién que nos da es
el numero de direcciones independientes en un entorno de p en las que f decrece.

Definicién 1.3.2 Un punto critico p es no degenerado si la Hessiana de f en p es
no singular.

Conviene senalar que los conceptos de punto critico, indice y ser no degenerado
son independientes de la elecciéon de las coordenadas locales que tomemos. Estas
nociones nos permiten recordar uno de los conceptos basicos del presente trabajo:

Definicién 1.3.3 Una funcion f : M — R es una funcion de Morse si todos sus
puntos criticos son no degenerados.

Lema 1.3.4 Sip € M es un punto critico no degenerado de una funcion diferen-
ciable f, existen coordenadas locales (1, ...,x,) centradas en p de manera que

f(Ih,J?n):f(p)—I%——x3+x%+1++xi7

donde r es el indice de f en p.
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Corolario 1.3.5 Los puntos criticos de una funcion de Morse son aislados.

Un ejemplo tipico de funciones de Morse es el que se muestra a continuacion:
Ejemplo 5 Funcion “altura” en el toro.

Se observa que esta funcién tiene cuatro puntos criticos de indices 0,1,1 y 2.
Al considerar funciones de Morse en variedades diferenciables nos damos cuenta
de que es interesante estudiar los siguientes “conjuntos de nivel”:

M*:={zxeM: f(x) <a}
Para estos subconjuntos tenemos el siguiente lema:

Lema 1.3.6 Dados a,b € R con a < b, si el subconjunto de la variedad formado
por {x € M :a < f(x) < b} no contiene ningin punto critico de f en M, entonces
M?® es un retracto por deformacion de M?P.

Es decir, podemos pasar de un conjunto a otro mediante una aplicacion homotopa
a la identidad.

De este lema se deduce de manera inmediata un criterio de existencia. Si dos
“conjuntos de nivel” M® y M® no son topolégicamente equivalentes (no son hométo-
pos) entonces podemos asegurar que entre a y b hay un valor critico de f. Es decir,
el conjunto {x € M : a < f(x) < b} contiene algin punto critico.

La diferencia entre la teoria de Morse y la de Lusternik y Schnirelmann radica
precisamente en el modo de estudiar las clases de conjuntos homdtopos en una
variedad. La primera utiliza los grupos de homologia para contar el niimero de puntos
criticos de una cierta funcién en M, mientras que la segunda busca directamente
abiertos contréactiles. En principio, la teoria de Morse afina mas que la de Lusternik y
Schnirelmann pero exige que los puntos criticos sean no degenerados. Esto no siempre
nos da los resultados mas precisos, como veremos mas adelante, en el ejemplo del
toro de dimensién dos en R?, para el que podemos obtener funciones diferenciables
con sélo tres puntos criticos, mientras que toda funcién de Morse tiene como minimo
cuatro puntos criticos.

1.3.1. Funciones de Bott-Morse

La teoria clasica de Morse considera sélo funciones cuyos puntos criticos son
no degenerados y por tanto, aislados. En muchas situaciones, sin embargo, nos en-
contraremos que los puntos criticos forman subvariedades de M. Por ejemplo, si
ponemos el toro en horizontal sobre un plano, entonces la funciéon “altura” respecto
del plano tendra las “tapas” de arriba y de abajo como subvariedades criticas.

Debemos a Bott la extension de la teoria de Morse a estas situaciones.
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Definicién 1.3.7 Se dice que una variedad critica N es no degenerada si para
cualquier punto critico p de N la Hessiana de [ restringida al espacio normal de N
es no singular.

Definicién 1.3.8 Una funciéon de Bott-Morse es una funcion diferenciable cuyos
puntos criticos forman una subvariedad cerrada y la Hessiana es no degenerada en
la direccion normal.

Equivalentemente, podemos decir que el ntcleo del operador Hessiano en un
punto critico es el espacio tangente a la subvariedad critica.

El indice lo pensamos ahora como un par (i_,i,) donde i_ es la dimensién de la
variedad inestable en un punto de la variedad critica, mientras que i, es i_ mas la
dimensién de la variedad critica.
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Capitulo 2

Funciones de Morse en
subvariedades de espacios
euclidianos

En general una funciéon de Morse nos da bastante informacion sobre la variedad
en la que estd definida. Al estudiar estas funciones la cuestién que nos planteamos
consiste en cémo encontrar alguna funcién de Morse concreta en una variedad dada.
En esta seccion estudiaremos dos grandes tipos de estas funciones. Las funciones
“distancia”, para las que seguiremos principalmente el articulo [12] y las funciones
“altura” [41].

Cualquier variedad diferenciable n-dimensional puede ser embebida diferencia-
blemente en un espacio euclidiano de dimensiéon menor que 2n+1. Nos llega entonces
con considerar subvariedades en un espacio euclidiano.

2.1. Funciones “distancia” en subvariedades de
espacios euclidianos

Sea M una subvariedad en un espacio euclidiano E. Para cada punto a € E
consideramos una funcién “distancia” en la variedad:

fo: M — R
r = fo(z) = [z —al®.

Nos interesa identificar el conjunto de puntos criticos de esta funciéon y buscar
qué condiciones tiene que cumplir a para que f, sea una funcién de Morse en la
variedad M.

15
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Denotamos por ¥, al conjunto de puntos criticos de f, y por 7, el plano normal
a M en x, es decir, v, ={v e E|v LT, M}.

Lema 2.1.1 Sea f, : M — R una funcion “distancia”, entonces:
) Yo={rxreM:a—z€n,}
(ii) Para casi todo a € E, f, es una funcion de Morse.

Es decir, los puntos criticos de f, son aquellos puntos de E tales que el vector que
une a y x, x — a, es perpendicular a la variedad M en zx.

Demostracion.—
(1) Sea «(t) una curva tal que a(0) =z y /(0) = v € T, M. Si denotamos por
u(t) = a(t) — a, la expresién que obtenemos para la diferencial de f, en un punto x

es:
d

= G J@(0) = 24(0). () = 2 ~ a.0).

f*x<v)

Como
(grad, f,v) = fur(v)
entonces
grad, f =2(z —a) +w e T, M

donde w € ~,. Asi
2(x —a) =grad, f —w

con grad, f € T, M y w € ~,. Por tanto, el gradiente de f, en el punto z es la
proyeccién ortogonal de 2(x — a) sobre el tangente; luego x es singular cuando y sélo
cuando z — a € 7,.

(i1) Para la demostracién de este apartado hemos seguido el argumento usado
en [35, p. 32-38].

Sea vM = |J 7. el fibrado normal. Recordemos que un punto z € E es un
zeM
foco de M si hay algtiin punto ¢ de la variedad tal que x = ¢ + v con v un vector

perpendicular a M en q y J.)¢ es degenerado, con ¢: vM — E tal que a cada
par (g,v) le asocia el punto final ¢+v. Es decir, siy sélo si (x—q) € v, v el Jacobiano
de ¢ en (q,x — ¢) tiene nicleo no trivial.

Sea A C E el conjunto de puntos focales de M. Probaremos primero que f, es
una funcién de Morse si y sélo si a € E'\ A y después que A tiene medida nula en
E.

Por el siguiente lema que prueba Milnor en [35, p. 36]:

Lema Un punto g € M es un punto critico degenerado de f, si y solo si
a es un foco de M en q.
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Tenemos entonces que f, es de Morse cuando y solo cuando a no es un foco.
Para ver que A tiene medida nula en F utilizaremos el siguiente teorema de Sard
probado en [19, p. 205].

Teorema St My y M, son dos variedades diferenciables con una base
numerable de la misma dimension y f : My — My es de clase Ct, en-
tonces la imagen del conjunto de puntos criticos tiene medida nula en
Ms.

Ahora bien, el fibrado normal vM es una variedad de la misma dimensién que FE.
Ademas, un punto de la variedad x € M es un foco si y sélo si es un valor critico
de la aplicacion ¢
po:vM — FE
VE Yy > T+ 0.

Por tanto, el conjunto de focos de M tiene medida nula.
g.e.d.

Después de este resultado general nos restringimos al estudio del espacio eucli-
diano E = M,,,,(K) = K”* y 0,(id, K) como subvariedad que, como vimos en el
primer ejemplo es:

O(n) siK=R
Un) siK=C
Sp(n) siK=H

O,(id,K) = 0,(K) =

2.2. Producto escalar en M, ,(K)

Consideramos un elemento u de la variedad O, (id, K) como vector de R¥ con
k =n?,2n% 6 4n? segtin K = R, C 6 H respectivamente. La norma euclidiana usual,
n

lul® = Juiy

ij=1

2

coincide con la norma de u como matriz de M,,(K) :

11 Tpa T11 ++ Tin

Tin *°° Tnn Tp1 -+ Tnn

T11211 + XT21T21 + -+ + Tp1Tna

TinTip + -+ TnnTnn
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por tanto

n
lul® = Jusl® = Tr(u™u).

1,7=1

A partir de esta norma obtenemos ahora el producto escalar:

2(u,v) =

lu+ ol = [ful* = [lv]]* =

Tr((u+v)(u+v) —u'u—vv) =
Tr(u v+ v*u),

luego
1
(u,v) = éTr(u*v +v*'u) = ReTr(u*v).

2.2.1. Espacio tangente y ortogonal.

Estudiemos ahora cémo son el tangente y el ortogonal de estas variedades.
De ahora en adelante denotaremos por G a la variedad O,,(K).

Lema 2.2.1 Para X € G,
(i) El espacio tangente a la variedad en X estd formado por:

TxG = {U € Mysn(K) : X*U = —U*X}.

(i1) En consecuencia, el espacio normal es:
1xG ={U € Mpxn(K) : X*U =U"X}.

Demostracion.—
(i) Como vimos en el ejemplo 1,

g={veMuK):v+ov" =0}
es el tangente en el neutro. En un punto X cualquiera:
TxG = Lx*TeG = LX*g

Tenemos pues que U € TxG siy sélo si U = XV con V tal que V +V* = 0, es

decir,
X 'Uv=v
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y como X € GG
XU=V

esto es,
XU+UX=0.

(17) Dado un X € G podemos descomponer el espacio de matrices como
M, (K) =TxG @ vxG,

es decir,

Msin(K) ={U e M,,(K) : X*U = -U*X} d{U € M,(K) : X*U =U"X}.

Luego podemos expresar cualquier matriz como suma de una antihermitica y
otra hermitica:
1

]' *
V=SV =V

(V+V")
donde el primer sumando pertenece al T}qG y el segundo a v;,q4G. Ademads, se cumple
que (V = V* V 4+ V*) =0, es decir, los sumandos son ortogonales.

Ahora basta ver que (Lx),,; = Lx conserva el producto escalar. Para ello, al
haber obtenido el producto en funcién de la norma, es suficiente comprobar que Lx
preserva la norma.

| XVI|?=Tr(XV)*XV)=Tr(V*X*XV) =Tr(V*V) = V%
Luego vxG es la traslacion por la izquierda por X de las matrices hermiticas.

g.e.d.

2.3. Funciones “distancia” en O,(K)

Nos detendremos a partir de ahora el caso particular que interesa mas para el
presente trabajo, las funciones de Morse en los grupos de Lie ortogonales.

Sea la sucesion de numeros reales 0 < A\ < ... < A, y la matriz diagonal
B = diag(\1...\,) € E = M, «,(K). Interesa considerar esta matriz para que los
puntos criticos de la funcién “distancia” sean aislados.
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Con la métrica que definimos en la seccion 2.2 obtenemos la siguiente expresién
de fB .

fe(X) = |X-B|
= (X-B,X - B)
= (X, X)—-2(X,B)+(B,B)

i=1 i=1

= (n+ zn: ) — 2RTr(BX).

i=1

Para una subsucesién J = {iy,...,i.} € {1,...,n} denotamos por o, a la matriz
diagonal con —1 en los puestos senialados por el conjunto J y 1 en el resto:

€1 - 0

_ . . | -1 sikeJ,
= e ) ONERRT Y sk T
0 ... &,

Probamos ahora que fp es una funciéon de Morse, hallamos sus puntos criticos y

calculamos el indice.

2.3.1. Puntos criticos

Proposicion 2.3.1 El conjunto de puntos criticos de fg viene dado por:
Yp={id}U{o,;: JCI={1,...,n}}.

Demostracion.—
Por el lema 2.1.1 X es un punto critico de fp siy sélo si X — B € yx, es decir,
X*(X — B) es una matriz hermitica,

X*"(X —-B)=(X-B)X,
de donde, al estar X € GG, obtenemos la condicién
X*B=BX

pues B* = B por ser una matriz diagonal real. Como todos los A\; # 0, B es inversible
asi que podemos escribir
X =B'X*B
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lo que nos da que, si ¢ < 7, entonces

(2.2) cij=(1— ()% >0.

Por ser la matriz X ortogonal, i.e, X*X = 0, sus columnas forman una base
ortonormal para el producto (v, w) = v*w. Ademds, como X* sigue siendo ortogonal,
los conjugados de las filas de X forman a su vez una base ortonormal.

Si tomamos la primera columna de X* y la primera fila de X obtenemos:

1Z01 2 4 | o> 4 -+ T2 = 1,

(2.3) o] + |z + - A e [P =1
Sustituyendo en la segunda expresién los z;; segin la férmula (2.1) nos queda

A A
(2.4) 211 + (5T + -+ (5
A2 An

)?|Z1n|* = 1.
Restando la ecuacién (2.3) a (2.4) obtenemos:

C12|fl2|2 + e+ 01n|fln|2 =0,

luego, por (2.2),

Ty = =w1, =0.
Por tanto |z11| = 1. Ademsds, la igualdad (2.1) nos muestra que todos los ele-
mentos de la diagonal son reales luego xy; = +1.
Con un calculo andlogo para la fila y columna j-ésimas, con j = 2,...,n, ob-

tendriamos z;; = 0 cuando ¢ # j. Es decir, los puntos criticos son las matrices
diagonales con todos sus elementos principales 1 6 —1.

qg.e.d.
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2.3.2. Operador Hessiano

El siguiente lema nos da una expresién del operador Hessiano de fp que utili-
zaremos para probar que sus puntos criticos son no degenerados, siendo asi fp una
funcion de Morse.

Lema 2.3.2 Dado un punto critico X € G el operador Hessiano para fp en X
viene dado por:

Hy(f)(U) = (1/2)X (BU — U"B),

Demostracion.—

De acuerdo con el lema 2.1.1 el campo gradiente en X de fp es la proyeccién
ortogonal de 2(X — B) al TxG. En general, cualquier matriz puede descomponerse
como vimos en la demostracién del lema 2.2.1,

siendo H y A las matrices hermiticas y las antihermiticas respectivamente.
Denotamos por P = (X — B). Como X' = X* (Lx) }(P)=X*P € T4G.
Entonces

1
L[5(X*P = P'X) + (X"P+ P'X)] =

1
SI(XXTP = XPX) + (XX"P+ XP'X)] =

1 1
5(P—XP*X) + §(P+XP*X),

luego
grady fp =
1
SI(X = B) = X(X - By'X]| =
%(—B + XBX).
Para U € TxG
HX(fB)(U) =
, 1
lim ~[grad fp(X +tU) — grad fp(X)] =
1
lim o[ = B+ (X +tU)B(X + tU) — (=B + X)BX)] =
1
lim Q—t[XBX +tXBU +tUB +t*°UBU — XBX] =
1

1
5(XBU +UBX).
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Ahora bien, como los vectores del tangente a G en X anticonmutan salvo la
traspuesta de la conjugada, con X y X y B conmutan por ser ambas matrices
diagonales reales,

XBU +UBX =
XBU +UXB
XBU — XU*B =
X(BU - U*B)

esto es,

Hx(f5)(U) = 3X(BU = U"B)

que, efectivamente, sigue estando en el TxG :

X*X(BU — U*B)
BU-U*B =
(U*B - BU)* =
—(BU —U*B)*X*X =
—(X(BU — U*B))*X.

q.e.d.
Observacion.— Segun el articulo [12], (lema 3.4 pag 20)
Hx(fs)(U) = (U"B = BU")X.

De todas formas, probablemente sea un error tipografico pues esta expresién ni
siquiera estd en el plano tangente. Ademads, después aparecen bien calculados tanto
los autovalores como el indice.

Teorema 2.3.3 fp: G — R es una funcion de Morse en G.

Demostracion.—
Por la proposicién 2.1.1 ya sabemos quienes son los puntos criticos de fg. Nos
llega entonces con probar que son no degenerados.
Un conjunto natural de generadores del espacio de matrices de orden n viene
dado por
{Est 1 <s<t<n}U{F,;:1<s<t<n}

donde E; son las matrices simétricas de componentes:
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cy={ g FEIN 066D = (1)

0 en otro caso

y Fs: las antisimétricas de componentes:

1 si(i ) = (s, 1)
fiy=q 1 si(i,j)=(s)

0 en otro caso.

Dado un punto critico X € ¥, X = 0, una base para el TxG es la trasladada
de la anterior, es decir, aquellos Es; y Fs; que conmutan con X:

{Esi:(s,t) € Ix S}U{Fes: (s,8) € I x J,8 xS, s <t}
Donde S es el complementario de J en I.

Aplicamos ahora la expresion obtenida en el lema 2.3.2 para el operador Hessiano
a las matrices de la base E,; y Fs;, y resulta

(2.5) Hy(f5)(Bsy) = (A — A\)Esy si (5,8) € I x J,

(2. H(fa)(F..) {‘*%+&Wh i (s,1) € T x J

()\s + )\t)Fs,t si (S,t) eSS xS

Esto nos muestra que las matrices de la base escogida son precisamente los
autovectores del operador Hessiano de fg. Tenemos pues que la matriz asociada
a Hx(fp) tiene rango maximo y por tanto, fp es una funcién de Morse.

qg.e.d.

2.3.3. Indice

Proposicion 2.3.4 El indice de fg en cada punto critico viene dado por:
Ind(oiy. i) fe = dimgK - (iy + - +14,) — 7.

Demostracion.—
Veamos que el nimero de direcciones en las cuales el operador Hessiano es defi-
nido negativo es

Ind(o,.. i) = Xis — 1.
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Segun las expresiones obtenidas para las imagenes de la base por el operador Hx,(fp)
tenemos que

Ind(oy) = #{(s,t) e I x J : s <t} +#{(s,t) € J x S : s >t},

donde el primer sumando viene de la primera ecuacién de (2.6) y el segundo de
cuando (2.5) es negativo. Entonces,

Ind(o;)=[r=1)+@r—=2)+---+1+[(t1—1)+ (i —2) + sz—r

por tanto, la dimension real es

Ind(oy) = dimg K(iy + -+ +14,) — 1.

Ejemplo 6 Funcion “distancia” en G = U(2).

Dada B € My(C), B = ( Aol \ ) v X €UQ2),
2

f(X) =2+ 234+ A2 — 2N R(211) + MaR(292)) = (2 + A+ A\3) — 2RTr(BX).

Por la proposicion 2.3.1 el conjunto de puntos criticos estda formado por
10 -1 0 -1 0 1 0
0 1)’ 0 -1 )" 01)’\0 -1

Ind(id) = O,
Ind(—id) = Ind(op,9y) = 2(1 +2) — 2 =4,

( é ) Ind(oy)=2-1-1=1,

0
1
0
Ind( 1)—]nd02 )=2-2—1=23.

con indices
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2.4. Funciones “altura” en O,(K)

Consideremos ahora otro tipo de funciones de Morse en los grupos de Lie clasicos,
las funciones “altura’”.

Facilmente se comprueba que estas funciones coinciden precisamente con las
funciones “distancia” salvo una constante.

De hecho, si consideramos hg una funcién “altura” arbitraria en G con el pro-
ducto escalar usual, podemos afirmar que:

Proposicién 2.4.1 Toda funcion “altura” G es de la forma
hp(X) = RTr(BX).

Demostracion.—

Sea B € M,,«,(K) un vector arbitrario no nulo. Podemos suponer que el hiper-
plano desde el que vamos a calcular la distancia pasa por el origen (en otro caso la
funcién resultante diferirfa sélo en una constante), de manera que el hiperplano es
simplemente B+. Supongamos también, sin pérdida de generalidad, que ||B]| = 1.

Tomamos un elemento del grupo g € G que puede expresarse como
g =hp(g)B+v, conv e B,

(B,g) = hp(9)(B,B) +0 = hg(g)

pues ||B|| = 1. Entonces, como el producto escalar con el que trabajamos es preci-
samente la parte real de la traza,

hg(g) = RTr(B*g).

2.4.1. Puntos criticos

Lema 2.4.2 Sea hp : G — M una funcion “altura”. El gradiente de hg en un
punto X € M viene dado por:

grad hg(X) = B*— XBX.
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Demostracion.—
gradyhp en G es la proyecciéon del gradiente de hp en E en el espacio tangente
T'xG. Ahora bien,
hg(X) =RTr(BX) = (B*, X)

de modo que, siguiendo el mismo procedimiento que en la demostracién del lema
2.1.1 obtenemos
gradyhg = B*+ W con W € vxG.

De nuevo, como las traslaciones son isometrias y en el tangente en el neutro tenemos
la descomposicién

X 'B*=(BX)" = %[(BX)* — BX] + %[(BX)* + BX]

entonces

1 1
gradyhp = Xi[(BX>* — BX] = 5(8* — XBX).
q.e.d.

Proposicion 2.4.3 Los puntos criticos de hg son las matrices X € G que satisfacen
BX = (BX)*,
Yp={X€eG:BX =(BX)"}.

Demostracion.—
Por el lema 2.4.2 los puntos criticos de hp son aquellos X € G tales que

1
0= §(B* — XBX)
es decir, B* = XBX. Ademss, como X* = X!, entonces X*B* = BX, por tanto
BX = (BX)*.

qg.e.d.

2.4.2. Caso B =id

Consideramos en primer lugar el caso en el que B es la matriz identidad, con
hia(X) = RTrX. Este caso fue estudiado por Frankel en [17]. Al ser h;q invariante
por la accién adjunta, los puntos criticos ya no son aislados, sino que forman sub-
variedades, de hecho, son Grassmannianas. Es decir, h;y no es estrictamente una
funciéon de Morse y para estudiarla necesitamos la teoria de Bott.
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La particularidad de este caso consiste en que nos llega con calcular los puntos
criticos en un toro maximal. En efecto, sea T un toro maximal de G. Como la
traza es invariante por conjugacién, si grady f = 0 para alguna X € G, entonces
gradpyp-1f = 0 para cada B de G. Luego, si X es punto critico todos los puntos de
la érbita de X, My, también lo son. Por otro lado, sabemos que todas las érbitas
cortan al toro maximal, es decir, cualquier elemento del grupo G es conjugado a algin
otro del toro maximal, por tanto, el conjunto de puntos criticos de f estd formado
por las érbitas de los puntos criticos de f en T.

Puede verse en [17] que los toros maximales de los grupos ortogonales pueden
elegirse como sigue:

T = dlag 1 R(@l) R(Qm» c M2n+1 (R), siG = 02n+1(R);

(
T = diag(R(01), ..., R(0,)) € M, (R), si G = O9,(R);
T = diag(z1, . . ) € M,(C) con |z| =1, siG=U(n)
T = diag(z1, ..., 2,) € M,(H) con |z]| =1, si G = Sp(n).

Donde denotamos por R(6;) a la matriz de orden dos asociada a la rotacién de
angulo 6,

sinf cos®

R(0;) = ( cos) —sinf )

Obtenemos asi el siguiente resultado.

Proposicion 2.4.4 Para la funcion “altura™ hiq se verifica:
(i) Su conjunto de puntos criticos estd formado por las involuciones,

Yia = {X € M,xn(K) : X? =id}.

(ii) Si Sy es la reflexion con respecto de la variedad estable V, con dimV = m,
el indice del punto critico Sy viene dado por:

Lin(m—1), siK=R;
inds, hid = ¢ m?, si K = C;
m(2m +1), s K=H.

Demostracion.—

(1) Esta afirmacion se deduce inmediatamente del hecho de que todas las matrices
de O,(K) son normales y la proposicién 2.4.3.

(11) Puede verse en [17].

qg.e.d.
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Ejemplo 7 La funcion parte real de la traza en el toro 2-dimensional.

Consideramos h;g(X) = RTr(X) en el toro T? = [, 7] X [—7,7]. En este caso
tenemos un maximo local, de indice 2; dos puntos de silla, de indice 1 y un minimo
local, de indice 0.

En la siguiente figura aparece representada la grafica de esta funcion.

2.4.3. Funciones “altura” para una matriz diagonal

Volviendo a tomar B del tipo diag(Aq,...,A,) con Ay < ... < A,, podemos
obtener explicitamente el operador Hessiano de hp igual que para las funciones
“distancia’”.

El estudio de estas funciones que hacemos aqui se basa principalmente en el
articulo de Dynnikov y Veselov [41].

Lema 2.4.5 Sea X € G un punto critico y U € TxG, entonces
1

Teorema 2.4.6 Sea B = diag(\1,...,\,). Entonces:

1. Los puntos criticos de hg son las matrices oy de la forma oy = diag(e, ..., &n)
coneg;=1siieJye,=—-1sii¢&J

2. hp es una funcion de Morse en el grupo G.
3. El indice de cada punto critico X es

anX(hB) = dlmR(K)(Zl =+ ... ZT) -

Demostracion.—

1. De acuerdo con la proposicion 2.4.3 sus puntos criticos son las matrices X
tales que BX = (BX)*. Procediendo de igual manera que en la demostracién
del lema 2.3.1 obtenemos el resultado.
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2. Sea Xy un punto critico de hp.
Tomamos una carta local en el neutro y consideramos la aplicacién exponencial
que lleva una matriz Z € Ti4G en la matriz Xoexp(Z) € Tx,G. Al hacer el
desarrollo de Taylor de orden 2 de hg en X, con esta carta local obtenemos,
para X ~ Xy:

hg(X) — hp(Xo
RTrB(X — X,
RTrBXo(expZ — id

1
RTrBXo(Z + 5B2) +o(|| B|I?

n 1 n n
%TT(Z Ni€iZii + 5 Z Ai€i Z Ziiji) + OHZH2 =
i=1 i=1

4,j=1

~—  ~— ~— —

1 n
—5 D" Al + 0l 2
=1

ya que como Z € TigG, Z + Z* =0, ie., z;j = —2;; ¥ zi = 0.

3. Por el lema 2.4.5 obtenemos el indice de hp del mismo modo que para las
funciones “distancia”.

q.e.d.

v . . . .
Puede verse (por ejemplo, [41, p. 7|) que las funciones “altura”’ obtenidas para
estas matrices diagonales son funciones de Morse “perfectas”, es decir, con el menor
nimero de puntos criticos posibles.



Capitulo 3

Categoria LS

3.1. Nociones basicas

Un objetivo clasico en el estudio de cualquier objeto matematico ha sido siempre
el de tratar de reducir dicho objeto a partes més simples y conocidas cuyo analisis nos
permita conocer la estructura de nuestro objeto inicial. En la teoria de homotopia
el objeto més simple es un punto, es decir, un conjunto contractil. Sin embargo,
si tenemos en cuenta como estan situados estos conjuntos en cada variedad no nos
interesara tanto que sean contractiles en si mismos como que lo sean en el espacio.
Esto es precisamente lo que busca la categoria LS.

El estudio de las funciones de Morse y sus puntos criticos sobre determinadas
variedades nos servira ahora para estudiar la categoria LS de algunos grupos de Lie.
Antes de meternos con el cdlculo de dicho invariante topoldgico recordemos algunas
nociones bésicas sobre la categoria LS.

Definicién 3.1.1 Dado un espacio X diremos que un abierto U de X es categdrico
si es contractil en X. Un recubrimiento {U;} de X formado por abiertos de este tipo
es un recubrimiento categdrico.

Definicién 3.1.2 La categoria de Lusternik-Schnirelmann o categoria LS de un
espacio X es el menor entero n tal que existe un recubrimiento categorico de X
formado por n+ 1 abiertos, Uy, ...,U,. La denotaremos por cat(X).

St no existe un recubrimiento de este tipo diremos que la categoria de X es
infinito.

Andlogamente, se define la categoria de un subespacio A C X, catx(A), como
el menor entero n tal que existe n + 1 abiertos contrdctiles en X que cubren A.

31
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En el caso de que los abiertos sean contractiles en si mismos tendriamos la
denominada categoria fuerte, scat(X), que tiene la desventaja de no ser un invariante
homotépico, como puede comprobarse en el ejemplo de Fox [16]. Evidentemente,
cat(X) < scat(X).

Ademas de esta definicion de categoria hay bastantes variantes dependiendo
del tipo de espacio topoldgico que se considere y de la condicién que se le exija a
los abiertos (véase, por ejemplo, [25]). Algunas de ellas son la categoria punteada,
cuando se consideran espacios topoldgicos con un punto; la categoria débilmente
punteada; para un espacio fibrado, la categoria seccional y unas cuantas variantes
mas que no interesan para el presente trabajo.

Podemos afirmar que en un cierto sentido la categoria es subaditiva. Si X = YUZ
donde Y y Z son subespacios abiertos de X, entonces

cat(X) < catY + catZ + 1.

Luego, la categoria de un CW —complejo serd siempre menor o igual que el nimero
de dimensiones en las que el complejo tiene celdas mas una unidad.

Proposicion 3.1.3 Para una variedad diferenciable M conexa,
cat(M) < dim M + 1.

Aunque en general no es facil obtener la categoria, si trabajamos sobre grupos
de Lie tenemos una cota superior en funcién de sus toros maximales:

Proposicién 3.1.4 Sea G un grupo de Lie compacto y conexo y j: T — G la
inclusion de un toro maximal en el grupo. Entonces

cat(G) < (cat(j) + 1)[%(dimG ~rang G)+1] — 1.

3.1.1. Una cota inferior.

Generalmente es dificil obtener la categoria de una cierta variedad pero tenemos
algunas cotas que nos la delimitan.
Sabemos que la cohomologia reducida es una K-algebra graduada con el cup
producto
H*(X;K)® H(X;K) — H*(X;K)

donde a su vez H*(X;K) ® H*(X;K) es también una K-dlgebra graduada con la
multiplicacion
(w1 @ v1) - (U2 ® v2) = (=1)|vr1]|ug|urus ® vivs

siendo |v1], |ug| los grados de homologia correspondientes.
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Definicién 3.1.5 La longitud del producto no trivial mas largo en H*(X;K) es la
longitud del cup producto (l.c.p.).

Debemos a Berstein y Ganea la siguiente proposicion que nos da una cota inferior
para la categoria.

Proposicion 3.1.6 La K-longitud del cup producto de un espacio topoldogico X es
menor o iqual que la categoria de todo el espacio:

lepx(X) < cat(X).

En el caso de los grupos ortogonales puede verse, por ejemplo en [34, p. 119],
que sus cohomologias viene dadas por:

H*(U(n)) = Aler,es,...,€m-1),
H*(Sp(n)) = Ales,er,...,eam-1).

De manera que la longitud del cup producto correspondiente es:

l.cp. (U(n))
l.c.p. (Sp(n)) = n.

3.2. Categoria LS y puntos criticos.

Enunciamos a continuacién uno de los teoremas principales en la teoria de la
categoria LS, el teorema de Lusternik y Schnirelmann (1934).

Teorema 3.2.1 Sea M una variedad compacta y f: M — R una funcion diferen-
ciable sobre M. Entonces, el numero de puntos criticos de f es mayor o igual que
cat(M) + 1. Es decir, si denotamos por ¥ al conjunto de puntos criticos de f:

cat(M) +1 < #%y.

Este resultado se basa en que cada punto critico determina un abierto contractil
mediante el fluyjo gradiente [25]. Veremos mas adelante que en nuestro caso esto
corresponde a la transformacion de Cayley.

De aqui surge también nuestro interés en los puntos criticos pues buscamos nue-
vos métodos para calcular la categoria LS de los grupos de Lie clésicos.

Nota.— En el libro [10, p. 7] los autores insiten en que el teorema es valido no
solo para funciones de Morse sino para cualquier funcion diferenciable. Este resultado
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es muy interesante puesto que, por ejemplo, en el toro T2 toda funcién de Morse
tiene al menos cuatro puntos criticos y sin embargo puede encontrarse una funcion
diferenciable con tres puntos criticos. Como sabemos que l.c.p (T?) = 2 obtenemos
que cat(T?) = 2.

En la siguiente figura podemos observar la grafica de dicha funcién.



Capitulo 4

La transformacién de Cayley

4.1. Definicion

Para pasar de un grupo de Lie J-ortogonal a su algebra de Lie y viceversa vamos
a utilizar la aplicacién de Cayley:

c:gnNQ—GNA
id— X
id + X

X = coX)=
donde
Q ={X € M,»,(K) tales que id + X inversible}.

Nétese que tiene sentido escribir la expresién de ¢ como un “cociente” de matrices
porque
(id — X)(id+ X)™' = (id + X)"'(id — X).

En efecto, dadas M, N € M,,»,(K) tales que AN~ si NM = MN entonces
M =N"'MN yasi MN~' = N='M. Es obvio que
(id = X)(id + X) = (id + X)(id — X).
Proposicién 4.1.1 La aplicacion c : 2 — ) estd bien definida.

Demostracion.—
Sea X € M, «,(K) una matriz tal que id + X es inversible, tenemos que ver que
c(X) € Q, es decir, que id + ¢(X) es inversible.
(id + c(X))(id+ X) =
id+ X +c¢(X)id+X) =
(id + X) + (id — X)(id + X)"'(id+ X) = 2id

35
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luego

(id + ¢(X)) ! = %(id +X)

ya que, en general, dadas dos matrices cuadradas A, B tales que AB = id entonces
BA =1id, es decir, B es la inversa de A.

q.e.d.

4.2. Propiedades

Estudiamos en este apartado algunas propiedades de la transformacién de Cayley
que nos seran utiles mas adelante.

Propiedad 4.2.1 Si A € Q es inversible entonces A~ €Q y (A7) = —c(A).

Demostracion.—

Comprobamos que A™' €  hallando la inversa de (id + A™!). Puesto que
A € Q, existe (id + A)~!'. Buscamos ahora una matriz £ € M,,(K) tal que
E(id + A7) =id:

E+FEA ' =id
implica que
A=FA+FE
es decir,
A=FE(A+id)
y por tanto,

AGid+ A ' =E.
Para comprobar la segunda afirmacién veamos que ¢(A™!) + ¢(A) =0 :
o(A) +e(A™) =
(id— A)(id+A) "+ (id—AHid+ A H? =
(id — A)(id + A)' + (id — A"HAG[d + A =
[(id — A) 4 (id — A ™HA]id + A)~' = 0.

Propiedad 4.2.2 Dada A € 2, entonces A* € Q y c¢(A*) = c¢(A)*.
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Demostracion.—
Puesto que (id + A)* = (id + A*) tenemos que (id + A*)~! = [(id + A)~1]*:

c(A*) =

(id — A" (id + A" =
(id — A)*[(id 4+ A)~ 1)
[(id + A)~'(id — A)]*
[(id — A)(id+ A7 = (A"

q.e.d.
Propiedad 4.2.3 Si X € Q es tal que —X € Q entonces c¢(—X) = (X)L
Demostracion.—
c(X)e(—X) = [(id — X)(id + X) " Y[(id + X)(id — X) '] = id. i
qg.e.d.
Propiedad 4.2.4 La aplicacion c es involutiva, es decir, ¢c~* = c.
Demostracion.—
Sea X €
d —e(X)
2 X) = 1
A(X) = elelX)) = {7
Por un lado tenemos
id—c(X) =
1

id — (id — X)(id + X)~
(id + X)(id + X)™' — (id — X)(id + X)~
[(id + X) — (id — X)](id + X)~!
( )"

1

1

2X(d+ X

Por otro lado, al comprobar que ¢ : 2 — () esta bien definida obtuvimos

(id + o(X)) " = %(id +X)
luego .
A(X) = 2X[(id + X)*1]§(id +X)=X

VXe ie 2=id: Q — Q. qg.e.d.
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Propiedad 4.2.5 Sean B € M,y inversible y A € ), entonces BAB™' € Q y
¢(BAB™') = Be(A)B™.

Demostracion.—
BAB™! € Q pues id + BAB™! = B(id + A)B~! es inversible.

Ademas,
c(BAB™)
(id — BAB ') (id + BAB™) =
B(id — A)B™Y(B(id+ A)B™ )™ =
B(id — A)B'B(id+ A)'B™! =
Be(A)B™

qg.e.d.

Nétese que cuando B~! = B*, como ocurre por ejemplo en U(n), tendremos

¢(BAB*) = Be(A)B*.

Proposicion 4.2.6 Si A es autovalor de A € Q entonces i—i es autovalor de c(A).
Demostracion.—

Sean Ai,...,\, los autovalores de A. Sabemos que necesariamente \; # —1 para
todoi=1,...,n.Si A = —1 fuese autovalor existiria un v # 0 tal que Av = —v, es

decir, Av+v =0, esto es, (A+id)v =0y v # 0, luego A + id no tendria inversa,
pero esto contradice A € €.

Sea A un autovalor de A. Existe un v € K", v # 0 tal que Av = v\, tenemos
entonces

(id+Av=v+Av=0v(1+ )

por tanto,
id—A v—Av 1—A

Tid+ AT 1ex T En

(A
qg.e.d.

Otro modo de probar esta proposicién seria utilizando que las matrices de G son
diagonalizables. Si K = C, GG es el grupo unitario de manera que cualquier A € G es
diagonalizable (véase, por ejemplo, [34, p. 24-26]). En la seccién 1.2.2 vimos que si
la matriz estd en el grupo unitario simpléctico también puede diagonalizarse. Con
este resultado podemos probar la proposicién 4.2.6 como vemos a continuacién.
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Sean A, ..., \, los autovalores de A. Como A es diagonalizable,
AN oo 0
A=P| + .. P
0 W

luego, por la propiedad 4.2.5

Al 0
c(A)=Pc| : | P
0 . A
Ahora bien
A1 0 =y 0
c : = :
0 An 0 1—2,

1+ n

4.3. Restriccion de la transformacién de Cayley

Veamos ahora que la aplicacion de Cayley c: 2 — €2 envia matrices J-hermiti-
cas en J-ortogonales y viceversa.

Proposiciéon 4.3.1 ¢c: gNQ — G N esta bien definida.

Demostracion.—
Sea X € g, i.e, XJ + JX* =0, entonces

—X =JX*J!
asi por las propiedades 4.2.2 y 4.2.5
c(—X) = Je(X*)J !

0, equivalentemente,

co(—X)J = Je(X7)

y utilizando la propiedad 4.2.3 obtenemos que ¢(X) es también J-ortogonal:

co(X)Je(X™) = J.
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Proposicion 4.3.2 ¢: GNQ — gNQ estd bien definida.

Demostracion.—
Dada A € GNQ, AJA* = J de donde JA*J 1 = A~! luego, utilizando la
propiedad 4.2.4,
—c(A) = (A = c(JA* T )

como J? = +id
JA V= JAN

y, por la propiedad 4.2.5,
—C<A) — J—lC(A*)J

esto es, aplicando la propiedad 4.2.2
—Jc(A) = c(A)*T
por tanto, c(A) € gN .
q.e.d.

Proposicién 4.3.3 Sea X € 0,(K), entonces X no tiene autovalores reales no
nulos.

Demostracion.—
Supongamos que existe t € R tal que Xt = vt para algin v # 0. Entonces
v*Xv = v*vt = t|v]|? es un nimero real y, en consecuencia

v'Xv=0X0)" =0 Xv=0v"(-X)v=—v"Xv

por tanto v*Xwv tiene que anularse. Es decir, t|v|? = 0 luego t = 0.

Teorema 4.3.4 El abierto O,(K)NQ es contrdactil.

Demostracion.—
En efecto, el dlgebra de Lie 0,(K) C Q y la aplicacién de Cayley

c: O0n(K) N Q = 0,(K)

es un difeomorfismo.
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Nota.— Por el teorema 4.3.4 sabemos que © N O, (K) es difeomorfo a o0, (K) y
por tanto contractil. La contraccion viene dada explicitamente por

(A1) = (1 — te(A)), t € [0,1].

En el caso de las matrices complejas (o cuaterniénicas) si diagonalizamos A =
Udiag(A1, ..., \)U*, A\ # —1, como ¢(A) = Ue(D)U* s6lo queda calcular

c(D) =diag ((1 — M) /(1 + Ag))

(1 —=1t)e(D)) = diag((t+ (2 —t)Ae) /(2 — t) + tAk)).

Nétese que cada complejo A\, # —1 se mueve hacia 1 siguiendo la proyeccién
estereografica de S* — {—1}.

4.3.1. Ejemplos
Ejemplo 8 Consideramos el grupo unitario unidimensional:
Ul)={z€C|zz=1}=8"
Su algebra de Lie es:
u(l)={z€C|z+z=0}
Puesto que
242" =242 =2R(2)

su algebra de Lie es la recta imaginaria, u(1) =< ¢ >g. Ademas, en este caso,

Q=C\{ze€C:142=0}=C\{-1}

y por tanto
u(l) N2 =u(l).

La aplicaciéon de Cayley es precisamente la proyeccién estereografica de la cir-
cunferencia desde el punto z = —1:

c: S\ {~1} —<i>p

dada por
s e(2) 1—2z zZ—z —ut
A C\z2) = = =
I+2z |14z 145
donde z = s +it. Es decir, ¢ lleva los puntos de la circunferencia (excepto z = —1)

en la recta. Su inversa tiene esta misma expresion.
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Ejemplo 9 U(2) = {A € My(C) : AA* =1id}.

Las matrices de U(2) son de la forma < g _/\%5 ) con a, € C tales que
o> + (B2 =1y [N =1

Sean A1, Ay autovalores de A. Como A € U(2), A es diagonalizable,

_ )‘1 *
acp( )

Asi, para que A € Q tiene que cumplirse que (1+ A1)(1+ Ay) # 0, es decir, A no
puede tener a A = —1 por autovalor.

Utilizando ahora la propiedad 4.2.6 obtenemos que los autovalores de ¢(A) son
12
T+A”

Ejemplo 10 Consideremos Sp(1) = {q e H: |¢| =1} = S3.
Como grupo Sp(1) es precisamente SU(2). Su élgebra de Lie es
sp(l)={weH: w4+ w" =0} =<1i,j5,k>.

En este caso el abierto €2 esta formado por todos los cuaternios excepto ¢ = —1

Observamos entonces que la aplicacién de Cayley es de nuevo la proyeccién este-
reografica de S%\ {—1} en R3:

c: P\ {-1} —<i,j,k >=R?

_1—q

qHC(z)—lJrq

Pero _ _
l-¢_(A-90+7 _7-9¢
l+q (A+q)(1+7 [1+qP
es decir, expresando ¢ como ¢ =t + 2t +yj + zk con t,x,y,2 € R,

_ —Q(x,y,z)
c(q) = m

Nota.— Consideremos el grupo SO(3) de rotaciones de R? o, equivalentemente,
las rotaciones de la 2-esfera S?. Mediante la proyeccién estereografica estas rotaciones
pasan a transformaciones lineales de variable compleja de la forma

> gz;g, con |a* +|8)* = 1.
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El grupo de matrices complejas de orden 2 determinadas por estas transformaciones
(salvo el signo) forman el grupo SU(2). Tenemos pues que Sp(l) = SU(2) y el
isomorfismo de grupos de Lie es

Sp(1) — SU(2)

a+jﬁ»—><g _aﬁ), o, 8 €C.

Por otro lado, SU(2) es un subgrupo de U(2) y en el grupo unitario tenemos la
aplicacién de Cayley entre él y su élgebra de Lie ¢: QN U(2) — u(2). Sin embargo,
c(SU(2)) € su(2) pues ¢ no lleva las matrices de determinante 1 en matrices de
traza 0. En efecto, evaluemos ¢ sobre un elemento A € SU(2). Tenemos

(id+ A) = ( 1;O‘ 1;%)7

luego
det(id + A) = 2(1 + R(«)).

Por tanto, como

2(1—1—?]?(04))0(14):(1;0‘ B )(1_%@ b >:

11—« 1+«
(1+@—a—MF+WP —af — Ba >
pa +ap BP+14+a—a—|af
queda
Trieq)] 2282 20l _ 218

21+ R(a)) 1+ R(a)

Concluimos pues que el isomorfismo Sp(1) = SU(2) no conmuta con la aplicacién
de Cayley.
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4.4. Desarrollo en serie de la aplicacién de Cayley

En este apartado haremos una construccion andloga a la serie de Taylor para
una funcion f : R — R, es decir, considerando ¢ como funcién de una variable

sobre M = M,,,(K) y no como de n? variables sobre K [5].
Consideramos ¢ : 2 — () diferenciable, donde 2 C M es un abierto, asi:

Ay = cx 1 TxQ — Ty,
donde ambos espacios tangentes son el espacio vectorial M, es decir,
d:Q— LM,M).
Ahora tiene sentido hacer las diferenciales sucesivas:

" Q— LM, LM, M)) = Bil(M, M) = L2( M, M)
& Q— LM, M)

Hacemos entonces el desarrollo en serie de c en X =0 para H ~ 0 :

1 1
c(H)=c(0)+ cy(H) + ECS(H,H) + gcg'(H, HH)+---

ydec! =cen X =id para H ~ 0:

1 1
cid+ H) = c(id) + dy(H) + =d4(H, H) + gc{’d/(H, H H)+---

2
Observemos que se conservan las reglas de derivacion del producto y del cociente:

Lema 4.4.1 Sean A, B : R — M diferenciables. Entonces

%m@mm:Aww@+A@E@.
Demostracion.—
d
LiawB) =
E%%M@+MB@+M—A®B@]:
g%%M@+MBﬁ+m—A@B@+M+A@B@+M—A@B@]:

lim = [(A(t+ ) — AW)B(t + h) + AD(B(+ 1)~ B)] =
A'() lim B(t+h) + AN B/ () =
A'(t)B(t) + A(t)B'(1).
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Lema 4.4.2 Sea B : R — GL, entonces
%B(t)_l =-B(t)'B'({t)B(t)".
Demostracion.—
d -1
5B
.1 ~1 -1
I > [B(+ )"~ B(t) )
lim %[B(t +h)'Bt)B(t)' — B(t+h)"'B(t+h)B(t)]
—
lim %[B(t R UBEBE) " — Bt + h) B
Iim %[B(t + B NB(t) — B(t + b)) B(t) ]
lim B(t + (2= f“ =M gy
lim B(t + h)[-B'#)B(t)™
—Bt)"'B'(t)B(t)".
g.e.d.

Obtenemos ahora la “serie de Taylor”:

Proposiciéon 4.4.3 Seac:gNQ — G y H ~ 0, entonces

1 1
c(H) = id=2H + 5 (4H%) + 5 (—12H°) + - -

= id —2H +2H* —2H® + ...

Demostracion.—

] C(O) =1d.
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e cox(H) = &g (X +tH),
C*X(H) =
d
Tliollid = X —tH)(id + X + tH) '] =

[— HGid+ X +tH)' - (id— X —tH) x
(d+ X +tH) ' Hid+ X +tH) Y=o =
—H(@id+tX)™"' — (id - X)id+ X)) "H(@id + X)™' =
[—id — (id — X)(id+ X)) 'H(@d + X)™' =

—(id + ¢(X))H(id + X)~ .

En particular: ¢,o(H) = —2H.

» Calculamos la “derivada” segunda:

C;X(H) =
d )
E|tzoc (X +tH) =
d
E|t:0[_(id+ (X +tH))H(id+ X +tH)_1].

Denotamos por

A(t) = —(id + e(X + tH)H = —H — o(X +tH)H

B(t) = (id + X +tH),

Cox(H) = [A()B(t)™] = A(t)B(t)™" = A(t)B(t) "' B'(t) B(t) ",
es decir

¢, (H)
[(id + e(X)H(Gid + X) ' H(id + X +tH)™]

[(—H — (X +tH)H)(id+ X +tH) "H(id + X +tH) =0 =
(id + e(X))H(id + X) " H(id + X)

(H+ce(X)H))H(id + X) ' H(id + X)!

2(id + (X)) H (id + X) " H(id + X) "

+
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En particular: ¢, (H) = 4H?.

» Hallamos ahora la tercera “derivada”:

cx(H) =cx(H) =
d
EL&:O IX +tH) =

%\tzop(id +o(X +tH)H(d+ X +tH) "H(id+ X +tH)™'].

De nuevo denotamos por
D(t) =2(d + (X + tH))H(id+ X +tH) 'H = —2A(t)H
luego
D'(t) = —2A'(¢t)H.

Teniamos
B(t)=(Gid+ X +tH),

por tanto

C;/X(H) =

Sl DB

[D'(t)B()™" = D(t)B()"' B'(t) B(t)™'] |i=o0

[—2c.x(H)H(id + X +tH)™

—(—2)eox(H)H(id + X +tH) " HGid + X +tH) ] |=o
—2d, (HYH(id + X) ™" + 2c.x (H)H(id + X)) H(id + X) 7%

+

En particular: ¢/,(H) = —2c,,(H)H + 2c.o(H)H? = —12H3.

Obtenemos asi la expresion de la “serie de Taylor” de ¢ que buscdbamos.

Anélogamente:

q.e.d.
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Proposiciéon 4.4.4 Seac: G —gNQ y H ~ 0, entonces

1 11 1.3
id+H) = ——H+ —(zH*) — —(SH*) + -
clid + H) S+ 5 GH) =57+
1 1 1
= ——H+-H>—-H>+--.
R S
Demostracion.—
(i) = 0,
1
caa(H) = —3H,
2
1
C;id(H) = §H2,
/! / 1 1 2 3 3
c*id(H) - _QC*id(H)H§1d+QC*id(H)ZZdH :_Z_LH

q.e.d.

Estudiamos ahora la convergencia de esta serie. Aunque M, «,(H) no es un
algebra sobre los cuaternios es un algebra unitaria sobre el cuerpo de los reales de
manera que para hallar el radio de convergencia de ambas series matriciales podemos
utilizar la definicién de radio que da G. Choquet en [7, p. 247].

Definicién 4.4.5 Sea ag + a1 X + ... + a, X" + ... una serie formal en X con
coeficientes en K. Denominaremos radio de convergencia de esta serie al elemento
p € R* definido por:

1 ; 1
— = limsup |a,|~
1% n—00

Proposicién 4.4.6 Sea H € Q) con |H|| < 1 para alguna norma submultiplicativa.
Entonces,

Proposicién 4.4.7 Sea H € ) con ||H|| < 2 para alguna norma submutiplicativa,

se verifica entonces
= 1
c(id+ H) =) (-1)"5-H".

2n

n=1
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En efecto, para la proposicién 4.4.6:

1
= = limsup|a,|" = lfim V2 =1.
p —

n—o0 o0

En el caso de 4.4.7:

S=

1 T
— =limsup|a,|» = lim — ==,
n—r00 n—oo 21 2

Nota.—Si p(A) el radio espectral de la matriz A, p(A) = A rr}gé)((A) |\;|. Para cual-
i€0p

quier norma submultiplicativa en M,,,(K) se verifica que p(A) < ||A]| (véase el
teorema 1.4.3 de [8, p. 31]).

Corolario 4.4.8 Siid + B es singular entonces || B|| = 1.
En efecto, si id + B singular B tiene a A = —1 por autovalor, luego p(B) > 1.

Este corolario nos garantiza que los elementos del algebra de Lie para los que
converge la serie de la proposicion 4.4.6 estan en (). Sin embargo, es interesante
observar que si B es ortogonal p(B) = 1y por tanto ||B|| > 1. Es coherente entonces
obtener para la serie en el grupo un radio de convergencia superior a la unidad.

4.5. Una generalizacion

Para nuestro propdsito mas interesante que la curva que pasa por un punto
es el abierto radial que sale de cada punto critico, de ahi la generalizacion de la
transformacion de Cayley que hacemos a continuacién. Podemos asi modificar la
definicién de ¢ para tener un recubrimiento abierto del grupo O, (K). Todas las
propiedades que veremos a continuaciéon se prueban de manera analoga al caso ya
visto en el que A = id.

Sea A € O,(K). Definimos el abierto 2(A) C M, (K) como el conjunto for-
mado por las matrices X tales que A + X es inversible.

Definicién 4.5.1 La transformacién de Cayley centrada en A se define como la
aplicacion
ca: QA) = QAY)
dada por
ca(X) = (id — A*X)(A+ X))
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Esta aplicacion esta bien definida ya que, como veremos en la siguiente proposi-
cién, si X € Q(A) entonces c4(X) € Q(A*).

Proposicién 4.5.2 Si X € Q(A) entonces,
I (A+ X)) M1 - XA") = (1 - A X)(A+ X) ' =ca(X);
2. La matriz A* + ca(X) tiene como matriz inversa (1/2)(A+ X);
3. ca(Q2(A)) € Q(A7);
4. (ca)™t = cy-.
Se tienen las siguientes propiedades:

Proposicién 4.5.3 Sea X € Q(A).
1. X* € QAY) yea(X*) = ca(X)*;
2. Para cualquier matriz U € O,,(K) se tiene que QUUAU*) = UQ(A)U* y

CUAU*(UXU*) = UCA(X>U*;

3. Si la matriz X es inversible entonces X 1 € Q(A*) y

ca- (X7 = —Aca(X)A.

Demostracion.—
Unicamente probaremos la tercera afirmacion pues las demostraciones de lo

demas son analogas a las del caso A = id.
En primer lugar buscamos una matriz £ € M,,,(K) inversa de A* + X! Se
verifica entonces que

(XA"+id) = FE
(XA*+id)AA*E = X
(X+AAF = X

Hemos obtenido
(A* + Xﬁl) = A(X*A*I)X.
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Podemos entonces hacer actuar a c4- sobre X! de manera que:

car (X~ 1)

(A*+ X H7l(id — X A)
AX+A)X(GEd - XA =

—AX +A)H(A-X)

—A(X + A)7id — XA*)A

—Aca(X)A.

qg.e.d.

A partir de estas propiedades y de la proposicion 4.3.3 obtenemos el siguiente
interesante resultado.

Teorema 4.5.4 La aplicacion ca lleva difeomorficamente Q(A) N O, (K) en el es-
pacio vectorial real Tx«G de las matrices X tales que AX + (AX)* =

En consecuencia, Q(A) N O,(K) es un abierto contrdctil.

(K
0.

Demostracion.—
En efecto, sea X € Q(A) N O,(K), es decir, X tal que XX* = id y de manera
que A + X tenga inversa. Entonces

ACA(X) + (ACA(X))* =0
si y sélo si
ACA<X) = —CA(X>*A*,
esto es
ACA<X)A = CA<X)*
pero por la proposicién 4.5.3, apartado 3,

ACA(X)A = —Cp* (X_l) = —Cp* (X*)

por ser X € O,(K). Luego, por la primera afirmacién de 4.5.3
ACA<X)A = —CA(X*).

Ademads, Q(A*) N TG = TG, es decir, si AY + Y*A* = 0 entonces A* +Y
es inversible. De hecho, si A* + Y no fuese inversible existiria un w # 0 tal que
Yw = —A*w luego AYw = —w y por tanto AY tendria a —1 como autovalor real.
Sin embargo, AY es antisimétrica de manera que no puede tener autovalores reales
no nulos (proposicién 4.3.3). g.e.d.
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Nota.— De hecho Q(A) = La+(2(1)) = Ra+(2(1)), y como
Ty (G) = La(0,(K)) = Ra-(0,(K)),
tenemos una relacion entre c4 y la aplicacién de Cayley ¢ = ¢; dada por
ca(M) = cr(A"M)A*,
es decir, cy = Ra« ocyo Lys«.

Qid) 24> g = TG

4.5.1. Lineas de flujo para la contraccion de Cayley gene-
ralizada

Sea A € (G. La contraccion radial que sale de este punto podemos parametrizarla

como cy+(e'X) para algin X del tangente TG, es decir AX = —X*A*. Como

AX € T,;,G es antisimétrica, es normal y por tanto diagonalizable, AX = UDU*.
Entonces

P(t) = ca-(e'X) = ca-("A*UDU™) = (id — e'UDU*)(A* + ' A*'UDU*) 7,

esto es
P(t) = c;(e'UDU*)A = Ucy(e! D)U*A.
Veamos donde termina esta linea. Sea D = diag(Aq, ..., A,). Primero calculamos
lim c;(e D) = lim diag((1 — e'\p) /(1 +e'\p)) = —1,
t—00 t—o00
por tanto

Ifm ¢(t) = U(—1)U*A = —A.

t—o0

Es decir, los radios de la contracciéon van de A a —A.



Capitulo 5

Aplicaciones

5.1. “Linealizacién” del gradiente de una funcion
de Morse

Veamos a continuacién una propiedad interesante de las funciones “altura” que
nos permite integrar su flujo de un modo mucho mas sencillo de lo que cabria
esperar. De hecho, comprobaremos que el flujo X (¢) del gradiente X’ = 1(B—XBX)
lo podemos pasar mediante la aplicaciéon de Cayley a otro flujo en el dlgebra de
Lie y alli integrarlo. Utilizando la expresion de Dynnikov y Veselov denominamos
“linealizacion” a este proceso.

Lema 5.1.1 Una solucion de

(5.1) X = %(B — XBX)

es la imagen por la transformacion de Cayley de la solucion de la ecuacion diferen-
cial:
(5.2) d(X) = —-2(Bc¢(X) + ¢(X)B).
Demostracion.—
d(X) =
[(id — X)(id + X))~ Y
~X'(id + X) 7' + (id — X)[~(id + X) 7' X'(id + X) 7]
~X'id+ X)) —e(X)X'(id + X) !
—(id+c(X))X'(d+ X)) =
1
_§(id +¢e(X))(B - XBX)(id + X) ™.

23
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Ahora bien, como (id + X)™! = 2(id + ¢(X)) tenemos

“(id + (X)) (B — XBX)(id + ¢(X)) =

—(id + ¢(X))[B — (id + (X)) (id — ¢(X))x
B(id — ¢(X))(id + ¢(X)) 1 (id + ¢(X)) =

[(id + ¢(X))B(id + ¢(X)) — (id — ¢(X))B(id — ¢(X))]
—2(Be(X) + ¢(X)B).

g.e.d.

Proposicién 5.1.2 La ecuacion (5.1) puede resolverse explicitamente para la con-
dicion inicial X (0) = Xo. La solucion es de la forma:

X (t) = (sinh(tA) + cosh(tA)Xy) - (cosh(tA) + sinh(tA)X,) ™"

Demostracion.—
Dado Xy € 2 la curva integral en el grupo que pasa por Xy no es mas que la
imagen por ¢ de la solucién de la ecuacién (5.2). La solucién en el dlgebra de Lie es

Y(t) = e "PYye ™, con Yy = (X))

luego
X(t) = c(Y(t) = clePYpe ) =
(id — e "PYpe P (id 4 e PYpeP) !

(e tB tBYO) —tB tB( tB | 1By,

)"
)~
(etA(idJrX)—e*tA(ld X)) (id + Xo) 7"
)"
o]~

1

X

(id + Xo)(e tA(ld + Xo) + e_tA(ld X))t
[(etA . e—tA) + (6tA . e—tA)XO] . [( +e tA) + ( tA ) 1
[2sinh(tA) + 2 cosh(tA)Xo] - [2cosh(tA) + 2 sinh(tA)Xo]
Ejemplo 11 B =id
hid(X) == %TT(X)
y el flujo gradiente es
1
gradyh = §(id - X?).

En la siguiente figura podemos observar las lineas de flujo y el campo gradiente

de esta funcioén.
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Integrar este campo consiste en hallar una curva «o(t) tal que
(5.3) o/ (t) = grad,,)h.
Para hacernos una idea de la solucién pasamos al caso real
/ 1 2
(5.4) a(t) = 5(1 - a(t)’)

y resolvemos en R esta ecuacién diferencial.

21iaa?(t) =
(1_2@)+1+2@Qmﬂ0 =
1n1138 = —t—cte
e =
alt) = 11—221

Es decir, a(t) = ¢(Ke™) es la solucién general de (5.4).
Volviendo al caso matricial veamos que analogamente la curva

id — Ke™t
t)=c(Ke ") = ———
alt) = Ke™) = e
es la solucién general de (5.3). Ademds, si le imponemos la condicién inicial a(0) =
Xo tenemos que K = ¢(Xy). Es decir, la solucién particular es entonces

a(t) = cle(Xg)e™).

En efecto, segtin la proposicién 5.1.2 la solucién es Y (t) = e~14Yye 4 pero como
Yy y e 8 conmutan, Y () = e 214y, = e72Yj,.

Si utilizasemos el lema 5.1.1 obtendriamos esta misma solucién mas rapidamente.
De hecho, segin este lema la solucién de (5.3) es la imagen por ¢ de la solucién de
d(X) = —2¢(X). Al pasar esta ecuacién diferencial al caso real obtenemos inmedia-
tamente que a(t) = ke 2.
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5.1.1. Lineas de flujo de la funcion de Morse con B # id

Estudiemos ahora las lineas de flujo ¥ (t) = cq(e P! Xe P!) que pasan por
un cierto punto P € Q(id) N G de la funcién RTr(BP). La matriz B es diago-
nal real positiva, con autovalores ordenados en orden creciente. Para t = 0 sa-
bemos que X = ciq(P). La curva e P tiende a cero cuando t — oo. Por tanto

P(+00) = limy— o0 P(t) = cia(0) = id.

Por otra parte, ¢(—o00) = lim;,_, ¥ (t) = —id. Para probarlo usamos la regla
de L'Hopital:

Im (id — e P Xe ) (id + e P Xe B)t =

t——o00
lim (—(—Be P X)e " — e P X(—Be™"?)) x
t——o0
(~Be"PXe P 4 e PX(—BeP)) T = —id
pues By e P conmutan.

Es decir, las lineas de flujo de los puntos de Q(7) van de I a —1.

5.2. Aplicacién al cédlculo de la categoria de U(n)

Al desarrollar la generalizacién de la aplicacion de Cayley obtuvimos los Q(A),
abiertos contractiles de O, (K) centrados en A. Estos abiertos los utilizamos ahora
para calcular la categoria de U(n) de un modo mucho mas sencillo que el método
clasico.

5.2.1. Demostracion clasica

Reproducimos aqui el calculo clésico de la categoria de U(n) y SU(n) de Singhof
siguiendo el libro [10]. Como se verd a continuacién este cdlculo es mucho més
complejo que el nuestro. Utiliza la exponencial para hacer las contracciones en el
algebra de Lie, con el inconveniente de que esta aplicacién no tiene inversa global, lo
que hace que tengamos que andar con bastante cuidado para poder volver al grupo.
De hecho, quizé lo mas complejo de la demostracion sea precisamente el modo de
escoger la rama de logaritmo apropiada.

Por cohomologia tenemos que cat(SU(n)) > n—1y cat(U(n)) > n. Probaremos
que n — 1 y n sirven también como cota superior. En realidad, nos llega con probar
que cat(SU(n)) <n —1 ya que U(n) es difeomorfo a S x SU(n) y cat S* = 1.

Teorema 5.2.1 cat SU(n) <n — 1.
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Demostracion.—

Recordemos que si A € SU(n), det A = 1y AA* = id. Sabemos también que
estas matrices son diagonalizables via otra matriz unitaria U, UAU ! = D.

Busquemos pues un recubrimiento por abiertos contractiles. Sean &;,...,&, n
complejos de médulo |§;| = 1 tales que & - & -+ &, # 1. Con esta condicién con-
seguimos que no puedan aparecer todos a la vez como autovalores de una misma
matriz T € SU(n) (porque si T € SU(n), 1 =detT =det D =& ...¢&,). Tenemos
entonces una particién de SU(n) formada por los conjuntos

A; ={T € SU(n) : & no es autovalor de T}.

Los A; son abiertos de SU(n) pero en principio no tiene por qué ser conexos. Consi-
deramos B C A; una de sus componentes conexas. Si probamos que B es contractil
en SU(n), tendremos que cada una de las componentes conexas de A; es contréctil
en SU(n), luego, como SU(n) es conexo por caminos, cada A; serfa un abierto
categorico.
Sea
¢: B — H(n)
T — —ilog(T)

donde H(n) denota el conjunto de las matrices hermiticas de orden n. Escogemos
la rama de logaritmo que pasa por §; (véase [10, p. 274-5]) para los detalles de esta
aplicacién). Si denotamos por \; a los autovalores de T' € B tenemos que

pues log(\;) = In(\;) +iarg(\;) y |Ai| = 1. Entonces,
1 =det(T) = det(expip(T)) = exp(iTr(op(T))),

por tanto, Tr(¢(T)) = 2wk para algin entero k. Ahora bien, ¢ y la traza son
aplicaciones continuas y acabamos de ver que esta ultima toma valores aislados.
Como B es conexo, la traza tiene que tomar un valor constante 27wkq para algin
ko € Z. Definimos asi la matriz constante hermitica X, € H(n),

ok
X, = %05,
n
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Veamos que B puede contraerse a exp(iXp). Para poder contraer usamos el he-
cho de que las matrices hermiticas H(n) forman un R-espacio vectorial de manera
que podemos contraer por rectas. Utilizamos depués la exponencial para pasar la
homotopia lineal a SU(n). Definimos la homotopia

H:BxI—s SU(n)
(T,s) — H(T,s) =expli((1 —s)p(T) + sXo)].

Es obvio que

H(T,0) = exp(i¢(T)) = T'y
H(T,1) = expiX, constante.

Comprobemos ahora que esta homotopia esté bien definida, es decir, H(T,s) €
SU(n) para todo s € I. En efecto, las matrices antihermiticas A,, = iH,, forman el
algebra de Lie de U(n). Ademaés,

det(H(T, s))
det(exp(i((1 — 5)o(T) + sX0))) =
exp(Tr(i((1 = 8)o(T) + sX0))),

pero
Tr(i((1 = 5)o(T) + sXo)) =
Tr(i(1 —s)p(T)) + Tr(is?idn) =
i(1—s)Tr(e(T)) + is?ﬂ“(idn) =
2rki(1 — s) +is2nk = 2wki.
Entonces,

det(H (T, s)) = exp(2mki) =

Obtenemos asi que los {A; }1<;<, forman un recubrimiento por abiertos contracti-
les de SU(n).

qg.e.d.
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5.2.2. Demostraciéon mediante la transformacién de Cayley

En cada punto de U(n) tenemos un abierto contréctil difeomorfo al tangente
(teorema 4.5.4). Todos estos abiertos nos permiten recubrir el grupo unitario. Asi,
si calculamos el ntimero de abiertos con los que podemos recubrir todo el grupo
obtendremos una cota superior para la categoria.

Sea M € U(n) una matriz unitaria y Aj una matriz diagonal. Recordemos que
M € Q(Ag) siy sélo si Ay + M tiene inversa. Escogemos en primer lugar la matriz
diagonal con todos sus elementos distinguidos iguales,

A = diag(z,...,z) = zid.

Ahora bien, si Aq,...,\, son los autovalores de M, entonces al diagonalizarla
obtenemos:

A+ M =U(z+M,..., 2+ \)U"

de manera que A + M es inversible si y sélo si \; # 2, Vi =1,...,n.
Encontrar el recubrimiento es ahora una tarea sencilla. Como cada matriz tiene a
lo sumo n autovalores distintos bastara tomar n+1 complejos distintos zg, 21, . . ., Zn,

con |z;]| = 1. Si denotamos por
Ay = diag(zy, ..., 2zx) = zid

tenemos que, dada M € U(n), siempre hay algin z; que no es autovalor de M. Luego
existird algun k para el cual M € Q(Ag). Es decir, {Q2(A;) }o<i<n €s un recubrimiento
de U(n) por abiertos contractiles. Por tanto,

catU(n) < n.

Por otro lado, H(U(n)) = A(x1,x3, ... T2,—1) (véase [10, p. 273]). El cup produc-
to més largo que podemos hacer es 1 Azg A ... Axg,_1 € H™ es decir, la longitud
de los cup divisores de cero de estos grupos es exactamente n de manera que

catU(n) = n.

5.3. Aplicacion al calculo de la categoria de Sp(2)

Recordemos que Sp(n) es el grupo simpléctico de orden n integrado por las
matrices de la forma

Sp(n) ={A € M,x,(H) : AA* =id}
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y tiene dimensién dim Sp(n) = n(2n + 1).

El argumento utilizado en el apartado anterior para calcular la categoria del
grupo unitario no puede extenderse al grupo simpléctico Sp(n). Habitualmente las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. id¢ + X no es inversible.
2. & es un autovalor de X.
3. & aparece como elemento de la matriz diagonal en la diagonalizacion de X.

Sin embargo, en los cuaternios la aplicacién que a cada w le asocia wé no es lineal
por la derecha, de manera que las condiciones (2) y (3) siguen siendo equivalentes
pero no guardan ninguna relacién con (1).

Nota.— La aplicacién que lleva cada w en &w si es lineal. Con la definicién de
autovalor como los cuaternios £ tales que Xw = &w si se tiene la equivalencia entre
las igualdades (1) y (2) (véanse propiedades 1.2.17 y 1.2.12). Pero en principio, con
esta caracterizacion, no tenemos porqué tener diagonalizacion y ni siquiera sabemos
cuantos autovalores de este tipo tiene una aplicacion lineal o si los conjugados de
un autovalor siguen siendo autovalores.

Tomamos en Sp(2) los abiertos Q(id) y ©Q(—id). La unién de ambos recubre todo
el grupo excepto la 6rbita UP,U* de la matriz diagonal P; = diag(—1,1). Veamos
qué mas abiertos necesitamos para recubrir Sp(n).

Teorema 5.3.1 scatSp(2) < 3.

Demostracion.—

En primer lugar comprobemos que (id) U Q(—id) cubren todo el grupo menos
la 6rbita de P;. En efecto, sea X € Sp(2); X € Q(id) si y sélo si X +1id es inversible.
Pero como X puede diagonalizarse a una cierta matriz compleja D, X = UDU*,
que X + id tenga inversa es equivalente a que la tenga D + id. Ahora bien, si
D = diag(dy1,dss), id + D es inversible si y sélo si d;; # —1 para ¢ = 1,2. Si ambos
elementos fuesen di; = day = —1, entonces D + (—id) serfa inversible, X € Q(—id).
Asi, los tnicos elementos del grupo que nos quedan por cubrir son los de la orbita
de Pl.

Sea ahora P, = —P;. Para poder afirmar que {Q(id), Q(—id), Q(Py), Q(FP)} es un
recubrimiento por abiertos contréctiles de Sp(2) lo tinico que necesitamos probar es
que dada cualquier A = (a;;) = UP,U*, alguna de las matrices X, = P,+A, k=1,2
es inversible.
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Al ser P; una matriz idempotente lo seran también todas las de su drbita de
manera que,
X2 =2id+ PA+ AP, = 2diag(1 — a1, 1 + ag).

Esta matriz cuaternionica, como es diagonal, es inversible si y sélo si no se anulan
ninguno de los elementos de la diagonal. Es decir, X? tiene inversa (y por tanto X) si
y s6lo si ay; # 1y ase # —1. Al mismo tiempo, como A es una matriz ortogonal, sus
filas y sus columnas son ortonormales luego, si a;; = 1, necesariamente a5 = as; = 0
y ase = +1. Al ser también A de la 6rbita de P; ya tenemos que ass = —1, es decir,
A = P,. Hemos obtenido entonces que Q(P;) cubre todos los elementos de la 6rbita
de P, excepto P,, que estd en Q(F;). Queda asi recubierto el grupo por estos cuatro
abiertos contractiles.

qg.e.d.

Este resultado nos permite decir cuanto vale la categoria de Sp(2) pues utilizando
el método de Schweitzer, W. Singhof obtuvo el siguiente teorema [39, p. 147].

Teorema 5.3.2 cat Sp(n) > n+1 paran > 2.

Noétese que el texto de Singhof [39, II] dice cat Sp(n) > n+2 pero define la categoria
como el menor nimero de abiertos categéricos que recubren toda la variedad.

Obsérvese que al ser la categoria fuerte una cota superior de la categoria en este
caso coinciden ambas, scatSp(2) = cat Sp(2).

Teorema 5.3.3 cat Sp(2) = 3.

Es interesante notar que si buscamos el valor exacto de la categoria de Sp(2), la
cota inferior que nos da la longitud del cup producto no es suficiente. En efecto, la
cohomologia de los grupos simplécticos viene dada por [34, p. 119]

H(Sp(2)) = Axg, x7, ..., T4p—1)
de manera que el cup producto no nulo mas largo tiene n factores, es decir,
l.c.p.Sp(n) =n.
En el caso que nos ocupa, como dimSp(2) = 10, tendriamos A(z3,z7) con H® = R,

H? =< 3>, H =< 27 >y H' =< 23,27 > v en los demds grados de cohomologia
no aparece nada.



5.4. Aplicacién a la descomposicion polar de una
matriz

A raiz de la solucion de la ecuacion del flujo gradiente de las funciones “altura”
obtenemos un resultado interesante que nos permite encontrar la descomposicion
polar de una matriz no regular.

Recordemos que [6, p. 15]:

Proposicion 5.4.1 Cualquier matriz reqular A puede descomponerse de manera
unica como un producto

A= PQ

con P una matriz hermitica definida positiva y (Q una matriz unitaria.
Dynnikov y Veselov [41] prueban que:

Proposicion 5.4.2 El flujo gradiente de la funcion “altura” hg en el grupo G re-
suelve el problema de la descomposicion polar de la matriz B.

En efecto, sea B = P(@) la descomposiciéon polar de B. Entonces, para cualquier
matriz Y € G puede probarse:

RTr(PY) < RTr(P)
y entonces

hp(X) =RTr(BX) =RTr(PQX) <
RTr(P) = hp(Q*) = RTr(BQ"),

luego @Q* = X es el maximo de la funciéon hp en G.

Puede verse también (con la expresién del indice que aparece en 2.4.6) que los
otros puntos criticos no son maximos locales. De hecho, para casi todo punto inicial
X (0) = Xy € G la solucién de la ecuacion diferencial del gradiente de la proposicién
2.4.2 verificard que tliglo X(t) = Q"
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