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Introduccion

El formalismo k-simpléctico (polisimpléctico estdndar de Giinther) es la gene-
ralizacion a las teorias clasicas de campos del formalismo simpléctico estandar de
la Mecanica. En este sentido el formalismo k-simpléctico es usado para dar una
descripcion geométrica de ciertos tipos de teorias de campos: en una descripciéon
local, aquellas teorias cuyos lagrangianos y hamiltonianos no dependen de las coor-
denadas en la base, denotadas por (¢!, ..., t*) (en muchas ocasiones, las coordenadas
espacio-tiempo); esto es, el formalismo k-simpléctico es sélo vélido para lagrangianos
L(q*,v%,) y hamiltonianos H (¢, pi*) que dependen de las coordenadas del campo ¢’
y de las derivadas parciales del campo v, o los correspondientes momentos p:.

El formalismo k-cosimpléctico es la generalizacién a las teorias de campos del
formalismo cosimpléctico estandar de la Mecanica no auténoma, véase [83] 84]. Este
formalismo permite describir las teorias de campos que involucran las coordenadas
de la base en los lagrangianos y hamiltonianos. El fundamento del formalismo k-
cosimpléctico son las variedades k-cosimplécticas introducidas por M. de Leoén et al.
183, [’4].

Una de las ventajas de los formalismos k-simpléctico y k-cosimpléctico es que
para su desarrollo solo es necesario utilizar el fibrado tangente y el fibrado cotangente
de una variedad.

Existen otras alternativas para describir las ecuaciones de campo desde el punto
de vista geométrico. Asi por ejemplo podemos citar el formalismo multisimpléctico,
desarrollado por la escuela de Tulczyjew en Warsaw, (véase [60, 61], 62, 128]), e
independientemente por Garcia y Pérez-Rendén [40, [41] y Goldschmidt y Sternberg
[45]. Este enfoque fue revisado por Martin [94, 05] y Gotay et al. [46], 47, 48] [49] y
mas recientemente por Cantrijn et al. [14] [15].

El principal objetivo de esta Memoria es estudiar distintos aspectos relacionados
con las teorias clasicas de campos desde el enfoque de los formalismos k-simpléctico
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y k-cosimpléctico, de modo que los resultados a los que se lleguen sean una gene-
ralizacion de la Mecanica Clasica auténoma y no auténoma.

Teniendo en cuenta que manejamos dos formalismos es por ello que la Memoria
se divide en dos partes, la primera relativa al enfoque k-simpléctico y la segunda
parte al k-cosimpléctico.

Un esquema general de esta Memoria es el siguiente:

= Capitulo 1: Formulacién k-simpléctica de las teorias clasicas de campos.

En este capitulo recordamos la formulacién hamiltoniana y lagrangiana k-
simpléctica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl y de
Euler-Lagrange. Esto tiene su punto de partida en la formulacién polisimplécti-
ca (k-simpléctica, [, [6, [7]) desarrollada por Giinther y que ha sido revisada y
ampliada en [104], 107].

Ademas a esta formulacién le hemos incorporado los principios variacionales de
los que se obtienen las ecuaciones de campo de FEuler-Lagrange y de Hamilton.

= Capitulo 2: Simetrias y leyes de conservacion.

Una simetria de una ecuacién en derivadas parciales es un difeomorfismo que
transforma soluciones de la ecuacién en derivadas parciales en soluciones de la
misma ecuacion.

En este capitulo, en el contexto del formalismo k-simpléctico, estudiamos las
simetrias de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl y de las ecuaciones
de Euler-Lagrange.

Ademas establecemos una version k-simpléctica del Teorema de Noether para
cierto tipo de simetrias, asocidndoles leyes de conservacion.

En la dltima parte de este capitulo estudiamos los lagrangianos equivalen-
tes, es decir, aquellos cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange tienen las mismas
soluciones.

Relacionado con este tltimo concepto aparecen las simetrias gauge como aque-
llos difeomorfismos que transforman un lagrangiano en otro equivalente.

Los contenidos de este capitulo pueden encontrarse en [I19], trabajo realizado
en colaboracion con N. Roman-Roy y M. Salgado.
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= Capitulo 3: Teorias de Campos con ligaduras no-holonémicas. Enfoque k-simplécti-
co.

En la primera parte de este capitulo describimos, en términos geométricos, las
ecuaciones de Euler-Lagrange con ligaduras no-holonémicas.

A continuacion, bajo ciertas condiciones de regularidad, construimos un ope-
rador proyeccion. Este operador nos permite obtener a partir de una solucién
del problema libre una solucién del problema con ligaduras.

A cada simetria lagrangiana no-holonémica le asociamos cierta ecuacién en
derivadas parciales, denominada ecuacion momento no-holonomica de modo
que todo campo solucién del problema no-holonémico debe ser solucion de esta
ecuacion. Esta ecuacion que se define aqui va a jugar el papel de las leyes de
conservacion cuando no hay ligaduras.

Finalizamos este capitulo describiendo un ejemplo que se corresponde con la
barra Cosserat y analizamos algunos casos particulares del modelo de teoria
de campos no-holonémico descrito en este capitulo.

Los contenidos de este capitulo pueden encontrarse en [78], trabajo realizado en
colaboracién con los Profesores M. de Leén, D. Martin de Diego y M. Salgado.

= Capitulo 4: Relacién entre conexiones no-lineales en T}!( y SOPDE’S.

A partir de cierta sucesion exacta corta de fibrados vectoriales reobtenemos to-
dos los objetos geométricos necesarios para describir el formalismo lagrangiano

k-simpléctico. Esta sucesién también nos permitird introducir conexiones no
: 1) — k
lineales en 7, ) = TQ® .. TQ.

Ademas estudiamos la relaciéon que existe entre las conexiones no-lineales en
TIQ = TQ® 5. ®TQ y los SOPDES’S. A cada conexién le podemos asociar
un SOPDE y viceversa.

En el caso k = 1 se reobtienen ciertos resultados de Griffone [53] 55] y Szilasi
[131] entre otros.

= Capitulo 5: Formulacién k-simpléctica en algebroides de Lie.
En este capitulo desarrollamos la formulacion k-simpléctica en algebroides de
Lie.
En el caso particular de que el algebroide de Lie sea el fibrado tangente reob-
tenemos la formulacién k-simpléctica estandar que hemos desarrollado en el

Capitulo [1}

En el caso k = 1 reobtenemos la Mecanica Autéonoma en algebroides de Lie
desarrollada por Weinstein [140], E. Martinez [96] y otros.
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= Capitulo 6: Formulacién k-cosimpléctica de las Teorias Clasicas de Campos.

En este capitulo recordamos la formulacién k-cosimpléctica de las ecuaciones
de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton. Los contenidos que aqui se ex-
ponen se encuentran en su mayor parte en los trabajos de M. de Ledn et al.
[83, 84] y en [104].

Al estudio de esta formulacién le hemos anadido los principios variacionales de
los que se obtienen las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton.
Para describir estos principios hemos tomado como punto de partida los corres-
pondientes principios variacionales del contexto multisimpléctico desarrollados
por A. Echeverria-Enriquez, M.C. Munoz-Lecanda y N. Romén-Roy en [35] [36]

» Capitulo 7: Formalismo k-cosimpléctico y conexiones no-lineales en R* x ) — RF.

En este capitulo estudiamos la influencia, en el desarrollo de la formulacién k-
cosimpléctica, de la eleccion de una conexion no-estandar en el fibrado trivial
RF x Q — R*.

El principal resultado al que hemos llegado es que a cada conexién en dicho
fibrado y a cada funcion lagrangiana le podemos asociar una funcién, llamada
funcién energia, que nos permite establecer una correspondencia biyectiva en-
tre el conjunto de soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y
el conjunto de soluciones de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

Los resultados obtenidos en este capitulo generalizan los correspondientes re-
sultados de la descripcién de la Mecanica dependiente del tiempo con cone-
xiones no-estandar que pueden encontrarse en [34].

Los contenidos de este capitulo pueden encontrarse en [109], trabajo realizado
en colaboracion con M.C. Munoz-Lecanda y M. Salgado.

= Capitulo 8: Formalismo k-cosimpléctico en algebroides de Lie.

Desarrollamos la formulacién k-cosimpléctica en algebroides de Lie. Cuan-
do el algebroide de Lie es el fibrado tangente reobtenemos la formulacion k-
cosimpléctica estdndar que se ha desarrollado en el Capitulo [6]

Ademas de estos ocho capitulos en la Memoria también se incluyen tres apéndi-
ces. El primero contiene las demostraciones completas de dos resultados del Capitulo
2} dada su extensién hemos preferido incluirlas en este apéndice. El segundo se de-
dica a exponer ciertos resultados relativos a los espacios vectoriales k-simplécticos
que seran utilizados a lo largo de la Memoria y en el tercero se recoge la notacién
que se utiliza a lo largo de la misma.
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Parte 1

Teoria k-simpléctica






Capitulo 1

Formulacién k-simpléctica de las
Teorias Clasicas de Campos

La primera parte de esta memoria tiene su punto de partida en la formulacién
polisimpléctica (k-simpléctica [5] 6], [7]) de las ecuaciones clésicas de campo desarro-
llada por Gunther [56] y que ha sido revisada y ampliada en [104], [T07].

La finalidad de este primer capitulo es revisar la formulacién hamiltoniana y
lagrangiana k-simpléctica de las teorias clasicas de campos de primer orden.

1.1. El enfoque hamiltoniano.

1.1.1. Fundamentos geométricos.

| A. El fibrado de las k'-covelocidades. |

Sea () una variedad diferenciable de dimensiéon n y mg : 7@ — @ su fibrado
cotangente. Denotemos por (T}})*@Q la suma de Whitney de k copias del fibrado
cotangente T*() de Q, esto es,

(TH*Q =T*Q® .&. aT*Q.

Un elemento de (73})*@Q es una k-tupla (ag, . - . , agq) de covectores en un mismo
punto base q € Q).



4 1 Formulacion k-simpléctica de las Teorias Clasicas de Campos

Denotaremos por 7rQ (TH*Q — Q la proyeccién canénica definida por:
k _
To(Qigy -+ Qhg) = Q.-

Si (qi>1gl‘§n es un sistema local de coordenadas en un abierto U C (), se definen
las coordenadas locales inducidas (¢, p;)1<i<n en T*U = (7g) 1 (U) como

o0 =160, pie=oa (1]

y las coordenadas locales inducidas (¢, p*)1<i<n,1<a<k en (13)*U = (7)1 (U) como

q(Oélq,...,Oékq)ZQ(CI), pf(glq""’akq):aAq (5 ) ‘
q"la

Estas coordenadas reciben el nombre de coordenadas candnicas de (T})*Q. De
esta manera (7}})*Q tiene estructura de variedad diferenciable de dimensién n(k+1).

Observacién 1.1 La variedad (7}!)*@ puede describirse en términos de 1-jets de
aplicaciones. Para ello se define en cada punto q € @) el siguiente conjunto,

(1)@ = Jé’O(Q,]Rk) ={jooo/o:Q — R* diferenciable, o(q) = 0},

donde j}wa denota el 1-jet de o en el punto q € (). Entonces,

(T Q= JTiQ = | Joo(Q.RY) = JH(Q,R"), .

qeqQ qQeqR

Teniendo esto en cuenta se pueden identificar las variedades (T1)*Q y JH(Q,R¥),
via el difeomorfismo dado por

Jl (Qa Rk)o

-1
jq,OU

T*Qa k. aT*Q = (T1)Q
(do'(q),...,do"(q))

donde 04 = 7100 : Q — R es la A-ésima componente de o, y 74: R* — R son las

proyecciones canénicas, 1 < A < k. Teniendo en cuenta esta descripcién, (T)*Q se
denomina fibrado de las k!-covelocidades de la variedad Q.



1.1.1 Fundamentos geométricos. )

El siguiente diagrama recoge la notacion, que emplearemos a lo largo de esta
memoria, para referirnos a las proyecciones candnicas relativas al fibrado de las

k'-covelocidades:
k,A

(1)) Q —+—~T"Q

TQ
Q
en donde WSA :(TH)*Q — T*Q es la proyeccién canénica definida como sigue:

k,A
o (Q1gs s Qhg) = aq, 1<ALK.

B. Formas candnicas en (T})*Q.

En este epigrafe describiremos ciertas estructuras geométricas en (T}})*Q, que
se definen de modo canodnico. Estas estructuras seran utilizadas en la descripcion
k-simpléctica hamiltoniana, véase la seccion [1.1.3]

Definicién 1.2 De modo natural se definen, sobre (T})*Q, las 1-formas candnicas
0',...,0% a través de la composicion:

04 (a1q7“'7akq)

Ty b))

Lo quone) (T3)* Q) a@ R

esto es,
0 (g - - ) O (X(alq,,,,,akq)) — aAq<(7rg)*(a1q,...,akq)(X(alq,,.ﬂkq))) (1.1)

para X(alq,...,akq) € T(a1q,...,akq)((Tk1)*Q>7 (Cqu, B 705kq) € (Tkl)*Q yqe Q

A partir de las formas anteriores se definen las k 2-formas presimplécticas,

wh=—dot, 1< A<LEk. (1.2)

En un sistema local de coordenadas (qi, p;“)lgign,lg A<k las formas candnicas se
escriben como sigue:

04 = pidg’, wt=d¢ Ndp?, 1<A<k. (1.3)

i
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Observacién 1.3 Recordemos que (T}1)*Q@ es la suma de Whitney de & copias del
fibrado cotangente 7). Teniendo en cuenta las expresiones locales se observa
que tanto las 1-formas ', ...,0* como las 2-formas w',...,w"” podrian obtenerse
como el pull-back de la 1-forma de Liouville f y de la forma simpléctica canénica w
de T*(@) respectivamente, es decir,

014 _ <7T1£2,A)*0’ (UA _ ( k,A)*u)7 1< A S k.

Es interesante recalcar que la estructura polisimpléctica candnica en (T})*Q,
introducida por Giinther [56], es la 2-forma R*-valuada cerrada y no degenerada
o =w®ry, donde {ry,...,r;} denota la base canénica de R¥.

Si denotamos ker w? = {X € T((T})*Q)/1xw™ = 0} entonces de ([1.3) se prueba
sin dificultad que

—0, 1<A<k
k (1.4)
ﬂ ker w? = {0},

A=1

donde V' = ker T'(w§)) es la distribucién vertical de dimensién nk asociada a 7). Esta
distribucion esta localmente dada por

0 0
=( —, ..., — . 1.
v <apzl’ ’ 8pf >i—1 n (15)

=1,...,

C. Estructuras k-simplécticas, k-cotangentes y polisimplécticas.

A partir del modelo geométrico que se acaba de describir A. Awane introdujo
las variedades k-simplécticas (véase [5] [0, [7]) dando la siguiente definicién:

Definicién 1.4 Sea M una variedad diferenciable de dimension n(k + 1). Sea V
una distribucion integrable de dimension nk y w',...,w* k 2-formas diferenciales
cerradas definidas sobre M. Se dice que (w',...,w* V) define una estructura k-
simpléctica sobre M si

ﬂ)wAVV:Q 1<A<Ek
X
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(2) () kerw® ={0}.

Una variedad M dotada de una estructura k-simpléctica se dice que es una variedad
k-simpléctica.

En el apartado anterior hemos visto que (w!,...,w", V) definen una estructura
k-simpléctica sobre (T})*Q. Ademds hemos visto que para un sistema de coorde-
nadas canénicas (q¢*, pi')1<i<ni<a<k las 2-formas diferenciales w!,... w* tienen las
expresiones locales dadas en . Para una variedad k-simpléctica arbitraria M,
Awane ha demostrado que exiten sistemas de coordenadas sobre M que permiten
expresar localmente las 2-formas de una estructura k-simpléctica de modo analogo

a (L3).

Teorema 1.5 (Teorema de Darbouz k-simpléctico). Sea (M,w", ..., w* V) una va-
riedad k-simpléctica de dimension n(k+ 1), entonces para cada punto x € M existe
un sistema local de coordenadas (¢',p{")1<i<ni<a<k, centrado en x € M, tal que

wh=dg Ndp?, 1<A<E

0 0

LA

y ademds

Dicho sistema de coordenadas recibe el nombre de sistema de coordenadas adap-
tado.

Como ya hemos comentado, el modelo canénico de las variedades k-simplécticas
es (TH*Q,wt, ..., w* V). El fibrado de las k'-covelocidades también es el modelo
de las variedades casi k-cotangentes introducidas por M. de Leodn et al. en [81], donde
se definen las estructuras casi k-cotangentes y se describen como G-estructuras.

Definicién 1.6 Una estructura casi k-cotangente sobre una variedad M de dimen-
sion n(k + 1) es una familia (W*,V4;1 < A < k), donde cada w? es una 2-forma
de rango constante 2n y VA es una distribucion en M, tal que

(i) VAN (©peaVB) =0, (i) kerw® = @paVP, (i) w? =0
vAxyA

para todo A =1,... k.
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El modelo canénico de esta estructura es (T} )*Q con las 2-formas w* que hemos
introducido en el apartado anterior y V4 = kerTp4 donde

pas (L)Q  — (T;)Q

(Qigs -5 Qkq) = (Qigy - QA 1qs QAtigs - - - Qkq)
La integrabilidad de estas estructuras se caracteriza como sigue:

Proposicién 1.7 Una estructura casi k-cotangente (w,VA;1 < A < k) sobre M
es integrable si, y sélo si, las 2-formas w? son cerradas y la distribucion V =V' @
... ® V¥ es involutiva.

Definicién 1.8 Una estructura casi k-cotangente integrable se llama estructura k-
cotangente.

Observacion 1.9 Las estructuras k-cotangentes fueron introducidas independien-
temente por Awane [5, [0 [7] y denominadas estructuras k-simplécticas.

Finalizamos este apartado recordando las estructuras polisimplécticas introduci-
das por Giinther en [50].

Denotaremos por 71, ..., la base candnica de R*.

Definicién 1.10 [56] Una 2-forma R*-valuada, cerrada y no degenerada,

k
W = E wA®TA,
A=1

sobre una variedad M de dimension n se llama forma polisimpléctica. El par
(M,®) se llama variedad polisimpléctica.

La estructura polisimpléctica canénica en (T}1)*Q estd determinada por la forma
k

polisimpléctica w = Z wr®ry, donde w!, ... w

A=1
que hemos introducido en el apartado anterior.

¥ son las formas canénicas en T}Q
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Definicién 1.11 (Giinther,[56]). Una forma polisimpléctica & sobre una variedad
M se llama estindar si, y solo si, en cada punto de M existe un sistema local de
coordenadas tal que w? se escribe localmente como en .

Asi, la forma polisimpléctica canénica @ en (T}})*Q es estdndar.

Observacion 1.12 Una estructura polisimpléctica estandar es equivalente a una
estructura k-simpléctica.

Por tanto tenemos una equivalencia entre las estructuras k-simplécticas, las es-
tructuras k-cotangentes y las estructuras polisimplécticas estandar.

D. Levantamiento natural de difeomorfismos y campos de vectores de @ a (T}})*Q.

Sea f: M — N un difeomorfismo, entonces la aplicacién cotangente
T f:T*N —-T*M

esta definida por
T* f(asm) = ayem) © fe(m).

A partir de la aplicacién cotangente introducimos la siguiente definicién.

Definicién 1.13 Sea f: M — N un difeomorfismo. Llamamos levantamiento na-
tural o candnico de f a los correspondientes fibrados de k'-covelocidades a la
aplicacion

(Te)"f+ (Te)'N — (T)'M

definida como sigque:
(T2) F(@1pmys -+ Qhpmy) = (T FlQrgmy)s - T F (b))
donde (Cklf(m), ce ,Oékf(m)) S (Tkl)*N, me M.

El levantamiento canénico de difeomorfismos nos permite introducir el levanta-
miento canénico o completo de campos de vectores de Q a (T})*Q.
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Definicién 1.14 Sea Z un campo de vectores en @), con grupo local 1-paramétrico
de transformaciones {hs}. Se denomina levantamiento canénico o completo de
Z a (TYH)*Q al campo de vectores Z* en (T})*Q cuyo grupo local 1-paramétrico de
transformaciones es {(T}})*(hs)}.

-0
Considerando coordenadas locales en (T})*Q, si Z = Z’T, la expresion local
q’L
de Z%* es _
0 1027 0
TP A
9q 9q* Opy;

79 =7 (1.6)

El levantamiento o prolongacion canoénica de difeomorfismos y campos de vecto-
res de la variedad base Q a (T}})*Q tiene las siguientes propiedades:

Lema 1.15

(1) Sea p:Q — Q un difeomorfismo y ® = (T})*¢ el levantamiento candnico de
a (TH)*Q. Entonces:

(1) 0t =01 | (i) Pwt=wt 1<A<LEk.

(2) Sean Z € X(Q), y Z°* el levantamiento candnico de Z a (T})*Q. Entonces

(i) Ly =0, (i) Lyew? =0, 1< A<k, (1.7)
Demostracion:

(1) El apartado (i) es una consecuencia de la commutatividad del siguiente dia-

grama
@@ (1)Q
T
Q1% LT
esto es,
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En efecto, se verifica que

(T el 60 = (T el (")) = (T o mi™)0 = (mg ") (T"¢)"6)
= (ng")0=06",

donde hemos usado que (T*p)*0 = 6 (véase [1], pag. 180).

El apartado (ii) es una consecuencia directa de (i).

(2) Puesto que el generador infinitesimal del levantamiento completo Z9* de Z es
la prolongacion canonica del generador infinitesimal de Z, del apartado (1) se

sigue que (|1.7)) se verifica.

1.1.2. Campos de k-vectores y secciones integrales.

Sea M una variedad diferenciable de dimensién n. Consideramos la suma de
Whitney
TiM =TM® k. @TM

de k-copias del fibrado tangente TM y sea 75, : TEM — M la proyeccién canénica.
La variedad T} M, que recibe el nombre de fibrado tangente de k'-velocidades, se
describird con detalle en la subseccién [L2.1]

Definicién 1.16 Un campo de k-vectores en M es una seccion X : M — T M

de la proyeccion canénica L.

Puesto que T} M es la suma de Whitney TM @ .*. &TM de k copias de T M,

un campo de k-vectores X define una familia de k£ campos de vectores { X7, ..., X}
en M, a través de la proyeccién de X sobre cada factor de T} M, tal como muestra
el siguiente diagrama para cada A =1,..., k:
T M
X kA
M
Xa

M TM
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donde
T TiM — TM

k,A _
(Ulq) s 7Uk:q) — Ty (Ulq7 s 7vkq) = VAq
denota la proyeccién candnica sobre la A-ésima componente de T}! M.

Por este motivo denotaremos un campo de k-vectores X por (X7, ..., Xy).

A continuacién introduciremos el analogo, para campos de k-vectores, del con-
cepto de curva integral de un campo de vectores.

Definicién 1.17 Una seccién integral de un campo de k-vectores (Xy,. .., Xx),
pasando por un punto x € M, es una aplicacion ¢ :Uy C R¥ — M, definida en algin
entorno Uy C R¥ de 0 € R* tal que

0
6(0) =, 0.(0)(55] ) = Xa(é(t) paratodo tE€Us, 1<A<k. (18)
t
Diremos que un campo de k-vectores X = (Xi,..., X)) en M es integrable si

ezxiste una seccion integral pasando por cada punto de M.

La condicién (1.8) es equivalente a exigir que X o ¢ = ¢! en donde ¢() es la
o - Uy CRF — TklM

primera prolongacion de ¢ definida por
0 0 1.9
t — oW (t) = (qﬁ*(t) (%L) ey Ou(B) (ﬁ t)) (19)

Utilizando coordenadas (q*, v% )1<i<n1<a<k en T} M podemos escribir

‘ 0’
ol (t) = (cb‘ (t), 2 ) (1.10)
ot le 1<i<n,1<A<k
y
X4 =(Xn) 0 A=1 k
A= (Xa o =1,...,k.
En este caso se obtiene que ¢ es una seccién integral de X = (Xy,..., Xj) si, y

solo si, se verifica el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales de primer
orden:

dp

5|, = [(Xa) o dl(t), telUgCRY, 1<A<k 1<i<n. (1.11)
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Observacién 1.18 El motivo por el que se han introducido los campos de k-
vectores y las correspondientes secciones integrales es el siguiente: en el formalismo
k-simpléctico las soluciones de las ecuaciones de campo se obtienen como secciones
integrales de ciertos campos de k-vectores en M.

1.1.3. Formalismo hamiltoniano. Ecuaciones de Hamilton-
De Donder-Weyl.

En esta seccién vamos a describir los sistemas hamiltonianos sobre variedades
k-simplécticas, para ello vamos a deducir las ecuaciones de campo hamiltonianas a
partir de un principio variacional para después recordar la descripcién geométrica
de estas ecuaciones. Comenzaremos la subseccion describiendo un caso particular de
sistema hamiltoniano que se corresponde con las ecuaciones de la electrostatica.

A. Ejemplo: ecuaciones de la electrostética.‘

Sobre el espacio R*® con coordenadas (t!,t% ¢3) consideramos una métrica de
Riemann g con componentes gap(t), 1 < A, B < 3.

Las ecuaciones locales de la electrostatica son (véase [31], [62]):

3
oL, 1 Z B
A = —= ) gaB¥,
ot NZ ot
oA
a? = —47T\/§7",

3
A=1

donde ¥ : R® — R es un campo escalar que da el potencial eléctrico sobre R?,
P = (% ¢3) : R? — R3, es un campo vectorial que establece el campo eléctrico
sobre R3, V9 = Vdet gap y r =1(t) es la funcién escalar sobre R3 determinada por:

po(t) = /gr(t)dt' Adt* Adt?,

siendo pg(t) la 3-forma en R?® que determina la densidad de carga, y que es un dato
conocido.
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Supongamos que la métrica g sobre R? es la métrica euclidea, asf las ecuaciones
anteriores se escriben como sigue

0
ot ot oyt
(o + 57 t @) = 4

Si definimos la funcién

3
1
H g, p'p*, ") = dmrg + 5 > (")
A=1

donde ¢ representa la variable 1) y p# las variables ©* que componen P, entonces

se verifica
oH OH A

- - 4 _ =
9 o, o p

Ahora, evaluando las identidades previas en 1(t) = (¥(t), ! (t), ¥?(t),¢3(t)) se
obtiene

OH B B oy
g luwy dmr= Z OtA |
OH B aw

e t = _—
8p ¥(t) vrt) ot It

Asi las ecuaciones de la electrostatica se pueden escribir como sigue

oH| 23: oA aH o
— OtA | Aly(t) ~ OtA

siendo un ejemplo de las denominadas ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

En general, a partir de un principio variacional, que se describird en el siguiente
apartado, se obtienen las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl clésicas,

B z’“:aw;“
— otA It

Wf‘ _w
oty OtAle

<A<k 1<i<n, (112
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donde cada solucién es una aplicacion

Gttt = (), e (1), 1<i<n 1< A<K

)

v H es una funcién de las variables ¢', p/* donde ¢' representa a la variable ¥’ y p
a 1!, En las ecuaciones de la electrostatica se tiene i = 1 y k = 3.

’ B. Principio variacional

En el desarrollo de la Mecanica hamiltoniana auténoma las ecuaciones de Ha-
milton se obtienen a partir de un principio variacional. El desarrollo formal de la
formulacién hamiltoniana de la Mecanica Clasica puede generalizarse a la teoria de
campos clasica. En este caso el problema se transforma en encontrar los extremales
de un problema variacional asociado a integrales multiples de densidades hamilto-
nianas.

En este apartado vamos a describir el principio variacional del que se obtienen
formalmente las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.

Por simplicidad desarrollaremos este apartado en el fibrado de k'-covelocidades
(TH*Q,w!, ..., w* V), esto es, en el modelo candnico de las variedades k-simplécti-
cas, sin embargo, teniendo en cuenta el teorema de Darboux se podria hacer una
descripcion andloga en una variedad k-simpléctica arbitraria.

Definicién 1.19 Denotemos por CX(R* (TH*Q) el conjunto de aplicaciones
v Uy SR — (1) Q,

con soporte compacto, definidas en un conjunto abierto Uy. Sea H : (T}})*Q — R un
hamiltoniano, se define la accion integral asociada a H por

H: CFRN(TY)@) — R
k

" — 3tw) = [ (e ad et - @ i),

k
RY % 4—1

en donde d*t = dt* A ... N dtF es una forma de volumen en R* y d*=1t4 =1 » d*t

es una (k — 1)-forma en RF.

)
atA
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Definicién 1.20 Una aplicacion v : Uy C R* — (T})*Q, perteneciente al conjunto
CX(R* (TH)*Q), es un extremal de H si

d
—|  H(o, =0
ds ls=0 (05 09)
para cada flujo oy en (T;)*Q tal que o5(Qig, ..., Okq) = (Q1qs-- -, Mgq) Para todo

(g - - - Qrq) de la frontera de (Uy) C (T3H)*Q.

Obsérvese que los flujos o, : (T})*Q — (T})*Q considerados en la definicién
anterior estdn generados por campos de vectores en (T})*@ que se anulan en la
frontera de ¢(Uy).

El problema variacional, asociado a un hamiltoniano H, consiste en encontrar
los extremales de la accién integral .

En la siguiente proposicién caracterizaremos los extremales de la accién H aso-
ciada a un hamiltoniano H.

Proposicién 1.21 Sea H : (T})*Q — R un hamiltoniano y 1 € CX (R, TLQ). Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ¢ :Uy CRF = TLQ es un extremal del problema variacional asociado a H.

(2) Para cada campo de vectores Z en Q, tal que su levantamiento completo Z©*
a (T}H)*Q se anula en los puntos de la frontera de ¥(Uy), se verifica

/R ([ (Lger 04 A dF 144 — [ (L g0 H))dER) = 0.

(3) v es solucion de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl, esto
es, si v estd localmente dada por ) (t) = (Y'(t), ¥ (t)), entonces las funciones
U, 2 satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales,

k

ot OH o’ OH
3 Lo I AL :—A) L i=1...n. (113)
— ot It 0q" ly(t) ot e op; ()
Demostracion:

(1 & 2) Sea Z € X(Q) un campo de vectores en (), verificando las condiciones
del item (2), con grupo uniparamétrico 7,. Entonces Z¢* tiene grupo uniparamétrico
asociado (T})*7s.
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Se verifica:

d

% j{«Tkl)*Ts O¢)

s=0

o= o/ (i T Y 0% AT — ([(Té)*TSO@b]*H)d’“t)
g
- lfm = (/ ( ((TH 75 0 ] 0N A d" 1t — ([(Tg)*fsow]*ﬂ)dkt)

A=1

ds

—_

- /R (Xk:([(Tkl)*To o P*6M) A dF A — ([(TH) 7 o w]*H)d’“t>>

A=1
1 k k
= lim- / > (@) 0w oty nd 1t — / > (@) nd A
S \Jre D RY 4=1
1
— lim -

[ myrnovrmit- [ wmit)

= lims Aki[w*(<<Ts>*fs>e o)t 1tA>
i ([ (atyny - )i

— /R k ([ (L 5= O] A d" 164 — [ (L yo- H)]d"t) |

con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.
(2 < 3)

Teniendo en cuenta que

se obtiene

/ V(g 0D = / [ (drze- 0N A"+ / [ (17e-dOM)) A dF 12
Rk RE -
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Puesto que
[1/’*(dlzc*9A)] AdFEA = d<¢*(lzc*0A) A dk—ltA)

entonces [¢*(dizo.04)Ad*~1t4 es una k-forma cerrada en R¥. Por lo tanto, aplicando
el teorema de Stokes se obtiene:

/Rk [w*(dzzc*gfl)] A dF14A — /Rk d(iﬁ*(zzc*GA) A d’“fltA) _o.

Entonces
/ ([ (L pe- 0] A d* 6 — [ (L go- H)]d'E) = 0
Rk
si, y s6lo si,

/Rk <[¢* (ZZc*dgA)] A A=A — [t (L o H)]dkt> —0.

. . .0 .
Consideremos un sistema local de coordenadas tal que Z = Z'— teniendo

oq
en cuenta la expresién (|1.6) para el levantamiento completo Z¢ y que 9(t) =
(1 (t), 17 (t)) se verifica:

o <1Zc*d0A) A dFTEA — (L o H)d’“t
; asz aZJ o’ OH .
para cada campo Z € X(Q), (en las condiciones del enunciado de esta proposicién),

en donde empleamos la notacién Z'(t) := (Z° o mg, 09))(t). De esta tltima expresién
se deduce que 1 es un extremal de H si, y sélo si
H
— 87,4 ) d*t
t Ipi ()

. oAl oH i 6ZJ o
/sz(t)(;latf‘ﬁw )dt+/RkZ¢ — (atA

=0
para todo Z°. Por lo tanto,
k
: o OH "
Zl t u e — d t -
(1.14)
Zj oY’ oOH i
— t pu—
/Rk Z (8tA op;! ‘wm) ! ’
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para todo Z € X(Q), en las condiciones del enunciado, y por tanto para cada funcién

. YAl
Zi A
(@) y 97 o

Aplicando el teorema fundamental del célculo variacional, de (|1.14)) se obtiene

que,
OH
o) ) =0
Opg* Ly (t)

El primer grupo de estas ecuaciones nos proporciona el primer grupo de las
ecuaciones de Hamilton (1.13)).

Ay o’
¥(t) Zw (ﬁtA -

k
Z_‘ 8q

A=1

Para obtener el segundo grupo partimos de la segunda de las ecuaciones anterio-
res. Teniendo en cuenta que en un entorno coordenado (U; ¢, pi!) existe un extremo
de H pasando por cada punto de U se deduce que

oyt oH
otAle  OpAly

7

=0,

que es el segundo grupo de las ecuaciones de Hamilton ([1.13]).

El reciproco se obtiene partiendo de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl
sin mas que considerar los calculos efectuados a lo largo de la demostracion.

C. Version geométrica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.

A continuacién veremos una nueva descripcién de las ecuaciones de campo de
Hamilton-De Donder-Weyl en la que emplearemos la geometria que nos pro-
porcionan las variedades k-simplécticas. En esta descripcién obtenemos las solucio-
nes de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl como secciones integrales
de ciertos campos de k-vectores. (Véase [56, [104], 107]).

Sea (M, wly oWk, V) una variedad k-simpléctica y sea H : M — R una funcién
hamiltoniana definida sobre M.

A partir de ahora, en esta primera parte de la memoria, para hacer referencia a
una variedad k-simpléctica y a una funcion hamiltoniana definida en ella empleare-
mos la siguiente definiciéon:
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Definicién 1.22 Sea (M,wl, e ,wk,V) una variedad k-simpléctica y H : M —
R una funcién hamiltoniana. A la familia (M,w?, H) la denominaremos sistema
hamiltoniano k-simpléctico.

El principal resultado de esta seccién se recoge en el siguiente teorema.

Teorema 1.23 Sea (M,w?, H) un sistema hamiltoniano k-simpléctico y sea X =

(X1,...,Xk) un campo de k-vectores en M solucion de la ecuacion
k
Z@XAWA =dH . (1.15)
A=1

Sip : RE — M es una seccion integral de X, entonces 1 es solucién de las

ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl .

Demostracion:

Consideremos un campo de k-vectores X = (X1, ..., X}) solucién de la ecuacién
(1.15]).

Sicada X4, 1 < A <k se expresa en coordenadas candnicas (qi, pf‘) como

o, 0
Xa = (Xa)' o + (X2)! 55 1.16
A = (Xa) ar t (Xa); 7 (1.16)
entonces la ecuacion ([1.15]) se puede expresar localmente como sigue:
OH : OH .
,:_E Xp)P, — = (X4), 1<i<n,1<A<Ek 1.17
aqz B:1( B)Z ? apf ( A) ’ St n, — — ( )

Si el campo de k-vectores X = (X1, ..., X}) es integrable y 1 : RF — M, 9 (t) =
(wi(t), wiA(t)) , es una seccién integral del mismo, de ((1.17)) obtenemos

- i P
o otB

B=1

OH
oqt

OH
¢’ Opf

_ o
o) OtA

L 1<i<n,1<A<k
t

que son las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.
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Teniendo en cuenta el teorema anterior, las ecuaciones se pueden con-
siderar como una versién geométrica de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-
Weyl. A partir de ahora denominaremos a estas ecuaciones (|1.15)) como ecuaciones
geométricas hamiltonianas k-simplécticas.

Denotaremos por X% (M) el conjunto de campos de k-vectores que son solucion

de ([1.15)), es decir,

k
Xy (M):={X=(X1,...,Xx) /riyo X =idy y > ixw*=dH}.

A=1

A los elementos de este conjunto los llamaremos campos de k-vectores hamilto-
nianos.

Observacion 1.24 Nétese que la existencia de solucion de la ecuacion geométrica
hamiltoniana ((1.15]) estd garantizada. En efecto, podriamos definir X = (X7, ..., X})
localmente como

' (1.18)

y usando una particion de la unidad podriamos encontrar un campo de k-vectores

X = (Xy,...,Xy), globalmente definido, verificando ([1.15]).

Ademas, las soluciones de la ecuacién ([1.15) no son necesariamente tinicas puesto
que dichas soluciones vendrian dadas por (Xi,...,X3) + Ker Qf en donde X =
(X1,...,X}) es una solucién particular y QF : TE M — T*M es la aplicacién definida

k
por Q% (Yy,...,Y,) = Z 1y, w? (véase [104]).
A=1

1.2. El enfoque lagrangiano.

En esta seccion recordaremos los principales elementos y resultados de la for-
mulacion lagrangiana k-simpléctica de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange
(véase [50], 104, [107]).
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1.2.1. Elementos geométricos.

En esta subseccion vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-simpléctico. Comenzamos introducien-
do la variedad sobre la que se desarrolla este formalismo, la cual denotaremos por
T!Q y a continuacién los objetos geométricos que en ella podemos definir.

A. El fibrado tangente de k!-velocidades.

Sea 7o : T'QQ — @ el fibrado tangente de una variedad diferenciable () de dimen-
sién n. Denotemos por T} Q la suma de Whitney de k copias del fibrado tangente
TQ), esto es,

TIQ =TQd .*. oTQ.

Asi los elementos de T} @ son k-tuplas (vi,. .., vy,) de vectores tangentes a @ en
un mismo punto q € Q).

Denotaremos por 7'5 : TLQ — Q la proyeccién canénica definida por
k
ToWig -+ Ukg) = .-

Dado un sistema de coordenadas locales (¢")1<i<, en U C @Q, se define el sistema
de coordenadas locales (¢', V') )1<i<n,1<a<k inducido en T} U = (75)~'(U) € T} Q por:
q'(V1g; - k) = (), Va1 - V) = Vag(q') = (dg')q(vagq) (1.19)

donde (v, ..., vk,) € TiQ. Estas coordenadas reciben el nombre de coordenadas
canénicas y dotan a T}}Q) de una estructura de variedad diferenciable de dimensién
n(k + 1) llamada fibrado tangente de k'-velocidades.

Observacién 1.25 El fibrado tangente de k!-velocidades puede describirse en térmi-
nos de 1-jets del siguiente modo (véase [86], 125] ):

Para cada q € Q se define el espacio tangente de k'-velocidades de @ en el punto
q € ) como sigue

(T Q)q@ = {jo.q¢/ ¢ :R" — Q diferenciable, ¢(0) = a} = J; 4(R*, Q)

donde j&ng denota el 1-jet de la aplicacién ¢ en el punto 0 € R* tal que ¢(0) = q.
Entonces, el fibrado tangente de k'-velocidades de Q es

Q= J @@ = /s ,R*, Q) = }(R*, Q).

qeqQ qeqQ
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El difeomorfismo que identifica los fibrados T} Q y J& (R, Q) est4 dado por:

Jo (R*, Q)
Jo.a®
donde q = $(0), ¥ vaq = 6. (0)[(3/DA)(0)], A=1,... k.

El sistema local de coordenadas (¢, vy)1<i<ni<a<k en TRU C TiQ, introducido
en (|1.19)), se define en términos de jets como sigue:

TQ® .*. oTQ

(U1q7 R Jqu>

. . A 0(q* o
ibe) = @), viGih) = 22|

donde t = (t!,...,t%) € R*.

B. Levantamientos verticales de campos de vectores de Q a T} Q.

Definiciéon 1.26 Sea uq € T4(Q) un vector tangente a () en el punto q € Q. Para
cada A =1,...,k, definimos su levantamiento vertical A-ésimo, (uq)"4, como
el campo de vectores en la fibra (78)71(q) C TR Q dado por

d

(1/@1)1‘5;‘l = g(vlq, c 3 UA-1q,VAq T SUq; VAt1g, - - - Vkq) - (1.20)

para todo punto wgq = (Viq, ..., Vkq) € (75) ' (q) C T, Q.

En un sistema local de coordenadas, si uq = u' 2 entonces
q"'la
-0
Va __ i

u =u'— 1.21
)ty =5 (1.21)

El levantamiento vertical de vectores induce el levantamiento vertical de campos
de vectores.
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Definicién 1.27 Sea X un campo de vectores en Q. Se llama levantamiento ver-
tical A-ésimo de X a T}Q, 1 < A < k, al campo de vectores XV4 € X(T}Q)
definido como sigue

X" wq) = (X () (1.22)

wq ?

para todo elemento wq = (Vig, - - -, Ukq) € ThQ.

-0
En un sistema de coordenadas canodnicas, si X = X ZE entonces de ([1.21]) se

. q
sigue
; 0
XVa = (X 075)@, (1.23)
puesto que
0 0 : 0
X(@)4 = (X{(a) 55| WA =X(a) 5| =X orh)(wg)ar| -
(XY@ = (e ] i = Xa)ge| = (Combuwaz]|

’ C. Estructura k-tangente canénica.‘

Los levantamientos verticales de vectores y campos de vectores que acabamos de
ver nos permiten introducir una familia {J!, ..., J*} de endormorfismos del espacio
tangente de T} Q.

Definicién 1.28 Para cada A=1,...,k se define el campo de tensores J4 de tipo
(1,1) sobre TQ como sigue:

Va

I ) (Zag) = ((75)(104) (Zuy)) (1.24)

Wq

en donde Z,, € T, (T3 Q) y wq € T, Q.

Utilizando las coordenadas candnicas descritas en ([1.19)), de (1.21)) y (1.24) ob-

tenemos que la expresién local del tensor J4 es

JA

= 8i d¢, 1<A<LEk. (1.25)
o'y
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Observacién 1.29 Los campos de tensores {J,..., J*} pueden obtenerse como

A
el (0,...,0,1,0,...,0)-levantamiento del tensor identidad de Q a T} @ definido por
Morimoto (véase [105]).

<

Este conjunto de campos de tensores {J,...,J*} definen la estructura k-
tangente canodnica sobre T}'Q). Este es el modelo a partir del cual M. de Leon
et al. (véanse [80, 82]) definen las estructuras k-tangentes sobre una variedad, las
cuales generalizan las estructuras tangentes. De hecho, en el caso k =1, J = J! es
la conocida estructura tangente canénica (también llamada endomorfismo vertical)
del fibrado tangente, (véase [30), 53], [63]). Ademés estas estructuras son importantes
en el desarrollo del formalismo lagrangiano como veremos mas adelante.

D. Campos de vectores canénicos.‘

Un objeto geométrico importante en el fibrado 7@ es el campo de vectores de
Liouville generalizado.

Definicién 1.30 El campo de vectores de Liouville A sobre T}Q) se define
como el generador infinitesimal del flujo dado por

v RxTHQ — T}Q
(1.26)
(5, (Vigy- > Ukq)) —  (EV1g -, € Upq) -
Su expresion en coordenadas locales es
A=)l ai . (1.27)
i, A vy
Definicién 1.31 Los campos de vectores candnicos Ay, ..., Ay sobre T}Q se
definen como los generadores infinitesimales de los flujos dados por
YA RxTHQ — TiQ (1.28)
1.
(87 (Ulqa cee 7qu)> = (Ulqv cee 7'UA—1q7 esUAqy vA—l—lq» cee 7vkq) )
para cada A=1,...,k. Su expresion local es:

n

0
AA:ZUQWA, 1<A<k. (1.29)

=1
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A partir de las expresiones ([1.27)) y (1.29) se comprueba sin dificultad que:
A=A +...+A.

Observacion 1.32 El campo de Liouville generalizado y los campos de vectores
canénicos aqui definidos también podrian definirse a partir del levantamiento vertical
A-ésimo introducido en el apartado anterior. Esta definicion alternativa seria la si-

guiente:
k

Alwg) = Z(UAq)L?:7 Au(wq) = (UAq)z‘;ﬁv 1<A<k

A=1

siendo wq = (Vigs - - -, Ukq) € Tp Q. A partir de las expresiones locales (1.21)), (1.27)
y (1.29) las identidades anteriores se siguen de forma inmediata

E. Formas lagrangianas en T} Q.

De modo andalogo a lo que ocurre en los sistemas mecéanicos, a partir de la estruc-
tura k-tangente de T} Q y dada L : T}Q — R una funcién a la que denominamos
funcién lagrangiana, se definen las siguientes k 1-formas diferenciales en T} Q:

04 =dLoJ*, 1<A<Ek (1.30)
y a partir de ellas las k& 2-formas diferenciales

wit=—do, 1<A<k (1.31)
a las que llamaremos formas lagrangianas en T} Q.

En un sistema local de coordenadas (¢, v"y)1<i<ni<a<k de (1.25) y (1.30) se
obtiene

L .
ef:adql, 1<A<E (1.32)
o'y
y asi de (|1.31)) y (1.32) obtenemos

: oL *L . 2L . .

A ) ) ) J
wy, =dg¢' Nd ~ | = ———dq' Nd¢’ + ———dq' N\dvy . 1.33
L = dg (aw) Sgou, " N G A v (1.33)

Las formas lagrangianas que se acaban de introducir estan relacionadas con las
formas canénicas 64, w4, 1 < A < k de (T})*Q (definidas en y respec-
tivamente), mediante la aplicaciéon de Legendre asociada a la funcién lagrangiana
L:T!'Q— R.
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Definicién 1.33 Dada una funcién lagrangiana L : T}Q — R, la aplicacién de
Legrendre FL:T!Q — (T})*Q se define como sigue:

FL(vig, -, Vkq) = ((FL(V1¢, - - - ,vkq)]l, o [FL(v1gs - - - ,vkq)]k)
donde

[FL(Ulcp s 7qu)]A(uq) - %

para cada A =1,...k yuq € T4Q.

0L (vlq,...,qu—l—suq,...,vkq) )
s=

La expresion local de F'L es

oL
o'y

De las expresiones locales (1.3)), (1.32)) y (1.33) de 84, w?, 02 y w? se obtienen

las siguientes identidades que relacionan las formas canénicas en (7}})*Q con las
formas lagrangianas definidas en T} Q:

FL:(q'\vy) — (¢, 5 7)- (1.34)

07 = FL*0*, wi=FL'w? 1<A<k. (1.35)

F. Estructura k-simpléctica en T} Q.

Las 2-formas diferenciales wl, ..., wk que acabamos de introducir, junto con la
distribucién vertical V' = ker T(Tg), determinada por el fibrado 7‘5 T — Q,
constituirdn una estructura k-simpléctica sobre el fibrado T} @ si anadimos alguna
condicién de regularidad sobre la funcién lagrangiana L.

Definicién 1.34 Una funcién lagrangiana L : T}Q — R se dice regular (resp.
hiperregular) si la correspondiente aplicacion de Legendre F'L es un difeomorfismo
local (resp. global). En otro caso L se dice singular.

De la expresion local de F'L, ([1.34]), obtenemos que L es regular si, y soélo si, la

. 9L .
matriz —— | es no singular.
vy du

La condicion de regularidad impuesta sobre un lagrangiano L nos permite definir
una estructura k-simpléctica en T}}Q, tal y como se recoge en la siguiente proposicién
que aparece demostrada en [107]:
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Proposicién 1.35 Las siguientes condiciones son equivalentes: (i) L es reqular,
(ii) FL es un difeomorfismo local, (iii) (wit, Vi1 < A < k) es una estructura k-
simpléctica en T}Q, siendo

0 0
e <8vi’ ot >i1’___7n

la distribucion vertical del fibrado TS T — Q.

Observacién 1.36 En [107] los autores también demuestran que la condicién de
regularidad del lagrangianao L es equivalente a que (w},...,w") define una forma
polisimpléctica.

1.2.2. Levantamiento de aplicaciones y campos de vectores.

El motivo de dedicar una subseccién al levantamiento de aplicaciones y campos
de vectores es porque los contenidos de la misma, en especial la primera definicion
son fundamentales a lo largo de toda la memoria.

Definicién 1.37 Sea f: M — N una aplicacion entre dos variedades diferenciables
M y N. Se define la prolongacién o levantamiento canénico

T f:T'M — TN
como sigue

Tklf(jéxqﬁ) = j&f(x)(f o ¢), para todox € M, ¢:R* — M, ¢(0) =z,

o equivalentemente por

Tklf(vlzm v 7vkx> = (T:Ef(vlm)a s 7T:vf(vkx)> ) (136)

en donde vy, ..., Uk, € T.M, v € M, y T, f : T,M — Ty,)N es la aplicacion
tangente inducida por f.

Definicién 1.38 Sea Z € X(Q) un campo de vectores en @) con grupo local 1-
paramétrico de transformaciones {hs}scr. Se define el levantamiento completo de
Z a TQ como el campo de vectores Z€ en THQ que tiene como grupo 1-paramétrico
de transformaciones la familia {T} (hg)}ser-
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: : .0 .
En coordenadas candnicas, si Z = Z’E entonces la expresién local de Z¢ es:
q
0 ;07 ko

70 =71 — —_—
o¢ A Dg ok

(1.37)

El siguiente resultado pone de manifiesto que el levantamiento candénico de apli-
caciones al fibrado tangente de k!'-velocidades preserva las estructuras canénicas de

TI0.

Lema 1.39 Sea ® = T}y : T}Q — T} Q la prolongacién candnica de un difeomor-
fismo ¢ : QQ — Q. Entonces

(@) TOoJ =J4oTd, (b) TO(AL) =A4, (c) TOA)=A.

Demostracion:

(a) Es una consecuencia directa de la expresién local (1.25) de J* y la expresion
local de T}l dada por T} (¢, vYy) = (¢ (q"), vy %‘;f ) donde las funciones ¢’ denotan

las componentes del difeomorfismo ¢ : ) — Q.

(b) Es una consecuencia de la conmutatividad T} ¢ o ¢ = 1 o Tl o, donde ¥
son los grupos locales 1-paramétricos de difeomorfismos ([1.28]) generados por A 4.

(c) Es una consecuencia directa de (b) y de ser A = Ay + ... + Ay.

1.2.3. Campos de k-vectores y SOPDE’S en T} Q.

En el desarrollo del formalismo lagrangiano k-simpléctico aparecen ciertas ecua-
ciones en derivadas parciales (EDP’s) de segundo orden definidas en T} Q. Estas
EDP’s aparecen asociadas a ciertos campos de k-vectores, que denominaremos SOP-
DE’S, ( abreviatura del inglés second order partial differential equations). En esta
seccion vamos a recordar cuales son los campos de k-vectores que dan lugar a ecua-
ciones en derivadas parciales de segundo orden y daremos una caracterizacion de los
mismos en términos de la estructura k-tangente canoénica y los campos de vectores
canénicos Aq, ..., Ay.
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Definicién 1.40 Un campo de k-vectores X = (X1,..., X) en T{Q, se dice que

es una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden (SOPDE) si es una

seccion del fibrado vectorial Tjitl - TN T Q) — T} Q; esto es,
TéTgO(Xl,...,Xk):Z'diIQ 3

es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

7,Q

171 T Q 1
T (T: Q) T Q

o equivalentemente
(765)(Wg) (X a(wg)) =va,, A=1,...k,
en donde wg = (vig, ..., Uk,) € T Q.

En el caso particular k£ = 1 esta definicién coincide con la definicién de SODE
(ecuacion diferencial de segundo orden).

Sean (q')i<i<, un sistema local de coordenadas en Q y (¢',v%)1<i<ni<a<k las
coordenadas inducidas en T}}Q. Por un cdlculo directo en coordenadas locales obte-

nemos que la expresion local de un SOPDE X = (Xi,..., Xj) es
e i 0
Xa= vl 2t (Xa)—e, 1< A<k, (1.38)
aq" vy

en donde (X 4)’; son funciones en T}!Q.

Los SOPDE’S en T} @ se pueden caracterizar a partir de la estructura k-tangente
JY, ..., J¥ ylos campos de vectores canénicos Ay, . .., A como se pone de manifiesto
en la siguiente proposicién, la cual es una consecuencia inmediata de (|1.38]):

Proposicién 1.41 Sea X = (Xi,...,X}) un campo de k-vectores en T;Q. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es un SOPDE.
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(2) JAXa)=A4 1<A<LE.

A continuacién vamos a caracterizar las secciones integrales de un SOPDE.

Sea ¢ : R¥ — T1Q, dada por ¥(t) = (¢'(t),1¥5(t)), una seccién integral del
SOPDE X = (Xj,..., X;). Teniendo en cuenta la expresién local de un SOPDE (|1.38))
y reescribiendo la condicion de seccion integral para este caso concreto, obte-
nemos que 1 es seccion integral de X si, y sélo si, satisface el siguiente sistema de
ecuaciones en derivadas parciales:

2, =@ =i, Lk

¢ o (Xa)5(1h(t)). (1.39)

t

De las expresiones (|1.10) y (1.39) obtenemos la siguiente proposicion.
Proposicién 1.42 Sea X = (X3, ..., X;) un SOPDE integrable.

(1) Si® es una seccion integral de X entonces ¢ = ¢V, donde ¢V:R* — TLQ
es la primera prolongacion de la aplicacion

k

(b::Tgow:Rkﬁw TleHTQ Q .

Ademds la aplicacion ¢(t) = (V'(t)) serd solucidn del sistema de ecuaciones
en derwadas parciales de sequndo orden

o'

2,08
oY (XA) 5@ (1), at_c(t)) 1<i<n;1<AB<k (1.40)

ot otP e
(2) Reciprocamente, si ¢:R¥ — Q, localmente dada por ¢(t) = (Yi(t)), es cual-

quier aplicacion verificando entonces ¢V es una seccion integral de

X = (X1,...,X5).
O

Observacién 1.43 La ecuacion (|1.40) nos permite afirmar que cuando el SOPDE
X es integrable entonces (Xa)3 = (Xp)Y4 para todo A, B=1,... k.
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1.2.4. Formalismo lagrangiano. Ecuaciones de Euler - La-
grange.

A lo largo de esta subseccién vamos a recordar el formalismo lagrangiano k-
simpléctico de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.

En primer lugar consideraremos un ejemplo particular de las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange. A continuacién describiremos como deducir, desde un punto de
vista formal, estas ecuaciones a partir de un principio variacional y terminamos esta
subseccién con una descripcion geométrica de dichas ecuaciones.

A. Ejemplo: la cuerda vibrante.

Consideremos una cuerda de longitud finita, cuya longitud designaremos por L,
sujeta por sus extremos y sobre la que no actia ninguna fuerza externa.

Si las constantes o y 7 representan respectivamente la masa por unidad de lon-
gitud y el médulo de Young del sistema, dado por la constante de proporcionalidad
entre el alargamiento de la cuerda y la fuerza o tensién ejercida sobre ella, entonces
se deduce, véase [44], que las ecuaciones del movimiento son

9%¢ 9%¢
‘73<t1)2 - T@(tQ)Q
de modo que las soluciones son aplicaciones
¢: R? — R
(th,1?) — ot ?)

— 0, (1.41)

que describen el desplazamiento de cada punto de la cuerda en funcién del tiempo

t! y de la posicién z = t2.

x=0 X xX=L

@ (%)

Figura 1.1: Cuerda vibrante

Las ecuaciones anteriores se pueden expresar como un ejemplo de ecuaciones de
campo de Euler-Lagrange asociadas a una funcién lagrangiana L definida sobre el
fibrado T3 @, para cierta variedad Q.
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Si definimos

1
L(Qa'UlaU?) = 5(0_,0% - TU;),
donde ¢ representa la variable ¢ y v, representa la variable ¢/0t*. Entonces
oL_ oL oL
(%1_01’ Ovy T2 dqg
Evaluando en ¢V (t) = (4(t), — 9% ) se obtiene
POty Ot I
OL| oo oL O oh
Oy leme) oty dvy lom)y "ol Igleww)

Por lo tanto se tiene

Z tA ((%A) >) - 06?;(1;2

asi las ecuaciones del movimiento (|1.41)) se pueden escribir como sigue

PR (AR
L= otA \ualow) — dglow

Asi la ecuacion de onda en dimension 1, ecuacién ((1.41)), es un ejemplo de las deno-
minadas ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.

0%
¢ o)

’

En general, consideremos un campo definido por una funcién ¢:R* — @, cu-
ya expresion local es ¢(t!, ..., t5) = (¢*(t!,...,t%), ..., ¢*(t!, ..., t¥)). Una funcién
lagrangiana L es una funcién R-valuada L(¢'(t),d¢'/0t*(t)) que depende de las
variables-componentes del campo ¢¢ = ¢ y de las derivadas parciales del campo
d¢' /0tA(t). Por tanto podemos considerar la funcién L como una funcién definida
en T}Q yasi L:T}Q — R.

Las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange para una funcion lagrangiana L con
solucién ¢(t) = (¢'(tL,. .., t*)) es el sistema de ecuaciones en derivadas parciales de
segundo orden dado por

oL
¢)  O¢

0?L

OdI
e + —
t Qupovy

o (t) OtA

0%y
o (t) OtAOtE

> (52
— 8q38v

s ()



34 1 Formulacion k-simpléctica de las Teorias Clasicas de Campos

) Blo%
donde 1 <i < ny¢M(t) = (¢(t), %‘ ), es la primera prolongacién del campo ¢.
t

Estas ecuaciones se escriben habitualmente como sigue:
k i
Z 0 <8L _0¢

A i

= ot le \ ovYy

oL .
= = L (oM (t)) = . 1.42
d)(l)(t)) aqz Qb(l)(t) ) ,UA((b (t)) atA ¢ ( )

Observacion 1.44 Observese que teniendo en cuenta la expresion local (|1.10]) de
la primera prolongaciéon ¢ de ¢, el segundo grupo de ecuaciones de ([1.42) se
transforma en un conjunto de identidades.

B. Principio variacional.

En este apartado veremos como obtener las ecuaciones de campo de Euler-
Lagrange a partir de un principio variacional.

Definicién 1.45 Denotemos por CX(RF. Q) el conjunto de aplicaciones
¢:Uy CR" - Q,

con soporte compacto, definidas en un conjunto abierto Uy. Sea L : T}Q — R un
lagrangiano, se define la accion asociada a L por

J: CX(RF Q) — R
o = 30 = [ Tos)bat.

en donde d*t = dt'A. . .Adt* es una forma de volumen en R* y ¢ : Uy C RF — TLQ
denota la primera prolongacion de ¢.

Definicién 1.46 Una aplicacion ¢: Uy C R* — Q, perteneciente al conjunto CX (R*, Q),
es un extremal de J si

d

ds s=0

J1s0¢)=0

para cada flujo 15 en Q tal que T5(q) = q para todo q de la frontera de ¢(Uy) C Q.
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Obsérvese que los flujos 7, : ) — @ considerados en la definicion anterior estan
generados por campos de vectores en () que se anulan en la frontera de ¢(Uy).

El problema variacional, asociado a un lagrangiano L, consiste en encontrar los
extremales de la accion integral J.

En la siguiente proposicién caracterizaremos los extremales de la accion J aso-
ciada a un lagrangiano L.

Proposicién 1.47 Sean L : T}Q — R una funcidn lagrangiana y ¢ € CX(RF, Q).
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ¢:Uy CR* — Q es un extremal del problema variacional asociado a L.

(2) Para cada campo de vectores Z en @, que se anula en los puntos de la frontera
de ¢(Uy), se verifica:

[ (@aenyoo) @it =0,
Uo

donde Z€ es el levantamiento completo de Z a TLQ.

(3) ¢ es solucion de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange .

Demostracion:

(1 & 2) Sea Z € X(Q) un campo de vectores en (), con grupo uniparamétrico 7
y que se anula en la frontera de ¢(Uj).

Recordemos que el flujo asociado a Z¢ es T} .

Puesto que T}'7, 0 ¢! = (7, 0 )M, entonces se verifica

3(7—8 ° (b) | s=0 /Rk <L © (TS © (b)(l))(t)dkt

s=0 ds

_ Pl%% (/Rk(Lo(Tsogb)(l))(t)dkt—/Rk(Loroogﬁ(l))(t)dkt>

ds

— El%é (/Rk(L o Tty 0 ¢W)(t)d"t — /Rk(L o gb(l))(t)dkt)
- /R k (h’m E (L(Tklrs o ¢ (t)) — L(pV (t)>> d*t

s—0 S

= [ (zeLyod®) e,
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con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.

(2 < 3) Acabamos de probar que ¢: Uy C RF — @ es un extremal de J si, y sélo
si, para cada campo de vectores Z € X((Q)) que se anule en la frontera de ¢(Up) se
verifica

/ ((LzeL)o M) (t)d"t =0. (1.43)
Uo

. : . 0 :
Consideremos un sistema local de coordenadas tal que Z = Zlﬁ, teniendo
q
en cuenta la expresién (1.37)) para el levantamiento completo Z¢ e integrando por
partes deducimos que ¢(t) = (¢'(t)) es un extremal de J si, y sélo si,
k

[ (2, )2
Uo | a=1 Ot e 8@54 ¢ (t) dq'

para todo valor de Z¢. Asi, ¢ serd un extremal de J si, y sélo si,

) oL
o)) Og

Las ecuaciones (|1.44)) se llaman ecuaciones de campo de Euler-Lagrange para
L.

(Z"0¢)(t)d"t =0,

P (t)

AN
oAl \ ov'y

A=1

. 1.44
P (t) ( )

C. Versién geométrica de las ecuaciones de campo de EuIer—Lagrange.‘

A continuacién daremos una descripcién geométrica de las ecuaciones de cam-
po de Euler-Lagrange ([1.44]) y veremos que las soluciones de estas ecuaciones son
secciones integrales de ciertos campos de k-vectores en T}'Q.

De modo andlogo a lo que ocurria en el caso hamiltoniano consideremos la ecua-
cion
k
g Ixaws = dE; (1.45)
L )
A=1
donde E;, = A(L) — L es la energia lagrangiana. Nos referiremos a esta ecuacion
como ecuacion geométrica de Euler-Lagrange, este nombre quedara justificado
tras el enunciado del teorema [L.48
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Denotamos por X% (TEQ) el conjunto de campos de k-vectores Xy, = (X}, ..., X¥)
en TkQ los cuales son solucién de (1.45). A los elementos de este conjunto los deno-
minaremos campos de k-vectores lagrangianos.

Si cada X{! estd localmente dado por

0
aq’

+ (X3 0 1< A<E

Xp = (X2 BHo
B

entonces (X},...,X¥) es una solucién a ([1.45)) si, y sélo si, las funciénes (X7)' y
(X% satisfacen el sistema de ecuaciones

( OL _ G.QL.) ey — L xay = o 0L 0L
Oqiov’,  0qovy vy vy oqiov’,  Iq' 46
O*L A PL (1.46)
vl O’ 2 Qv o' v
BY9Va BY9VA

Si el lagrangiano es regular, las anteriores ecuaciones son equivalentes a las si-

guientes
PL 9’L . 0L o
)+ ——— (X, =—, (XD =4. 1.47
B a0 = g (X = (1.47)

Por lo tanto cuando L es regular X7 tiene la siguiente expresién local:

o, .0
X4 =l — + (X, —
L UAaqz"‘( L)58va
esto es, Xy, = (X},..., X¥) es un SOPDE en T} Q.

Como consecuencia de los calculos anteriores podemos enunciar el siguiente teo-
rema:

Teorema 1.48 Sea L : T}Q — R una funcién lagrangiana y Xy, = (X1,..., X¥)
un campo de k-vectores en T} Q tal que

k
A _
g ixpwy, = dEL,
A=1

en donde E, = A(L) — L. Entonces,
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(1) Si L es reqular entonces Xy, = (X1,...,X¥) es un SOPDE.

Ademds si 1 : RF — TLQ es un seccidn integral de Xy, entonces la aplicacion
¥ K
¢:RF—T!Q —Q
es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange .

(2) Si Xy =(X},...,XF) es integrable y ¢V : R — TLQ es una seccion integral
de X entonces ¢ : R¥ — Q es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
1.44).
Demostracion:
(1) es una consecuencia inmediata de (1.47)) y la Proposicién [L.42]
(2) Sea ¢M) una seccién integral de Xr,.
De la primera ecuacién de ((1.46) y de la expresién local (1.9) de ¢! se deduce

que ¢ es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange (|1.44]).

O

Observacién 1.49 Si el lagrangiano L : T}Q — R es regular, entonces (w3, V)
es una estructura k-simpléctica en T}@Q. Por este motivo la ecuacién puede
considerarse como un caso particular de (|1.15)) para esta estructura k-simpléctica y
con H = Ej.

De modo andlogo a lo que hicimos en la definicién[1.22] a la familia (T} Q, w3, Er)
le llamaremos sistema lagrangiano k-simpléctico.

Observacion 1.50 Si reescribimos la ecuacién ([1.45)) para el caso k = 1, obtenemos
IxWr = dEL

que es la ecuacién de la formulacion geométrica de la Mecénica lagrangiana.
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Ejemplos.- Veamos ahora algunos ejemplos de ecuaciones de campo que se pueden
describir con el formalismo aqui desarrollado.

Los cuatro ejemplos que presentamos corresponden al caso k = 2. La ecuacién
geométrica de Euler-Lagrange ((1.45)) se escribe como sigue:

inwi -+ ’inu)i = dEL . (148)
Ecuacién de onda. En este caso () = R y el lagrangiano es

L: T'TR=TR&TR — R

1
(@onw) = ot —ed)

entonces:

Si la primera prolongacién ¢! de ¢ : R? — R es una seccién integral de (X, X),

solucién de la ecuacion ([1.48]), entonces ¢ es solucién de la ecuacion de onda ((1.41)).

Ecuacion de Laplace. Consideramos ahora el lagrangiano

L: T'TR=TR&TR — R
1

(q,v1,v2) = 5(”%4'“%)-

Si la primera prolongacion ¢(*) de ¢:R? — R es una seccién integral de (X, X5)
entonces ¢ es solucién de la ecuacién de Laplace, esto es:

26 o

oy T amp =

Ecuacién de superficies minimales. Ahora () = R y el lagrangiano es

L: TROTR — R
(q,v1,v9) \/1+U%+U§

De nuevo, si la primera prolongaciéon ¢(!) de ¢:R? — @ es una seccién integral
de (X1, X3), entonces ¢ es solucién de la ecuacién de superficies minimales, esto es:
o 0¢ 0 ¢

B 0¢ 0¢ ., 0*¢*
0= (1+(_)2)8(t1)2 iz ane H@)Z)a(t?)?'

ot?
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Ecuacién de Navier. En este caso Q = R? y el lagrangiano viene dado por:

L: TR? & TR2 — R
1

1
(¢, % vt vz, 08 03) = (GA+ W[(01)* + (03)°] + gul(v2)® + (1) + (A + pvrvg

Si la primera prolongacién ¢ de
o R? — R2
t=(tt) — (¢'(t), ¢*(1))

es una seccion integral de (X7, X5), solucién de (|1.48)), entonces ¢ es solucién de las
ecuaciones de Navier, esto es:

82(;51 anbQ a2¢1 B

a¢2 82(251 82¢2

Hopre T O W g + A+ e =

1.3. Equivalencia entre las formulaciones lagran-
giana y hamiltoniana.

En esta secciéon vamos a recordar la equivalencia que existe entre el formalismo
k-simpléctico lagrangiano y hamiltoniano.

Consideramos una funcién lagrangiana hiperregular L : T}Q — R. En este caso
sabemos que la aplicacién de Legendre FL es un difeomorfismo global. Esto nos

permite definir una funcién hamiltoniana H : (T})*Q — R por
H=E,oFL"

donde F L~ es la inversa de FL.

En estas condiciones se puede demostrar el siguiente resultado, que establece la
equivalencia entre la formulacion lagrangiana y la hamiltoniana.
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Teorema 1.51

(1)

(2)

Si Xy = (X1,...,X¥) es una solucién de la ecuacion geométrica de Euler-
Lagrange (1.45), entonces Xy = (Xpy,..., XV, donde X# = FL(X}), 1 <
A < k, es una solucion de la ecuacion geométrica hamiltoniana en
(TH*Q, con H= E o FL™!.

Si Xp = (X1,...,XF) es integrable y ¢V es una seccion integral de X,
entonces ¢ = FLo ¢ es una seccion integral de Xy = (Xiy,..., XE) y por
lo tanto es una solucion de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-

Weyl con H=FE,oFL™ .

Demostracion:

La demostracién detallada de este resultado puede encontrarse en [104].






Capitulo 2

Simetrias y Leyes de conservacion

Este capitulo se dedica al estudio de simetrias, en el contexto k-simpléctico, de
las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl ([1.13]) y de las ecuaciones de campo de

Euler-Lagrange ((1.42)).

Recordemos que una simetria de ecuaciones en derivadas parciales es un difeo-
morfismo que lleva soluciones de la ecuacion en derivadas parciales en otras solucio-
nes de la misma ecuacién.

En particular, introduciremos las simetrias de Cartan a las que les asociaremos
leyes de conservacion, probando asi una versién del Teorema de Noether.

Finalizamos este capitulo introduciendo el concepto de Lagrangianos equivalen-
tes, como aquellos lagrangianos L y L' que verifican que las respectivas ecuaciones
de Euler-Lagrange tienen las mismas soluciones.

Relacionado con el concepto de lagrangianos equivalentes, aparecen las simetrias
gauge como aquellos difeomorfismos que llevan un lagrangiano en otro equivalente.
En ciertos casos, las simetrias gauge se pueden relacionar con las simetrias de Cartan
introducidas en la primera parte del capitulo.

2.1. Caso hamiltoniano.

A lo largo de esta seccién vamos a considerar el sistema hamiltoniano k-simplécti-
co (véase definicién [1.22) ((T1)*Q,w™, H).

43
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2.1.1. Simetrias y leyes de conservacion.
La finalidad de esta subseccion es definir los conceptos de simetrias y leyes de
conservacion de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl ((1.13)).

Comenzamos introduciendo la nocién de ley de conservaciéon para el sistema
hamiltoniano k-simpléctico ((T})*Q,w?, H). Siguiendo a Olver, véase [114], intro-
ducimos la siguiente definicién :

Definicién 2.1 Una ley de conservacién (o una cantidad conservada) para
las ecuaciones de campo de Hamilton-de Donder-Weyl es una aplicacion

F= (..., 9 (THQ — R

tal que la divergencia de

Fou = (Flop,..., T op): Uy C R —= (T1)'Q L= Rt

es cero, para cada solucion ¢ de las ecuaciones de Hamilton-De Donder- Weyl ,
es decir,

k
Zaf’mow =0. (2.1)

A=1

La siguiente proposiciéon muestra una diferencia entre los resultados de la Mecani-
ca Clésica y las Teorias de Campos k-simplécticos, (véase observacién [2.3)).

Proposicién 2.2 Si F = (F1,...,F%): (T})*Q — R* es una ley de conservacion
entonces para cada campo de k-vectores integrable X = (X1, ..., X;.) en X% ((TH*Q),
se verifica

k
> Lx,Fh=0. (2.2)
A=1

Demostracion:

Sea X = (X1,...,Xg) € X5 ((T}H)*Q) un campo de k-vectores hamiltoniano e
integrable y ¢: Uy C R¥ — (T}1)*@Q una seccién integral of X entonces:
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(1) Por la definicién [1.17, de seccién integral de un campo de k-vectores, para
cadat € Uy CRFy Acon A=1,..., k, se verifica

0
Xa(@) =) | == | -
awlo) =00 (5,
(2) X e X5(TH*Q), esto es, X = (X1,..., X}) es solucién de las ecuaciones geo-

métricas de Hamilton ([1.15]). Por lo tanto, aplicando el Teorema |1.23] se tiene
que cada seccion integral ¥ de X es solucién de las ecuaciones de Hamilton-De

Donder-Weyl ([1.13).

De (1) y (2) se sigue la siguiente cadena de igualdades:

k k 9 k a?AO
;LXASM—;%@) <a?)t> (EA) _Z% ¢ =0

A=1

donde la tltima igualdad es consecuencia de ([2.1)), lo que se satisface puesto que
F = (F,...,F*%) es una ley de conservacién y 1 es una solucién de las ecuaciones
de Hamilton-de Donder-Weyl (|1.13)).

0

Observacién 2.3 El caso & = 1 se corresponde con la Mecanica hamiltoniana
Auténoma.

En este caso sabemos que F es una constante del movimiento o integral primera
si se mantiene constante a lo largo de las soluciones de las ecuaciones de Hamilton
y, esto es equivalente a Lx,F = 0, donde Xy es el campo de vectores Hamitoniano
definido por 1x,w = dH.

En nuestro caso las ecuaciones (2.1)) y (2.2) no son equivalentes puesto que no to-
da solucion de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl es un seccién integrable
de algiin campo de k-vectores perteneciente al conjunto X% ((T31)*Q).

A continuacion introduciremos el concepto de simetria de un sistema Hamiltonia-
no k-simpléctico como una simetria de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.
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Definicién 2.4

(1) Una simetria del sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T})*Q, w*, H)
es un difeomorfismo
O (T)"Q — (1) Q
tal que, para cada solucién : Uy C R¥ — (T})*Q de las ecuaciones de Hamilton-
de Donder-Weyl , se tiene que P o) es también una solucion de dichas

ecuaciones.

(2) Una simetria infinitesimal del sistema hamiltoniano k-simpléctico
(TH*Q, w?, H) es un campo de vectores Y € X((T})*Q) cuyos flujos son
simetrias del sistema hamiltoniano k-simpléctico.

Observacion 2.5 En analogia con la Mecanica autonoma, a las simetrias ® que
son levantamientos canénicos de difeomorfismos f : Q — Q, esto es ® = (T})* f,
les denominaremos simetrias naturales. De modo analogo diremos que una simetria
infinitesimal Y, de un sistema hamiltoniano k-simpléctico, es natural si Y = Z¢*,
esto es, Y es el levantamiento completo a (T})*@ de un campo de vectores Z en Q.
A lo largo de esta memoria no emplearemos este tipo de simetrias.

o

Una primera consecuencia directa de las definiciones 2.1 y 2.4] de ley de conser-
vacion y simetria de un sistema hamiltoniano k-simpléctico respectivamente, es la
siguiente:

Proposicién 2.6 Sea @: (T})*Q — (T})*Q una simetria de un sistema hamilto-
niano k-simpléctico. Si F = (F*,...,F%): (T})*Q — R* es una ley de conservacion
de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl, entonces ®*F = (®*F, ... &*FF)
también lo es.

Demostracion:

Tenemos que probar que la divergencia de ®*F o 1) se anula para toda solucién
¥ de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl ({1.13]). Ahora bien, teniendo en
cuenta que ®*F((t)) = F(®((t))), t € RF

RE ¥ (T}
1

Sk

()"

*
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se verifica que
ia@*?f‘ozp) :z":a(#o@w) 0

A A
= ot = ot

en donde en la tultima igualdad hemos utilizado que & es ley de conservacion y ® o)

es solucion de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl (|1.13)), (esto ultimo es
consecuencia de ser ¢ simetria y 1 solucién de las ecuaciones antes mencionadas).

O

Hay un tipo de simetrias que juegan un papel relevante como generadores de
leyes de conservacion, a continuacién introduciremos este tipo de simetrias:

Proposicion 2.7 Sea ®: (T})*Q — (T})*Q un difeomorfismo. Si

Pl =wt, 1<A<k y ®H=H (salvo constantes).

Y

entonces ® es una simetria del sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T})*Q,w™, H).

Demostracion:

A continuacién mostraremos un esquema de la demostracion que incluye los pasos
a seguir. La demostracion detallada se puede encontrar en el apéndice A.

Tenemos que probar lo siguiente:

Sip: Uy CRF — (TH*Q es una solucién de las ecuaciones de Hamilton-
de Donder-Weyl , entonces ® o 1) también lo es, esto es,

0H Uy plodor)
(a) o - Z (—A) ’
q* l(@ou)(t) o ot ¢
) OH (g oD o)
optl@op)ty OtA .

Consideremos un sistema local de coordenadas (¢', p)1<i<ni1<a<k en (T})*Q de
modo que el difeomorfismo ®: (T})*Q — (T})*Q lo escribimos localmente como
sigue:

o(¢/, p) = (2'(¢,pP), @ (¢, pP))
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De la hipétesis ®*w? = w4, 1 < A < k, deducimos las identidades

. _ 0o oo
N 8qj w 8q’“ w’
0’| 0P
0 = — . 1<A<EK 2.3
opP lwopl lw PEAST (23)
sisa _ 0% 00} 00l 0p)
ive 8q3 wapkc w 8ka w 8(]1 w

Ademss, puesto que ® es un difeomorfismo, ® o ®~1 = id(Té)*Q. Aplicando la
regla de la cadena obtenemos:

PECEY S a(g@—l)j‘ L 0% 8(<I>1)3-‘" (2.4
ko dqF w o 0¢/le-1w) 9gF lw " Optle-iw) dgF I’ '
, _ d@ooh e 8((1)‘1)7‘ L 0% 8(<I>‘1)§"
a opf  lw o 0¢7lemtw) Opf lw o optle—iw) Opf lw’
o — 9o o~ HA 90 8((1)1)’“‘ 004 a(cb—l)kB‘ (2.5)
N Oq’ w  O¢F le-1w) g7 luw opPle—1w) 0¢i  lw’ '
. oA I(Pod 1A o094 A(d~hHk o094 o@—hHb
0500 = —5 o . adk 70‘ 5 70‘ - (26)
8pj w  0g¢F l&—1(w) 8pj w  Opy 181 (w) ap]. w
De las ecuaciones ([2.312.6|) obtenemos
P 4 0@ 4 00° 4 0@
. = 51} It = o4 e
¢l 11 (w) 8psB w Bpk,c &1 (w) 8psD w
opA - a(cﬁl)g‘“ o4 o a(q)—l)k‘ 28)
qu d—1(w) N oq* w ’ 8pkc d—1(w) ¢ dq® w '
La condicién ®*H = H se escribe en coordenadas locales como sigue:
H(¢,p7) = (Ho®)(,p}) = H(® (¢, p]), 21 (¢,p})) ,
y de aqui obtenemos que para cada w € (T}})*Q se verifica
oOH _ OH 0P’ n oH oo
0@ lw — Og low) 0¢f lw ~ Optlaw) Ig7 |w
(2.9)
8H‘ _ 0OH 0P n 0OH o0d>
Optlw O¢ o) Optlw  OpP lew) Opst lw
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Aplicando la regla de la cadena, por un calculo directo uno prueba (a) como

consecuencia de (L.13), (23, ©4), @3). €8) y [£9), y teniendo en cuenta (L.13),
&9, @8 v @9). uno prueba (b).

O

Observacién 2.8 El caso k = 1 se corresponde con la Mecénica Clasica hamilto-
niana Auténoma. En este caso el anterior resultado puede encontrarse en [93].

2.1.2. Simetrias de Cartan y Teorema de Noether.

La proposicion anterior nos permite afirmar que un difeomorfismo
@ (T3,)'Q — (1) Q,

que verifique ciertas condiciones, es una simetria del sistema hamiltoniano k-simpléc-
tico ((T})*Q,w”, H). Las simetrfas que verifican las condiciones del enunciado de la
proposicion anterior seran importantes a lo largo del capitulo ya que son las simetrias
a las que les asociaremos leyes de conservacion. Por ese motivo, introducimos un
nombre particular (que aparece en la siguiente definicién) para referirnos a este tipo
de simetrias. Siguiendo la nomenclatura de la Mecanica introducimos las definiciones
siguientes:

Definicién 2.9

(1) Unasimetria de Cartan (o Noether) de un sistema hamiltoniano k-simplécti-
co ((TH*Q,w™, H) es un difeomorfismo ®: (T})*Q — (T})*Q tal que,

a) ®*w =wA, para A=1,... k.

b) ®*H = H (salvo constantes).

(2) Una simetria de Cartan (o Noether) infinitesimal es un campo de vec-
tores Y € X((T}})*Q) wverificando :

a) Lyw? =0, para A=1,... k.
b) LyH =0.
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Es immediato a probar que, si Y;,Y; € X((T})*Q) son simetrias infinitesimales
de Cartan, entonces [Y7, Y] también lo es.

Ademas, se verifica el siguiente resultado que nos permite garantizar que una
simetria de Cartan lleva soluciones de las ecuaciones geométricas de Hamilton ((1.15])
en otras soluciones de las mismas ecuaciones.

Proposicion 2.10 Si ®: (T})*Q — (T})*Q es una simetria de Cartan de un siste-
ma hamiltoniano k-simpléctico (T})*Q,w?, H), y X = (X1, ..., Xi) € X5 ((TH*Q),
esto es, X es solucion de la ecuacion geométrica de Hamilton , entonces
O, X = (0. X1,..., 0. X)) € X5(TH*Q).

Demostracion:
Sea ®: (T})*Q — (T})*Q una simetria de Cartan.
Para cada X = (Xi,..., X3) € X5 ((T}H)*Q) calculamos

k k k
(I)*[ZZq)*XAwA —dH] = Z 1x, (W) — d(O*H) = Z 1x wt—dH =0
A=1 A=1 A=1
por tanto, como ® es un difeomorfismo, esto es equivalente a
k
ZZ<1>*XACUA —dH = O,
A=1
y por tanto ®,X = (®,X;,..., 0. X}) € X5 (TH*Q).

O

Para finalizar esta seccién asociaremos a cada simetria de Cartan infinitesimal
una ley de conservacion.

Proposicién 2.11 Sea Y € X((T})*Q) una simetria de Cartan infinitesimal de un
sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T})*Q,w™, H). Entonces, para A = 1,...k,
y para cada p € (T})*Q, existe un entorno abierto U, del punto p, tal que:

(1) Existen k funciones, tinicas salvo constantes, F4 € C*(U,) , tales que

wywt =dFt 1< A<E, (en U,) . (2.10)
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(2) Existen k funciones (4 € C*(U,), verificando Ly 04 = d¢A, en U,; y entonces

FA =104 —¢* 1< A<k, (salvo constantes, en U,). (2.11)

Demostracion:

(1) Es una consecuencia del Lema de Poincaré y la condicién

0=Lyw? =1pdw? + diyw? = diyw? .

(2) Teniendo en cuenta que w? = —df#4, 1 < A < k se verifica
dLy0? = Lyd0? = —Lyw? =0,1< A<k
y por tanto, para cada A, Ly04 es una forma cerrada. Asi, por el Lema de
Poincaré, existen ¢4 € C>(U,), verificando que Ly04 = d¢A, en Up. Ademés,
de la identidad (2.10]) se obtiene que en U, se verifica
d¢?t = Ly0* = diy 0 +1yd0? = diy 0 — 1pw? = d{ey 0 — T4}
lo que prueba la identidad (2.11)).

O

Observacion 2.12 En el caso particular de que una simetria de Cartan ¢ (resp.
un simetrfa de Cartan infinitesimal Y) verifique ®*04 = 04, 1 < A < k, (resp.
Ly0* =0, 1 < A < k) entonces las funciones ¢# de la proposicién anterior son
constantes y por tanto

FA = 404, 1 < A<k, salvo constantes.

Este tipo particular de simetria de Cartan se denomina estricta.

Finalmente, EL. TEOREMA DE NOETHER CLASICO de la Mecdnica hamiltoniana
Auténoma (véase [93]) puede generalizarse al contexto k-simpléctico como sigue:
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Teorema 2.13 (Teorema de Noether): Sea Y € X((T})*Q) una simetria de Cartan
infinitesimal de un sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T})*Q,w?, H). Entonces,
para cada p € (T}H)*Q, existe un entorno abierto U,, del punto p, tal que las funciones

FA=0 — (1 1< A<k

(que hemos obtenido en la proposicion anterior), definen una ley de conservacion

F=(F,..., 5.

Demostracion:
1\* a 8
Sea Y € X((7};)*Q) con expresién local Y = YZ8 YA prek entonces de ([2.10
se obtiene B B
- of of
i cA A .
Yoy = 9P —YA = o (en U,)

Sea ¥:Uy C R¥ — (T1)*Q una solucién de las ecuaciones de Hamilton-De
Donder-Weyl ([1.13]), entonces a partir de las identidades anteriores se sigue

> e )

(o7 ‘
— —\0g T P luw Ot

( Rl

OH .0
— (YAaA +Y qi>

= —LyH=0

vt 9FA auP

) OtA 1y

O

Observacion 2.14 En el caso k = 1, el anterior teorema (Teorema de Noether en
la Mecénica hamiltoniana Auténoma ) puede encontrase en [93].
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Teorema 2.15 (Noether): Si Y € X((T})*Q) es una simetria de Cartan infinitesi-
mal de un sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T})*Q,w?, H) entonces, para cada
X = (Xy,...,Xx) € X5,((TH*Q), se tiene

k
ZLXA?A:[) (en U,) ,
A=1
en donde las funciones F4, 1 < A < k se han definido en la Proposicién [2.11]

Demostracion:

Es consecuencia directa del Teorema de Noether 2.13]y de la Proposicién [2.2] .

O

Observacién 2.16 En la Mecanica hamiltoniana Auténoma los teoremas y
[2.15] son equivalentes. En nuestro contexto esta equivalencia no se verifica ya que,
como ya se comentd en la observacion no toda solucién de las ecuaciones de
campo de Hamilton-De Donder-Weyl es un secciéon integral de algin campo
de k-vectores solucion de la ecuacién geométrica de Hamilton (|1.15]).

2.2. Caso lagrangiano.

2.2.1. Simetrias y leyes de conservacion

Cuando consideramos un lagrangiano regular, el sistema lagrangiano k-simpléc-
tico (T} Q,ws, E1) puede considerarse como un sistema hamiltoniano k-simpléctico
con funcién hamiltoniana H = E;. Naturalmente todas las definiciones y resultados
de la seccién anterior son aplicables en este caso. En particular, podemos definir:

Definicién 2.17 Una aplicacion F = (F*,... F*): T}Q — R* es una ley de con-
servacién (o una cantidad conservada) para las ecuaciones de Euler-Lagrange

si la divergencia de
Fo ¢(1) — (rjrl O<Z5(1), o 73:46 O(Z5(1))2U0 CRF — R
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es cero, para cada ¢:Uy C R¥ — Q solucidn de las ecuaciones de Euler-Lagrange
1.44), esto es,

k
0(F4 0 ¢M)
S AT o) (212
A
i ot
Asi, si F = (F1,...,F%): T!Q — R* es una ley de conservacién entonces, para
cada campo de k-vectores integrable Xy, = (X},..., X¥) solucién de la ecuacién

geométrica de Euler-Lagrange ((1.45)), se verifica

k
> LyaFt=0, (2.13)
A=1

puesto que X{(6(0) = (0).0) (525, ) 1< 4 <k,

Observacion 2.18 Al igual que en el caso hamiltoniano, véase la observacion [2.3]
una primera diferencia entre nuestro contexto y la Mecanica lagrangiana Auténoma
es que en nuestro contexto las ecuaciones (2.12)) y (2.13)) no son equivalentes.

Definicién 2.19

(1) Una simetria del sistema lagrangiano k-simpléctico (T}Q,w?, EL) es
un difeomorfismo
O:TIQ — T}Q

tal que, para cada solucion ¢:Uy C R*¥ — Q de las ecuaciones de Euler-
Lagrange (M}, se verifica que ® o ¢ = ) donde ¢:Uy C R¥ — Q es
también una solucion de estas ecuaciones.

(2) Una simetria infinitesimal del sistema lagrangiano k-simpléctico (T}Q, w3,

EL) es un campo de vectores Y € X(T}Q) cuyos flujos locales son simetrias
del sistema lagrangiano k-simpléctico.

De modo andlogo al caso hamiltoniano, se verifica:
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Proposicién 2.20 Sea L : T}Q — R un lagrangiano reqular y ®:TQ — TLQ un
difeomorfismo. St ® verifica

Pw=wi, 1<A<k y ®E,=E; (salvo constantes).

entonces ® es una simetria del sistema lagrangiano k-simpléctico (T}Q, w3, Ep).

Demostracion:
Tenemos que probar:

Si¢:Uy C R¥ — Q es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
1.44), entonces ® o M) = o) siendo o : Uy C RF — T}Q también una

solucion de .

Sin embargo, lo que vamos a probar aqui, teniendo en cuenta que L es regular,
es la afirmacién equivalente:

FLo®o¢W:Uy C RF — (T})*Q es una solucion de las ecuaciones de
Hamilton-de Donder-Weyl (1.13)); esto es

OH O(FLo®ogMy
(a) @ (FLo®og())(t) B otA t

OH L O(FLo®dodM), (2.14)
(b) Oq* |(FLo® circe™M)(t) - Z ot4 ¢t

A=1

en donde el hamiltoniano es H = F; o FL™ .

Al igual que en la demostracién de la Proposicién 2.7, aqui se incluye un es-
quema con los principales pasos de esta demostracién, encontrando la demostraciéon
completa en el Apéndice A.

Consideramos un sistema local de coordenadas (q¢*, v%))1<i<n 1<a<k en TEQ, en el
cual un difeomorfismo ® : T} Q — T!Q que verifique las hipétesis del enunciado lo
escribimos como sigue:

(¢, vp) = (D¢, vh), DY (¢, v)) .

Con la finalidad de probar (2.14) haremos uso de cuatro grupos de identidades:
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La hipdtesis ®*ws!

identidades : para cada w € T} Q obtenemos

wi, 1 < A < k nos proporciona el primer grupo de

9L PL | 00k 0L ok, |\ 90!
O oviy lw (aqkaulA ow) g1 lw | OVEOUY o) Dgi w) g lw’
PL | [ PL | 0 PL | k| 0D
Qv lw a (8qk8vf4 B(w) Dl lw " gVl la(w) vl w) 9q" lw
( 0L 8@% L 0*L 8@’& )3@‘1 (2.15)
AP ovly law) Ogt 1w Qv OVl lew) O¢t lw) vl lw’
. ( L | oet  @L | ok ) acpl‘
Agrovly law) dvly 1w — Qvg VY lew) dul, lw ) OV lw

Por ser ® un difeomorfismo existe ®~! y verifica ® o ! = idilQ. Aplicando
la regla de la cadena a esta igualdad, se obtiene el segundo grupo de identidades.

0P (1) 0P’ (1Y,

5 = : — 2.16
k 8qﬂ ’fb—l(w) 8qk w 8'1]‘174 o—1(w) aqk w’ ( )
o’ d—1) o' P! J
0 = a" A k>‘ ov O Ja) (2.17)
6qﬂ d—1(w) 87}3 w avil o—1(w) 803 w
i —1\k i -1\k
0 = 0Py o(P ') ’ 6(1)124 o(P ')B‘ (2.18)
o¢F le-1w) O0¢7 lw Ovgle-tw) 0¢ |w

El tercer grupo de identidades es una consecuencia del siguiente hecho: si
¢:Uy C R¥ — @ es una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange, sabemos que
FLo¢W:Uy ¢ RF — (T})*Q es una solucién de las ecuaciones de Hamilton-de
Donder-Weyl . Entonces de la expresion local de F'L, deducimos las

siguientes ecuaciones.

OH _ O(FLogW)y |  0¢'
% (FLopM)(t) oA ¢ OtAl’
OH _ Zk: O(FLo o)y (2.19)
Oq* |(FLopM) (1) — otA t
B 0L O¢ 02 02
T 0govy e otA L guL ol OtA0tB 1

Por dltimo, al ser L regular, F'L es un difeomorfismo local y por tanto, la
hipétesis £, = ®*E}, es localmente equivalente a FIL*H = (FL o ®)*H en donde
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H = Ep o FL™!. Teniendo en cuenta la expresién local de F'L (1.34]) y aplicando de
nuevo la regla de la cadena se obtiene la ultima familia de identidades.

OH + OH ‘ 0*L _OH oOdJ

9q' |FLw) — OpF IFL@w) Bgidv], 1w O¢7 |(FLo®)(w) gt lw
OH 0?L OP* 0*L oP*

fihais ) ( | . 4 ) (2.20)
Opy l(FLee)w) \ dgovy lew) 0¢' v ovk o, lew) I lw

OH 0*L _OH odI

aij FL(w) 3vf40v% w 0@ |(FLo®)(w) OV lw
0OH 0?L ok 0*L oDk

+ B) ( : : ¢ ) . (2.21)
ap (FLo®)(w aqkav P(w) 6vA w 82}581}33 D (w) aUA w

Estas tltimas identidades, (2.20]) y (2.21]), son una parte fundamental de la de-

mostracion de esta proposicion. Observemos que en estas identidades encontramos:

(i) Las derivadas parciales

OH OH
¢t | (FLo®opW) (1) Y opt

(FLo®o¢M)(t)’

que aparecen en las identidades (2.14) que tenemos que probar,
(ii) La relacién de las derivadas parciales anteriores con las derivadas parciales

OH OH ’
0 |(FLoo)®) © Opf | (FLos)(v)’

que ya conocemos por ([2.19)).

A partir de un extenso célculo, de las ecuaciones (2.15H2.17)), (2.1942.21)) uno
prueba
)

(2.22)

0P
A

o) B
oM (1) OtA |t

loatod
o (1) OtAOLB

0— O?L ‘ OH ‘ 0P
D500 | (o)t Gpl (FLo®opM)(t) D¢
y puesto que L es regular, de la anterior identidad deducimos que

o0
A

loatod
oMW (1) OtAO0tB 1y

OH 0!

| - e
Opt | (FLovop)(t) g

dM (¢ atA
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Ademas se tiene
O(FLo®ogW) 0! O
oA t 8@% o () OtAOtE
y asi de (2.22)) y (2.23) obtenemos el apartado (a) de (2.14]).

Finalmente, de (2.15)), (2.16), (2.1842.21) y (2.23)), por un célculo directo, se
obtiene

09!
¢ Ol

o¢’

2.23
o) (1) OtA (2.23)

t

i O(FLo®ogym OH
ot ;) m) FLo®og(1)
2 ' ™ | (FLowop) (1) (2.24)
0L O(FLo®o ¢y _OH ‘
DGOV |(@og™M) (1) oA t OpAl(FLodog™M)(t)

y puesto que ya se tiene probado el apartado (a) de (2.14]) , de (2.24)) y (a) se obtiene
el apartado (b) de (2.14)), finalizando asi la demostracién buscada.

O

Esta proposicién nos proporciona un ejemplo de simetrias del sistema lagrangiano
k-simpléctico (T}Q,w?, EL).

2.2.2. Simetrias de Cartan y Teorema de Noether.

Teniendo en cuenta la dltima proposicion de la subseccion anterior introducimos
la siguiente definicién.

Definicién 2.21 Sea L : T!Q — R un lagrangiano regular.

(1) Una simetria de Cartan (o Noether) lagrangiana o del sistema lagran-
giano k-simpléctico (TLQ, w3, Er) es un difeomorfismo ®:TIQ — TrQ tal
que,

a) dwi =wt, para A=1,... k.
b) ®*E; = Ep, (salvo constantes).
Si una simetria de Cartan ® es el levantamiento candnico a T{Q de algin

difeomorfismo f:Q — Q, esto es ® = T} f, entonces ® se dice simetria de
Cartan natural.
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(2) Una simetria de Cartan (o Noether) infinitesimal del sistema lagran-
giano k-simpléctico (T} Q,w?, Er) es un campo de vectores Y € X(T}Q) veri-
ficando:

a) Lywi =0, para A=1,... k.
b) LyEL =0.

En el caso de que una simetria de Cartan infinitesimal Y sea el levantamiento
completo a TEQ de algiin campo de vectores Z en Q, esto es Y = ZC, entonces
se dice simetria de Cartan infinitesimal natural.

Observacion 2.22 Las simetrias de Cartan (infinitesimales) naturales seran utili-
zadas en la seccién de este capitulo en donde veremos que si (T} f)*L = L
(resp. Z9(L) = 0) entonces ® (resp. Z¢) es una simetria de Cartan natural (resp.
simetria infinitesimal).

La siguiente proposicion es fundamental para poder asociar leyes de conservacién
a las simetrias de Cartan, enunciando de este modo un teorema de tipo Noether
dentro de la formulacién lagrangiana k-simpléctica de las teorias clasicas de campo.

Proposicion 2.23 Sea Y € X(T}Q) una simetria de Cartan infinitesimal de un
sistema lagrangiano k-simpléctico (T}Q,ws, EL). Entonces, para cada p € (T})Q,
existe un entorno abierto U, del punto p en el que se verifica lo siguiente:

(1) Existen k funciones ¥4 € C*(U,), 1 < A < k, dnicas salvo constantes, tales
que
wywi =dF 1< A<k, (enU,). (2.25)

(2) Existen k funciones (4 € C*(U,), 1 < A < k, verificando

Ly0 =d¢* 1< A<k, (enU,).

Ademds estas funciones estdn relacionadas con las funciones F', ..., F* por la
familia de identidades

FA4 =10 — (4 1< A<k, (salvo constantes, en U,) . (2.26)
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Demostracion:

Es andloga a la demostracién de la Proposicién [2.11]
O

Ahora podemos afirmar una version del Teorema de Noether para simetrias de
Cartan lagrangianas infinitesimales.

Teorema 2.24 (Teorema de Noether): Sea Y € X(T}Q) una simetria de Cartan
infinitesimal de un sistema lagrangiano k-simplético (T}Q,ws, Er), entonces para
cada p € T} Q, existe un entorno abierto U, del punto p, tal que las funciones

FA =0 — ¢ 1< A<LE,

definen una ley de conservacion F = (F,...,F*) de las ecuaciones de Euler-

Lagrange .

Demostracion:

Sea Y € X(T}!Q) una simetria de Cartan infinitesimal, con expresién local

9 A
Y =Y'— +Y]
0q’ ta

0
oYy

Entonces de (12.25), como Y es una simetria de Cartan infinitesimal se tiene

0?L O?L , . O0’L oFA
— — — Y'—Yp— = 2.2
(8qkavf4 8q18v’/‘;> Boviovk — ogk (2.27)
o’L _, o4
—Y'=—. 2.28
kot ok, (2.28)

Por otra parte, puesto que Y es una simetria infinitesimal, se verifica Ly E;, =0
de donde obtenemos

ogiovk, T A ol ovk,

2 2
oL k(yi oL 0L ) (2.29)
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Sea ¢:R* — ( una solucién de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange

(1.44]), entonces de (1.44)), (2.27)), (2.28]) y (2.29)) obtenemos
)

agrA ‘ a2¢k
t Ovl Lo () OtAOLE

)
0?L

k
| . 0L O¢*
B YZ (1)t = Y’L (1)t —

5 (VOO gy + YOO )

oL , oL
_vVi(p
o s Y (¢ <t))aqi

oo s g Gl [
oA — Oqk 1o (1) OtA
0*L
¢ Qukovy

0L

. Ok
= Yi(eW(t)) <W ?

¢ (1) OtA

82 ¢k

oW (1) OtAOtB

t

= Y'(¢W(1))

S0 =0 (enU,)

esto es, F = (F',...,F%) es una ley de conservaciéon de las ecuaciones de Euler-
Lagrange.

De modo analogo a como ocurria en el caso hamiltoniano se verifica:

Teorema 2.25 SiY € X(T'Q) es una simetria de Cartan infinitesimal de un sis-
tema lagrangiano k-simpléctico (T}Q, w3, Er) entonces, para cada (X},...,X¥) €
XK (TLQ) solucion de las ecuaciones algebraicas de Euler-Lagrange , se verifica

k
D LyxaFt=0  (enU,).
A=1

Demostracion:

Es consecuencia del Teorema [2.24]y de ([2.13)).

0

Observacion 2.26 En la Mecanica lagrangiana Autéonoma los dos Teoremas que
se acaban de enunciar son equivalentes. En nuestro contexto esta equivalencia no se
tiene como justifica la observacion [2.18
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Como corolario del Teorema de Noether se tiene la siguiente versién para
las simetrias infinitesimales de Cartan naturales:

Corolario 2.27 Si Z¢ € X(T}!Q) es una simetria de Cartan infinitesimal natural
de un sistema lagrangiano k-simpléctico (TLQ, w3, EL), entonces las funciones

FA=7V4(L) - ¢ 1< A<k,

definen a ley de conservacion en U,.

Demostracion:

En este caso, se tiene
17007 = 0129 = dL o JAZC) = dL(Z"*) = ZVA(L) ,
y por tanto las funciones F*, ..., F* de la Proposicién son en este caso

FA = 7ZV4(L) — ¢*, 1 < A <k (salvo constantes).

Ahora, aplicando el Teorema de Noether [2.13| se obtiene que estas funciones
definen una ley de conservacion de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.

U

Observacion 2.28 El caso k£ = 1 se corresponde con la Mecanica lagrangiana
Autonoma, y los resultados anteriores, reescritos para este caso particular, se pueden
encontrar en diversos trabajos entre los que podemos citar a Crampin [30].

&

Con el fin de establecer otro corolario del Teorema de Noether 2.24] introducimos
la siguiente generalizacién del llamado operador de Tulczyjew (véase [132]): Sea

g= (g%, ...,¢") : Q — R¥ una k-tupla de funciones, definimos el siguiente operador
dTgZ Tle — R
k (2.30)
(Ulq) v 7vkq) = dTg(U1q7 v uvkq) = Z UAq(gA)
A=1
y con expresion local
i an
drg(vig, - Vkg) = Z vY o lo (2.31)
q

A
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Lema 2.29 Consideremos una aplicacion g = (g*,...,9%) : Q — R¥ y Z un campo
de vectores en Q). Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) Z29(L) = drg.
(2) Lze0f =d(rh) g, 1<A<k y Z°(EL) =0,

Demostracion:
Este resultado es consecuencia directa de un céalculo en coordenadas locales.

Considerando un sistema de coordenadas locales (¢*,v%) en T @, de las expre-

siénes locales ([1.37) v (2.31)) de Z€ y drg, obtenemos que la condicién Z¢(L) = drg

se escribe localmente como sigue:
0L - 077 0L - 0gP
Zl+ ¢ A — = : -
8(]’ +up aqz ava Up 0ql ’
de donde, calculando la parcial 9/9vE,, obtenemos
0?L 077 OL . 077 9L dg¢

. + — + - — = . 2.32
dgiovg, gk vl "B g ovhLovk,  Og (2:32)

i

Tenemos que probar la familia de igualdades de (2) Para cada A, 1 < A <k, de
las expresiones locales ((1.37)), (1.32) y (1.33) de Z¢, 62 y wi', obtenemos

chef = dZZcef—Zchf

( [ OPL 02 OL | 97 PL )dk
== - - v - -
gk 9gk ov', P Og duvlonk, 4
og* .
- S =y
en donde en la pentltima igualdad hemos usado la hipétesis ([2.32)).

Por otra parte,
Z9EL) = Z°(AL — L) = Z°(AL) — Z9(L) = Z°(AL) — drg

por tanto para probar que Z°(EL) = 0 es suficiente comprobar que Z°(AL) = drg.
Ahora bien, tenemos

y 8_L) i %L v ozZ% 2L o oZ% L
Aovi” AT Agiovl, T A P ogi dvkovly T Ogt Ok
(&L L 0ZF 2L 0ZF oL - dg”

i Z7 - - , - - - =vy——=d
va ( dgov, "B ag ovkou, | og au;,) Vagg ~ 9

ZC(AL) = 29
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en donde hemos usado ([2.32]).
Reciprocamente, supongamos que L ;c 07 = d(TS)*gA, 1<A<kyZ9EL)=0.
La condicién Lc07t = d(78)*g?, 1 < A <k equivale a

. + — VY ———— = 2 _dq~.
o¢ovk " gk oul, P og avlolk) T ¢!

(Z-@zL 071 9L, 87 a%)dk_agA

Por lo tanto tenemos

O*L 077 OL 077 9L dg”

7 7 .

- + — 4+ v - , =
dqiovk "~ 9g ol T Og' dulowk  Ogk

de donde se obtiene

0*L L 029 0L . ,0Z7 O°L L 0g
— U —— F VRV — =0
dgiovk T ogk aul, TP O dulonk 4 Ok

VA
o equivalentemente
Z(AL) = drg.
Entonces puesto que 0 = Z9(E;) = Z9(AL) — Z°(L) = dprg — Z°(L) se obtiene

Z9(L) =drg.
O

Observacion 2.30 Teniendo en cuenta la equivalencia establecida en el Lema an-
terior obtenemos que la condicién Z(L) = drg implica que

Z9E) =0 y Lyewy =—dLyeb] = —d(d(5)"g") =0.

Por lo tanto si Z%(L) = drg entonces Z¢ es una simetrfa de Cartan infinitesimal
natural del sistema lagrangiano k-simpléctico (T}Q,w?, Ep).

Asi podemos aplicar la Proposicién [2.23] Comparando el item (2) de la Proposi-
cién m y el item (2) del Lema obtenemos que las funciones F, ..., F*, bajo
la hipétesis Z¢(L) = dpg son:

FA=2Z""(L)— (t5)g" A=1,...k.
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Asi, reescribiendo el Teorema de Noether para esta situacion obtenemos:

Proposicién 2.31 Sea Z € X(Q) un campo de vectores en @ verificando que
Z°(L) = drg

para alguna aplicacion g = (g*,...,¢%):Q — RF, en donde ZC denota el levanta-
miento completo de Z a T}Q. Entonces las funciones

FA=Z"(L) - (75)"g*, 1 < A<,

definen una ley de conservacion para las ecuaciones de Fuler-Lagrange .

Demostracion:

Es una consecuencia del Teorema y la observaciéon que se acaba de realizar.

O

Observacién 2.32 En el caso particular k£ = 1, el resultado anterior puede encon-
trarse en J. Carinena et al. [I7] y Marmo et al. [93].

2.2.3. lagrangianos equivalentes.

Dado un sistema lagrangiano k-simpléctico (T}Q,w3, E1), sabemos que los le-
vantamientos de difeomorfismos y campos de vectores preservan los elementos geo-
métricos candnicos de T}Q (véase Lema [1.39).

Sin embargo, la estructura k-simpléctica dada por las formas wi! no es canénica,

puesto que depende de la eleccion de la funcién lagrangiana L, y en consecuencia no
es invariante por estos levantamientos canoénicos.

Asi, dado un difeomorfismo ®: T} Q — T;}Q o un campo de vectores Y € X(T}Q),
una condicién suficiente para asegurar las condiciones (a) y (b) de la definicién [2.21]
serd pedir que ® o Y dejen invariante la estructura k-tangente J', ..., J* y el campo
de vectores de Liouville A, (por ejemplo, ® e Y siendo los levantamientos canénicos
de un difeomorfismo y un campo de vectores en )), y que la funcién lagrangiana L
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sea también invariante. De este modo, wf, E; v en consecuencia las ecuaciones de
Euler-Lagrange son invariantes por ¢ o Y.

Pedir la invarianza de L es una condicion fuerte, puesto que existen funciones

lagrangianas que, siendo diferentes, dan lugar a la misma estructura k-simpléctica

wt, A=1,... k, vy alas mismas ecuaciones de Euler-Lagrange.

Con la finalidad de no exigir que la funcion L sea invariante vamos a introducir
el concepto de lagrangianos equivalentes.Asi, siguiendo la misma terminologia de la
mecénica (véase [1]), podemos definir:

Definicién 2.33 Dos funciones lagrangianas Ly, L, € C*(T!Q) son gauge equiva-
lentes st

(1) wi =wi, para A=1,... k.

(2) X, (TQ) = XL,(T; Q).

en donde recordemos que X% (TQ) denota el conjunto de campos de k-vectores so-
lucion de la ecuacion geométrica de Fuler-Lagrange .

Los lagrangianos gauge equivalentes se pueden caracterizar como sigue:

Proposicién 2.34 Dos lagrangianos Ly, Ly € C®(T}Q) son gauge equivalentes si,
y solo si,

(1) wi =wi, para A=1,... k.

(2) Er, = EL,, (salvo constantes).

Demostracion:

. . ’ . A _ A . .
Demostraremos que bajo la hipétesis wy, = wy, se verifica que:

x5 (TEQ) = X} (T}Q) es equivalente a Er, = Ey, (salvo constantes).

Si X =(Xy,...,X) € X} (T!Q) = X} (T;}Q), entonces

k k
E : A E : A
0= ZXAUJLI — dEL1 = ZXAWL2 — dEL2
A=1

A=1
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pero como wfl = wa, esto implica que dE, = dEy,, y por tanto £y, = Ey,, salvo

constantes.

Reciprocamente, si E;, = Ep, (salvo constantes), entonces para cada X =
(X1,...,Xy) € X} (T}Q), se tiene

k k
E : A E : A
0= ZXACULI — dEL1 = ZXAWLZ — dEL2
A=1 A=1

en donde estamos usando que wil =wit , 1 <A<k Asi, X € X} (T}}Q).

De modo andlogo se demuestra que si X € X§_(T}}Q), entonces X € X} (T}}Q).
O

La definicion de lagrangianos gauge equivalentes garantiza que el conjunto
de campos de k-vectores solucién de las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange
(1.45]) asociadas a los dos lagrangianos es el mismo.

En la siguiente proposicion demostraremos que si dos lagrangianos son gauge
equivalentes entonces tenemos un resultado andlogo, al que acabamos de demostrar,
relativo a las soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange defi-
nidas por cada uno de los lagrangianos.

Proposiciéon 2.35 Silas funciones lagrangianas Ly, Ly, € C®(T}'Q) son gauge equi-
valentes entonces, las ecuaciones de campo de Fuler-Lagrange asociadas a Ly
y Lo tienen las mismas soluciones.

Demostracion:

Si Ly, Ly € C®(TQ) son dos lagrangianos gauge equivalentes, entonces por la
proposicién sabemos que se verifica:

wél = wa, para A=1,....ky EL, = EL,, (salvo constantes).

De la condicién wi, = wi v de la expresién local de wi ,(1.33)), deducimos que

0?L, 0? Ly 0?L, 0? Ly
g7 vy O¢Ovy Qupovly  Ovpovy
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Asi, obtenemos

o (0L, L 0Ly ¢
otA \ ovYy ¢>(1)(t) ~ Agiov, L loW ) OtA e avﬂéavg W () OtAEB | (

2.34
0Ly 0? Ly ¢ | 0 (0L, )
@O Lo 0tA le T gl 0vi, Lo @ OtAOEE It OtA \ vy leory )

Por otra parte, la condicién Fp, = Ef, (salvo constantes), implica
Oby, OFp,
o Ogi
De esta identidad y de la expresién local de la funcién energia lagrangiana
oL
Ep, =4 —
L Aau;,
se deduce
- 0°L oL - 0L oL
Oy — = — 2 (2.35)
ogovy O ogovy,  O¢
De (2.33) y (2.35)) obtenemos
0L, 0L,
o0~ 0g (2.36)
y entonces, de (2.34)) y (2.36) se sigue

i 9 <8L1 ) OL, )_%
= otA \ oYy lem ) an #(M (1) oq

Por lo tanto ¢:R¥ —  es una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange
asociadas a L si, y sélo si, es solucién de las ecuaciones asociadas a Ls.

k
0 (0L,
6 (1) ; oA (8@1

o (t)

O

El siguiente Lema nos permitiréd caracterizar los lagrangianos gauge equivalentes.
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Lema 2.36 Un lagrangiano L: T} Q — R wverifica
wi =0, para cada A=1,... k,

1

si, y sdlo si, existen o, ... o, 1-formas cerradas en Q, y una funcién f € C>(Q),

tales que
L=a+ (15)"f (salvo constantes),

donde & € C*(T'Q) es la funcion definida en T} Q por
a TQ — R

k
Wy = (Vig -+ Ukq) — Zaé(mq)
A=1

Y 7'5 :THQ — Q es la proyeccion candnica.

Demostracion:

Supongamos que
wi=—df =0, 1< A<k,

entonces 05 = dLoJ*4 son 1-formas en T} Q cerradas y semibdsicas, por tanto dLoJ4
son formas bésicas, esto es, existen ciertas 1-formas en Q, a' ..., ", tales que

dLo J* = (§)*a®, 1< A<k . (2.37)

Ademas, puesto que
A kyx A k% A
0=dos = d((TQ) a’t) = (TQ) (da™),
entonces da = 0; esto es, cada a? es una 1-forma cerrada en Q.
Por otra parte, mediante un calculo en coordenadas locales obtenemos

daoJ* = (tf)a*, 1< A<k. (2.38)

Entonces de (2.37) y (2.38)) se obtiene dL o J4 = da o J# o equivalentemente
d(L—a&)oJ*=0.

~

Asi, la 1-forma d(L — &) es cerrada y semibdsica y en consecuencia, d(L — &) es
una 1-forma bésica; esto es, existe f € C*(Q) tal que

d(L — &) = (rp)"df = d((15)"f)-
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Entonces L = & + (74)* f (salvo constantes).

Reciprocamente, supongamos que L = & + (745)* f (salvo constante). Para cada
A=1,...,k se tiene

0 =dLoJ* =d(a+ (5)"f) o J* =dao J* = (75)"a?,

puesto que d(Tg)* f se anula en los campos de vectores verticales. Como a? es

cerrada, da?* = 0 y obtenemos

wit = —d6} = —d((75)* ) = —(75)"(da) = 0.
O

Observacion 2.37 Este Lema es una generalizacién del correspondiente resultado
de la Mecanica lagrangiana Auténoma (véase [1], p 216).

La funcién @ definida en el Lema anterior nos permite establecer cuando dos
lagrangianos son gauge equivalentes.

Proposicién 2.38 Las funciones lagrangianas Ly, Ly € C*(TQ) son gauge equiva-
lentes si, y solo si, Ly = Ly + & (salvo constantes).

Demostracion:
Supongamos que Ly, Ly € C®(T}Q) son gauge equivalentes.

Como wi', = wj , entonces wil _; =0,1 < A <k. Asi, del Lema sabemos
que existen al, ... af 1-formas cerradas en Q, y f € C>(Q) tales que

Ly — Ly=a+ (5)"f (salvo constante).
De la Proposicién sabemos que Er, = F,, (salvo constantes), o equivalen-
temente, Er, — Er, = 0 (salvo constante). Asi,

O - EL1 - EL2 — A(Ll) - Ll - A(LQ) + L2 — A(Ll — Lg) — (Ll — LQ)
= A(@+ (78)*f) — (L1 — Ly) = & — (Ly — Ly)  (salvo constantes),
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de donde se sigue la igualdad buscada.

Reciprocamente, supongamos L1 = Ly + & (salvo constantes). En primer lugar,
un sencillo calculo nos proporciona

wit —wit = d(04 —67,) = d(d(Ly — Ly) o J*) = d(da o J*) = d((7§)*a?)
= (r5)*(da?) =0.
Asf wi! =wi . Ademds,

Er, =A(L)— Ly = A(Ly+&)— (La+a) = Ep,+a—& = Er, (salvo constantes),

1
puesto que A(&) = a.

Como wfl = wi v Er, = Ep, (salvo constante ) entonces Ly y Ly son lagran-
gianos gauge equivalentes. (véase Proposicion [2.34)).

2.2.4. Simetrias lagrangianas gauge

Teniendo en mente los resultados de la secciéon anterior, podemos definir:
Definicién 2.39 Sea (T}Q,wi, EL) un sistema lagrangiano k-simpléctico.

(1) Una simetria lagrangiana gauge es un difeomorfismo ®: T}Q — T} Q tal
que L y ®*L son lagrangianos gauge equivalentes; esto es, ®*L = L+ & (salvo

constantes), siendo & € C*(TLQ) la funcién definida en la Proposicion .
Una simetria lagrangiana gauge se dice natural si existe un difeomorfismo
©:Q — Q tal que ® = (T}))¢.

(2) Un simetria lagrangiana infinitesimal gauge es un campo de vectores
Y € X(TQ) cuyos flujos locales son simetrias lagrangianas gauge.

Una simetria lagrangiana infinitesimal gauge se dice natural si existe un cam-
po de vectores Z € X(Q) tal que Y = Z°,

En esta seccién tendran especial interés las simetrias lagrangianas gauge (in-
finitesimales) naturales ya que se pueden relacionar con las simetrias de Cartan
(infinitesimales) naturales definidas en [2.21] como veremos en la proposiciéon [2.42]
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Observacion 2.40 Una simetria lagrangiana gauge ®: T} Q — T} @ de un sistema
lagrangiano k-simpléctico no es necesariamente una simetria de Cartan, puesto que
en general ®*wi # wi.,, para A = 1,...,k, y ®*E; # Fg-1, como puede ser
facilmente demostrado por medio de un céalculo en coordenadas.

En general se tiene:

Lema 2.41 Sea ¢:Q — Q un difeomorfismo y sea ® = T}(p) la prolongacién
candnica de p. Entonces:

(i) @0} = 04, (1) *wi =wi.,, (iii) ®*Ep = Egep, .

Demostracion:
(1) Es consecuencia directa del lema m y de la definicién (1.30) de #5. En
efecto, para cada A =1,...,k se verifica:
(2707 )wa (W) = O g (Pe(wa) Wasy)) = (dL o JA) a(wq) (P+(Wa) (Wasy))
= dLawg) (JH(Pu(Wa) (Why))) = dLa(wq) (P (Wa) (T4 (Wisy)))

= d(L © (D)Wq(JA(WWq)) = (dCI)*L ° JA)Wq (qu) = (eé*L)Wq( Wq) )

en donde Wy, € Ty, (T} Q) vy wq € T} Q. Entonces, ®*07 = 03.,
(77) Es una consecuencia inmediata de (i).

(7i7) El Lema afirma que ®,A = A, esto es, en cada wq € T} Q se verifica
A(P"L)(wq) = A(L) 0 B(wq)
por tanto,
OB, =d"(A(L)— L) =A(L)o® — "L = A(P*L) — ®*L = Egpp, .

4

Y por tanto se tiene la siguiente relacién entre simetrias naturales de Cartan y
gauge simetrias naturales:
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Proposicién 2.42 Sea (T}Q,w, EL) un sistema lagrangiano k-simpléctico. En-
tonces, ®: THQ — T Q es una simetria lagrangiana de Cartan natural si, y sélo si,
es una simetria lagrangiana gauge natural.

Demostracion:

Si @ = T}!(p) para algtin difeomorfismo ¢:@Q — @, por el Lemma se tiene

(D*wf — WS*L , CID*EL = ECI)*L
por tanto
@:wf = wi wh, = wi
OE, = B, |~ | Eer = Ep

esto es, @ es una simetria lagrangiana de Cartan natural (véase definicién [2.21)) si, y
solo si, L y ®*L son lagrangianos gauge equivalentes y por tanto, ® es una simetria
lagrangiana gauge natural.

O

Este resultado también se tiene para simetrias lagrangianas infinitesimales sin
mds que considerar la versién infinitesimal del Lema [2.41]

En particular, si
(Tee)'L=L
entonces L y (T}¢)*L son lagrangianos gauge equivalentes. Por la definicién m

obtenemos que T}y es una simetria lagrangiana gauge natural y por la proposicién
2.42]) es una simetria de Cartan lagrangiana natural.

De modo analogo se prueba la versién infinitesimal: Z°(L) = 0 entonces Z¢
simetria de Cartan lagrangiana infinitesimal natural.

Finalmente, podemos afirmar una versiéon particular del Teorema de Noether
para ciertas simetrias lagrangianas naturales :

Teorema 2.43 Sea Y € X((T})Q) una simetria de Cartan lagrangiana infinitesi-
mal natural de un sistema lagrangiano k-simpléctico (T}Q, w3, Er), con Y = Z©,
para algin Z € X(T}Q). Si

entonces las funciones
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definen una ley de conservacion F = (F*,...,F*) para las ecuaciones de Euler-

Lagrange.

Demostracion:

Esto es una consecuencia de la Proposicién anterior y el Corolario puesto
que, en este caso las funciones (4 son cero salvo constantes al verificarse:

ACr =Ly =L,c0) =0 |, 1<A<k.

U

Observaciéon 2.44 En el caso k = 1, el anterior resultado puede ser encontrado en
[3, ©3].

2.3. Tabla de simetrias y leyes de conservacion

Las siguientes tablas recogen los distintos tipos de simetrias que hemos introdu-
cido a lo largo del capitulo.

Ley de conservacion
Nombre Definicién F=(F,..., 55

P - Tl * Tl *
Simetria de Cartan ha- <I>*w(A k:) Q?A_) ( k) @

miltoniana O H — H

Slpaetr}a de' Car‘tan. ha- LywA =0 FA — 04 — (A e eoo((Tkl)*Q)
miltoniana infinitesimal LyH =0

Simetria de Cartan ha- | Y € X((T})*Q)
miltoniana infinitesimal | Ly#4 =0 FA =1y04 € eoo((Tkl)*Q)
estricta LyH =0




2.3 Tabla de simetrias y leyes de conservacion

75

Nombre

Definicion

Ley de conservacién
F=(F,...,95

Simetria de Cartan la-
grangiana

P : Tle — Tle
@*wf = wf

*Fp = FEp,

Simetria de Cartan la-
grangiana natural

¢ =Tip: TQ— T;Q
(The) wi = wit
(Tzi@)*EL =Ly

Simetria de Cartan la-
grangiana infinitesimal

Y € X(1}Q)
Lwa =0
LyEL =0

FA =08 — (4 € CX(TLQ)

Simetria de Cartan la-

76 € X(1}Q)

grangiana infinitesimal
natural

drg op. de Tulczyjew

grangiana infinitesimal | Ljowf =0 FA=ZVa(L) — (A € €2(TLQ)
natural LycEL=0

Caio/ pacli"tlm(ljlart de ISI— ZC (L) = drg,

e e g0 Q = R, Fh=2"(1D)~(rp)g" € C(T;Q)

Caso particular de si-
metria de Cartan la-
grangiana infinitesimal
natural

Z9(L)=0

FA = ZVa(L) € C®(TLQ)







Capitulo 3

Teoria de Campos con ligaduras
no-holonémicas. Enfoque
k-simpléctico.

En este capitulo consideramos las ecuaciones de Euler-Lagrange y de Hamilton-
De Donder-Weyl que estan sujetas a ligaduras no-holonémicas. El formalismo k-
simpléctico nos permite describir estas ecuaciones de campo no-holonémicas en
términos geométricos.

Por lo tanto, nuestro principal objetivo sera describir, en términos geométricos,
las ecuaciones

(% ¢<1><>> — ROOE) (=1,....n),

Do (6V(t) = 0 (a=1,....m).

% oM (t N Z OtA ¢

donde ®,, son las funciones de ligadura y F; son ciertas funciones que describiremos
a lo largo del capitulo. Estas ecuaciones son conocidas como las ecuaciones de campo
lagrangianas no-holonémicas, véase J. Vankerschaver et al.,[138].

3.1. Formulacién lagrangiana no-holonémica.

Nuestra teoria de campos no-holonémicos se construira con los siguientes objetos:

77
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(i) Un lagrangiano regular L : T}Q — R.

(i) Una subvariedad de ligaduras M — T;'Q.

Esta subvariedad M puede expresarse localmente mediante ecuaciones de la

forma

(ba (ql> Uf4) = O
con a =1,...,m. Adem4s se impone la condicién de que la matriz (9@, /0v%)
tenga rango méximo m. Obsérvese que ®,(¢*,v%) = 0 serdn las ecuaciones de
ligadura.

(iii) Un fibrado F' de formas de ligadura y una distribucién de ligaduras 8 inducida
por F', ambos objetos definidos a lo largo de M.

El fibrado F' va a jugar el mismo papel que el fibrado de fuerzas de reaccién
en la Mecéanica no-holonémica.

A continuacién estudiaremos los objetos geométricos mencionados en (ii) y (iii).

3.1.1. La subvariedad de ligaduras.

Suponemos que M < T}!Q es una subvariedad de T} @ de codimensién m, que
representa algunas ligaduras externas impuestas al campo. Aunque se pueden con-
siderar situaciones mas generales, para mayor claridad nos restringiremos al caso en
el que la subvariedad M verifica las siguientes condiciones:

(1) M se proyecta sobre toda la variedad @, es decir, 755(M) = Q.

(2) La restriccion 75|ac M — @Q de 745 a M es un fibrado vectorial.

Puesto que M es una subvariedad de T}}Q, siempre se puede encontrar un recu-
brimiento U de M formado por una familia de subconjuntos abiertos U de T} @, con
MNU # 0, y tales que, en cada abierto U € U, existen m funciones diferenciables
e independientes ®, que determinan M de forma local, es decir,

MNU = {wqg = (vig,---,0k) € ThQ| Pa(wg) =0 para 1<a<m}. (3.1)
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Ademas, la condicion: Tgm es un fibrado vectorial, implica que la matriz de
orden m X nk

00, 0P,
82}% Wq o a’l)]nC Wq
0, 0D,,
o] lwg 7 OUF lug

tiene rango maximo m en cada punto wqg € M NU.

3.1.2. El fibrado de las formas de ligadura.

En esta subseccion introduciremos un fibrado F', de rango m, que jugara un papel
similar al fibrado de las fuerzas de reacciéon de la Mecanica no-holondmica.

Definimos
F | /ne TR

como un subfibrado del fibrado de 1-formas en T}}Q que son R*-valuadas. Imponemos
a este subfibrado F' las siguientes condiciones, que son unicamente de naturaleza
técnica:

(1) F tiene rango m, (obsérvese que m es la codimensién de la subvariedad de
ligaduras).
(2) Los elementos de F' son 1-formas semibdsicas, esto es, sin = (n',...,7%) es un
elemento de F' entonces 7 se anula sobre los campos de vectores Tg—verticales.
El fibrado F' que acabamos de definir se llama fibrado de las formas de
ligadura.

Consideremos un sistema local de coordenadas (¢, v"y)1<i<n, 1<a<k en T Q. Po-
demos encontrar un recubrimiento abierto U de M tal que en cada conjunto abierto

U € U, F esta generado por m 1-formas, 11, ..., nm, Rf-valuadas e independentes.
Estas 1-formas se escriben localmente como sigue:
o = (s » 1) = (Maidd’ - midg’), 1 <a<m (3.2)

donde 12, son funciones diferenciables definidas en M C T} Q. La independencia de
las formas 7, implica que la m x kn-matriz cuyas entradas son las funciones nfi,
tiene rango constante maximo m.
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Observacién 3.1 Una situacion de especial interés se da cuando F' esta determina-
do por M a través del denominado “Principio de Chetaev ”, es decir, si la subvariedad
de ligaduras M viene dada por la anulacion de m funciones independientes ®,, en
T!Q, F estd generado por la familia de 1-formas R*-valuadas y semibdsicas:

® : o
0%, O

i 7"'7_7;
ov} ov;,

na:(Jl*(d<1>a),...,Jk*(d<I>a)):( dqi), 1<a<m,

donde {J*, ..., J*} denota la estructura k-tangente de T}Q definida en (M}

En esta situacion y considerando el caso particular £ = 1 obtenemos que el
fibrado F' esta generado por J*d®,, esto es, las formas de ligadura o fuerzas de
reaccion de la Mecanica lagrangiana no-holonémica, véase M. de Leén, D. Martin
de Diego y A. Santamaria-Merino, [75]. Por este motivo hemos denominado al fibrado
F, fibrado de formas de ligadura.

3.1.3. La distribucién de ligaduras.

En este apartado, mostraremos que el fibrado de formas de ligadura F' nos per-
mite definir una distribucién §, a lo largo de M, llamada la distribucion de ligaduras.

En la subseccion haremos uso de esta distribucion para poder definir un
proyector que nos permitira obtener las soluciones del sistema con ligaduras como
la proyeccion de las soluciones del sistema libre.

Como vimos en el apartado anterior, suponemos que el fibrado de formas de
ligadura, F', esta generado por m 1-formas, 7, = (nt,...,7%), 1 < a < m, que son
R¥-valuadas y semibésicas. La expresion local de estas 1-formas esta dada en (3.2)).

En primer lugar introducimos el siguiente morfismo de fibrados vectoriales
0 T(LQ) — (T)(TQ)

X . . (3.3)
X o Q) = (xwhy o ixwh)

Para cada a , (o = 1,...,k), sea Z, € X(T}Q) el tinico campo de vectores en
T!Q definido a partir de las siguientes identidades:

(16)-(Za) =0y Q(Za) = ~Tla, (3.4)
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o equivalentemente por

(T18)u(Za) =0y 1gwi=—nt, 1<A<Ek.

Si Z, se escribe localmente como sigue:

9 9
7. = (2.2 4 (z.). -
( )6q3+( )B(%]B

entonces, de la expresién local (1.33)) de wi!, se deduce que (3.4) es equivalente a

) 2
(Zaf =0, (ZaYymo =,
Qv OvYy

Teniendo en cuenta que el lagrangiano L es regular, las funciones (Z,)% quedan
determinadas univocamente. De este modo se obtiene

A a

ZOC = W;XJB Naiz 5 o
dvy,

. O*L
donde (W7j) denota la matriz inversa de la matriz <—)
o'y ouy,

A partir de la expresién de los campos de vectores Z, y de la regularidad del
lagrangiano L se comprueba inmediatamente que la independencia de las 1-formas
RF-valuadas 1, ...,7n, implica que los campos de vectores 7, ..., Z,, son lineal-
mente independientes. Por tanto generan una distribucién

S =< Zl,...,Zm >,

de dimension m. Llamaremos a § la distribucion de ligaduras asociada a M y F.

3.1.4. Las ecuaciones de campo no-holonémicas

En esta subseccién vamos a describir las ecuaciones de campo no-holonémicas
en el fibrado tangente de las k'-velocidades T}!@ de una variedad Q.

Resumiendo lo visto por el momento, estamos trabajando en una teoria de cam-
pos no-holonémicos construida sobre los siguientes objetos:

(i) un lagrangiano regular L : T}Q — R;
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(ii) una subvariedad de ligaduras M — T} Q;

(iii) un fibrado F' de formas de ligadura y la distribucién de ligaduras inducida 8,
ambos objetos definidos a lo largo de M.

Para completar nuestro modelo de teoria lagrangiana de campos no-holonémicos
tenemos que especificar las ecuaciones de campo. Comenzaremos esta subseccion
introduciendo una generalizacion del principio de dAlembert que nos permite obtener
dichas ecuaciones.

A. El principio de dAlembert.

Binz et alen [9] obtienen las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange no-holonémi-
cas, en el contexto multisimpléctico, a partir de un principio variacional.

Ahora procedemos de un modo andlogo para obtener las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange no-holonémicas.

Recordemos que en la seccion [1.2.41B demostramos que, en el contexto sin liga-
duras, una aplicacién ¢: Uy C R¥ — @ es un extremal de la accién

_ oD dF
30) = [ (Lo )it
si, y s6lo si,
/ (Lzel) o ¢ (H)d"t =0
Rk

para todo campo de vectores Z en ) cuyo flujo o verifique o4(q) = ¢ para todo ¢
en la frontera de ¢(Up).

Ahora, considerando ligaduras introducimos la siguiente definicion:

Definicién 3.2 Una aplicacion ¢: Uy C R¥ — Q con soporte compacto, definida en
un conjunto abierto Uy C @), es una solucion del problema con ligaduras, que
estamos considerando, si ¢ (Uy) C M y

[ (@aenyoo) wite=o,
Uo

para cada campo de vectores Z en Q que se anule en la frontera de ¢(Uy) y tal que
170m =0 (3.5)

para cada n € F.
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Consideremos un sistema local de coordenadas en el que

0
oq'

7 =217

Teniendo en cuenta la expresién local (1.37) del levantamiento completo Z¢, se
comprueba sin dificultad que la condicion (3.5) es equivalente a

i Zi=0, 1<a<m, 1<A<k, (3.6)

donde 7, son los coeficientes de las formas de ligadura que generan F'y que han
sido introducidas en (3.2]).

Mediante un célculo andlogo al realizado en la demostraciéon de la Proposicion
se obtiene que, ¢(t) = (¢'(t)) es una solucién del problema con ligaduras si, y

sélo si,
/ > .2 (éw
Uo a1 8tA t 81)

para todo de Z° verificando (3.6]).

oL .
— A t)dt =0
dM(t )) 8(] oM (¢ ] ( o ¢)( ) y

Por tanto, una aplicacién ¢ : Uy C R¥ — @ es solucién del problema con ligaduras
si y soélo si satisface el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales

(L) = M) (=1,

o) vy 1o ()

Do (dV(t) = 0 (a=1,...,m).

en el que la dltima familia de ecuaciones significa que la primera prolongacién ¢(!)
de ¢ toma valores en la subvariedad de ligaduras M.

Como es usual, las “a priori” funciones desconocidas A% juegan el papel de los
“multiplicadores de Lagrange”. Las ecuaciones (3.7) se llaman las ecuaciones de
campo lagrangianas no-holonémicas para el problema con ligaduras.

Observacion 3.3 Si el fibrado F', de las formas de ligadura, se define de acuerdo
con el “principio de Chetaev” | (véase observacién , reobtenemos las ecuaciones
de campo no-holonémicas obtenidas por E. Binz, M. de Ledn, D. Martin de Diego
y D. Socolescu en [9].

Un estudio analogo, en el contexto multisimpléctico, fue realizado por J. Van-
kershchaver, F. Cantrijn, M. de Leén y D. Martin de Diego en [I3§].
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B. Descripcidon geométrica de las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonémicas.

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:
k
> ixawp —dEL € (), Xa LETM 1<A<E (3.8)
A=1

alo largo de M, donde X = (X1, ..., X}) es un campo de k-vectores en T} Q definido
a lo largo de M, esto es, el siguiente diagrama es conmutativo:

T (T;Q)

1
TkQ

M——T0Q

Se verifica el siguiente resultado que nos permite denominar a las ecuaciones
(3.8) como ecuaciones geométricas lagrangianas no-holonémicas.

Proposicién 3.4 Sea X = (Xy,...,Xy) un campo de k-vectores en T} Q definido
a lo largo de M, integrable y solucion de (@ Entonces

(1)) X =(Xy,...,X\) es un SOPDE.

(ii) Si dW(t) = (¢'(t),0¢'/0tA(t)) es una seccion integral de X entonces ¢ es
solucion de las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonomicas .

Demostracion:

Sea X = (X1, ..., X) un campo de k-vectores en T} @ definido a lo largo de M,
integrable y solucién de (3.8)). Teniendo en cuenta que n? = n?.dq*, (véase (3.2)) se
obtiene que la primera ecuacién de (3.8) se puede escribir como sigue:

k
Y wawr —dEL = X507, dg’ (3.9)
A=1

donde E;, = AL — L.
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Supongamos que cada X 4 se expresa localmente como sigue

i 0 i 0
Xa=(Xa) 2t (Xa)pg
B

donde (X4)",(X4)%5 con 1 < A B<ky1l<i<n son funciones definidas en M.

Entonces (X, ..., X}) es una solucién de (3.9) si, y sélo si, las funciones (X 4)°
v (X4)%; satisfacen el sistema de ecuaciones

0*L 0*L , ;
- — —— Xa) —)
<(9q181)f4 aq]avh) (( A) UA)
O*L ; O*L . 0L
— —— (X)) + ———(Xa)s — ,):Aa 5
(aqﬂavg( 2 61}73811}4( A 9q' B e
0*L

(Xa)' = v) =0

J 9ayi
OvOv'y

Puesto que el lagrangiano es regular, de la tltima ecuacién se obtiene

(XA)j = Uib
esto es (X1,..., X)) es un SOPDE, y las ecuaciones anteriores son equivalentes a las
siguientes
0?L 0?L - 0L
—’ (X4 —— = =XenP (i=1,...,n
(9q](9vf4 A (91}1'46?]]3 ( A)B aql B naz ( I )

(3.10)
(Xa) = o, (A=1,....k).

Ahora probaremos (i1).

Sea ¢ (t) = (¢°(t), ¢! /Ot (t)) una seccién integral de (X1, ..., X;) pasando
por un punto wgq € M, esto es,
_ o
oty

¢

D (0) = wg € M, (v 0 6M)(b) = SiAgiB

(Xa)p 0 0W)(t)

. (3.11)

t

Sustituyendo (3.11]) en el primer grupo de ecuaciones de (3.10) obtenemos las

ecuaciones
SO (2 )X
oA e \ o'y Lot ¢’

A=1

= X n200(0) (i=1....n),

6 (t)
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que son el primer grupo de las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonémicas

introducidas en (3.7)).

Finalmente, de (3.11)) y puesto que X4| € TM se tiene
M

0P,

: 0D,
0= XA((I)Q> = Ui‘ aqi + (XA)%

J
Ovy

y en particular evaluando la funcién anterior en ¢ (t) € T!Q se obtiene

0P,
t J¢*

0,

t Qv

82

o'
+
oM@)  OtA0tE

B ~0(Pq 0 o)
- OtA

0= Xa(®a)pM(t) 61 (t) otA t

entonces ®, o (V) es una funcién constante. Puesto que ¢ (0) € M se obtiene
D,(¢M(0)) =0 y asi
. (0M(t)) =0,

por tanto se verifica el segundo grupo de las ecuaciones (3.7)).

Asi, se obtiene que ¢ es solucién de las ecuaciones de campo lagrangianas no-

holondmicas ((3.7)).

3.2. El proyector no-holonémico.

La finalidad de esta seccién es mostrar que para una teoria de campos de primer
orden no-holondémica, en el sentido descrito en la seccién anterior, se puede cons-
truir, bajo cierta condicién adicional, un operador proyeccién que lleva soluciones
de la ecuacién para el problema lagrangiano sin ligaduras en soluciones de las
ecuaciones geométricas no-holonémicas ({3.8)).

Como se describi6 en la seccién anterior, consideramos un problema con ligadu-
ras con Lagragiano regular L, variedad de ligaduras M C T}!Q y distribucién de
ligaduras 8. Ahora imponemos la siguiente condicién de compatibilidad: para
cada wg € M

T, M N 8(wy) = {0} (3.12)
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Si M estd definida localmente por las m ecuaciones @,(q",v') = 0y, si 8 est4 lo-
calmente generada por los campos de vectores Z, (véase Subseccién|3.1.3)), un calculo
directo nos permite afirmar la siguiente caracterizacién de la condicién de compati-
bilidad:

Proposicion 3.5 La condicion de compatibilidad es equivalente a la reqularidad de

la matriz
(Zal(@5)(wa))

1<a,f<m

en cada punto wq € M.

Demostracion:

Sea v € T, M N 8(wg) entonces:

(i) v € 8(wq) ¥y 8(wq) =< Zi1(wy), ..., Zm(wg) > entonces v = v*Z,(wq), para
algunos coeficientes v®.

(ii) v € T,y M entonces

0=v(Pg) =v"Zy(Pg)(wg), 1 <G <m. (3.13)

Supongamos que la matriz (Za(Cbg)(wq)> es regular, entonces de (3.13)) se ob-

tiene que v* =0, a = 1,...,m y por tanto v = 0. Esto es, la condiciéon de compati-
bilidad se verifica.

Reciprocamente, suponemos ahora que la condicién de compatibilidad se tiene. Si
la matriz (Za(Q)g)(wq)> no es regular, entonces existe algin vector v = v*Z, (wq) #
0 verificando v(®g) =0, 1 < 8 < m y por tanto v € T,, (M N 8§(wq) = {0}. Obtene-

mos asf a una contradiccién que parte de suponer que la matriz <Za(<bﬁ)(wq)> no es

regular. Asi, la condicién de compatibilidad implica la regularidad de (ZQ(CD g)(wq)> :
U

Como veremos a continuacién, la condicion de compatibilidad nos permite definir
una descomposicién del tangente a T} @ en los puntos de la subvariedad de ligaduras

M.
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Proposicién 3.6 Si se verifica la condicion de compatibilidad (3.12)), entonces en
cada punto wq € M se obtiene la descomposicion

T (T Q) = Ty M & 8(wq) - (3.14)

Demostracion:

La demostracién es una consecuencia directa de la condicién de compatibilidad
(3.12) y un simple calculo de dimensiones:

dim T, M @ $(wq) = dim T, M + dim §(wq)
= (n+nk—m)+m=n+nk=dmT, (T}Q).
U

La descomposién en suma directa de la proposicién anterior nos permitira in-
troducir dos operadores proyeccién pero antes introducimos la siguiente notacién:
Tv(TLQ) denota la restriccion de T(TQ) a la subvariedad M de T Q, esto es,

T(TiQ) := | Tu (THQ).

wqEM

La descomposicién en suma directa de Th(T}Q) dada por (3.14]) determina dos
operadores proyeccién complementarios Py ):

P:Tw(TiQ) - TM, Q=1-P:Tn(TiQ)— 8§,
donde I es la identidad en Ty (T} Q).

Los proyectores P y () se escriben localmente como sigue:
P=1-C¥Z,2db;, Q=C"Z,@dds,
donde (€*P) es la inversa de la matriz (C, ) y las entradas de esta matriz son

eag = d(I)O{(Zg) = Zg(q)a).

Consideremos la restricciéon de T} (T}Q) a la subvariedad de ligaduras M, que
denotaremos como se indica a continuacién:

(Te)n(Tx Q) = Tn(T; Q)& 1. &Tn(T;,Q)
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La descomposicién en suma directa de Th(T}Q), definida puntualmente en ((3.14),
determina la siguiente descomposicion, definida a lo largo de M :

(To)m(TQ) =M@ 6 (3.15)
donde G se define como la suma de Whitney, sobre M, de k-copias de §, esto es,

S =8 .% @8.

Teniendo en cuenta que una base local de § estd formada por la familia de m
campos de vectores independientes {Z1, ..., Z,,} definidos por las ecuaciones (3.4)),
entonces el conjunto de k-tuplas

{(Z4,0,...,0), (0, Z4,0,...,0), ...,(0,...,0, Zs), h1<a<m

es una base local de S&.

La descomposicién en suma directa de (T}})n(7}Q), dada en (3.15), determina

dos nuevos operadores proyeccién, P y Q; complementarios entre si:
PTom(ThQ) = M, Q: (T)wm(T:Q) — 6,
definidos por
PXiwgs - Xkwg) = (P(Xiwg)s - P(Xiwy)) v 2Q=7T-7,
en donde J es la identidad en (T} ) (TR Q).

Proposicién 3.7 Sea X = (X},..., X¥) una solucién del problema lagrangiano
libre, i.e., X1 es solucion de las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange (|1.45),

entonces Xy 1= ‘P(XL’M) es una solucion del problema lagrangiano con ligaduras,

esto es, es solucion de las ecuaciones geométricas lagrangianas no-holonomicas (@

Demostracion:

Por definicién del operador P, sabemos que

P )= (PG| ) PE] )

y ademas

P(Xf(M) e TM.
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Entonces, (P(Xi

cas lagrangianas no-holonémicas (3.8)) si, y sélo si,

k
2.
A
A—1 P(X

)., P(X ff‘ )) es una solucién de las ecuaciones geométri-
)\

—dE; € <77£>1§a§m,1§14§k'

M

Para probar la relacién anterior utilizaremos que X, es solucion de la ecuacién
geométrica de Euler-Lagrange ((1.45)) y la expresién (3.4) que define los campos de
vectores Z,. En efecto

k

k
7 —dE; = ) wi —dE]
2 et 2
k k
:—Zz v = ZZX’Zawf: Z)\jzz wr,
A= QXL ) o] o

k
Z AT/a
A=1
Asi se obtiene que Xy = (P(Xi‘ )y ,T(Xf‘ )) es una solucién de 1}
M M

O

Observacion 3.8 En el caso particular £ = 1, correspondiente a la Mecanica la-
grangiana Auténoma, los resultados de esta seccién pueden encontrarse en el trabajo
de M. de Ledn, J. C. Marrero y D. Martin de Diego [69)].

3.3. La ecuacion momento no-holonémica

En esta seccion a cada simetria lagrangiana no-holonomica le asociamos cierta
ecuacion en derivadas parciales que debe satisfacer toda solucién del problema no-
holonémico satisface. Esta ecuacién se llama ecuacion momento no-holonémica y
juega el papel de las leyes de conservacién en el caso en el que no hay ligaduras.
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Sea GG un grupo de Lie y g su algebra de Lie. Consideremos una accién
O:GxQ—Q

entonces el grupo de Lie G acttia sobre el fibrado tangente de las k'-velocidades T} Q
por prolongacién de @, esto es,

Tqu)g(vlw ce 7qu) = ((qu)g)(vlq>7 BRI (qu)g)(vkq)) ’

donde para cada g € G se tiene una aplicacién

i, TQ — TQ.
Definicién 3.9

(1) Decimos que el lagrangiano L es invariante bajo la accion del grupo G si L es
invariante bajo la accion inducida de G sobre T}Q, i.e., (Tf®,)*L = L, para
todo g € G.

(2) Decimos que el lagrangiano L es infinitesimalmente invariante si para cual-
quier elemento del dlgebra de Lie & € g se verifica

o(L) =0,

donde {8 denota el levantamiento completo del campo de vectores fundamental
&o definido por

d

Sola) = - Pleap(s€).a) a€q.

Cuando (L) = 0, entonces &g serd llamado una simetria infinitesimal
lagrangiana .

Supongamos que G deja invariante L, M y F' (esto es, los elementos que deter-
minan nuestro modelo de teorfa de campos no-holonémicos):

LoT}®,=L, T!®,M)CM and (T;®,)*(F)CF

para todo g € G.
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Definicién 3.10 Definimos un fibrado vectorial gt — Q del siguiente modo: para
cada q € Q se denota por g''(q) el subespacio lineal de g dado por:

g"(q) = {€ € g/ n(&5)(wq) = 0 para todon € F ywq € MN (75) " (a)},

y se define
¢ :=Je"(@cCag.

qQeqQ

A cada seccién € de gf" — @, le podemos asociar un campo de vectores £ en Q
de acuerdo con la siguiente definicion:

Eo(a) 1= [E(@)g(q) - (3.16)

Definicién 3.11 Para cada A (A = 1,...,k), la A-ésima componente (J"")4
de la aplicacién momento no-holonémica es la aplicacion

(J")% M — (Sec(g"))”

construida como sigue:

Sea E: Q — g cualquier seccién de g*', entonces definimos la aplicacién
(J”h)gl a lo largo de M como sigue,
(J ”h)?: M — R

N (3.17)
wq = (") (wg) = (J")H(wq)(§(a)): = (g507) (wq)

donde gQ es el campo de vectores asociado a E definido en |D

Observacion 3.12 En el caso particular £ = 1, correspondiente con la Mecanica
Clasica Auténoma, la definicién anterior coincide con la definicién de la aplicacion
momento no-holonémica introducida por Marsden et al en [I1].

Observacién 3.13 La aplicacién (J™)# es la version no-holonémica de la A-ésima

componente j(O, 5 E 0, 0) = Hf(kalQ), de la aplicacién momento en la variedad
polisimpléctica T} @, definida por F. Munteanu et al. en [I07], cuando consideramos
la estructura polisimpléctica definida a partir de wi! = —dfs |1 < A < k.
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La importancia de la aplicacién momento no-holonémica se encuentra en la ecua-
cion momento no-holonémica, que introduciremos a continuacion.

Definicién 3.14

(1) Una simetria lagrangiana no-holonémica es una seccion £:Q — gF de
g tal que £5(L) = 0.

(2) Una simetria no-holonémica horizontal es una seccion constante de g*
que es una simetria lagrangiana no-holondomica.

Teorema 3.15 Si ¢:Uy C R¥ — Q es una solucion de las ecuaciones de campo
lagrangianas no-holonémicas , entonces para cualquier simetria lagrangiana no-

holonomica & las componentes (J"h)g1 (A =1,...,k), de la aplicacion momento

asociada a &, verifican la siguiente ecuacion momento no-holonémica:

k k
9 n
> (™26 = > ef<¢<l><t>>.
Demostracion:

Puesto que E : Q — g¥ C g es una simetria lagrangiana no-holonémica se verifica
(L) =0
siendo EQ el campo de vectores en () definido en 1’

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que

9
arGON

Entonces por ser ¢ solucién de las ecuaciones lagrangianas no-holonémicas ((3.7))
y verificarse que £§(L) = 0 obtenemos:

0 = [E5(D))(¢V(t)

= (o) Genas|  + 5],

o(Ewe) | o
oq? ‘

(t) OvYy 1o (¢)
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)+(WWW@Y@@M%&@%@D

= ([Eewle) (ot i%ﬂ%

i oM (¢
L o(E6wle) | ar
+ otA oq’ ‘¢(t)8vf4 () (¢)
) L o(IEeme) | ar
- (E ) Z oA ( oM (t > * otA It oq 3(t) OvYy lo ()’

donde en la ultima 1gualdad hemos utilizado que el segundo sumando es nulo como
consecuencia de £(4(t)) € gt

Teniendo en cuenta que

5or ((Eotwnte) o0

) = (@) &

v (o) e (5

vy o) (t)

¢(1>(t))

i
ovYy

sustituyendo en la expresién final de 0 = gg(L) obtenemos los que sigue:

¢<1)(t)>

~ 1 oL

0= gi(ﬁaawmﬁ<mw>

5
ov'y

oL o(Elo(e)lq)

oq?

g
o (¢ + otA It

0L
(t) OVYy

ai <(J”h) (¢ )( ))) — ([(go ?).(t) <a%‘t)]Q)l((b<t)) 8L
0
— OtA

Do,
((™)26M®)) - zk:Z ( 9

S(oltle) (o(t) )

ov'y > (t)

DM (t)

a>

ZICRI0)
A=1 (§09)«(t) )

oAl

obteniendo asi el resultado buscado. En esta ultima cadena de identidades hemos
utilizado la definicién (3.17) de (J"h)? y la identidad

: i O([E(o(t i
ﬂQ) ((t)) + ng‘t <[ (8<qj>)]Q) ‘¢(t)

3;114 (<[g(¢<t))]Q)l(¢(t))> = ([(go ¢)*(t)<a;iA‘

t
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que demostraremos a continuacion.

0
Sea (y') un sistema local de coordenadas en el grupo de Lie G, entonces {W }
Y le

es una base de g.

Para cada t € Uy, se verifica £(¢(t)) € g¥ C g por lo que se escribe localmente

como sigue

y asi

~ 7

(IE(@(E)]e) (6(6) = (@ow)(e)

Entonces

9
otA
9 ~

dp

o)

8(qi o (I)qﬁ(t))

£(6(t)) = £'(o(t))

oy
8(qi @) CI)qﬁ(t))

o¢!
0qJ
o¢!

o(t) OtA
O

t

ayl e
8(qi @) CI)¢(t))

OqJ
o¢!

o(t) OtA
o¢)

t

8yl e
(‘)(ql O (I)¢(t))

oqJ
o¢!

o(t) OtA
o)

8yl e

oq’
a¢!

o(t) OtA
o)

Oq’ 1ot) OtA

(1€ 0)-(0)(

oA

0

£(0()))(a)

o) (6(6) +

9
8yl e

dei| 9
ot It oq?

donde en la ultima igualdad hemos utilizado que

(Eoe)la) (0()

_ !

097 | 0(q' © Py(v))

= 50

o(t) Ot It oy
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lo que se obtiene de modo andlogo a ([3.18]), teniendo en cuenta que

- agl

Bl =2, 5%

o(t) OtA

0
t Oy !

O

Corolario 3.16 St ¢ es una simetria no-holonomica horizontal, entonces se tiene
la siguiente ley de conservacion:

zk:ai ( (YA o¢<1>(t)> —0.

A=1

Observacion 3.17 En el caso particular k = 1, los resultados de esta seccién coin-
ciden con los obtenidos por Marsden et al. en de la seccién 4.2 de [I1].

3.4. Ejemplo y casos particulares.

En esta seccién incluimos un ejemplo y describiremos algunos casos particulares
del modelo de teoria de campos no-holonémicos descrito en las secciones anteriores
de este capitulo.

3.4.1. “Cosserat rods” (Barra Cosserat).

A continuacién vamos a describir un ejemplo fisico de campo con ligaduras no-
holonémicas. Este ejemplo puede encontrarse, dentro del marco que proporcionan
las variedades multisimplécticas, en diversos trabajos de J. Vankerschaver, entre los
que podemos citar [135] y [139].

Nosotros vamos a describir un modelo andlogo en el marco k-simpléctico. El
modelo basico es una barra Cosserat, esto es, un tipo especial de medio elastico.
Esta barra se mueve en un plano horizontal, que se supone suficientemente irregular
para que la barra ruede sin deslizarse.
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La teoria de las barras Cosserat constituye una aproximacién a la teoria tridi-
mensional de deformaciones elasticas de cuerpos similares a barras. Esta teoria tiene
su origen a principios del siglo XX de manos de los hermanos Cosserat y hoy en dia
es una parte fundamental de la teoria de la elasticidad no lineal. Una introduccién
a las teorfas Cosserat de las barras eldsticas puede encontrarse en [129, 136] y un
desarrollo mas detallado en [2]. Algunas de las aplicaciones de las barras Cosse-
rat pueden encontrarse en robdtica o en biologia computacional para modelizar la
mecénica de las moléculas de ADN [92].

Una barra Cosserat puede pensarse como un cuerpo deformable, largo y estre-
cho. Asumimos que su longitud es significativamente mayor que su radio lo que nos
permite no tener que hablar de su volumen. Asi podemos visualizar una barra Cos-
serat mediante una curva s — r(s) = (x(s),y(s), z(s)), llamada linea de centrosy en
cada punto consideramos una base ortonormal {d;(s),dz(s),ds(s)} positivamente
orientada y cuyos elementos se denominan directores y en la cual consideramos ds
tangente a la linea de centros y por tanto ds = r’.

Ademas en nuestro modelo suponemos que la linea de centros es una curva plana.
El resultado es un campo lagrangiano de segundo orden que debemos modificar para
obtener un modelo de primer orden al que aplicar los resultados de este capitulo.

d2 r{s)=(x(s),y(s),0)

Figura 3.1: Barra Cosserat

Consideramos una barra Cosserat inextensible de longitud ! equipada con tres
directores. Si denotamos la linea de centros en el instante de tiempo ¢ por s — 7(t, s),
la inextensibilidad permite asumir que el parametro s es el pardmetro longitud de
arco.
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Asumiendo que la linea de centros es una curva plana moviéndose en el plano
horizontal se tiene r(t,s) = (z(t,s),y(t,s),0). Se define el dngulo 0(¢,s), al que
se denomina torsion, como el dngulo entre el eje e, y d;., véase la figura 3.1. Los
vectores directores quedan completamente determinados a partir de la torsion 0 y
un segundo pardmetro ¢ denominado pendiente y que se define por (cosp, senp) =

0 9,
(a—:E(t7 s), —y(t, s)). Para més detalles véase [136] y referencias alli indicadas.
s

0s

El modelo de segundo orden descrito en [I35] se enmarca en la teoria multi-
simpléctica desarrollada sobre Jlm, siendo 7 : Y — X, donde X generalmente juega
el papel del espacio-tiempo y las secciones del fibrado 7 son los campos en esta
teorfa. En este caso particular el espacio base X es R x [0,!] (tiempo y espacio), con
coordenadas (,s) y el espacio total Y es X x R? x S, con coordenadas (x,y,6) en
la fibra. En este modelo, los campos nos dan las coordenadas de la lineas de centros
(z(t,s),y(t,s)) y el angulo de torsion 6(t, s)

El lagrangiano que se considera en este modelo viene dado por

. 1
L= 5@+ )+ 50— S(B0) + KK,

donde k = (2”)? + (y”)?, mientras que las ligaduras estdan dadas por
i+ ROy =0 y §— ROz =0.

Aqui p, a, B, K y R son parametros reales y & = 0x/0t, 2’ = 0x/0s (andlogo para
y y 0). Este modelo es una simplificaciéon matematica del problema fisico real.

Para poder enmarcar este modelo en las teorfas de campos k-simplécticas (teorias
de primer orden), es necesario llevar a cabo un proceso de reduccién del orden del
problema para obtener un lagrangiano de primer orden. Para hacer esto introducimos
dos nuevas variables z = 2’ y v = ¢y’ y obtenemos el lagrangiano modificado

SO+ K () + () + Az = o) + (o = o),
donde A y u son los multiplicadores de Lagrange asociados a las ligaduras z = 2’ y
v =y’ que hemos impuesto. Este lagrangiano se puede pensar como una aplicacion
definida sobre T;}Q donde Q@ = R? x S' x R*, y reescribiéndolo con la notacién
introducida en el capitulo 1 obtenemos un modelo 2-simpléctico de la barra Cosserat
donde el lagrangiano L : Ty Q — R viene dado por

a3 K

((01)* 4 (1)) + 5 () = S (03)° = 5 ((02)” + (v3)°) +¢°(¢" —v3) +4"(¢" — v3)

Pre2 -2y %52
L=" Qg2 _
2(x +y)+2

L =

N
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sujeto a las ligaduras

v + Rojvs =0 vy vl — Rvjvy =0. (3.19)

Siguiendo el modelo descrito en [136], [135], el fibrado de formas de ligadura F
esta generado por las siguientes formas:

= (dg" + Rvidg®,0) y my = (dg* — Ruydg®,0).

Reescribiendo las ecuaciones (3.7)) para este caso particular se obtiene que las
ecuaciones de campo asociadas a L son

/ 82¢1 B a¢6 _
patlatl ¢ 021y
62¢2 B 8(b7 B
Porortly ~ ozl — M
82¢3 _ﬁ a2¢3 B 8¢3‘ B 8¢3
Coron g or2or2ly ot! o |,
82¢4
358 |, +6%(t) = 0 (3.20)
82§Z55 7
81&26152‘ (k) =0
a¢1
o't - 55| = 0
0¢?
~ )= 5al, = O

donde A\ y p son los multiplicadores de Lagrange asociados con las ligaduras no-
holonémicas, t = (t!,¢?) = (,s) son las coordenadas tiempo y espacio y el campo
¢:Uy C R* — @ nos da las coordenadas de la linea de centros (¢'(t), ¢*(t)) y el
dngulo de torsién ¢3(t). Como uno puede observar en la ecuacién las com-
ponentes ¢°, i > 4 son funcién de las componentes (¢!, ¢?, ¢3). Estas ecuaciones se
complementan con las ecuaciones definidas por las ligaduras .

Consideremos la accién de R? x S' en ) de acuerdo con la siguiente definicién:
para cada (a,b, ) € R* x S! consideramos la aplicacién

q)(a,bﬂ)(qla R 7q7) = (ql +a, q2 + b? q3 + 87q47 s 7q7)'
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Es facil comprobar que el siguiente campo de vectores se anula a lo largo de
las forma de F en los puntos de la subvariedad de ligaduras M definida por las

ecuaciones "
~ 8 (3 8
2 1
f = —.ll:z’UQ—qu + R02_§q2 + _,q?’ .

Este campo de vectores generalizado se corresponde con la seccion de g’ — Q dada
por 5 = (_RU§7 RU%, 1,0,0,0, O) :

Como E (L) = 0 el Teorema se puede aplicar y obtenemos la ecuacion mo-
mento no-holonémica (véase [139])
32¢1 a¢6 3@52 82(;52 3@57 a¢1 a2¢3 82¢3
R —R = .
ot20t?

Porior ~ o

p - =« -
ot? ottott  ot? ) ot? ot ot
Esta ley de conservacion no-holonémica también se puede obtener directamente
de las ecuaciones no-holonémicas sustituyendo las dos primeras ecuaciones en ({3.20))
en la tercera ecuacion. Desaforturnadamente, el conocer esta ley de conservacion
no-holonémica no nos simplifica la resolucion de las ecuaciones de campo.

Observacion 3.18 La ecuacion momento que hemos obtenido aqui es la misma que
la obtenida para simetrias espaciales por M. Martin de Diego et al. en [139], dentro
del marco multisimpléctico.

3.4.2. Ligaduras holonémicas.

Una distribucién D en Q) de codimensién m induce una subvariedad de ligaduras
M — TQ definida como sigue: (vig, ..., Vkq) €5 un elemento de M st vaq € D(q)
para cada A(A=1,... k).

En coordenadas locales, si el anulador, D, de la distribucién D estd generado
por las 1-formas en Q, o = (pa)idg' (a = 1,...,m), entonces M es el conjunto de
soluciones de las mk ecuaciones

q)é(vlqa"'yvkq)zoa 1 SOKSm, 1 §A§k7
donde las mk funciones ®2 € C>(T}Q) estan localmente dadas por:

B (Vg -+ k) = [(75)" 0l (01g) = ()it
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Si la distribucién D es integrable, las ligaduras inducidas por D se llaman ho-
lonémicas. En este caso, ¢! toma valores en M si, y sélo si, ¢ toma valores en
una hoja fija de la foliacion inducida por D, y concluimos que las ligaduras pueden
integrarse y obtener ligaduras en ).

3.4.3. Ligaduras lineales.

A. La subvariedad de ligaduras M = D& .%. ®Dy,.

En este apartado vamos a considerar el caso de ligaduras lineales inducidas por
distribuciones en Q).

Consideremos k distribuciones en @), D1, ..., Dy, y la subvariedad de ligaduras
M=D®...0D,CT.Q

definida como la suma de Whitney sobre ) de las k distribuciones que se estan
considerando.

Si para cada A, (A = 1,...,k), suponemos que D, estd definida por la anu-
lacién de m 4 funciones independientes ¢, ,, 1 < ag < my4, definidas en (), entonces,
procediendo de modo similar al caso que se comenté anteriormente, se obtiene que
los elementos de M son las k-tuplas (vig, . . ., vkq) de vectores tangentes a () que son
solucién del sistema de m = my + ... + my ecuaciones

CDéA(vlq,...,vkq)zo, 1 <ag<my,l1<A<Ek,

donde ‘
(DSA (U1q7 e ,qu) = (Tg)*gpaA (UAq> = (SOOCA){UQ .

El fibrado de formas de ligadura, F' que consideramos en este caso esta generado
por las m 1-formas RF-valuadas

mh, = (778, AR ) = (0, () s 0)

definidas a lo largo de la subvariedad M.

Las ecuaciones de campo no-holonomicas: Teniendo en cuenta la descripcion de la
subvariedad de ligaduras y el fibrado de las formas de ligadura, un céalculo directo
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muestra que las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonémicas ({3.7)) se escriben
en este caso particular como sigue:

A oL
otA oM (t) ¢’
o

( oL
= t 8@2
(P (O 505

¢ (t)

0, (1§aA§mA,1§A§k,1§z'§n).
t

Observacion 3.19 En el caso particular £ = 1, estas ecuaciones coinciden con
las ecuaciones del movimiento de la mecédnica no holonémica, (véase por ejemplo,

8, [75]).

B. La subvariedad de ligaduras M = D& .*. &D.

A continuacién vamos a considerar el caso particular en el que las k distribuciones
son iguales entre si. Este caso tiene especial interés ya que nos permite extender
el estudio realizado por Bates y Sniatychi [8], en la Mecdnica no-holonémica con
ligaduras lineales, a la formulaciéon k-simpléctica de las ecuaciones de campos no-
holonémicos.

Sea D una distribucién en ). Ahora consideramos la descripcién realizada en
el apartado A cuando Dy = ... = D, = D. Como antes, si suponemos que D
ha sido definida por la anulacion de m funciones independientes ¢, en ), donde
©a(vq) = (pa)iv', entonces la subvariedad de ligaduras

M=D® .k @D

estd formada por las k-tuplas (vi,. .., vk,) de vectores tangentes a () que son solu-
cion del sistema formado por las mk ecuaciones

P2 (1, Uky) = (Pa)i vy =0, 1<a<m, 1 <A<k,

Denotaremos por DY la distribucién en T}}Q) definida localmente por

(Dv)o = <(Tg)*@a>a=1,...,mu
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donde (D")° denota el anulador de DV (véase los trabajos de M. de Leén [69, [73],
para el caso k = 1).

A continuacion, probaremos dos resultados relativos a la distribucion DY que
estdn relacionados con la existencia de un espacio k-simpléctico (véase el apéndice
B para las definiciones técnicas).

Lema 3.20 Para cada punto wq € M se verifica que Dzjjq es un espacto vectorial
k-coisotrdpico en (T (T3 Q),wi(wy), - . ., wi(wg), V(wg)), es decir, (D¥),. C D, ,

siendo (D“)iq el ortogonal k-simpléctico de Dy, definido como sigue:

(D")py = {Uuq € TiQ : Wi (Ui, W) =0, ¥V Wiy, € D5}

Demostracion:

Teniendo en cuenta que (DV)? estd localmente generado por las 1-formas semib4-
sicas (TS)*%, 1 < a < m deducimos

(DY) = S(wq) C Voo (T3:Q) € Dy,

para todo wq € M, donde V,, (T}}Q) denota la distribucién vertical de 7'5 T — Q
en el punto wy.

Proposicion 3.21 Las siguientes propiedades son equivalentes:

(1) La condicion de compatibilidad se verifica, esto es, TM N8 = {0}.

(2) La distribucion ® = TM N DY, definida a lo largo de M, es k-simpléctica en el
fibrado vectorial k-simpléctico (T(T{Q),wi, ... ,w§, V), esto es, Dy N @iq =
{0} para cada q € Q.

Demostracion:

Si TM NS = {0} entonces
TMNE =TMN (D) =0

Tug(Ty Q) = Ty M & (DY), VYwg € M.
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Por tanto, del Lema [3.20] obtenemos

(D)uq = (TugM N (D")urg) @ (D) = Dy ® (D" )55, = Dy  8(wq)

Asf, mediante un calculo directo, obtenemos que D, ﬂ@iq = {0} o, equivalente-
mente (véase la proposicién del Apéndice B), que ®,,, es un subespacio vectorial
k-simpléctico del espacio vectorial k-simpléctico (T, (T Q), wi(wg), - - -, Wk (wq), Vi)

Reciprocamente, asumimos que para cada wq € M, D, es un subespacio k-
simpléctico en (T, (TR Q), Wi (wy), - - -, Wi (W), Vi), esto es Dy N Dy = {0}. En
efecto, sea Z € T,,, M N 8(wq) entonces

w.

7 € TpeM N 8(wq) = TuyeM N (D)5 C TupgM N (D) = Doy -

Puesto que wi (wq)(Z,Y) = 0 para todo A (A=1,...,k) y para todo Y € D,,,
se sigue que Z € Dy . Asi Z € D, 1Dy, = {0} y por tanto Z = 0.

U

Consideremos ahora, la restriccion w% vy doEr de w? y dE; a®, respectivamente.
Puesto que ®,,, es un espacio k-simpléctico para cada wq € M, existe una solucién

en ® de la ecuacion
k

ZZXACU% = dgEL . (321)
A=1

Observacion 3.22 En el caso particular £ = 1 los resultados que hemos incluido
aqui (a partir del Lema 3.19) se corresponden con la la caracterizacién de la mecénica
no-holonémica en el caso de ligaduras lineales realizada por Bates y Sniatychi en
[8]. Un estudio similar al que hemos realizado aqui es el que realizaron M. de Leon,
J.C. Marrero y D. Martin de Diego en [69] para ligaduras ideales.

Proposicién 3.23 £ es una solucion del problema con ligaduras, i.e. £y =
(&1 ner - - - EF 0) werifica las ecuaciones geométricas lagrangianas no-holondmicas |D
st, y solo si, {1, es solucion de la ecuacion (3.21)).
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Demostracion:

Si & es solucion de las ecuaciones geométricas lagrangianas no-holonémicas
(3.8) entonces £z es un SOPDE y &7 € TM.

Por otro lado, puesto que £ » es un SOPDE se tiene

(76) al&ia) = (Pa)ity =0,

a lo largo de M, y asf &7y € (DY), Asi ffyM € ® y £ es trivialmente una
solucién de la ecuacién (3.21)).

Reciprocamente, si (X7,..., X}) es solucién de la ecuacién ([3.21]) entonces para
cada A (A=1,....k), X4 €D CTMy es evidente que (Xi,...,X) es solucién
de las ecuaciones geométricas lagrangianas no-holonémicas (3.8]).

’ C. Ligaduras Iineales.‘

Ahora vamos a considerar el caso en el que las ligaduras son funciones en T} Q,
lineales en las “velocidades”. A diferencia con los casos anteriores no exigimos que
estas ligaduras se obtengan a partir de distribuciones en (). Localmente esto significa
que las funciones de ligadura que vamos a considerar son m funciones ®,, : T} @Q — R
de la forma

WE

(I)a(vlqa s 7vkq) = (I)oc(qia U;L4) = (Mf)l<q) fUiB = Nf(qu) )

B=1

n I~

donde pf son mk 1-formas en Q, 1 < «
pa = (g )i dg'.

m, 1 < B < k, con expresién local

Consideramos la subvariedad de ligaduras, de dimension nk — m,

M = {wg = (vig--- k) EThQ: Pp(wg) =0 1< a<m}.
Ahora denotamos por D la distribucién en @ definida por D° = (u?).

Proposicién 3.24 Sea L un Lagragiano reqular y X = (Xy,..., Xy) un campo de
k-vectores integrable el cual es una solucion de

k
ZZXA("}? —dE; € (DV)O , X4 - e TM (322)
A=1
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donde (DV)° =< (74)*ul >. Entonces
i) X =(Xyq,...,X}) €s un SOPDE.

i) Si p(t) = (¢'(t),0¢°/0tA(t)) es una seccion integral de X, entonces ¢
satisface las ecuaciones de campo lagrangianas no-holonomicas (3.7)).

Demostracion:

Observemos que

09,

A A*
= JY(dd,) = —

dq' = (uiy)idg’ = (75)" 1

y asi, en este caso particular,
(DY)’ = (n2)-

Asi, las ecuaciones ((3.22) son equivalentes a las ecuaciones geométricas lagran-
gianas no-holonémicas (3.8)), para el caso de ligaduras lineales, de donde se sigue el
resultado buscado.

O

Observacién 3.25 El caso particular £ = 1 se corresponde con el estudio de las
ligaduras lineales en la Mecénica lagrangiana, véase por ejemplo [69].

3.4.4. Ligaduras definidas por conexiones

Supongamos que () es una variedad fibrada sobre M, esto es, p : Q — M es una
submersién sobreyectiva. Sea I' una conexiéon en p : () — M de modo que

TQ=HaoVp,

donde Vi = ker T'p. Considerando coordenadas fibradas (¢%,¢%), 1 < a < n —
m, 1 <a <m, n=dim @, la distribucién horizontal estd localmente generada por
los campos de vectores

oN\? o )
H — — —T(qb. o) —
a (aqa) aqa a(q 7q )aqa 7
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donde Y# denota el levantamiento horizontal a @@ de un campo de vectores Y en
M,y T%(qb ¢°) son los simbolos de Christoffel de T'. Asi, obtenemos una base local
de campos de vectores en (@,

0
{Ha, Va = a_qa}lgagnfm, 1<a<m -

Su base dual es el conjunto de 1-formas

{7](1 = dqa y Pa = Fg dqa + dqa}lgagn—m, 1<a<m -
Deducimos que H? esté localmente generado por las 1-formas {¢q}.

En esta situacién se tiene la siguiente descomposicion
TIQ=Ho 5 oHOVpd k. oV,

y para cada vector vy, 1 < A < k podemos escribir

a o a a 8 (6% a a (6% [e% a
A= Uag g + Vige = UA(aqa - Faa_qa) + (uy 'y + UA>a_qa = ol + v}
Definimos la subvariedad de ligaduras
M=Ho.* oH CT}Q;
entonces wq = (Vig, ..., Vk,) € M si, y s6lo si, va, € H para todo A=1,...,k, lo

que significa que
v = —uf4l'y paratodo A=1,....k

Asi,

M = {wa €T}Q : v§=—-u4T? 1< A<k}
= {wq €T3Q : ¢a(va,) =0,1< A<k},

A partir de las 1-formas ¢, = I'? d¢® +dq® en ) podemos considerar las 1-formas
(75)*¢a en T Q. Ahora consideramos las ecuaciones

k
S it — dEL € (7))
A=1 (3.23)

XA‘ eTM, 1<A<k.
M
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Como ocurria en el caso particular anterior, en este contexto estas ecuaciones
son equivalentes a las ecuaciones geométricas no-holonémicas (3.8]).

Escribimos la primera ecuacién de (3.23)) como sigue

k m
D ixwit —dEL =) Ao (75)"¢a
A=1

a=1

y cada X4 como

a 8 « a a
XA:(:L’A) a—(]a—i-(XA) a—qa—i-(SCA)Baua
B

De (3.23)) y teniendo en cuenta que el lagrangiano L es regular deducimos las
tres identidades siguientes:

9*L O*L O*L O*L oL
b B b B — B
XA)g—F— — = -\l 3.24
'U/Aaqbau?4 + UAaqﬁau% + <xA)Ba'UbBa'LL?4 +( A)BavgauZ aqa BLa > ( )
9L O*L O*L 0’L 0L
y g b~ b= T\, (3.25
A pgns A agau B g ang TGy T g = her (B
(za)" =v4, (Xa)* =05, (3.26)

Si g Up C RY — T1Q, w(t) = (0°(t), 1°(t), 45 (t), ¥4(£)), es una seccion
integral de X = (X7, ..., Xj), entonces de (3.24)), (3.25) y (3.26) deducimos que 1
es solucién de las ecuaciones

4 “ 8wa . a¢a
UA(¢(t)> = GtA t ) UA(@Z)(t)) = atA .
k
0 (9L oL
oA — = M\ TRt
; ot <3vi ¢<t)> B Lt (r6(1(t)))
S CAR T
\ A=1 ot (91)10‘4 p(t) (9(]0‘ P(t) @
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o, en otras palabras,

a awa « awa
) =200 ) = 22|
k
o (0L _ oL
> g (e~ O8OOI 5] )
OL ok OL _ O(Tgorot) 0L
- ((9q“ b P“(TQWt)))a_qa wm) T ot gl

Estas ecuaciones son las ecuaciones de Euler-Lagrange no-holonémicas ((3.7)) escritas
para este caso particular.

Observacion 3.26 En el caso particular £ = 1, los contenidos de este apartado se
corresponden con los desarrollados por M. de Leén y D. Martin de Diego en [73].

El estudio de las ligaduras definidas por conexiones fue estudiado, en el contexto
de las variedades de jets, por M. de Leén, J.C. Marrero y D. Martin de Diego en
[7q] .

3.5. Teoria hamiltoniana k-simpléctica no-holondé-
mica

En esta seccién vamos a considerar la descripcién hamiltoniana de un sistema
no-holonémico sobre el fibrado de k'-covelocidades (T}})*Q de Q.

A lo largo de todo el capitulo hemos asumido que las funciones lagrangianas son
regulares, en este caso las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana k-simplécticas
estandar son localmente equivalentes, (véase seccion [1.3)).

Si suponemos que el lagrangiano L es hiperregular entonces la transformacién de
Legendre F'L definida en (|1.33)) es un difeomorfismo global. De este modo podemos
trasladar los objectos de la descripcién k-simpléctica lagrangiana no-holonémica al
contexto hamiltoniano.

Las funciones de ligadura en (T})*Q son las funciones

U,=®,0 FL ' : (TH*Q - R,
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esto es,
i ; 0H
\Ija(q 7p;4) = (I)Oé(q 78p7)a1 S «@ S m,

donde la funcién hamiltoniana H : (T} )*Q — R se define como H = Ej, o FL™'.

: - OH
Teniendo en cuenta la expresién local FL™Y(¢',pft) = (¢, (9_‘4) de la inversa de
D;

la. transformacién de Legendre y la definicién del hamiltoniano H = E; o FL™!

tenemos
H=v\oFL ' p} ~LoFL™".

Asi, de (3.7)) y la expresion anterior, se obtiene
OH

a_A = Uil o FL_l
D;
OH oL ov, "9 (0L
. = ——— OoFL '= - a—2gk, — o FL7!
g o CgpB = BC ; otA (81)34 ° ) ’

donde H% son las componentes de la inversa de la matriz

(HEC) = (0°H/0p; 0pf).

Nétese que para obtener la expresion anterior hacemos uso de la identidad

oV, .. 0P,

o L',

Asi, las ecuaciones de Hamilton no-holonémicas en (7}})*Q pueden ser escrita
como sigue

(o ov
optlywy — OtAlY
{ oH Vol oA
. = —-No=—=| Hg t)) — ;
aqz w(t) CapkB w(t) BC(w( )) ; A |t
L 0 = \I’a(W(t)ﬂM‘(t))

donde ¢ : U C RF — (T}1)*Q esté localmente dado por ¥(t) = (¢*(t), v (t)).
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A continuacion daremos una descripcién geométrica de estas ecuaciones.

Sea M C (T})*Q la imagen de la subvariedad de ligaduras M bajo la aplicacién
de Legendre y & el fibrado localmente generado por las 1-formas independientes
R¥-valuadas

Siguendo un proceso analogo al caso lagrangiano y teniendo en cuenta que es-
tamos en el caso de un lagrangiano hiperregular se tiene que las “ecuaciones de
Hamilton-De Donder-Weyl” para el problema no-holonémico pueden ser reescritas
en un modo intrinseco como

k
D ixwt —dH € (i), Xa L ETM,
A=1

k

donde w', ..., w" son las 2-formas candnicas en (T}})*Q definidas en (1.31)).

Observacion 3.27 En el caso k = 1, los resultados analogas de esta seccién pueden
encontrase en el trabajo de M. de Leén [77].






Capitulo 4

Relacion entre conexiones no
. 1
lineales en 7;.() y SOPDE’S

En este capitulo vamos considerar conexiones no lineales en el fibrado tangente
de las k'-velocidades T}'Q) de una variedad @ y relacionaremos estas conexiones
no lineales con las ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden (SOPDE’S)
que aparecen en la formulacién lagrangiana k-simpléctica de las teorias clasicas de
campos de primer orden.

Ademds veremos como introducir los elementos geométricos candnicos de T} Q,
necesarios para la formulacién k-simpléctica, a partir de una sucesion exacta corta
determinada por el fibrado T} Q.

4.1. La sucesién exacta corta construida a partir
de 75 : T;)Q — Q.

En esta seccién definiremos, a partir del fibrado tangente de las k'-velocidades
T!Q de una variedad @, una sucesién exacta que nos permitiré definir los elementos
geométricos candnicos de este fibrado, necesarios para la formulacién k-simplécti-
ca, los cuales hemos recordado en el capitulo 1 en la forma en la que se definen
habitualmente.

113
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4.1.1. El fibrado vectorial (T;'Q xo T} Q, (Té)*Tg,Tle).

Consideremos el fibrado 7'5 : THQ — Q, entonces el pull-back de 7'5 por 75 es el
fibrado

(T:Q %@ T, Q, (76) 76, T Q) ,
donde el espacio total es

T,Q %o T, Q = {(vq, Wa) € T,Q x Ty Q | 75(va) = 75(wq)} -

El siguiente diagrama es conmutativo:

()" (T1Q) = TQ xo TiQ T}Q
()l b
T;Q : Q

Q
siendo (745)*74, : TEQ %o TQ — T} Q es la proyeccién canénica definida por
kyx__k
(70) 70 (Vas Wq) = Vq

donde (vq, wq) es un elemento arbitrario de T;Q x o T} Q, esto es, vq = (V1q, - - - ; Ukq)
Y Wq = (Wiq, - - -, Wiq) son dos k-tuplas de vectores tangentes a Q).

La fibra de (755)*(T} Q) en un punto vq € T, Q es el espacio vectorial real
{Va} XTqQ & ... T Q=2T4Q ® ... dT4Q
y de dimension nk.
A lo largo de este capitulo denotaremos por
SeC((Tg)*TS)

el C*(T;}Q)-mddulo de secciones de la proyeccion (15)*7(,. Veamos algunos elemen-
tos de este conjunto que seran importantes a lo largo del capitulo.

(1) Llamamos seccién canénica a la seccién § := (idy1q, idrig) € Sec((15)*75),

esto es
0= (idpg,idrg) : TiQ — TiQ xqTQ
vqg — (Vg Vg)
Esta seccion nos permitira introducir el campo de Liouville generalizado A en
T!Q, como veremos en la seccién

(4.1)
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(2) Paracada A, 1 < A <k definimos el elemento 04 € Sec((755)*75) como sigue:

oa: T;Q — T,QxoTQ

Vg > 0a(vg)
donde
0a(vq) = 0(vq, (0,...,0,v4,,0,...,0)) = (vq, (0,...,0,v4,,0,...,0)). (4.2)

De modo andlogo a lo que comentamos sobre la seccién candnica ¢, estas
secciones d4 nos permitiran introducir de un modo diferente los campos de
vectores canénicos, Ay, ..., Ay, en T}Q, que hemos introducido en la seccién

L21

1 k

(3) Cada campo de vectores X € X(Q) nos permite definir k£ elementos X,....X
del conjunto Sec((745)*755) del siguiente modo:

A

A
X:= (idpyg, (0,...,0,X,0...,0) o15)  TiQ — TiQ xo T Q

esto es,
4 A

X (vq) = (v (0, .., X, 0,...,0), 1 < A< k.

Observacién 4.1 El conjunto de secciones Sec((75)*7(,) se puede identificar con el

conjunto de campos de k-vectores en () definidos a lo largo de 75. En efecto, los
elementos de Sec((75)*75) son de la forma
Z = (idryo. 2): TiQ — T}Q <o T}Q
Z:T,Q - T;Q. Z(q',vy) = (¢, Z(d', v}))

es una aplicacién diferenciable tal que 7'5 o/ = 7'5,

7.Q

2
TéQ?Q

esto es, Z : T}Q — T}Q es un campo de k-vectores en Q a lo largo de TS, o
equivalentemente, una seccion de Tg a lo largo de Tg.
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Asf tenemos el isomorfismo de C*(T}}Q)-mdédulos

Sec((rfy)*7h) = Ty (75)

A = YA

donde Fsz (7’5) denota el conjunto de secciones de 75 a lo largo de 75.

4.1.2. La aplicacién i:T!Q xo T}Q — V(T'Q) C T(T}Q).

En este apartado definiremos una aplicacion en el fibrado T} Q X o T}t @, que hemos
introducido en el apartado anterior, y que nos permitira dar una nueva definicion de
los campos de vectores canénicos en TQ y del levantamiento vertical A-ésimo de
los vectores tangentes a () a vectores tangentes a Tle, (estos conceptos ya fueron
introducidos, en la forma usual, en la seccion .

Denotamos por V(T;;Q) el subfibrado vertical de 74 : T} Q — @Q y definimos la
aplicacion
i TIQ o THQ — V(T}Q) € T(T}Q)

por
L d
i(vg, Wwq) = Z£O(Vq—I—S(O,...,qu,...,O))
A=1
d
= %}00}1‘1’”"qu+Squ""’vkq)'

A=1

Considerando un sistema local de coordenadas (q*,v%)1<i<n 1<a<k en TEQ es
sencillo comprobar que se verifica:

(4.3)

Observacion 4.2 Teniendo en cuenta la expresién (4.3 obtenemos que la aplica-
cion i se puede escribir como sigue:

i(vq, wq) = Z(qu)vA (Va)

A=1
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donde (waq)" denota el levantamiento vertical A-ésimo a T}}Q del vector waq €

)

Algunas propiedades interesantes de la aplicacién i son las siguientes:

(1)

(2)

(3)

El campo de vectores de Liouville A en T} Q, que es el generador infinite-
simal de las dilataciones a lo largo de las fibras de T}!Q, (véase|1.26]), se puede

definir mediante la composicion
A=iod, (4.4)

esto es,
A

T

TIQ—>T}Q xq T}Q —=V(T}Q) c T(T}Q)
donde 0 es la seccién canodnica definida por §(vq) = (vq, Vq)-

Los campos de vectores canénicos Ay, ..., A, definidos en (1.28) se pueden
definir de modo analogo a como acabamos de introducir el campo de vectores
de Liouville A, a partir de la aplicacion i, como sigue:

AA:iO(5A71§A§]€

esto es,
Ay

T

TIQ -~ T}Q xo T}Q —~V(T}Q) C T(1}Q)
donde 64 es la seccién de (745)*7f, definida en .
El levantamiento vertical A-ésimo X4 de X € X(Q) a T}Q, (véase (1.22)),
se puede definir como el campo de vectores en TQ dado por X4 =io )%
xVa

T

T.Q ——=T!Q xo T}Q ——V(T}Q) C T(T}Q)
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es decir,
4 4 A o

XV (vq) =i0 X (vq) =1 (X (vq)) = i(ve, (0,...,Xq,0,...,0)) = X"(q)ﬂ R

Observacion 4.3 Si reescribimos las propiedades de la aplicacién i en el caso par-
ticular £k = 1 reobtenemos las construciones andlogas recogidas por Szilasi en la
péagina 85 de [131].

4.1.3. El fibrado vectorial (T;,Q xq TQ, (15)*10, T} Q).

Consideremos ahora el fibrabo (TS)*TQ, que es el pull-back del fibrado tangente
TQ por Tg. Este fibrado se llama el fibrado transverso a 7'5. El espacio total de
este fibrado es

TQ %@ TQ = {(vq, uq) € TQ x TQ | 74(vq) = Tq(ug)} -

El siguiente diagrama es conmutativo:

T;Q xTQ—=TQ

(75)*7Ql iTQ

TIQ———Q

Q

donde (74)*1q : THQ xq TQ — T,}Q es la proyeccién canénica definida por

siendo vq = (Vig, - - -, Vkq) € TEQ ¥y uq € T4Q-
La fibra en el punto vq € T} Q es el espacio vectorial {vq} X TT@ (vg) @ = TTS (vq) @
A lo largo de este capitulo denotaremos por
See((75)" ()

el conjunto de secciones de (Tg)*TQ. En este conjunto tendran especial importancia
los siguientes elementos:
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(1) Para cada A, 1 < A <k definimos el elemento SA € Sec((TC’B)*TQ) como sigue:

Oa 7'Q = Q@ xoTQ 1<A<k. (45)

Vg = (Vigqs -+ Vkbg) — 04(Vq) = (Vq:Vaq)

Estas aplicaciones nos permitiran obtener el SOPDE asociado a una conexiéon
no lineal, como veremos en la seccion 4.3

(2) Para cada campo de vectores X en @, la aplicacién
X = (idpg, X o78) : TQ — TQ xq TQ (4.6)
k

dada por )A((Vq) = (vq, X(q)) es una seccién de (75)*7qg . En particular, las
secclones

—_

0 0
dq (Va) = (Vas a_(f Tg(vq))

forman una base local del conjunto Sec((755)*(7q)) de secciones de (74)* 7.

Observacién 4.4 El conjunto de secciones Sec((75)*7g) se puede identificar con el
conjunto de campos de vectores en () definidos a lo largo de 7‘5. La comprobacién
de esta afirmacion es similar a la realizada en la observacion [4.1]

4.1.4. La aplicacién j: T(T!Q) — Ti'Q xq TQ

Sea Tpiq T(T!Q) — T} Q el fibrado tangente a T} Q y TTg :T(TQ) — TQ la
aplicacion tangente asociada a Tg. Consideramos la aplicacién

j= (TTle,T'ré;) T(THQ) — TiQ xoTQ
Zyy — (Vq,TvqTCS(ZVq))

Vq) = (vq,Z@'a% q) (4.7)

i@y, 25, Z8) = (¢ vy, ZY) .

localmente dada por

.0 -0
(Z,)=] | Z'=— A
i(Zva) = < 0q" lvg + A@vg

esto es,
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La aplicacién j que acabamos de introducir es un homomorfismo entre el fibrado
tangente 71 y el fibrado transverso (7'5)*7@, esto es, tenemos el diagrama conmu-
tativo

T(1}Q) ——T}Q x TQ

Tl Q (7’5)*7’@

id

nQ— . TQ
y ademés las aplicaciones inducidas jv, : Tv, (T Q) — (T1Q %o TQ), son lineales
para todo vq € TEQ.

Observacién 4.5 En el libro de Szilasi, [I31], pdgina 62, podemos encontrar la
definicién de la aplicacién j considerando un fibrado vectorial arbitrario (E,m, M).
En nuestro caso E =T}Q, M =Q y m = 7.

4.1.5. La sucecion exacta corta construida a partir de 75.

Con los elementos que hemos introducido a lo largo de esta seccién podemos
definir una sucesion exacta corta de fibrados vectoriales. A dicha sucesion la denomi-
naremos la sucesion exacta corta canonica construida a partir de 7‘5. Esta sucesion
nos permitird introducir conexiones no-lineales en el fibrado tangente de las k-
velocidades T} Q.

Lema 4.6 La sucesion

0—=TiQ xq T}Q —=T(I}Q) =>T{Q x TQ —=0 (4.8)
es una sucesion exacta corta de fibrados vectoriales, que se llama la sucesiéon exacta
corta candnica construida a partir de 7'5.

Demostracion:

La demostracién de este resultado se puede encontrar en la pagina 62 de Szilasi,
[131], para una fibrado arbitrario (E, 7, M). En nuestro caso F = T}Q, M = Q y
k
T =T,.
Q
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El punto principal de esta demostracion es que joi = 0, lo que es una consecuencia
directa de las expresiones locales (4.3)) y (4.7) de i y j respectivamente.

O

Observacion 4.7 Antes de continuar con nuestro estudio, en el siguiente diagrama
se recogen las secciones que hemos definido en los apartados anteriores.

0—=T}Q xo TLQ —>T(T}Q) > T!Q x¢ TQ —>0

N 7/
\MX\ T fjf?

&

&

Las aplicaciones i y j, que nos permitieron definir la sucesién anterior, también
nos permiten definir & aplicaciones ka entre los fibrados T}Q xo TQ vy T Q x o T} Q
del siguiente modo:

ka: T'OxoT T x o T}
A kQ Q Q — kQ Q kQ N 1<A<k.
(Vq, Uq) —  (vq,(0,...,0,uq4,0,...,0)

Estas aplicaciones nos permiten introducir, de modo alternativo, la estructura
k-tangente canénica (J', ..., J*) que hemos definido en la seccién m En efecto,
se verifica que la composicion i o kp o j,

ka

T(LQ)———TQ xqTQ TQ % T}Q ————T(T}Q)
0 9 0 5 0
Zi— | s (v, T | ) ; 0 i
Oq' lvg Aavi1 vy (Vq, oq q) (vg, (0. .., Dl ,0) v’y lvq
q' la
es el campo de tensores J4 de tipo (1,1) en T}Q, donde (J1, ..., J*) es la estruc-

tura k-tangente candnica en T;'Q, véase [0, 107, 119].

4.2. Conexiones no lineales en el fibrado vectorial
7'5 T le — Q.

En esta seccion vamos a considerar conexiones de Ehresmann o conexiones no
lineales en el fibrado tangente de las k'-velocidades. Recordemos que una conexién
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de Ehresmann en 75 : T} Q — Q es un subfibrado diferenciable H(T,}Q) de T(T;Q),
llamado el fibrado horizontal de la conexién y que es complementario del fibrado
vertical V(T!Q), en el sentido de que estd definida la siguiente suma directa

T(T;Q) = H(T;Q) & V(T; Q).

A lo largo de esta seccion repasaremos distintas formas de introducir las conexio-
nes no lineales en T3 Q. Una de estas definiciones se basa en la sucesion exacta corta
que hemos definido en la seccién anterior. También caracterizaremos las conexiones
no lineales en T}!@ en términos de la estructura k-tangente canénica de T} Q.

4.2.1. La aplicacién horizontal 3 : T}Q xo TQ — T(T}Q).

En este apartado veremos que dar una conexién en T} Q) a partir de un subfibrado
horizontal H(T!Q) es equivalente a dar una escisién por la derecha de la sucesién
exacta corta (4.8]) que hemos definido en la seccién anterior.

Definicién 4.8 Una escision por la derecha de la sucesion exacta corta
0—=TiQ xq T}Q —=T(T}Q) —=T}Q xq TQ —=0 ,

se llama aplicacién horizontal para 7'5. En otras palabras una aplicacion horizon-
tal es un T}Q-morfismo (i.e. el morfismo en la base es idilQ) de fibrados vectoriales

H:TQ xo TQ — T(T}Q)
que verifica
j O f}‘( = idilQXQTQ .

A partir de la definicién anterior obtenemos que
T(TQ)=Imi® ImH =V(T}Q)® ImH

entonces I'm H es un subfibrado horizontal de T(T}Q).

Proposicién 4.9 La aplicacion H : TEQ xo TQ — T(T}Q) estd localmente dada

por
0 ) (4.9)

; 0
fJ—C(Vq’uq) =u (aqz

- N iu‘ (Vo) —
Vq 81)34
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donde vq € TiQ, uq € TQ y las funciones NZU, definidas en T} Q, son las compo-
nentes de la conexion definida por JH.

Demostracion:

Consideramos sistemas locales de coordenadas (¢*,v"), (¢*,v%, Z%, Z) y (¢*, v'y, v")
de TQ, T(T{Q) vy TQ %o TQ, respectivamente. Entonces la expresién local de H

€S
J’C(Vq,uq) =H (Vq,uq>a—qi v — NA(V(Duq)%

para ciertas funciones H', N definidas en T}Q x¢o T'Q
Puesto que j o H = idgigy e, de 1’ obtenemos

w2
oqt

Vq

}C(Vmuq) = - Nil("qa“q)

— 4.10
vq 81}2 ( )

Vq

Por otra parte, H es un morfismo de fibrados vectoriales, lo que quiere decir que
verifica las siguientes condiciones:

(1) El diagrama
TiQ %o TQ —>T(T}Q)
(Tc,%)*TQi lTTéQ
710 71Q

idTéQ

es conmutativo.

(2) Las aplicaciones inducidas

Hog : (TrQ %@ TQ)vg = {va} X TqQ — Ty (T1Q)

son lineales para todo vq € TLQ.

De la segunda condicién que acabamos de mencionar y de (4.10]), para cada
vq € TLQ, obtenemos

H(vg, uq) = }C(anuiaiqi

~ 0 0
g ™ VA 51 507

W)
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Asi, definiendo las funciones

- . d
N)i(vq) = Nﬁ(vq,a—qi q), 1<ij<n 1<A<k

se obtiene el resultado buscado.
O

Teniendo en cuenta la proposicién anterior, tenemos que H esta localmente dado
por: .
f]—((qZ’ Uf4, UZ) = (qz7 Uib Uz? —v* Nilz)
donde N (vq) = N (vq, 0/0q).

Observacion 4.10 La relacién entre el subfibrado horizontal y la aplicacién hori-
zontal es bastante obvia. Si H : T} Q xoT'Q — T (T} Q) es una aplicacién horizontal
para 75, entonces Im H es un subfibrado horizontal de T(T} Q). Reciprocamente,
cada subfibrado horizontal de T(T}}Q) puede obtenerse como la imagen de una apli-
cacion horizontal.

—

Puesto que 5 € una base local de Sec((7)*1q) (véase item (2) en seccién

4.1.3), tenemos que una base local del subfibrado horizontal Im H asociado a la
aplicacién H viene dada por

o B IE} /9
H(TkQ).—ImJ{_<U{<aqi>>lg _<aqi

i<n

— N/ ﬂ
Aig
Va Val 1<i<n

Sea X € X(Q) un campo de vectores en ). Entonces el levantamiento hori-
zontal X" de X a X(T}Q) se define como sigue
) . (4.11)

; 0
Y - Nili("q) o’
a A

X (5q) 5= (900) ) = Hlvm. X ) = X (1

4.2.2. La aplicacién V: T(TQ) — T Q xo T} Q.

En el apartado anterior hemos definido las aplicaciones horizontales J{ como
escisiones de una sucesién exacta corta. Por este motivo a cada H le corresponde un
tinico T}}@-morfismo de fibrados vectoriales

V:T(T;Q) — T,Q xq T,Q
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tal que
Voi=idpgx,rq v VoH=0.

La aplicacién 'V que verifica las condiciones anteriores es la retraccion asociada
con i, complementaria a H. Entonces la sucesion

0=—T}Q xo T}Q<"—T(T}Q) <"~ T}Q xu TQ ~—0

es también una sucesién exacta corta.

Proposicion 4.11 En un sistema local de coordenadas la aplicacion
Vi T(T,Q) — ThQ xo T Q

estd definida por:

A
0 i 9
’V(a—qivq> = NA’L(Vq) Vq,O,...,a_qjq,...,O s
A (4.12)
0 0
V(aj ) = Vq,O,...,m 5 .,O 5
Uy Va q"la

donde vq € TLQ.

Demostracion:

La aplicacion 'V verifica:

Voi=idpgx,rq v VoH=0.

Entonces
0 0 ;0 0 , o
0= (Vo3 o] )= (0] e ) = Vm] - M )
por tanto
0 A 0
Gl ) = N3V 7] ) (4.13)
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).

Calculemos ahora V(—j

Uy 1va
A A
\7(% uq>zv(i<"’°"0""’a% q,...,O)):(vq,O,...,% J ,0) (4.14)
De y se obtiene .
O

4.2.3. El proyector horizontal h y el proyector vertical v.

A cualquier aplicacién horizontal H : T}Q xo TQ — T(T}Q) le asociamos los
siguientes objetos geométricos:

(1) El proyector horizontal, h:=Hoj: T(T}Q) — T(T}Q).

De las expresiones en coordenadas locales (4.7)) v (4.9) de j y H respectiva-
mente, deducimos que h tiene la siguiente expresién local

D) 9 .
h = - — Nj,— | @ d¢' 4.15
<8q’ Azavi) q ( )

y, ademas, verifica las siguientes propiedades
h?’=h, Imh=ImHX, Kerh=V(T}Q),

entonces, de acuerdo con la siguiente definicién, h es un proyector horizontal
para 75.

Definicién 4.12 Un tensor h de tipo (1,1) en T}Q se dice un proyector
horizontal para 75, si es un proyector con nicleo V(T Q), es decir,

h*=h y Kerh=V(T!Q)

Lema 4.13 Si h € T{(T!Q) es un proyector horizontal para 7'5, entonces
eziste una tnica aplicacion horizontal H : THQ xo TQ — T(TEQ) para 7'5
tal que Hoj=h



4.2.4  Conexiones no lineales y estructura k-tangente en T;'Q. 127

Demostracion:

Véase Szilasi [131], Lema 1, pdgina 72.
[

(2) El 'Eroyector vertical inducido por H, v := idpiq) — h. Trivialmente
verifica

v=ioV, vi=v, Kerv=ImH, Imv=V(TIQ)
Ademas de la expresién local de h obtenemos

v @ (dv)y, + Nydg') . (4.16)

(3) La curvatura de la aplicacién horizontal H se define como sigue
Q: X(T;Q) x X(TQ) — X(T;Q)
(&mn) = Q& n) = —v[he h)

A partir de la definicién de curvatura se observa que 2 es antisimétrica, se
anula sobre los campos de vectores verticales y su expresion local es

1 (0N}, 0N, ONY,, ONY,.\ 0 :
Q= | 55— L+ Np 2L — Npi——=F | —@dq' Ndg". (417
2 ( dq' dq* BE gum B o ov’y @ dg g (417)

Mediante un célculo en coordenadas locales se comprueba la siguiente identi-
dad:
QXYM =[X, Y] — [ X" Y!. (4.18)

4.2.4. Conexiones no lineales y estructura k-tangente en
T'Q.

En esta subseccion vamos a dar una caracterizacion de las conexiones no-lineales
en T1Q en términos de la estructura k-tangente (J%, ..., J*). Los resultados que se
expondran a continuacion son una generalizacion de los obtenidos por Grifone, para
el caso k =1, en [53].

Antes de enunciar la caracterizacién de la que acabamos de hablar vamos a
probar el siguiente Lema.
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Lema 4.14 Sea T un campo de tensores de tipo (1,1) en TQ wverificando
JloT =—J4 y ToJ =J% 1<A<E.
Entonces, ' es una estructura casi-producto, esto es,
=7
donde I es el tensor identidad de tipo (1,1) en T} Q.

Demostracion:
Se verifica
I2o0JA=ToloJA=ToJ=J4.

Por otra parte, para cada campo de vectores Z en T}}Q) se verifica
JATZ) = —-J42)

entonces

JAT(2)+ Z) =0,
esto es, el campo de vectores I'(Z) + Z es vertical, por lo que se puede escribir como
sigue:

N(Z)+2Z =) J(Wp),

B=1
donde W7, ..., W}, son campos de vectores en T} Q. De este modo obtenemos
k k
I%(2) = T(N(2) =T(-Z+Y_ J*(Ws)) = -T(Z) + Y _T(J*(Ws))
B=1 B=1

= -T(Z)+ ) JP(Wp) =2,

B=1

donde Z denota un campo de vectores arbitrario en 7@, entonces ' = I,
O

Proposicién 4.15 La existencia de una conexion de Ehresmann (coneridn no-
lineal) N en T'Q es equivalente a la existencia de un campo de tensores I en T} Q
de tipo (1,1) verificando

JioT =—J4 y ToJd'=J4, 1<A<k. (4.19)
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Demostracion:

Sea N una conexién de Ehresmann en 75 : T}Q — Q y h: T(T}}Q) — H(T;Q)
el proyector horizontal. Definimos

'=1-2h,
donde I es el campo de tensores identidad de tipo (1,1) en T} Q.

A partir de la definicién anterior podemos afirmar que I' es un tensor de tipo
(1,1) en T} Q, veamos ahora que I verifica las identidades (4.19)).

k

Puesto que los tensores J', ..., J* se anulan sobre los campos de vectores verti-

cales se verifica,
JNZ) = JAhZ +vZ) = J(h2Z),
entonces

JAY=J%h, 1< A<k,
y por tanto

JYol =J4—2(J% h)=J4 -2 = —J4 1< A<E,
obteniendo asi la primera familia de identidades de (4.19)).

Por otra parte,
FoJA=To0J%—=2MhoJ)=J4 1<A<E,

ya que h o J4 = 0. Con esto hemos demostrado que I satisface la segunda familia

de identidades de (4.19).

Reciprocamente, vamos a comprobar ahora que si I' un tensor de tipo (1,1) en el
fibrado vectorial 74 : T})@Q — Q verificando (4.19), entonces I' define una conexién
de Ehresmann en T}Q — Q.

Definimos ] 1
h:§([—F) y v:§(I+F).

Entonces se verifica

1

h? = hoh:h(i(f_l“)> zé(h—hoF)Z%(h—%(F—Fm

_ %(h—%(l“—[)) = (hih)=h
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donde hemos usado que I'> = I, (véase lema anterior). Entonces h? = h. De modo
analogo se comprueba que v? = v. Asi, h y v son dos proyectores, h+v =1y

T(TQ)=Imha Imv = HT}Q) @ V(TLQ),

donde H(T!Q) = Imh es la distribucién horizontal y V(T}Q) = Imv es la distri-
bucién vertical con respecto a la proyeccion candnica 7'5 T — Q.

O

Observacion 4.16 Si reescribimos la proposicién anterior en el caso particular k =
1 obtenemos un resultado establecido por Grifone en [53].

De (4.19) deducimos que, en un sistema local de coordenadas, el tensor I es de
la forma

0 .0 , 0 .
F: - T F] L dZ —_ dz 420
( 8q1+ AZav;)@’ 1 +8vf4® VA (4.20)

donde I'’;, son funciones definidas en T}}Q a las denominamos funciones componentes
de I'.

Sea I' un tensor de tipo (1,1) verificando y h el proyector horizontal
asociado a I' mediante la relaciéon I' = I — 2h. Teniendo en cuenta las expresiones
locales y , de h y I' respectivamente, la relacion entre las componentes
de I' y las componentes de la conexién no-lineal definida por h viene dada por la
relacion

F{M - QNI{M‘

4.3. Relacién entre SOPDE’s y conexiones no line-
ales.

En esta seccion demostraremos que cada conexién no-lineal define una ecuacion
en derivadas parciales de segundo orden, (SOPDE), en T} @ y reciprocamente cada
SOPDE de T} @ nos permitird definir una conexién no lineal.
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| A. SOPDE asociado a una conexién no lineal. |

Consideremos una conexion no-lineal en 7'5 : THQ — @Q, como sabemos, esto es
equivalente a considerar una aplicacién horizontal H : T} Q xo TQ — T(T}Q).

Definimos el SOPDE &3¢ = (€4, . . ., &%) asociado a H por medio de las expresiones
i =Hody, 1< A<k,

esto es,

&

T

3a

TIQ —2~T}Q xo TQ "~ T(T}Q)

donde la aplicacién S\A es la seccién de (7‘5)*7'@ : THQ xo TQ — TiQ que hemos
definido en ({4.5)).

Teniendo en cuenta las definiciones 1) y 1} de de EA y H obtenemos que

0 Vq) . (4.21)

’ 0
) =i (0], ~ Vs

q' lvq Biowtk,

| B. Conexién asociada a un SOPDE. |

Reciprocamente a lo que hemos hecho en el apartado anterior, podemos asociar
una aplicacién horizontal H, a cada SOPDE §. Asi obtenemos una conexién Ng
asociada con &.

El esquema que vamos a seguir par definir una conexién no lineal asociada a un
SOPDE es el siguiente:

A cada SOPDE le asociamos un proyector horizontal h¢. Este proyector horizon-
tal nos permite definir una aplicacién horizontal H, y una conexién Ng. Ademas,
teniendo en cuenta la caracterizacién de las conexiones de Ehresman en términos de
tensores de tipo (1, 1) que satisfacen ciertas propiedades, véase la proposicién 4.15|
podemos definir un tensor I's de tipo (1, 1) verificando:

JYoTe=—J" vy ToJ*=J" 1<A<Ek.
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Teorema 4.17 Cada SOPDE ¢ en THQ determina una aplicacién horizontal He para
7'5 con proyector horizontal

k
1
he=—— (I - ) LgJY. 4.22
Demostracion:

Sea & = (&4, ...,&) un SOPDE en T} @Q localmente dado por

.0 -0

5,4:1}124 Z+<§A)gg—, Azl,,k}
Jq vy

Teniendo en cuenta que para cada A=1,...,k

Le, JNZ) = [€a, JAZ) — T Ea, Z]

para todo campo de vectores Z en T} @ obtenemos:

k j

k

5,
Lo S4=— : @ dq* + ® dv'
Sk (aq DL a) i+ 2

A= UA

Mediante un célculo directo a partir de (4.22)) y la expresion anterior se obtiene
que la expresion local de hg es la siguiente:

) 1 S 0(Ea)ly 0 ;
h5—<a—qj+k+1z s @ dg . (4.23)

o= ov’y

A partir de esta expresion se observa que
hg = h, y Kerhe = V(T}Q)

y asi, de la definicién concluimos que h¢ es un proyector horizontal.

Finalmente, aplicando el Lemma obtenemos que existe una aplicacion hori-
zontal H¢ con proyector horizontal asociado hg.
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Observacién 4.18 En el caso k = 1, el proyector horizontal he dado en (4.22)),
coincide con el proyector dado por Grifone [53], 55| y por Szilasi [I31] .

Observacion 4.19 En las secciones anteriores hemos visto que la existencia de un
proyector horizontal h es equivalente a la existencia de :

i) una aplicacién horizontal H : TEQ xo TQ — T(TEQ),

1) o una conexién no lineal N en 75 : THQ — @ definida por un
subfibrado horizontal H (T} Q),

ii7) o un tensor I' de tipo (1,1) en T} Q verificando ciertas condiciones.

Asi teniendo en cuenta que cada SOPDE & nos permite definir un proyector hori-
zontal, podemos describir, como indicaremos a continuacion, los distintos elementos
equivalentes: la aplicacién horizontal He, la conexién no-lineal N¢ o el tensor I'g:

(1) El Lema nos permite asociar a cada proyector horizontal h una aplicacién
horizontal H. En este caso, la aplicacion horizontal

He : T,Q x@ TQ — T(T;Q)

esta definida a partir de la siguiente expresion local

k
Jff(QavAav):(QaUAvv7k+1vj £ a’l}j

(g% wE)

(2) De (4.23)) deducimos que las componentes de la conexién N son

k

1 ko, kY __ 1 a(gA)ZB
<N5)3]<q 7UC) - k’"‘ 1 ; anfL‘

(4.24)

k ok
(q Ve

(3) Como hemos visto en la Proposicién dar una conexién con proyector
horizontal h es equivalente a dar un tensor T' de tipo (1,1) en T}'@Q mediante
la relacién T' = I — 2h, siendo I el tensor identidad en T} Q.
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En este caso, el tensor I'e = I — 2h, se define como sigue:

I = ﬁ ((k ~DI+2) LgAJA)>

A=1

Observemos que en el caso k = 1, este campo de tensores es I'c = L¢J, donde
J es la estructura tangente canénica de T'Q). Esta conexién fue introducida por
Grifone en la Proposicién 1.41 de [53] y en la Proposicién 1.3 de [55]

En esta seccién hemos visto que a cada conexién no lineal definida en T} Q le
podemos asociar un SOPDE en T} Q vy, reciprocamente, a cada SOPDE una conexién
no lineal. Es natural preguntarnos si esta relacién es una biyeccion entre el conjunto
de conexiones no-lineales en T} Q y el conjunto de SOPDE’S en T}'Q). En general la
respuesta es negativa como veremos a continuacion.

(1) Consideremos un SOPDE &, la conexién no-lineal asociada a £ y definida por

la aplicacién horizontal He y el SOPDE &y, asociado a H. De (4.21)) y (4.24)
obtenemos que

k

, (9 1 (&) O
Ay : B 1<A<k.
fg{g /UA (aqz + l{} + 1 C;l ave 81}]3 ) = =~

Entonces § = g, si, y s6lo si, {4 = ngffg, 1 < A <k, esto es, siy solo si las

funciones ({A)fg , 1< A B<k, 1<j<n,quedefinen el SOPDE £ verifican la
siguiente identidad:

L .
‘ 1 T
(€a)ly = Za@Ci)Bv’A,lSA,BSk:,lSiSn-
Vo

k—i—lC:l 0

En el caso particular k£ = 1 obtenemos {3, = £ si, y sélo si,

1ogt
58&” =¢

lo que significa que las funciones £* son homogéneas de grado 2 (véase [55]).
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(2) Consideremos ahora una conexién no-lineal N definida a partir de una aplica-
cién horizontal H, el SOPDE {y¢ asociado a esta conexion y la conexion Ng,,
asociada al SOPDE &g¢.

Si denotamos por Néi, 1 <14,7 <n, 1 < B <k las componentes de la
conexién no-lineal N, entonces de (4.21)) y (4.24) obtenemos que

& ) .
(Né"}c)jBi _ 1 Z a(_vileBl) _ k J 1 l aNél

N i - i T Vg i
k+1A=1 vy k+1 7 E+1 7 ovy
Entonces N = N, si, y sélo si,
, ON’
Nfsizvixa—fl, 1<i,j<n,1<B<k.
Va

4.4. Linealizacion de campos de vectores de se-
gundo orden.

En esta seccién vamos a estudiar un tipo particular de SOPDE’S asi como ejemplos
de SOPDE’S linealizables para la ecuacion del calor.

4.4.1. Linealizacion de SOPDE’S.

Definicién 4.20 Un SOPDE & = (&,...,&,) en TR Q se dice linealizable si, para
cada punto de T;'Q, existe un entorno de ese punto y una carta definida en ese
entorno tal que
. G . . ,
(€a)s = (Ahp)mve + (Blhp)n d" + Chp (4.25)

con (Alp)ms (Bhp)m Chp € R.

m)

Proposicion 4.21 Si ¢ es linealizable entonces la curvatura de la conexion no-lineal
He se anula, y por tanto la conexidn es integrable.
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Demostracion:

Puesto que ¢ es linealizable, de (4.24]) y (4.25) obtenemos que las componentes
de la conexién no lineal H, son

1 k
(Ne)p; = =37 > (Ahp);

Ahora, de (4.17) deducimos que la curvatura €2 se anula y por tanto, que la
distribucién He(T!Q) : = I'm H; es integrable

O

Recordemos que los SOPDE’S en T}!Q son campos de k-vectores que se caracteri-
zan porque sus secciones integrales son primeras prolongaciones

oM Uy c RF = TLQ

de aplicaciones ¢: Uy C R¥ — @, véase la proposicién m En el caso particular de
los SOPDE’S linealizables, la proposicion [1.42] puede escribirse como sigue:

Proposicién 4.22 Sea & = (&1, ...,&) un SOPDE linealizable e integrable. Si
p:RY = T;Q
es una seccion integral de & entonces
p =0,
donde ¢ es la primera prolongacion de ¢ = 7‘5 op:RFE TQ T—5> Q, y verifica

e
ot ot?

c O™

m g T (B ) ™ (t) + €5 (4.26)

(t) = (€a)5 (0 (1) = (A)p)

Reciprocamente, si ¢:RF — Q es una aplicacién verificando , entonces oM es
una seccion integral de €.
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4.4.2. Ejemplo: la ecuaciéon de conduccion del calor

En esta subseccion vamos a calcular una familia de SOPDE’S linealizables cuyas
secciones integrales son primeras prolongaciones de soluciones de la ecuacion de
conduccion del calor.

La ecuaciéon de conduccion del calor en dimension 1 es
0o 9%
— =K. 4.2
ot ox? (4.27)

en donde  es una constante que mide la difusién del calor y las soluciones ¢ : R? — R
indican la temperatura, en cada instante de tiempo t!' = ¢, en el punto t> = z. En
estecaso k=2, Q=R (n=1).

Buscamos los SOPDE’s linealizables asociados a esta ecuacion.
La ecuacién (|4.26]) para este caso es

76 e 90

la cual se puede escribir como el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas par-
ciales en el que utilizamos la identificacién t* =t y t? = x.

0? 0 0
¢ — ‘All af‘l_-/qllaqs"'gllgb_’_ell

ot
0? 0 0
¢ - A12 ¢ +-A12 ¢ +312¢+ 612
&*¢ ¢ a¢ '
ror — Mgt TBa0+Ca
0*¢ [9J0) [9J0)
EYC Aby —- ot +A223 + Boz ¢ + Cao
0%¢ 0?%¢ . . . .
y puesto que 50— Dro (condicién de integrabilidad) entonces se tiene:

2 1 42 2 42 1
Afy = Ay, Aly = Ajp Aly = Ayp, Bra = Bor, €2 = B

La solucién general de la ecuacién de conduccién del calor (4.27)) es

o(t,x) = e 3" [Ccos (A) + Dsin (f\)] = Ae 'gin (% + (5)
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donde A es una constante, C' y D son constantes arbitrarias, y A = vC? + D?,

tand = —.
D
Sustituyendo la solucién ¢ en el sistema (4.29) obtenemos el siguiente sistema
de ecuaciones

HZ

¢ x B 1K, —ry . (X
FAQ pes 81n()\+5> = fﬂllﬁAe Y s1n<x

_E4 . (T
+B Ae 22lsin (X+5)+en

+5> +A11)\Ae 2t cos (i +5)

K _ K¢ e
——Ae 32" cos <—

K . x4 . (T
3 )\—|—5> = —A%lﬁAe A2tsm<—

A
_E4 . (T
+Bo Ae 22 sin (X+5)+Ggl

+ 5) +A21>\Ae 2! cos (:1;

)\+5)

1 t xr 1 K By, xr 2 1 _ Ky X
N 2 — — R 2 — — 2 —
)\2A€ A sm(}\—l—é) = A22A2A6 A SIH<A+6)+A22A2A€ A COS()\+6)

k4. x
+BogAe AQtsm (X + 5) + Cog

entonces obtenemos

K
/12 K k . 1
B )\ ‘A )\4 ) ‘BIQ = fB21 = E‘A12 ) ‘BQZ = ﬁ‘AQQ - E

Asi tenemos que

(&)1 = (111 + /\2(1> + ';—iq
K K K
(&1)2 = (§2)1 = Al <U1 + §Q> - ﬁw - Fq
K
(&2)2 = A, (Ul + EQ> — 324
y una familia de SOPDE’s lineales asociada a esta ecuacién es £ = (&1, &), con
0 N K k2] 0 K kK 1 0
§o= vig, T {An (01 520) + ﬁ‘-’} o0, + [ (0 + 550) = 502 = 54 o0
ko

& = UQ%JF[A (01 520) = 522 = 351 a(z [A (02 539) - ;Qq}é%

De este modo podemos afirmar que las secciones integrales de este SOPDE son
soluciones de la ecuacion de difusion del calor.



4.5 Conexiones en T;'Q inducidas por una conexién lineal en Q. 139

4.5. Conexiones en Tle inducidas por una cone-
xion lineal en Q).

Denotamos por L( el fibrado de referencias lineales sobre (). Un punto u de L)
se puede denotar por medio de una familia (¢, e;) donde ¢ € Q y (eq, ..., €,)q denota
una referencia lineal en ¢. L@ se puede describir como la variedad de 1-jets, jj, en
0 € R” de difeomorfismos ¢ : Uy C R® — @) definidos en un entorno de 0 € R™.

Denotamos por J&O(Rk, R™), la variedad de 1-jets, en 0 € R¥, jé’ofy de aplicaciones
diferenciable v : V; € R¥ — R", definidas en un entorno de 0 € R", tales que

7(0) = 0.

El grupo lineal general GL(n,R) puede describirse como la variedad de 1-jets,
JeA de difeomorfismos A : Wy C R" — R™ definidos en un entorno de 0 € R™.

Veamos que T}Q = TQ® k. @TQ = J2 (R, Q) es un fibrado vectorial asociado
a LQ con fibra Jj ((R¥,R").

En efecto, consideramos la accion dada por
GL(n,R) x Jjo(R*,R") — Jjo(R*, R")
(46 A, 367)) — Jo(Ao)
El fibrado asociado
E = LQ X J&O(Rk?Rn)/GL(n>R):

con proyecciéon 7g : E — Q, mp([jie,idv]) = 7(iie) = ¢(0), es difeomorfo a

TIQ = JH(R*, Q) a través de la aplicaciéon
E — TQ
lop,dor] — ol o)

Es bien conocido que si Hj,, siendo jip € LQ es el subespacio horizontal de

TjéSD(LQ) definido por una conexion lineal V en @), el subespacio horizontal inducido
Qji(poy) €0 T Q definido por V es

1 1
Qjé(wow) C Tjé(soov) (1, Q) = T[jé%jé,m] (1, Q)

dado por
Qjé((po'y) = (%}07)*@3@)(]{;'3@)
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Dado un punto jjf € T}Q, existe jip € LQ ¥ joo7 € Joo(RF,R") tales que
Jof = lisw, o) € Jo0(R*,R™). en coordenadas locales,

. i Iy’ i ~ 0’ ~i
o= (0,55 y=(a) dber= (55| )= @),
. Ot Oy o
1 — 7 _ 7 7
Jo(p o) = (0, 55| gal,) = (@55 ) -
Entonces la aplicacién
i LQ — TQ=J(RY,Q)
Jop — Jalwo)
esta localmente dada por
Dy (qz,x;) — (qi,:véﬂf;‘) = (¢",vY) (4.30)
Una base de Hjy,, es
DD g O
oqt oq i S0z
y la base de Qji(poy) = Tji ooy (THQ) €8
0 0 .0 0 0
0P *—H:——Fm l-~] ':_'_ml_‘
@)= ()" = g T 4% oo, o "M au

Proposicién 4.23 Una conezidon no lineal H en T Q es una conexidn inducida por
una conexion lineal en Q si, y sdlo si, sus componentes son N’ = T v’}

En este caso el SOPDE asociado a H es

0 ; 0 .0
_ F] m ' — : H
8qz im UB 82}%) UA(aql) )

(Ea0)a = v} (

y podemos demostrar la siguiente proposicion:
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Proposicién 4.24 Sea (Q, g) una variedad de Riemann. Definimos una funcion T
en THQ por

T : TQ — R
k
(Vigs -+ > Ukq) — T(V1gy---,Ukg) Zg (Vag,vaq)
A=1

Sea ¢:RF — Q y ¢V : RF — TLQ su primera prolongacion. Si ¢V es una seccion
integral de &q¢, el SOPDE asociado a la conexion de Levi-Civita, entonces ¢ es una
solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange con lagrangiano T, esto es,

b T
Z (1)
—~ ot4 ( °¢ ) i

-0 . (4.31)

Demostracion:
Si ¢ RF — T!Q es una seccién integral de &¢ entonces

82¢j aqbr 8¢S
g~ L0 5E 5

(4.32)

Dado que la expresién local de T es T = S2%_,(1/2)g,s0’yv%, obtenemos que las
ecuaciones (4.31]) pueden escribirse como sigue

k o k 0 i 82 i 1 A" Od°
> 0k (0(6) or oox + 05 (0(0) 5o — 30i0rs(O() Sor o =0 (4.33)
=1

donde j = 1,...,k y Orgi; = 0gi;/0¢*. Ahora sustituyendo (4.32) en (4.33)) obtene-
mos

d 09" d¢* 09" dg* 1 09" Dg*
> 0,051 (0(6) G s — (GO (GO) S x a5 — 5030ms(0(8) G o0
=1

(4.34)

i i 1 d¢" ¢°
= (Agl args](é(t)) - gl](¢(t))rrs(¢<t>) - 28Jgrs<¢(t))> 8tA 8tA =0.

Por otra parte

1 1

argsj - _8'97“5 gszl - argsj - _a‘grs -

1
9 J 2 ' a argsj + as.gjr - ajgrs>

5
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Entonces (4.34) es equivalente a la identidad

d9" 0¢°

1
5(&93;' - asgjr)%@ =0

lo que se sigue de g;; = gji.



Capitulo 5

Formulacién k-simpléctica en
algebroides de Lie

En el primer capitulo de esta memoria hemos visto que la formulacion k-simplécti-
ca nos permite describir las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton-
De Donder-Weyl de las Teorias Clasicas de Campos de Primer Orden, obteniendo
como caso particular la Mecanica Clasica.

Por otra parte, los algebroides de Lie suponen una generalizaciéon natural del
concepto de espacio tangente a una variedad diferenciable, debido a ello son objectos
adecuados para construir un formalismo lagrangiano de la Mecanica Clasica. Esto
fue realizado por E. Martinez [96].

Surge asi, de modo natural, la siguiente pregunta: ;es posible desarrollar un
formalismo k-simpléctico en el contexto de los algebroides de Lie, de modo que la
formulacién de la Mecanica Clasica sobre algebroides y la formulacién k-simpléctica
estandar se obtengan como casos particulares de dicha formulaciéon? En este capitulo
daremos una respuesta afirmativa a esta cuestion.

A lo largo de este capitulo vamos a considerar un algebroide de Lie (E, [-, ], p)
sobre la variedad Q).

143



144 5 Formulacién k-simpléctica en algebroides de Lie

5.1. Preliminares sobre algebroides de Lie.

En esta primera seccién presentamos los hechos basicos mas relevantes sobre
algebroides de Lie, incluyendo resultados sobre calculo diferencial y morfismos, los
cuales seran necesarios para los desarrollos posteriores. Referimos al lector a [I3),
57, 89, O0] para los detalles sobre algebroides de Lie y su papel en la geometria
diferencial.

5.1.1. Definicion de algebroide de Lie.

La estructura de algebroide de Lie es una generalizacion de la estructura de
algebra de Lie. También puede interpretarse como una generalizaciéon del concepto
de fibrado tangente, T'Q), de una variedad diferenciable ).

Recordemos que el fibrado tangente 7 : T'Q) — @ a la variedad @) es un fibrado
vectorial en el que el espacio de secciones (o campos de vectores) X(Q), estd dotado
de una estructura de algebra de Lie. Estas dos propiedades, junto con una condicién
de compatibilidad entre ambas, seran usadas en la definiciéon de algebroide de Lie.

Definicién 5.1 Un algebroide de Lie sobre una variedad diferenciable Q) es un fi-
brado vectorial real T : E — () sobre QQ junto con un morfismo de fibrados vectoriales
p: E—TQ, sobre la identidad en @), que induce una aplicacion entre los espacios
de secciones respectivos, que serd denotada por la misma letra p : Sec(E) — X(Q),
y una estructura de dalgebra de Lie en el espacio de secciones de F,

[, -] : Sec(E) x Sec(E) — Sec(E)

tales que:

(1) p:Sec(E) — X(Q) es un homomorfismo de dlgebras de Lie, esto es,
p([[ala JQHE) = [P(U1),p(02)] )
para cada par de secciones oy, 09 € Sec(E).

(2) Para cada funcion f € C®(Q) y cada par de secciones 01,09 € Sec(E), se
satisface la siguiente condicion de compatibilidad

lov, foole = flov, o2]e + (p(o1) f)os .
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En la definicién anterior hemos utilizado la notacién Sec(E) para el espacio de las
secciones del fibrado 7 : E'— @, que es un C*(Q)-médulo. Ademas hemos denotado
por p(o;), i = 1,2 el campo de vectores en @) definido por: p(o;)(q) = p(o(q)).

El siguiente diagrama nos permite visualizar las aplicaciones que intervienen en
la definicién de algebroide de Lie:

E

p TQ
N

La aplicacion p, asi como su asociada en el espacio de secciones,
p: Sec(E) — X(Q),
recibird el nombre de ancla del algebroide.

En este capitulo vamos a pensar un algebroide de Lie como un sustituto del
fibrado tangente T'Q) de (). De este modo, uno considera un elemento a de £ como
una velocidad generalizada, y la velocidad real v se obtiene como la imagen por la
aplicacién ancla de a, i.e. v = p(a).

Vamos ahora a escribir algunas expresiones locales:

Consideremos un sistema local de coordenadas (¢%);<;<, en una carta U C Q y
{€a }1<a<m una base local de secciones de 7 : F — @. Dado a € E tal que 7(a) = q,
podemos escribir a = y*(a)e,(q) € Eq, asi las coordenadas de a son (¢‘(q), y*(a)).

En esta carta, la estructura de algebroide de Lie esta determinada por las fun-
ciones pf,, C, 5 € €>(U) definidas como sigue

.0
plea) = paa—qi, lea,es]E = 63567. (5.1)

Las funciones p, y Clﬁ se llaman funciones de estructura del algebroide de Lie

en el sistema de coordenadas antes citado.

De las propiedades del corchete de Lie [-, -] g y de la aplicacién ancla p se obtiene
que estas funciones satisfacen las siguientes relaciones

i 95 v 00 0Py
Z <Pa 8qi'7 + Ga#egy) = ) ,Uz,éa—q] - pjﬁ oq = pvelﬁ ) (5.2)

que usualmente se conocen como ecuaciones de estructura del algebroide de Lie.
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5.1.2. Ejemplos.

A continuaciéon vamos a exponer algunos ejemplos de algebroides de Lie. Estos
seran utilizados a lo largo del capitulo.

A. El algebroide tangente

El ejemplo trivial de algebroide de Lie se obtiene considerando

E=TQ y p=idrq.

Las secciones del algebroide son los campos de vectores sobre (). La estructura
de algebra de Lie es la propia del conmutador de los campos de vectores, es decir,

[X,Y]p=[X,Y] = XY - YX,.

B. Algebras de Lie reales de dimensién finita.

Si elegimos ) como un tunico punto, de forma que 7Q) = {0}, y como E un
algebra de Lie g, dotamos a g con una estructura de algebroide de Lie considerando
p=0.

Las funciones de estructura se reducen, en este caso, a constantes ya que p’, = 0
y Glg son precisamente las constantes de estructura del dlgebra g.

‘ C. El algebroide de una variedad de Poisson.

Sea (@, {+,-}) una variedad de Poisson. Existe una campo de bivectores (tensores
2-contravariantes antisimétricos), 11, tal que

{f, 9} = 11(df,dg) .

El campo hamiltoniano correspondiente a la funcién f es el campo de vectores
X definido por X(g) = {g, f}.

El campo de bivectores II induce una aplicacion de fibrados vectoriales sobre la
identidad en la base @, Il : T*Q — T'Q), definido por

B(Ii(a)) = (a, B), Ya, B € TSQ,
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asi como la correspondiente aplicacion entre los respectivos espacios de secciones,
que sera denotada por la misma letra.

En particular, el campo de vectores hamiltoniano Xy se puede escribir como
Xy = —II(df).

El fibrado cotangente T*() de una variedad de Poisson, (), puede dotarse de una
estructura de algebroide de Lie como sigue: el ancla y la estructura del algebra de
Lie en Sec(T*Q) estan definidas mediante las expresiones

pla) = T(a),
[ee. Blrq = Lﬁ(a)ﬁ—ﬁﬁ(ﬁ)a—kd(ﬂ(a,ﬁ)),

donde «a, f € Sec(T*Q) y Lx denota la derivada de Lie. Es facil comprobar que se
satisfacen las relaciones:

ﬂdfvdgﬂT*Q = d{fﬁQ}?
[TL(df), TI(dg)]r-q = IL([df,dglr-q)-

El ejemplo de algebroide que hemos descrito aqui se denomina algebroide de
Lie de la variedad de Poisson (Q,{-,-}).

5.1.3. Diferencial exterior.

El paralelismo que existe entre un algebroide de Lie y el fibrado tangente de una
variedad diferenciable se puede extender al marco del algebra exterior y el cdlculo
diferencial de Cartan.

Dado un algebroide de Lie 7 : E — (@ sobre una variedad @), las secciones de 7
juegan el papel de los campos de vectores sobre (). Del mismo modo, las secciones
del fibrado dual 7* : E* — (@ jugaran el papel de las 1-formas. Analogamente,
podemos pensar en secciones para la proyeccion de E* A ... A E* sobre (), lo que
nos permitird construir una algebra exterior sobre £*.

Denotaremos por
Sec(\E*) = @2* Sec(\ E*)

el conjunto de secciones del producto exterior de £*, donde Sec( /\l E*) es el conjunto
de secciones de
E*N.LAET — Q.
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La estructura de algebra graduada en Sec(/ E*), es andloga al caso E* = T*Q.
En particular se verifica Sec(A\” E*) := C=(Q).

. . k

Los elementos de Sec(/\ E*) se llamaran E-formas. Si a € Sec(A" E*), se
llamara una FE — k-forma, o simplemente una k-forma, cuando no exista riesgo de
confusion con una forma exterior.

Veamos a continuacion que, dado un algebroide E sobre (), existe un operador
diferencial lineal

df : Sec(\' E*) — Sec(N' E*)

analogo a la diferencial exterior usual.

Definicién 5.2 Sean Q) una variedad diferenciable y 7 : E — Q un algebroide
de Lie sobre Q con aplicacion ancla p : Sec(E) — X(Q). Denotaremos por d¥ el
operador

df : Sec(\' E*) — Sec(N' E*)
definido como sigque:
(1) Si fee®(Q), entonces (dEf)(a) = p(o)f para todo o € Sec(E).

(2) Sipe Sec(\' E*), entonces

" (o1, 09) = p(o1)(u(o2)) — plo2)(1(01)) — u([o1, 02] )
para todo par oy, o9 € Sec(FE).
(3) (a¥)*=0.

(4) dE(anB) = (dBa)AB+(=1)an(dES), donde o € Sec(N E*), 3 € Sec(\" E*)

Como consecuencia de la definicién anterior se obtiene la siguiente férmula para
E-formas de cualquier grado.
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Proposicién 5.3 Sean € Sec(N' E*) y o1,...,0141 € Sec(E). La (14 1)-forma
d¥u se define como sigue:

I+1
dEﬂ’(o_lﬂ s 70l+1) = Z(_l)i+1p(0—i)(u(o—lv s 76\2'7 SR 70l+1))

i=1

+ Z(_1)1+]M([[Uzyo-j]]an-17 s 70/-\i7 s 70/-\j7 s Jl-i—l) .

1<j

Consideremos ahora un sistema local de coordenadas en E. Si f € C®(Q), se
verifica

of
db f = —=phe” 5.3
f 9y (5.3)

donde {e*} es la base dual de {e,}.
Por otra parte, si p € Sec(E*) y = p,€e7 se sigue que
o ;1
E, _ i a B

d”p = (aq;’pﬁ — §,ua€m> e? Nev. (5.4)

En particular,
dEdt = ol e dE*y__le’Y N
¢ = ety A7 = —5C et ne,

donde {e*} es la base dual de {e,}.

El calculo de Cartan usual se extiende al caso de algebroides de Lie como se
indica a continuacion.

Para cada seccién o de E consideramos la derivacién de grado —1 (contraccién)
1o+ Sec(NTHE*) — Sec(\ E*)

definida por
1oit(01, ..., 00) = plo,01,...,00), o,0; € Sec(E)

y una derivacion de grado 0

LE . Sec(N\ E*) — Sec(\ E*)
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que se denomina derivada de Lie y que se define como sigue:

LY =4, 0d" +d¥ on,, o € Sec(E)

c —

(para mas detalles sobre estas derivaciones y sus propiedades, véase K. Mackenzie
189, [90]).

Obsérvese que si £ =T'Q y p = idrg entonces o € Sec(E) = X(Q) y se verifica
que d7@ y L9 son la diferencial y la derivada de Lie usuales.

5.1.4. Morfismos de algebroides de Lie.

Definicién 5.4 Sean (E,[-,]g,p) y (E', [, )% p') dos algebroides de Lie sobre Q
y @', respectivamente. Un morfismo de fibrados vectoriales ® = (¢, ®) de E a E’

)

E E’

i)

Q

Q/
es un morfismo de algebroides de Lie s:

dE(@*0") = &*(d¥ o), (5.5)

para todo o’ € Sec(\'(E')*) y para todo I.

Obsérvese que en esta definicién ®*o’ es la seccién del fibrado vectorial

definida por B
(@°0')qar,...a1) = Ol (@an)..... Blar) (56)

paraq € Qy ai,...,q € Ey.

En el caso particular Q = Q' y ® = idg se puede demostrar que (®,idg) es un
morfismo de algebroides de Lie si, y sélo si,

[Poor, ®ooo]w =Clor,o0]le v p(Poo)=p(o),
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donde o, 01,09 € Sec(E).

Establecemos a continuacion algunas expresiones locales relativas a los morfismos
de algebroides de Lie.

Sean (¢') y (¢'") dos sistemas locales de coordenadas en Q y @', respectivamente y
sean {e, } v {el,} una base local de secciones de E y E’, respectivamente, siendo {e®}
y {€'®} las bases duales correspondientes. La aplicaciéon ® = (®, ®) est4 determinada
por las relaciones

' =¢'(q) y D€ =¢fe”
para ciertas funciones locales ¢’ y ¢3 en Q. Entonces ¢ = (®, @) es un morfismo de
algebroides de Lie si, y solo si,

O

pfxa_qj = plé(bgm (57)
N A Y :

ser P20 piZra )y @B g0 o 5.8

(b*y ad <pa aqz Ps aql 00’¢O¢¢(5 ( )

: i @ : i (!
En estas expresiones py,, €3, son las funciones de estructura de E'y p,, €'ag, son las
funciones de estructura de F'.

5.2. La prolongacién de un algebroide de Lie me-
diante una fibracion.

A continuacién, vamos a recordar el concepto de la prolongacién de un algebroide
de Lie mediante una fibracién (véase [57, [72]).

En el desarrollo de la Mecanica lagrangiana Auténoma en algebroides de Lie,
véase E. Martinez [90], este ejemplo juega el papel del fibrado tangente del fibrado
tangente de una variedad.

Ademas este espacio serd fundamental en la formulacién k-simpléctica en alge-
broides de Lie, (véase la Observacién y las secciones [5.3| y [5.4]).

Para mas detalles sobre los contenidos de este apartado véase [24], (57, [72], (96 O8]
y las referencias citadas en ellos.

Sean (E, [, ]g,p) un algebroide de Lie de rango m sobre una variedad @ de
dimension n y 7 : P — () una fibracién, esto es, una submersién sobreyectiva.



152 5 Formulacién k-simpléctica en algebroides de Lie

Denotemos por TEP el espacio total del pull-back de Tr : TP — TQ por
pE—TQ
TEP=F xpq TP —TP

l lTﬂ

E ? TQ

esto es,
TEP = {(b,vp) € Ex TP|p(b) = Tr(vp)} (5.9)

donde T'w : TP — T(@ denota la aplicaciéon tangente a .

Nosotros vamos a considerar un fibrado vectorial con espacio total 7% P pero no
el fibrado pull-back sino un fibrado sobre P que definiremos a continuacion.

Denotaremos por 7p : T¥P = F x7o TP — P la aplicacién definida por
7p(b,vp) = Tp(vp) = P,
donde (b,vp) € TP,y 7p : TP — P es la proyeccién canénica.
Si p es un punto de P, se sigue que
(7p) 7' () = (T°P)p = En(p) x1q (TpP) = {(b,vp) € Engp) x TpP | p(b) = Tpm(vp)}

es un subespacio vectorial de E ) X T, P, donde Er ) denota la fibra de E sobre
el punto 7(p) € Q. Ademas, si n’ es la dimensién de P, se puede probar que

dim(T*P), =m +n' —n.
Asi concluimos que 7p: TPP — P es un fibrado vectorial sobre P de rango
m-+n' —n.

La suma y el producto por nimeros reales estan definidos, en este espacio vecto-
rial, como se indica a continuacion:

<a7"(P)’ UP) + (a’;r(p)a ’U;)) = (aﬂ‘(p) + a;.(p), Up + U;) ,

)\(aﬁ(p),vp) = ()\aﬂ(p), )\Up) .

Tenemos asi definido un fibrado vectorial (T P, 7p, P) a través de la proyeccién
7’:p1 (.TEPEEXTQTP — P

(arr(p)a Up) — ;P(aﬂ(p)fup) = TP(UD) =Pp
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Definicién 5.5 Sea E un algebroide de Lie sobre QQ y w : P — Q) una fibracion.
Se llama prolongacién del algebroide de Lie EF mediante la fibraciéon 7 al
fibrado vectorial (T¥P,7p, P).

El siguiente diagrama recoge las diferentes proyecciones definidas a partir de
TEP, que seran utilizadas en el resto del capitulo.

TP

//ﬂ\

TEP = E xpo TP —2—~1TP j2
# T 4
E ’ TQ ——Q
donde
Ti(an(p):Vp) = Grp) » P (r),Up) = Up , TP(arp),vp) = P,  (5.10)

siendo arpy € £, vp € T, Py p € P.

A continuacién vamos a describir algunos objetos relacionados con T P.

A. Coordenadas locales en TZP.

Con el fin de introducir las coordenadas locales en la prolongacién de un alge-
broide de Lie, T¥ P, consideramos los siguientes sistemas de coordenadas locales:

(qi)1gign en un abierto U C @)
(¢",u )1<i<n1<e<w enm Y (U) C P
(", y* )i<i<n,1<a<m enT *(U)CE

y ademas, sea

{ea}lgagm
una base local de secciones de 7: E — ().

Sea ahora (a(p), Up) un elemento arbitrario de T¥P = E xpg TP, entonces de
la definicién de TZ P, véase (5.9), se deducen las tres propiedades siguientes:



154 5 Formulacién k-simpléctica en algebroides de Lie

(i) arp) € E'y ademads se escribe como sigue:
Ar(p) = Y (an(p))€a(m(P)) - (5.11)

(ii) vp € TP de modo que se puede escribir

0 , 0
= ' — — . 5.12
Up ”aq%p“”au@p ( )
(iii) Ademas se verifica
plan(p)) = Tpm(vp) - (5.13)

Veamos qué significa esta iltima condicion.

Teniendo en cuenta las expresiones locales (5.11)), (5.12)) y las dos identidades

siguientes

. 0
Plaxe) = (4 (ax)ea (T(P))) = ¥ (arm)ra((P)) 5
q" I=(p)
' 0
Tom(vy) = v'— ,
prite) g’ = (p)
tenemos que la condicién ((5.13]) es equivalente a
V' =y (an(p)) P (T (P)) - (5.14)

Por lo tanto, a partir de (5.11)), (5.12) y (5.14) se obtiene que el sistema de
coordenadas locales inducido en TZ P es

i, 0 14
(q YU, 2, w )1§i§n, 1<e<n/, 1<a<m

donde , A , ,
ql(aﬂ(p)vvp) = ¢'(r(p)), wu (afr(p)avp> = u'(p),

2*(an(p), vp) = Y (an(p)) s Wan(p)vp) = vp(u’).

(5.15)

B. Base local de secciones del fibrado prolongacién T P.

Consideremos un sistema de coordenadas locales adaptadas

(qi, u’ )1§i§n, 1<e<n/

en un abierto de P y una base local {e,}i<a<m de secciones de 7 : E — Q. Con
estos elementos se puede demostrar la siguiente proposicién, véase E. Martinez [96]:
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Proposicién 5.6 El conjunto

{xaa VZ} 1<a<m, 1<l<n/
definido por

Xo: P — TEP=ExgoTP
9

0q'lp

p — Xa(p) = (ea(m(p)); pi(7(P)) )

(5.16)

Vo: P — TEPEEXTQTP
0

p — Vf(p) = (Oﬂ'(p);w

),

1

es una base local de secciones de 7p : TEP — P.

A partir de ahora denotaremos por Sec(T¥P) el conjunto de secciones de la
proyeccién 7p : TEP — P.

C. La aplicacién ancla en T¥P.

En este apartado asociaremos un campo de vectores en P a cada seccién de T P,
por medio de la aplicacién p™: TP — TP,

Esta correspondencia sera fundamental para desarrollar la formulacién k-simplécti-
ca en algebroides de Lie.

Lema 5.7 La aplicacion
p*: TEP=FEXxpqTP — TP
(an(p)sVp) = P (Ax(p),Vp) = Vp,

permite asociar a cada Z : P — TFP, seccion de 7p : TEP — P, un campo de
vectores en P a través de la composicion que muestra el siquiente diagrama,

P

TEP TP

esto es, el campo de vectores asociado a Z es p™ o Z.
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Si una seccion Z tiene la expresion local
7 = 7o + VYV, € Sec(TEP)
entonces la expresion en coordenadas del campo de vectores asociado es la siguiente,
(véase por ejemplo [24]):
0 0

"(Z) = phZ® 55+ Vi € X(P). 1
P(2) = 2+ Vi € X(P) (5.17)

De este modo se observa que la aplicacién p™ induce un homomorfismo de €*°(P)-
modulos

p": Sec(TEP) — X(P) .

Esta aplicacién p™ va a ser el ancla en la estructura de algebroide de Lie de T P.

D. Corchete de Lie de secciones de T¥P. ‘

La estructura de algebra de Lie del espacio Sec(E) de secciones de 7 : £ — @,
permite definir un corchete de Lie en términos de secciones proyectables de T#P.

Definicién 5.8 Una seccion Z de TP P se dice proyectable si existe una seccion
o deT:E — Q de modo que el siguiente diagrama sea conmutativo:

P—2>TEP =E x7o TP

| |

Q = E

esto es, com =T, 0 4.

Equivalentemente, una secciéon Z es proyectable si, y sélo si, es de la forma

Z(p) = (o(r(p)), X(p)),

para alguna seccién o de 7: E — (@) y algin campo de vectores X en P.

Definicién 5.9 Se define el corchete de Lie [-,-]™ de dos secciones proyectables Z
y Z' como sigue:

[2, 21" (p) = ([0, 0']e(a), [X, X'](p)), (5.18)

en donde Z(p) = (0(q)), X(p)), Z'(p) = (¢'(a), X'(p)), pE€E P yq=7(p).
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Puesto que cualquier seccién de T¥P se puede expresar localmente como una
combinacién lineal de las secciones proyectables {X,, V,}, la definicién del corchete
de Lie se puede extender a secciones arbitrarias de T#P.

El corchete de Lie de los elementos de la base local {X,, V,} se muestra a con-
tinuacién:

[Xo, Xg]™ = CLsX;  [Xa, Vo] =0 [Ve, V] =0, (5.19)

donde 1<a<my 1<£<n.

E. Estructura de algebroide de Lie de T P.

El fibrado vectorial 7p : TFP = FE Xrq TP — P estd dotado de una estructura
de algebroide de Lie dada por:

(1) La aplicacién ancla es p™ : TEP — TP, p™(b,vp) = vp.

(2) El corchete de Lie [-,-]™ : Sec(TPP) x Sec(TEP) — Sec(TFP) es la aplicacién
que se ha introducido en el apartado D de esta seccion.

La demostracién de que (TP, [, -], p™) es un algebroide de Lie puede encontrar-
se en P.J. Higgins, K. Mackenzie [57], donde este espacio se denomina el algebroide
de Lie imagen inversa de E sobre 7.

Por ser (TP, [-,-]™, p™) un algebroide de Lie esta definida la diferencial exterior,
(véase la seccién m para la definicién de la diferencial exterior en un algebroide
de Lie arbitrario). Esta diferencial

l I+1

d7P Sec(/\(‘.TEP)*) — Sec(/\(‘.TEP)*)
esta determinada por las relaciones

d‘J'EPqi _ piaxa’ dTPut = V!

dTPYY = —%egﬁxanﬂ, d7PVE = 0 (5:20)

donde {X, V*} es la base dual de {X,, V,}.
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Observacién 5.10 En la descripcion de la formulacion k-simpléctica en algebroides
de Lie la prolongacién de un algebroide de Lie, 7% P, jugard un papel fundamental.

En concreto vamos a utilizar dos casos particulares de la prolongacion de un al-
gebroide de Lie. El primero de ellos, correspondiente con la formulacién lagrangiana,

sera con
P=FE® .* @oF,

en este caso la suma de Whitney
TE(E® .*. oE)o .*. ©TE(E® .*. ©OF)
que denotaremos como (T¥)L(E® .%. &F) jugard el papel de
THTIQ) =T(TQ® k. aTQ)D .». dT(TQS k. TQ)
en el formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar.

El segundo caso que vamos a considerar es
P=FE@®.* ®oF"
y en este caso
TE(E*® b eE e k. oTP(E*® k. @E*) = (T7),(E*® .*. ©EY)
jugara el papel de
Ty (TH*Q) =T(T*Q® .b. &T*Q)d 5. dT(T*Q® .*. &T*Q)

en el formalismo hamiltoniano k-simpléctico estandar.

5.3. Formalismo lagrangiano k-simpléctico en al-
gebroides de Lie.

En esta seccion extendemos el formalismo lagrangiano k-simpléctico que se ha
descrito en la Seccién del Capitulo [I], al contexto que nos proporcionan los
algebroides de Lie. Para ello, la idea fundamental es sustituir el fibrado tangente
TQ por un algebroide de Lie E.
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5.3.1. Elementos geométricos.

En esta subseccion vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-simpléctico en algebroides de Lie.

k
A. La variedad @ E.

La formulacion k-simpléctica de las de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange,
descrita en el Capitulo , se desarrolla en el fibrado tangente de las k!- velocidades
de una variedad @, esto es, en T}Q, la suma de Whitney de k copias del fibrado
tangente.

Si pensamos un algebroide de Lie F como un sustituto del fibrado tangente, es
natural pensar que, en esta situacion, la suma de Whitney de k copias del algebroide
va a jugar el papel de T} Q.

k
Denotaremos por & E la suma de Whitney de £k copias del algebroide de Lie E,
esto es,

k
e F=FE®.*F OF.

k

Asi los elementos de @ E vienen dados por k-tuplas aq = (aiq,-..,0kq) de
elementos de la fibra Ey de E sobre un mismo punto q € (), donde recordemos que
@ es la variedad base del fibrado que define el algebroide E.

k
Denotaremos por 7: & E — @ la proyeccién canénica definida por

T(A1qs -+, 0rg) = d.-

k
A continuacion vamos a describir un sistema local de coordenadas en @ F.

Sea (¢*, Y*)1<i<n, 1<a<m un sistema de coordenadas locales en un abierto 7~ (U)
de E, siendo (¢%)i<i<n las coordenadas en un abierto U de la variedad base Q.
Definimos el sistema de coordenadas locales

k
en 7 1(U) C® E como sigue:

qi(a’lqa s 7akq) = ql(q)’ yg(a’lq7 s 7akq) = ya(a’Aq> ) (521)
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k
donde (aiq, ..., arq) €D E.

k
Estas coordenadas dotan a @ E de una estructura de variedad diferenciable de
dimensién n + km.

k
B. La prolongacién de un algebroide de Lie mediante la proyeccién 7: ® E — Q.

k k
A continuacién consideramos la prolongacién T¥(& F) = E x1q T(® E) de E

k
mediante la fibracién 7: @ E — @Q, es decir, (véase la Seccion [5.2)),
k k ~
TE(& B) = {(ag, vuy) € E x T(& B)/ plag) = Ti(w,)}.  (5.22)

Teniendo en cuenta los contenidos de la Seccion y considerando el caso
particular P = E® .k, ®F obtenemos:

k k k
(1) T¥(@® E) = E X1 T(® E) es un algebroide de Lie sobre @& E con proyeccién

~ 5k k k
TéE:T (OE)=ExrT(®FE) —®EFE

y estructura de algebroide de Lie ([-,-]7, p” ) donde el ancla
- k ok k
P ExXpT(@®E)=T%(@® E) - T(d E)
es la proyeccion sobre el segundo factor.

. k
(2) Si(¢*,y%) denota un sistema local de coordenadas de & E entonces el sistema

k k
de coordenadas locales inducido en T#(® E) = FE x7o T(® E) es

i« « «
(q yYar 2, wA)lgz'gn, 1<A<k, 1<a<m

donde, véase (5.15]),

qi<aqvqu) = qi<q) ) y?&<afbqu) = yA<bQ) )

2%(aq; Vhy) = Y(aq) , wi(aq,Vby) = Ube(¥%) -
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(3) De (5.16) obtenemos que el conjunto {X,,VA} definido por

k k k
Xo: @FE — TE(@E) = ExpoT(® FE)

by —  Xa(bg) = <ea<q>;pg<q>a%

)

bg

) ) ) (5.24)
Vi @ F — TP(@®FE) = ExpqT(®E)
0
by = Vi) = (Oaigg] )

k k
es una base local de secciones de ?kE: TE(@® F) —-d E.
e

k

A partir de ahora denotaremos por Sec(T¥(® E)) el conjunto de secciones de

k k
T TE(@®FE)—®E.
GF
k k k ~
(4) A cada seccién &: B E — TF(® E) = E X1 T(® FE) de Tk, le asociamos un
- k k
campo de vectores por medio del ancla del algebroide p™: TZ(® E) — T(d E).
Si € se escribe localmente como sigue:
e ayA E k
§=¢§"Xo +E4V, € Sec(T (@ E))

entonces, reescribiendo la expresién ((5.17)) para este caso particular obtenemos,

fey =gl L0 cxdE 5.25
7O = e e+ i € X E). (5.25

(5) El corchete de Lie de secciones de ﬂE queda determinado a partir del corchete

o
de los elementos de una base de secciones, véase ((5.19)),

[Xa, Xsl7 = €1, [Xa, VEF =0 [VA,VE =0, (5.26)

(6) Si{X% Va} eslabase dual de {X,, V4}, de las expresiones (5.20)) que caracte-
rizan la diferencial exterior en el algebroide prolongacién obtenemos que

k . k
Rl plaa—fxo‘ + 8]; V%, paraf€CO(@E)
d“TE(EBE)x'Y __G’Y xa A xﬂ7 d‘j”E(@E)VZ =0.

9 ab
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k
Observacion 5.11 En el caso particular E = T'Q la variedad T (& E) se identifica
con T(T}Q).

En efecto, puesto que £/ =T'Q y p = idrg en este caso consideramos la prolon-
gacion de T'() sobre 75 :THQ — Q. Asi de 1} obtenemos

TIQ(S TQ) = TT(TLQ)
— {(tq, V) € TQ X T(T}Q) /1t = T(75) (v} (5.28)
= {(T(5) (V) tug) € TQ X T(T}Q)/ wq € TEQ}
= (0w, € T(T}Q)/ wq € T}Q} = T(T}Q)

<

Sobre T¥ (Gké FE) vamos a definir dos familias de objetos canénicos denominados
secciones de Liouville y endomorfismos verticales que se corresponden con campos
de Liouville y la estructura k-tangente en T;Q. En los siguientes apartados vamos
a definir estos objetos.

| C. Levantamiento vertical A-ésimo. |

i k
Definicién 5.12 (véase por ejemplo [24]) Un elemento (aq,vn,) de T¥(d E) =
k
E xpqT(® E) se dice vertical si verifica
Ti(aq, Uny) = 0q €

donde . .
;1 : TE(@ E) =F XTQ T(@ E) — E,
(a’q7 qu) = 771 (CLq, qu) = Qq

k
es la proyeccién sobre el primer factor E de T¥(® E).

k
La definicién anterior implica que los elementos verticales de (@ E) son de la
forma

k k
(Oqs Vby) € TH(® E) = E xpo T(& E)

k k
donde v,, € T(® E) y bq € E.
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Ahora bien, teniendo en cuenta la definicién (5.22)), que determina los elementos

k
de TE(® E), la condicién que de un elemento sea vertical significa que

0 = qu?@)bq) s

k
es decir el vector vy, es vertical respecto a la proyeccion 7: @ E — Q.

Por lo tanto, si consideramos un sistema de coordenadas locales adaptadas

, k
(¢",y%) en @ E entonces se verifica que:

e’ 9 k
qu = UA@ b S qu(@ E) .
A 'bq

Definicién 5.13 Para cada A =1,...,k consideramos la aplicacion
k k k
A Exg(@®FE) — TE(@E)=ExpqT(® E)

(aq:ba) €4 (aq; Dq) = (0q (aq)}?) o

k k
donde aq € E, bq = (big, ..., brq) €® E y el vector (aq)gj € Th,,(® E) esta defini-
do por

d
(aq)l‘)fjf = % Szof(blqa .- "bAq + SQqy - - "bkq) ) 1< A < k 5 (530)

k
para una funcion arbitraria f € C*(d E).

Denominamos a la aplicacion €Y la aplicacion levantamiento vertical A-
ésimo.

De (5.30) deducimos que la expresion local de (aq)g;‘ es
1% 9 k
(ag)pt =y*(aq)5—| €T (P E), 1<ALE (5.31)
a 0y Ibq

. , k
siendo (¢*, y*) un sistema local de coordenadas en F'y (¢*,y%) el inducido en & E.

k
En (5.31)) se observa que el vector (aq)gg‘ € Ty, (@ E) es vertical respecto a la

k
aplicacion 7: & F — . Esto nos garantiza que £'4(aq, bq) s un elemento vertical

k
de TE (@ E).



164 5 Formulacién k-simpléctica en algebroides de Lie

De las expresiones (5.24)), (5.29) y (5.31)) obtenemos que ¥4 se escribe en funcién
de la base local

{Xa, V5}
k k
de secciones del fibrado vectorial ﬂE : TE(® FE) —® E como sigue:
+

0

Byl =V @Valbe), 1<A<k. (532)

§V4(aq,bg) = (0g,y*(aq)

Observacién 5.14

(1) En el caso estandar, es decir, cuando E = T'Q y p = idyg, dados dos elementos
Ug € TqQ Yy Vg = (Vigs - - -, Vkq) € T Q se obtiene

(uq)VA = d

va = 7, J(Uigs - vaq + SUq, -, Uky) s, 1< ALK,

s=0

que coincide con la definicién de levantamiento vertical A-ésimo del vector uq
tangente a @, a un vector tangente a T} Q, (véase por ejemplo [56] 107, [119] y
el apartado C de la seccién de esta memoria).

(2) Si reescribimos este apartado en el caso particular k = 1 obtenemos que "1 =
&V ExgFE — TPE es la aplicacién levantamiento vertical introducida por
E. Martinez en [906, [98].

k
D. Endomorfismo verticales en TZ(d E).

En el fibrado tangente de las k'-velocidades, T}!@, hemos definido, en la seccién
, la estructura k-tangente canénica J' ..., J*. Estas familia de tensores de tipo
(1,1) se emplea en el desarrollo de la formulacién lagrangiana k-simpléctica de las
teorias clasicas de campos de primer orden.

En este apartado vamos a introducir el objeto andlogo en el contexto de los
algebroides de Lie.
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Definicién 5.15 Para cada A =1,... k se define el endomorfismo vertical A-

k k
ésimo en T¥(® E) = E x10 T(® E) como la aplicacién

~ k k
J4: TE(@FE) — TE(@®E)

~ (5.33)
(am qu) = JA(atv qu) = SVA(GQ? bq) )
k k
donde aq € E, bq = (big, ..., brq) €D E y vh, € Thy(® E).
Lema 5.16 Consideremos
{xaa Vﬁ}lSASk,lgagm
~ k k k
una base local de secciones de Th TE(@® E)=FE x7qT(d E) —® E y sea
{xa’ V%}lSAgk,lgaSm
la base dual asociada.
En estas bases, la expresion local de JA es:
JA=Y"vieXr, 1<A<k. (5.34)
a=1

Demostracion:

La expresién local 1} de J* es consecuencia de las expresiones 1) y 1)

En efecto, teniendo en cuenta estas expresiones obtenemos

jA(xa(bq)) = §VA(ea(q),bq) = yﬂ(ea(Q))V?(bq) = vé(bq) )

JA(vaB(bq>> = éVA(Ombq) = y%(oq)vé(bq) =0,

k
para cada by €@ Eycada A, B=1,....k,a=1...,m.
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Observacién 5.17

(1)

(2)

Reescribiendo la definicién de .J' Lo, J* en el caso particular £ = TQ y
p = idrg obtenemos la estructura k-tangente J', ..., J¥ en T} Q.

k
En efecto, como ya hemos visto en la Observacién [5.11} en este caso T7(&® E)
se identifica con T(T}!Q). Entonces cada aplicacién

JAT(TIQ) = TTUTQ) — T(T1Q) = TMUTLQ)
se define como sigue:

jA(UWq) = jA(TWq (Q’B)(vaq), UWq) = SVA (qu (Tg)(qu)’wq)
= (Ogs (Tug(78) (0wg)t) = (Tg (75) (Vwg) s = T4 () »

en donde en la primera y en la pentultima igualdad hemos utilizado la identi-
dad entre los elementos de T(TQ) v TF9(TLQ) que hemos demostrado en la
observaciéon y la dltima igualdad es consecuencia de la definicién de J4,
véase (|1.24]).

En el caso particular & = 1 obtenemos el endormorfismo vertical S en T%(TQ),
esto es, en la prolongacién del algebroide E sobre 79 : T'Q) — @, que fue
definido por E. Martinez en [96].

| E.

Las secciones de Liouville. |

En este apartado vamos a introducir la segunda familia de elementos geométricos

k
candnicos que consideraremos en la prolongacién T#(d E).

k ~
Definicién 5.18 La seccién de Liouville A-ésima en T¥(® E) es la seccion Ay

k k
de ﬂE :TE(@ FE) —»® E definida como sigue
®

~ k k k
AA @E — (IE(@ E) =F XTQ T(@ E)
by — zA(bq) = évA (prA<bq>7 bq) = évA (bAq7 bQ)

; 1< A<k,
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k k
donde bg = (b1, ..., brq) €O E y pra :® E — E es la proyeccién sobre la A-ésima
k
copia de E en @ FE.

De la expresién local (5.32) de ¥4 y teniendo en cuenta que
ya(bz‘\q) = yi(blqv ) bkq) = y?fx(bq)

se obtiene que la seccién A4 tiene la siguiente expresién local

Ax=) ysva, 1<A<k, (5.35)
a=1

en la base local de secciones de i’é . dada por {X,, V4} v que definimos en ((5.24)).

Observacion 5.19 En el caso estandar, esto es, cuando £ = TQ y p = idpg se
verifica que cada seccién A4 se identifica con el campo de vectores

Ay T;Q - T(T;Q)
Vg = (Vig,---1Vaq) (UAq)\‘z/,f

esto es (véase definicién y observacion [1.32)) , con el A-ésimo campo de vectores
de Liouville o campo de vectores canénico en T} Q.

En el formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar los campos de vectores
canonicos Ay, ..., A, son utilizados para definir la funcién energia lagrangiana.

De modo anéalogo, en el contexto que nos proporcionan los algebroides de Lie
sucede algo similar ya que, como veremos en la seccion [5.3.3, definiremos la funcién
energia lagrangiana a partir de las secciones de Liouville Ay, ..., Ay.

5.3.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

En el formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar las soluciones de las ecua-
ciones de Fuler-Lagrange se obtiene como secciones integrales de ciertas ecuaciones
en derivadas parciales de segundo orden (SOPDE) en T} Q.
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Con la finalidad de introducir el concepto de SOPDE en algebroides de Lie vamos
a recordar el concepto de SOPDE en T}, (para més detalles véase la seccién M)

Un SOPDE en T} @ es una seccién de las aplicaciones
Tj]fle: Tkl<Tle> - Tle
(Viwgs > Vkwq) F> Wq
L) LT - TQ

(’Ulwq, . ,vkwq) — (qu(Tg)(vlwq), . ,qu(Té)(Ukwq))

donde 7'53 T!Q — Q denota la proyeccién candnica del fibrado de las k'-velocidades.

)

Volviendo al contexto de algebroides de Lie, tenemos que definir dos aplicaciones
que se correspondan con las dos anteriores del caso estandar. Sabemos que:

k
= @ F juega el papel de Tle,

k
» TE(@ F) el de T(TQ) vy
» THTLQ) es la suma de Whitney de k copias de T(T}}Q).

k
Entonces es natural pensar que la suma de Whitney de k copias de T¥(® E), esto
es,

k k
T8 (@ E)o k. oT% (0 F)
jugara el papel de
TTQ) = T(T}Q)® 5. oT(T}Q)

La pregunta que surge ahora de modo natural es: jqué aplicaciones se corres-
ponden, en el contexto de los algebroides de Lie, con T:,’le Y Tkl(TéB) 2,
k

A lo largo de los siguientes apartados daremos la respuesta a esta pregunta.

k
A. La k-prolongacién de E sobre 7: @ E — Q.

Sea E un algebroide de Lie sobre una variedad diferenciable ) de dimensiéon n

k k k
y ?éE: T¥(® E) —® E la prolongacién de E mediante 7: @ E — Q.
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k
Denotaremos por (T¥)1 (& E) la suma de Whitney de k copias de la prolongacién

k k
TE(@® E)=E x7q T(D E), esto es,

(TP)E E) = TP B)e b aTF (& B).

k
Asf los elementos de (TF)}(& F) son de la forma
((a1q7 Ulbq)a s (akqa Ukbq))

k k
donde cada (aq,vap,) pertenece a la fibra (T#(® E))p, = Eq X1q (Thy(® E)) =
(7,,) (b,

k k
Denotaremos por 77 : (T¥)L (& E) —® E la proyeccién canénica dada por:
OF

7A:gE((alqa Ulbq)v BRI (akq? vkbq)) = bq :

k k
Denominamos k-prolongacién de F sobre 7: & E — @ al fibrado (T%)} (¢ E).

k k
A partir de la aplicaciéon 71: T# (@ E) = Ex7oT (@ E) — E, esto es la proyeccién
sobre el primer factor, podemos definir la proyecciéon
k. o~k o~ BN E k
=n1®.*. e1:(T°) (@ E) - FE

como sigue

:7\:1k<<a1q7 Ulbq)v BRI (akq7 Ukbq)) = (a1q7 ce ,akq) .

Observaciéon 5.20 Consideremos ahora el caso particular £ = T'Q) y p = idrg
donde recordemos que p: £ — T'(Q) denota el ancla del algebroide de lie E.
Teniendo en cuenta la observacién [5.11], el la que se establecio el difeomorfismo
T(T}Q) = T(TQ) = (TQ) xrq T(T;Q)
UWq = (T(Tg) (UWq)’ UWq)

se deduce:
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= La aplicacion

7o H(TTONTQ) = Ti(T:Q) — ThQ
&TQ

se corresponde con 7.5 o THTQ) — T!Q ya que
k

7’tf_/fle((7—‘(7—5)(7}1wq)a leq)’ ) (T(Tg)(vkwq)u kaq)) = Wq

— Tjk’le(Ulwq7 e 7Ukwq) .

= La aplicacion
TH(TTONTQ) = Ti(T:Q) — T1iQ

se identifica con T} (75): T (T, Q) — T Q ya que

7A:lk((T(TCIS)(’Uqu)v Ulwq)’ SRR (T(Tngkwq)? Ukwq))
= (T(Tg) Ulwq), e ,T(Tg)(vkwq))

Con la idea de simplificar la notacién un elemento
((a1g> Vibg), - - - > (Args Vkby))
de (TP )i(é E) lo escribiremos como sigue:
(8q; Vbg)

k k
donde aq: = (a1q, ..., 0rq) €B Ey Vby:= (V1hy, - -+ Ukby) € Th (D E).

k k
B. Secciones de (T%)L(® E) y campos de k-vectores en @ E.

k
En este apartado asociaremos un campo de k-vectores en & E a cada seccion de

k
(TE)i(® E). Esta correspondencia es fundamental para desarrollar la formulacién
lagrangiana k-simpléctica en algebroides de Lie.
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k k
Lema 5.21 Sea & :d E — (TF)L(® E) una seccién de la proyeccion 7F . Entonces
BE

k k
¢ define una familia {&, ... ,&} de secciones de ?éE: TE(® F) - E.

Demostracion:

k
Teniendo en cuenta que (TZ)i(d E) es, por definicién, la suma de Whitney de

k
k copias del fibrado prolongacién T#(¢® F), la familia {&;,...,&} se obtiene sin
mas que considerar la proyeccion sobre cada una de las copias tal como muestra el
siguiente diagrama para cada A =1,...,k.

(TEV (& E) = TE@® B)@ 5. T5(& E)

5 ;k,A
&
k éa -
& E TE(S E)
donde
7o (TP)i(@ E) — TH(@E)
SF
((a1q7 Ulbq>7 SRR (aqu Ukbq)> = (aAqa UAbq)

k k
denota la proyeccién canénica sobre la A-ésima copia de TZ(® E) en (TE)i(d E).

O

k k
Proposicién 5.22 Sea £ = (&,...,&,):® E — (TE)L(® E) una seccion de 7% .
BF
Entonces
_ ~ k k
(P7(&1)s- . P (&) @ E — Ti(& E)

k
es un campo de k-vectores en & E. Recordemos que la aplicacion
- gk k k

k
denota el ancla del algebroide T¥(® E).
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Demostracion:

Es una consecuencia directa de los Lemas 5.7 y [5.21]
U

Los campos de k-vectores que se obtienen a partir de esta proposiciéon van a jugar
un papel fundamental en la descripcién del formalismo lagrangiano k-simpléctico en
algebroides de Lie.

Vamos ahora a calcular la expresion local del campo de k-vectores asociado a
una seccion &.

k
Sea & = (&4, ..., &) unaseccion de (TF)1 (¢ E). El Lema|5.21{nos permite afirmar

k k
que cada £4: @ E — TE(D E) es una seccién de ﬁE.
&

k k
Sea ahora {X,, V4} una base local de secciones de %E: T¥(® E) —@ E. Enton-

ces cada &4 se escribe localmente en esta base como sigue:
« a)B E k
€a = E4Xa + (€4)E Vs € Sec(TH (@ E)),

k
para ciertas funciones £%, (£4)% € C®(& E).

k
De (5.25) obtenemos que el campo de vectores en @ FE asociado a &4 tiene la
siguiente expresion local:

0

k
~cX(@F), 1<ALE. (5.36)
Iy

_ 9
p'(€a) = Piyfffxa—q,- + (€4)B

k
C. SOPDE'sen @ F.

Como hemos comprobado en la observacion [5.20] en la descripcién del formalismo
lagrangiano en algebroides de Lie, las aplicaciones
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k k
Ak (U@ E) — 6F
(Ag; Vby) aq = (a1q,-- -, 0kq)

juegan el papel de T:,’fl oV T} (7'6]5) respectivamente, en el caso estandar. Recordemos
k
que estamos empleando la notacion

(aQ7Vbq) = ((aflqv Ulbq)7 sy (akq7 vkbq))

Asi, el objeto andlogo a un SOPDE sers una seccién de las dos aplicaciones 7

OF
~k
y -

Definicién 5.23 Una ecuacion en derivadas parciales de segundo orden

k k k
(SOPDE) en & E es una aplicacion & :® E — (TE)L(® E) que es una seccion

de las aplicaciones ?,f‘E y 7
&

La siguiente definicién nos permitira dar una caracterizacion del concepto de
SOPDE.

Definicién 5.24 FEl conjunto

Adm(E) = {(aq,vb,) € (TE)H& E) | T (8qs Vbg) = T4 (g, Vbg) }
L (5.37)

= {(ag,Vby) € (TE)L(® E) | aq = by} -

es llamado conjunto de puntos admisibles.

k
Obsérvese que un punto admisible es un elemento de (T7%):(® E) de la forma
(bq7 Vbq) = ((blq, vlbq)a ce (bkq7 Ukbq)) )

k
siento bg = (bigs - - -, brgq) €D L.

Proposicion 5.25 Sea

£= (0., &) @ E— (TOLS B)

una seccion del fibrado vectorial TF . Las siguientes propiedades son equivalentes:
&)
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(1) ¢ toma valores en Adm(E) .

(2) € es un SOPDE, esto es, verifica T o & = idéE )

(3) JA(E4) = Ay para todo A=1,... k.

Demostracion:

La equivalencia entre (1) y (2) es una consecuencia directa de la definicién
del conjunto de puntos admisibles ([5.37)). La equivalencia entre (1) y (3) es una
consecuencia directa de la definiciéon de J4, Ay y £V,

Vamos a calcular la expresién local de un SOPDE & = (&1, ..., &)

k k
Consideremos {X,, VA} una base local de secciones de ?é = T¥(® F) -9 E,

entonces cada seccién
k 5k k
EaDE T (@ E)=ExpqT(® E)
se escribe en esta base como sigue

4= &G0 + (E4)3VE

k
para ciertas funciones &3, (£4)% € C°(& E).

Puesto que £ es un SOPDE las secciones &1, . . ., &, satisfacen las igualdades
JAE) =AMy, 1<A<Ek
de donde obtenemos que la expresion local de &4 es:
4= yaXa + (E)BVS
siendo (£4)% funciones en é E.

k
Como se observa en la definicién de SOPDE, éste es una seccién de (T¥)L(& E) y
por tanto, tal como hemos visto en el apartado anterior, podemos definir un campo

k
de k-vectores en @ FE asociado al mismo.
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k
De (5.36]) obtenemos que el campo de k-vectores en & FE,

(P (&) -0 (&)

- k k
asociado a & por medio del ancla p™: Sec(T¥(® E)) — X(@ E), tiene la siguiente
expresion local:

_ . 0 0 k
P (€a) =pe¥ass; + (€A €X(@FE), 1<A<Ek. (5.38)
dq oy

Por dltimo, sabemos que en el formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar las
secciones integrales de ciertos SOPDE’S son soluciones de las ecuaciones de campo
de Euler-Lagrange.

A continuacién vamos a introducir, en el contexto que nos proporcionan los
algebroides de Lie, el concepto de seccién integral de un SOPDE.

Definicién 5.26 Una aplicacion
Lk
n:R°*—p FE

se llama seccién integral del SOPDE &, si i) es una seccion integral del campo de
k-vectores (p™(&1), ..., p" (&), asociado a &, esto es,

= 0
) =n® (5], ) - 145k, (539
es decir, para cada A =1,...,k el siguiente diagrama es conmutativo:

k €A -
OE TE(® E)

n K
o —

RF ——*—= TR = (& E)

k
Sin:R*¥ —@® E se expresa localmente como sigue

n(t) = (n'(t), ma(t)),
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entonces, teniendo en cuenta la expresién ((5.38)) de los campos de vectores asociados
acy,...,&, deducimos que la condicion de ser seccion integral ((5.39)) es equivalente
a la familia de identidades,

on'
ot |t

« i (= 877% B
=1at)pa(T((t)) 57| = €a)pm(t)), (5.40)

k
donde 7: & E — @ es la proyeccién candnica definida por la relacion 7(aq) = q.

5.3.3. Formalismo lagrangiano.
En esta subseccion vamos a describir la formulacién lagrangiana k-simpléctica
en algebroides de Lie.

Con la finalidad de simplificar la notacién, a lo largo de esta seccion denotaremos

k
por d la diferencial exterior en el algebroide de Lie T (& F), esto es,

d: = dTE(éE) :

k
Una funcién L : E — R se llamard funcién lagrangiana. En primer lugar
vamos a introducir algunos objetos geométricos asociados a una funcién lagrangiana

L.

A. Secciones de Poincaré-Cartan o secciones lagrangianas.

De modo anélogo a lo que ocurre en el formalismo k-simpléctico estdandar, a
partir de los endormofismos verticales J!, ..., J*¥ y dada L una funcién lagrangiana

k
se definen las siguientes 1-secciones de (T¥(® E))*

045 E — (TE@&E))*
by +— @f(bq)

1<A<E

en donde ©7(by) es la aplicacién

A E k k
@L(bq)Z (‘.T (EB E))bq = Eq XTQ qu(@ E) — R
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definida por la composicién

07 (bq)
k m
[T5(& E)hq [T5(& E)hq R
esto es,
(02)(ba) (0, thq) = (AL (7)1 (g 00,)) | (5.41)

k k
siendo d = d7"(®F) la diferencial exterior de T%(® E), véase (5.27).

ion nominan i i ion
Estas secciones ©} ... OF se denominan secciones lagrangianas o secciones
de Poincaré-Cartan.

k
Utilizando la expresion (5.27) de df = d”7 @B f con f = L se obtiene:

(©71)(a) (g ) = (AL)bg (g1, 000) ) = (07 (T Vo (a0 00 ) L, (5.42)

k k -~ k
donde bq €8 E, (g, thy) € [TE(® )l ¥ 07 ((7)bq (g, thy)) € Thy (& B).

A partir de las 1-secciones ©} ... OF definimos las 2-secciones

Ak Bk Bk
VW eFE— (T @E)"ANT@®E)*, 1<A<Lk

por
Qf=—-ded, 1<A<Ek.

Reescribiendo el apartado (2) de la Definicién de la diferencial exterior de
k
un algebroide de Lie para el algebroide 7% (& E), podemos escribir:

Qf(ﬁb@) - _d@f(fhé)

) N N (5.43)
= [p7(&)(O7(&)) = [P (€DN(O1(&)) + 071 ([&1, &]7)

k - _
para todo par &,& € Sec(TE(® E)) donde (p7,[,-]7) denota la estructura de
k
algebroide de Lie de T#(® E) definida en la Seccién [5.3.1/B.

A continuacién establecemos las expresiones locales de ©4 y Q4.
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Consideremos

=D =h, 1 x>

k k
una base local de secciones de ?éE TE(@OE)—®Ey

su base dual. Entonces de (5.25)), (5.34) v (5.42)) obtenemos

of = Py,
oY%

1<A<k. (5.44)

De las expresiones locales (5.24)), (5.25)), (5.26)), (5.43)) y (5.44) obtenemos para
cada A=1,... k,

1({ . 0°L - 0%L
O = 2 [ ph=—s—= — pl,
L 9 (p,@ 3(1“53/?‘4 p {*)qlayi

aﬁ@ 8

2
ver Il ) o nqsp IL ya s p8 (5.45)
Oy oY% B

Observacién 5.27

(1) Sireescribimos las definiciones anteriores en el caso particular £ = 1 obtenemos
las formas de Poincaré-Cartan de la Mecénica lagrangiana en algebroides de
Lie. Véase, por ejemplo, [24], 96].

(2) Si consideramos el caso particular £ =TQ y p = idrg, entonces

QX,Y)=wf(X,Y), 1<A<k

donde X, Y son campos de vectores en T} Q y wi, ..., wF denotan las 2-formas
lagrangianas del formalismo k-simpléctico estandard definidas por wit = —d(dLo

J#4), donde d denota la diferencial usual.

B. La funcién energia lagrangiana.

La siguiente definicién es la version en algebroides de Lie de la funcién energia
lagrangiana.
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k
Definicién 5.28 Sea L :® E — R una funcion lagrangiana. La funcién energia

k
Erp o FE—R

asociada al lagrangiano L se define como sigue
k‘ ~
Ep=Y p(As)L-L.
A=1

o~ k
donde p"(A4) € X(D E) son los campos de vectores asociados a las secciones de

Liouville A 4.

De (5.25) y (5.35)) se deduce que E, tiene la siguiente expresién local:

k

oL

EL:Zyjaa—L. (5.46)
o Ya

Observacion 5.29 Si consideramos el caso particular £ = T'Q) la funcién E, coinci-
de con la funcién energia del formalismo k-simpléctico estandar, véase [50], 107, 119
y el capitulo [1| de esta memoria.

Cuando k& = 1 obtenemos la definicién de la funcién energia de la Mecdanica
lagrangiana en algebroides de Lie, véase, por ejemplo, E. Martinez [96].

| C. Morfismos. |

En la formulacién lagrangiana k-simpléctica, una soluciéon de las ecuaciones de
Euler-Lagrange es un campo

¢:Rk—>Q

tal que su primera prolongacion
oV RY - T1Q

verifica las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange, esto es,

) oL
o)) Of

0 OL .
Z%)t(@u% stsn.

A=1

k
— s (t)
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La aplicacion ¢ induce de modo natural el morfismo de fibrados vectoriales

® = (T'¢, )
entre los algebroides de Lie TR* y TQ,

TRF —2 TQ

TRk Q

RF Q

Ademaés se verifica
d(®"p) = ®*(dp)

para toda [-forma p en @, entonces & = (T'¢, ¢) es un morfismo de algebroides de
Lie, (véase la seccién para recordar la definicién de morfismo de algebroides
de Lie).

A continuacién vamos a recordar la definicién de la primera prolongacién de ¢.
Consideremos la base candnica de secciones de Tk,

9 9
ot otk |

Recordemos que la primera prolongaciéon ¢(!) de ¢, se escribe del siguiente modo:

60(6) = (o] )o - Teolre] ).

Lo que acabamos de hacer es describir las soluciones de las ecuaciones de campo
Euler-Lagrange, en el caso estandar, desde un nuevo punto de vista que nos permite
pensar una solucién como un morfismo de algebroides de Lie.

Volviendo al caso de algebroides, para definir el objeto andlogo a la primera
prolongacién de una solucion, y teniendo en cuenta el punto de vista anterior, vamos
a considerar un morfismo de algebroides de Lie & = (&, )

P

TR FE
T]Rk T
Rk Q
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Considerando
{eA}1§A§k

una base local de secciones de Tk, podemos definir una aplicacion

kLK
o: R —-p E

asociada a ¢ y dada por:

~ k
d:Rf - pE=E®.* &F

t — (Pler(t)),...,P(en(t))) .

Observacion 5.30 En el caso particular £ = TQ y p = idpg se verifica: & =

(Té, ), ex = 0/0t" la aplicacion ® se corresponde con la primera prolongacion de
la :R* — Q, esto es,

= oW,

Observacion 5.31 Denotaremos por @ : TR*F — E un morfismo de algebroides de
Lie ® = (®,®) entre 7px : TR* - RF y 7: E — Q.

Ahora vamos a escribir las expresiones locales del morfismo de algebroides de Lie
y su aplicacion asociada.

Sean
(tA)1§A§k y (Qz)gz‘gn

dos sistemas locales de coordenadas en R* y (), respectivamente. Sea
{GA}lgAgk

una base local de secciones de Tgi: TR — R¥ y
{ea}i<a<m

una base local de secciones de 7 : E — (). Ademas denotamos por

{€A}1§Agk vy {e"hi<a<m
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las bases duales correspondientes. Entonces el morfismo ¢ estd determinado por las
relaciones

o) = (¢'(t) y DT =gfe”
para ciertas funciones locales ¢' y ¢% en R*.

Asi, la aplicacion asociada ® tiene la siguiente expresion local
O(t) = (¢'(t), ¢a(t)) -
En este caso, las condiciones de morfismo de Lie (5.7) y (5.8) se escriben como

sigue .
90" . 093 0o
gia ~Pada ¥ V=50~ G

+ G5, 050N | (5.47)

donde p!, y Glﬁ son las funciones de estructura del algebroide de Lie F.

Observacion 5.32 En el caso estandar, esto es, cuando £ = T'Q) y p = tdpq las
condiciones de morfismo anteriores se reducen a

g 00 00k 90
AT oA otB oA
de modo que la segunda de estas identidades se puede escribir como sigue:

82 ¢7, 82 ¢1

OtBOtA — OtADtB

Asi, en el formalismo k-simpléctico estandar, considerar morfismos de algebroides
de Lie y las aplicaciones asociadas es equivalente a considerar campos ¢:R*¥ — Q y
la primera prolongacién ¢ de los mismos.

D. Las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En este apartado vamos a describir la formulacién lagrangiana k-simpléctica en
términos de algebroides de Lie, generalizando la descripcion de las ecuaciones de
Euler-Lagrange de la Mecanica lagrangiana en algebroides de Lie, véase los trabajos
de E. Martinez, por ejemplo [24, 96] y la formulacién lagrangiana k-simpléctica
estdndar que hemos descrito en el capitulo [I}

A continuacién veremos qué nos dice la ecuacion geométrica de Euler-Lagrange
(1.45)) en el caso de algebroides de Lie pero antes veamos como definir un elemento

k _
de TE(® E) a partir de un morfismo de algebroides de Lie ® = (@, ®).
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~ k
Lema 5.33 Sea ®:RF —@ FE la aplicacion asociada a un morfismo de algebroides
de Lie ® = (®,®) : TR* — E. Entonces

@(t), 30 (1)) € (TP)L(& B) = T(& B) 5. &T5(& B),

o equivalentemente para cada A =1,...,k

~ ~ k k
T R(t), @0(4) € TH(® B) = E xrq T(S E),
OE

k k
donde 75 la proyeccion candnica sobre la A-ésima, copia de TE($ E) en (T¥)L(& E)
OE
dada por:

k k k K
ol (TIPS E)=TF(@ E)e k. eT(@ E) — TE(& E)

GOF
((alqa Ulbq)ﬂ ) (akqa Ukbq)) = (aAq7 UAbq)
Demostracion:
Vamos a comprobar que para cada A =1,...,k se tiene

kAT ey F() Bk _ k
%E(@(t% O (t)) € [T7(® Elg) = Erawy X710 Tow)(® E),

k
donde 7: @ E — @ es la proyeccién dada por 7(bg) = q.
Podemos escribir

?gz(&)(t)’ &)(1)(13)) = (pT‘A(EDOJ)), &)*(t)(% t)) ’

k
donde prs: & E — FE es la proyeccion candnica sobre la A-ésima copia de E.

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que

D(t) = (¢'(t), o3 (t))
entonces

~ 0

B.(6)(53],) = (¢(0), 65(6)

o'
ot

0P%
¢ OtA

), 1<A<k.

¢ =
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A partir de estas dos expresiones locales obtenemos:

~ = 5 ' a i 8 :
FAG (1), 30(8)) = (6/(6), 05 (8), o ¢ %

&p LotA

), 1<A<k.

t

k
De la definicién (5.22) de T¥(& E) sabemos que

FEAB). BU(0) = (pra(®(0). 8. (057

si, y s6lo si,

o equivalentemente

T o o a¢z
pa¢A - atA :

Esta tltima condicién se verifica por ser ® : TR* — E morfismo de algebroides
de Lie, véase la ecuacion ((5.47)).

O

k
Proposicién 5.34 Sea L :® E — R una funcion lagrangiana y ® : TR* — E

~ k
morfismo de algebroides de Lie con aplicacion asociada ® : R¥ —@ E. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) & satisface el sistema de ecuaciones

k
D rpragman ey (@) = dEL((t) ¥, 1< A<k, (5.48)
A=1

k
SF

-~ o~ k
donde [74(D(t), D (t))] € [TE(® E)|g ) como hemos comprobado en el lema
OF

k
anterior. Recordemos que d = d77 @8,
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(2) @ es solucion del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

k

dtA 83/,4 - aaz Cﬁaav

d¢' o 5.49
atA = (bApoa ) ( )
9% 09

O - 8tB - 62,:14 +GBV¢B¢A

Observacion 5.35 Notese que si E es el algebroide de Lie estandar T'Q) entonces las
ecuaciones son las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange del formalis-
mo k-simpléctico estandar. Asi, denominaremos a estas ecuaciones las ecuaciones
de campo de Euler-Lagrange en algebroides de Lie.

Demostracion:

Sean (¢',y “)1<i<n,1<a<m Un sistema de coordenadas locales adaptadas en FE,

SOl LG XTI >A

se local de secciones de 7 : E — Q, {BA}lg A<k una base local de secciones de
Tor : TRF — RF.

En estos sistemas locales de coordenadas escribimos la expresion local de la
aplicacion ® asociada a un morfismo de algebroides de Lie ® como sigue:

B(t) = (¢'(t), 94 (t))-

k k
Considerando {X,, V5 } una base local de secciones de T#(® E) —@® E se obtiene
la siguiente expresion

7o (@(6), 2 (6)) = ¢ (6)Xa(P(8)) + 5 2 90

- Sa| @), 1<as<k
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y asf teniendo en cuenta la expresién local ((5.45) de Q4 se verifica

A 0*L 5 =
ZZ“ B(t),6m (1) H() = 5t )83/ 7 oy V B(P(t))
A
L , L oL
B (4Y( i i ,

F(Pat)oe =51, — Pl —— | (5.50)

<¢A( (v 0q28yﬁ‘¢<t> 5 oqoys law Py cpm)

P 0L

_8? taygay% o(t) )x ((I)(t)) .

De las expresiones locales (5.27) y (5.46) de df y Ep obtenemos, para cada
A=1,...k,

~ ) 0%L oL ~
— Bt o
dEL(D(t)) = pf <¢A( )aqlayﬁ\% g i(t)> X (®(t)) .
9L 5~ '
O o
+ 9i(t) PR 5 B0

donde {X*, V2} denota la base dual de la base local {X,, VZ} de secciones de
k k
?é :TE (@ FE) -® E.

Por lo tanto, de (5.50)) y (5.51)) obtenemos que ® : TR¥ — E es solucién de la
ecuacion ([5.48]) si, y solo si, se Verlﬁca

e PL o PL aL)_&zS% L _ (e 9L 0L
Pa qu@yi Pe dq' 0y Be oy} oA aygay% Pa A@qiayﬁ dq’
2L %L
Yig iam = Yhg s
YRy Loygoys
a¢z i o
6? = pa(bA
99 0%
0 - 87573_ 8t£+ ﬁry@de)}a

donde las dos dltimas ecuaciones son consecuencia de la condicién de morfismo
(5.47)). Obsérvese que la segunda ecuacién es una identidad y asi este sistema de
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ecuaciones en derivadas parciales se puede escribir como sigue:

ii_ _ gL e OL
A 3yA - aaz Cﬁaav

a(bl {ANe
(9tA = paqu?
9¢% 09
0 = G o+ e

Observaciéon 5.36

(1) Las ecuaciones (5.49) coinciden con la ecuaciones de Euler-Lagrange en Teorfas
Clasicas de Campos del formalismo multisimpléctico en algebroides de Lie.
Véase E. Martinez, [97].

(2) Si se reescriben las anteriores ecuaciones en el caso particular, k = 1, la con-
dicién de morfismo se reduce a la condicién de admisibilidad (ecuacién 2) y
asf se obtienen las ecuaciones de Euler-Lagrange dadas por Weinstein en [140].

(3) Cuando E = TQ, las ecuaciones ((5.49)) coinciden con las ecuaciones de Euler-
Lagrange del formalismo k-simpléctico o de Giinther, véase por ejemplo [56,
107, 119].

Al igual que ocurre en el desarrollo de la formulacion lagrangiana k-simpléctica
estandar, las soluciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden obtener como
secciones integrales de ciertos SOPDE’S. Este resultado se recoge en el siguiente
teorema.

k
Teorema 5.37 Sea L :® F — R un lagrangiano regular y

E=(&,...,&) EBE—>(‘TE) (@ E) = frE(é E)@.@.@TE(é E)
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una seccion de 7% tal que
SF

Z 1,80 = dEL (5.52)

k
donde d = d7°(®E) . Entonces:
(1) & es un SOPDE.

(2) Sea d : R —>69 E la aplicacion asociada con un morfismo de algebroides de
Lie entre TRF y E Si & es una seccion integral de &, entonces o satisface

las ecuaciones esto es, es una solucion de las ecuaciones de campo de
FEuler-Lagrange escritas en términos de un algebroide de Lie E.

Demostracion:

Escribiendo
Ea =800+ (E2)2VS, A=1,...k
y considerando la expresién local (5.45) de Q4 obtenemos
k
. 82[, . 82[/ oL 82L
a _ eo(, ; ) P i
it = (&(h -0k o e 2 e )x
Az_:l ! ( ( agioyy " odoyg P 81/31) B oyl oy
0%L
—5 Vs
ypoys

€4

De la expresién anterior y de la expresion de dEy, véase (5.51)), se obtiene que
¢ es una solucién de las ecuaciones (5.52)) si, y sélo si, se verifican las siguientes
ecuaciones:

. 0°L . 0°L oL d*L : 9*L 9L
a(oh 5 =t oa e + Chasr ) — (€4 = o\ vas 5 )
il ogoy P ogioys " P 8y21) Ca)sgmoys = P\ Y07 ~ 8¢

¢ 0L /o 0’L
AN Baa — YA
8yg8yf"4 8yg8y2‘
: . o . 0?L
Si el lagrangiano L es regular, es decir, si la matriz 7 | es regular, de la
ya0yp

segunda ecuacién obtenemos que

§1=Ya, (5.53)
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esto es, £ es un SOPDE y en este caso la primera de las ecuaciones anteriores se
simplifica como sigue:

0L 5 0L oL 4

oL
Y

=pt— + YL Ch = .
B@yj@yg dg AP0y

Yarh (5.54)

Demostremos ahora el item (2).

~ k
Sea ® : R¥ —@ F la aplicacién asociada con un morfismo de algebroides de Lie
®:TRY — E.

Si a)(t) = (¢'(t), % (t)) es una seccién integral del SOPDE & solucién de (5.52)
entonces de la condicién de seccion integral ([5.40)), la identidad (5.53)) y (5.54)) obte-

nemos
9| L ¢ L ‘ 0L +¢ﬁma_L
At dgi oy 1) OtA tayjayg ) p“(‘?qi 3(t) A ooy e
a¢z 7 Q
oAl = PLdU(t)
Loy 0% N
0 = 55|~ an |, T ChOBOA)

donde la ltima ecuacién es una consecuencia de la condicién de morfismo de alge-
broides de Lie (5.47)). Las ecuaciones anteriores se pueden escribir como sigue

: L 0L L
; 8% (%‘Z %<t)> - pz“gq" b %62’“57?; (1)
20| = sene. 5:59)
0 = %% | L es sh(t)o(n)
obteniéndose las ecuaciones .
O

Observacion 5.38 Si reescribimos esta seccién en el caso particular £ = 1, reob-
tenemos la descripcion de Mecanica lagrangiana en términos de algebroides de Lie
(Ver seccién 3.1 en [24] o seccién 2.2 en [72]).
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E. Caso particular: Formalismo lagrangiano k-simpléctico estandar

En este apartado vamos a describir el formalismo lagrangiano k-simpléctico
estdndar como un caso particular del formalismo lagrangiano en algebroides de Lie.

Como ya hemos comentado anteriormente elegimos como algebroide de Lie F =
TQ y p = idrg; en este caso las constantes de estructura Ggﬁ = 0. Entonces

k
» La variedad @ E se identifica con T} Q, TT9(TLQ) con T(TEQ) vy (TT)L(TQ)
con THTQ).
k
» La funcién energia By, : T}Q — Res E;, = Z A (L) — L donde los campos

A=1
de vectores A4 en T} Q se obtienen como hemos explicado en la observacién

B.I9.

k k
» Unaseccion € :d E — (TP)}(® F) se corresponde con un campo de k-vectores
E=(&,...,&) en TLQ, esto es, € es una seccién de lefle :THTIQ) — TLQ.

» Un SOPDE ¢ es un campo de k-vectores en T;'(QQ que es una seccién de la
aplicacion Tj} (75) : TH(T} Q) — TLQ.
» Sea f a funcién en Q) entonces
d" QS (Y) = df(Y)
donde df denota la diferencial estdndar e Y es un campo de vectores en T} Q.

= Se verifica que
QHX,Y) = w(X,Y), A=1,...k

donde wi' denota las 2-formas lagrangianas del formalismo k-simpléctico estan-
dard definidas por wit = —d(dL o J*4).

» Asi, en el formalismo k-simpléctico estandar la ecuacion (5.52)) se escribe como

sigue:
k

ZZ&A(M? = dEL,
A=1

que coincide con las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrage ([1.45)) del for-
malismo k-simpléctico estandar.
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= Como ya hemos senalado en la Observacion la aplicacién ® coincide con
oM.
En el caso estdndar una aplicacién ¢ : R¥ — @ induce un morfismo de algebroi-
des de Lie ® = (T'¢, ¢) entre TR* y T'Q. En este caso, la aplicacién asociada
® a este morfismo coincide con la primera prolongacién ¢ de ¢ dada por

0 0

d(t) = (To(55),) - TG0

DETEIGE

Asi, del teorema y las ocho observaciones anteriores, deducimos el siguien-
te corolario donde reobtenemos la formulacion lagrangiana k-simpléctica estandar,
véase [50, 107, 119] y la seccién del Capitulo [1| de esta memoria.

Corolario 5.39 Sea L : T}Q — R un lagrangiano reqular y & = (&1,...,&) un
campo de k-vectores en T} Q tal que

k
Zz§Awf = dEL .
A=1

Entonces:

(1) & es un SOPDE

(2) Si ® es una seccion integral del campo de k-vectores £, entonces ® es una solu-
cion de las ecuaciones de campo de Fuler-Lagrange del formalismo lagrangiano
k-simpléctico estandar, esto es,

i K <8L ) oL
= It e \ o'y 1a(t) ¢’

La relacién entre los elementos geométricos del formalismo k-simpléctico Lagra-
giano estandar y en algebroides de Lie, se resume a continuacion:

(@) = 1)

(t)

= |Funciones lagrangianas.

o Algebroides de Lie:

k
L F— R.
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o FEstindard:
L: T,ClQ — R.

= | Secciones lagrangianas. ‘

e Algebroides de Lie:

k k k

Qi‘ :@EH(TE(@E))*/\(‘IE(@E))*, A=1,... k.
o Fstandard:

wf :T,iQHT*(T,iQ)AT*(T,le), A=1,... k.

)

= | Ecuaciones algebraicas.‘

o Algebroides de Lie:

k
> 1,0 =dEL,
A=1

k k
E=(&,...,&) D E — (TF)L(® E) es una seccién del fibrado
k k k
k-prolongacién (T¥) (@ E) =T (@ E)® ... T¥(® F).
e FEstandard:

k
ZlﬁAwf = dEL,

A=1

(&1...,&) : THQ — THTLQ) es un campo de k-vectores en T} Q.

Ecuaciones de campo. ‘

o Algebroides de Lie:

k
o (0L oL 5o OL
i _ = p=—|. +0:CL ==
; otA <8y§§ cp(t)) Padg 15 ¢cCs Oyl |&t)
agbl (e 7
at_A ¢ - ¢A(t)pa )

094 008 | La .3
0 = 58 = ga T Coeh
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Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

o FEstindard:

K (aL > oL
< Oth o'y 13t oq'

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

VA(R(t) = =

D(t)

d: RF — Zle
t o= D(t) = (¢i(t), Py(t))

5.3.4. Ejemplos.

’ A. Modelo Poisson sigma.‘

En este primer ejemplo se verifica
E=T"Q y k=2
siendo (@, {,-}) una variedad de Poisson.

Consideremos una variedad de Poisson (@, {-,-}). Entonces, como hemos visto
en la secciéon [5.1.2] el fibrado cotangente T*() tiene una estructura de algebroide de
Lie, con ancla p y corchete determinados por

pla) = (o),
[e. Blreq = £“ﬁ(a)ﬁ - Lﬁ(g)‘)‘ +d(Il(a, 3)) ,

donde «a, f € Sec(T*Q), Lx denota la derivada de Lie y I T*Q — TQ, se define
por

B(Mi(a)) = (a, B), Ya, B € TSQ,

es la aplicacién inducida por el campo de bivectores II asociado a la variedad de
Poisson.
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En coordenadas locales, el bivector II en un punto q € @) tiene la expresion
A” 0 0
aq’ aqﬂ

Podemos considerar como lagrangiano para el modelo Poisson Sigma una funcién

definida en T*Q ®o T*Q. Asi si (¢, p},p?) denota las coordenadas locales T*Q @q
T*@Q, la expresion local del lagrangiano es (véase [96])

i L
L(¢',pi,pi) = = 5A"pip}

A continuacién vamos a considerar las ecuaciones de Euler-Lagrange ((5.49)) para
el lagrangiano

Lyij1 o
SApip; .

LTQeTQ—R, Ld,ppf)=-3

Un largo cdlculo muestra que la primera ecuacién de ([5.49)), esto es, la ecuacién
k
d - OL 3 oL
- - — -+ G'Y =
Z tA (&u) Podg TPy,

Loy (9P  9p; | OAM
§A]< — ot i) =0.

se reduce a

ot ot? aq"
y teniendo en cuenta la condicién de morfismo esta ecuacién se verifica por lo que
las ecuaciones de campo de Euler—Lagrange (5.49) son en este caso particular

Azj A _

8#‘ =0,

Op; Opi  OAM

o o T g ik =0

Consideremos la 1-formas en R? dadas por P; = pjalt1 + pjdt2 (j=1,...,n),
entonces las anteriores ecuaciones puede escribirse como sigue

dqj + A]kPk =0
1
dP;+ SAGP AP =0,

donde Akjl = OAF /07, Esta es la forma usual en la que aparecen las ecuaciones
para el modelo Poisson Sigma, véase T. Strobl [130].
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Observacién 5.40 El modelo Poisson sigma es un ejemplo de teoria de campos
topologicos de dimension 2 asociadas a una variedad de Poisson. Fueron introducidos
por P. Schaller y T. Strobl [127] y N. Ikeda [58] y se aplican al estudio de modelos
gravitacionales de dimensién 2.

’ B. Sistemas con simetrl'a.‘

Consideremos un fibrado principal 7 : _Q — @Q = Q/G con grupo de estructura
G, entonces una conexion principal A en ) es una 1-forma con valores en el dlgebra
de Lie g, A:TQ — g tal que:

(i) Para todo ¢ € gy para todo ¢ € Q, A&s(q) =&,y
(i1) A(Typy(vg)) = Ad,(A(vg)) donde p : Q x G — @Q denota la accién de G sobre

Q y Ady: g — g la accién adjunta de G.

Fijemos una conexién principal A : TQ — g con curvatura B : T Q@Y:Q — .
La conexion A determina un isomorfismo entre los fibrados vectoriales 7'Q) /G — Q
yTQ &g — Q donde g = (Q x g)/G es el fibrado adjunto (véase [21]):

[vg] = Tgm(vg) & [(q, Alvg))]
donde vg € TqQ.
La conexién principal A nos permite obtener una base local de secciones de
Sec(TQ/G) = X(Q) & Sec(g)

como sigue. En primer lugar, elegimos una trivializacion local del fibrado principal
mQ — q = Q/G, por ejemplo U x G, donde U es un subconjunto abierto de
Q = Q/G. Asf consideramos el fibrado principal trivial 7: U x G — U con grupo
de estructura G actuando sélo sobre el segundo factor por la multiplicacién por la
izquierda. Sea e el elemento identidad del grupo de Lie G, (¢'), 1 < i < dim Q son
coordenadas locales en U y {,} una base de g.

Vamos a describir ahora las secciones del fibrado adjunto g.

Un elemento de Sec(g) es una aplicacién de la forma:

[dle €Q=Q/G—[(@.9]c €a=(Q x9)/G,
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por lo que el conjunto de estas secciones se identifica con el conjunto de campos de
vectores invariantes a la izquierda &

55(9) = TeLy(&)
donde L, : G — G es la translacion a la izquierda por g € G.

Teniendo en cuenta la identidad Sec(TQ/G) = X(Q) @ Sec(g), a partir de los
elementos de X(Q) y de Sec(g), obtenemos una base local de Sec(T'Q/G) dada por:

h
{62: (aaqi> ’6“25‘5}

0 : .
donde (=—)" es el campo de vectores en U x G que se obtiene mediante el levanta-

aqt
miento horizontal de % € X(Q). Si

q
0

A : = A%,

<8q’ (q,e>) it

0
entonces el levantamiento horizontal del campo de vectores en e en U es el campo
q

de vectores (ai)h en U x G dado por

qi
aN" o ..
(&ﬁ) _aqi_Aig“'

h
{ei_ (8(?]1> 7€a_€£}

es por construcciéon G-invariante y define una base local de secciones {e;, e,} de

Sec(TQ/G) = X(Q) @ Sec(g).

Teniendo en cuenta esta base de secciones, a cada ¢ = [7lc € @ le asociamos un
elemento de TQ)/G de la forma

Asi el conjunto

y'ei(q) + y'ea(q) -

Asf obtenemos las coordenadas locales inducidas (¢', 3%, y%) de TQ/G.
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Se puede demostrar que TQ/G tiene una estructura de algebroide de Lie sobre
Q = Q/G (véase M. de Leén, J. C. Marrero y E. Martinez [72]). Este algebroide
|G- E=TQ/G — Q = Q/G se denomina algebroide de Atiyah.

Denotamos como antes por (¢', ¥, y*) las coordenadas locales inducidas de TQ/G.
Si ¢, son las constantes de estructura del algebra de Lie g con respecto a la base

{&ty ; )
B - N~ = B;l a
<6q1 (ae) O (q,e>) i
donde gAc DA
c __ i J ¢ pgapb
= 90 90 et A Aj .

entonces las funciones de estructura del algebroide de Lie TQ/G — @ estén deter-
minadas por las siguientes relaciones (véase [72]):

[ei, ej]]TQ/G
[ei, ea]]TQ/G
[[eav 6b]]TQ/G

pTQ/G(ez’>

pTQ/G’(ea)

= —ijec
= cgbA?ec
Copee
0
aq’
= 0.

Asi las funciones de estructura del algebroide de Atiyah 7¢|G: E = T Q/G —
Q = Q/G respecto al sistema local de coordenadas (¢') y la base local {e;,e,} de

Sec(TQ/G) son:
¢ — e — ek —eh—0, e

c _ C )
GoLb = Cap pj

—B, €, = —C =cA
(5.56)

5ij7 pg = pa:pa_o

ko
Ahora, consideremos una funcién lagrangiana L :® TQ/G — R entonces las
ecuaciones de campo de Euler-Lagrange son:

2N
dtA \ oy, ) — Oq ijyc@yg

d (0L oL
— (== = Ab —
0 — %_%
o8 ot4
0 = Wa_ s _
o8 ot4

OL
Ab

Cab yCa 8’
. p OL
CabyC_ayc
C

By ]ZJBZJA + & AN yS + iy
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En este caso cuando (Q es un tnico punto, esto es Q = G entonces TQ/G =gy

k
entonces el lagrangiano esta definido como una funcion L :® g — R y las ecuaciones
anteriores se reducen ahora a

A (OLN e OO
ath \oyy ) — " Ca¥oqe

0 = 268 e T CatValys -

Estas ecuaciones coinciden con la expresion local de las ecuaciones de Euler-
Poincaré que podemos encontrar en [18] 19, 20, [97]). Por ejemplo en [19] los autores
obtienen estas ecuaciones en el estudio de algunos ejemplos de aplicaciones armonicas
desde el enfoque variacional.

5.4. Formalismo hamiltoniano.

En esta seccion desarrollamos el formalismo hamiltoniano k-simpléctico en al-
gebroides de Lie, que generaliza la Mecénica hamiltoniana el algebroides de Lie,
véase [24, [72], y el formalismo hamiltoniano k-simpléctico estandar, véase capitulo
[} La estructura de esta seccién es similar a la del caso lagrangiano que se acaba de
describir.

Sea (E,[,"]g,p) un algebroide de Lie sobre una variedad Q. Para el enfoque
hamiltoniano se considera el fibrado dual de E, esto es, el fibrado 7* : E* — Q.

5.4.1. Elementos geométricos.

k
A. La variedad @ E *.

Recordemos que el formalismo k-simpléctico hamiltoniano estandar se desarrolla
sobre el fibrado de las k'-covelocidades

(TH*Q =T*Qd .*. oT*Q .

Pensando un algebroide de Lie E como un sustituto del fibrado tangente y su
dual E* un sustituto del fibrado cotangente, es natural pensar que el analogo de
(TH*Q sea la suma de Whitney sobre Q de k copias del espacio dual F*.
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k
Denotaremos por & E* la suma de Whitney de k copias del fibrado vectorial
E*, dual del algebroide de Lie E, esto es,

k
OFE*=E"®d .*. oE".

k
Asi los elementos de @ E* vienen dados por k-tuplas

a’('; = (alq*, Ce ,ak(’;)

de elementos de la fibra E; de £ sobre un mismo punto q € Q.

k
Denotaremos por 7* :® E* — (@) la proyeccion candnica definida por

g

T (a1, arg) = d.-

Dado un sistema local de coordenadas (¢, Ya)1<i<n,1<a<m €0 UL conjunto abierto
(7*)~Y(U) C E*, siendo (q%)1<i<n las coordenadas en un abierto U de la variedad
base (), se define el sistema de coordenadas locales (qi,yé>1gign71§agm71SA§k en

k
(7*)"Y(U) Cc® E* como sigue:
qi(al;a...,akq*) :qZ(q% yﬁ(alc};,...,akq*) :ya(aAq*), (557)

k k
en donde (a1, ..., ary) €O E*. Estas coordenadas dotan a © E* de una estructura
de variedad diferenciable de dimensién n + km.

k
B. La prolongacién de E mediante 7*: & E* — Q.

En la seccion hemos recordado la definicién de la prolongacién de un al-
gebroide de Lie F mediante una fibracion. Para el desarrollo de la formulaciéon k-
simpléctica hamiltoniana en algebroides de Lie vamos a considerar el caso particular
de prolongacién en el que

k
P=p E*=FE® .* oF*

y la fibracion es

k
TR ET—Q,
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es decir, vamos a considerar el espacio
k k .
TH(® E7) = {(aq, vby) € E X T(D E%)/ plag) = T(7")(v)} - (5.58)

Teniendo en cuenta los contenidos de la Seccién y considerando el caso
particular P = E*® k. @ E* obtenemos:

k k k
(1) T¥(@® E*) = E xrq T(® E*) es un algebroide de Lie sobre & E* con pro-
yeccion
~ B k * k * k *
TéE*:iT (B E)=EXrQT(@®E") - FE

y estructura de algebroide de Lie ([,-]7", p7" ) donde la aplicacién ancla
T* E k * k * k *
pl T (@ E")=ExpT(@®E") - T(® E™)
es la proyeccion sobre el segundo factor.

. k
(2) Si(q%,y2) denota un sistema local de coordenadas de & E* entonces el sistema

k k
de coordenadas locales inducido en T5(® E*) = E x7¢q T(® E*) es

i A _« A
(q 1Yo s #75 Wy, )1§i§n, 1<<n/, 1<a<m

donde, véase (5.15]),

qi(a’qa Uba) = qz(q) ) yﬁ(a'qa vb’c“l) = yé(bg) ) (5 59)
Za(amvb;) = y*(aq) , wf(amvb;) = Ubg(yé)‘ .
(3) De (5.16) obtenemos que el conjunto {X,, V%} definido por
k k
Xo: ®E* — TE(@E)
* * 7 9
bq = xa(bq> = (604((1) pa(q)a_ql b(’;)
(5.60)
k
Ve, & E* — TG EY)
* (1 * 0
by = Vilbg) = ( q?@ b*),

k k
es una base local de secciones de FéE*: TE(® E*) -3 E™.
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(4)

(5)

(6)

k
Denotaremos por Sec(T¥(& E*)) el conjunto de secciones de la proyeccién

~ k k
7. TP (@ E*) —»® E*
OE*

k k k
A cada seccién &: @ E* — TE(® E*) = E X T(® E*) de %E* le asociamos

un campo de vectores por medio del ancla del algebroide
T * E k * k *
pl TH(@® E*) - T(® EY).
Si € se escribe localmente como sigue:
«a Anya E k *
§=E§"Xa +£,V3 € Sec(TH (@ E7))

entonces, reescribiendo la expresion ((5.17)) para este caso particular obtenemos,

o 40 b
. — E™). 5.61
5 T gy € X(E B (561)

pT(E) = phg®

El corchete de Lie de secciones de ﬁE queda determinado a partir del corchete
@ *

de los elementos de una base de secciones,

[ sl = €252, [Xa, VAT =0 [V5, VA" =0, (5.62)

Si {0, VAY es la base dual de {X,,V4}, de las expresiones ((5.20) que carac-
terizan la diferencial exterior en el algebroide prolongacién obtenemos que

K o , 0 k
d‘J’E(EBE )f = plag_éfixa + ay{‘vﬁ, para f € eoo(69 E*) (5 63)
dTEEEYT = —levﬂxa A X° dTE(éE*Wf;‘ =0. |
2 @ ’

A lo largo de esta seccién denotaremos por d la diferencial exterior en el fibrado

k
prolongacién T (@ E*), esto es,

d= ™ @E"

k
Observacion 5.41 En el caso particular E = T'Q la variedad T% (& E*) se identi-
fica con T((T})*Q).
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En efecto, puesto que £/ = T'Q y p = idpg en este caso consideramos la prolon-
gacién de TQ sobre my, : (T}})*Q — Q. Asi de (5.58) se tiene

T T7Q) = TTU(TH)*Q)
— {(tq, V) € TQ x T((TL) Q) fuq = T(wh) (v}
= {(T(R5) (0), vws) € TQ x T((TQ)/ wg € (TH*Q}
= {vw; € TUT))Q)/ wq € (T})'Q} = T((T})Q)

(5.64)

k k
C. El fibrado vectorial T#(d E*)® k. @TH (@ E*).

En la descripcion de la formulacién hamiltoniana k-simpléctica en algebroides de
Lie tienen especial interés los campos de k-vectores en (T}1)*@, esto es, las secciones
de

T(kT,i)*Q:Tli«Tli)*Q) — (T})*Q.

Pensando un algebroide de Lie F como un sustituto del fibrado tangente y te-
k
niendo en cuenta que T(® E*) juega el papel de T((T}})*Q) es natural pensar que
k
la suma de Whitney de k copias de T#(&® E*), esto es, el fibrado

k k
TE (@ E*e k. 9TF (@ E7)
jugara el papel de

T (Tx)'Q) =T((T)Q)® .5 &T((T;)"Q).

k
Denotaremos por (T)}(& E*) la suma de Whitney de k copias del algebroide
k
de Lie T®(® E*), esto es,

(frE),i(é E*):= frE(é EYe k. @‘IE(é E*).
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k
Asf los elementos de (TF)}(& E*) son de la forma
((th, U1bg;)7 cee (ak;q, Ukbg;))

k k
donde cada (aaq, va;) pertenece a la fibra (TE(D E*)bs = Eq X1q (Toe (© E*)).

k k
Denotaremos por 7,7 : (T¥)i (& E*) —@ E* la proyeccién canénica dada por:
SE*
?gE*((alq, Ulbq), oy (arg, vkg‘q)) = by

k
Denominamos k-prolongacién de E sobre 7*:@ E* — (@ al fibrado

k k
T (@ EY) - BT
SE*

En la descripcién hamiltoniana k-simpléctica en algebroides de lie nos intere-
sara considerar secciones de este fibrado. Ademas a partir del ancla

T* E k * k *
prTH (B ET) = T(® EY)
k
podemos definir un campo de k-vectores en & E* asociado a cada seccién de 75 |

SE*
tal como veremos en los dos resultados siguientes:

k k
Lema 5.42 Sea £ :® E* — (TE)L(® E*) una seccion de la proyeccion 7 . En-

k
SE*

k k
tonces £ define una familia {&1,...,&} de secciones de ?kE :®E*— TE(@® E™).
@ *

Demostracion:

k
Teniendo en cuenta que (T¥)}(®& E*) es, por definicién, la suma de Whitney de

k
k copias del fibrado prolongacién T#(& E*), la familia {&;,...,&} se obtiene sin
mas que considerar la proyeccion sobre cada una de las copias tal como muestra el
siguiente diagrama para cada A=1,...,k.

(TEVL(& EY) = TE(S EMe b, aTF(& B)

3 FhA
GE*

k €a k
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donde i i
A (TP)(@ E7) — TH(@ EY)
DE*
((alqa Ulbg;>7 SR (akqa Ukba‘)) = (aAq’ UAng)

k k
denota la proyeccién canénica sobre la A-ésima copia de T¥(® E*) en (TF)L( E*).

O
k k
Proposicién 5.43 Sea & = (&,...,&):® E* — (TE)L(& E*) una seccion de 7%
OE*
Entonces . 3
(P (&1)s--up” (&)@ E* = T (® E)
k
es un campo de k-vectores en & E*. Recordemos que la aplicacion
T* E k * k * k *
pl T (@ E")=ExpT(®E") - T(® EY)
k
denota el ancla del algebroide T¥(® E*).
Demostracion:
Es una consecuencia directa de los Lemas 5.7 y [5.42
U

Los campos de k-vectores que se obtienen a partir de esta ultima proposicién
van a jugar un papel fundamental en la descripcion del formalismo hamiltoniano
k-simpléctico en algebroides de Lie.

Vamos ahora a calcular la expresion local del campo de k-vectores asociado a
una secciéon £.

k
Sea & = (&,...,&) una seccién de (TE)L(® E*). El Lema [5.42 nos permite

k k
afirmar que cada £4:® E* — T¥(& E*) es una seccién de 7, .
SE*

k k
Sea ahora {X,,V%} una base local de secciones de ?é :T¥(® E*) -8 E*.

E*

Entonces cada €4 se escribe localmente en esta base como sigue:

k
€4 =90 + (EA)BVE € Sec(TE(@® E*)), 1<A<k.
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k
De (5.61)) obtenemos que el campo de vectores en & E* asociado a £4 tiene la
siguiente expresion local:

. 4 0 0 k
P (Ea) = Péfﬁa—qi + (fA)fay—B EX(@®E"), 1<ALk. (5.65)

| D. Las secciones de Liouville]

A continuacion vamos a introducir k secciones del fibrado vectorial
FE k * * k *
(T*(@® E*)* —-® £,

dual del fibrado prolongaciéon que estamos considerando en este apartado. Estas
secciones nos permitiran describir las ecuaciones de Hamilton en el contexto que nos
proporcionan los algebroides de Lie.

Definicién 5.44 Se llaman secciones de Liouville a las secciones del fibrado
k k
vectorial (TE(® E*))* —® E* definidas por:

k k
040 E* — (TF(® E*))*

1<A<k,
a a

en donde ©{}. es la funcién definida como sigue:
qa

A E k * — k *
@bq*: (T (@E ))bq* :Eq XTQqu*(@E) — R

(5.66)

(aq; vbg) +— @l?; (aq; vbg) = b;’{q(aq) )
* * * k * k *
para cada aq € E, by = (big, ..., brg) €© E* yvpz € Thx (S E7).
A partir de las 1-secciones O, ..., ©F se definen las 2-secciones

A,k * Ek *\\ * ElC *\\ *
Qe FE — (T(@E))" AT @ FE), 1<A<Ek

por
04 = —de”,
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ko k
donde d denota la diferencial exterior d7" ®F") en el algebroide de Lie TF (@ E*),
véase (5.63]).

Reescribiendo el apartado (2) de la Definicién de la diferencial exterior de
k
un algebroide de Lie para el algebroide T7%(® E*), podemos escribir:

O} (&,&) = —dO4(&,&)
= [p7(&)](O4(&) — [T (E)](04(&)) + 0 ([&. &),

k ~ % =%
para todo par &,& € Sec(T¥(® E*)) donde (p7 , [-,-]"") denota la estructura de
k
algebroide de Lie de T¥(d E*).

(5.67)

A continuacién escribimos las expresiones locales de las secciones ©4 y Q4.

Consideremos

{Xa, V5}
k k
una base local de secciones de %E* :TE(® E*) - E* y
{x3, 3}

su base dual. Entonces de la definicién - ) de los elementos de la base local
{X., V2} vy de la definicién de ©4 se obtiene

Ol (Xa(bg)) = @é;(eam),pa(q)a% )= (00 @) (cal@) = witv)
0

1. (V3(b;)) = O(0

)= (40 (@) (0g) =0,
y por lo tanto

=> X’ 1<A<k. (5.68)

Asi de las expresiones (5.61)), (5.62)), (5.63) y (5.68]) correspondientes a la expre-

k
., B * . .
si6n de d = d7(®F7) 1os campos de vectores asociados a una base local de secciones,
el corchete de secciones y la expresion local de ©4 se obtiene la expresién local de
04, esto es,

Zxﬁwu Zemy XPAXY, 1<A<k. (5.69)
[575
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Observacién 5.45

(1) Sireescribimos las definiciones anteriores en el caso particular k£ = 1 obtenemos
las secciones de Liouville de la Mecanica hamiltoniana en algebroides de Lie.
Véase los trabajos de E. Martinez, por ejemplo, [24, [96].

(2) Si consideramos el caso particular F = TQ y p = idrg, entonces
QNX,Y)=w?(X,)Y), 1<A<Ek

donde X,Y son campos de vectores en (T})*Q y w!,..., w* denotan las 2-
formas canénicas del formalismo k-simpléctico estandard, (que han sido defi-
nidas en (1.31])).

5.4.2. Formalismo hamiltoniano.

En esta subseccién desarrollaremos el formalismo hamiltoniano k-simpléctico en
algebroides de Lie y veremos que la Mecanica hamiltoniana en algebroides de Lie y
el formalismo hamiltoniano estandar son casos particulares del aqui desarrollado.

A. Ecuaciones de Hamilton en algebroides de Lie.

k
Una funcion H: @ E* — R la denominamos funcion hamiltoniana o hamilto-
niano.

El siguiente teorema es la version, en algebroides de Lie, del Teorema que
resume la formulacién hamiltoniana k-simpléctica estandar.

k
Teorema 5.46 Sea H :®& E* — R un hamiltoniano y

E=(£,...,&) :é E* — (TE);(é E*)

una seccion de 7F  tal que

DE*
k
> et =di (5.70)
A=1
k
donde, recordemos que d = d”" (PE")
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k
Sip: RF =@ E* es una seccion integral de &, entonces v es una solucion del
sistema de ecuaciones en derivadas parciales

ovt . OH L opA s A OH . OH
_ i o _ _ S et I 71
at‘A paayé ) £ 815'4 eaﬁ 77/15 ay? +po¢ (9(]1 (5 7 )

A estas ecuaciones las denominamos ecuaciones de Hamilton en algebroides
de Lie.

Demostracion:

Sea
k k
E=(61,....&) @D E*— (TF)(® EY)

una seccién de 7% que verifica ([5.70)), entonces cada
QE*

k * E k *
s E" = TH(@E)
_ k k
es una seccidn de 7 TE(@ E*) -® E.
@ *
Consideremos {X,, VﬁB}, una base local de secciones del fibrado prolongacion

k k
ﬂE : TE(@ E*) —@® E*, entonces cada 4, A =1,...,k se puede escribir local-
@ *

mente como sigue:

€4 = E5%a + (64)a V5 . (5.72)

A partir de las expresiones locales (5.63)), (5.69) y (5.72) de df, Q4 y &4 se
obtiene

COH oOH
dH = pt —X*4+ VB
pa 8q1 + ayg (a3
k k
D 1,0t = (ega yi el — Z(@)é) X+ £5V4,
A=1 A=1

y por tanto, el sistema de ecuaciones (5.70) es equivalente al siguiente

k

- OH
edﬁa y(j;l gfl o Z(gA)ﬁ = plaa i
A=1 q

0oH

SA = @a
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o equivalentemente

oH
s = 75

oy&
S ( on aH) o

o
Gﬁy580+ aaq

k .
Sea ahora v : R¥ —@ E*, ¥(t) = (¢(t),v2(t)) una seccién integral de &, esto

k
es, 1 es una seccion integral del campo de k-vectores en & E* asociado a & y dado
por

(P (6,07 (€1) € X5 B),
en donde

- k k
p" :Sec(TE(® E*)) — X(® E)

k
es el ancla del algebroide T# (& E*).

Entonces, por ser 1 seccién integral de (p7 (&1),...,p7 (&1)) se verifican las
siguientes ecuaciones
% ol
B i _ B
§aPs = A (€a)5 = 5 (5.74)

Para finalizar, de (5.73) y (5.74) se obtiene que v satisface el siguiente sistema

de ecuaciones en derivadas parciales
_ pa 21 8H , 0H
aﬁ 8 A Pa aq

oA 83/‘ Pa

oyt OH K i
L

Observacién 5.47

(1) Cuando E = TQ y p = idrg se obtienen las ecuaciones de Hamilton del
formalismo k-simpléctico hamiltoniano estandar descrito en el capitulo (1| de
esta memoria. Esta observacion sera explicada con mayor detalle es el siguiente
apartado.

(2) En el caso particular & = 1, reobtenemos la Mecanica hamiltoniana Auténoma
en algebroide de Lie, véase seccién 3.2 en [24] o seccién 3.3 en [72].
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’ B. Caso particular: Formalismo k-simpléctico hamiltoniano estandar

En este apartado vamos a explicar con mas detalle el punto 1 de la observacion

5.47

» La variedad é E* se identifica con (T})*Q, TTQ((T})*Q) con T((T}H)*Q) y
(T7L(T3)*Q) con T ((T3)* Q).
= Una seccion . .
£ E* — (T8 (& EY)
se corresponde con un campo de k-vectores & = (&1,...,&) en (TH)*Q, esto
es, £ es una seccién de T(Tl) Q' TH(TH*Q) — (TH*Q.

» Sea f una funcién en (T}!)*Q entonces

k
(@ CEINE) = df(Y)
donde df denota la diferencial usual e Y es un campo de vectores en (T}})*Q.

= Se verifica que
QNX,Y)=w?(X)Y) (A=1,....k)
donde w? es la 2-forma candnica del formalismo hamiltoniano k-simpléctico

estandar definida en (|1.2]).

» Asi, en el formalismo k-simpléctico estandar la ecuacion (5.70)) se escribe como

sigue:
k

ZZwaA =dH.

A=1

En consecuencia del Teorema y los cinco comentarios anteriores, reobte-
nemos la formulacién hamiltoniana k-simpléctica estandar (véase Seccién |1.1.3]).

Corolario 5.48 Sea H : (T})*Q — R una funcién hamiltoniana y & = (&1, ..., &)
un campo de k-vectores en (T}})*Q tal que

k
Z%AWA =dH.
A=1
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Sip: RY — (T}H)*Q es una seccién integral del campo de k-vectores £, entonces
es una solucion de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder- Weyl del
formalismo k-simpléctico hamiltoniano estandar.

La relacién entre los elementos geométricos del formalismo k-simpléctico hamil-
toniano estandar y en algebroides de Lie, que hemos descrito anteriormente se recoge
de un modo esquematico a continuacién:

. ’Funciones hamiltonianas.‘

e Algebroides de Lie:

k
H o E*—R.
o Fstandard:
H:(TH*Q — R.

= |Secciones de Liouville. |

e Algebroides de Lie:

k k k
04 e FE* — (‘J’E(@ E*)* A (TE(@ E)N* A=1,... k.
o Fstandard:
wA (Tk})*Q — T*((Tkl)*Q) A T*((Tlﬁl)"@)7 A=1,... k.

» | Ecuaciones algebraicas.‘

o Algebroides de Lie:

k
> 1,0t =dH

A=1
donde
k * EN1 k *
E= (&, &) B E" = (T7)(® ET)

k
es una seccién del fibrado k-prolongacién (T#)}(® E*).
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o FEstindard:

k
Z'L{Aw“‘ =dH,
A=1

siendo
(&) (T)'Q — T ((T)*Q)

es un campo de k-vectores en (T})*Q.

Ecuaciones de campo. ‘

o Algebroides de Lie:

ov' on
ot g Pa Oy ly(t)
k
oA OH . OH
2 il = —< V) 5o P )

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

v RF — éE*
t = Yt) = (W(t), DI ()
o Fstdndard:

L Z % (9H B oYt
wt) otA 1 Alpwy  OtAle

Las soluciones de estas ecuaciones son aphcaciones

v RY = (T)'Q
t = w(t) = (L), ¥ ()

5.5. Equivalencia entre el formalismo lagrangiano
y el hamiltoniano.

En la seccién del capitulo [I] recordamos que las formulaciones lagrangiana y
hamiltoniana k-simpléctica son equivalentes cuando el lagrangiano L : T} Q — R es
hiperregular.
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En el contexto que nos proporcionan los algebroides de Lie se obtiene un resultado
similar que desarrollaremos en esta seccién. Para ello comenzamos introduciendo la
transformacion de Legendre en este contexto.

k k k
Sea L :® E — R una funcién lagrangiana y ©4:® E — [T¥(® E)]* , (A =
1,...,k) las 1-secciones lagrangianas asociadas a L que hemos definido en ((5.41)).

Definicién 5.49 Llamamos transformacion de Legendre asociada a L a la apli-
cacion diferenciable

k k
Leg: D E—-B E”
definida por

Eeg(alq, c. ,Cqu> = ([Qeg(alq, c. ,akq)]l, RN [Seg(alq, c. ,akq)]k>

donde
A d
[Leg(ar,, ..., ar,)] (uq) = gL(alq, oy Gaq t SUq, - Q) o
stendo uq € Ey.
En otras palabras para cada A podemos escribir
[‘geg(alqa s 7akq)]A(uq) = Gé(alcp B 7akq)(Z) ) (575)

k
donde Z es un punto en la fibra (7¥(® E)),,, siendo

k
aq = (G14,---,0k,) EOE
y ademas se verifica que
T1(2) = uq
donde

k k
7 :T@E)=ExpT(®FE)— E
es la proyeccion sobre el primer factor, esto es, Z es de la forma Z = (uq, Va,)-

La expresion local de la aplicacion £eg es

- 0L
Leg(q', ya) = (¢, @) :

A partir de la expresion local anterior es sencillo probar que el lagrangiano L es
regular si, y sélo si, £eg es un difeomorfismo local.
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Observacion 5.50 Cuando se considera el algebroide de Lie F = T'() la trans-
formacién de Legendre aqui definida coincide con la transformation de Legendre
introducida por Giinther en [56].

La transformacion de Legendre, £eg, induce una aplicacion

B o k k B k k
TE8eg: TH(B E) = E x00 T(® E) — T(® E*) = E x70 T(® E*)

definida como sigue:
T eg(aq: vh,) = (aq: (Ceg).(ba) (11,))

k k k
donde aq € Ey, by €® E y (aq,vp,) € TH(® E) = E x1q T(® E). Nétese que el
siguiente diagrama es commutativo

k Leg k

y asi T Leg estd bien definida.

k
La expresion local de T £eg respecto a las coordenadas locales de T#(& E) y

k
TE(® E™), (véase (5.23) v (5.59)), es la siguiente:

OL o oy PL , 5 OL
- - w
Ay dq'oys P oayloys

‘.]'Ef,eg(qi,yj, zo‘,wg) = (¢', , 2% 290 ). (5.76)

Teorema 5.51 El par (T Leg, Leg) es un morfismo entre los algebroides de Lie

*

k ~ N k - .
(T8 B), L) v (T8 B, 07 [ 7). Ademds si ©f y 0f (respectiva-
mente, ©4 y Q) son las secciones de Poincaré-Cartan asociadas a una funcion
k k
lagrangiana L: ® E — R (respectivamente, las secciones de Liouville en TE (& E*)),

entonces

(T Leg, Leg) 04 = 04, (TECeg, Leg) ' =Q, 1<A<k. (5.77)
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Demostracion:

En primer lugar tenemos que demostrar que (T%Leg, Leg) es un morfismo de
algebroides de Lie.

k TE Leg k
TE(® E) TE(® E)
7 l i
DE DE *
k Leg k
G L e E"

Sea (¢') un sistema local de coordenadas en @, {e,} una base local de seccio-
nes de 7: F — @Q y denotemos por {X,,V4} (respectivamente por {Y,,U%}) la

k k
correspondiente base local de secciones de ?kE: T¥(® E) —® E (respectivamente,
@

. k k
7. TE(® E*) - E*.
SE*

Entonces usando (5.6), (5.27) y (5.76), mediante un célculo directo, deducimos

que

oL

) k
(T7Leg, Leg)"(Y*) =X, (T"Leg, Leg)"(Uy) = d7 &P (W
A

) . (5.78)

paracadaa =1,...,mycada A=1,... k donde {X* V¢} y {42, U} denotan las

k k
bases duales de las bases de secciones de T¥(® E) y T¥(® E*) respectivamente.

Asi, teniendo en cuenta estas identidades, de ((5.27) y (5.63]) concluimos que

k k
(TELeg, Leg)* (7" CEIf) = d7"ED)(f o Leg)
(TP Leg, Leg) (a7 CFIY) = 7" (OF) (TP Leg, Leg)*Y®)

k k
(T Leg, Leg)* (d™ EIUL) = T B ((TELeg, Leg) UL),

k
para toda funcién f € C*(® E*) y para todo a y A.

Como consecuencia de estas relaciones se verifica que el par (T £eg, Leg) es un
morfismo de algebroides de Lie.

Veamos ahora que se verifica (T Ceg, Leg)*04 = O4.
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De (5.6), (5.66) y (5.75) obtenemos:
(7526, £e) O, (g 10) = O (s (£68). () (11,)
= [Leg(bg)]* (ug) = OF(bg)(uq, Ubg) -

Por tltimo, por ser (TZLeg, Leg) un morfismo de algebroides de Lie y teniendo
en cuenta la identidad que acabamos de demostrar se verifica:

(TELeg, Leg)* Q4 = —(TESeg,Seg)*(dTE(éE*)@A)
_ _{TEER) (T Leg, Leg)*O4)
_d’IE(éE)@Zl - Qf )
OJ
Observacion 5.52 En el caso particular £ = 1 este teorema se corresponde con el

teorema 3.12 de [72].

Enelcaso £ =TQy p = idpg la afirmacion de este teorema se corresponde con la
relacion entre las formas lagrangianas y hamiltonianas del formalismo k-simpléctico
estandar, véase el capitulo [1| de esta memoria.

o

Si la transformacién de Legendre Leg es un difeomorfismo global diremos que
el lagrangiano es hiperregular. En este caso ambos formalismos, el lagrangiano y el
hamiltoniano, son equivalentes.

Cuando el lagrangiano L es hiperregular, existe un hamiltoniano H definido por
H = E;o(Leg)™ !,

donde F, es la funcién energfa asociada a L definida en (5.46)) y (Leg) ™! es la inversa
de la transformacién de Legendre.

k Leg
SN N o F
N
N
N EL
H™
N
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Lema 5.53 Si el lagrangiano L es hiperreqular, entonces T Leg es un difeomorfis-
mo.

Demostracion:

La condicién de que L sea hiperregular significa que £eg es un difeomorfismo
global, entonces existe su inversa

—1 k * k
Leg B E" > E.
Definimos la inversa de T% £eg como la aplicacién
k k
(TFLeg) ™ : TH(® E*) —» T¥(0 E)
que verifica
(77 2e0) ™ (g v0;) = ((2a, (Seg™)a(0)(13;) )
k k k
siendo aq € E, by €® E™ y (aq,vp;) € TE(@ E*)=E x7q T(® E*).

Ahora, es sencillo comprobar que T £eg es un difeomorfismo.
O

El siguiente teorema establece la equivalencia entre la formulacién lagrangiana
y hamiltoniana k-simpléctica en algebroides de Lie.

Teorema 5.54 Sea L un lagrangiano hiperregular. Ezxiste una correspondeencia bi-

k
yectiva entre el conjunto del aplicaciones n : R¥ —@ E tales que n es una seccion
integral de una seccion solucion & del las ecuaciones de Euler-Lagrange y

k
el conjunto de aplicaciones v : R¥ —@ E* que son secciones integrales de alguna

solucion &y de las ecuaciones hamiltonianas .

Demostracion:

Sea & = (&1,....&5) :é E — (‘J'E)}G(Gg E) una solucién de las ecuaciones geo-
métricas de Euler-Lagrange en algebroides de Lie , entonces & = (&, ..., &5)
donde cada

i = TP Lego &f o (Leg) ™!
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es una solucion de (5.70]).

k k
En efecto, si by €@ E* y Y, € T%(® E*) entonces se verifica

A=1

k k
(Z%{}QA _ d‘J’E(EBE*)H> (Yb;)
b

*
q

= Zﬂf‘g (&ﬁ(b(’;),n;)—(dT%E*)[(iteg—l)*EL]) (Yis)

bg

= Z Dogioea ey (T7Leg o€l 0 Leg™)(bg), Yz)

~ (dTE(@E*)[(Seg1)*EL])b*(Yb§)

k

= D Ugoeg oy (TFLeg 0 &l 0 Leg)(bg), TH Leg o (T8 Leg) (Vi)
A=

—_

k

~ (qEeE *)[(Segl)*EL]) (T¥Leg o (T Leg) ™ (Yy))
Leg(Leg™t(bg))

E

[(T"Leg, Leg) Q] o1 (62 (Leg (Bg)), (T7Leg) ™ (Vo))

T

k
~ (TPgeq, Seq) [d‘J‘E@E*Mmeg*)*Eﬂ] (T82e0) (%))
Leg™' (bg)
k

= D (O g (€ (g (b)), (TELe0) ()

hS

— dTEP) [(TPLeg, Leg)” [(Leg™)" Br]] gogr ) (77 Sem) ™ (%))
k k
= (Z ngQé _ dTE(EBE)EL> ((‘IESBQ)_l(Yba«)) =0,
A=t Ceg ! (bg)

donde hemos utilizado el Teorema y el Lema [5.53

Por lo tanto &y es una solucién de las ecuaciones geométricas de Hamilton en

algebroides de Lie, ((5.70)).
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k
Ademsas, sin: R¥ —® E es una seccion integral de &, = (EL,...,&Y), entonces

Lk
Legon:R" - E*
es una seccién integral de &g = (€L, ..., &E5) siendo

€4 =T Sego o (Leg) ™

Vamos a probar ahora esta afirmacién, para ello debemos comprobar que

p?*(g}‘})(,ﬁeg on(t)) = (Legon).(t) (%

)7 1§A<k7
t

donde 57" Sec(TE(® E*)) — X(& E*) es el ancla del algebroide TE(d E*).
Se verifica
pT (&) (Legon(t)) = p7 (TP Leg o &7 o (Leg) ") (Leg o n(t))
= (T(Leg) 0 p” 0 &f o (Leg)™")(Legon(t)) = T(Leg) 0 p7(£1}) 0 7(t)

al.

= T(Leg) (n*(t) (%L)) = (Legon)(t) <8?

en donde estamos utilizando la conmutatividad del siguiente diagrama

k TE Leg k
\ A B \
ne & T Leg : k
|| & T(® E) T Sea—1 T(® EY)
y e /
H
i Leg & v T@E*
b E Leg™?! 8 1o

De un modo similar al que se acaba de comentar se prueba que si é = (&,
.., &%) es solucién de las ecuaciones geométricas de Hamilton (5.70)), entonces &7, =

(€L, ... &5) donde
€ = (T78eg) ™ 0 &4t o Leg
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es solucion de las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange ((5.52)) y de este modo

k k
que si i) : R¥ —@ E* es una seccién integral de &5 entonces Leg ' o1) : RF —@ E es
una seccion integral de &7, v por tanto solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

0

Observacion 5.55 Si reescribimos los resultados de esta seccién en el caso parti-
cular £ = 1 reobtenemos la equivalencia entre la Mecénica lagrangiana y la hamil-
toniana Auténoma en algebroides de Lie, véase por ejemplo [24].

En el caso particular £ = T'Q) y p = idpg, obtenemos la equivalencia entre la
formulacion k-simpléctica lagrangiana y hamiltoniana estandar, véase la Seccién [1.3]
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Teoria k-cosimpléctica






Capitulo 6

Formulacién k-cosimpléctica de las
Teorias Clasicas de Campos

En la segunda parte de esta memoria estudiaremos como aplicar las variedades
k-cosimplécticas al estudio de las teorias clésicas de campos de primer orden, tanto
en el enfoque lagrangiano como en el hamiltoniano. De este modo generalizaremos
ciertos resultados del enfoque cosimpléctico en el estudio de la mecanica dependiente
del tiempo.

La finalidad de este capitulo es introducir los conceptos y elementos basicos de
la formulaciéon lagrangiana y hamiltoniana k-cosimpléctica.

Los contenidos de este capitulo se encuentran, en su mayor parte, en los trabajos
de M. de Leén et al. [83, 84].

Ademas, aqui hemos desarrollado dos principios variacionales de los que se obtie-
nen, respectivamente, las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y de Hamilton-De
Donder-Weyl.

6.1. El enfoque hamiltoniano.

En esta seccién revisaremos los principales elementos y resultados de la formu-
lacion hamiltoniana k-cosimpléctica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De
Donder-Weyl. Véase M. de Leén [83].

223



224 6 Formulacion k-cosimpléctica de las Teorias Cléasicas de Campos

6.1.1. Fundamentos geométricos.

A continuacién vamos a describir la variedad R x (T}})*@Q, sobre la que se desa-
rrolla la formulacién hamiltoniana k-cosimpléctica. Dotaremos a esta variedad de
una estructura k-cosimpléctica, véase M. de Leén [83].

A. La variedad R* x (TH)*Q.

Sea () una variedad diferenciable de dimensiéon n. En este apartado vamos a
considerar la variedad R¥ x (T})*Q, donde (T})*@ denota el fibrado de las k'-
covelocidades que hemos explicado en la seccién A.

Asf un elemento de R* x (T}})*Q es una familia
(t, gy - -5 Qig)

formada por un elemento t € R* y k covectores Qg - - - Qg SObre el mismo punto
base q de Q.

En el siguiente diagrama conmutativo se recoge la notaciéon que emplearemos
para referirnos a algunas de las proyecciones candnicas que utilizaremos a lo largo
de esta segunda parte de la memoria.

Rk (Tkl)*Q (F@)1,0 RE x 0 Tk RH
7Q
(FQh
Q
Estas proyecciones estan definidas como se indica a continuacién:
ﬁ'Q(tv q) = q , (ﬁ-Q)l,O(ty Ai1qy - - - 704kq) = (t7 q)7
7%]Rk“:aq) =t , (ﬁ-Q)l(taOélqw'-aOékq) = q,

cont e Rk, qe€Qy (qu; e aakq) € (Tkl)*Q

La variedad R* x (T}})*Q es difeomorfa a la variedad J'#g de 1-jets de secciones
o = (o, idg) del fibrado trivial #g : R* x Q — @, por medio del difeomorfismo
dado por
Jlﬁ'Q — RF x (Tk})*Q

jclla = jé(O'Rk, idg) +— (opr(Q), g - -5 Qg)
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o . o, A
donde ogk : Q —>=R* XQ%R’C , aAq:dO§k<q) y UﬁkiQilng*ﬂR

es la A-ésima componente de opr, 1 < A< k.

Si (¢")1<i<n es un sistema de coordenadas locales en U C @, se definen las
coordenadas locales inducidas (£, ¢°, p')1<i<n1<a<k en [(7g)1] 1 (U) = RF x (T}H)*U
como sigue

ko) = w (@), i) = (@, ko) = dofs @) | )

o equivalentemente

tA(t, Qlgs - -3 Okq) = tA(t) = t4; qi(t, Qlgs - -5 Qhq) = 7' (q);
0

A _
pi (t, Oélq, e ,Oékq) = aAq(a_qi q) .

Estas coordenadas se llaman coordenadas candnicas de R* x (T})*Q. De
esta manera R x (T11)*Q tiene estructura de variedad diferenciable de dimensién
k+n(k+1).

B. Formas candnicas en R* x (T})*Q.

En este apartado describiremos ciertos objetos geométricos candnicos en la va-
riedad R* x (T}})*Q. Esto objetos seran utilizados en la descripcién k-cosimpléctica
hamiltoniana, véase la seccion [6.1.2]

Consideramos en R¥ x (T}1)*@Q, las formas diferenciales
= (wFNdt, 04 = (7)0, wt=(7)w, 1<A<LEk (6.1)

donde w = —df = dq' A dp; es la forma simpléctica canénica en T*Q, 0 = p; dq’
es la 1-forma de Liouville en T*Q y 7' y 74 denotan las siguientes proyecciones
candnicas:

a RFx (TH*Q — R
(t,ong, . on,) — tA

7 REX(TH*Q — TrQ
(t, a1y, ar,) — Qagq

Trivialmente se obtiene que w4 = —dg4.
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En coordenadas locales se tienen las siguientes expresiones

nt = dt?, HA:ZpZ-Adqi u)A:z:alqi/\alpf7 1<A<LE. (6.2)
i=1

=1

Las formas n y w? son cerradas. Ademas si consideramos los conjuntos

kern: = {X € T(R" x (T;)"Q)/n"(X) = 0}

kerw?d: = {X € T(R* x (T})*Q)/ 1xw” = 0}

se comprueba que se verifican las siguientes relaciones:

(1) n'A.oANT 0, (nA)‘ =0, w! =0,

14

VxV

(2) ([)kern®)n([)kerw?) ={0}, dim([ ) kerw?) =k,

A=1

donde V' = kerT(mg)10 es la distribucién vertical de dimension nk asociada a
(7g)1,0- Esta distribucién se expresa localmente como sigue:

0 0
V={(— . . —
<8p11’ 75’pf >i—1 n

=1,...,

C. Variedades k—cosimplécticas‘

A partir del modelo geométrico que se acaba de describir M. de Leén et al. intro-
dujeron las variedades k-cosimplécticas (véase [83],84]) dando la siguiente definicién:

Definicién 6.1 Sea M una variedad diferenciable de dimension k+n(k+1). Una
familia (n?,w?,V;1 < A < k), donde cada n** es una 1-forma cerrada, cada w? es
una 2-forma cerrada y V' es una distribucion integrable en M de dimension nk, tal
que

=0,

(1) ' AL AR #0, T]A‘ =0, w?
\%4 VxVv
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k k k
(2) ([)kern®)n([)kerw?) ={0}, dim([) kerw?) =k,
A=1 A=1 A=1

se denomina estructura k-cosimpléctica, y la variedad M variedad k-cosim-
pléctica.

El modelo candnico de las variedades k-cosimplécticas es R¥ x (T}1)*Q con la
estructura (n?,w?,V, 1 < A < k) definida en . Ademas, para un sistema de
coordenadas locales (¢4, ¢, pt)1<i<k.1<a<k las formas diferenciales n*t, w” tienen las
expresiones locales dadas en (6.2)).

Para una variedad k-cosimpléctica arbitraria M, M. de Leon et al. en [83] han
demostrado que existen sistemas locales de coordenadas en M que permiten expre-
sar, localmente, las formas n*,w* de un modo anélogo a . Esto se recoge en el
siguiente teorema:

Teorema 6.2 (Teorema de Darbouz k-cosimpléctico) Si (M,n*,w?, V) es una va-
riedad k-cosimpléctica entonces en un entorno de cada punto x € M existe un
sistema local de coordenadas (t*, 2%,y 1 < A < k,1 <i<n) tal que

M =dtt, y wr=da' A dy{4

0 0
V: <_1”_k'> .
dy; dy; i=1,..n

yeey

y ademds

Dicho sistema de coordenadas se llama sistema de coordenadas adaptado.

Para cualquier estructura k-cosimpléctica (n?,w?, V) en M, existe una familia de
k campos de vectores { R4, 1 < A < k} caracterizados por las condiciones siguientes

ZRAnBzéf, zRAszo, 1<AB<k.

Estos campos se denominan campos de vectores de Reeb asociados a la
estructura k-cosimpléctica. En el modelo canénico Ry = 9/0t, A =1,... k.
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6.1.2. Formalismo hamiltoniano. Ecuaciones de Hamilton-
De Donder-Weyl.

A lo largo de esta subseccién vamos a repasar la formulacién Hamiltonina k-
cosimpléctica de las teorias clasicas de campos de primer orden desarrollado por M.
de Leon et. al. en [83].

Comenzaremos la subseccién describiendo un caso particular de ecuaciones de
campo de Hamilton-De Donder-Weyl que se corresponde con las ecuaciones de la
electrostatica.

A continuaciéon establecemos un principio variacional del que se deducen dichas
ecuaciones para finalizar la subseccién recordando la descripcion geométrica de estas
ecuaciones desarrollada en [83].

A. Ejemplo: ecuaciones de la eIectrostética.‘

Sobre el espacio R? con coordenadas (t!,t%,¢3) consideramos una métrica de
Riemann g con componentes gap(t), 1 < A, B < 3.

Las ecuaciones locales de la electrostatica son (véase [31], [62]):

3
oY 1 Z B
oA = —= ) _ 9aBY,
ot V9 =
3 A
0
> 2 = —anyan
A=1
donde ¥ : R* — R es un campo escalar que da el potencial eléctrico sobre R3,
P = (y',9? ¢3) : R® — R3, es un campo vectorial que establece el campo eléctrico
sobre R?, /g = /det gap y r = r(t) es la funcién escalar sobre R?® determinada por:
po(t) = /gr(t)dt' Adt* Adt*,

siendo pg(t) la 3-forma en R?® que determina la densidad de carga, y que es un dato
conocido.

Supongamos que la métrica g sobre R? es la métrica euclidea, asi las ecuaciones
anteriores se escriben como sigue

0
ot ot oyt
(o + 9 T o) = 4
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Si definimos la funcion

3
H(t' 2,6, q,p",p°,p°) = dxr(t)g + = Y _ (0"

A=1

N | —

donde ¢ representa la variable ¥ y p? las variables 1) que componen P entonces

OH OH
i A
8(] wr, 8pA P

Ahora, evaluando las dos identidades anteriores en

P(t) = (b,9(t), 0 (t), ¥*(t), 7 (t))

se obtiene ,
OH ot
e — 4mr(t) = —
0q ly(t) mr(t) ; otA
o0H 4
el — ty = -2
8pA‘¢(t) vrE) ot It

Asi las ecuaciones de la electrostatica se pueden escribir como sigue
D
otA It

siendo un ejemplo de Is denominadas ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-
Weyl.

Com
opAlyw)  OtA”

En general, a partir de un principio variacional, que se describira a continuacién,
se obtienen las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl clasicas,

k A
2 : tA |t

A=1 9
donde cada solucién es una aplicacion

Gttt = (R () A (L)

coni=1,....ny A=1,...,k (en el ejemplo anterior : = 1y k = 3) y H es una
funcién de las variables t4, ¢*, p, asi podemos considerar que la funcién hamiltoniana
H estd definida en R* x (T}})*Q.

(9H (9W
Alpwy  OtAle
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B. Principio variacional y ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

El desarrollo de esta seccién se hard sobre R x (T}1)*Q), esto es, el modelo canénico
de las variedades k-cosimplécticas y en ella obtendremos las ecuaciones de Hamilton
a partir de un principio variacional. Teniendo en cuenta el Teorema de Darbouz[6.29
puede desarrollarse, de modo andlogo, en cualquier variedad k-cosimpléctica M.

Para desarrollar el principio variacional que nos proporciona las ecuaciones de
campo hamiltonianas necesitamos considerar levantamientos de difeomorfismos y
campos de vectores de RF x Q a R* x (T}})*Q. Comenzamos este apartado recordando
estos conceptos que pueden encontrase en Saunders [125].

Sea f : RF x @ — R* x Q un morfismo de #g-fibrados tal que la aplicacién
fo : @ — @ en la base es un difeomorfismo. Queremos levantar f a un difeomorfismo

JUF RN X (1) Q — RY % (T3)*Q

tal que el siguiente diagrama sea commutativo:

<1x
RE x (T})'Q —L—=R* x (1})°Q
(7Q)1,0 (7Q)1,0
k f k
R* x @ R* x @
Q Q
f
Q ; Q

Podemos asi introducir las siguientes definiciones (véase Saunders [125]):

Definicién 6.3 Sea f : R* x Q — R* x Q un morfismo de #g-fibrados tal que la
aplicacion fgo : Q@ — Q entre las bases es un difeomorfismo. Se define el levanta-
miento de [ a R* x (TH)*Q como la aplicacion j** f : R¥ x (T})*Q — R* x (T})*Q
definida por

(77 F)Gq0) = do@(foa o fol),

donde o = (opk,idg) y opr : Q > R x Q T R*.
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Localmente, si f(t?,¢7) = (fA(t%.¢7), f5(¢7)) entonces

aft  poft\ o(fg")" 4
) e on<qﬂ>>.<6.3>

U ) = (fA(tB,qj),fé(qj), (

Teniendo en cuenta esta definicion se introduce el levantamiento de campos de
vectores de R* x @ a R* x (T}})*Q como sigue.

Definicién 6.4 Sea Z € X(R*x Q) un campo de vectores #tg-proyectable. Ellevan-
tamiento natural de Z a RF x (T})*Q es el campo de vectores Z** cuyo grupo
local uniparamétrico de difeomorfismos son los levantamientos {j'*o.} del grupo
uniparamétrico local de difeomorfismos {os} de Z.

0 .0
Localmente, si Z = ZA% + Zza—qi, entonces
0 .0 az4 azi\ o
V=74~ + 7'~ L
o oG < dg dqz> opF

donde d/dq" denota la derivada total, esto es,
d 0

0
dg'  Og Pi o -

Observacién 6.5 Saunders también define el levantamiento de campos de vectores
a J'7g = R¥ x (T})*Q sin imponer la restriccién de que sean #q-proyectables.
En el caso particular de que los campos sean 7g-proyectables las dos definiciones
introducidas por Saunders coinciden.

o

Definicién 6.6 Denotemos por Sec.(R¥, RF x (T}H)*Q) el conjunto de secciones con
soporte compacto de

ﬁRk o (7}@)1,0 . Rk X (Tkl)*Q — Rk
Sea H:R* x (T})*Q — R un hamiltoniano, se define la accidn integral asociada
a H por
H: Sec.(RFRF x (T})*Q) — R

v~ HW) = [, 08,
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donde

k
©=>Y 0*ndt" — Hd't, (6.4)
A=1

es una k-forma en R* x (TH)*Q siendo d* 1t =1 o d*t y d*t = dt* A --- A dt".

atA

Observacion 6.7 El la definicién anterior la seccién 1 hace conmutativo el siguien-
te diagrama:

Con el fin de definir los extremales de H demostramos el siguiente lema.

Lema 6.8 Sea 1:R* — R* x (T1)*Q un elemento de Sec.(R*,R* x (T})*Q). Para
cada campo de vectores Z € X(RF x Q) con flujo {os} se verifica que

Vs = jl*o's o

es una seccion de la proyeccion candnica figr o (7g)10 : R x (T1)*Q — R*.

Demostracion:

Si Z es un campo de vectores 7ri-vertical, entonces tiene la siguiente expresion

local p
Z(t,q) = Z'(t,q)=— , 6.5
(ta) = Z(ta| (6:5)
para ciertas funciones Z' € €*°(R* x Q).
Por ser o, es el grupo uniparamétrico asociado a Z se tiene
d dt*oowg)| O dg'oonqg)| O
2(6,0) = (o 0) ] ) = A2 o0) U oown) O
(6:a) = (7.0 )(ds 0) ds 00tA [ (t,q) + ds 004" | (t,q)
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Comparando (6.5)) y la expresion anterior de Z(t, q) se sigue que

d(tA o O'(t7q))
S 1
ds 0

de donde se deduce que

(t* 0 0(1,q))(s) = constante,
pero como o4 q)(0) = (t,q) sabemos que se verifica (4 0 (. q))(0) = t* y asi

(t% 0 o)) (s) = .

Entonces se verifica .

os(t,q) = (t,¢' 0 os(t, q)),

lo que implica que Tk 0 05 = TRk .
Por lo tanto, utilizando (6.3)) se tiene
gk © (71Q)1,0 © Ys(t) = e 0 (TQ)1,0 ojt*os 0 Y(t)
L . 0((05)g")"
= fne o (Rohralt, (02 (0). Pt o (7)0) = ¢

esto es, 15 es una seccién de gk o (7)1,

O

Definicién 6.9 Una seccion ¢ : R¥ — RF x (T1)*Q, perteneciente al conjunto
Sec.(R¥, R* x (T})*Q), es un extremal de H si

- - 1% —
s son(] gs01) =0

donde {os} es el grupo local uniparamétrico de difeomorfismos de algin campo de
vectores Z € X(RF x Q) que sea Tge-vertical y wg-proyectable.

Observacién 6.10 En la definiciéon anterior necesitamos que el campo Z sea 7g
proyectable para poder definir Z'* como el campo con flujo {j*0,}, v que sea fgx-
vertical para garantizar que cada

% = jl*as o ¢

sea una seccién de la proyeccién canénica gk o (7g)1,0 : R* x (T}1)*Q — R*, lo que
hemos demostrado en el lema anterior.
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El problema variacional, asociado a un hamiltoniano H, consiste en obtener los
extremales de la accién integral H.

Teorema 6.11 Sean 1) € Sec.(R* RF x (TH*Q) y H:R* x T}Q — R una funcién
hamiltoniana. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ¢ es un extremal del problema variacional asociado a H
(2) /Rk ¢*LZI* © =0, para cada Z 7gr-vertical y 7g-proyectable.

(3) V*115dO =0, para cada Z fge-vertical y 7ig-proyectable.

(4) Si(U;t1, %, pt) es un sistema natural de coordenadas en R¥ x (T})*Q, entonces
Y verifica las ecuaciones de Hamilton-De Donder- Weyl, esto es,

_ o)y ou
o optlew” = ot

_ _oH
¢ Oq

oy
ot

) 6.6
P(t) (6.6)
Demostracion:

(1< 2) Sea Z € X(R* x Q) un campo de vectores gs-vertical y 7tg-proyectable.
Denotemos por o, el grupo uniparamétrico de difeomorfismos asociado a Z.

En estas condiciones se verifica:

d d

el Y - -1 *
ds s:oH(‘] %) dsls=o /Rk<J %0 ¥)'6

= lim (Ak<j1*asow)*®—4kw*®)

- h’m1( witare- [ w*@)
s—0 S RF Rk

— tim= [ 00,6 - 6]

s—0 8 Rk

= %U*Lzl*@,

Rk

con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.
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(2 < 3) Teniendo en cuenta que
L71:0=dizi-O 4+ 1;:.dO,

se obtiene
¢*Lzl*@ = w*d/LZl*@—“ w*ZZI*d@
RF Rk Rk

y como 1 tiene soporte compacto, usando el teorema de Stokes se llega a
Vi O = dip*171:0 =0,
Rk RF

entonces

w*Lzl*@ - O
Rk

(para cada Z campo de vectores Tri-vertical) si, y sélo si,
w*ZZl*d@ = 0,
Rk

y segun el teorema fundamental del calculo variacional, esto es equivalente a que se
verifique
¢*Zzl*d@ = 0.
(3 < 4) Supongamos que
bR RS X (T1)°Q
es una seccion de 7ge o (7g)1,0 verificando
w*Zzl «dO =0 5

para cada Z € X(RF x Q) campo de vectores fpk-vertical.

En coordenadas locales si

Z =217 a.,
oG’
para ciertas funciones Z° € €*(Q) entonces
: A
e _ i (9‘_p;48 0

gt dgt opt
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Por lo tanto, se verifica:

k
1,1:d0 = 114 (Zd ANdg N A — dH A d’ft)
i oOH
> dpt nd T+ Td’“t) (6.7)
q’L

A=
L0Z7 (o OH
Z o (dqz AdFA — 8]761’%) .

1

De este modo, si
D(t) = (14, ¥ (t), 07 (¢))
entonces en los puntos imagen de v se verifica ¢* = ¥i(t) y pt = (), y asf de
y teniendo en cuenta la notaciéon Z'(t) := (Z% o )(t) se obtiene,

k
, oA OH k
— * % t = —ZZ t ; 3
0 [¢0"1 71+dO](t) (t) (; oA le O w(ﬂ) o
k 7 ¢
- w052, (Gl - Bl
—~ t \ Ot 1t Oplye)

8q

i oA aZ o
7t (Z ol m) >, (i
=1

para cada campo de vectores mgr-vertical y mg-proyectable Z.

OH
— dkt
¢ Op) ’w(ﬂ)]

La identidad anterior es equivalente a la siguiente expresion:

l At aZ oyt o0H _
0 (£ %L) S -5 -

para cada Z(t4, ¢’).

Por lo tanto,

k
; ot OH B
Z1t) <AZ:1 or | og wm) =Y

k . .
077 o’ o0H
A
(t - = .
;% ( )8(1@ t <8t“‘ opt ’w(t) 0
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De la primera de las identidades de se obtiene el primer grupo de las
ecuaciones de Hamilton, esto es,

= oy
Z atA

A=1

_OH
t O

w(t)

Para obtener el segundo grupo de las ecuaciones de Hamilton, consideramos
ahora el entorno coordenado (U;t4, ¢*, p/!). Como existe una seccién critica pasando
por cada punto en U, de la segunda identidad de se obtiene que

oYt 0
t \ OtA o))

Por 1ltimo, como los Z! se pueden elegir de modo arbitrario, podemos elegirlos

0Z7
aq’

0H
o Opf

VA
de tal forma que W‘ tome valores arbitrarios y en consecuencia,
q' It

_OH
¢ Opf

o’
oA

=0,
¥(t)

que es el segundo grupo de las ecuaciones de Hamilton.

El reciproco es trivial considerando los célculos efectuados a lo largo de la de-
mostracion.

O

Observaciéon 6.12 A. Echeverria-Enriquez, M.C. Munoz-Lecanda y N. Roman-
Roy en [36] describen un principio variacional en el contexto multisimpléctico. Tanto
en este caso como en el que hemos descrito nosotros llegamos a la misma expresion
de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl, .

C. Versién geométrica de las ecuaciones de Hamilton.

En este apartado incluimos la formulacion k-cosimpléctica de las ecuaciones de
Hamilton-De Donder-Weyl descrito por M. de Ledn et al. [83].
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Teorema 6.13 Sea H : M — R una funcion hamiltoniana definida sobre una
variedad k-cosimpléctica (M, n?,w?, V) y X = (X1, ..., Xx) un campo de k-vectores
en M tal que

n(Xp) =04, 1< A B<k

k (6.9)

1M

&
b

Il
QL
Su

|
N
=
=
=
Slb

Sip i RE — M, p(t) = (¢4, (t), ¥ (t)) es una seccidn integral del campo de
k-vectores X, entonces v es una solucion de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-

Weyl .

Demostracion:
Sea X = (X1,...,X,) un campo de k-vectores en M solucién de (6.9).

El Teorema de Darboux nos dice que X = (Xy,..., X) se escribe localmente
como sigue
0 -0 0
—— (XA =+ (Xa)P—

entonces, si X = (X7, ..., Xj) es solucién de se tienen las siguientes identidades,

Xa=(Xa)B

k

OH . OH
XA)g =05 — = (X,)" = — XA, 1
(Kap =0, G =(Xa)' G == 2 () (6.10)

Supongamos que X = (X,..., X}) es integrable y ¢ : R¥ — M es una seccién
integral de X, localmente dada por

Y(t) = (", 0'(t), 97 (¢)),

entonces ‘
o’
otB

Por tanto, de (6.10)) y (6.11)) obtenemos que 1 (t) = (t,9(t), 7 (t)) es solucién

de las siguientes ecuaciones

A
= (Xp) 0¥, %f; = (Xp)iov. (6.11)

o _ow
¢ Optlewy oA

oH| Zk: ot
Oq" 1o (t) “— ot

)
t
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que coinciden con las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl )
O

Asi, las ecuaciones pueden considerarse como una version geométrica de las
ecuaciones de campo hamiltonianas. A partir de ahora a las ecuaciones las deno-
minaremos ecuaciones geométricas de Hamilton en el contexto k-cosimpléctico.

Teniendo en cuenta los resultados anteriores podemos afirmar que las ecuaciones
de la electrostatica, consideradas al inicio de esta subseccion, se pueden escribir
geométricamente como sigue

dtYXp) =0ap, 1< A B<3
3

3
> axwt =dH =Y Ra(H)dt" .
A=1

A=1

Observacion 6.14 Nétese, que en general, las ecuaciones no tienen una uni-
ca solucién. De hecho, si (M,n*, w4, V) es una variedad k-cosimpléctica podemos
definir el morfismo de fibrados sobre M

OF TIM — 1T"M

k (6.12)
(X1, X)) = (X, X)) =) e (Xt

A=1

y, denotando por My (C*°(M)) el espacio de matrices de orden k cuyas componentes
son funciones en M, se puede considerar la aplicacion

UK M — M (C>(M))

6.13
(X1,..., X)) — n¥(Xy,..., Xp) = (XB)), (6.13)

entonces las soluciones de son de la forma
(X1, .., Xp) + (ker @ Nker nf),

donde (X7, ..., X}) es una solucién particular de dichas ecuaciones.

A partir de las condiciones locales (6.10])) podemos definir, en un entorno de cada
punto x € M, un campo de k-vectores que verifica . Por ejemplo, pongamos
OH

. O0H
(Xa)P =65, (Xl)}zﬁ—qi, (X)B=0for A41+#B, (XA)Z:W'
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Ahora, usando una particién de la unidad en la variedad M, uno puede construir
un campo de k-vectores global, que es una solucion de . Vease M. de Ledn et
al. [83].

Observacion 6.15 En el caso k =1 con M = R x T*(Q las ecuaciones coin-
ciden con las ecuaciones de la Mecanica hamiltoniana no auténoma. Por lo tanto
este formalismo engloba el formalismo hamiltoniano de la Mecanica dependiente del
tiempo.

6.2. El enfoque lagrangiano.

En esta seccién recordaremos los principales elementos y resultados de la formu-
lacién lagrangiana k-cosimpléctica de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.
Véase [84].

6.2.1. Elementos geométricos.

En esta subseccién vamos a describir la variedad R* x T} Q, as{ como algunos
elementos geométricos que en ella podemos definir de modo candnico. Ademaés la
dotaremos con una estructura k-cosimpléctica cuando consideramos un lagrangiano
regular.

A. La variedad R* x T} Q.

Sea () una variedad diferenciable de dimension n. En este apartado vamos a
considerar la variedad R* x T{Q, donde T} Q denota el fibrado tangente de las k'-
velocidades, que hemos explicado en la seccién [1.2.1/A.

Asf un elemento de R* x T Q es una familia

(t, ’Ulq, e ,’qu)
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formada por un elemento t € R¥ y por k vectores tangentes a () en el mismo punto
qeQ.

Como hemos visto en la seccién A., la variedad T} Q@ se identifica con la
variedad J}(R*, Q) de los 1-jets de aplicaciones ¢g: R* — @) con origen en 0 € R¥;
la identificacién entre estas dos variedades viene dada por el difeomorfismo

Jo(R*, Q)
Jo.q®0Q

TQ® .5 oTQ

(U1q7 B Jqu>

donde g = ¢q(0), y vaq = (¢@)«(0)[(9/0t")(0)], 1 < A < k.

Cada aplicacién ¢g : RF — @ se puede identificar con una seccién ¢ = (idgx, ¢g)
del fibrado trivial #ge : R x @ — RF. Asi, si consideramos los 1-jets de secciones
del fibrado trivial 7gr podemos establecer un difeomorfismo entre la variedad J!'7gx
de 1-jets de secciones del fibrado trivial 7gs : R¥ x Q — RF y la variedad R* x T}Q,
via el difeomorfismo dado por

T — REXTIQ
Lo ’ (6.14)
]t¢ - .]t (Zde’ ng) - (t’a Uy ,'Uk;)
donde ¢y : RF —% > RF x Q&Q y

v = (60).(0)5p]) 1< A<k

Denotemos por pg : R¥ x THQ — @ la proyeccién canénica, esto es

pQ(tvvlq7 cee 7'Uk:q) =q.

Si (¢")1<i<n €s un sistema local de coordenadas en U C @, entonces las coorde-
nadas locales inducidas (t*, ¢', vy )1<a<k 1<i<n €0 p' (U) = R¥ x THU son

(G 0) = t1(t) =", ¢'(jie) = ¢'(do(t)), vix(jt%b):%

o equivalentemente

At Vg - Ug) = TAE) =Y @6, 014, - - -y Ukg) = ¢'(Q);

VY (6, Vig, - - s Ukg) = Vaq(q) -
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El siguiente diagrama conmutativo recoge la notacién que emplearemos a lo largo
de esta memoria para referirnos a las proyecciones candnicas:

bQ

RF x T1Q — 20 RE oy g —2 2@

(frgr )1

definidas por:

ﬁ-Rk (ta q) =t ) (ﬁ-Rk)l,O(t7 Ulqa

...,?}kq) (t7Q)7 pQ(tavlqa"'7vkq) = q,
ﬁ-Q(tvq) = q, (ﬁ-Rk)l(tvvlqy--'avkq> = t.

B. Campos de vectores candnicos en R* x T}1Q).

Un objeto geométrico importante en el fibrado R* x T}Q es el campo de vectores
de Liouville generalizado.

Definicién 6.16 Elcampo de vectores de Liouville A sobre R* x TQ se define
como el generador infinitesimal del flujo dado por

Rx (RFx T}Q) — RFxTLIQ

(5, (t,v1gs- -5 Vkq)) = (t,€%V1gs ..., %kq) -
Su expresion en coordenadas locales es
A=)l 0 (6.15)
a O0a

Definicién 6.17 Los campos de vectores canénicos Ay, ..., A, sobre R x T}Q
se definen como los generadores infinitesimales de los flujos dados por

R x (RF x T}Q) — RFxTIQ

(Sa (tv Vigy -+ 7Uk:q)) = (t’a Vigy - - - avA—lqa GSUAqv UA+1q7 s 7Uk’q) )
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para cada A=1,...,k. Su expresion local es:

AA:Z’UA@, 1<A<k. (6.16)

=1

Teniendo en cuenta las expresiones ((6.15)) y (6.16) es evidente que
A=A +...+A.

C. Campos de tensores en R x T} Q).

En este apartado vamos a introducir una familia (S?,...,S*) de k campos de
tensores de tipo (1,1) en R* x T}'Q. Estos tensores nos permitirdn, de modo andlo-
go a como ocurre en los sistemas mecanicos, introducir las denominadas formas
lagrangianas.

Para introducir esta familia de tensores vamos a partir de la estructura k-tangente
canénica definida sobre el fibrado de las k'-velocidades T} Q, véase seccion [1.2.1]C.

La estructura k-tangente canénica en T Q es el conjunto (J%,. .., J*) de campos
de tensores de tipo (1, 1) sobre T}}Q definidos por
Va

I we)(Zug) = () (wa) (Zuy))

donde Z,,, € T, (T1Q), wq € T}Q.

Aqui (Xq)xﬁ denota el levantamiento vertical A-ésimo de un vector arbitrario
Xq € T4Q a T} Q, definido en ([1.20)).

Para cada A = 1,...,k vamos a considerar la extension natural del campo de
tensores J4 en T!Q a RF x T!Q, que denotaremos por S y que tiene la misma

expresion local ((1.25) que J# esto es,

R @di 1<A<k. (6.17)
oV’
A

Estos tensores S4 se llaman campos de tensores canénicos en RF x T1Q.

En R* x T{Q también vamos a considerar otra familia de campos de tensores
(S1,...,S%) de tipo (1, 1) definidos por

SA=8A_ A, edt’, 1<A<k, (6.18)
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cuya expresion local es

2 ® dg' — v 0 @dtt, 1<A<LE. (6.19)

§4 = .
ov'y ov'y

Los tensores S“ nos permitirdn caracterizar ciertas ecuaciones en derivadas par-
ciales de segundo orden definidas en R* x T}Q.

D. Formas lagrangianas.

De modo andlogo a lo que ocurre en los sistemas mecénicos, con los campos
de tensores canénicos que acabamos de definir y dada L : RF x T}Q — R una

funcién denominada funcion lagrangiana, se definen las k& 1-formas diferenciales
en RF x T1Q
02 =dLo S, 1< A<k (6.20)

y a partir de ellas las k 2-formas diferenciales
wit=—db, 1<A<k, (6.21)

que llamaremos formas lagrangianas en R* x T} Q).

En un sistema local de coordenadas (tA, q, UQ)A:L_”;‘;;Z-:L_’” de 1) y 1 se

obtiene 5L
0} = —dq', 1<A<k (6.22)
ovYy
y asi de (6.21)) y (6.22) obtenemos
82L ) 2 . . 82L . .
A ) B i ) )
=——=—dg¢"Ndt —— dq' A dg’ —— dq" A\ dvg . 6.23
“L =GBy, M A AR A (6.23)

Las formas lagrangianas que se acaban de introducir estan relacionadas con las
formas canénicas 604, w?, 1 < A < k de RF x (T})*Q (definidas en (6.1)) mediante
la aplicacién de Legendre asociada a la funcién lagrangiana L : R¥ x T}Q — R.

Definicién 6.18 Sea L : R* x T1Q — R un lagrangiano, la aplicacién de Legendre
FL:RF x TLQ — R* x (T1)*Q se define como sigue:

FL(t7U1q7"'7qu) = <t7 [FL(tJUIqJ"‘7qu)]17"‘7[FL(tJUqu"'7qu>]k)



6.2.1 Elementos geométricos. 245

donde
A d
[FL(t, v1gs - - -5 Vq)] " (uq) = P s:oL (t, Vigs- -+ VAq T Slq, - - - ,vkq)) ,
para cada A=1,... k.
La expresion local de F'L es
o - OL
FL: (¢ o) — (' o). (6.24)
A

De las expresiones locales (6.2)), (6.22), (6.23) y (6.24) de 64, w?, 67 y wi
se obtienen la relacién entre las formas canénicas en R* x (T})*Q y las formas
Lagragangianas definidas en R* x T}Q:

0 = FL*0*, wi=FL'w? 1<A<k. (6.25)

E. Estructura k-cosimpléctica ‘

Las 2-formas diferenciales (w?,...,w?) que acabamos de definir junto con las

1-formas cerradas (dt',...,dt*) y la distribucién vertical V = ker T'(7gx )10 deter-
minada por el fibrado (#gs)10 : R¥ x T}Q — R* x Q constituirdn una estructura
k-cosimpléctica sobre el fibrado R* x T} Q si afiadimos alguna condicién de regula-
ridad sobre la funcién lagrangiana L.

Definicién 6.19 Una funcion lagrangiana L : R* x T}Q — R se dice que es
regular (resp. hiperregular) si la correspondiente aplicacion de Legendre F'L es un
difeomorfismo local (resp. global). En otro caso L es llamado lagrangiano singular

2
De (/6.24) obtenemos que L es regular si, y sélo si, det _O°L #0
vy 0vy

En [84] M. de Leén et al. demuestran la siguiente proposicién que permite dotar
a RF x T1Q de una estructura k-cosimpléctica.

Proposicion 6.20 Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(1) L es regular,
(2) FL es un difeomorfismo local,

(3) (dt*,w, V) es una estructura k-cosimpléctica en R* x TEQ donde

V= ke’f’T(’YATRk)LO = < 0 .. 0 >
i=1,...,n

vy vy,

es la distribucion vertical del fibrado (7)1 : RY X TRQ — R* x Q.

6.2.2. Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

En el desarrollo del formalismo lagrangiano k-cosimpléctico aparecen ciertas
ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden definidas en R¥ x T!@Q. En esta
seccién vamos a describir las ecuaciones a las que nos estamos refiriendo aqui.

Como veremos a continuaciéon las ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden (que abreviaremos como SOPDE, del inglés, second order partial differential
equation) que aparecen en el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico son un tipo
especial de campos de k-vectores en R* x T1Q.

Recordemos que un campo de k-vectores en RF x T es una seccién del fibrado
de las k'-velocidades T}H(RF x TiQ). Antes de definir qué es un SOPDE vamos a
estudiar este fibrado y en especial cierta aplicacion definida en él.

A. La variedad T} (R* x T} Q).

En la seccién [1.2.1] A. hemos definido el fibrado tangente de las k'-velocidades
de una variedad diferenciable arbitraria. A lo largo de esta seccion tendra especial
interés considerar el fibrado tangente de las k'-velocidades de la variedad producto
R* x T Q. Por este motivo dedicamos este apartado a describir con mayor detalle
esta variedad.

Consideramos el fibrado

Tarxrigr e RE X TQ) — R x T Q.

Si (t,wq) un elemento arbitrario de R* x T}}Q, entonces un elemento de la fibra
(T35 (6w (RF x TQ) = (TgklegQ)_l(t,Wq) es una k-tupla

Vitwg) = (vl(t,wq)7 s 7Uk(t,wq))
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de vectores tangentes a R¥ x T} Q en el punto (t, wq).

Denotemos por (t4, ¢, v%)1<a<k. 1<i<n un sistema de coordenadas locales en la

variedad R* x TQ.

Asi, cada vector tangente (v A)(t,wq) se escribe localmente como sigue

0

(UA)(tqu) = (UA)Bat—B

o,

; 0
+ (va) 0q* | (t,wq)

o'y | (t,wq)

+ (UA)% (6.26)

‘(t,wq)

De ([1.19)) y (6.26]) deducimos que las coordenadas locales inducidas en la varide-
dad T}H(R* x T}Q) son:

(tAa qi, Uix, (UA)Ba (UA)i7 (UA)iB )1§A,B§k,1§i§n .

A continuacién vamos a definir una aplicacién en T} (R* x T Q) que emplearemos
en el siguiente apartado para definir el concepto de SOPDE.

Consideremos la identidad entre las variedades T} (R* x T} Q) y TR x TH(TLQ)
dada por:

TR xTiQ) = TiR* x T(T;Q)

Vitwe) = (Vltwe)r -+ Vk(twg)) = (Tkl(ﬁRk)(V(t,wq)LTkl(ﬁTle)(V(qu)))

donde 7ge: RFx T} Q — RF y Trig: R* x TQ — T;'Q son las proyecciones canénicas.

En un sistema local de coordenadas, si los vectores v 4 ) se escriben localmente

como en (|6.26]) entonces

Ty () (Vi (g - > Vh(tvg)) = ((vl)B% RERE (vk)Ba%L)
' 0 ,
Ty (Fr2@) (Wit awg)s - Vk(towa)) = ((”1)Za_qi T (vl)g@ o
(Uk)iaii . + (Uk)iBaijB Wq).

Definimos la aplicacién

Fi=15 x Th(75) : Ty (R x Q) = THR* x THT Q) — RF x T} Q
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como sigue

F(V(twq) = F(Vitag)s - Uk(e,p))
= 7 x TR (T (7pe) (v N ), T (7o) (v NN )
Rk ETQ\ Ak \TRE) VL (t,wq)s « - s Vk(t,wq) ) LR \TTEQ) V1 (t,wq) s -+ -0 Vk(t,wq) (6.27)
= (Tﬁk o Tkl (ﬁ-Rk)(Ul(t,wq)a cee 7Uk:(t,wq))7 Tkl (7—5 © 7AerlQ)(Ul (t,wg)r - - avk(t,wq))> y

donde 75: T,)Q — Q.

Si consideramos los vectores v w,) con la expresién local (6.26]), entonces de la
definicion anterior se llega a que

o,

i , 0
F(vl(t,wq)a ce. 7Uk(t,wq)) = (t7 (Ul) aqz

) (Uk)z g

) )

g o
q q

donde hemos tenido en cuenta la definicién [I.37] de la prolongacién candnica
Ty (r5) = T75 % ... x T8 THT Q) — ThQ

Yy que

0

; 0
qu 7—5 <<UA) aqz

L) =

Por lo tanto, la aplicacién F' se escribe localmente como sigue:

1<A<LE.

0
+ (0a)f o’
Wq A

q

F =1 x Tyt (84,¢', 0, (va) B, (va)', (va)) — (14, ¢, (va)") (6.28)

Esta aplicacién F aqui definida seré utilizada para definir SOPDES en R* x T Q
(véase epigrafe B de esta subseccién).

k 1
B. SOPDES en R x T} Q.

Ahora es cuando realmente introducimos los SOPDES en R* x TQ.

Definicién 6.21 Un campo de k-vectores X = (X1,...,X}) en RF x TQ se dice
que es una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden (SOPDE) si :

dtM(Xp) =65 y (1o x Tpts)o X = idgr T
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donde la aplicacion
Tar X Tl THRF x T1Q) —  RFxTIQ
(t4, ¢’ vy, (va)®, (a)', (va)5) = (4", (va)?)
fue definida en .

La expresion local de un SOPDE X = (X7, ..., X}) en un sistema local de coor-
denadas (t4,¢%,v%)) de RF x T!Q es la siguiente:

0
b (XA, 1<A<Ek, (6.29)

8
+ UA 5y
B

T oA

donde (X 4)% son funciones en R* x TLQ.

Como consecuencia directa de la expresién local anterior, deducimos que los
campos de vectores {X7, ..., X} son linealmente independientes.

Los SOPDE’S pueden caracterizarse a partir de los campos de vectores candnicos y
los campos de tensores de tipo (1,1) que hemos definido anteriormente en R* x T}}Q.

Proposicién 6.22 Sea X = (X;,..., Xy) un campo de k-vectores en R* x TLQ.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es un SOPDE.
(2) dt’(Xp) =05, SHXA)=A,, 1<AB<E.

(3) dt"(Xp) =04, SAXp) =0, 1<AB<k.

Demostracion:

Por ser X un campo de k-vectores en R¥ x T}Q, empleando las coordenadas
canénicas (4, ¢*,vY), sabemos que cada X4 se escribe localmente como sigue:

0 0 0

Xa=Xa)pgp5 +(Xa) o5 o0 (XA)BavB (6.30)

para ciertas funciones (X4)p, (Xa)%, (Xa)5, 1 < A, B < k;1 <i < n definidas en
R* x TLQ.
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El resultado enunciado en esta proposicién es una consecuencia Adirecta de las
expresiones locales (|6.16|), d6.17b, d6.19|), (16.29|) y d6.30|) de Ay, S4, S4, del SOPDE
X y de un campo de k-vectores en R* x TQ.

0

A continuacién vamos a caracterizar las secciones integrales de los SOPDE’S.
Comenzamos introduciendo la siguiente definicién

Definicién 6.23 Sea ¢:RF — Q una aplicacion, definimos la primera prolonga-
cion ¢l de ¢ como la aplicacion
o RF — REXTIQ

R (t,¢*<t>< )

ot

donde ¢¢(s) = ¢(t + s). En coordenadas locales

o¢'
T otA

Y (A 2 I (I Lo (AR 2 ey (R (6.31)

Observacion 6.24 Sea (X1,..., X)) un SOPDE. De (6.29) obtenemos: una aplica-
cion ¢ : RF — R* x T1Q, dada por ¢(t) = (¥p(t), v (t),v%(t)), es una seccién
integral de (Xi,..., X}) siy sélo si

a0 Al o, = (XaB@®). (632

t

Entonces si (X1, ..., Xy) es integrable, de (6.32)) deducimos que (X4)% = (Xp)y.

Observemos que la aplicacion
(ide,prgow): Rk — RkXTle
t = (690(8), YY)

coincide con la primera prolongacién ¢!l de la aplicacion
o=poov: R* SR X TIQ 2 Q,

esto es ¢(t) = (Yi(t)).
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Reciprocamente si ¢: R¥ — @ es cualquier aplicacién tal que
62¢i B
ottot? Iy

entonces ¢!l es una seccién integral de (X1, ..., X}).

(Xa)p(e!(t)),

6.2.3. Formalismo lagrangiano: ecuaciones de Euler - La-
grange.

Comenzamos esta subseccién considerando un ejemplo de las ecuaciones de cam-
po de Euler-Lagrange. A continuacion establecemos un principio variacional del que
se deducen dichas ecuaciones para finalizar la seccién dando la descripcion geométri-
ca de las mismas desarrollada por M. de Leén et. al. en [84].

A. Ejemplo: la membrana vibrante.

Consideramos las ecuaciones del movimiento asociadas al sistema dado por una
membrana elastica rectangular que en su posicion de equilibrio coincide con el plano
XY y que vibra transversalmente.

Supongamos que, como acabamos de comentar, estudiamos las vibraciones trans-
versales de una membrana elastica delgada de densidad uniforme o sometida a una
tensién T'. Si en la posicién de equilibrio la membrana coincide con el plano XY,
entonces las vibraciones transversales de la membrana ¢ estan gobernadas por la
ecuacion de ondas bidimensional

1 0% 0% 0%¢

2o R T ap)y (6.33)

donde ¢ = T'/o, siendo ¢ la velocidad de propagacién de la onda y de modo que las
soluciones son aplicaciones

O R} — R
(t 82 13) — o(th, 13 13).

Estos campos ¢ describen en cada punto (t!,¢%,t3) el desplazamiento vertical del
punto (¢%,#3) de la membrana situada en el plano XY en el instante de tiempo ¢ = ¢



252 6 Formulacion k-cosimpléctica de las Teorias Cléasicas de Campos

Figura 6.1: Membrana vibrante

La ecuacién (6.33) puede expresarse como un ejemplo de ecuaciones de Euler-
Lagrange asociadas a una funcién lagrangiana L definida sobre el fibrado R? x T} R.

Si definimos L : R? x T¢R — R por
1
L(tltha t37q7 U1, V2, U3) - E(U% - 62(1}3 + U%))

donde ¢ representa la variable ¢ y v, la variable 9¢/0t*,1 < A < 3; entonces

8_L—U a_L—_C2fU a_L—_CQrU a_L—O
ov, U Ovy > Ovs 8 dg
Evaluando las identidades previas en
op| 0¢| 0o
W) = Rt ol PR <) I o)
¢ (t) (t7¢(t>7 atl ¢ at2 t? at3 t)
se obtiene
oL 09 oL _ 2 0¢p| OL _ 2 0¢p| OL B
5_211 ol (t) n % t 6_212 ol (t) n W t 8_1)3 ol (t) n W t a_q B (t) N
Por lo tanto se tiene
iia_L A i i
ot \ ot o) O(th)2 e a2l o(t3)2 ¢

y asi las ecuaciones ([6.33)) se pueden escribir como sigue:

y By ) _ oL
“—~ A\ otA gy ) g

siendo este un ejemplo de las ecuaciones de campos de Euler-Lagrange.

ION
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En general, consideremos un campo definido por una funcién ¢:RF — @Q, cuya
expresion local es

p(th, .. th) = (o' (th, ... 1), .. o (L ).

Una funcion lagrangiana L es una funcién R-valuada

dg

L(t, 6'(8). 55 )

que depende de las variables espaciales t4, de las variables-componentes del campo
¢" = ¢' y de las primeras derivadas parciales del campo 9¢°/dt*(t). Por lo tanto
podrfamos considerar que L estd definida en R* x T}Q y asf L : R¥ x T}Q — R.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para una funcién lagrangiana L con solucién

(¢i(t, ... t*)) son el sistema de ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden
dado por
z’“: 02L . L 05 02L 02 )
“— oA, oM (t) dDq? O’y 161 (t) oA |t Wéa”félda[” (t)atAi?tB It Oqilg(t)’
. 1 09 o .
donde 1 <14 < ny ¢ll(t) = (t,¢'(t), w| ), que suelen escribirse como sigue
t
k .
0 OL oL , 09"
— : = — L(ol(t)) = 6.34
2 gl, (WA M) 5 b a0 ®) =53] (6.34)

donde cada solucién ¢l : Uy C RF — R* x TQ esta dada por

lol08

oH(t) = (6,0'(t), 7.7,

).

Observacion 6.25 Observese que teniendo en cuenta la expresién local (6.31]) de
la primera prolongacion ¢! de ¢, el segundo grupo de ecuaciones de (6.34)) se trans-
forma en un conjunto de identidades.
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B. Principio variacional y ecuaciones de campo de Euler-Lagrange.

En este apartado deducimos las ecuaciones de Euler-Lagrange a partir de un
principio variacional.

El principio variacional que vamos a considerar aqui se desarrolla sobre el fibrado
trivial R¥ x @ — R¥. La teoria general para un fibrado arbitrario # : ¥ — X puede
verse en A. Echeverria-Enriquez et al. [35].

Para desarrollar el principio variacional que nos proporciona las ecuaciones de
campo de Euler-Lagrange necesitamos considerar levantamientos de difeomorfismos
y campos de vectores R¥ x Q a R¥ x TQ. Comenzamos este apartado recordando
estos conceptos que pueden encontrase en Saunders [125].

Sea f : RF x Q — R* x @ un difeomorfismo de #gr-fibrados y sea fge : RF — R*
el difeomorfismo inducido en la base. Queremos levantar f a un difeomorfismo

U RFXTIQ — RF x THQ
tal que el siguiente diagrama sea commutativo:

itf

R* x T!Q R* x T'Q
(fgk)1,0 (frgk)1,0
RF x Q RF x Q
ok ok
RE Tut RE

Podemos asi introducir la siguiente definicién, (véase Saunders [125]):

Definicién 6.26 Sea f : R¥xQ — R*xQ un morfismo de wgr-fibrados y denotemos
por fre : RF — RF la aplicacion en la base, que suponemos un difeomorfismo. La
aplicacion j*f : R¥ x TLQ — R x TLQ definida por

(7' ) (Ged) = 3" (fodo fa ) (far () = jp ) (fodo fai),

con ¢(idgr, ¢g) una seccion de g se llama levantamiento candnico del difeomor-
fismo f.
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Localmente, si f(t*,q") = (fgi(t5), [/(t5,¢%)) entonces

d i 8 fkl B
,dth%R%Oka(tc)),

JHE g ) = (FAA), (5, ¢)
donde dft/dt? denota la derivada total, esto es,

v _oror
dtB  otB  Bog

Es evidente que si consideramos otro representante ¢ con el mismo 1-jet en t
obtenemos el mismo resultado, esto es, j'f estd bien definido.

Teniendo en cuenta la definicién anterior se introduce el levantamiento natural
de campos de vectores de R* x @ a R* x T}Q) como sigue:

Definicién 6.27 Sea Z € X(R¥xQ) un campo de vectores gk -proyectable. Se llama
levantamiento natural de Z a R* x T} Q, al campo de vectores Z' € X(R* x TLQ)
tal que, tiene asociado el grupo uniparamétrico local de difeomorfismos {j'7s}ser,
con {Ts}ser €l grupo uniparamétrico local de difeomorfismos de Z.

Localmente, si cada campo de vectores Z € X(R* x Q) tiene la siguiente expresion
local,

0 0
7 =0— + 7 —
oh Y ag

entonces
) 0 Az - dZB 0
V=74 " 4+ 7 4 (= — ) —
g T2 g T T g ) gy

donde d/dt* denota la derivada total, esto es,

dtA — otA T Aoy

Sea ¢ = (idgr,¢g) : R¥ — R¥ x @ es una seccién de figr y gzﬁg} su primera
prolongacién, puesto que Ld*t es una k-forma en R¥ x T'Q), entonces ((ﬁg])*(Ldkt)
es una k-forma en R*. Asf podemos definir:



256 6 Formulacion k-cosimpléctica de las Teorias Cléasicas de Campos

Definicién 6.28 Denotemos por Sec.(R¥ R¥ x Q) el conjunto de secciones de
fpr t RF x Q — RF
con soporte compacto.

Se define la accion integral asociada a un lagrangiano L:RF x TIQ — R como
sigue:
S: Sec.(RERFxQ) — R

. ~ 8(0) = [ (e

Lema 6.29 Sea ¢ € Sec.(R¥RF x Q). Si Z € X(R* x Q) es gk-vertical entonces

¢s:27—50¢

es una seccion de gk 1 RF x Q — RF.

Demostracion:

Puesto que Z es mre-vertical tiene la siguiente expresion local

, 0
Z(t,q) =2'(t,q)=— , 6.35
(t:q) (t.9) ¢ (t.q) (6.35)
y como T, es el grupo uniparamétrico asociado a Z se tiene
d d(t" o ie.q)| 0 d(q' © Tew) | O
26,6 = (o). O) L] ) = W0 ) U onea) )
(8 a) = (Tie.):( )<ds 0) ds 00t4 | (t,q) * ds 00¢" | (t,q)

Comparando ((6.35]) y la expresion anterior de Z(t,q) se sigue que

d(tA o T(t’q))

ds ‘0:0,

entonces
(t* o T(t.q))(8) = constante,

pero como T q)(0) = (t, q) obtenemos que

(tA o T(t7q))(0) — A
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y asi (4 o T(4.q))(s) = t* o (t* o0 75)(t,q) = t* . Entonces se verifica que

’ﬁ'Rk O Tg = ’ﬁ'Rk.

Teniendo en cuenta esta tultima identidad se deduce que ¢ es una seccion de
mre. En efecto, se verifica

TRk O Qg = TRk O T3 O @ = Mgk © @ = idgk ,

en donde en la dltima igualdad hemos utilizado que ¢ es una seccién de 7ys.

O

Definicién 6.30 Una seccion ¢ = (idgr, ¢q): R¥ — R* x Q, perteneciente al con-
junto Sec,(R* R x Q), es un extremal de S si

a
dsls=0

S(rs0¢) =0

donde {1s} es el grupo local uniparamétrico de difeomorfismos de algin campo de
vectores Z € X(RF x Q) que sea gr-vertical.

El problema variacional asociado al lagrangiano L consiste en obtener los extre-
males de la accién S.

Teorema 6.31 Sea ¢ € Secc(R¥,R* x Q) y L : R* x T}Q — R un lagrangiano.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) ¢ es un extremal del problema variacional asociado al lagrangiano L.
(2) / ((ﬁg})*(ﬁap([/dkt)) =0, para cada campo de vectores fgr-vertical Z.
RE

(3) ¢ es solucion de las ecuaciones de las ecuaciones de Euler-Lagrange .

Demostracion:

(1 & 2) Sea Z € X(R*¥ x Q) un campo de vectores 7gs-vertical y 7, el grupo
uniparamétrico de difeomorfismos asociado a Z.
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Puesto que (7, o qﬁ)g] =jlr, 0 qﬁg], entonces

d d .
@5 o0 = Gl /R ((0)q)) (Ld"t)
= Jim ( /RJ(%)%])*(M%) - / k(((bo)g])*(Ldkt))

— s ([ ooy - [ ohyeaen)
= g ([ @rotnredn - [ ofraan)

= Jim [ OB () — (L)
— [ elreaa.
RF

con lo que el resultado buscado se sigue inmediatamente.

(2 & 3) Sabemos que ¢ es un extremal o una seccion critica de S si, y sélo si,
para cada campo de vectores ge-vertical Z se verifica

[ @ eaan o

Teniendo en cuenta la identidad
L1 (Ld*t) = 15 (dL A d*t) + dug (Ld*t) (6.36)

y puesto que ¢ tiene soporte compacto, usando el Teorema de Stokes se obtiene

/R k((¢Q)m)*dzzl(Ldkt) — /R k d(pq) M) 1 (Ld¥t) = 0. (6.37)

Asi de (6.36) v (6.37)) obtenemos que ¢ es un extremal si, y sélo si

/ (65 171 (AL A d¥t) = 0.
RF

entonces la expresién local de Z! es
(t.a)

_ , 0
St Z(t.q) = Z’(t,q)a—qi
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0 ozv oz 0
7' =7"—
oq (atA g A) v,
por tanto
0 OYARNVA oL
k i k
1 (AL N d¥t) = <Z 7 (atA+8J A) 8@1)6”' (6.38)

Asi, de (6.38) se obtiene
(6 1z (AL A d¥1))(8) =

aL YA az'|  o¢ (6.39)
— (@0 0O5] e+ (50 * B e 501 dtt.
o ®) ot lo(t) — Og? lg(e) Ot It 511 6 ()
Observemos que el ultimo sumando de ((6.39) verifica
A O’ | OL g — A(Z" o ¢) ‘ B VA oL &
¢ Lo 0tA le 0V, bl (1) ot e Oth e o'y gl ()

y asi el dltimo término de esta expresién se cancela con el segundo de (6.39)).

Por lo tanto, calculando la integral, obtenemos
* i 8L 8 ZZ o)
[ Bymarnan = [ zoaz e [ 2220
RE RE RFE t

q'
Teniendo en cuenta que ¢ tiene soporte compacto e integrando por partes tene-

mos
/Rk OtA ¢5J(t)d t= Rk(Z O¢>(t)atA 31& ¢51(t) d*t
oL

£ OV
de donde se deduce que
My 0 (dL dkt:/ Zio¢)(t) | == _ O (ok d"t=0.
i = [ zoow (55~ am (oL 0

Por ser las funciones Z* arbitrarias, de esta tltima igualdad obtenemos las ecua-
ciones de Euler-Lagrange,

oo (o
oq 16wy Ot \ Ovly

k
5 (t)

5
t OV

" )—0, 1< <n.
oW (e)
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C. Versién geométrica de las ecuaciones de EuIer—Lagrange.‘

A continuacién recordamos la formulacion k-cosimpléctica de las ecuaciones de

Euler-Lagrange (6.34]) desarrollada por M. de Leén et al. en [84].
Consideramos las ecuaciones

dtY(Xp) =05, 1< A B<k,

k k
oL (6.40)
> xwp =dEL+ ) a?th
A=1 A=1
donde Ep, = A(L) — L. Si escribimos la expresién local de X4 como sigue
0 o, o,
Xa=Xa)p=—5 +(Xa)'—+(Xa)g=—, 1<A<Ek
a=Xa)py 5 +(Xa) o7 ( A)BaUZB <A<
obtenemos que (6.40) es equivalente a las ecuaciones
(XA)B = 65 )
- 0L - 0L
Xp)——— = Vg ——
(Xs) otAovs, P otAduy,
- 0%L - 0L 6.41
(XeV == = o .
Ovz 0vg, OV 0ug,
L , O*L . 0°L . O’L oL

+

—— (v — N — Vp—— + _— =
Al Oy (v = (X)) B, B dgk o ( B)Cavé(%jg dg’
Cuando L es regular obtenemos que estas ecuaciones son equivalentes a las si-

guientes
k

(Xa)p = 0%, (Xa)' =0}, ZXA(
o)

oL _ oL
- 5

: 42
ovly (6.42)

Por lo tanto cuando L es regular X4 se expresa localmente como sigue

o .0 0
Xy= - i %y x Y
A= gt g T Xalsg

y por lo tanto (Xi,..., X%) es un SOPDE.

Ademas se verifica el siguiente resultado:
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Teorema 6.32 Sea L un lagrangiano y X = (X1,..., Xy) un campo de k-vectores
tal que
: " oL .,
A _ <A A _
dt (XB) = 5B7 s ; Ix,Wr = dEL + Azz:l a?dt (643)

donde E;, = C(L) — L y1 < A,B < k. Entonces

(1) Si L es regular entonces X = (Xi,..., Xg) es un SOPDE.

Ademds, si ¢ : R¥ — R* x TQ es una seccidn integral de X, entonces
¢:RF 5 RE x TLQ 22
es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange .

(2) Si(Xy,...,Xy) es integrable y ¢! : RF — R¥ x T1Q es una seccion integral,
entonces ¢ :R* — Q es solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange m

Demostracion:

(1) es una consecuencia inmediata de la tercera ecuacion de y de la tercera
ecuacion en . Si ¢! es una seccién integral de X entonces de la tltima ecuacién
de y la expresién local de ¢!l deducimos que ¢ solucién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange (/6.34]).

O

Observacién 6.33 Si L : R¥ x T!Q — R es regular, entonces (dt*, wi!, V) es una
estructura k-cosimpléctica en R* x T1Q. Los campos de Reeb (Rp) 4 correspondientes
a esta estructura estan caracterizados por

YRp)a dt® = 55 v YRp)a wf =0,

y verifican que
oL

(Rp)a(EL) = pEE

Por consiguiente si escribimos las ecuaciones de Hamilton con H = E}, para
la variedad k-cosimpléctica

(M =RF x TLQ, dt*,wi, V)
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obtenemos

k

At (X ) = 64, Z i =dE, =) (Ry)a(EL)dt* .
A=1

es decir las ecuaciones ([6.40)).

Observacién 6.34 La relacién entre las formas 07 y wi' y las formas 6, y Qp, del
formalismo multisimpléctico de teoria de campos esté establecida en [79] [118].

Los campos de k-vectores (X7i,..., X)) nos permiten construir un campo de
multivectores X = X7 A... A X}, que esta relacionado con el campo de multivectores
que es solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange, descritas por A. Echeverria-
Enriquez, M.C. Munoz-Lecanda y N. Roméan-Roy en [39], Seccién 7, y de ellos se
obtienen las mismas soluciones para las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Observacion 6.35 Si reescribimos la ecuaciones ((6.40]) para el caso k = 1, obtene-
mos las ecuaciones

L
dt(X) =1 s Ix, WL = dEL + aa—dt (644)

que son equivalentes a las ecuaciones dinamicas
dt(X):l, ZXLQL:O,
donde Q; = wy +dE Adt es la 2-forma de Poincaré-Cartan asociada al lagrangiano

L, véase [37]. Recordemos que estas ecuaciones son la formulacién geométrica de la
Mecanica no auténoma.
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6.3. Equivalencia entre la formulaciéon lagrangia-
na y hamiltoniana

En esta secciéon vamos a recordar la equivalencia que existe entre el formalismo
k-cosimpléctico lagrangiano y hamiltoniano de las Teorfas Cléasicas de Campos de
Primer Orden. Esta equivalencia fue establecida por M. de Ledn et al en [84].

Consideramos una funcién lagrangiana hiperregular L : R* x T}Q — R.

En este caso sabemos que la aplicacion de Legendre F'L es un difeomorfismo
global por lo que podemos definir una funcién hamiltoniana H : R* x (T})*Q — R
por

H=FE oFL™

donde FL™! es lainversa de F'L. En estas condiciones se puede demostrar el siguiente
resultado.

Teorema 6.36

(1) SiXp = ((Xp)1,....(X1)x) es una solucion de (6.40), entonces el campo de k-
vectores Xy = ((Xu)1, ..., (Xu)k), donde (Xg)a = FL,((X1)a), 1 <A<k,
es una solucion de las ecuaciones en R* x (TH)*Q, con H= E; o FL™L.

(2) SiXp=((Xp)1,...,(X1)) es integrable y ¢! es una seccion integral, enton-
ces o = FLo ¢l es una seccion integral de Xy = (Xg)1,. .., (X)) y por
lo tanto es una solucion de las ecuaciones de Hamilton-De Donde- Weyl
con H=FE;oFL™*'.

Demostracion:

(1) Es una consecuencia inmediata de y (6.40) usando que FL*n? = dt4,
FL'o=wi, y B, =Ho FL™%.

(2) Es una consecuencia de la Definicién de seccién integral de un campo de
k-vectores.






Capitulo 7

Formalismo k-cosimpléctico y

conexiones no lineales en
RN x Q) — R~

En la descripciéon de la Mecanica dependiente del tiempo la energia lagrangiana y
la construccion del formalismo hamiltoniano necesitan la eleccion, “a priori” , de una
conexién en el fibrado R x () — R. Este hecho fue analizado por Echeverria-Enriquez
et al. en [34].

La finalidad de este capitulo es extender estos resultados a las Teorias Clasicas
de Campos de Primer Orden, usando el formalismo k-cosimpléctico descrito por M.
de Leén et al. en [83] 84] y que se ha recordado en el capitulo previo.

A lo largo de este capitulo definiremos una funcién energia EY:R* x T}Q — R,
asociada a cada lagrangiano L:R* x T!Q — R y a cada conexién de Erhesmann
definida en el fibrado trivial R¥ x Q — R,

El principal resultado que demostraremos a lo largo de este capitulo es que esta
funcién E} nos permite establecer una correspondencia biyectiva entre el conjun-
to de soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange y el conjunto de
soluciones de las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-Weyl.

265
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7.1. Conexiones y energia lagrangiana.
En esta seccion vamos a recordar el concepto de conexién de Erhesmann en el
fibrado trivial Tge: R¥ x Q — R*.

Adem4s definiremos una funcién energfa EY:RF x T1Q — R asociada a cada
lagrangiano L : R* x T}Q — R y a cada conexién V en R¥ x Q — R¥ .

7.1.1. Conexiones en 7gr : R¥ x Q — R* .

En esta subseccién recordaremos el concepto de conexion no lineal en el fibrado
trivial R¥ x Q@ — RF, asi como los conceptos y propiedades relacionados con el

mismo. Los contenidos de esa seccién siguen el trabajo de A. Echeverria-Enriquez,
M.C. Munoz-Lecanda y N. Romén-Roy [34] y el libro de Saunders [125].

Consideremos el fibrado trivial
fpr : RF x Q — RF,

donde ) denota una variedad diferenciable de dimensién n. Como se ha comentado
en el capitulo previo, el fibrado de 1-jets de secciones de 7k es

(Fre )10 I e = RF X THQ — RF x Q.

Con el fin de introducir conexiones, se debe estudiar el fibrado tangente de R* x Q).
Obsérvese que existe una identificacién natural entre T(R* x Q) y TR* x TQ dada
por

TR x Q) — TR*xTQ

uea = ()t D (ua), (7Q)u(t a) (ueq))

donde 7g : R¥ x @ — Q es la proyeccién natural.

Ademis TR* x T'Q también se puede identificar con
(7o) TQ ® (Fge)*TRE
donde

(7o) TQ=RF xTQ - R* xQ y (#ps)"TRF =TR" x Q — R* x Q
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son los fibrados pull-back definidos por los dos diagramas siguientes:

(TQ)TQ —TQ (e )" TRY —— TRF
| - | [
R* % Q _ e RE % Q Tk R*

Ademds (71g)*T'Q se identifica con V (7ge) (el subfibrado vertical de T(R* x Q)
con respecto a TRk ). Asi se tiene la descomposicién natural

T(R* x Q) = V(fg) ® (7ge )" TR"
v (7ige)*TR* se llama subfibrado horizontal.

La descomposicion natural que se acaba de introducir se denomina conexion
estandar en el fibrado 7pr : R¥ x Q — RF. La teorfa de conexiones describe las
posibles descomposiciones de este tipo.

Siguiendo el modelo anterior se tiene la siguiente proposicién:

Proposicién 7.1 Sean g : RF x Q — R* el fibrado trivial y (fge)10 : J* (Fge) =
R* x TLQ — RF x Q el correspondiente fibrado de 1-jets de secciones de fgk. Los
siguientes elementos son equivalentes:

(1) Una seccién global de (fgr)10 : R¥ x TEQ — R* x Q; esto es, una aplicacion
U:RFxQ —RFxTQ
tal que (Tgr )10 © VU = idgeyq-
(2) Un subfibrado H(7gr) de T(R* x Q) tal que

T(R* x Q) = H(7gr) ® V (ge).

(3) Una 1-forma fgs-semibdsica V en R* x Q, tal que oV = «, para toda 1-forma
g -semibdsica a € AN (RF x Q).
Demostracion:

La prueba de este resultado, en el caso general de un fibrado 7 : £ — M puede
encontrarse en diferentes secciones de A. Echeverria et al [35] y en Saunders [125].
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A continuaciéon adaptaremos dicha demostracion para el caso que estamos con-
siderando, esto es, cuando £ = R* x Q y M = RF.

(1 = 2) Sea
TR x Q — RF x T'Q = J'7ps
una seccién de (7gr )10 entonces, para cada elemento (t,q) € R x @Q se verifica que
\I/(t, q> € Jlﬁ'Rk,
entonces existe
¢ = (idgr, dg) : RF — R x Q
seccién de Tre con ¢(t) = (t,q) tal que

En estas condiciones definimos

H(th) (ﬁRk) =Im ﬂgb y H(ﬁ'Rk> = U H(t,q) (7%]1@9) .
(t,q)ERFxQ

Obsérvese que en la definicién anterior el subespacio ImTi¢ no depende del
representante ¢ sino de la clase de equivalencia jl¢.

0 0
Sea {@ t,...,%
calmente generado por los vectores
0 0 (¢’ 0
L g 0 9q) ‘

9l " ol T ain log

) } una base de TyR” entonces el espacio H q)(7rr) estd lo-
t

(t)( 1<A<k.

(t,a)

Se verifica que
Tit.a) (R x Q) = Ht q)(ftpr) + Vie.g) (Tre)
por lo que todo elemento u q) de Titq) (RF x Q) se puede escribir de la forma
u?m) +U(tq)
donde u?t’q) € Hitq)(Trr) ¥ Uy q) € Vit (Trr). En efecto,

U = f 0 ‘ + i 0
(ta) — AatA (t.q) g@qi

(t,9)
9 d(q o pg)| O
= Ja (atA ta | O Laqi

_ h
= Ultq) T Utq)

i 9(¢’ © ¢q) i
(t,q)) + (g fA OtA L)aqi

(t,q)
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por tanto
T(Wl) (Rk X Q) C H(tyq) (ﬁ'Rk) + Vv(t’q)(ﬁ'Rk) C T(t7q) (Rk X Q)

y asi
Te.)(R* X Q) = Hg.qp (Fpr) + Vit (fms ).

Ademas, si n € Hgq)(Tre) N Vig,q)(Tre) entonces, puesto que n € Hg o) (Tre) se
tiene que cumplir
(t,q))

pero, por otra parte, como 1 € Vig o) (7re) se verifica que f4 =0 para todo A y por
lo tanto 7 = 0. Asi podemos afirmar que

Hg,q)(Trr) N Vig,q) (Tre) = {0},

Y AR LT

Ot | t.q) oA ledg

de donde se sigue que
Tit.a) (Rk X Q) = Hit,q)(Trr) @ Vig,q) (Tre)
para cada (t,q) € R¥ x Q.
(2 = 1) Supongamos que T(R* x Q) se descompone en
T(R* x Q) = H(fgr) @ V (Fge).
Entonces existe un modo natural de construir una seccion de

(Frs)10 : RF x THQ — RF x Q.

En efecto, sea (t,q) € R* x Q, se tiene que

Tiv.)(R" % Q) = Hq)(fime) © Vigq) ()

De donde se sigue que la aplicacion

~

T(t’q)ﬂ‘Rk : H(tﬂl) (’f(‘Rk) - T(t’q) (Rk X Q) — Tt]Rk

Hg,q) (fpr)

es un isomorfismo (aplicacién lineal sobreyectiva entre espacios vectoriales lineales
de dimensién k) lo que nos garantiza la existencia de su inversa

) TRY — Hig o (e ).

Tt ﬁRk
( (’q) H(t,q)(ﬁRk)
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Consideremos ahora la seccién local
g UCRY - R" x Q

definida en un entorno de t y tal que

Peq(t) = (t,a) , Tidwq = Tit.qTre )
Hg ) (fgn)

entonces tenemos una seccion
U: RFxQ — JY7ge) =RE X TLQ
(t7 q) = j%ﬁb(t,q)

que es diferenciable ya que la descomposicién

Tit.a) (R x Q) = Vie.o (T ) & Hig,q) (Fre)
depende diferenciablemente de (t,q).
(2 = 3) Dado el subfibrado H(7gr) y la descomposicién

T(R" x Q) = H(ftgr) & V (ftge),

sean

h:TR x Q) — H(fgr) v v:T(R* x Q) — V(ige)

las proyecciones sobre H(7gi) v V (Tgr ) respectivamente. Estas proyecciones inducen

la. descomposicion
X = h(X)+v(X)

para cada X € X(R* x Q). Entonces podemos definir la aplicacién
V: XREx Q) — X(RFxQ)
X —  h(X)

que es un C*(R* x Q)-morfismo y verifica trivialmente las siguientes propiedades:

(1) V se anula sobre los campos de vectores mgr-verticales.

(2) VoV =V.

Esto es consecuencia de que V(V (X)) = h(h(X)) = h(X) para todo X €
X(RF x Q).
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(3) Si a es una 1-forma en R* x Q fgs-semibasica y X € X(R* x Q) entonces
(a0 V)(X) = a(h(X)) = a(h(X) +v(X)) = a(X),

por ser a semibasica. Por lo tanto, « o V = a.

(3 = 2) En primer lugar, obsérvese que
V:XRF x Q) — X(R* x Q)
es una aplicacién € (R* x Q) que verifica
aoV =a«a

para cada 1-forma 7Rr-semibdsica a.

Sea 3 una 1-forma en R¥ x @, por ser V #gr-semibésica también lo es oV y
por tanto oV oV = oV de donde se sigue que

VoV =V.

Asf V es un operador proyeccién en X(RF x Q) asf obtenemos la descomposicién
en suma directa

X(R* x Q) = ImV @ kerV .

Del mismo modo, para cada (t,q) € R* x Q,
Vit  Tira) (R X Q) = Tieq)(R* x Q)
induce la descomposicién en suma directa

T(tjq) (Rk X Q) = ]mV(t,q) D ]{JGTV(t,q).

Debemos probar que kerV (gq) = Vig,q) (Trr).
Por ser V 7rpe-semibésica se tiene
V(t7q) (’ﬁ'Rk) C k}eTV(tvq)

y dado que el anulador de ImV, esto es, el conjunto de 1-formas que se anulan sobre
los elementos de ImV , es el conjunto de formas 7Rr-semibdasicas se tiene la igualdad
(véase lema 3.1.11 de Saunders [125]).
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Definimos
Htq)(Trr) == ImV 1 )

HAp) = |J  Heol(fe)
(t,q)€ERFxQ

y procediendo como en un apartado anterior de la demostracion se comprueba que

T(R* x Q) = H(fgr) ® V (Fge).
O

Definicién 7.2 Una conexién en el fibrado wgr : RF x Q — R¥ es uno de los ele-
mentos equivalentes anteriores. El espacio H(Te) recibe el nombre de sub-fibrado
horizontal de T(R* x Q) asociado con la conexién W y sus secciones son los campos
de vectores horizontales. La forma V se denomina forma de la conexién.

Ahora vamos a calcular las expresiones locales relativas a una conexion en el

fibrado R¥ x Q — RF.

Consideremos un sistema local de coordenadas (t*,¢%)1< <k, 1<i<n en un abierto

U C R¥ x Q. La expresién general de una 1-forma 7ge-semibdsica en R* x ) con
valores en T(R* x Q) es

0 , 0
V= fBdtt @ aE T rydt* @ 3

pero como V verifica o V = « para toda 1-forma mpr-semibasica, en particular se
verifica dt? o V = dt?, 1 < B < k de donde se sigue que la expresién local de la
forma de la conexion V es

0 o,
= dt! — 4+ I = 7.1
v ®<at“ Aaqz) (1)
donde Ty € C*(R* x Q).
Por otra parte, como para cada (t,q) € R* x Q se verifica

Hg,q) (7irr) = ImV (.4

entonces una base de la fibra H q)(7ge) = ImV ¢ q) viene dada por

0
Vitq) (@

9 . o
- 7| 4Ti(tq—| ,1<A<k
(m)) oA ‘(m) alt) 9q' | (t.a)
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y asi H(7ipr) estd localmente generado por

0 0
— 4 I —} ) 7.2
{atA 40q 1<A<k (72

Por 1ltimo, en este mismo sistema local de coordenadas se tiene

U(th, q') = (t", ¢', Tu(t", ¢7)). (7.3)

Como se puede observar en la expresiones locales anteriores, la relacién entre
los distintos elementos que definen una conexion estd determinada en coordenadas
locales por las funciones I'4. Estas funciones se denominan componentes de la
conexion.

Observacién 7.3 Sea ¢ = (idgk, o) : R¥ — R¥ x @ un representante de W(t,q),
es decir, U(t,q) = j{¢ con ¢(t) = (t,q), entonces teniendo en cuenta el isomorfismo
(6.14) obtenemos que

i g’ o
Dyt = 2220 |

A continuacién vamos a describir con mayor detalle algunas consecuencias de la
descomposicion en suma directa

T(RF x Q) = H(fge) ® V (7gs)- (7.4)

Esta descomposicién nos permite definir dos proyectores complementarios
h: T(Rk X Q) — H(fge) vy v=ridpmrxg) —h: T(Rk X Q) = V(fgx)
por medio de las expresiones:
huwa) = Vi (Uea)
v(ueg) = (idreexg) = M) (Uea) = tea = Ve (Uta)
donde w( q) € Tit.q) (R* x Q).

Esto proyectores h y v se denominan proyector horizontal y vertical respecti-
vamente. (Emplearemos los mismos simbolos h y v para la extensién natural de estas
aplicaciones a campos de vectores).
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La descomposicién en suma directa ([7.4)) induce la siguiente descomposicién
X(R* x Q) = ImV @ Sec(RF x Q,V (7gs))

de modo que todo campo de vectores X € X(R* x Q) se descompone en sus compo-
nentes horizontal y vertical:

X = h(X) +0v(X) =V(X) + (X - V(X)).

Localmente, si

_ 0 i 0 K
donde X4, X' € C®(R* x Q) entonces
0 .0 , .0
X)=X4 | = +1TY—=— X)=(X"—XI'))— . :
) = X (e + Tl ) )= (C =Xl (1)

Para finalizar esta seccién recordamos la definicidén de curvatura de una conexion.
Este concepto serd necesario en las secciones [7.2] y [7.3] de este capitulo.

Definicién 7.4 (Saunders [125]). La curvatura de una conexion ¥V es la aplicacion
Ry: X(RF x Q) x X(RF x Q) — X(RF x Q) definida como sigue:

R (X1, X2) = (id = V)([V(X1), V(X2)]) = yvxy),v(x0)) (id = V)
para cada X1, X, € X(R* x Q).

Usando la expresion en coordenadas de la forma de la conexion V, un sencillo
calculo nos lleva a la siguiente expresion:

R 1 ory  ory i or, i Ty

2 A dgi

o8 oA By

) (dt* A dtP) @ a%‘ : (7.6)

| A. Levantamiento horizontal|

A continuacion vamos a recordar el levantamiento horizontal de campos de vecto-
res en R a campos de vectores en R¥ x (). Este concepto serd necesario en la seccién

para definir la funcién energfa EY .

Empezamos recordando el concepto de levantamiento horizontal de vectores, por
un conexion V, véase Saunders [125].
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Definicién 7.5 Sean (t,q) € R* x Q y uy € TyR* entonces el levantamiento
horizontal de ug por la conexion V en el punto (t,q) es el vector tangente

V(tq)(ut) Gth( XQ)

donde V(¢ q) se piensa como una aplicacion lineal T.RF — Tit,q) (R* x Q).

Observacién 7.6 Para cada (t,q) € R* x @ se verifica que V(t,q) €8 una aplicacion
lineal

Vit : Tt R x Q) = Tieq(R" x Q).
Ademas V es 7ps-semibdsica, es decir,

Vita € ((ﬁRk)*(T*Rk))( q @ Tit.q) (R* x Q),

-0
por lo que se anula sobre los campos de la forma v”m por ello se puede pensar
q
como una aplicacién lineal definida en TyR¥, esto es, una aplicacién lineal

T,RF — T, ( X Q).

En el siguiente lema definimos el levantamiento horizontal de campos de vectores
de RF a R* x Q.

Lema 7.7 Toda conexion en el fibrado 7ige : RF x Q — R¥ induce un levantamiento
horizontal de campos de vectores
X(RF) — X(RF x Q)
X — XH

Si X es un campo de vectores en R¥ entonces su levantamiento horizontal X%
es el unico campo de vectores horizontal que se proyecta en X, esto es,

(e ) (X)) = X,
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Demostracion:

Sea ¥ una conexién en el fibrado #gr y supongamos que ¥(t,q) = ji¢ donde
¢ = (idge, o) : R¥ — R* x @ es una seccién de 7ge con ¢(s) = (s,¢90(s)) y
¢o(t) = q.

Consideremos un campo de vectores X € X(R¥) con expresién local

X(S) = XA(S)%

para cada s € R¥. Definimos el levantamiento horizontal de X a R*¥ x @ como el
campo de vectores X dado por

s

0 d(q* o 0
XH(t,q) = . (6)(X(5) = Xa(t) (aT . %@ . ))
"‘ ’q (7.7)
B Z. 0
—XA®) (%\M (k) w) .

A partir de la expresién local de X se observa que este campo de vectores es
horizontal, es decir V(X)) = X#.

O

Observaciéon 7.8 Sean X € X(R*) y X7 € X(RF x Q) su levantamiento horizon-
tal. Entonces para cada (t,q) € R* x Q se verifica que X (t,q) coincide con el
levantamiento horizontal, segtin la Definicién [7.5} del vector X (t) € TiR*.

En efecto, segin la definicién y la expresiones local ([7.1)) de V obtenemos

que el levantamiento horizontal de X (t) es

Veal(X(0) = Xa) (| + T

):XH(t,q).

‘(t,Q) (t,a)

B. Campos de vectores en R* x () asociados a una conexién.

Dada una conexién V en figs : R x @ — R*, consideramos los levantamientos
horizontales Y, de los generadores globales
0
otA
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de X(R¥), de (7.7) sabemos que su expresién local es

- o\
s@_(aa

Definicién 7.9 Los campos de vectores Y, se denominan campos de vectores
asociados a la conexién V.

0

; 0
o = By PTG as A<k (78)

¢ | t,a)’

Si Vg es la conexion trivial en e : R¥ x Q — R* entonces puesto que I'y = 0
los campos de vectores asociados a la conexion Vg son

H
0
ot4
Observacion 7.10 Los campos de vectores asociados a una conexién V nos permi-

tiran introducir, en la subseccién siguiente, la funcién energia lagrangiana asociada
a la conexién V.

B 0
(ta) Ot4

. 1<A<Ek. (7.9)

(t,q) -

7.1.2. La funcion energia lagrangiana.

En esta subseccién vamos a introducir la funciéon energia lagrangiana,
V. ok 1
E:RY xT.Q — R,

asociada a una conexién V en 7gi:R¥ x Q@ — RF y a un lagrangiano L. Como
veremos esta funcién energfa E} coincide con E7, cuando V es la conexién estdndar.

Con el fin de introducir la funcién EY comenzamos introduciendo algunos objetos
geométricos.

Sean 7k : R¥ x Q — R*, J'#ge el fibrado de 1-jets de #gr v @ = aadt? una
1-forma en R* entonces, se puede definir la 1-forma vectorial Sy, (véase Saunders,
pagina 156), que tiene la siguiente expresion local

<k.

Se = au(dg’ — v dt?) ® dui, =
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En este capitulo vamos a utilizar los tensores candnicos Sy, ..., Syx, que te-
niendo en cuenta la expresion anterior se escriben localmente como sigue:

o )
Sgyr = (dg' —vhdtP) @ —, 1<A<Lk. (7.10)
oy

Sea L : R x T!@Q — R una funcién lagrangiana. A partir de las estructuras

geométricas de R* x T!Q, que hemos definido en el capitulo @ podemos construir
las formas de Poincaré-Cartan y la funcién energia asociada a L.

Definicién 7.11 Las 1-formas de Poincaré-Cartan, asociadas con la funcion la-
grangiana L, son las 1-formas en R¥ x TQ definidas por

~ 1
O :=dLo Sya + ELth, 1<A<Ek (7.11)

De la expresion local 1} de Syua se deduce que la expresion local de éf es

~ 1 - 0L oL . .
A [ A7 i B i
O = (k(SBL UB@U%) dt” + 8Uf4dq . (7.12)

y teniendo en cuenta la expresién local (6.22) de 67, esta expresion se puede escribir
como sigue:

- 1 0L
0r =0} + <E5§L — vl §U2> dt? . (7.13)

A continuacion vamos a definir la funciéon energia lagrangiana asociada a una
conexion V.

Para introducir esta definicién haremos uso de los levantamientos candnicos de
campos de vectores de R¥ x Q a Jlfpe = R* x T Q que hemos introducido en la
seccidn y de los cuales recordamos, a continuacion, su expresion local.

Sea X un campo de vectores en R*¥ x ) con expresién local

0 .0
aa T 5

X =Xy

su prolongacién 6 levantamiento natural a R* x T} Q@ es el campo de vectores en
R* x T1Q cuya expresién local es
0 0 <dX ¢ ;dX B) 0

X' = X,40— + X'— —
Aga T oy v,

th UBdt—A (714)
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donde d/d* denota la derivada total, esto es,

d o .0

dA oA VAgg

Recordemos que la funcion energia lagrangiana en la formulacion k-cosimpléctica
estandar es £y, = AL — L con expresion local
oL
7
o'y

Ep =

Uno puede también definir intrinsicamente la funcion energia lagrangiana como
Sigue.

Consideremos la conexién trivial Vg, los campos

asociados a esta conexion y el levantamiento }7/} de cada campo de vectores ?A €
X(RF x Q) a RF x TLQ.

A partir de las expresiones locales 1} y {D de Y, y del levantamiento natural
a RF x T1Q se obtiene que la expresién local de Y} es

e (()) - () = 19

Entonces de la expresion local 1} de (:)f se deduce que E}, se puede escribir

como sigue:
k

k
Y O ==-> 145067 . (7.16)
A=1

De este modo se observa que la energia lagrangiana puede obtenerse como la
contraccién de las 1-formas de Poincaré-Cartan con las prolongaciones a R* x T} Q
de los campos de vectores asociados a la conexion trivial.

Consideremos ahora una conexién V distinta de la trivial, en analogia con la
expresion de la energia que acabamos de introducir, definimos la energia lagrangiana
asociada a una conexion V y a un lagrangiano L a partir de los campos de vectores
asociados a la conexién, YA, y las 1-formas de Poincaré-Cartan o! Iy @k
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Definicién 7.12 Sean V una conexién en wge : R¥ x Q — RF y Y, € X(RF x Q)
los campos de vectores asociados a la conexion V, esto es,

- o\
Vi=[— A=1.... k.
A ((9#‘) ’ TR

Se define la funcién energia lagrangiana E) asociada con el lagrangiano L

y la conexion V por
k

EY ==Y z?j@f, (7.17)
A=1
donde Y} € X(R* x T!Q) denota el levantamiento natural de Y4 € X(RF x Q) a
R* x T1Q.

Consideremos un sistema local de coordenadas (¢4, ¢') en un abierto U C R¥ x Q.
Teniendo en cuenta que los campos de vectores Y4, 1 < A < k asociados a la
conexién V tienen, en este sistema de coordenadas locales, la expresién local

= 0 0
=g g

+ I

entonces, de la expresién local del levantamiento de campos de vectores a RF x T1Q,

(7.14)), se obtiene

o ., 0 or, L ory, 9

9 2 1) O
oA " TG gy gt

Yi= :
A Aaqz

(7.18)

Asi de la expresién local 1’ de éf y de 1} se obtiene la expresion local
de EY:

oL , .

EY = oo (vy =T%) — L. (7.19)

WE

A=1

7.2. Formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico con
conexiones llanas.

En esta secciéon mostraremos como la existencia de una conexién con curvatura
cero permite la construccién de una nueva estructura k-cosimpléctica en la variedad

R* x (TH*Q.
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Esta estructura k-cosimpléctica permite establecer las ecuaciones geométricas si-
milares a las ecuaciones geométricas de Hamilton y ademés se demuestra que las so-
luciones en este caso son las mismas que en formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico
estandar.

7.2.1. Estructura k-cosimpléctica.

Para definir la estructura k-cosimpléctica en R* x (T}})*Q, consideramos las pro-
yecciones naturales

T REx (THY'Q — TQ

(t, g, - s hgq) — T (t, Qlgs - -+ Okq) = Qaq
y
To: 1T7°Q — @
Qq 7TQ(O‘q) =q
En la seccién [6.1.11B. hemos definido las 1-formas canénicas 6 como
04 = (70, A=1... k.
Usando la definicién de la 1-forma de Liouville # € A'(T*Q) obtenemos
0 (wita)) (X gy) = (aAq o (mq)«(vaq) © (T3 )*(w<t,q>)> (X)) s
donde

Wieq) = (6, 01g, -, Qrg) ERF X (T1)'Q vy Xuyoy € Tupeq RE X (TH)Q),

(t,a)

esto es, las 1-formas 04 estdn definidas a partir de la composicion:

F)e (wit,q)) QAq

. (@)« (aq)
To, (T7Q) —2 TyQ R

T RE X (T3)"Q)

La conexién V nos permite construir otra familia de 1-formas en la variedad
R* x (T})*Q del siguiente modo:

Definicién 7.13 La composicion

(F@)1,0)+w(t,q)

Tw(t,q) (Rk X (Tkl)*Q> T(t,q) (Rk X Q) *v>

(TQ)«(t,q) QAq

— Vit (Trr) € Tieq) (R x Q) T4Q R
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define, para cada A=1,2,....k, la 1-forma 04 en R* x (T})*Q dada por

02 (we0) (Xue) = (0100 (Fo)e(t,a) 0 v 0 (Fo)io)owea)) Ku) - (7:20)

De la expresion local (7.5 de v(X), deducimos la expresién local de cada 64 es

bg =t dd" — p Ty dt” = p(dg' — Tgdt”). (7.21)

Para cada A, la diferencia
né =94 — 0@ (7.22)

es una nueva 1-forma en R* x (T}})*Q cuya expresién local es
ng =p Thdt?, 1< A<k, (7.23)

Proposicién 7.14 Sea
V = Ker T(%Q)I,O

la distribucion vertical del fibrado (7)1 : RF x (T1)*Q - RF x Q y

we = —dbg.

Si V tiene curvatura 0, entonces (RF x (T})*Q, dt*,wd, V) es una variedad k-
cosimpléctica.

Demostracion:

Teniendo en cuenta que

0 0
V=(——...,—
<api1 ap§>1<i<n

entonces las condiciones (1) de la Definicién [6.1| se verifican trivialmente.

Probemos que se verifica la condicién (2) de dicha definicién, esto es,

(ﬂ ker dt*) N (ﬂ kerwg) = {0} dim(ﬂ ker wg) = k.

A=1
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Sea X un campo de vectores con expresion local

o .0 0
+ X = XA
oA TN g TN gph

X=Xs—

con X4, Xt X1 € C®(R* x (T}1)*Q).

Puesto que wa = —dfa a partir de la expresién local (7.21]) de #4 obtenemos

wg = —d(p(dg' — Tlzdt®)) = dg’ A dpi* + d(p{'T’) A dt? (7.24)
y asi
ory ory 0
Ixws = (chz 9tC 5+ XIpt =2 Bg 7+ X{T — Xepy! 3753) dt®

J

40 , .
- (XA—l—X BDY o0 )dq + (X' — XpI'y) dpit.

Por lo tanto, 1xwd = 0,1 < A <k, si, y sélo si,

Xt = Xpgl'y,
81”
XzA = XBpJ a i ?
40T ors 4Ol
0 = X Xipd X T — X¢
sz 8tc+ za]+ % pzatBa
o equivalentemente, si X esta localmente dado por
%) 0 ory, 0
X=Xp|=—=+T,— —pA—8_—_
s (atB T egg TPy ap;*>
y ademas, las funciones X7, ..., X} satisfacen las identidades
or,  ary or, oT%,
——B 4T = — I =0, 1<AC<E. 7.25
o (atB o 5o Caq> (7:25)

Teniendo en cuenta la expresién local (7.25)) de la curvatura Ry, se observa que

ory,  ory o, org, e ors,
ot ot¢ B oy < aq




284 7 Formalismo k-cosimpléctico y conexiones no lineales en R* x @ — R,

son las componentes de la curvatura R de la conexién V, la cual suponemos llana,
por lo que las ecuaciones son, en realidad, identidades.

k

Asi ﬂ kerwé estd generado localmente por la siguiente familia de k£ campos de
A=1
vectores locales independientes

B, 9 orL o
4T _pATB T < B<Ek
{aw* 55¢ Piag oph ST S }

y asi la segunda condicién de (2) de la Definicién esta probada.

Ademés, si se verifica dt?(X) = 0, para todo A, entonces X4 = 0, para todo A,
por tanto,

(() kerdt*) N ({1 kerwd) = {0} .

con lo que finalizamos la demostracion de este resultado.

7.2.2. Formalismo hamiltoniano.

En primer lugar, introduciremos la funcién hamiltoniana HV asociada con un
lagrangiano hiperregular L y una conexién V con curvatura cero.

En el caso de la conexién trivial, suponiendo que la funcién lagrangiana es hi-
perregular, la funciéon hamiltoniana se define a través de la ecuacion

E, = (FL)*H.

Si la conexion no es trivial pero L es hiperregular introducimos el hamiltoniano
HY como sigue:

Definicién 7.15 La funcién hamiltoniana asociada al lagrangiano L y la conexion
V es la funcion HY € C=(R* x (T})*Q) tal que

EY = (FL*HY .
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Al igual que ocurre cuando consideramos la conexién trivial, la existencia y
unicidad de esta funcion estd asegurada, (al menos localmente), si asumimos que el
lagrangiano L es hiperregular (o regular).

Un sencillo calculo usando las expresiones locales (6.24]) y (7.23]) de F'L y de las
1-formas 7%, ..., n% nos permite escribir

o¥ =H - Z”é(%>- (7.26)

Ahora, consideramos el formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico en R* x (T})*Q
con la estructura k-cosimpléctica

(dt*, wg, V)

y la funcién hamiltoniana HV.

Las correspondientes ecuaciones geométricas de Hamilton para esta estruc-
tura k-cosimpléctica y este hamiltoniano son

dt(Xp) = 04,
k k (7.27)

donde RY son los campos de vectores de Reeb asociados a la variedad k-cosimpléctica
(R* x (T})*Q,dtt,wd, V), esto es, los campos de vectores caracterizados por las
ecuaciones
B B B
ZRth - 514 5 ZRXWV - 0 (728)

Consideremos un sistema local de coordenadas (4, ¢%, p#t) en R¥ x T1Q tal que

9
otP

0

3 .
g’

+(RY)' 5 + (RY)7
para ciertas funciones (RY)g, (RY)!, (RY)? € C®(RF x (T})*Q) entonces, las ecua-
ciones ([7.28]) que definen los campos de Reeb son equivalentes a las ecuaciones

A or?

(7.29)
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ors, o o1 oY
B C A i C 7 A
2 il CAl: ST T 1] =0, 7.30
bi (atA ot¢ A 9q’ Caql) (7.30)

para todo 1 < A, B,C < k.

Ahora bien, teniendo en cuenta que la curvatura de V, ([7.25)), es cero, la ecuacién
(7.30)) se verifica, por lo que los campos de vectores de Reeb quedan caracterizados
por tener la siguiente expresiéon local
0 o, g0 0

My —pB a2
A% T ag app

RV

S = (7.31)

Proposicién 7.16 Sea V una conezién en el fibrado trivial 7igr : R x Q — RF. Si
V es una conexion llana entonces las ecuaciones geométricas de Hamilton Y
, correspondientes a H y HY respectivamente, tienen las mismas soluciones.

Demostracion:

Consideremos un sistema local de coordenadas tal que cada X 4 se escribe como
sigue:

o 0
P otn g’
donde (X4)p, (Xa)', (X4)2 € €2(R* x (TH*Q).

9
apP’

1

Xa=(Xa) + (Xa)' = + (Xa)!

Supongamos que (X7, ..., Xj) es solucién de las ecuaciones geométricas (7.27)),
entonces, las ecuaciones dt(Xp) = d3 equivalen a

(Xa)p =0, 1<AB<k. (7.32)

Entonces, los campos X 4 se escriben:

0 .0
XA:a?—F(XA)

0
-+ (X)) =

7.33
5 (7.3

A partir de esta expresién local de X4 y de la expresién local (7.24) de wd
obtenemos:

or oI . or
S upud = (pf‘ By A 9EE 4 (X AT — p A)dtB

otA g’ L otB
A=t | (7.34)
J

or . . .
— ((XA){‘ +p§‘a—qf> dg' + ((Xa)' — %) dp?* .
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Por otra parte, un sencillo calculo en coordenadas locales a partir de las expre-
siones locales ([7.23)), (7.26), (7.31) y (7.33) de na, HY, RY y X4, obtenemos:

k .

or’, OH 81” OH or

dHV . RV HV th _ Fz A . F : A A Br\z dtB
Agl A( ) BD 7 8 i B a i + ] aq apl p] aq

OH 0%\ .. [(0H .\ , 4
+ (aqi—pj aqi)qur(aA—P )dpi, (7.35)

donde H : R* x (T})*Q — R denota la funcién hamiltoniana asociada a la conexién

estandar, (recordemos que por (7.26)) se verifica HY = H + n&(

o))

Entonces, de (7.32), (7.34) y (7.35] se obtiene que (X ..., X}) es solucién de las
ecuaciones ([7.27)) si, y sélo si,

40T 0T ai 0Ty L0 OH
Xa)— X))l —pit—% = Thp —I'y—
pz atA +p ( ) aq] +< A)z B b; 8tB BP ] 8 i Baql

0T, 0H y orY,

+ pj aqi 8p;4 J a i )
(XA)B = 6@7
k
St = 98
A= aq'
oH
Xu) = =
(Xa) op

Sustituyendo las tres tltimas ecuaciones en la primera y simplificando se llega al
siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales, equivalente al anterior:

MG -G emgE-ng) < o
(Xa)p = 05,

St - 2L

A1 q

(Xa)' = on

apt

7
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Por tltimo, teniendo en cuenta que estamos considerando conexiones llanas (esta
condicién era necesaria para garantizar la existencia de una estructura k-cosimplécti-
ca), la primera de las ecuaciones se verifica trivialmente. Por lo tanto, (X7, ..., X})
es una solucién de las ecuaciones geométricas hamiltonianas si, y s6lo si,

. OH -
B _ A i A _
(Xa)” =05 ., (Xa)'= opi y Z(XA)Z' g

Comparando esta condicién con las ecuaciones (6.10]) que caracterizan los campos
de k-vectores solucion de las ecuaciones geométricas de Hamilton asociadas a
la conexién estandar, obtenemos el resultado buscado.

Observacion 7.17 A lo largo de esta seccién hemos demostrado que toda conexion
llana induce una estructura k-cosimpléctica en la que desarrollamos la formulaciéon
k-cosimpléctica vista en el capitulo anterior. La condicién que se estd imponiendo
de que la conexion tenga curvatura cero se verifica de modo trivial en la Mecanica
dado que la distribucion horizontal es de dimensién uno, y por tanto involutiva.

7.3. Formalismo lagrangiano k-cosimpléctico con
conexiones llanas.

En esta seccién, de modo similar a como ocurria en el caso hamiltoniano, demos-
traremos como la existencia de una conexiéon con curvatura cero y de un lagrangiano
L:R* x T}Q — R permite la construccién de una nueva estructura k-cosimpléctica
en la variedad R* x (T}1)Q.

Esta estructura k-cosimpléctica permite establecer las ecuaciones geométricas si-
milares a las ecuaciones de Euler-Lagrange que hemos visto en el capitulo precedente
y ademas se demuestra que las soluciones en este caso son las mismas que en forma-
lismo lagrangiano k-cosimpléctico estandar, de modo analogo al caso hamiltoniano.
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7.3.1. Estructura k-cosimpléctica.

Comenzamos esta seccién introduciendo un endomorfismo vertical en R¥ x T}Q
asociado a una conexion V. Cuando consideramos la conexién trivial este endomor-
fismo coincide con el endomorfismo vertical S introducido en el la seccién [6.2.11C.

En primer lugar, tenemos los siguientes difeomorfismos naturales:

(1) Un difeomorfismo entre J'age = R* x TEQ y (7ps)*(T*R*) @ (79)*(T'Q), que
son dos fibrados vectoriales sobre R¥ x Q).

Recordemos que el fibrado R¥ x TEQ — R* x @ fue introducido en la seccién
del capitulo anterior.

Por otra parte,
() (T"RY) @ ()" (TQ) — R* x Q

es el fibrado producto tensor de

((ﬁRk)*<T*Rk)7 (ﬁR’“)*(WQ)7 Rk X Q)

(7Q)*(TQ), (7q) g, R* x Q)
siendo 7 : R¥ x @ — @ un fibrado vectorial.

Un elemento del espacio total del fibrado producto tensor que estamos consi-
derando se puede escribir, en coordenadas, de la forma:

, 0
i A
i (dt ® W)

Podemos establecer un difeomorfismo natural entre los fibrados

(t,a)

Jipe =R X TQ y  (7pe) (T'RY) ® (70)"(TQ),
el cual esta definido como sigue:
()" (T"RY) @ ()" (TQ) — RY x T1Q

dado por

, 9, o,
) A i
fA (dt ® aq@) )(tﬂ) — <t7f1 aqi

;0
qa"'?fkaqi )

q
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(2) Consideramos el difeomorfismo
()" (TQ) — V(7).
va que 7o : RF x Q — Q es un fibrado vectorial.
(3) Como consecuencia de (1) y (2) obtenemos el difeomorfismo siguiente:
(o) (RS X T}Q) = (R )u)" ()" (TRY) @ V()
donde (#gk)10 : R¥ x TEQ — T1Q. En efecto,

(Fre)10)" (RF X TQ) = ((Fe)1,0)" ((frme)* (TRY) @ (770)"(TQ))
=~ ((Tre)r0)* ((Te) " (T'RY) @ V(fge)) -

De modo que los elementos de ((Fgr)1,0)* (R* x T!Q) se identifican con ele-
mentos de la forma

a7 Fog

).

(t,a)

;0
(t)fla_qi

Asi tenemos de modo natural el difeomorfismo
V(e )1,0) = ((Fge)1,0)* ((Fre)*(T*R*) @ V (7))

entre dos fibrados vectoriales sobre R* x T1Q).

Asociada a los difeomorfismos anteriores, en particular al ultimo que hemos es-
tablecido, existe una seccion V' de

(g )10)* (e ) (TRY) @ V(7)) @ V((Fpr)10) = RY x T,Q.

En coordenadas naturales tenemos

0 ;0
V=0 © 95y,
donde {¢%,i =1,...,n} es una base de secciones de V(g )* — R x @, dual de la

base local {9/0q'}.
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Observemos que, a pesar de que V (#gx) es un subfibrado de T(R* x Q), V (s )*
no es un subfibrado de T*(R* x @), a menos que consideremos una conexién en el

fibrado 7k : R¥ x Q — RF.

En efecto, sea V tal conexién. V induce la descomposicion

T(RY x Q) = H(rar) ® V(7).
por lo que tenemos la proyeccion vertical inducida
v=r1id — V:T(R* x Q) — V(fgs)

y la inclusién

b V(dge)* — TH(R* x Q).
En coordenadas locales naturales, si

d 9
V = dt? — T
dt ®<atA+ A8q1>

oA )~ Aog o¢i)  0q'

b (¢ = dg' — Thdt5 .

entonces

Asi, la conexién V actia en la seccién V' obteniendo

0 ; ; 0
T B '
® (dg Bdt") ® v,

5 = 5a

haciendo de Sy una seccién de

((Fre)10)" (T TR @ TH(R* x Q) @ V ((fpr)1,0) — R* x T11Q..

Ahora definimos los tensores Sg, A =1,...,k como sigue:

0
oYy

S& = Sy(dt") = (d¢* — T4Ldt?) ®

(7.36)
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Observacion 7.18 De ([7.36]) observamos que si V es la conexién trivial entonces
54 = 54,

A continuacién vamos a introducir, a partir de Sy, las 2-formas (wr)y, . .., (wr)%

que formaran parte de la estructura k-cosimpléctica que definiremos en esta seccion.

En el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estandar hemos definido las formas
lagrangianas por
0 =dLo S, A=1... k.

Puesto que ahora tenemos una conexién V y los endomorfismos S&, definimos,
de modo andlogo, las 1-formas ()4 en R¥ x T}Q como sigue:

(01)8 =dLoSa, 1<A<k,

las cuales tienen la siguiente expresiéon local

oL
vy

(00)8 = -+ (dg' — Tlgdt?), 1< A<k (7.37)

Definimos en RF x T}Q las 2-formas,
(wr)g = —d(0r)5-
La expresion local de las 2-formas (wz)4 es la siguiente,

; OL . OL
(LUL)é = dql ANd (87) +d (FZB avi ) A dtB (738)
A A

Observacién 7.19 Recordemos que en caso estandar se verifica (FL)*04 = 641 De
modo analogo, en este caso se demuestra que

(00)8 = (FLY'05, A=1...k,

como consecuencia de las expresiones locales (6.24)), (7.21) y (7.37) de FL, 62 y
(0,)4. Como consecuencia de la identidad anterior también se verifica que

(wr)g = (FL)"(wg).
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De un largo, pero sencillo calculo, andlogo al de la demostraciéon de la Pro-
posicion [7.14] obtenemos el siguiente resultado que nos garantiza la existencia de
una estructura k-cosimpléctica en R¥ x T(Q asociada a cada conexién V en #g :
R* x Q — R* y a cada lagrangiano L: R x T}}'QQ — R.

Proposicién 7.20 Sea L : R* x TIQ — R un lagrangiano regular, y sea V la
distribucion vertical del fibrado (figr)10 : REXTEQ — RFx Q. Si'V es una conezion
llana entonces (R* x TLQ, dt*, (wr)&, V) es una variedad k-cosimpléctica.

Demostracion:

Esta demostracion es anédloga a la de la Proposicién [7.16]

7.3.2. Formalismo lagrangiano con conexiones llanas.

Al igual que en las secciones precedentes, partimos de una conexion V en el
fibrado trivial 7ge: RF x @ — R¥ y ademads, suponemos que la conexién V es llana,
esto es, su curvatura se anula.

Ahora vamos a desarrollar la formulacién k-cosimpléctica en R*¥ x T}Q definida
por la estructura k-cosimpléctica (dt*, (wr)a,V), es decir, vamos a considerar el
formalismo lagrangiano en R* x T}Q reemplazando Ej, por EY v wi por (wg)a.

’ A. Campos de Reeb.

Las ecuaciones,

YRy)T dt® = 58, YRy)Y (w)2=0, 1<AB<k, (7.39)

definen los campos de vectores de Reeb en R x T}Q correspondientes a la estructura
k-cosimpléctica (dt?, (wr)a, V).

Mediante un cdlculo en coordenadas locales y suponiendo que (Rp)Y esté local-
mente dado por:

0 ;0
— + (R Vz_'7
(BT,

BT,

(RL)X = (Bu)3]s 55
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con [(Rp)Y]s, (RN, [(R)Y]s € €°(RF x TLQ), obtenemos que las ecuaciones
(7.39), que definen los campos de Reeb, son equivalentes a las identidades

(RL)DN? =065, (R =T, (7.40)

0L ; 0L Ty OL o 0L
— . . b = 41
AV, * A 0qi vk, * g+ v}, al L>A]B(9ng8vé 0 (7.41)
y
oL (or, ory _.or, 0T
. — riy=—¢ _Ti24) =0, 7.42
vl (atA o o g (7.42)

para todo 1 < A, B,C < k.

Ahora bien, teniendo en cuenta que, por hipdtesis, la curvatura (7.25) de la
conexion es cero, la ecuacion ([7.42)) se verifica trivialmente y por tanto, la expresién
local de los campos de Reeb es, en este caso

0 o,

=5at FZA@—qi + [(R)Y]

0

\v i _ 7
(RL)Y b (7.43)

donde las funciones [(Ry)Y]% verifican la ecuacién (7.41)).

Observacién 7.21 En lo que se refiere a la existencia de los campos de Reeb
(Rp)Y,...,(Rr)Y podemos afirmar lo siguiente: por ser el lagrangiano L regular,
de la ecuacién podemos definir, en un entorno de cada punto, un campo de
k-vectores que verifica . Posteriormente puede construirse un campo de k-
vectores global (R)Y = ((R.)Y,...,(R.)Y), el cual es solucién de (7.39), usando

particiones de la unidad.

B. Ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange asociadas a una conexién IIana‘

En la secciéon del capitulo [0, hemos descrito la formulacién Hamiltoniana k-
cosimpléctica de las teorias clasicas de campos, sobre cualquier variedad k-cosimpléc-
tica.

En la subseccién anterior hemos visto como cada conexién llana V nos permite
dotar a la variedad R¥ x T}Q de una estructura k-cosimpléctica dependiente, al
menos “a priort” de dicha conexién.
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De este modo, escribiendo las ecuaciones geométricas de Hamilton para la
estructura k-cosimpléctica (dt?, (wr)a, V) y reemplazando H por EY, se obtiene el
siguiente sistema de ecuaciones:

dtA(Yp) = o4,

- A v ; V (VY A (7.44)
Z wy,(wi)y =dE} — Z (Rr)a(Ep)dt”,
A=1 A=1
para algin campo de k-vectores (Y7,...,Y%).

Proposicién 7.22 Sea L : RF x T1Q — R un lagrangiano regular. Si la conezién V
tiene curvatura cero entonces las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange
Yy asociadas la conexion estdndar y a la conexion V, repectivamente, tienen
las mismas soluciones.

Demostracion:

Supongamos que cada Y, se escribe localmente como sigue:

0 0 o,

Ya= [YA]Bat_B + [YA]iﬁ_qi + [YA]E@

para ciertas funciones [Ya|g, [Ya]’, [Ya]i € C®(R* x TLQ).

A partir de un calculo en coordenadas locales, analogo al desarrollado en la
Seccion [7.2.2) y utilizando la regularidad del lagrangiano L, asi como las expresio-

nes locales (7.38), (7.41) y (7.43) de (wr)d v (Rr)Y deducimos que (Yi,...,Y)) es
solucién de ([7.44]) si, y sélo si

k
i i oL OL
vl = o =i 3 (5) - 5

aL<am, JOTL, o, 'Mﬁ):o, (745

: = — -, —
ovYy \ ot A0 OtC C g

Ademads teniendo en cuenta que la curvatura de la conexién es cero y que
ori, _,orh  or, _ or

oA T Ay ot O ogi
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son las componentes de la curvatura, ([7.25)), obtenemos que la ecuacién ([7.45) se
verifica trivialmente y por tanto (Y71,...,Y:) es solucién de (|7.44) si, y sélo si

k
o oL\ oL
_ B i, o
Yalp =05, [Yal' =i, AX::IYA (@) =9 (7.46)

Obsérvese que las ecuaciones (6.42)) que caranterizan los campos de k-vectores
lagrangianos coinciden con las ecuaciones ([7.46). Asi obtenemos el resultado del
enunciado.

[l

Observacion 7.23 Si reescribimos las Proposiciones y en el caso particu-
lar £ = 1, obtenemos los resultados relativos a Mecanica Auténoma con conexiones
no-estandar de recogidos en A. Echeverria-Enriquez et al. [34] .

7.4. Equivalencia entre los principios variaciona-
les: caracterizacion de la energia.

Consideremos la funcién energfa lagrangiana E} asociada a una conexién V en
el fibrado trivial 7gr: RF x @ — R* y a un lagrangiano L: R* x T!Q — R.

En esta seccién demostraremos que esta funcién E} establece la equivalencia
entre los principios variacionales asociados a la formulacién k-cosimpléctica lagran-
giana y hamiltoniana, esto es, existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto
de soluciones de las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl y el conjunto de
soluciones de las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange .

7.4.1. Elementos geométricos.

Comenzamos esta secciéon introduciendo algunos objetos geométricos que nece-
sitaremos a lo largo de la misma.
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A partir de las 1-formas en R* x (T}})*Q
0= (if)0, 08y wd =04 —pd

construimos las siguientes k-formas en R x (T}1)*Q
k k k
0=> 0 Nd"h O =) 03 AdTH, o =) ngadTi,
A=1 A=1 A=1

©=60—-Hd"%, Oy=06y—H'd",
donde d*t = dt' A ... A dtF es el elemento de volumen en R* y
d" Mt =1 5 d't.
oA

Recordemos que la forma © ya fue introducida en ([6.4]) para desarrollar el prin-
cipio variacional que nos proporciona las ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl.

Por 1ltimo, con las 1-formas
oA Lo oA
@L = dL (@) Sth + ELdt

que hemos definido en (|7.11)) construimos la k-forma ) 1 en R¥ x TQ como sigue

k
éL = Z é? A dkiltA .
A=1

En la siguiente proposicion se establecen algunas de las propiedades que verifican
estas k-formas:

Proposicion 7.24 Se verifican las siguientes relaciones:
(1) 6, = (FL)O.

(3) (FL)*6y = O, + EY d*t.
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Demostracion:

(1)

(2)

Dado que (FL)*04 = 05 obtenemos

(FLY'© = (FL)*(0 — Hd"t) = (FL)*(i 04 A d" 1t — Hdbt)

k k
= D (FL0* Ad* " — (FL)*Hd*t = Y 07 Ad* 't — Erd’t.
A=1 A=1

Por otra parte, de ([7.13)) se sigue,

k

k
_ 1 . OL
O = Y Opndtt=>" (9;‘ - (E(SQL —vggvil)dtﬂ A dFA
A=1 A=1

d | oL
= D 0P AT ) (205l — v ) dt? ) AdETE
— 4 k ovy

=1

k
- 0L
= > 0 Ad T+ Ldvt - vga—id’ft
A=1 Ya
k
= > 0 AdH — ELdit
A=1
Por lo tanto O, = (FL)*O .
La primera igualdad es consecuencia de 4 — 04 =nd, A=1,... k.

Para la segunda igualdad, consideramos la expresién local (7.23)) de nd y te-
niendo en cuenta que por ([7.26]) se verifica

k
9,
HY = H - Zﬁé(%)

obtenemos

k k
. 0
o A k—1;A _ A1 B k—1,A A ky YV gk
Uv—;ﬁv/\d th = pATLdtP A dF 1t —[;nv(at—A)]dt—(H—H )d*t
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(3) De 1y 2 se sigue,

(FL)*0y — O, = (FL)*0y — (FL)*© = (FL)*(6y — ©)
— (FL)*(0y — 0+ 0 — ©) = (FL)*(HY — H)d"t + Hd"t)
= (FL)*(HVd*t) = EYd"*t,

donde en la tltima igualdad hemos utilizado la definicién de HY, esto es,
(FL)*(HY) = EY .

7.4.2. Caracterizacion de la energia.
Lema 7.25 Sean 3 una k-forma y f una funcién en R¥x T} Q. Para cada aplicacidn

$g : U CR* — Q, con soporte compacto y donde U es un conjunto abierto de R,
las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) (65" (fd*t) = (65

(i) f¢5]<U> fd't= fqb[é]w)ﬁ'

Recordemos que qﬁg} : U CRF - R* x TLQ denota la primera prolongacién de ¢q.

Demostracion:

Trivialmente (i) = (i7) ya que

5t — Wy« (£ qkp) = [y g — ‘
Lg](U)f ' /U< Wy fat) /U<¢Q>ﬁ )?

Reciprocamente, si (i) no es cierto, entonces existe una aplicacion
oo U C R* — Q

tal que
(60)"(F d't — ) # 0
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y por tanto existe s € U y un entorno cerrado V de s tal que, considerando

v=¢glv:V —0Q
entonces

/ (Jd't - B)£0,
(V)

asi (71) es falso.
O

Proposicién 7.26 La funcién energia lagrangiana EY introducida en la Definicion
es la tinica funcion definida en R¥ x TLQ que cumple la condicion
(60)"(BY d't) = (¢))"(FL)"0y — Ld*t)

para cada aplicacion ¢g : U — Q.

Demostracion:

Unicidad: Sean f y g dos funciones verificando la condicién del enunciado. Tri-
vialmente se verifica que

0= (@5)((f = 9)dt) = ((f —g) o 0l ) &'t

entonces

0=(f—g)odgt)=(f—9)iie),

donde ¢ = (idgk, ¢q).

La tltima igualdad implica que f—g = 0, ya que cada punto de R*xX T} Q = J'fps
es de la forma jl¢.

Ezistencia: Del item (3) en la Proposicién obtenemos

k
(FLy0y — Ld*t = ©p+ EYd"t— Ld"t = Of Ad* 't" + EYd"'t — Ld"t
A=1

1
(dL o Sya + ELth) AdFUA 4+ EY dt — Ld*t

hE

b
Co
_

— dL o Sya A d* 14 + EY d*t

i



7.4.3 Equivalencia entre los principios variacionales. 301

Entonces
k
(6 (FLY by — Ld‘t) = (0§)) (3 dL o Sya Ad* M4 + EFd'1) = (o))" (BT ')
A=1

donde hemos utilizado la igualdad

k
(60) (> _dLo Sya Nd*'tY) =0, (7.47)
A=1

que demostramos a continuacién.

Veamos que (|7.47)) se verifica. De la expresion local ((7.10) de Sy4, tenemos

oL . .
dL o Sy = %(dqz — vhdt?)
entonces
k k ol ‘ '
D (dLoSya Nd* 't =) oo (dd' = vihdtB) A dF A
A=1 A=1 A

pero, por otra parte

v
A=1 0 A

k
w%*( aLma—%a%Af*#>

k
A

= on’
k . .
3 OL )\ (9@ 0¢q) .5 0 0dq) ,p k1,4
ot ((%34 O%) ( om g )N =0

obteniendo asi la identidad ((7.47)).

7.4.3. Equivalencia entre los principios variacionales.

Los resultados que se han ido desarrollando a lo largo del capitulo, y en especial
la 1ltima proposicion que se ha demostrado, nos permiten mostrar la equivalencia
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entre los principios variacionales que nos proporcionan las ecuaciones de Hamilton-
De Donder - Weyl y de Euler-Lagrange, recordemos que estos dos principios varia-
cionales han sido desarrollados en las secciones [6.1.2)B y [6.2.3|B, repectivamente.
Ademés vamos a ver, utilizando la Proposicién que una vez que hemos elegido
una conexién V, la funcién energia, EY, es la tinica funcién que establece dicha
equivalencia.

Del Lema y la Proposicién deducimos que para cada ¢g : U C R — @Q
con soporte compacto, se verifica

J

y asi, de la Proposicion [7.24) obtenemos

EY d*t = / (FL)*0y — Ld"t)
) (%))

(1]
Q

/ Ld*"t = / (FL)*@V—E,det:/ 0 =
(%)) s ) )

= / (FL)*© = / )
s) FLogy/(U)

Conocemos de la Seccién [6.2.3B que los campos solucion de las ecuaciones de
Euler-Lagrange ([6.34)) son los extremales del funcional

(7.48)

S(idgk, pg) = / Ld*t

35 (U)

y, en la Seccién [6.1.2B hemos probado que las soluciones de las ecuaciones de
Hamilton-De Donder-Weyl son los extremales del funcional

Entonces la igualdad establecida en ([7.48)) nos garantiza la equivalencia entre los
dos principios variacionales del formalismo k-cosimpléctico lagrangiano y hamilto-
niano, esto es,

¢ :UCRF - Q
es solucion de las ecuaciones de campo de Fuler-Lagrange si, y solo si,
FLog¢y : U C RF — R* x (T})*Q

es solucion de las ecuaciones de Hamilton-De Donder- Weyl.
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Observacion 7.27 Los resultados de A. Echeverria Enriquez, Miguel Munoz Le-
canda y Narciso Romén Roy recogidos en [34] relativo a la Mecanica Auténoma
coinciden con los anteriores en el caso particular k£ = 1.

En lo que sigue demostraremos que ciertos resultados relativos a la funcién ener-
gfa EY, demostrados para el caso k = 1, en [34] siguen siendo vélidos para un k
arbitrario.

Lema 7.28 Sean V una conexion en fipe: RF x Q — R* L : RF x T}Q — R un
lagrangiano, y X = (X1, ..., Xx) un SOPDE en R* x T}Q. Si

(7.49)

, . oL oL
Xn(T) = Xa(Ty), XA( )zaéa—qi,

vy
donde A,B=1,...,k, 1=1,...,n; entonces

XA(EY)=-YXL), A=1,... k.

Demostracion:

La prueba de esta afirmacién se realizard mediante un calculo en coordenadas
locales. Para ello haremos uso de las expresiones locales (6.29)), (7.18) y (7.19)) de
un SOPDE, Y} y EY.

Xa(EY) +Yi(L)

ory or'g\ oL [ ;ory A orL\ oL
ot otA ) av,  \Poag  Aoag ) v

0 - 0L - 0%L oL

7 X J : _ SAYH k Fk

* (8#‘8@ v A@ oLy T (Xa) ROV, 5Caqk) (ve = Te)
o Y R DAY/
= (G + b))~ G + k)05 ) 5o
L 2L 0L

+ ( +Aa ak+( A)JBavﬂéavg_Ca_qk)(”g_rg)
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— (XD~ Xall))
PL . 2L P Y A
i o gA%R ) (k1%
* (8#“81}5 v g vk, (Xa)s Ovg Ovk, % 8(12) (ve = T¢)

i . 0L oL oL
= (Xl = Xa(To) g+ (Xagg) ~ g ) 06 1)

de donde, teniendo en cuenta la hipotesis, se obtiene que

XA(EY)+YML)=0.
]

En el capitulo anterior, Teorema [6.32] se ha probado que si L es un lagrangiano
regular y X = (X3,..., X}) es una solucién integrable de las ecuaciones geométricas
de Euler-Lagrange , entonces X es un SOPDE. Teniendo en cuenta esto y el
lema anterior se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 7.29 Sean L un lagrangiano reqular y (X1, ..., Xy) una solucion inte-
grable de las ecuaciones geométricas de Euler-Lagrange, . Supongamos ademdas
que L, X4, y V satisfacen las hipdtesis del lema anterior.

Bajo estas condiciones, si el lagrangiano L es invariante por las prolongaciones
Yj, esto es, si se verifica

YX(L) =0,
entonces EY es constante a lo largo de las secciones integrales de (X, ..., Xy).
Demostracion:
Por ser L un lagrangiano regular y (X7,..., X}) una solucién integrable de las

ecuaciones geométricas de Fuler-Lagrange ([6.43]), entonces (X1, ..., X%) es un sOp-
DE. Asi estamos en condiciones de aplicar el lema anterior de donde se deduce que

XA(EY)+YiL)=0.
Ademés, por hipétesis Y} (L) = 0 y por tanto

Xa(EY)=0.
Sea ¢!(t) un seccién integral de (X1,. .., X;) entonces
0 0
0= Xa(o(t))(EY) = ¢E](t)(at—,4)(ELv) = G?(ELV o) 1<A<E.
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Observacion 7.30 En el caso £ = 1, si X es el campo de vectores dinamico en
R x T'Q, entonces X es un SODE y satisface trivialmente (7.49)) del lema anterior
porque es solucion de las ecuaciones dinamicas

Zxdt = 1, ZxQL =0.

Por lo tanto en este caso X (EY) = —Y!(L), que es la afirmacién del Teorema 1 en
[34].

Proposicién 7.31 Sea L un lagrangiano regular tal que las componentes de la
transformacién de Legendre [F L(t,wq)]* son distintas de cero en todo punto (t,wq) =
(t,Ulq, . ,qu) c RF x Tle

Consideremos una aplicacion f : R¥ x TLQ — RF, entonces existe una cone-
zion V tal que la funcién energia EY asociada a esta conexién y al lagrangiano L,
esta definida por

k
BY =2 Ja
A=1

dondefA:WAOf:]RkngQiRkﬂR.

Ademdas, si L es reqular y (Xq,..., X)) es una solucion integrable de las ecua-
ciones geométricas de Fuler-Lagrange que satisface las condiciones Y

k
XA(Z fB) = 0 entonces
B=1

Demostracion:

Dada una aplicacién f = (fi,..., fx) : RF x Q — R¥, consideramos la conexién
V, del fibrado trivial 7gr : R*¥ x Q — R¥, definida por las relaciones

DA
Z?A@ = _fA7

donde Y7, ..., Y; denotan los campos de vectores asociados a la conexién V que han
sido introducidos en la definicién [.121
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Entonces

Asi, teniendo en cuenta que XA(Z fB) = 0,1 < A <k, y aplicando el Lema
B=1

[7.28] se obtiene .
Yi(L) = —=Xa(EY) = =Xa(D_ f5) =0.
B=1



Capitulo 8

Formalismo k-cosimpléctico en
algebroides de Lie.

En la primera parte de esta memoria hemos demostrado que la formulacion k-
simpléctica se puede extender al contexto que proporcionan los algebroides de Lie.

En el presente capitulo vamos a realizar un estudio similar en el contexto de la for-
mulacion k-cosimpléctica. Ademas demostraremos que la formulacién k-cosimplécti-
ca estandar desarrollada en el capitulo [6] se corresponde con la teoria que desarro-
llaremos en este capitulo cuando consideramos como algebroide de Lie el fibrado
tangente.

Los conceptos y resultados sobre algebroides de Lie que se necesitan a lo largo
de este capitulo se encuentran en las secciones [5.1] y [5.2] del Capitulo 5

A lo largo de este capitulo denotaremos un algebroide de Lie sobre () por
(E7 [['7 ']]E7 p)

8.1. Formalismo lagrangiano k-cosimpléctico en al-
gebroides de Lie.

En esta seccién vamos a desarrollar el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico
en términos de algebroides de Lie. Ademas comprobaremos que el formalismo la-
grangiano k-cosimpléctico estandar, véase la seccion es un caso particular del
formalismo aqui desarrollado.

307
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8.1.1. Elementos geométricos.

En esta subseccion vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico en algebroides de Lie.

k
A. La variedad RFx & E.

La formulacién k-cosimpléctica de las de las ecuaciones de campo de Euler-
Lagrange, descrita en el Capitulo @ se desarrolla en la variedad R* x T} @, donde
recordemos que T} @ denota el fibrado tangente de las k'- velocidades de una varie-
dad @, esto es, la suma de Whitney de k copias del fibrado tangente.

Si pensamos un algebroide de Lie F como un sustituto del fibrado tangente, es
natural pensar que, en esta situacién, la variedad

ky X ok k
R°x & E=R" x (E® .*. ®F),
k
va a jugar el papel de R* x T Q. Asf los elementos de R¥x & E son de la forma

(t,aq) = (t,a1q, - - -, Grq) -

k
Denotaremos por p: R¥x @ E — @ la proyeccién canénica definida por

P(t,aiq, -, arq) = 9.

k
A continuacién vamos a describir un sistema local de coordenadas en R¥x & E.

Sea (¢', Y*)1<i<n, 1<a<m un sistema de coordenadas locales en un abierto 7= (U)
de F, siendo (q")1<;<n las coordenadas en un abierto U C @ de la variedad base Q.
Definimos el sistema de coordenadas locales

(tAa qi> yi)lﬁign, 1<a<m, 1<A<k
o~ k .
en p~H(U) C RFx @ E como sigue:

At a1qs - akg) = A(E), (b aig, .- arq) = ¢'(a),

(8.1)
y%(ta Cqu? cee 7a’kq> = ya(aAq) ;
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k
donde (t,a1q, ..., akq) € RFx @ E.

k
Estas coordenadas dotan a RFx & E de una estructura de variedad diferenciable
de dimensién n + k(1 4+ m).

K
B. La prolongacién de un algebroide de Lie mediante p: RFx & E — Q.

En la seccion del capitulo [5| hemos recordado la definicién de T¥ P, esto es la
prolongacién de un algebroide de lie £ mediante una fibracion 7: P — Q.

A continuacién consideramos el caso particular
P=R'x & E
y la fibracion
D:RFx é E—Q,
esto es, (véase la Seccién [p.2),

oP

E(Tok K — k k E—— k k
T*(R*x @ E) = E xpq T(R*x & E) T(Rx @ E)

T1 Tp

E ? TQ

TP(REx & E) = {(dq, Viene) € B x TR x @ B)/ plag) = Th(vng)} . (8:2)

Teniendo en cuenta los contenidos de la Seccién y considerando el caso
particular P = E® .*. ®F obtenemos:
k k k
X D =0 Xr X D es un algebpbroide de Lie sobre X &
1) TE(RF E) = E xpq T(RF E lgebroide de Lie sobre RF E
con proyeccion
~ k k k
T 4w TR OE)=Exp TR x @ FE) — Rx @ E
REXPE
y estructura de algebroide de Lie ([-,-]?, p? ) donde el ancla
- k k k
P TERIX @ E) = Expq T(R*x @ E) — T(R*x @ E)

es la proyeccion sobre el segundo factor.
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(2)

(3)

(4)

, k
Si (4, ¢',y%) denota un sistema local de coordenadas de R*x & E entonces el

k
sistema de coordenadas locales inducido en T¥(R*x @ E) es

A i a _« «
(t 4 Y 2 7UA7wA)1§i§n, 1<0<n/, 1<a<m

donde, véase (5.15]),

tY(aq, veng) = tHE) . 2%(aqVepy) = ¥*(aq) .
¢(aq, Vepy) = (@),  valaq Viby) = Vepy (), (8.3)
Yi(aq; Vepy) = Yi(bg), wi(ag, Vieny)) = Vieby) (W3) -

De (5.16]) obtenemos que el conjunto {Y4, X, V4} definido por

k k k
Y4: Rfx @ F — TERx @ E) = ExpqT(RFx @ E)

0
A .
(t,bq) ’ Y (t,bg) = (Og; A (t,bq)>7

L kg A Bk X _ .
Xo: RXBE — T*R*XxDBE) = ExrgT(R*% @ E)
0
oq*

(8.4)

(t,bg) Xa(t,bg) = (ealq);pi(a) )

(tqu)
k k k

Vi Rfx @ F — TERx @ E) = ExpqT(Rfx & E)

0

t,b — VA(t,bg) = (0g; =—
(t.ba) (600 = (O4ig

Y

(tqu)

k k
es una base local de secciones de ’FR’V T TE(RFx @ FE) - Rfx @ E.
X

k
A partir de ahora denotaremos por Sec(T¥(R¥x @ E)) el conjunto de secciones

de ,7\: k-
REXDE

A cada seccién

ER*x & E — TR & B) = E xro T(R*x & E)
: = TQ

de 7 Lk le asociamos un campo de vectores por medio del ancla del alge-
R*x@®FE

- k k
broide p?: T¥(RFx & F) — T(RFx @ E).
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(5)

(6)

Si € se escribe localmente como sigue:

A «a annA E/mk k
£ =EAY" + X, + &4V € Sec(TH(R*x @ F))
entonces, reescribiendo la expresion ((5.17)) para este caso particular obtenemos,

e 9 ¢ x(Rix & B). (8.5)
A

e d
pPE) = antA+Paf g

El corchete de Lie de secciones de T T queda determinado a partir del
Ex&E
corchete de los elementos de una base de secciones,

[[yAyyB]]ﬁ - 0 bl [[1314’ :‘X:Oc]]5 - O 9 [[yA7’Vg]]I~3 - O 9 (8 6)
[Xa, Xs]P = CLX,, [Xa,VEPP = 0, [VAVE]P = '

Si {Ya, X, V4} es la base dual de {Y4, X, V4}, de las expresiones (5.20) que
caracterizan la diferencial exterior en el algebroide prolongacién obtenemos
que

B(RE of i Of o | OF
dg- R X®E)f (9tAyA+ aa Z:X: a a Y (87)
k
para cada f € C°(R*x @ E) y ademés
dtrE(kaéE)yA - 0
FEEREEY T = —iegﬁxanﬁ (8.8)
d‘J’E(kae’éE)v'A = 0.

k
A lo largo de esta seccién denotaremos la diferencial exterior d7" ®*x®E) gim-
plemente por d.

k
Observacién 8.1 En el caso particular £ = TQ la variedad TZ(RF¥x @& E) se
identifica con T(R* x T} Q).
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En efecto, consideramos la prolongacién de T'Q mediante pg : R* x T}Q — Q.

Asi de se tiene
JT(RFx & TQ) = TT(RF x T} Q)
= {(ug Vitwg) € TQ X T(R* x T} Q) /uq = Tpo(vw,)}

= {(TpeVtwa)) Vitwa)) € TQ x T(R* x T3Q)/ (t,wq) € R* x T;Q}
= {vpwy € T(R* X TLQ)/ (t,wq) € RF x TIQ} = T(RF x T1Q) .

(8.9)

| C. Levantamiento vertical A-ésimo. |

i k
Definicién 8.2 [2]] Un elemento (aq,V(by)) de la prolongacion T¥(RFx & E) =
k
E x7¢9 T(R*x & E) se dice vertical si verifica
/7\:1 (CLq, U(t,bq)) = Oq el

donde

k k
T1: TPRFx @ E) = ExrqTRFx & E) — E,
(aq, V(s bq) = aq
k
es la proyeccién sobre el primer factor E de T¥(RFx & E).

k
La definicién anterior implica que los elementos verticales de 7¥(R*¥x & E) son
de la forma

k
(OCU U(t’bq)) < (‘]'E(ka S E)

k k
donde vy € T(R*X & E) y (t,by) € R*x & E.
Ahora bien, teniendo en cuenta la definicién (8.2), que determina los elementos

k
de TE(RFx @ E), la condicién que de un elemento sea vertical significa que

0 = Tt by D(v(t, by)) ,

k
es decir el vector v, es vertical respecto a la proyeccién p: Rfx & E — Q.
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Por lo tanto, si consideramos un sistema de coordenadas locales adaptadas

. k
(t4,¢%,y%) en R¥x @ E entonces se verifica que el vector v es de la forma:

0 k
= UA—— 2 € Tiuny(RFx © E).
it = U455 gy By g € b )
Definicién 8.3 Para cada A =1,...,k consideramos la aplicacion

Va . ko X Bmky &y — ko F
M Exg(R*x @ E) — T*(R*xDE)=ExpqgT(R*x & E)

(8.10)
(ag,t,bq) — &Y (aq,bq) = (Oq’ (aq)zﬁbqo

k
donde aq € E, (t,bq) = (t,b1q,...,brq) € RFX & E y el vector (aq)&“bq) €
k
Tty (REx @ E) estd definido por

d
(CLq)VA )f [, b1y, bag +saq, ..., byy), 1< ALk, (8.11)

ds s=0

k
para una funcion arbitraria f € C°(RFx & F).

Denominamos a la aplicacion €4 la aplicacion levantamiento vertical A-
ésimo.

De (8.11]) deducimos que la expresién local de (aq)KAbq) es

\% 0 k
‘A «a k
= — e T Rf'x & F), 1<A<Ek 8.12

siendo (¢*,y®) un sistema local de coordenadas en E y (t4,¢',y%) el inducido en
k
Rfx @ E.
En (8.12)) se observa que el vector

k
(00) ((q) € Tltoa) (RFx @ E)

k
es vertical respecto a la aplicacién p:R¥x @& E — (. Esto nos garantiza que

k
£V4(aq, t,bq) es un elemento vertical de TZ(R¥x & E).



314 8 Formalismo k-cosimpléctico en algebroides de Lie.

De las expresiones (8.4)), (8.10)) y (8.12) obtenemos que £V4 se escribe en funcién

de la base local

(Y4, Xa, V5}

k k
de secciones del fibrado vectorial ?Rk K TE(R*x @ FE) — RF¥x @ E como sigue:
X

0
£V (aq; t,bq) = (0,9 (aq) 5 o )= ya(aq)\?£(t,bq), 1<A<k. (813)
Oy | (t.ba)
Observacién 8.4 Los levantamientos verticales £V1, ..., &Y, que hemos definido en

ese apartado, nos permitiran introducir en los apartados D y E de esta subseccién

k
dos familias de objetos geométricos canénicos en T¥(RFx @ E): los endomorfismos
verticales y las secciones de Liouville.

k
D. Endomorfismo verticales en T¥(R¥x & E).

En la seccién hemos definido una familia S',...,S* de tensores de tipo
(1,1) en R* x T} Q. Esta familia de tensores de tipo (1, 1) se emplea en el desarrollo
de la formulacién lagrangiana k-simpléctica de las teorias clasicas de campos de
primer orden.

En este apartado vamos a introducir el objeto andlogo en el contexto de los
algebroides de Lie.

Definicién 8.5 Para cada A = 1,...,k se define el endomorfismo vertical A-

k k
ésimo en T¥(RFx @ E) = E X109 T(R*x & E) como la aplicacién

QA . Bk X Bk [k
S T(RX@E) — ‘J’(RX@E) (8.14)

(aq; U(‘mbq)) = SA(am U(tqu)) =130 (aq,t,bq),

k k
donde aq € E, (t,bq) eERFx @ FE Y Uit,by) € T(mbq)(RkX D E)

Lema 8.6 Consideremos

{yAJ :X:Ou vé}lSASk, 1<a<m
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k k
una base local de secciones de 7 = TE(REx @ E) - Rfx @ E y sea
X

{HA; xa’ vi}lSAgk‘, 1<a<m

la base dual asociada.

En estas bases, la expresion local de S4 es:

SA=3"Vviex*, 1<A<k. (8.15)
a=1

Demostracion:

La expresion local de S4 es consecuencia de las expresiones 1) y 1) En

efecto, teniendo en cuenta estas expresiones obtenemos
§A<HB(t7bq)) = §VA(Oq,t,bq) = y%(0q>vg(tabq) =0,

S4(Xa(tibg)) = € (ea(@),t,bq) =y’ (eal@))V5(t,bg) = Vi (t, by)
SA(Vg(tabq» = gVA (0q7tﬂbQ) = yi(OQ>Vé(t7bq) = U,

k
para cada (t,bq) E R¥x & Eycada A,B=1,...,k,a=1...,m.

O

Observacién 8.7 Los endomorfismos S, ..., S¥ que hemos definido en este apar-
tado nos permitiran introducir las “secciones lagrangianas.®® el formalismo Lagran-
giano k-cosimpléctico en algebroides de Lie. Ademés también nos permitirdn caracte-

k
rizar ciertas secciones del fibrado prolongacién T¥(R*x @ FE) denominadas SOPDE’s
(que definiremos en la subseccién siguiente).

Observacion 8.8 Reescribiendo la definicién de §1, e ,gk en el caso particular

E =TQ y p = idrg obtenemos los campos de tensores canénicos S*,..., S* en
R* x T Q, véase el capitulo [6]
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| E. Las secciones de Liouville. |

En este apartado vamos a introducir la segunda familia de elementos geométricos

k
candnicos que consideraremos en la prolongacién T#(RFx & E).

k
Definicién 8.9 La seccién de Liouville A-ésima en T¥(RFx @ E) es la seccion

N K k
Ay de ?Rk - TE(R"x & E) — Rfx @ E definida como sigue
X

. k k k
Ay:Rfx d F — TE(RFX @ E)=F xpq T(RFx & E)
(t7bQ) = 3A<t>bq) = SVA(pTA(tabOI)a ta bq) = fVA (bAqatabq)

Y

k k
donde (t,bq) = (t,b1q,---,brq) ER*X @ E y pra :® E — E es la proyeccién sobre
k
la A-ésima copia de E en ¢ E.

De la expresién local (8.13) de €4 y teniendo en cuenta que
ya(bAq) = yal(t, blq7 e 7bkq> = yil(t, bQ)

se obtiene que la seccién A A tiene la siguiente expresiéon local
Ag=>15v4, 1<A<k, (8.16)
a=1

en la base local de secciones de ?Rk . dada por {Y4,X,, V2} y que definimos en
X

)

Observacién 8.10 En el caso estandar, esto es, cuando £ = T'() se verifica que
cada seccion A 4 se identifica con el A-ésimo campo de vectores de Liouville o campo
de vectores candénico Ay en R* x TQ, (véase el capitulo @

<

En el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estandar los campos de vectores
canonicos Ay, ..., A, son utilizados para definir la funcién energia lagrangiana.

De modo analogo, en el contexto que nos proporcionan los algebroides de Lie
sucede algo similar ya que, como veremos en la seccién [8.1.3 definiremos la funcion
energia lagrangiana a partir de las secciones de Liouville Ay, ... Ay.
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8.1.2. [Ecuaciones en derivadas parciales de segundo orden.

En el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estandar las soluciones de las ecua-
ciones de campo de Euler-Lagrange se obtienen como secciones integrales de ciertos
campos de k-vectores en R* x T} Q que denominamos SOPDES.

Con el fin de introducir el concepto de SOPDE en este capitulo vamos a recordar
el concepto de SOPDE en R* x TLQ, (para més detalles véase la seccién [6.2.2)).

Un sopPDE, X = (Xi,...,X;), en RF x T'Q es un campo de k-vectores en
R* x T Q, esto es, una seccién de

Tﬁkxw THRF x THQ) — RF x TQ
tal que
At Xp)=06p v SAXa)=As, 1<AB<E

donde A, y S# denotan los campos de vectores canénicos v los campos de tensores
candnicos en R* x T Q que han sido definidos en la seccién

Basandonos en esta definicién introduciremos la definicién de SOPDE en alge-
broides de Lie.

k k
Denotaremos por (T¥)L(RFx @& E) la suma de Whitney sobre R*x & F de k
k
copias de TE(RFx @ E), esto es,

k k k
(T(R*x & E) = T*(R*x @ E)o .*. @T"(R*x & E).

k
Teniendo en cuenta que TZ(R¥x @ F) es el analogo en algebroides de Lie de

k
T(R* x T!Q) es trivial comprobar que (TP)}(R¥x & E) va a jugar el papel del
fibrado T} (RF x T1Q), esto es, el fibrado de las k'-velocidades de R¥ x T1Q.

Es evidente que una seccion
k k
ERx @ E— (TF),(RFx @ E)

k k
de (TF)L(R*x @ F) induce una familia {£;, . .., &} de secciones de T¥(RFx & E) sin

k
més que proyectar sobre cada factor de la suma directa que define (T7%):(R*x @ E).
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Definicién 8.11 Una seccidn
k k
E=(&,....6) Rix @ E — (TP),(Rfx @ E)

k
de (TE)L(R*x @ E) se dice una ecuacién en derivadas parciales de segundo
orden (SOPDE) si verifica

SAE)=A4 y Yp(a)=0n, 1<AB<Ek.

Lema 8.12 Sea

A, L >

k
una base local de Sec(TE(R¥x @ E)). Entonces un SOPDE £ = (&1,...,&) se escribe
localmente como sigue:

Ea =Y+ 95X, + (E2)EVE | A=1,...k, (8.17)

k
donde (£4)2 son funciones definidas en RFx & E.

Demostracion:

Una seccién &4 se escribe, en la base {44, X,, V4} como sigue:
Ea=(£a)BY" + E0Xa + (£4)BVE

k
para ciertas funciones (£4)p, £5, (£4)8 € C*(R*x & F).
Por ser £ un SOPDE verifica
SAEA) =Aa vy Yp(Ea) = 0p, 1<AB<k.

Entonces, a partir de estas relaciones y de las expresiones locales (8.15]) y (8.16) de
S4 vy A4 obtenemos:

0p=Yp(€a) = ()7 v y§VA= A4 = 54(Ea) = £5V4,

de donde se sigue que
)’ =05 v &=ui.
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En el siguiente lema demostraremos que cada SOPDE & nos permite definir un

k
campo de k-vectores en RFx @ E.

k k
Lema 8.13 Sea { = (&,..., &) Rfx & E — (T7)3(RFx & E) una seccidn de
k
(TEYVL(RFx & F). Entonces

(P&, PP(6)): REx & E — TH(RFx & E)

k
es un campo de k-vectores en RFx @ E.

Recordemos que
- k k Lk
PP TERFx @ E) = E xrg T(R*x @ E) — T(R"x @ E)

k
es el ancla del algebroide TE(RFx @ E).

Demostracion:

Es una consecuencia directa del Lema y del hecho de que cada &4 es una
k
seccion de TE(R*x @ F).

O
En un sistema local de coordenadas se verifica que si
A« anB k, [k
§a =197 +yiXa + (§4)5Va € Sec(R*x @ E)
entonces
PER) = o+ P + (€0 € X(RYx & B) (8.18)
oA TR Y%

Para finalizar esta subseccion vamos a introducir el concepto de seccion integral
de un SOPDE en el contexto de algebroides de Lie.

Definicién 8.14 Una aplicacion

k
nUCRF S RFx @ F
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es una seccion integral de un SOPDE & = (&y,...,&) sin es una seccion integral del

k
campo de k-vectores en RFx © F

(PP(€0)s- -+ PP (&)

asociado a & (véase el lema anterior). Es decir, n es una seccion integral de & si y
solo st,

5 0
PPEA)(n(t)) = n.(t) { 5.7

), 1<A<k. (8.19)
t

k
Sin:U CRF - RFx @ E se expresa localmente como sigue

n(t) = (na(t),n'(t), na(t)),

entonces, de la expresion local (8.18)), deducimos que (8.19) es equivalente a la familia
de identidades

onp

on'
A
Al =0

¢ P oA

= (EA)5(n(t)) - (8.20)

_ (e% t 7 _ b
,r]A( )pa7 OtA

=
8.1.3. Formalismo lagrangiano.

En esta subseccién vamos a describir la formulacion lagrangiana k-cosimpléctica
en algebroides de Lie.

Con la finalidad de simplificar la notacién, a lo largo de esta secciéon denotaremos

k
por d la diferencial exterior en el algebroide de Lie TZ(R¥x @ E), esto es,

d: = d‘IE(kaéE) '

k
Una funcién L : R*x @& F — R se llamard funcién lagrangiana. En primer
lugar vamos a introducir algunos objetos geométricos asociados a un lagrangiano L.

A. Secciones de Poincaré-Cartan o secciones lagrangianas.

De modo analogo a lo que ocurre en el formalismo k-cosimpléctico estandar, a
partir de los endormofismos verticales S*, ..., S* y dada L una funcién lagrangiana

k
se definen las siguientes 1-secciones de (TZ(RFx @ E))*
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O RFx &E — (TE(RF x & E))*
(t,bg) +— @é(tabq)

1<A<E

en donde ©4(t,by) es la aplicacién

A . (TE ok k — k k
@L<t7bq)- (T (R X @ E))(t,bq) = Eq XTQ T(t,bq)(R X @D E) — R

definida por la composicion

O (t,bq)
/A—p\
TR & By~ [TE(REx & By — TSR
esto es,
(O2) (6, ba) (s Ut.ng) = (A1) (50q) (5™)6q) (aq; V() (8.21)
siendo d = dT B x5E) 1y diferencial exterior de 7 (R*x é E), véase ({8.39).
Estas secciones ©},...,OF se denominan secciones lagrangianas o secciones

de Poincaré-Cartan.

k
Utilizando la expresion (8.39) de df = d7"®**®E) f con f = L se obtiene:

(O1)(t,bq) (g, Viebg) = (AL)(tbg)(S™)(6bq) (@as Vitbg))

e (8.22)
[PP((S™) (t14) (@qs Vit b)) L

k k
donde (t,bq) € R*x & F, (ag, Viebg)) € [TE(RFx @ E)ltpy) ¥

k
pp<(SA)(t7bq)(aq, U(t,bq))> c T(tVbq)(RkX S E)
A partir de las 1-secciones ©} ... OF definimos las 2-secciones

k k k
Qf Rfx O E — (TPR*x @ B))*A(TFR*x @ E))*, 1< A<k

por

Q= —de?, 1<A<k.
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Reescribiendo el apartado (2) de la Definicién de la diferencial exterior de
k
un algebroide de Lie para el algebroide T7¥(R¥x @& E), podemos escribir:

Qf(ﬁb@) - _d@f(&?&)

N ~ i} (8.23)
= [PP(&)I(O1(61)) — [PP(EDI(OL (&) + O ([&1, &]P),

k - -

para todo par &;,& € Sec(TH(RfFx @ E)) donde (pP, [-,-]°) denota la estructura de
k

algebroide de Lie de T¥(R*x @ F) definida en el punto (1) de la Seccién [8.2.1,B.

A continuacién establecemos las expresiones locales de ©4 y Q4.

Consideremos

=D =l L0

k k
una base local de secciones de ?Rk I TERix ® F) = R¥x @ By
X

=L =h, 1 x>

su base dual.

Entonces de ({8.5)), (8.15) v (8.22)) obtenemos
OL
i xa

O = X7,

1<A<k. (8.24)

De las expresiones locales (8.5)), (8.6), (8-39), (8-23) y (8.24) obtenemos para
cada A=1,...,k,

1 . O0’L - 0%L oL
Qf = (pzﬁ . — p +e7 == | x*AXP
2\"oq'oys  Togiay oy
) 4 t o 4 (8.25)
L L
+ 7?3 ~X*NYp+ BB XAV,
ot ayA ayBany

Observacién 8.15 Si consideramos el caso particular £' = T'Q) y p = idpq, entonces
QMNX,Y) =wi(X,Y), 1<A<LE,

donde X,Y son campos de vectores en R* x T}Q y wi, ..., wF denotan las 2-formas

lagrangianas del formalismo k-cosimpléctico estdndard definidas como sigue:  wi' =

—d(dL o J4).
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B. La funcién energia lagrangiana.

La siguiente definicién es la version en algebroides de Lie de la funcion energia
lagrangiana.

k
Definicién 8.16 Sea L : R¥x @& E — R una funcion lagrangiana. La funcion
energia

k
E;  RfFx & E—R

asociada al lagrangiano L se define como sigue
k ~ ~
Ep=Y pP(As)L-L.
A=1

<~ k
donde pP(A4) € X(R*x & E) son los campos de vectores asociados a las secciones
A4 y definidos por .

De (8.5) y (8.16) se deduce que Ey, tiene la siguiente expresién local:

k

oL k

E; = Zy;;a_a —~LeC*Rx @ F). (8.26)
A=1 Ya

Observacién 8.17 Si consideramos el caso particular £ = T'Q) la funciéon Ep, coin-
cide con la funcién energia del formalismo k-cosimpléctico estandar, véase el capitulo
[6l de esta memoria.

| C. Morfismos |

En la formulacién lagrangiana k-cosimpléctica, una solucién de las ecuaciones de
Euler-Lagrange es un campo

¢:RF - Q
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tal que su primera prolongacién
¢ : R — RF x T{Q

(véase la Definicion [6.23)) verifica las ecuaciones de campo de Euler-Lagrange, esto

es,
Z’“: Kl (8L > oL
— ot |t (%Jf4 Sl (t) ¢’

La aplicacion ¢ induce el siguiente morfismo de algebroides de Lie

$l(t)

TRF TQ
TRk TQ
R Q

y ademas se verifica
d(® ") = @ (dp)

para toda [-forma p en @), entonces
o= (T¢,9)

es un morfismo de algebroides de Lie, (véase la seccién m para recordar la defi-
nicién de morfismo de algebroides de Lie).

Recordemos la definicién de ¢! con la finalidad de introducir posteriormente el
objeto analogo en el contexto de los algebroides de Lie.

Consideremos la base canénica de secciones de Tk,

2 9
oty otk |

la primera prolongacién ¢! de ¢, se escribe como sigue:

0 0

() = (¢, o] ). Tedl ] ))-

Lo que acabamos de hacer es describir las soluciones de las ecuaciones de Euler-
Lagrange desde un nuevo punto de vista que nos permite pensar una solucién como
un morfismo de algebroides de Lie.
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Volviendo al caso de algebroides, sustituyendo el fibrado tangente 7'() por un
algebroide de Lie F y siguiendo una descripcion analoga a la que acabamos de hacer
obtenemos que el analogo del campo solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange
serd un morfismo de algebroides de Lie ® = (@, ®)

TRF F
TRk T
RF —5—@Q
Considerando
{eA }51:1

una base local de secciones de TR*, podemos definir una aplicacién

k
o R S Rfx @ E

asociada a ® y dada por

k
d:RF - RfxdE=RFx E® k. oF
t — (t76<€1(t))775(6k(t)))

Observacion 8.18 En el caso particular £ = T'Q y p = tdpq se verifica: & =

(Th, ), ea = 0/0t" la aplicacion ® se corresponde con la primera prolongacion de
la ¢:RF — Q, esto es,

® =M,
Denotaremos por ® : TR* — E un morfismo de algebroides de Lie ® = (@, ®)
entre i : TRF - RF y7: E — Q.

Ahora vamos a escribir las expresiones locales del morfismo de algebroides de lie
y la aplicacion asociada.

Sean |
(tA>1§A§k y (C]Z)1§z‘§n

dos sistemas locales de coordenadas en R* y (), respectivamente. Sea

{€A}1§A§k
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una base local de secciones de mgr : TR — R* y

{ea}lgagm

una base local de secciones de 7 : ' — (). Ademéds denotamos por

{eA}lgAgk y {ea}lgagm

las bases duales correspondientes. Entonces el morfismo ® : TR* — E estd determi-
nado por las relaciones

D(t) = (¢'(t)) vy @ = e’
para ciertas funciones locales ¢' y ¢% en R*.

Asi, la aplicacién asociada ® est4 localmente dada por
O(t) = (t,¢'(t), ¢5(t)) -
En este caso, las condiciones de morfismo de Lie (5.7) y (5.8) se escriben como

sigue _
99" _ 094 995

i pods Yy 0= 58 A T @‘gxaﬁ%qﬁ (8.27)

donde p!, y C‘,’Zﬁ son las funciones de estructura del algebroide de Lie F.

Observacion 8.19 En el caso estandar, esto es, cuando £ = T'Q y p = tdpq las
condiciones de morfismo anteriores se reducen a

L0 g _ 06
AT oA Y B T A

de modo que la segunda de estas identidades se puede escribir como sigue:

¢

62 ¢z 62 ¢z

OtBOtA — OtADtB

Asi, en el formalismo k-cosimpléctico estandar, considerar morfismos de alge-
broides de Lie y las aplicaciones asociadas es equivalente a considerar soluciones
¢:R¥ — @ vy la primera prolongacién ¢! de las mismas.
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D. Las ecuaciones de Euler-Lagrange. ‘

El siguiente teorema, principal resultado de esta seccién, es el andlogo, en el con-
texto de algebroides de Lie, del Teorema [6.32] que resume el formalismo lagrangiano
k-cosimpléctico estandar.

k
Teorema 8.20 Sea L : RFx @ E — R un lagrangiano reqular y
ko X BN ok
= (&, &) R @ E— (T7)(R"x & E)

k
una seccion de (TP)L(RFx & E) tal que

Yu(Ea) =08 | ZZgA 4= dEp + Z atA (8.28)
Entonces:

(1) & es un SOPDE.

(2) Sea ® = (®,®) un morfismo de algebroides de Lie entre Tgr : TRF — RF g
~ k
T:FE—Qysea®: R - R¥x © F la aplicacién asociada.
~ k ~ .
Si®:RF - Rix @ E, ®(t) = (t,0(t),p%(t)) es una seccion integral del

SOPDE &, entonces es una solucion del siquiente sistema de ecuaciones en
derivadas parciales

z’“: 9 < oL ) _ GO e L)
298 \ 0y L) paaq s~ PACasg,T 7 s
0 (8.29)
815’4 ¢ — ¢A(t)pa
6% DS N
0 = S| - 52| + ek

Estas ecuaciones las denominamos ecuaciones de campo de Euler-Lagrange
en algebroides de Lie.
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Demostracion:

Consideremos

=D =h, 1 x>

k k
una base local de secciones de ?Rk e TERx @ E) - REX D Ey
X

DSl 10>

su base dual.

k
Entonces cada &4 € Sec(T¥(R¥x @ E)) se escribe localmente como sigue:
4= (€4)BY" + E3Xa + (EAEVS

k
para ciertas funciones (€4)p, €%, (€4)% € C*(RFx & E).

Teniendo en cuenta esta expresion local, la ecuacion
yB(SA):é‘fa 1§A7B§k

implica que
(€a)p=04, 1<AB<k

Por otra parte, mediante un sencillo calculo en coordenadas locales y conside-

rando la expresion local de 4! dada en (8.25)) obtenemos:

k
02L 82L
16,07 = €5 a93+€i§—\7ﬂ3
Z_:l A OB dy Aoy

0°L s i O°L . 0L OL O0?L
—— 4 [ Y3l ; X,
(8’5"‘392{ “ (pﬁ doys  "ogay, oy} + g YEOYS
k
y de las expresiones locales y (8.26]) de d = 475 (R *DE) y E, obtenemos:

oL L ) [, e oL
dEL + 5794 =14 Y+ s ——5 Vet (Vie—5 — 5 | X°
LT G A T VAR 08 T YA G ap B B TP (yAaqzayf, dg
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k k
De donde se sigue que & : RFx & E — (TF)L(R*x @ E) es solucién del sistema
de ecuaciones (8.28) si, y sélo si,

(a)s = On,
oL oL
fAW = VigBaya
L PL
“ougows  oyiou) (8.30)

0?L s ; O°L - O°L oL 0*L
— e F O |+ (Ca)
ot4oy4 S (pﬁaqlayf{ P 8qi8y§ o 89%) (gA)Bﬁygé?yf}‘

o for 2L
Pe\og ~Mogay’ |

Cuando L es regular, esto es, cuando la matriz (

2L
Oy50y

) es regular, de la
tercera identidad de (8.30]) obtenemos

EG=vys, 1<A<Ek1<a<m,
y por tanto, cuando el lagrangiano es regular, se verifica que si
K, K N ok X
E=(&,. ., &) R'x @ F— (T9)(R*x @ E)

es solucién de (8.28)) entonces:

(1) & es un SOPDE en TF(R¥x é E) y se escribe localmente como sigue:
€a=Ya+ya%Xa + (EA)EVa
para ciertas funciones (£4)% € C>°(RFx é E)y
(2) las funciones (£4)% € C°(RFx é E) satisfacen las ecuaciones siguientes:

0L 5 . 0L 5 0L 0L 5 OL
NI P == e —— . 8.31
OtA0yS Yap B qioys (5A>Baygayg p dq’ YaTap oY (8.31)
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Sea ahora ® = (®, ®) un morfismo de algebroides de Lie entre e : TR* — R*
yvT:E—Qy

k
d:RF-Rfx @ E
la aplicacién asociada.
~ k
Si ®:R* —» RFx @ E es una seccién integral del SOPDE £ y
O(t) = (t, ¢'(t), #4(t))

es la expresion local de ® entonces de d8.20|), (|8.27|), d8.30|) y dS.BlI) obtenemos

k
o (0L 0L 5 oL
— | = = — e —
; otA (8y§{ 5(t)) Padgi |3 Pal m‘“@yl1 at)
a(b’t a 7
% ¢ - ¢A(t)pa )
oley 0% o
0 = S| - G2| +es skt

donde la ultima ecuacién es consecuencia de que ¢ es un morfismo de algebroides
de Lie. Denominamos a estas ecuaciones ecuaciones de Euler-Lagrange escritas
en términos de algebroides de Lie.

E. Caso particular: formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estandar. ‘

Como punto y final de esta seccién consideramos interesante senalar que el for-
malismo lagrangiano k-cosimpléctico estandar (véase la Seccién es un caso
particular del formalismo lagrangiano en algebroides de Lie, cuando £ = T(Q, la
aplicacion ancla p es la identidad en T'Q), (en este caso las constantes de estructura
son C)5 = 0).

En este caso se tiene:

k k
» RFx @ E se identifica con RF x T}Q, TE(RF¥x & E) con T(R* x T}Q) y
k
(TE)L(RFx & F) con T}H(R* x TQ).
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k
» La funcién energfa Ep, : R* x T}Q — R es ahora £, = Z A4 (L) — L, donde
A=1
Ay € X(RF x TLQ).

= Una seccion
= (611 6)  RFx & B — (T)}(RFx & B)
se corresponde con un campo de k-vectores en R* x T1Q
E=(&,..., &) RV xT'Q — TR x T} Q).

» Sea f una funcién en R¥ x TQ entonces

AEEED (v = df(v)
donde df denota la diferencial usual e Y es un campo de vectores en R¥ x TLQ.
= Se verifica que
QNX,Y)=wi(X,Y), (A=1,...,k),

donde w3 son las 2-formas lagrangianas del formalismo lagrangiano k-cosim-
pléctico estandar definidas en la seccion [6.2.11D.

» Asi, en el formalismo k-cosimpléctico estandar la ecuacién (8.28) se escribe
como sigue:

At (&) = Zz5AwL dE;, + Z a?th

» En el caso estdndar una aplicaciéon ¢:R*¥ — @Q induce un morfismo de alge-
broides de Lie (T'¢, ¢) entre TR* y T'Q. En este caso, la aplicacién @, asociada
a este morfismo, coincide con la primera prolongacién ¢! de ¢ dada por

Bt) = (6,700 2| ). To(0e] 1) = (6.

Asi, del Teorema y los comentarios anteriores, deducimos el siguiente coro-
lario, el cual es un resumen del formalismo lagrangiano k-cosimpléctico estandar.
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Corolario 8.21 Sea L : R* x T}Q — R un lagrangiano reqular y & = (&1, .., &)
un campo de k-vectores en R* x TQ tal que

k k
oL
A A A A
&) =08 D eeit = AP+ 3 Gt

A=1

Entonces:

(1) € es a SOPDE

(2) Si ® es una seccion integral del campo de k-vectores &, entonces es una solucion
de las ecuaciones de campo de FEuler-Lagrange . Observemos que ® =
¢[1]_

O

La relacién entre los elementos geométricos del formalismo k-cosimpléctico la-
grangiano estandar y en algebroides de Lie, que describimos anteriormente, se recoge
de un modo esquematico a continuacién:

= |Funciones lagrangianas.

e Algebroides de Lie:

k
L:Rfx & E — R.
o Fstandard:
L : RF x Tle — R.

. ’Secciones de Poincaré—Cartan.‘

o Algebroides de Lie:

k k k
Qf ‘Rfx & E — (‘J’E(ka @ E))*A (‘TE(]ka ®FE))*.
o FEstindard:
wf - RF x TQ — T*(R* x TIQ) A T*(RF x TlQ).
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Ecuaciones algebraicas.

e Algebroides de Lie:

8L
B A TE(RFxDE
95(€a) = 04 Z%AQ — T EER g, Z 5749

A=1

donde € = (&,...,&) : RFx 69 E — (TF)L(RF x @ E).

o FEstandard:
k

k
oL
A _ A A _ A
At (Ep) =0 . ) wewit =dEp+ Za?dt .

A=1 A=1
(&1,...,&) : RFE X THQ — THR* x TQ) es un campo de k-
vectores en R* x T Q.

Ecuaciones de campo. ‘

e Algebroides de Lie:

A (2),.) = A, et
= oA\ 9y law) p"‘@q sy Py s
8¢Z a ()
atA ¢ - ¢A(t)po¢
04 00% N
0 = W5 0| | e srence)

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

o: RF — ]gkxéE
t = D(t) = (Palt), ¢'(t), p%(t))
o Estdandard:

Z ( ) _ a_L i (T _ a(‘liog))
<Ot \ Ov)y 1a () - og e N

Las solumones de estas ecuaciones son aplicaciones

o RF — RYXTQ
t o= Ot) = (t,¢'(t), ¢Y(t))
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8.2. Formalismo hamiltoniano

En esta seccion vamos a desarrollar el formalismo hamiltoniano en algebroides
de Lie. La estructura es similar a la del caso lagrangiano que se acaba de describir.

Sea (E,[-, ]k, p) un algebroide de Lie sobre una variedad ). Para el enfoque
hamiltoniano consideramos el fibrado dual, 7*: E* — @ de E.

8.2.1. Elementos geométricos.

En esta subseccion vamos a describir los elementos geométricos que son necesarios
para desarrollar el formalismo lagrangiano k-cosimpléctico en algebroides de Lie.

k
A. La variedad R*x @& E*.

La formulacién k-cosimpléctica de las ecuaciones de campo de Hamilton-De
Donder-Weyl, descrita en el Capitulo @, se desarrolla en la variedad R x (T}})*Q,
donde recordemos que (T}})*@ denota el fibrado tangente de las k'- covelocidades
de una variedad @, esto es, la suma de Whitney de k copias del fibrado cotangente.

Si pensamos un algebroide de Lie E' como un sustituto del fibrado tangente, su
dual E* jugara el papel de T*(Q). Es natural pensar que, en esta situacion, la variedad

k
Rfx @ E* =R* x (E*® .k. E"),
va a jugar el papel de R x (T})*Q.
k
Los elementos de RFx & E* son de la forma

(t,ay) = (t,a15, - - arg) -

k
Denotaremos por p*: R¥x @& E* — @ la proyeccién canénica definida por

=k

p (t7a1();a"'7ak>(;) =q.

k
A continuacién vamos a describir un sistema local de coordenadas en RFx @& E*.
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Sea (¢, Ya)1<i<n, 1<a<m un sistema de coordenadas locales en un abierto (7*)~*(U)
de E*, siendo (¢')1<i<n las coordenadas en un abierto U C @ de la variedad base Q.
Definimos el sistema de coordenadas locales

k
en (p*)"1(U) C R*x & E como sigue:

tA<t> alzlv s aaka) = tA<t)7 qi(t7 al:;a s >ak2) = ql<q)7

(8.32)
Yl (6, arls - anh) = yalaal)

k
donde (t, a1}, ... a) € RFx & E*.

k
Estas coordenadas dotan a RFx @ E* de una estructura de variedad diferencia-
ble de dimensién n + k(1 + m).

k
B. La prolongacién de un algebroide de Lie mediante p*: R¥x @& E* — Q.

En la seccion del capitulo [5| hemos recordado la definicién de T¥ P, esto es la
prolongacién de un algebroide de lie £ mediante una fibracion m: P — Q.

En la descripcién del formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico vamos a consi-
derar el caso particular

P=R'x & E*
con la fibracion
P RFx é E* = Q,
esto es, (véase la Seccién [p.2),

~k
P

TEREx & E*) = E xp0 T(RFx & E*) —T(Rkx & E*)
= TQ

T1 Tp*

E 7 TQ
y

K k .
TP(R" % @ E*) = {(aq, very) € EXTR* ® E%)/ plaq) = TP (v(srg)} - (8:33)
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Teniendo en cuenta los contenidos de la Seccién [5.2] y considerando el caso

k
particular P = R¥x @ E* obtenemos:

(1)

(2)

(3)

k k
TE(RFx @ E*) = E xpq T(R¥x & E*) es un algebroide de Lie con variedad
k
base R¥x @ E*, proyeccién
T TE(RPx éE*)zEx T (R x éE*)—>ka & E*
RExGE* - rQ

y estructura de algebroide de Lie ([-,-]?", p?" ) donde el ancla
5. TE (k. & s ky X s ky X s
PP TR @ E*)=E X T(R* @ E*) - T(R*x @& E™)
es la proyeccion sobre el segundo factor.

, k
Si (t4,¢',y?}) denota un sistema local de coordenadas de R¥x & E* entonces
k
el sistema de coordenadas locales inducido en T¥(R*¥x & E*) estd dado como
sigue:
(tA7 q, yév 2%, v4, wﬁhgign, 1<t<n’, 1<a<m
donde, véase (5.15]),

tA(CquU(tybé)) = tA<t> ) Za(aq>v(t7bé)) = ya(aq> )
¢'(ag,veny) = ¢'(a), va(ag, Vb)) = Vb (th), (8.34)
yﬁ(aq,v(t,b;)) = yﬁ(t,bq) ) wf(aq,v(tba)) = U(t,b;;)(?/ﬁ) .
De (5.16]) obtenemos que el conjunto {Y4, X, V%} definido por
k k k
Yy4: Rfx @ B* — TERFx @ E*) = E xpo T(R*x @ E¥)
0
* A * — [
(tabq) = y (tabq) - (OCI> ('%A (t7bi‘1) )
k k k
Xo: REx @ E* — TPREx @ E*) = E xpoT(RX & E*)
t, b} Xa(t, b (@) (835)
(6,by) = alt:ba) = (eal@)iral@gs| )

k
E xpq T(RFx & E*)
0
O .
(0 Ay (t,bz;>)’

k k
Va: Rfx @ B — TE(RFx @ E¥)

(t,by) = Va(t,by) =
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(4)

(5)

(6)

k k
es una base local de secciones de ?Rk . TE(RFx @ E*) — RFx @ E*.
X *

k
A partir de ahora denotaremos por Sec(T”(R*x & E*)) el conjunto de seccio-

nesde T . .
REXBE *

A cada seccién
k k k
ERMX @ E* - TF(R"x @ E*) = E xprg T(R"x & E¥)

de 7 Lk le asociamos un campo de vectores por medio del ancla del alge-
RFXBE *

broide
— k k
PTERNx @ E*) = T(RFx @ E*).

Si & se escribe localmente como sigue:
k
€= EAYA 4 €9, + €279 € Sec(TE(RFx @ E¥))

entonces, reescribiendo la expresion ((5.17)) para este caso particular obtenemos,

- 0 a0 O 0
p — e A

cX(RFx & EY).  (8.36)

El corchete de Lie de secciones de 7, queda determinado a partir del

REXPE *
corchete de los elementos de una base de secciones,
[¥4, 97" = o0, Y4 X" = 0, [V =

Ny , . (8.37
[Xo, Xs]” = €%, ,  [Xa, VB[P = 0, [V3,Vp[" = 0. )

Si {Ya, X, VAY es la base dual de {Y4, X, V4], de las expresiones (5.20) que
caracterizan la diferencial exterior en el algebroide prolongacién obtenemos
que

TE(kaéE*) :0_f iaf a (?_f A
d f atAyA—i_paaqlx +8yéva7 (838)

k
para cada f € C®(RFx @ E*) y ademds

dTE(kaéE*)HA - 0

ko 1 o
ATERFXDE )y _iez‘ﬁx AXP (8.39)
dTE(RkXéE*)VA — 0.

v
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k
A lo largo de esta seccion denotaremos la diferencial exterior dTE®EXDE™) gim-
plemente por d.

k
Observacién 8.22 En el caso particular E = TQ la variedad T#(RFx @& E*) se
identifica con T(RF x (T})*Q).

En efecto, en este caso consideramos la prolongacion de T'() sobre
(Foh : R x (1;)'Q — Q.
Asi de se tiene
TTQ(RFx @ T*Q) = TVO(RF x (T})*Q)
= {(uq, viewy) € TQ x TR x (T})*Q) /uq = T(Tq)1(vwy) }

= {(TFQ)1(vy): viewy) € TQ x T(RY x (T3)*Q)/ (t, wy) € R x (T;)*Q}
= {vewy € TR x (T3)*Q)/ (t,wy) € R x (T1)"Q} = T(R* x (T;)*Q) -

_ _ K K
C. El fibrado vectorial TE(RFx & E*)® k. @TF(R*x @ E*).

En la descripcion de la formulacién hamiltoniana k-cosimpléctica en algebroides
de Lie tienen especial interés los campos de k-vectores en RF x (T}})*Q, esto es, las
secciones de

Tgkx(Tkl)*Q:Tkl(Rk X (T)"Q) — RF x (T;)"Q.

De modo andalogo a lo que ocurria en el formalismo k-simpléctico en algebroides
de Lie el fibrado

k k
TERx @ E*) k. TP (RFx @ E¥)
jugara el papel de
Ty (R x (T)*Q) = T(R* x (Tp)" Q)@ .5 @T(R* x (T;)"Q).

k k
Denotaremos por (TZ)L(R¥x @& E*) la suma de Whitney sobre R¥x & E* de k
k
copias del algebroide de Lie T#(R¥x & E*), esto es,

k k k
(TP (R % @ E*):= TP(R*x @ E")@ .. @TF(R¥x @ E7),
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y consideramos la proyeccién candnica

k k
7™ . (TE)LR*x @ E*) - RFx @ E*.
REXDE *

En la descripcién hamiltoniana k-cosimpléctica en algebroides de lie nos intere-
sara considerar secciones de este fibrado. Ademas a partir del ancla

PTE(RFx & B7) — T(RFx & B
TR x & ) - TR & B

k
podemos definir un campo de k-vectores en R¥x @ E* asociado a cada seccién de

7k, tal como veremos en el resultado siguiente:
REXDE *

k k
Proposicién 8.23 Sea £ = (&,...,&):Rix & E* — (TE)L(R*x & E*) una

seccion de 7% . Entonces
REXPE *

=k =% k k
(6" (0)s- .7 (€0)) RF X & B — TA(Rbx & E)
k

es un campo de k-vectores en R¥x & E*. Recordemos que la aplicacién

. k k k
PPTE(RA X @ E*) = Expq T(RFx @ E*) — T(RFx @ E*)

k
denota el ancla del algebroide T*(RFx & E*).

Demostracion:

Es una consecuencia directa del Lema y del hecho de que cada seccion &
k
induce una familia de k secciones de T#(R¥x @& E*). Cada una de estas secciones se

k k
obtiene proyectando sobre la A-ésima copia de TE(R*x & E*) en (TF)L(RFx & E*).
O

Los campos de k-vectores que se obtienen a partir de esta ultima proposicién
van a jugar un papel fundamental en la descripcién del formalismo hamiltoniano
k-cosimpléctico en algebroides de Lie.
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Vamos ahora a calcular la expresion local del campo de k-vectores asociado a
una seccion &.

k
Sea & = (&, ...,&) una seccién de (TF)L(RFx & E*). Entonces cada
k k
EaRFx @ B — TF(RFx @ E)
es una seccion de 7, .
RExBE *

Sea ahora {Y*,X,, V4} una base local de secciones de

~ Emk. X Kk, X
T 5 TPR'xPE") >R E”.
REXDE *

Entonces cada &4 se escribe localmente en esta base como sigue:

€4 = (E4)8YP + €300 + (€A)EV € Sec(TX(RFx & E%)), 1< A<k,

k
De ([8.36) obtenemos que el campo de vectores en R¥x @ E* asociado a &4 tiene
la siguiente expresiéon local:

- 0 S, 0
P60 = (€0 gp + b + (€05 € XRX G B (840

| D. Las secciones de Liouville]

A continuacion vamos a introducir k secciones del fibrado vectorial
k k
(TE(RFx @ E*))* - Rfx @ E ™,

dual del fibrado prolongacién que estamos considerando en este apartado. Estas
secciones nos permitiran describir las ecuaciones de Hamilton en el contexto que nos
proporcionan los algebroides de Lie.

Definicién 8.24 Se llaman secciones de Liouville a las secciones del fibrado
k k
vectorial (TE(REx @& E*))* — RFx & E* definidas por:

k k
04 Rfx & B* — (TP(RFx @ E*))*

) 1<A<k,
(t, b(;‘) — @(t,b;)
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en donde @éb*) es la funcion definida como sigue:
rq

. E(mk k *

(8.41)
(aqav(t,bq*)) — @é,b;)(aqvv(t,bq")) = b;{q (GQ) )

k k
con aq € B, (t,bg) = (t,b1g, -, brg) ER*X S E* yuny) € Tiong) (R x & E).

A partir de las 1-secciones O, ..., OF se definen las 2-secciones
k k k
QYR QD E* = (TPRIXx @ E*))* A (TFR'x D E*))*, 1 <A<k
por
Q4 = —de”,
ko k
donde d denota la diferencial exterior d7° ®**$E") ep el algebroide TE(RFx & E*),
véase (|8.38]).
Reescribiendo el apartado (2) de la Definicién de la diferencial exterior de
k
un algebroide de Lie para el algebroide T7¥(R¥x @ E*), podemos escribir:

Qé(fl, £2> = _d@A(fh 62)

- - - (8.42)
= [p"(E)I(04(&)) — [p” (£)](07(&2)) + O4([&1, &™)

k ~x =k
para todo par &1, & € Sec(T¥(RFx & E*)) donde (pP, [, -]P") denota la estructura
k
de algebroide de Lie de TE(R*x & E*).

A continuacién escribimos las expresiones locales de las secciones ©4 y Q4.

Consideremos
{yBa :X:Om V%}
k k
una base local de secciones de 7 [ TE(RFx @ E*) - RFx @ E* y
>< *
{97, x, v5}

su base dual. Entonces de la definicién de ©4 y de (8.35) se obtiene la siguiente

expresion local:

04 => yix?, 1<A<Ek. (8.43)
B=1
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Asi de las expresiones (8.39)) y (8.43)) se obtiene la expresion local de Q4, esto es,

1
A:ZxﬁAvg+§Zy§‘egvxﬁAxv, 1<A<k. (8.44)
B By,0

Observacién 8.25 Si consideramos el caso particular £ = T'Q) y p = idrpg, entonces
OMNX,Y)=w(X)Y), 1<A<E.

donde X, Y son campos de vectores en RF x (T} )*Q y w', ..., w* denotan las 2-formas
canénicas del formalismo k-cosimpléctico estandard)).

8.2.2. Formalismo hamiltoniano.

En esta seccion describimos el formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico en alge-
broides de Lie y veremos que el formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico estandar,
véase capitulo [6] es un caso particular del desarrollado aqui.

A. Ecuaciones de Hamilton en algebroides de Lie.

k
Consideramos una funcién H:R¥x @& E* — R a la que denominamos funcién
hamiltoniana.

El siguiente teorema es la versiéon, en algebroides de Lie, del Teorema que
resume la formulacién hamiltoniana k-cosimpléctica estandar.

k
Teorema 8.26 Sea H : RFx @& E* — R una funcion hamiltoniana vy

£=(6&,...,&) R'x & E — (TP)L(R x & E*)

una seccion de 78, tal que
REx®E*

4 " OH
(SA —5,4 ; ZlgAQ (%—AHA, (8.45)

A=1
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k
donde recordemos que d denota la diferencial exterior dTE®REXDET) o o] algebroide

k
de Lie TE(RFx @ E*).

k .
Sip: RFE — RFx @ E* 9(t) = (t,9(t),v2(t)) es una seccion integral de €,

entonces 1 es una solucion del siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales

oy 0H
Ot | pa@ (b))
A (8.46)
Z oA Iy (Pg%‘ Zw Z‘ﬁay ‘ ) '

A=1

Denominaremos a este sistema ecuaciones de Hamilton en algebroides de Lie.

Demostracion:

Para obtener las secciones £ que son solucién de las ecuaciones (8.46|) procedemos
de modo andlogo que en el formalismo Lagrangagiano desarrollado en la seccién
. 1.0l

k
Sea & = (&1,....&) : Rfx @ E* — (TF)}(RFx 69 E*) una seccién verificando
las ecuaciones (8.45))

k k
Si cada £4:RFx @ E* — TE(RFx @ E) se escribe localmente como sigue:
Ea = (€a)BY" + E3%0 + (E4)2 V5

entonces teniendo en cuenta esta expresién local y la expresion local (8.44) de Q4
se verifica:

k k

D et =€V + (yfegafﬁ - Z<§A>;‘) xe. (8.47)

A=1 A=1

Por otra parte, de (8.38)) obtenemos:
k
OH - OH OH

dH — Y ——Ya=p7>X"+ Vi, 8.48
! atAléA Pa aql ay ( )

De (8.47) y (8.48) obtenemos que & es solucion de (8.45)) si, y sélo si, las funciones
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k
(€4)B, €5, (€4)P € C*(R*Fx @ E*) satisfacen las siguientes ecuaciones:

(Ea)B = dam,
o o
L oy (8.49)
k
OH
A 7
Z(éA)a - A(\Z’Y EA Pa aql :

o equivalentemente

. _ OH - JOH oH
Ep=bas » G=gx » D= —(paa—qi +3 egﬁyﬁw) .~ (8.50)

a A=1 A=1 B
Sea i
v: RF — RFx @ E*
t = (b)) = (t,9(t), v (L))

una seccién integral de la seccion &, esto es, 1 es una seccién integral del campo de

k
k-vectores en R¥x @ E* asociado a & y definido por, (véase la proposicién [8.23

(pf)*(gl)a s apﬁ*(gk)%

9

donde
o k k k
PPTE(RA X @ E*) = Expq T(RFx @ E*) — T(RFx @ E*)

k
denota el ancla del algebroide T#(R*x & E*).

Entonces, por ser 1 seccion integral se verifica:

7 a (%W B a@bg
palliow) =57, Ca)sov =57 (8.51)
De (8.50) y (8.51)) obtenemos que 9 es solucién de las ecuaciones
oy _ ol
OtA | Pa OyB ly(t)
k & (8.52)
81% OH OH
(2 PITIOLLINA
atA ‘ (pﬁ oq' ‘zp(t) + Az:l as¥ ( )83/&4 zp(t))
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B. Caso particular: formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico esténdar‘

Para finalizar esta seccién, y de modo andlogo a como se hizo en el formalismo
lagrangiano en algebroides de Lie vamos a describir el formalismo hamiltoniano
k-cosimpléctico esténdar (descrito en el capitulo [6] seccién [6.1.2] ) como un caso
particular de la teoria aqui desarrollada.

Sea E = TQ, la aplicacién ancla p es la identidad en T'Q), y las constantes de
estructura son €5 = 0.

En este caso se tiene:

k k
» La variedad RFx & E* se identiﬁca con R* x (TH*Q, TP(R*x & E*) con
TRY x TQ) y (TE)L(RFx & E*) con TLRE x (T])*Q).
» Una seccion
k k
= (&,...,6) Rix & B — (TP)(R"x & E7)

se corresponde con un campo de k-vectores & = (£1,...,&,) en R¥ x (T}H)*Q,
esto es, £ es una seccion de

Tﬁkx(Tg)*Q Ty (R < (T1)Q) — RY x (T;)*Q.
» Sea f una funcién en R* x (T})*Q entonces

E k *
A7 EREED(Y) = df ()

donde df denota la diferencial usual y Y es un campo de vectores en la variedad
R* x (T}H)*Q.

= Se verifica que
A A
QX)Y)=wi (X)Y), (A=1,...,k),
donde w', ..., wF denota las 2-formas de la estructura k-cosimpléctica en R¥ x
(T3)* Q-
» Teniendo en cuenta los cuatro comentarios anteriores la ecuacién (8.46]) se
escribe en este caso particular como sigue:

OH
dt*(€g) = o Z% — dH — de#‘.
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Asi, del teorema [8.26| y los comentarios anteriores, deducimos el siguiente coro-
lario el cual es un resumen del formalismo hamiltoniano k-cosimpléctico estandar,
véase la seccién [6.1.2)

Corolario 8.27 Sea H : RF x (T})*Q — R wuna funcién hamiltoniana y & =
(&1,..., &) un campo de k-vectores en R* x (T})*Q tal que

k

k

H

dt* (&) = 68 | E)MM:dH—E:%ﬂ#.
A=1 A=1

Sip o R — RF x (TH)*Q, w(t) = (t,¢(t),¥/(t)) es una seccion integral del
campo de k-vectores &, entonces es una solucion de las ecuaciones de Hamilton-De

Donder- Weyl .
O

La relacién entre los elementos geométricos del formalismo k-cosimpléctico hamil-
toniano estandar y en algebroides de Lie, que describimos anteriormente, se recoge
de modo esquematico a continuacion:

. ’Funciones hamiltonianas. \

e Algebroides de Lie:

k
H:Rfx & E* - R.
e Fstandard:
H : RF x (Tkl)*Q — R.

. ’Secciones de Liouville.‘

e Algebroides de Lie:

04 REx & E* — (TE[RFx @ E*)* A (TE(REx & E*))*.
o Estindard:
wh R X (T})*Q — T*(R* x (T})*Q) A T*(R* x (T}})*Q).
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Ecuaciones algebraicas.

o Algebroides de Lie:

E(mk
(gA = 5A ) Z%AQA a7 <a5° 'H — Z atAHA ’
donde . .
£ R @ E* — (TH)L(R"x & E7)

k
es una seccién del fibrado (TP)L(RFx & E*).
o [Lstindard:

OH
dth(Eg) = o Z%A — dH — a?dtf‘.
A=1

donde

(€., &) RF X (TH*Q — THRF x (TH*Q)

es un campo de k-vectores en R* x (T}H)*Q.

Ecuaciones de campo. ‘

o Algebroides de Lie:

. OH
aaya

k
—<p%g—§w( AZ aﬁ¢<)gf‘ )

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones

oy
I |+

2 5

A=
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o FEstindard:

ov'| oM
oA le — Iptlu
“optr  9H
AT 94 :
— ot 0q* ly(t)

Las soluciones de estas ecuaciones son aplicaciones
g RE o RFx (T))Q
t = (b)) = (6, 9(t), ¥ (t))

8.3. Equivalencia entre el formalismo lagrangiano
y el hamiltoniano.

En la seccion del Capitulo [f] de esta memoria recordamos que las formulacio-
nes lagrangiana y hamiltoniana k-cosimplécticas son equivalentes cuando el lagran-
giano L : R* x T Q — R es hiperregular.

De modo analogo, en la seccion demostramos que se tiene un resultado similar
entre las formulaciones lagrangiana y hamiltoniana k-simplécticas en algebroides de
Lie.

En esta seccion se recoge el resultado analogo en el contexto k-cosimpléctico en
algebroides de Lie.

k
Sea L : R¥x @& E — R un lagrangiano.

Definicién 8.28 La transformacién de Legendre asociada a L es la aplicacion
K, X K, X
Leg :R°x & FE - R*x & E*
definida por
Leg(t,ar, ..., ar,) = (t, [Leg(ay,, - - . ,akq)]l, ., [Leg(a, - .. ,akq)]k>
donde

[Leg(a, - .- ar)) (uq) = —L(t,ary, - .., aaq + Suq, - - - » Qi)

ds

s=0
stendo uq € Ey.
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La expresion local de la aplicacion Leg es

oL
Y4

).

Leg(t*,q',y3) = (t*, ¢,

A partir de esta expresiéon local es sencillo probar que el lagrangiano L es regular
si, y solo si, Leg es un difeomorfismo local.

Observaciéon 8.29 Cuando se considera el algebroide de Lie E = T'() la transfor-
macion de Legendre definida arriba coincide con la transformacién de Legendre del
formalismo k-cosimpléctico, véase la definicién [6.18|

La transformacion de Legendre induce una aplicacion
k k k
T¥ Leg : TF(R"x @ E) — TE(RFx @ E*) = E xpq T(RFx © E¥)

definida por
TE Leg(ag, Vitpy)) = (acp (Leg)*(t,bq)(V(t,bq))> ;

k
donde aq € Eq, (t,by) ERFX ® E'y
k k
(8q, Vitwy) € TP(R"x @ E) = E x7q T(R*x & E).

Teorema 8.30 El par (TP Leg, Leg) es un morfismo de algebroides de Lie,

TE Leg k

TE(REx & E¥)

k
TE(REx @ F)

T k T k
REXDE REX@DE *

k k k *

k ~ ~ k =« =
entre (TE(REx ® E), 29, [-, J79) y (TE(RFx & E7), pPa, [, -JP4),
Ademds si ©4 y Q2 (respectivamente, ©4 y Q4) son las secciones lagrangia-
k
nas asociadas a una funcion lagrangiana L:R*x & F — R (respectivamente, las

k
secciones de Liouville en T¥(® E*)), entonces

(TP Leg, Leg)*04 = 04, (TP Leg, Leg)*Q* = Q7| 1< A<E. (8.53)
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Demostracion:

Es andloga a la demostracién del Teorema [8.30}

O

Observacion 8.31 En el caso E = TQ y p = idpg la afirmacién de este teorema
se corresponde con la relacién entre las formas lagrangianas y hamiltonianas del
formalismo k-simpléctico estdndar, véase el capitulo [6] de esta memoria.

Si la transformacién de Legendre Leg es un difeomorfismo global diremos que
el lagrangiano es hiperregular. En este caso ambos formalismos, el lagrangiano y el
hamiltoniano, son equivalentes.

Cuando el lagrangiano L es hiperregular, existe un hamiltoniano H definido por
H = Epo(Leg)™",

donde Ey, es la funcién energia asociada a L definida en (8.26)) y (Leg) ! es la inversa
de la transformacién de Legendre.

Leg™?!

k k * k k
Rix @ F Rfx @ F

Ly,

Lema 8.32 Si el lagrangiano L es hiperreqular, entonces T¥ Leg es un difeomorfis-
mo.

Demostracion:

Esta demostracion es andloga a la demostracién del Lema [5.53
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Mediante un célculo similar al desarrollado en la demostracién del Teorema [5.54]
obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 8.33 Sea L un lagrangiano hiperreqular. Existe una correspondencia bi-

k
yectiva entre el conjunto del aplicacionesn : R¥ — R¥x @ E tal que n es una seccion
integral de una seccion solucion &y, del las ecuaciones de Fuler-Lagrange y el

k
conjunto de aplicaciones 1 : R¥ — RF¥x @ E* que son secciones integrales de alguna
solucion &g de las ecuaciones hamiltonianas .

Demostracion:

Es analoga a la demostracién del Teorema teniendo en cuenta la relacién
entre §;, = (5%,7 s 7512) y & = (511'{7 SR ’5?{) dada por:

thoLeg=TF Lego &, A=1,... k.






Apéndice A
Simetrias y leyes de conservacion

En este apéndice se desarrollan las demostraciones completas de algunas propo-
siciones del capitulo 2. El motivo de incluirlas en este apéndice y no en el capitulo
es por ser demasiado extensas y por ello dificultar la lectura del correspondiente
capitulo de la memoria aqui presentada.

| A. Caso hamiltoniano. |

La siguiente proposicion se corresponde con la Proposicién del capitulo [2]
Proposicién Sea @: (T})*Q — (T3})*Q un difeomorfismo. Si
Pt =w?, 1<A<k y & H=H (salvo constantes).
entonces ® es una simetria del sistema hamiltoniano k-simpléctico ((T}})*Q,w?, H).
Demostracion:

Tenemos que probar que, si 1: Uy C R¥ — (T1)*Q es una solucién de las ecua-
ciones de Hamilton-de Donder-Weyl ([1.13)), entonces ® 01} es también una solucién,
esto es,

0oH
@ 5

optl@enyy  otA e

:_zk:a(pfoq)ow)‘ () OH (¢ o Do)
(Do) (t) “— otA t

Considerando un sistema local de coordenadas podemos escribir el difeomorfismo
O: (TH*Q — (T})*Q como sigue:

(¢, pP) = (' (¢, pP), ¢, pP))

353
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y por tanto la hipdtesis ®*H = H se escribe localmente del siguiente modo:

H(¢,p}) = (H o ®)(¢,pf) = H(® (¢, p}), 21, p})) -

de donde se obtienen las identidades

0H _ OH 0P’ oOH ) oo (A1)
0@ lw — Og low) 0¢f lw ~ Optlaw) dg7 |w '
0OH oOH 0P’ 0oH 0P8
2 A = = A B A (A2)
8pj w 6’q2 O (w) 8pj w 8pz D(w) 8p] w
para todo w € (T})*Q.
En segundo lugar, de la hipétesis ®*w4 = w4, 1 < A < k deducimos
0P| 04
0 = . : A3
8qﬂ w qu w ( )
oDt | 9P
0 = — . 1<A<Ek A4
o lwapy b TS (A4)
00! 0o o' | 097
okoa = . = — = A5
ive 8q3 wﬁpkc w 8pkc w 8(]J w ( )

Ademss, al ser ® un difeomorfismo, ® o ! = id(m1y«q. Aplicando la regla de la
k

cadena obtenemos:

. Do Ly P’ o1y ! (14
g = J@o®T)y 0P o) +6A @ ); (A.6)
3qk w 3q3 =1 (w) (‘3qk w 8pj o—1(w) 8qk w
(P o 1) OP' O(P~1)I P! A(e~1)4
0 = ( = . - ( B) + 5=l . T (A7)
Oopy; w 0@ le=tw) Opy lw  Opfletw) Op; lw
0 — I(Po @‘1){“ B 0P O(d~1)k ‘ oL o(@—hHb ’ (AS)
N oq’ w g8 le—tw) I8  lw  OpPle—tw) Igf lw O
, (P od 1A opA O(d~1)k oA 015
A Ll o= — L — k1 (A
3¢ 8pjc w 8qk o1 (w) 8]?]0 ‘w * 8pkB =1 (w) 8]7]0 )w ( 9)
De las ecuaciones (A.4), (A.5)), (A.6) v (A.8]) se obtiene
04 O(P~ 1k
: =64 A.10
oS le-1w) ¢ Og° ’w ’ ( )
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de (A.4), (A.5), (A.8) v (A.9) obtenemos

oP° O(d~1)k
e = -6 Al
b (9ka d—1(w) ¢ 8p£ )w ’ ( )
de (A.3), (A.5), (A.6) v (A.8) se sigue que
A o(a-1)4
8(I>5‘, =— (@7); : (A.12)
(9qJ =1 (w) 8q5 w
y de (A.3)), (A.5), (A.7) v (A.9) deducimos
0P* L 0@ )4
. = Al
aqj ®—1(w) B apr ‘w ( 3)

Para finalizar vamos a comprobar que las identidades (a) y (b) se verifican:

k

Z O(@ow)t) 09 O oy o awﬂ"
— otA t O¢ lyw) OtA e 8p§3 o) OtA It O L) OtA 1t
k i
N 540(0” 1yi ‘ opP _ acp;‘ OH| O ll)J OH
0 lww ot e g luw optlew 0 @owye) 07 Ly
098 {81—] 8(13’“’ 8H‘ 0P8 }
g7 lyw) | 9" l@ou)(e) Op! OpP l@ov)v) Opt
3@_1)]-‘ {8H a@k . 8H‘ acpg }
0q"  l@ow)®) | 9g* l@owy®) 0gi lue)  OpP l@ewye) Og7 luce)
B 8H‘ {0@;‘ ook 8(<I>—1)j‘ oOP* }
Ag" l@ow)v) | O¢7 low) Op luwy Ot l@op)(v) D7 lue)
aH‘ {8@;‘ 0®B a(qu)j‘ o0ob }
+ k) : :
Ipp l@opyv) | 0¢7 luw) Ipt Iy Ogt l(@ow)(v) Og7 lu(t)
8H‘ {8@;“ oP* k (9<I>’“‘ 8((1)‘1);9‘ }
- = —oF 4+ .
9" l@owye) | Og7 luw) Opftly Coopf vy Ot @y
OH 94| DB oo (1Y
iy L omk) o
Ippl@owy) | 0 lyw) Opft luw) — Op§ Ly dgt (@ow)w)
_ OH {8@;‘ ook 90F 99) }
Ag" l@on)v) | O¢7 luw) Opf luwy " OpP luw) g o)
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OH o041 0P8 008 90¢
T opp ‘(@ow ® { 0q7 luw) Opt luwy — OpS lue) 9g7 wm}
_ s 08 L a_H‘ __oH
P O¢F@onyt)  Opp l(@eu)(b) O |(@oy)(t) |

Asi hemos probado que el primer grupo de las ecuaciones de Hamilton-de Donder-
Weyl se verifica. Comprobemos ahora que el segundo grupo también se verifica.

<I)o A(® o 0P oYk "0 oyl
w 25’4 8t3w ¢ OgF ly(t) aqu ‘t * ;55@ zp(t)% t

B oD O i 71 k‘ 61/);?

OqF ly(t) OtA Iy —~ 8pl (@ou)(t) OB |t

00" k| 9@ = oup
- ¢k lywy atA e op ‘(qmw)(t Z otB |

0’| OH A1)k aH
AT ‘(@oth)@_q’“
9 OH oD OH o0
g {0_41]' (o)) TP o) @‘(@mﬁ)(t) opit wm}
. 8(@‘1)’“’ {8H T aH’ @@f‘ }

8p-A @op)(t) | O l(@ow)(t) DgF lur) — OpF l(@ou)(t) g

B 0P| 9P A1)k oD
B aqf (Boy) (¢ { w0)Opilywy  apd ‘@ow)(t)@_q’“ w<t>}
. {aqﬂ oa? a(cp—l)k‘ oar }

319] @op)(t) | Og lyw) Opyt lowy — Opt l@owy) Ok Tyt

O 8@7 R oD
- aqﬂ (Do) (t) { t)@pk &(t) op ’qmp t) OpP ’w(t)}
+ {‘9‘1’1 @ - —a(q)_l)lc‘ 0%} }
(@ow ® | 9g* luet) Opit 1y A optt ey Opf e
odi| DI 0D QP

N an (@o)(®) { w(6) Opjt |y A 9k Ly OpP w(ﬂ}
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o3P
(@ou)(t) Op§

OH ot 0P P4 oa0P
* A o) Ipt $ 08 0
Dj 1(@oy)(t) q” 1y(t) Oy 19(t) q

oH o4 OH _OH
©P opPl@eenywy  Opf

¢(t)}

i | (@ou)(t) (@ou)(t) ’

verificdndose asi la identidad (b).

’ B. Caso Iagrangiano.‘

El resultado que vamos a demostrar a continuacion se corresponde con la Pro-

posicién del Capitulo [2|

Proposicién Sea L : T}@Q — R una funcién lagrangiana regular y ®: T}Q — T} Q
un difeomorfismo. Si ¢ verifica

Pwl =w, 1<A<k y ®E,=F] (salvo constantes),
entonces ® es una simetria del sistema k-simpléctico lagrangiano (T} Q,wi, Er).
Demostracion:

Tenemos que probar:

Si¢:Uy C R¥ — Q es una solucion de las ecuaciones de Euler-Lagrange
1.44)), entonces ® o o) = 1) siendo ¢ : RF — TQ también una

solucion de .

Sin embargo, lo que vamos a probar aqui, teniendo en cuenta que L es regular,
es la siguiente afirmacién equivalente a la anterior:

FLo®o¢W:Uy C RF — (TH*Q es una solucion de las ecuaciones de
Hamilton-de Donder-Weyl (1.13)); esto es

W _ A(FLo®ogW)
Opt IFL(@(6™ (1)) ot ¢
OH L O(FLo® oW, (A.14)
(0) 0qt |(FLo® 0p)(t) - ,42—:1 oA ¢t

donde el hamiltoniano es H = E; o FL7!.
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En primer lugar consideremos un sistema local de coordenadas en el que el di-
feomorfismo ® : T} Q — T} Q lo escribimos como sigue

(¢, vp) = (D', vp), Pu(d’, vhy)) -

De la hipétesis ®*wst = w# deducimos:

L L OP* 0L oD |\ 0P
Bl - |+ . . ‘ (A.15)
g1 OV lw Ig* oYy o) 07 lw — OVEIVY lew) O¢ 1w/ Ig 1w
k k l
a2L _ O?L 8<I)A N 0’L 8(I)C 3@' ‘ (A.16)
8’(]]381)2 w 8qkavf4 D(w) 81}]3 w 81)(’381}% D(w) 81}]3 w aq’ w
0L o0 | 2L oDk |\ 0!
8qk3vf4 D(w) 0ql w 81)(’“](%2 D (w) 0ql w aUJB w
2 k 2 k l
o _ (L o0 0L 0%k ) 02
8qk0vf4 D (w) a'UJB w 81)(’361}% D (w) a'UJB w 81)]“}

donde w € T} @ es un punto arbitrario.

La segunda hipétesis E;, = ®*E} es equivalente a FIL*H = (FL o ®)*H con
H = E; o FL™'. En efecto,

FLH(¢,vh) = (¢, vh) = ' Buld,vly) = O (FLH)(¢,vly) = (FLo®) H (¢, v})
Por lo tanto tenemos:
O(FL*H) O(FLo®)*H d O(FL*H)
7 _ an

O(FLo®)H
g’ )w ¢’ ‘w vy ‘w B oy ’w '

Teniendo en cuenta la expresion local de la transformacion de Legendre, (1.34]),
se obtiene que la identidad anterior equivalen a las dos identidades siguientes:

oOH L oH L | _0H oD
Oq' lrLw) * OpP IrLw) dgiov], v O¢7 |(FLow)w) Og' 1w (A18)
N OH ( *L acb% N ’L a<1>ff4 > '
IpP l(FLo®)(w) \ Dghdv)y |8w) ¢ lw — Ovkov lew) O¢' lw)
y
OH O°L | 0H O
OpP | Frw) 0vi,ovs Lo 97 | (PLod)(w) OV, |w (A15)
N OH ( L 8@"“\ PL aq;’g > '
Op7 |(FLo®)(w) \ Ogkdv] 1o@w) OvYy lw — duk,0vl 1e@w) OV lw
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Por otra parte, puesto que ® es un difeomorfismo se verifica ® o ®~1 = idTéQ.
Aplicando la regla de la cadena sobre esta identidad se obtiene:

‘ —1yi i “1v ; —1Vj
5 — a(cbof )| _ o o(® k) L0 (@ k>A‘ (A.20)
dq w O/ le-tw) Oq v le-tw)  9¢F v
16} (I)fl % q)z (I)fl 7 (I)z @*1 J
o — A7) O G L O Ja) (a2
ov}, w o 0@ lo-tw) Ovg lw O letw) vy lw
—1\2 7 —1\k 7 —1\k
0 — 8(@0@ Ja| _ 0%y (P A) ‘ 8(131? o(® ‘)B‘ (A.22)
0q7 w  OgF lo—1(w) O¢ vl le—1w)  O0¢F  lw
siga _ O@od i 0@ (@ Nk 0P, e H (A23)
7he ol e O¢F lemiw)  Ovl ol le—rw)  ovl, lw
c c B c

Sea ¢: Uy C RF — Q una solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Por el
Teorema sabemos que FL o ¢M:Uy € RF — (T})*Q es una solucién de las
ecuaciones de Hamilton-De Donder-Weyl ([1.15]), esto es,

OH __O(FLo pM)i
A FLme) OtA
P L@ ot | (A.24)
 OFL a(pﬂ‘ OFLi 52 ‘ o
O gy OtA L 81;?3 s t) OtAOtB |y OtA L
y
o0H FLo gb
% FL6W(®) Z otA t
4 (A.25)
B 0L aqb] 0L 82q57
n 8q387jA M (t 8tA 81}%8@ M (t 8tA6tB ’

Antes de continuar la demostracion, con la finalidad de simplificar las expresio-
nes, introducimos la siguiente notacion:

(t) == (2o g!)(t).

En este momento estamos en condiciones de comprobar (a) de (A.14)).
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De (A.15)), (A.16), (A.18]), (A.24) v (A.25)) obtenemos

0=

0H 0OH 0*L oOH 0PI

"0 ey T 8P | pLwwm) agiaus leow | 0@ | FLa@mmy) O

OH O*L OPk 82 0Pk,
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0H oDI
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OH O*L Odk O*L 0Pk

P I FLieem ©)) (8qkau3§ a(t) Ig' lo(r)  Guk v law) Og’ ¢<1>(t)>
2L | oo 0L DDE, 0! O

(3qk81}f4 o) O¢7 loWt)  QvEIVl o) Ig Temt ) Aqt lo(t 875‘4‘
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OH 0P

(‘)_qj FL(®(eM (t))) Og* 16 (t)

OH O*L OP* O*L 0Pk
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(8qk8vf4 ot) O¢7 loW(t)  QvEIVl law) D¢ Teme ) gt s (x) OtA ¢
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(8qk8le B(t) Qv 16 (¢ avcavA t) vl le(t ) Aqt | () OLADLE |
0*L oDk 0?L 0Dk, OH

(361’“3% () Og' loM (¢ 8vcc%A £) 9q" loW(t >(6pl FL(@(¢M (t)))

0! folod 8<I>l 0*¢)

Ogi Lo ) OtA 1 @ s (8) OtAOLB t)
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A continuacién multiplicamos la expresion anterior por la matriz o y
asi de (A.20]) y (A.21]) obtenemos i
0= {— ( 9?L ‘ 0@% + 0°L ) 8@’& > 0P folod
Igkovl la) Og7 sy~ DvEOvYy ler) g7 et At g ey A |
O?L 0Pk 0°L 0Pk, 0P foatod
B <8qkavf4‘<1>(t) ay oM (t 81}081}A)<1>(t 8UB oMW (t >8TE 5 (8) OLAOLB |
O?L OP* 0?L 0Dk, OH
a (8qkavA t) OvE Lo (6)  AvEOVY o) Ovl Tem(t ) (8pl FL(®(6M (t)))
0P folod 6<I>l 0*¢)
0@ lemm ot le @ ¢ () OtAOtP t)
OH 0D o(d1)i,
07 | FL@@ ) v lse) v, e
4 5k5g—82 . a—H‘ i I O |
s vk OV low) Opt L@@ () O lem () OtA |t vl Lot ) OtADLB |t
82
— YouLav) lsow atA Ly
O0?L OP* 0?L OPL, OH
a (6qk8vA‘ t) Ov, Lo (¢ + 8v08vA)<1>(t vt Lot ) op ‘FL(@((;S(U( t)))
OH 0% 0@
Oq7 | FL(@ (M (1) vt leM(e)” v, laeM(t))
N 0?L ‘ (8]-[ ‘ 0! o¢ 8;131 D) )
Ovs,0vly lace) Opit | PL(@(6™ (£))) (9qJ s (6) OtA | Ovl lem (¢) OtA0tB Iy
)
g la(eM(b))
N O*L ‘ (8H ‘ folind Oy 8;@[ o0 ’)
0vp0vY lee) Opf lrL@@o ) O¢7 loww OtA e 9ol Lo ) OLAOEP |y
0?L OH 0! ¢ 0! DY
- 8USDavf4‘cb(t)(apf‘FL(@w(l)(t))) A L) tA Ly @ s (8) OtAOLB t)

donde comparando el primer y el ultimo término de la cadena de igualdades ante-
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riores obtenemos

ov

‘ OP!
o) Opf lFL@(O®)  O¢f

oo’ _ 9%
t vl

¢ (t) OtA

0*¢

0?L ‘ OH )
o (t) OtAOLE |t

- s l
ov},0vy

y puesto que L es regular, de la identidad anterior deducimos

oH o ol 0P o
st - (A.26)
Ipit IPL@e0 ) 0¢? o) Ot le — Ju, lo (t) OtAOLE It
Por otra parte se tiene la identidad
O(FLo®ogh) 0! 0! O
(FLo2o¢T) ‘ +— ¢ (A.27)
otA t  Ogl lpt £) OtA |t Ol Lo (1) OtAOEE [t

y de (A.26) y (A.27) obtenemos la identidad (a) de las ecuaciones de Hamilton-de
Donder-Weyl (|A.14]). Nos falta probar (b) en ((A.14)).

A continuacién veremos que comprobar (b) es equivalente a probar que se cumple
la siguiente identidad:

o {i O(FLo®o¢W),| odi iy a?L oI
— otA t Ogh oM (¢ A ovYy la) Ogt Lo (¢
N a2L 0PI, ‘ ) (aqﬂ‘ 8H’
Ovi0viy le®) 9g' 1o )" Ok le ) Ipjt IFLEe™ (¢) (A.28)
OH oH O A1)
it lrreeme)) It og 9¢ | FL(@m (1)) Dl ¢(1>(t)} dqm ‘@(t)
N %L (a@ OH ‘ _oH )
dqmovyy law) \ 0g" low 1) Opgt IFLeW () Opt lFL@em (b))
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En efecto, consideramos la siguiente cadena de igualdades,

k

3 O(FLo®ogM)y 0L 0P ‘ aqs’f‘ O ‘ D%k ‘
= otA t Ogiovy law) \ gk lsm () OtA OV, 1o (6) OLADLE ¢
0*L 0%, ogk | 0P ¢t
vl oviy o) \ Ok loww) OtA le — Oug, 1o (x) OtAOLE It
[ L o7 L 0L 0P, GH’
— \9g70v lew) AgF lsmwy — duldvi, lew) Ig* Loy | IpitlFLsm )

O*L
+ ——
M) Jupovy et

oPpJ
82}@

N 2L aqﬂé‘ D2k ‘
Dqi Ov'y la(t) vk lgm) | OtAOLE I

)

y multiplicando esta tltima expresion por —— llegamos a
Ovp o (t)
Zk: O(FLo®o¢M)i,| 0b
- otA £ vl Lo (1)
[ L 0PI L L 0%, 00 aH’
— \9¢ovy law) OgF lsww) — Gul,aui, law) Ok s vk low @) I LrLem @)
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el o501
aleavA 6 (t) Oy | FL(6O (t)
_ [ oL oD L PL 0, (acbi QH‘
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apilrL@emw)’ 0 PL@em ) O, ls0 )

bel l
Multiplicando esta tltima identidad por 8(8—)13‘ , de (A.20) v (A.22) dedu-
qm
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cimos
i ) FLocI>o¢1>) i@(FLofbogb(l))iA oP a(<1>1)l‘
- A l 1 m
— t 4= ot t ¢t lo () Ogq B(t)
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N 0L 0P* 8H‘ aH’ oH
Agmavy law) \ D¢k low ) Op Py OpflrL@emr))  9g™ FL@@o©)

Finalmente, a partir de la dltima igualdad se observa que comprobar (b) es
equivalente a probar

{zk: O(FLo®o¢M),| 09
— ¢ 9gt 1o ()
%L 0D N %L P, (aqﬂ 8H’
i vy law) Ot low(v) — Aulovt, e Ig! lem ) | ~IgF o (x) Opjt | L6 (1)

OH L od OH 0PI }8(@)_1)5‘
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N 2L aclﬂ GH‘ 8H‘

Aqmovy lae) \ OgF 1o v) Opgt IFLeW ) Opt L@ (1))

Para finalizar demostraremos la igualdad anterior.
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N g Ovy la) Ovh, 1o 1) Gul, v, 1o O, lewie) | v lew) t40tC e Og™ e
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donde hemos usado que el primer grupo de las ecuaciones de Hamilton-de Donder-
Weyl se verifica.

De este modo hemos comprobado que la identidad (b) de (A.14]) también se
cumple finalizando asi esta demostracion. O



Apéndice B
Espacios vectoriales k-simplécticos

En este apéndice se recogen algunos resultados relativos a espacios vectoriales
k-simpléctico y a algunos subespacios de especial interés. La mayor parte de los
contenidos de esta seccién pueden encontrarse en Awane [7].

Sea U un espacio vectorial de dimension n(k + 1), V un subespacio de U de
codimensién n y w',...,wk, k 2-formas en U. Para cada A (A = 1,...,k), ker w?
denota el subespacio asociado a w? definido por

ker w? = {u € U/w(u,v) =0 YveU}.

Definicién B.1 (w!,...,w*; V) es una estructura k-simpléctica en U si
k
wiyxy =0, ﬂ ker w? = 0.
A=1
Decimos que (U,w?,...,wk; V) es un espacio vectorial k-simpléctico.

Sea W un subespacio lineal de U. El ortogonal k-simpléctico de W es el subes-
pacio lineal de U definido por

Wt ={ueU/w*(u,w) =0 paratodow e W,A=1,...,k}.

Proposicion B.2 El ortogonal k-simpléctico verifica

367
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(1) AC B= B+ c A*.
(2) W (Wht

Observacion B.3 A diferencia de lo que ocurre en los espacios vectoriales simpléc-
tico, en nuestro contexto

dim W 4 dim W+ # dim U.
En efecto, consideremos por ejemplo el espacio vectores real R? dotado de la
estructura 2-simpléctica definida por:
w=elAed W =e?Ned V =kere?

donde {e', €2, €3} es la base dual de la base canénica {ey, eq, e3} de U = R3. Consi-
deramos W = generan {e3}, el ortogonal 2-simpléctico de W es W+ = span{e3}. En
este caso, dim W + dim W+ = 2 # dim R?.

Generalizando las correspondientes nociones de la geometria simpléctica vamos
a considerar los siguientes tipos especiales de subespacios vectoriales de un espacio
vectorial k-simpléctico.

Definicién B.4 Sea (U,w!,...,w*; V) un espacio vectorial k-simpléctico y W un
subespacio lineal de U.

W se dice isotrépico si W C W+,

W es coisotrépico si W+ C W.

W es lagrangiano si W = W+,

W es k-simpléctica si W NW+ = 0.

Proposicion B.5 Para cada subespacio vectorial W de U las siguientes propiedades
son equivalentes:

(1) W es un subespacio isotrépico.
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(2) w(u,v)=0(A=1,...,k) para todo u,v € W.

Demostracion:

Supongamos que W es isotrépico, esto es W C W+,

Entonces si u, v € W se verifica w”(u,v) = 0 puesto que u € W+,

Reciprocamente, para cada par de elementos u,v € W se verifica (por hipétesis)
w(u,v) =0 (A =1,...,k). Entonces fijado u € W se tiene que

wi(u,v) =0 (A=1,...,k) para cada v € W,

esto es, u € W+. Por lo tanto obtenemos que W C W+, es decir, W es isotrépico.
O

Ademas de los contenidos que aparecen recogidos en Awane [7], demostraremos,
en esta memoria, el siguiente resultado que nos permite establecer una caracteriza-
cion de los subespacios vectoriales k-simplécticos.

Proposicién B.6 Sea (U,w!, ... ,w" V) un espacio vectorial k-simpléctico y W un
subespacio lineal de U. W es un subespacio k-simpléctico si, y solo si, W con la res-
triccion de la estructura k-simpléctica de U a W es un espacio vectorial k-simplécti-
co.

Demostracion:

Supongamos que W es un subespacio k-simpléctico de (U, w?, ..., wk; V), esto es,

W AWt = {0},

Consideremos la restriccién wij, a W de las 2-formas w?, a continuacién proba-

remos que (W, wiy,...,wk,, V NW) es un espacio vectorial k-simpléctico.
Dado u,v € VN'W se obtiene

wiy (u,v) = wyxv(u,v) =0, (A=1,...,k).

Por otro lado, si u € Nkerwi, entonces w(u,v) = 0, (A = 1,...,k) para
todo v € W, entonces u € W+. Asi, puesto que u € W N W+ = {0} deducimos
Nker wi;, = {0}.
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Reciprocamente, supongamos ahora que (W, wiy,...,wk, V NW) es un espacio
vectorial k-simpléctico y probemos que W N W+ = {0}.

Siu € WNWH entonces u € W+, esto es w?(u,v) =0 (A =1,...,k) para todo
v € W. Puesto que u € W se obtiene que u € Nkerwi;, = {0} y por tanto u = 0.

U

Observemos que si (M,w!, ..., w* V) es una variedad k-simpléctica, entonces
para cada ¥ € M, se tiene que (w!, ..., wk V,) es una estructura k-simpléctica en el
espacio vectorial T, M.



Apéndice C
Indice de simbolos

En este apéndice se recoge la notacion que hemos ido empleando a lo largo de la
memoria.

o T"Q — Q Fibrado cotangente.

Wé (T))Q — Q Fibrado de k'-covelocidades.
(@)iz1,..m Coordenadas en Q.

(¢, pi)izt1,.n Coordenadas en T*().

(@8, DNzt A= Coordenadas en (T})*Q.

74 RF - R Proyeccién A-ésima.

gt (TH)Q — T7Q

0 e QY T*Q) 1-forma de Liouville en T*Q.

w e Q(T*Q) Forma simpléctica candnica en T*Q.

04 € QY((T}H)*Q);1 < A<k 1-formas candnicas en (T})*Q.
wt e P((TH*Q);1 < A<k 2-formas candnicas en (T})*Q.

Aplicacion cotangente inducida por una apli-
cacion f: M — N.

Levantamiento canénico de f : M — N a los
TH*f : (TH)*N TH*M
(Te)' S+ (TN = (1) fibrados de k'-covelocidades.
Levantamiento completo de Z € X(Q) a

(T)" Q.

T*f: T*N — T*M

ZC*
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70:1TQ — Q Fibrado tangente.
Té; : Tk} Q—Q Fibrado tangente de k'-velocidades.
TS’A TQ - TQ
oM RF — TLQ Primera prolongacién de ¢:R* — Q a T} Q.
e (R (T1)Q) i[;lé(;?giggre;pfjt : (TH*Q de clase € con
H:M—R Funcién hamiltoniana.
H: CX(RF, (T})*Q) — R Accién hamiltoniana k-simpléctica.
d*t Forma de volumen en R¥.
A1t =0 g dit
oA
X% (M) Campos de k-vectores hamiltonianos en M.

(C]i» Ui;)i:l ..... nA=1...k

XVa

{Jh T
A

Ala '7Ak

TYf:TIM — TIN
ZC’

L:M—R

07, wi

FL:T}Q — (T})Q
Cx¥(R*, Q)
J:C®(RF Q) — R
Er

X1 Q)

drg : T} Q — R

a:TQ—R

Coordenadas en T} Q.

Levantamiento vertical A-ésimo de campos
de vectores de Q a T} Q.

Estructura k-tangente canénica en T} Q.
Campo de Liouville en T} Q.

Campos de vectores canénicos en T} Q).

Levantamiento canénico de f: M — N a los
fibrados de k!-velocidades.
Levantamiento completo de campos de vec-

tores de @ a T}}Q.

Funcién lagrangiana definida en M.

Formas lagrangianas.

Transformacion de Legendre k-simpléctica.
Aplicaciones R¥ — @) con soporte compacto.
Accién lagrangiana k-simpléctica.

Funcién energia lagrangiana.

Conjunto de campos de k-vectores lagrangia-
nos.

Operador de Tulczjew actuando sobre una
aplicacién g : Q — R*.

Funcién asociada a las 1-formas a?, ..., aF.



373

WJ_

0 = TIQ xq TLQ 5 T(T1Q)

TIQ xoTQ — 0

I T1Q xo TQ — T(T1Q)
V:T(TIQ) — TQ x T}Q
h: T(T}Q) — H(T}Q)

v T(T}Q) — V(T}Q)

LQ

(B, [ ]e. p)

T:FE—Q

Sec(E)

p:E—TQ

p: Sec(E) — X(Q)

Par CGy

Subvariedad de ligaduras.

Fibrado de las formas de ligadura.
Distribucién de ligaduras.
Restriccion a M de T(TEQ).
Proyector no-holonémico.
Operador complementario a P.
Restriccion a M de THTQ).
Operador proyeccion.

Operador complementario a P.

Algebra de Lie de un grupo de Lie G.

Campo de vectores fundamental asociado
aeg.

Componente A-ésima de la aplicaciéon mo-
mento no-holonémica.

Anulador de la distribucion D.

Ortogonal k-simpléctico del subespacio W
de un espacio vectorial k-simpléctico.

Sucesion exacta construida a partir de 7'5.

Aplicacion horizontal.

Retraccion asociada a JH.

Proyector horizontal.

Proyector vertical.

Fibrado de las referencias lineales sobre ).
Algebroide de Lie.

Proyeccién asociada al algebroide F.
Conjunto de secciones de 7.

Ancla del algebroide FE.

Ancla del algebroide F.

Funciones de estructura.

[-,-]e : Sec(E) x Sec(E) — Sec(E) Corchete de Lie en F
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T B — Q) fibrado dual de E
dZ : Sec(\' E*) — Sec(\""" E*) Diferencial exterior en E
m:P—Q Fibrado vectorial
Tr: TP —TQ Aplicacion tangente asociada a 7w : P — Q)

‘IEP =F XTQ TP

7p:TEP — P

7:TEP - E

p”:fTEf)—afo)

(o 117
& E

k
THE—Q
(4", y*)
(¢",y%)
{6a}Z;1
(¢, ub)
(qz?ue’ Za7w€)
{xaa VZ}
{xe, v}

JL Tk

k
®E"

o4, 04

k k
Leg @ E - £

Prolongacion del algebroide de Lie E median-
temr: P—Q

Fibrado prolongacién del algebroide de Lie E
sobre T

Proyeccion sobre el primer factor
Aplicacién ancla del algebroide prolongacion

Estructura de algebroide de Lie en TZP.

Suma de Whitney de k copias del algebroide

Sistema local de coordenadas en F

k
Sistema local de coordenadas en @ F
Base local de Sec(F)
Sistema local de coordenadas en P.

Sistema local de coordenadas en TF P.

Base local de secciones de 7p : TP P — P
Base dual de {X4, (V4),}

k
Endomorfismos verticales en T¥(& E).

k
Secciones de Liouville en 7% (¢ F).
Secciones de Poincaré-Cartan.
Morfismo de algebrides de Lie.

Aplicacion asociada al morfismo de algebroi-
des de Lie.

Suma de k-copias de E*.
k
Secciones de Liouville en 7% (¢ E*).

Transformacion de Legendre
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fo RExQ — Q

()0 : R x (T1)'Q — R* x Q
(T : R¥ x (T1)*Q — @

A0 RE X (T])Q — R

3 RF X (TH*Q — T*Q

{R1,..., Re}a=1..k

L

See(M, N)

Seco(M, N)

H : Secc(R¥, R x (TH*Q) — R
Oy € Q' (R* x (T})"Q)

et RF x Q — RF

(7pe)10 : RF x TRQ — RF x Q
(frpe )1 : RF x T Q — R¥

po RFXT;Q — Q

A
A A

{S',..., 5%}
(81 .4M

FL:RF x TIQ — RF x (T}H)*Q

ol RF — RF x T'Q
JFUEREXTIHQ — R* x TLQ

Zl

S: Sec.(R* RF x Q) — R

Proyeccion sobre la A-ésima copia del primer
factor.

Proyeccion sobre la A-ésima copia del segun-
do factor.

Coordenadas en RF x (T})*Q.
Campos de Reeb.

Levantamiento completo de campos de vec-
tores de R* x Q a R x (T})*Q.

Espacio de secciones de N — M.

Espacio de secciones de N — M con soporte
compacto.

Accién hamiltoniana.

Coordenadas en R* x T} Q.

Campo de Liouville en R* x T} Q.

Campos de vectores canénicos en R* x T Q.
Campos de tensores canénicos en R* x TLQ.
Campos de tensores en R* x TLQ.
Aplicacion de Legrendre k-cosimpléctica.

Primera prolongacién de ¢:RF — Q a RF x
TlQ.

Levantamiento natural de f: RF x Q — R* x
Q aRF x TLQ.

Levantamiento natural de campos de vecto-
res de RF x Q a R* x T} Q.

Accién integral lagrangiana.



376 C  Indice de sfmbolos

\% Conexién en R¥ x Q — R*.
h: T(R* x Q) — H (7ge)
v:T(R* x Q) — V (7ge)

Proyector horizontal asociado a V.

Proyector vertical asociado a V.

Ry

XH

Ch

EY

Hé, wé,

HV

(eL)év (wL)év

. k

REX B E —Q
St Sk

~

A, A

~. Dk k *
PR @ E* — Q

Curvatura de V.

Levantamiento horizontal de campos de vec-
tores.

1-formas de Poincaré-Cartan en RF x T} Q.

Energia asociada a la conexién V y al lagran-
giano L.

Formas hamiltonianas asociadas a V.
hamiltoniano asociado a V.

Formas lagrangianas asociadas a V.
Proyeccion canénica

k
Endomorfismos verticales en T¥(R*x & E).

k
Secciones de Liouville en T#(RFx & E).

Proyeccion canonica

k k
Leg:RFx @ F — RFx @ E* Transformacién de Legendre.



Conclusiones.

El punto de partida de esta memoria ha sido la formulaciéon k-simpléctica y k-
cosimpléctica de las Teorias Cléasicas de Campo de Primer Orden, cuyo origen se
encuentra en diversos trabajos de M. de Ledn [80] 82] 8Tl [83, [84].

A lo largo de la memoria hemos estudiado diversos temas relacionados con las
teorias de campos en los formalismos antes mencionados y se ha comprobado que los
diversos resultados que se han establecido generalizan los correspondientes resultados
de la Mecéanica Clasica lagrangiana y hamiltoniana, autéonoma y dependiente del
tiempo.

Entre los resultados a los que he llegado a lo largo del trabajo realizado quiero
destacar los siguientes:

= La teoria de simetrias y leyes de conservacién que se ha desarrollado en el
Capitulo [2| nos ha permitido extender el teorema de Noether de la Mecdanica
Clasica al contexto k-simpléctico de modo que nos permite asociar leyes de
conservacion o cantidades conservadas a ciertos tipos de simetrias, tanto en el
enfoque hamiltoniano como en el lagrangiano.

Pretendo continuar este estudio extendiendo los resultados sobre simetrias de
la Mecanica dependiente del tiempo al contexto k-cosimpléctico.

» En el Capitulo |3 se han estudiado diversos aspectos de las teorfas clasicas de
campos sujetos a ligaduras no-holonémicas en el entorno k-simpléctico. El es-
tudio que hemos realizado es muy similar al caso de la mecanica de particulas.
Al mismo tiempo los resultados que se han obtenidos son similares a los del
contexto multisimpléctico, pero con la ventaja de que el enfoque k-simpléctico
es mas simple en su descripcién y forma de trabajo. En este capitulo tam-
bién se muestra que, bajo ciertas condiciones de regularidad la proyeccién de
soluciones del sistema sin ligaduras proporciona soluciones del problema con
ligaduras no-holonémicas.
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Ademas en este capitulo se analiza el caso particular de una subvaridad de
ligaduras M que se obtiene como la suma de k copias de una distribucién so-
bre el espacio de configuracién. En este caso particular se ha construido una
distribucién D en T} Q a lo largo de M que, en cada punto, es un subespa-
cio k-simpléctico del espacio vectorial k-simpléctico (T(TEQ),wt, ... ,wk V)
asociado a un lagrangiano regular L. Este hecho permite extender al contexto
k-simpléctico el procedimiento de Bates y Sniatycki [8] para el caso lineal.

Se ha asociado a cada conexién no lineal en el fibrado T}!Q un SOPDE y recipro-
camente a cada SOPDE se le asocia una conexién no lineal en el fibrado antes
mencionado.

En el contexto k-cosimpléctico también se han estudiado conexiones no linea-
les, en este caso en el fibrado trivial R¥ x Q — R* y se ha demostrado que
asociada a cada conexion V en dicho fibrado y a cada funcién lagrangiana L
se define una funcién EY, llamada funcién energfa que permite demostrar que
existe una correspondencia biyectiva entre las soluciones de las ecuaciones de
campo de Euler-Lagrange y las ecuaciones de campo de Hamilton-De Donder-
Weyl.

Se ha desarrollado una formulacién k-simpléctica y k-cosimpléctica en algebroi-
des de Lie. La idea de esta formulacion ha sido sustituir el fibrado tangente
de la variedad de configuraciéon por un algebroide de Lie arbitrario. De este
modo obtenemos una nueva teoria que generaliza por una parte la formulacién
k-simpléctica y k-cosimpléctica estandar y por otra la Mecanica en algebroides
de Lie.

En relaciéon con el tdltimo punto comentado pretendo desenvolver la formu-
lacién k-simpléctica y k-cosimpléctica de la teoria de campos discretos sobre
grupoides de Lie. Para eso, los pasos a seguir serian los siguientes. En primer
lugar desarrollar la formulacion k-simpléctica y k-cosimpléctica discretas, es-
tudiando sus propiedades y elementos geométricos. En segundo lugar extender
estes resultados al estudio de campos discretos sobre grupoides de Lie.
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