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Abstract

The notion of curvature is one of the most important concepts in differential geometry.
As a consequence of the difficulty of working with all the information that curvature
tensor encodes, usually the study focusses in some operators defined in a natural way
from the curvature tensor. In this memory we are going to focuss in two of them: Jacobi
operator (R,) and skew-symmetric curvature operator (R.). These two operators give a
big quantity of information about geodesics and circles, that are objects of main interest
in mathematics and also in physics.

The Riemannian locally symmetric spaces can be characterized by the fact that the Ja-
cobi operator along every geodesic v has constant eigenvalues (€) and parallel eigenspaces
(B). Two natural generalizations of locally symmetric spaces appear when we consider
conditions € and P separately [2]. Also Riemannian locally symmetric spaces can be char-
acterized by the fact that for every unit circle ¢, the skew-symmetric curvature operator
has constant eigenvalues (O) and there exists a Jordan parallel basis for R, along ¢ (%).
Our objective in this work is to investigate all these properties in Lorentzian geometry
focussing in Walker metrics as a first step towards a description of the corresponding
manifolds.

The geometry of Walker manifolds, as the study of some of their specific characteristics
and its influence in the study of Lorentzian geometry, will be fundamental aspects that we
will use along this work [4]. Since the point of view of Walker geometry, Walker manifolds
of dimension 3 are the first non trivial case to consider. Also, the fact that all geometric
information is codified in an unique function makes this geometry more tractable than the
higher dimension cases.

In a more concise way this work is structured as follows.

In Chapter 1 we remind some basic concepts of semi-Riemannian geometry, with the
principal interest of fixing the notation that we will use later. Also, as mentioned before,
for the importance of curvature tensor and associated operators which we are going to
work with, we make a brief introduction and definition of those elements. Because of the
importance that they have in the study of semi-Riemannian geometry in general and in
this work in particular, we will remind the definition of Walker structures and some of their
basic properties, focussing overall in 3-dimensional case. Finally, we make a brief analysis
of Osserman, recurrent and Ivanov-Petrova manifolds, because later in Chapters 3 and 4
we will see that they are related with €-spaces, P-spaces and -spaces, respectively.
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In Chapter 2 we will briefly review the study made for Gray [12] about generalizations
of Einstein metrics, reminding the irreducible spaces A, B, C*+ and C, defined from the
covariant derivative of the Ricci tensor, and focussing in the particular case of Walker
metrics. As a new part we will make a detailed study of the classes A& C+ and B & Ct,
as before, for the case of Walker metrics. We finish this chapter, with a table where we
organize the classification made in previous parts and in which are included the following
results:

. A Walker manifold of dimension 3 is in class A or A® C* if and only if
1s locally symmetric.

. A Walker manifold of dimension 3 is in class B or B ® Ct if and only if
is locally conformally flat.

Chapter 3 treats the study and classification of spaces characterized for the behavior
of Jacobi operator along geodesics, in dimension 3 for Walker metrics. In the first part
of the chapter we will make a review of €-spaces and in the second one we will review
P-spaces, giving for both spaces a new classification for Walker metrics of dimension 3
and with constant scalar curvature:

. A Walker manifold of dimension 8 in a €-space if and only if is locally
symmetric.
. A Walker manifold of dimension 8 with constant scalar curvature is a

PB-space if and only if is locally symmetric or a strict Walker manifold.

In Chapter 4 we will make an analogous study as in Chapter 3 but now for the geometry
of the skew-symmetric curvature operator. As in previous chapter we will study the O and
T conditions for Walker metrics of dimension 3 getting a compleat classification for metrics
of constant scalar curvature.

To finish, in Chapter 5, and motivated for the situation analyzed in Chapters 3 and
4 we are going to make an analysis of the relation between ¥ and ¥ spaces. For that we
will proof the implication T-space=- 3-space in the case of Walker metrics of dimension 3.
This relation was seeing in [16] for the Riemannian case and presented as a open problem
in a context more general. At the end of this memory we will give examples in dimension
4 of T-spaces that are not P-spaces.
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Introducion

A nocién de curvatura é un dos conceptos mais importantes en xeometria diferencial.
Debido 4 dificultade de manexar toda a informacion subxacente 6 tensor de curvatura, con
frecuencia o estudo céntrase na andlise de certos operadores definidos de xeito natural a
partir deste. Nesta memoria centrarémonos principalmente en dous deles: o operador de
Jacobi (Ry) e o operador de curvatura antisimétrico (R.). Estes operadores proporcionan
unha grande cantidade de informacién sobre xeodésicas e circulos, que son obxectos de
gran importancia tanto en Matematicas como en Fisica.

Os espazos Riemannianos localmente simétricos poden ser caracterizados polo feito de
que o operador de Jacobi 6 longo de cada xeodésica 7 ten autovalores constantes (&) e
autoespazos paralelos (). Duas xeneralizaciéns naturais de espazos localmente simétri-
cos aparecen cando consideramos as condiciéns € e P por separado [2]. Do mesmo xeito
pbédense caracterizar os espazos Riemannianos localmente simétricos pola constancia dos
autovalores asociados 6 operador de curvatura antisimétrico 6 longo de todo circulo uni-
tario ¢ (9) e a existencia dunha base de Jordan paralela para R, ao longo de ¢ (%). O
noso obxectivo neste traballo é investigar todos estes espazos en xeometria de Lorentz cen-
trandonos nas métricas de Walker como un primeiro paso cara unha descripcion completa
de ditas variedades.

A xeometria das variedades de Walker asi como o estudo dalgunhas das siias carac-
teristicas especificas e a sia influencia no estudo da xeometria de Lorentz, serdn aspectos
fundamentais que empregaremos 6 longo deste traballo [4]. Dende o punto de vista da
xeometria de Walker, as variedades de Walker de dimensién 3 son o primeiro caso non
trivial a considerar. Ademais, o feito de que toda a informacién xeométrica estea codifica-
da nunha unica funcién fai que esta xeometria sexa mais manexable que a de variedades
de Walker de dimensién superior.

Dun xeito méis preciso este traballo estructirase como segue.

No Capitulo 1 recordamos algtins conceptos de xeometria semi-Riemanniana, co princi-
pal interese de fixar a notacién que posteriormente utilizaremos. Ademais, pola importan-
cia, citada 6 principio, que tenen tanto o tensor de curvatura como os operadores asociados
cos que imos traballar faremos unha pequena introducion e definiciéon destes elementos. Po-
lo importante papel que desempenan no estudo da xeometria semi-Riemanniana en xeral e
neste traballo en particular, recordaremos a definicion das estructuras de Walker e algunhas
das suas propiedades basicas, centrandonos sobre todo en variedades 3-dimensionais. E,
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finalmente, faremos unha pequena anélise das variedades Osserman, recurrentes e Ivanov-
Petrova xa que posteriormente veremos que estan relacionadas cos €-espazos, P-espazos,
D-espazos e T-espazos, respectivamente, nos Capitulos 3 e 4.

No Capitulo 2 faremos un percorrido polo estudo realizado por Gray [12] de xeneraliza-
cién das métricas de Einstein, recordando os espazos irreducibles A, B, C* e C, definidos
a partir da derivada covariante do tensor de Ricci, centrandonos en particular no caso
de métricas de Walker. Completaremos os resultados conecidos coa caracterizacién das
clases A @ C*+ e B@® C*t, proporcionando asi unha clasificacién completa para métricas de
Walker 3-dimensionais. E, para finalizar este capitulo, faremos unha tdboa na que se poida
visualizar e ordenar a clasificacién realizada nos apartados anteriores e na que se inclien
os seguintes resultados:

] Unha variedade de Walker 3-dimensional pertence ds clases A ou A @ C*
se, e sO se, € localmente simétrica.

. Unha variedade de Walker 3-dimensional pertence ds clases B ou B & C*
se, e s0 se, € localmente conformemente chd.

No Capitulo 3 estudiaremos e clasificaremos os espazos caracterizados pola andlise
do comportamento do operador de Jacobi 6 longo de xeodésicas, en dimensiéon 3 e para
métricas de Walker. Na primeira parte do capitulo faremos un repaso de todo o xa cofiecido
acerca dos €-espazos e na segunda parte repasaremos os B-espazos e as clasificacions xa
conecidas en signatura Riemanniana, dando para ambos espazos unha nova clasificacién
para métricas de Walker 3-dimensionais de curvatura escalar constante:

. Unha variedade de Walker 3-dimensional é un €-espazo se, e sé se, € lo-
calmente simétrica.

] Unha variedade de Walker 3-dimensional con curvatura escalar constante
€ un PB-espazo se, e so se, € localmente simétrica ou unha variedade de
Walker estricta.

No Capitulo 4 faremos un estudo, de modo andlogo a como se fixo no Capitulo 3,
da xeometria do operador de curvatura antisimétrico. Andlogamente 6 capitulo anterior,
estudiaremos estas condiciéns para métricas de Walker 3-dimensionais, chegando a unha
clasificacién completa para métricas de curvatura escalar constante.

Para rematar, no Capitulo 5, e motivados pola situacion analizada nos Capitulos 3 e 4
faremos unha analise da relacion existente entre os 3 e ¥ espazos. Para iso, demostraremos
a implicacién T-espazo=- P-espazo no subconxunto das métricas de Walker de dimension
3. Esta relacién xa fora posta de manifesto en [16] para o caso Riemanniano e plantexada
como un problema aberto nun contexto mdis xeral. No termo desta memoria daremos
exemplos en dimensién 4 de T-espazos que non son ‘B-espazos.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo de preliminares ten como obxectivo introducir os conceptos basicos nos
que se fundamenta este traballo, asi como sentar as bases da terminoloxia e notacién que
se empregard 0 longo dos demais capitulos.

A Seccién 1.1 estd dedicada preferentemente a repasar algins conceptos elementais e a
fixar a notacién, para posteriormente na Seccién 1.2 dar algunhas definiciéns importantes
relacionadas coas nociéns estudiadas e na Seccién 1.3 introducir os espazos localmente
simétricos. Na Seccién 1.4 introduciranse unha serie de operadores asociados 6 tensor de
curvatura que utilizaremos nos demais capitulos do traballo. Na Seccion 1.5 faremos un
pequeno resumo das métricas de Walker e as suias caracteristicas, pois constitiien unha
parte fundamental do estudo realizado, e para finalizar faremos nas Seccions 1.6, 1.7 e 1.8
unha pequena introducién &s variedades Osserman, recurrentes e Ivanov-Petrova, respecti-
vamente, pois desempenan un importante papel nas clasificaciéns realizadas nos Capitulos
3ed.

1.1. Introducién

O ambito de estudo deste traballo enmércase na xeometria semi-Riemanniana e mais
concretamente nas métricas de Walker. Por este motivo comezamos este primeiro capitu-
lo recordando os principais elementos xeométricos dunha variedade semi-Riemanniana,
fixando a notacién que empregaremos no desenvolvemento da memoria.

Posto que o obxectivo é analizar a xeometria de variedades semi-Riemannianas, tratare-
mos, en xeral, cunha variedade M de dimension n sobre a que esta definida unha métrica g
simétrica, non dexenerada e con signatura (p, q), onde p+¢q = n. Denotaremos entén a este
par por (M, g) e referirémonos a el en xeral como variedade semi-Riemanniana. Diremos
que (M, g) é unha variedade de Riemann se p = 0, é dicir, se g é definida positiva, diremos
que (M, g) é unha variedade de Lorentzse p = 1 e que (M, g) ten signatura neutrase p = q.



2 1 Preliminares

Tendo en conta o anterior, a primeira definicién que imos dar hérdase da xeometria de
Lorentz utilizada na Teoria da Relatividade:

Definicién 1.1.1 Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana e sexa p € M, un vec-
tor x € T, M diremos que é

- temporal se gp(z,z) <0,

- espacial se gp(x,x) >0,

- nulo se gp(z,z) =0 e x # 0,

- non nulo se g,(x,x) # 0,
e ademais, a un vector non nulo x tal que |g,(x,x)| =1 chamarémoslle unitario.

Denotamos por S, (M), Sf (M) e S,(M) os conxuntos

S;(M) = {zeTyM:gy(z,z) =—1},
SfM) = {zeTyM:gy(z,z) =1},
SpM) = {xeT,M:|gy(z,z)| =1},

de vectores unitarios temporais, unitarios espaciais e unitarios, respectivamente, do espazo
tanxente & variedade no punto p. O andlogo para campos de vectores sera:

STM) = |J Sy (M) ={X eTM:g(X,X)=-1},
pEM

STM) = | SfM)={X e TM:g(X,X) =1},
pEM

SM) = | SpM) ={X eTM: |g(X,X)| =1},
pEM

chamados, respectivamente, fibrados unitario temporal, unitario espacial e unitario da va-
riedade (M, g). En xeral, denotaranse os vectores con letras latinas minuisculas: z, y, z, v, w,
., e os campos de vectores coas correspondentes maitsculas: X,Y, Z, V, W, .... O conxunto
de campos de vectores dunha variedade (M, g) denotarase por X(M).
Dada (M, g) unha variedade semi-Riemanniana, tense determinada de forma tnica
unha conexién simétrica que fai paralela 4 métrica g, denominada conexion de Levi-Civita,
que denotaremos por V. A formula de Koszul ddnos a expresién da conexion:

29(VxY,2) = X(g(Y,2))+Y(9(X,Z)) - Z(9(X,Y))
9(X, [Y> Z]) - g(Y, [X’ Z]) +9(Z, [X7 Y])a

onde X,Y,Z € X(M) e sendo [-, -] o corchete de Lie para campos de vectores en M.
Ademais tamén denotamos por V 6 operador gradiente en M. Notese que o gradiente
dunha funcién f : (M, g) — R vén dado por

g(Vf,X) :X(f)7 X € :{(M)



1.2 Curvatura seccional, tensor de Ricci, curvatura escalar e tensor de Weyl 3

Unha vez temos a conexién de Levi-Civita sobre (M, g), definimos o tensor de curvatura
de tipo (1,3) como:
R(X,Y)Z = [Vx,Vy]Z — Vxy1Z,

que verifica as identidades:

R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z,
(1.1) R(X,Y)Z +R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0,

(1'2) (VXR)(Yv Z)V + (VYR)(ZvX)V + (VZR)(Xa Y)V =0,

para calesquera campos de vectores X, Y, Z,V € X(M). No que segue referirémonos & ex-
presién (1.1) como Primeira Identidade de Bianchi (ou Identidade de Bianchi Alxébrica)
e a (1.2) como Segunda Identidade de Bianchi (ou Identidade de Bianchi Diferencial).

A partir do tensor de curvatura de tipo (1,3) definese o tensor de curvatura de tipo
(0,4) asociado, que tamén denotaremos por R, como:

R(X,Y,Z, V) = g(R(X,Y)Z,V).

Este cumpre, ademais das propiedades que se derivan das tres anteriores, dias referidas
4 antisimetria nos dous ultimos argumentos e & simetria entre o primeiro e o segundo par,
é dicir:

R(X,Y,Z, V) = —R(X,Y,V,Z),
R(X,Y,Z,V) = R(ZV,X,Y),

de novo para X, Y, Z, V € X(M).

1.2. Curvatura seccional, tensor de Ricci, curvatura escalar
e tensor de Weyl

A curvatura da variedade é un obxecto de importancia fundamental no estudo xeo-
métrico dunha variedade, mais dunha dificultade extrema, debido 6 seu caracter de tipo
(0,4). Por iso, debido 4 dificultade que entrana traballar cun campo de tensores deste tipo,
ténense definido obxectos mais sinxelos que permiten recuperar informacién relevante sobre
o tensor de curvatura. Asi, o uso das suas simetrias fai posible definir e estudiar obxectos
xeométricos asociados que permiten, non sé un tratamento mais sinxelo, senén dar unha
interpretaciéon méis tanxible da curvatura da variedade. Entre eles, o mais significativo
é a curvatura seccional, definida sobre os planos non dexenerados (é dicir, sobre os planos
I que verifican g(X, X)g(Y,Y) — g(X,Y)? # 0 onde X e Y son campos de vectores que
xeneran o plano IT) como segue:

B R(X,Y,Y, X)
KD = X Xevy) — (%72



4 1 Preliminares

A importancia do concepto de curvatura seccional radica non s6 en que permite dar unha
interpretacion xeométrica da curvatura como a curvatura da superficie tanxente 6 plano
considerado no punto en cuestién, senén que, ademais, é posible reconstruir o tensor de
curvatura a partir da curvatura seccional dos planos do espazo tanxente, € dicir, a curvatura
seccional determina univocamente a curvatura da variedade.

Para métricas indefinidas unha consecuencia importante do feito de non estar a cur-
vatura seccional definida sobre toda a Grassmanniana de 2-planos en cada punto, é que non
estd necesariamente acotada, nin toma valores nun conxunto conexo de R. De feito, a posi-
bilidade de estender con continuidade dita funcién a toda a Grassmanniana é equivalente
a sda acotacion, o que s6 é posible se K é constante [7], [19].

A contraccién de tensores permite tamén definir, a partir do tensor de curvatura, o
Tensor de Ricci:

p(X,Y) :=Tr[Z ~ R(Z, X)Y],

para campos de vectores X,Y,Z € X(M). Sexa {E1, Eo, ..., E,} unha base ortonormal e
sexa e, = g(Fi, F;), entén o tensor de Ricci vén dado por:

n
p(X,Y)=> epR(E;, XY, E).
=1

Cunha nova contraccién a partir da curvatura obtense a curvatura escalar, que denotamos
por T e que con respecto dunha base ortonormal {E, Fa, ..., E,} exprésase:

n n
T = ZEEz‘p(Ei7Ei) = Z 5Ei5E]-R(EjaEi,Ei7Ej)a
i=1 i,j=1
onde eg, = g(E), Ex), para todo k =1, ..., n.

Observacién 1.2.1 En dimensién 2 e 3 o tensor de Ricci determina completamente o
tensor de curvatura da variedade, pero en dimensiéns maiores o tensor de Ricci contén
menos informacién que este.

Unha situacion na que a curvatura da variedade é relativamente simple é aquela na
que o tensor de Ricci se pode expresar como un multiplo escalar do tensor métrico.

Definicién 1.2.2 Unha variedade (M, g) dise que € unha variedade Einstein se:
p=2Ag,
onde A € unha constante real e, tendo en conta que
T =\ dimM,

tense enton que unha variedade € Einstein se se verifica que

T

p= dimM 9:
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Observacién 1.2.3

= En dim M = 2 tense sempre que p = A g, sendo A a curvatura de Gauss da
superficie, polo tanto a variedade é Einstein se, e sé se, a superficie ten curvatura de
Gauss constante.

» En dim M = 3 unha variedade é Einstein se, e s6 se, ten curvatura seccional cons-
tante.

= Para dim M > 4, a situacién cambia radicalmente e as variedades Einstein estan
lonxe de ser clasificadas.

Definicién 1.2.4 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann de dimension n e sexa T un
campo de tensores de tipo (0,2). Dise que o campo de tensores T € ciclico paralelo se

(VxT)(X,X)=0, VX € X(M),
ou, equivalentemente, se
(VxT)Y,Z2)+ (VyT)(Z,X)+ (VzT)(X,Y) =0, VXY, Z € X(M).
Dise que o campo de tensores T é Codazzi se
(VxT)Y,Z)=(VyT)(X,2),VX,Y,Z € X(M).

Definicién 1.2.5 Sexa (M, g) unha variedade de dimensién n. Definese o tensor de Weyl
e o tensor de Schouten como:

W(X,Y,Z,V) = R(X,Y,Z,V)
+ m{ 9(X,V)g(Y,Z) — g(X, Z)g(Y,V)}
— (X V)Y 2) — (X, Z)g(Y V)
+ p(Y,Z2)9(X,V) - P( V)g(X, Z)},
CX,Y) = — (p(X,Y) - J(X, V).

n—2 ( -1)
Notemos que estes tensores estan relacionados polo feito de que p = 0se, e sése, C =0
e isto acontece se, e s6 se, W = R.

Definiciéon 1.2.6 Unha métrica g € localmente conformemente chd se para cada punto
; g : . n * o __ 42

p € M emiste unha vecinanza U e un difeomorfismo ¢ : V C R}, — U con ¢*g = ¢“grn

para un certo natural n, € dicir, se a métrica ¢ localmente un cambio conforme dunha

métrica pseudo-euclidiana usual.
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O seguinte resultado completa este feito dando a caracterizacién de variedades local-
mente conformemente chas.

Teorema 1.2.7 [18] Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana de dimension n.
(i) Sen >4, (M,g) é conformemente chd se, e sé se, W = 0.
(ii) Paran =3, (M,g) é conformemente chd se, e so se,

(VxO)Y, Z) = (Vy O)(X, Z)

para calesquera campos de vectores X,Y,7Z € X(M); onde C denota o tensor de

Schouten (R=Ceg+W).

Teorema 1.2.8 [18] Seza (M, g) unha variedade semi-Riemanniana n-dimensional con
n > 3. Enton (M, g) ten curvatura seccional constante se, e so se, é Einstein e localmente
conformemente chd.

1.3. Variedades localmente simétricas

Definicién 1.3.1 Unha variedade (M, g) dise que é localmente simétrica se para cada
punto p € M eziste unha vecinanza V de p de zeito que, para todo punto desta q € V, a
simetria reodésica local

op 1 q = expp(ru) — pp(q) = expp(—ru)
€ unha isometria.

Un resultado clasico de Cartan caracteriza as variedades localmente simétricas en ter-
mos da derivada covariante do tensor de curvatura: (M, g) € localmente simétrica se, e
s6 se, VR = 0.

Observacién 1.3.2 Posto que en dimensién 3 o tensor de Ricci determina completamente
o tensor de curvatura da variedade tense que, en tal dimensién, VR = 0 se, e sé se, Vp = 0.

1.4. Operadores asociados 6 tensor de curvatura

Dado que, como xa dixemos, o tensor de curvatura nos dd moita informacién xeométrica
dunha variedade e que o estudo do propio tensor resulta moi complexo, o que faremos
serd estudar certos operadores construidos a partir do propio tensor de curvatura. Os mais
comuns e mais estudiados son: o operador de Ricci, o operador de Jacobi, o operador de
Jacobi de orde superior, o operador de curvatura antisimétrico, o operador de curvatura
antisimétrico de orde superior e o operador de Szabo.

Nesta memoria centrarémonos no operador de Jacobi e no operador de curvatura an-
tisimétrico. Definiremos a continuacién estes operadores, asi como o operador de Szabd e
o operador de Ricci, dando algunhas das stas propiedades mais importantes.



1.4.1 Operador de Jacobi 7

1.4.1. Operador de Jacobi

Consideremos (M, g) unha variedade semi-Riemanniana. Sexa z € T),M e considere-
mos a aplicacion linear

R(-,2)z: Ty,M — T,M

x —  R(z,2)z.

Dado que g(R(x,z2)z,2) = 0 e g(R(z,2)z,z) = 0, podemos restrinxir o percorrido da
aplicacién anterior 6 subespazo ortogonal a z e considerar asi a aplicacion

R(-,2)z: 2+t — 2+,

Estamos agora en condiciéns de introducir o operador de Jacobi na seguinte definicién.

Definicién 1.4.1 Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana e z € S(M). A restric-
cion R, : 2+ — 2+ da aplicacion linear R,x = R(z,2)z, denominase operador de Jacobi

na direccion de z.

Observacién 1.4.2 Para z,y € 2 temos

9(R.x,y) = g(R(z,2)2,y) = g(R(z,y)z,2)
= g(R(y,z)Z,a:):g(Rzy,m),

logo o operador de Jacobi é unha aplicacién autoadxunta.

Por ser o operador de Jacobi unha aplicacién autoadxunta, no caso en que a métri-
ca sexa definida positiva, serd diagonalizable con autovalores reais. En consecuencia, o
conecemento tanto dos autovalores como dos autoespazos do operador de Jacobi propor-
cionara importante informacion sobre a curvatura de tales variedades. En xeral, a situacion
non ¢é tan sinxela para métricas indefinidas, podendo presentar R, autovalores complexos
ou raices multiples do seu polinomio minimo. Ademais, é importante sinalar que o espec-
tro de R, non determina completamente o operador de Jacobi, sendo preciso o estudo dos
polinomios minimos de R,.

1.4.2. Operador de curvatura antisimétrico

Sexa (M, ¢g) unha variedade semi-Riemanniana e consideremos os vectores z,y € T,M.
O operador de curvatura antisimétrico R(x,y) vén dado por

9(R(z,y)z,w) = R(z,y, 2, w),

onde debemos salientar o papel que desempenan os argumentos = e y, con un comporta-
mento antisimétrico.
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Se consideramos {e1, e2} unha base ortonormal orientada para un 2-plano orientado 7
non dexenerado, o operador de curvatura antisimétrico R; = R(w) vén dado por

Rz = R(m)z := R(e1, e2)z.

Esta definicién é independente da base ortonormal positivamente orientada escollida.
Noétese que o operador de curvatura antisimétrico é anti-auto-adxunto, en contraste co ope-
rador de Jacobi que é autoadxunto. Isto xustifica en moitos casos as distintas propiedades
que ambos operadores presentan en certas circunstancias.

1.4.3. Operador de Ricci

Partindo do tensor de Ricci de tipo (0,2) podemos definir o operador de Ricci como:

9(p(x),y) = p(z,y),

denotando tamén como p 6 operador de Ricci, que diferenciaremos do tensor de Ricci
dependendo do contexto no que nos atopemos.

Observacién 1.4.3 O operador de Ricci é autoadxunto por ser p simétrico. Polo tanto
en signatura Riemanniana o operador de Ricci é diagonalizable, é dicir, para dimensién 3
existe {e1, e2, e3} base ortonormal tal que

p:

o o
ow o
2 O O

onde a, 3,7 € R reciben o nome de curvaturas de Ricci.

En signatura Lorentziana o operador de Ricci non é necesariamente diagonalizable
ainda sendo autoadxunto. Sexan as curvaturas de Ricci (posiblemente complexas) os au-
tovalores do operador de Ricci p. Pédense dar catro casos diferentes atendendo & forma
normal de Jordan deste operador:

(1) O operador de Ricci é diagonalizable, é dicir,

p:

o o Q
o o
2 O O

(Ip) O operador de Ricci ten autovalores complexos, é dicir,
«

p=1| 5

0

onde 3 # 0.
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(II) Hai un bloque de Jordan de orde 2 x 2 e polo tanto unha raiz doble do polinomio
minimo de p, é dicir,

0
0
g

0
p= B
1

o O Q2

(IIT) Hai un bloque de Jordan de orde 3 x 3 e polo tanto unha raiz triple do polinomio
minimo de p, é dicir,

= Q
Q oo

0
o
1

o

1.4.4. Operador de Szabd

O contrario que o resto de operadores vistos ata agora, o operador de Szabé definese
a partir da derivada covariante do tensor de curvatura R.

Definicion 1.4.4 O operador de Szabd definese como:

Rl :y — (V4R)(y,z)z, Vz,y € T,M.

1.5. Meétricas de Walker

Para cada espazo vectorial V', denotamos con Gri (V) a Grassmanniana de k-planos
en V, é dicir,
Gri(V) = {m C V subespazo k — dimensional}.

Se temos (M, g) unha variedade entén

Gri(TM) = | Gre(TuM)
peEM

denota o fibrado de Grassmann sobre M.
Unha distribucion r-dimensional nunha variedade M é unha seccién do fibrado de
Grassmann Gri(T M), ou equivalentemente, unha correspondencia diferenciable

D:pe M+— D, CT,M,
onde D), é un subespazo r-dimensional de T),M. Dise que D ¢é paralela se
VxD CD,

é dicir, se

VxY €D, VY € D, VX € X(M).
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Definicién 1.5.1 Unha variedade (M, g) dise que € de Walker se é unha variedade semi-
Riemanniana que admite unha distribucion nula paralela D de dimension r > 1.

Convén notar que se D é unha distribucién nula de dimensién r en (M,g) entén
r < %n Miis ainda, se (M, g) ten signatura (p,q), entén r < min{p, q}.

Nesta memoria centrarémonos no estudo de distintas clases de variedades pero sempre
no contexto das métricas de Walker. Por este motivo é conveniente usar un sistema de
coordenadas especifico asociado a unha métrica de Walker. Consideremos g unha métrica
semi-Riemanniana de dimensién n que admite unha distribucion nula paralela de dimen-
sién r. Walker demostrou que existe un sistema de coordenadas (z1,x2,...,%,) e unha
forma candnica de escribir dita métrica.

Teorema 1.5.2 [23] Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana n-dimensional que
admite unha distribucion nula paralela D de dimension r. Enton existen coordenadas locais

(1, ..., n) nas que o tensor métrico vén dado na forma matricial sequinte:
0 0 Id,
Id, H' B

onde Id, € a matriz identidade de orde v x r e A, B, H son matrices cuxos coeficientes
son funcions que dependen das coordenadas satisfacendo o sequinte:

1. A e B son simétricas de orde (n — 2r) x (n — 2r) e r x r respectivamente. H é de
orde (n —2r) x r e H' denota a trasposta de H.

2. A e H son independentes das coordenadas (x1, ..., ).

Ademais, a distribucion nula paralela D estd localmente xerada polos campos de vectores
coordenados {0z, , ..., Oz, }

Observacién 1.5.3 Notese que este sistema de coordenadas de Walker non é uinico que,
polo tanto, esta forma candnica tampouco o é. Véxase [4] para mais informacién sobre
variedades de Walker.

1.5.1. Meétricas de Walker 3-dimensionais

Nesta seccion imos facer un resumo dos principais resultados referentes a métricas de
Walker 3-dimensionais e que aparecen recollidos en [5].

As coordenadas de Walker simplificanse cando a distribucién nula r-dimensional D ten
dimension maxima. Dado que dim D < %n podense dar dous casos dependendo de se n
é par ou impar:
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Teorema 1.5.4 [23]

1. A forma candnica para unha variedade semi-Riemanniana (2r + 1)-dimensional
(M, g) que admite unha distribucion D nula paralela de dimension r vén dada polo
tensor métrico en forma matricial

0 0 Id,
(glj) = 0 € 0 ;
Id, 0 B

onde Id, € a matriz identidade de orde r X r, B é a matriz simétrica de orde r X r na
que as entradas son funcidns que dependen das coordenadas (x1, ..., Tar11) € € = £1.

2. A forma candnica para unha variedade semi-Riemanniana (M, g) de dimension 2r
que admite unha distribucion nula paralela D de dimension r vén dada polo tensor

métrico en forma matricial
(gi7) = 0 Id,
gl] - Idr B )

onde I1d, ¢ a matriz identidade r X r e B € unha matriz simétrica de orde r X r que
ten por entradas funcions nas coordenadas (x1, ..., Tay).

Observacién 1.5.5 Nesta memoria imos traballar, en xeral, con métricas de Walker de
dimensién 3. Atendendo 6 apartado (1.) do teorema anterior, imos considerar métricas da
forma:

0 01
(1.3) gr=10 ¢ 0 |,
10 f

sendo f = f(t,z,y) unha funcién diferenciable definida nun subconxunto aberto O de
R3 e sendo € = +1. Dado que unha métrica desta forma queda totalmente determinada
pola funcién f, empregaremos a notacién My := (O, g¢) para referirnos a variedades de
Walker de dimensién 3 coa métrica expresada en coordenadas locais coa forma candnica
de Walker.

A variedade M ten signatura (1,2) se e = +1; e ten signatura (2,1) se e = —1. Sexa
(M, g) unha variedade de Walker 3-dimensional. Tendo en conta o Teorema 1.5.4, temos
que M é localmente isométrica a M para algins {O, f, e} axeitadamente escollidos. Sen
embargo, debemos enfatizar o feito de que o sistema de coordenadas de Walker escollido
non é unico e que f non estd determinada de forma tnica.
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1.5.2. Simbolos de Christoffel, curvatura e tensor de Ricci

Neste apartado imos considerar M unha variedade de Walker de dimensién 3 en
coordenadas locais tal e como vimos na Observacién 1.5.5, e consideraremos

az+]+k

(4,3,k) _z

a expresién que denota a derivada parcial de orde 7 con respecto de ¢, de orde j con
respecto de x e de orde k con respecto de y. Por comodidade de notacion escribiremos

fe fOI0,

sobreentendendo que se trata sempre de funciéns de ¢, z e y. Tendo en conta todo isto
imos dar algins resultados importantes que utilizaremos maéis adiante.

Lema 1.5.6 [4] Sexa My unha variedade de Walker de dimension 3 definida como na
Observacion 1.5.5. Enton:

1. A conexion de Levi-Civita vén dada por:
1 1
Vatay — §f(1,0,0)at’ Vo,0, = §f(0’1’0)8t,

1 € 1
Vayay _ §(ff(1,0,0) + f(0,0,l))at o 7f(07170)6x - §f(17070)8y'

2

2. A distribucion D := Span{0;} € unha distribucion nula paralela. Ademais D admite
un campo de vectores paralelo se, e s6 se, f(t,x,y) = a(z,y) +tB(y).

Tendo en conta o Lema 1.5.6 anterior, tense entén que:
Lema 1.5.7 [4] Sexa My unha variedade de Walker de dimension 3.

1. O tensor de curvatura de My vén dado por:

1

1
R(0, 8y)8t = §f(2’0’0)8t, R(8;, ay)ay _ 5ff(2,0 0)9 f(l,l,O)a 2f(2 0, 0)8y7
1 1
R(@t, 8y)ax = §f(1’1’0)8t; R(az7 8y)at — if(l,l,o)at,
1 1 ¢ 1
R(0z,0y)0, = §f(0,2,0)at, R(0y,0y)0, = §ff(171’°)8t _ §f(0’2’0)8r _ §f(17170)ay'
2. O tensor de Ricci de My en forma matricial é
0 0 %f (2,0,0)
p= 0 0 %f 1,1,0)
SFEO0 L0 S(ef fEO0 — f020)
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3. O operador de Ricci p de My €

%f(?,o,(]) %f(l,l,()) _%f(O,Q,O)
p= 0 0 gf(l,l,O)
0 0 17200

4. A curvatura escalar de My é T = f(20.0),
5. (My,g) € Einstein se, e s6 se, My € chd.

Lema 1.5.8 [5] Sexa M unha variedade de Walker de dimension 3 en coordenadas locais
da forma (1.83). My € localmente simétrica se, e s6 se, a funcion f ten unha das formas
sequintes:

1 f(tz,y) = 9(y) + £ my)E) + 26 (1Y) + Le(y)? + tnly) + 2E(y)) + 2k,

para calesquera funcions 1, n e & de y e para calquera constante real k # 0. Neste
caso T = 2K.

2. f(t,z,y) = aly) +2B(y) +223(y) + tn(y),
para calesquera funcions o, 3, 6 en dey cumprindo a ecuacién diferencial 6'+nd = 0.
Neste caso tense que T = 0.

1.5.3. Meétricas de Walker estrictas

Definicion 1.5.9 Unha variedade de Walker My dise que é unha variedade de Walker
estricta se, e so se, a distribucion D admite un campo de vectores nulo paralelo.

Observacién 1.5.10 Se D admite un campo de vectores paralelo podemos renormalizar
as coordenadas de Walker de xeito que f ¢é independente do parametro t e
D = Span{0.} [23].

Asi, por exemplo, para dimensién 3, podemos escoller un sistema de coordenadas a-
xeitado de tal forma que f(¢,z,y) = f(x,y) [23], e a forma candnica da métrica é

0 0 1
(1.4) 0 € 0
1 0 f(zy)

Tendo en conta o Lema 1.5.6 podemos dar os seguintes resultados referentes a métricas
de Walker estrictas.

Lema 1.5.11 Sexa My unha variedade de Walker estricta de dimensién 3, con gy como
en (1.4). Entén a conexion de Levi-Civita vén dada por:

1 1
Vo.0y = 5100, € Vo,0, = S fO00, - SO0,
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Do mesmo xeito, como f non depende de ¢, as relacions do Lema 1.5.7 simplificanse e
temos o seguinte resultado:

Lema 1.5.12 Sexa M unha variedade de Walker estricta de dimensién 3 en coordenadas
locais en que a métrica vén dada por (1.4). Enton:

1. O tensor de curvatura vén dado por:

1
R(9z,0,)0, = 51’(0’270)&, e R(Dy,0,)0, = —g F020)5

2. O operador de Ricci é da forma:

00 _gf(O,Q,O)
p=|0 0 0
0 0 0

Observacién 1.5.13 Unha variedade M de Walker ¢ estricta se, e s6 se, o operador de
Ricci é nilpotente en dous pasos.

Teorema 1.5.14 Sexa My unha variedade de Walker estricta de dimension 3 (con
f = f(z,y)), con tensor métrico como en (1.4). Enton:

1. Todos os invariantes escalares de My anilanse.
2. My € localmente simétrica se, e s6 se, f = a(y) + zB(y) + x24.
3. As sequintes afirmacions son equivalentes:

a) O tensor de Ricci é Codazzi.
b) My € localmente conformemente chd.

¢) Podemos escoller un sistema de coordenadas tal que f = a(y)+xB(y) +225(y).

1.6. Variedades Osserman

Nesta seccién imos facer unha pequena introducién as variedades Osserman xa que
apareceran no Capitulo 3 como un caso particular dos €-espazos.

Consideremos unha variedade semi-Riemanniana (M, g), e consideremos Rz o ope-
rador de Jacobi asociado tal e como definimos anteriormente. Comentabamos ali que se
(M, g) unha variedade Riemanniana, o operador de Jacobi Ry é diagonalizable, sen em-
bargo, isto non é certo en xeral para métricas g indefinidas. E por iso que damos a seguinte
definicién xeral:
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Definicién 1.6.1 Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana e p € M. (M, g) dise
Osserman temporal (resp. Osserman espacial) en p se o polinomio caracteristico de R,
€ independente de z € S, (M) (resp. z € S;f (M)); equivalentemente, se os autovalores de
R, son constantes en S, (M) (resp. Sf (M)).

O seguinte teorema simplifica a situacién en que nos atopamos, pois amosa que as
condicions Osserman temporal e espacial son equivalentes:

Teorema 1.6.2 [10] Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana e p € M. Entdn
(M, g) é Osserman temporal en p se, e sé se, é Osserman espacial en p.

Este teorema d4a coherencia & seguinte definiciéon que vén a substituir & Definicién 1.6.1:

Definicién 1.6.3 Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana. Enton (M, g) é Os-
serman en p € M se é Osserman temporal ou espacial en p.

Hai que ter en conta que o polinomio caracteristico do operador de Jacobi R, non
ten que ser constante para z € Sp(./\/l), pois pode ser diferente segundo o vector z sexa
espacial ou temporal, é dicir, z € S, (M) ou z € S;’(M). De feito, nun espazo de curvatura
seccional constante c, tense que R, = c-Idse z € Sf (M) e R, = —c-Id se z € S, (M).

Un primeiro resultado concerninte & condicién puntual de ser Osserman é o seguinte:

Proposicién 1.6.4 [10] Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana. Se (M, g) € Os-
serman en p € M enton p, = %’ Jp-

Ata agora a condicién de ser Osserman considerouse como unha condicién meramente
alxébrica, definida sobre un s6 punto. As definiciéns seguintes estenden esta condicién a
toda a variedade de dous modos diferentes: puntual e globalmente, se ben, como veremos
mdis adiante, en ocasiéns ambas condicidéns son equivalentes.

Definicién 1.6.5 Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana. Diremos que (M, g)
¢ puntualmente Osserman se (M, g) é Osserman en cada punto p € M.

Definicién 1.6.6 Sexa (M, g) unha variedade semi-Riemanniana. Diremos que (M, g)
€ globalmente Osserman se os autovalores de g(Z,Z)Rz son constantes en S(M) (i.e.,
son independentes da direccion z € Sp(M) e do punto base p € M ).

En vista das duas definiciéns anteriores, é obvio que a condicién de ser globalmente
Osserman é mais restritiva que a de ser puntualmente Osserman.

1.6.1. Variedades Osserman en Xeometria de Riemann

A Proposicién 1.6.4 mostra que toda variedade Osserman é Einstein e, polo tanto, de
curvatura constante en dimenién dous e tres. A continuacién imos dar algtin resultado de
variedades Osserman en dimensién catro.
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Teorema 1.6.7 [6] Seza (M, g) unha variedade de Riemann de dimensidn 4, globalmente
Osserman, enton € localmente isométrica a unha variedade de curvatura seccional coms-
tante, ou a unha variedade Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante.

O noso propésito ¢é ver a existencia de exemplos de variedades puntualmente Osserman
que non son globalmente Osserman. Recordar que, unha variedade dise k-stein se existen
constantes ¢; tales que para todo i =1, ..., k,

Tr((Ra)*) = cig(a,2)".

Teorema 1.6.8 [14] Sexa (M, g) unha variedade de dimension catro. Enton, as sequintes
condicions son equivalentes:

a) (M,g) € unha variedade puntualmente Osserman.

b) Localmente existe unha orientacion para M tal que o tensor métrico é autodual e
Einstein.

c) (M,g) é2-stein.

1.6.2. Variedades Osserman en Xeometria de Lorentz

A solucién da conxetura de Osserman en xeometria de Lorentz foi obtida estudiando
por separado o caso espacial e temporal. Actualmente sabemos que as nociéns de Osserman
temporal e espacial son equivalentes, o que facilita o seu estudo.

Como xa vimos en xeometria de Riemann, a curvatura seccional é unha funcién conti-
nua definida en toda a Grassmanniana de planos 2-dimensionais tanxentes a (M, g) en p.
O problema chega cando estamos en xeometria semi-Riemanniana, xa que a funcién cur-
vatura seccional non estd definida sobre toda a Grassmanniana, senén que sé estd definida
sobre os planos non dexenerados.

Teorema 1.6.9 [10] Sexa (M, g) unha variedade de Lorentz, tal que dim M > 3. Entdn,
(M, g) € Osserman en p € M se, e 56 se, (M, g) ten curvatura seccional constante en

pE M.

Teorema 1.6.10 [10] Seza (M, g) unha variedade de Lorentz conexa, con dim M > 3.
Se € puntualmente Osserman entén € de curvatura seccional constante.

Teorema 1.6.11 Sexa My unha variedade de Walker de dimension 8 como en (1.3).
Entén, My é Osserman en p € My se, e s6 se, My € chd.

Demostracion.
Pola Proposicién 1.6.4 temos que, por ser, por hipdtese, My Osserman, tamén ¢é Einstein.
Entén o resultado séguese do Lema 1.5.7 (5).

O



1.7 Variedades recurrentes 17

1.7. Variedades recurrentes

Nesta seccion introducimos os operadores recurrentes, asi como as variedades recurren-
tes e Ricci recurrentes, pois estas son exemplos de B-espazos, que seran obxecto de estudo
no Capitulo 3.

Definiciéon 1.7.1 Dise que un campo de tensores T € recurrente se existe unha 1-forma
o tal que

VT =o(X) T, VX € X(M).

Definicién 1.7.2 Sexa (M, g) unha variedade. Enton dise que (M,g) € recurrente se
€ curvatura recurrente, € dicir, se se verifica:

(VxR)yzuv = o(X) Ryzuv, VX,Y, Z,U,V € X(M),

para algunha 1-forma o en M.

Teorema 1.7.3 Sexa (M, g) unha variedade de dimension 3. Enton (M, g) € recurrente
se, e sO se, € Ricci recurrente.

Demostracion.

Sabemos que unha variedade é recurrente se é curvatura recurrente. En dimensién 3 temos
que

R(X,\)Y,Z,V) = W{Q(X V)g(Y, Z) —g9(X, Z)g(Y,V)}

(X, V)g(Y, Z2) = p(X, Z)g(Y, V)
+ (7 )g( ) )_ (Y,V)g(X,Z)}.

Agora, posto que 7 = T'r(p) quédanos:
WwRXY.ZV) = TPl vy, 2) - g(x, 2)0(v. V)
)9

+ {VWP(XV (Y, Z) = Vwp(X, Z)g(Y,V)
+ VW/O(Y>Z) (X7V)_VW:0(Y>V>.9(X7Z)}'

De onde se segue que se é Ricci recurrente entén é recurrente. A implicacién inversa é certa
en calquera dimensién e séguese da definicién do tensor de Ricci.
O
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1.8. Variedades Ivanov-Petrova

Nesta seccién 6 igual que na seccién anterior imos facer unha pequena introducion as
variedades Ivanov-Petrova, que se tratardan no Capitulo 4, como exemplo de D-espazos.

Denotamos con GTS:z(TM), Grfl(TM) e GriO(TM) os fibrados de Grassmann de
2-planos orientados tanxentes a M con signatura (0,2), (1,1) e (2,0), respectivamente.

Definicién 1.8.1 Sexa R o tensor de curvatura dunha variedade (M,g) de signatura
(p,q). Diremos que (M, g) é espacial, mizto ou temporal IP se os autovalores do operador
curvatura antisimétrico Ry son constantes en GTJQ(TM), Grfl (TM) ou GTIO(TM),
respectivamente.

Observacién 1.8.2 As condiciéons de ser espacial, mixto ou temporal IP son equiva-
lentes [11].

1.8.1. Variedades IP en Xeometria de Riemann

En xeometria de Riemann as variedades IP foron clasificadas por Ivanov e Petrova en
[17] para dimensién menor ou igual que catro.

O seguinte teorema caracteriza as variedades IP en dimensién tres. En dimensién dous
o problema é obvio.

Teorema 1.8.3 [17] Sexa (M, g) unha variedade de Riemann de dimension tres. Enton
(M, g) € unha variedade puntualmente IP (respectivamente, globalmente IP) se, e so se,
ou ben duas das curvaturas principais de Ricci son cero e a terceira é unha funcion diferen-
ciable (respectivamente, constante), ou ben € un espazo de curvatura seccional constante.

1.8.2. Variedades IP en Xeometria de Lorentz

O estudo das variedades IP en xeometria de Lorentz estd totalmente aberto. Salvo
algin resultado parcial en dimensién catro [21], tan s6 existen respostas satisfactorias en
dimensién tres, onde se presentan notables diferenzas co caso Riemanniano [9].

Desde un punto de vista puramente alxébrico os tensores curvatura alxébricos IP en
signatura (— 4 +) estdn completamente caracterizados.

Teorema 1.8.4 [9] Unha variedade de Lorentz de dimesion 3 é IP se, e s se, o seu
operador de Ricci p satisfai unha das sequintes condicions:

(i) p € un maltiplo da identidade.
(ii) p € diagonalizable con dous autovalores nulos.

(iii) p € nilpotente en dous pasos, é dicir, p> =0, p # 0.
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Non obstante, a resolucién diferenciable do problema é complexa e tan sé se tenen
resultados baixo condiciéns adicionais como son o ser homoxéneo ou localmente simétrico:

Teorema 1.8.5 Sexa My unha variedade de Walker de dimension 3. Enton as sequintes
afirmacions son equivalentes:

1. My ¢é Ivanov-Petrova.
2. My € unha variedade de Walker estricta.
3. f(t,x,y) = a(z,y) + tB(y), para calesquera funcions o(z,y) e B(y).

Teorema 1.8.6 [9] Unha variedade de Lorentz 3-dimensional (M, g) localmente simétrica
€ IP se, e so se, € un espazo de curvatura seccional constante ou a métrica € de Walker

00 1
g=1| 0 € 0 ,
10 f(tay)

onde f(t,x,y) = ft% + 225(y) + xn(y) + £(y) para funcidns diferenciables arbitrarias

6 #0,n, & dependendo da variable y.

Observacion 1.8.7 Nétese que todas as variedades do teorema anterior son localmente
conformemente chas. Sen embargo, existen exemplos de variedades IP de Lorentz que non
son localmente conformemente chés.

Posto que o rango do operador de curvatura antisimétrico é par, do anterior dedicese
que o operador de curvatura antisimétrico dunha variedade Lorentziana ten necesariamente
o cero como autovalor.
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Capitulo 2

Espazos de Gray

Neste capitulo en primeiro lugar faremos un repaso das métricas Einstein asi como de
duas clases de variedades de Riemann introducidas por A. Gray [12] (A e B). Estas duias
clases sitianse entre as variedades con tensor de Ricci paralelo P e as que tenen curvatura
escalar constante C. Como xa vimos no capitulo anterior, en dimension tres as variedades
con tensor de Ricci paralelo son localmente simétricas. Dende este punto de vista, as clases
A e B aqui introducidas xeneralizan as variedades localmente simétricas.

A caracterizacién das clases A, B, C e C+ para métricas de Walker de dimensién 3 foi
dada en [5]. O novo obxectivo no presente capitulo é recordar estes resultados e completar
a clasificacién coa caracterizacién das variedades que residen en A& C+ e B® Ct.

2.1. Xeneralizacions de métricas de Einstein

As métricas Einstein, asi como as métricas de curvatura escalar constante, son clases
importantes de variedades semi-Riemannianas. Denotaremos estas clases por £ e C res-
pectivamente. Ademais, denotaremos por P a clase das variedades con tensor de Ricci
paralelo. En resumo:

& = {variedades Einstein},
P = {variedades con tensor de Ricci paralelo},
C = {variedades con curvatura escalar constante}.

Toda métrica Einstein ten tensor de Ricci paralelo e, polo tanto, curvatura escalar
constante. Sen embargo, non toda variedade con curvatura escalar constante ten tensor
de Ricci paralelo. Polo tanto, pddese decir que as variedades con tensor de Ricci paralelo
sitianse entre as dias clases anteriores. Asi temos que:

ECPGC.

21
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Toda variedade Riemanniana con tensor de Ricci paralelo é localmente un producto
de variedades de Einstein, feito este que non se cumple en xeometria semi-Riemanniana
[3], o que lle confire un interese engadido & clase P.

2.1.1. Espazos en A, Be C*t

A. Gray [12] xeneralizou a condicién de ter tensor de Ricci paralelo de duas formas
distintas.

Definicion 2.1.1 Consideremos p o tensor de Ricci tal e como o definimos no capitulo
anterior. De zeito andlogo a como vimos na Definicion 1.2.4 temos que o tensor de Ricci
€ ciclico paralelo se se verifica

(Vxp)(X,X) =0, VX € X(M),
ou equivalentemente, se
(Vxp)(Y.Z) + (Vyp)(Z, X) + (Vzp)(X,Y) =0, VX, Y, Z € X(M),
e que o tensor de Ricci é Codazzi se
(Vxp)(Y,Z) = (Vyp)(X, Z), VXY, Z € X(M),
¢ dicir, se o tensor de Ricci verifica a condicion de ser Codazzi.

Observacién 2.1.2 Consideremos M unha variedade con tensor de Ricci ciclico paralelo
ou Codazzi, entéon M ten curvatura escalar constante.

Trasladando as simetrias da derivada covariante do tensor de Ricci a un contexto
alxébrico, Gray considerou o espazo & de 3 tensores coas simetrias de (V.p)(-,-). Sexa
V un espacio vectorial e (-,-) un producto escalar, sexa {ey,...,e,} unha base de V e
€ij := (€;, €;j). Definimos:

& = {0eV*:0(x,y,2) =0z, 2y)
e Zeija(x, ei,ej) = QZeija(ei, ej, ) Ve, y,z € V}.
ij ij

Dotamos a & dun producto interior e introducimos o seguinte subespazo que, no con-
texto xeométrico, se corresponderia coas variedades de curvatura escalar constante:

C:={oe€®: Zeijo(x,ei,ej) = 0}.
tj
De igual modo definimos os seguintes subespazos de C:

A = {oe€&:0(x,y,2)+0(y,2,2) +o(z,2,y) =0Vz,y,z € V}, e
B = {c€&:0(x,y,2)=0(y,z,2) Va,y,z € V}.
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Noétese que a derivada covariante do tensor de Ricci de variedades con tensor de Ricci
ciclico paralelo en calquera punto estd en A; e de igual modo a derivada covariante do
tensor de Ricci de variedades con tensor de Ricci Codazzi en calquera punto estd en B.

Tendo en conta as definiciéns anteriores tense que

C=A0B5,
e en conclusion tense a seguinte descomposicién en suma directa ortogonal [12]:
&=AoBacC
Entén verificase o seguinte:
ECP=ANBSFcC=ADB.

As variedades correspondentes a modelos en Ct estdn caracterizadas pola seguinte

identidade:
1
(2.1) Vx(p)(Y,Z) = m{”X(T)Q(YvZ)

1
+ 5 =2)(Y(7)g(X, 2) + Z(1)g(X, Y))},
para X,Y,Z € X(M).
Observacién 2.1.3 Toda variedade de Riemann 2-dimensional satisfai a condicién (2.1).

Claramente toda variedade con tensor de Ricci paralelo ten tensor de Ricci ciclico pa-
ralelo e tensor de Ricci Codazzi, e satisfai a ecuacién (2.1), pero o oposto non é certo en
xeral. Sen embargo, calquera variedade que satisfai dias condiciéns calesqueira das tres
anteriores necesariamente ten tensor de Ricci paralelo.

Imos ver a continuaciéon unha clasificacion dos espazos que acabamos de definir pero
agora considerando My unha variedade de Walker de dimensién 3, onde empregamos a
notacion da Observacién 1.5.5.

Teorema 2.1.4 As variedades de Walker 3-dimensionais M f con curvatura escalar cons-
tante son aquelas que tenen:

flt2,y) = alz,y) + tB(z,y) + tr,

onde k denota unha constante.

Teorema 2.1.5 [5] Sexa My unha variedade de Walker 3-dimensional, verificase enton
que:

1. O tensor de Ricci de My € ciclico paralelo se, e s se, € paralelo.



24 2 Espazos de Gray

2. My € unha variedade de Ct se, e sd se, o tensor de Ricci de M € paralelo.

Corolario 2.1.6 Unha variedade My de Walker 3-dimensional ten tensor de Ricci ciclico
paralelo ou estd en C- se, e 56 se, € localmente simétrica.

Teorema 2.1.7 [5] Dada My unha variedade de Walker 3-dimensional, as sequintes afir-
macions son equivalentes:

1. O tensor de Ricci de My é Codazzi.
2. My € localmente conformemente chd.
3. A funcion f verifica

X 1'2
fltzy) = aly)+5-(6W)BW) +26'()) + -By)*

+ n(y)e™VVE 4 E(y)emVEVE L 1(8(y) + 2B(y)) + k.

2.2. Espazos de tipo Einstein en métricas de Walker

Neste capitulo en primeiro lugar fixemos unha introducién dos espazos de tipo Einstein
dando as definiciéns dos espazos A, B e C* entre outros, asi como as stas clasificaciéns
para variedades de Walker de dimensién 3. A continuacién imos dar a caracterizacién
e clasificacién, para variedades de Walker de dimensién 3, dos A @ Ct-espazos e dos
B @ C*- espazos.

2.2.1. A@ Ct-espazos

Comezamos en primeiro lugar co estudo dos A @ Ct-espazos para unha métrica de
Walker de dimenién 3, tendo en conta a relacién que os caracteriza [12]:

(2.2) A CH: Bxyz{Vx(p)(Y.2) - ni

VX,Y,Z € X(M), onde & denota a suma ciclica.

SX(1)g(Y, 2)} =0,

Lema 2.2.1 Sexa My unha variedade de Walker de dimension 3. Entén My € localmente
simétrica se, e s6 se, a funcion f verifica as sequintes condicions:

F(30,0),

F1.2,0).

F210)

F20.1)

£(03.0)

—  f100) p(1LL0) 4 o (LY _ £(0,1,0) £(20,0)

F021) 1 £(020) £(1,0,0) _ £(0,1,0) £(1,1,0),

o oo o o o o
I
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Teorema 2.2.2 Sexa My unha variedade de Walker de dimension 3. Entén My € un
A @ Ct-espazo se, e s6 se, € localmente simétrica.

Demostracién.
Consideremos unha métrica de Walker xeral en coordenadas locais e consideremos as
ecuaciéns que resultan de impoferlle que sexa un A @ C-espazo da férmula (2.2):

(2.10) 0 = f(3,070)’
(2.11) 0 = f(27170)’
(212) 0 = _5f(17270) + 26f(2,071)’

_ O (1,0,0) £(1,1,0) (1,1,1) (0,1,0) £(2,0,0)
(2.13) 0 = ————+5/77f +10f — 5010 £(20.0),
(2.14) 0 = _5f(0,2,1) _ 5f(0,2,0)f(1,0,0) + 5f(0,1,0)f(1,1,0) + eff(2’0’1).

Vexamos entén que se verifica

Mpé AD Ct-espazo < M ¢ € localmente simétrica.
« <://
E doado comprobar que as ecuaciéns (2.3)-(2.9) implican as condiciéns (2.10)-(2.14).

43 :>//

Suponamos que se verifican as condiciéns (2.10)-(2.14). Entén temos que probar que
M é localmente simétrica.

Consideremos a ecuacién (2.12) e derivémola con respecto de x. Resulta que

5 f30) 4 9 p211) —

2,1,1)

pero como por (2.11) se verifica que f ( = 0, dedticese que

f(1,3,0) -0

Entén temos:

FB00) — p(210) _ £(130) _

Consideremos agora a ecuacién (2.14) e derivémola con respecto de x duas veces:

0 = _5f(2,2,1) o 5f(2,2,0)f(1,0,0) . 5f(0,2,0)f(3,0,0) o 10f(1,2,0)f(2,0,0)
4 5]('(2,1,0)‘]['(1,1,0) 4 5f(0,1,0)f(3,1,0) 4 10f(1,1,0)f(2,1,0)
(215) + 6f(2,0,0)f(2,0,1) + 6ff(4,0,1) + 2€f(17070)f(37071)-

Simplificamos esta expresiéon tendo en conta os termos que xa sabemos que se anulan e
resulta o seguinte:

f(2,0,0)(_10f(1,2,0) + 6f(2,0,].)) — 07

e desta ecuacion obtemos que:
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1. ou ben:

2000 = 0, polo tanto f(Z0D) = 0 e pola ecuacién (2.12) tamén se ten F120) —

2. ou ben:

—10f1:20) 4 201 — 0 e isto xunto coa condicién (2.12) lévanos a un sistema
homoxéneo de dias ecuaciéons con duas incégnitas compatible determinado; polo
tanto dedicese que f(120) = f(20.1) —

Das dias opciéns anteriores dedicese que f1:20) = f(20.1) — 0 e temos en conclusién
ata este momento que
f(gvozo) — f(27170) — f(27071) — 0_

Isto implica que
T = f(2,0,0) = cte,

pois tratase dunha métrica de Walker. Enton, por ter curvatura escalar constante sabemos
que M estd en C = A® B e estamos suponendo ademais por hipdtese que esta en AacCt.

Polo tanto, dedticese que gy € A, e polo Corolario 2.1.6, que a variedade ¢ localmente
simétrica.

O

2.2.2. B® Ct-espazos

Pasamos agora ¢ estudo dos B @ Ct-espazos de novo para métricas de Walker de
dimensién 3, tendo en conta a relacién que os caracteriza [12]:

(216) BoC": Vx(p)(¥,2) - Vy(p)(X. 2) = ——{X(1)g(¥,2) ~ Y (1)g(X, 2)},
VX,Y,Z € X(M).

Lema 2.2.3 Sera My unha variedade de Walker de dimension 3. Enton M ten tensor
de Ricci Codazzi se, e so se, a funcion f verifica as sequintes condicions:

(2.17) 0 f30.0)

(2.18) 0 = fL20),

(219) 0 = f&L0)

(220) 0 = efGOD _cfpB00)

(2.21) 0 = 2f030) 4 (100 f(1.10) 4 911 _ £(010) £(200) _ o £(21,0)),
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Teorema 2.2.4 Sexa My wunha variedade de Walker de dimensién 5. My € un
B ® Ct-espazo se, e s6 se, existen coordenadas locais nas que

00 1
gr=1 0 € 0 ,
L 0 f(tzy)
con.
X .’Ez
fltz,y) = aly)+ 5 (6)By) +26'(W) + -B)*

+ n(y)e™V NV Ey)e VYR 1(8(y) + 26(y)) + Pk,
¢ dicir, se My ten tensor de Ricci Codazzi (B).

Demostracion.
Vexamos entén que se verifica:

g €EBaCt < g, € B,

tal e como se enuncia no teorema.

« 2
P —

Esta implicacién verificase trivialmente pois se g, estd en B en particular g,, € BHC™.

« s 2
Consideremos as ecuacions que resultan de comprobar que o espazo do que partimos
verifica a condicién (2.16):

(2.22) 0 = fB&00)
(2.23) 0 = f&LO
(2.24) 0 = fu20,
(2.25) 0 = fEOI
(2.26) 0 = 2030 4 p(10.0) f(1,10) 4 o ¢(1L11) _  £(0.1,0) £(2,0,0)

Entén considerando as ecuacions (2.22), (2.23) e (2.25), deducimos que

FB00) — p210) _ p(200) _

)

polo tanto
T = f(2’0’0) = cte,
¢ dicir,

ngC:.A@B,
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e como por hipdtese se ten que
gr €B® CL,

podemos concluir que
gr € B.

2.2.3. Clasificaciéon para métricas de Walker

Neste apartado imos a facer un resumo coas clasificacions que fomos facendo 6 longo
do capitulo, sempre considerando unha variedade M; de Walker e de dimensién 3 en
coordenadas locais como na Observacién 1.5.5.

Na taboa seguinte amdsase cada un dos espazos de Gray coas correspondentes carac-
terizaziéns e clasificacidéns para variedades de Walker 3-dimensionais.
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Capitulo 3

Xeometria do operador de Jacobi

Sexa (M, g) unha variedade con g unha métrica Riemanniana ou Lorentziana. Unha
técnica moi 1til para estudiar a curvatura consiste en analizar o operador de Jacobi 6 longo
de xeodésicas . Neste capitulo imos facer un estudo detallado do operador de Jacobi
6 longo de xeodésicas pero centrando a nosa atencién nas métricas de Lorentz e, maéis
concretamente, particularizando este estudo a métricas de Walker.

Xeneralizaremos os espazos localmente simétricos, tendo en conta dias condiciéns sobre
o operador de Jacobi que nos axudaran a comiecer mellor as propiedades da variedade.
Ademais, partindo dos resultados xa conecidos no contexto Riemanniano, estudiaremos
esas condicions para variedades de Walker de dimension 3.

Berndt e Vanhecke [2] introduciron os €-espazos e os JB-espazos como unha xenera-
lizacién dos espazos localmente simétricos en signatura Riemanniana. O noso primeiro
obxectivo sera estender estas xeneralizaciéns a signatura Lorentziana para posteriormente
dar unha clasificacién similar para variedades de Walker de dimensién 3.

3.1. Introducién 6s ¢€- e ‘PB-espazos

Definicién 3.1.1 [2] Seza (M, g) unha variedade de Riemann.

1. Dise que (M, g) é un €-espazo se o operador de Jacobi ten autovalores constantes
0 longo de cada zeodésica.

2. Dise que (M,g) € un P-espazo se o operador de Jacobi ten autoespazos paralelos
6 longo de cada zreodésica.

Observacién 3.1.2 Os autoespazos de R, dise que son paralelos 6 longo de v se son
invariantes con respecto 6 transporte paralelo 6 longo de ~.

Teorema 3.1.3 [2] Sexa (M, g) unha variedade de Riemann. (M,g) é un espazo local-
mente simétrico se, e so se, € un €-espazo e un P-espazo simultaneamente.

31
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3.2. Clasificacion Riemanniana

Nesta seccion imos dar un resumo das clasificaciéns xa cofiecidas para variedades de
Riemann de dimension 2 e 3.

3.2.1. Clasificacién dos ¢€-espazos en dimensién dous e tres

J. Berndt e L. Vanhecke deron a seguinte clasificacién dos €-espazos para variedades
Riemannianas de dimensién 2 e 3:

Suponamos que temos unha variedade de Riemann M de dimensién 2, e sexa v unha
xeodésica en M. Entén o operador de Jacobi asociado R, ten dous autovalores: 0 e cx,
onde ¢ é unha constante e x é a curvatura seccional de M 6 longo de . Polo tanto:

Teorema 3.2.1 [2] Unha variedade de Riemann 2-dimensional € un €-espazo se, e sé se,
ten curvatura seccional constante.

Teorema 3.2.2 [2] Unha variedade de Riemann 3-dimensional € un €-espazo se, e so se,
€ un dos sequintes espazos:

(1) un espazo simétrico,
(ii) SU(2) cunha métrica de Riemann especial invariante pola esquerda,

(iii) o recubrimento universal de SL(2,R) cunha métrica de Riemann especial invariante
pola esquerda, ou

(iv) o grupo de Heisenberg 3-dimensional con calquera métrica de Riemann invariante
pola esquerda.

Se M non € completa ou non € simplemente conexa, € localmente isométrica a un destes
€spazos.

3.2.2. Clasificacion dos ‘B-espazos en dimensién dous e tres

A seguinte clasificacion correspondente 6s PB-espazos en signatura Riemanniana de
dimensién dous e tres:

Teorema 3.2.3 [2] Toda variedade de Riemann conexa de dimension 2 é un B-espazo.

Teorema 3.2.4 [2] Sexa (M, g) un B-espazo de dimension 3. Enton (M, g) € localmente
isométrico en casi todo punto, € dicir, nun subconzunto aberto e denso de M, a un dos
sequintes espazos:

(1) un espazo con curvatura seccional constante,
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(ii) un producto warped da forma My x ¢ Ma, onde My é unha variedade de Riemann
1-dimensional, Ms é unha variedade de Riemann 2-dimensional e f € unha funcion
positiva en My,

(iii) wn producto warped da forma Ms x5 M1, onde My € unha variedade de Riemann
1-dimensional, Ms € un espazo de Liowville e f vén dada por

F(x,y) = lp()y(a)],

onde as funcidns ¢ e 1 venen da forma de Liouville (local)

(p(2) + ¥ (y))(dz® + dy?),
da métrica de Riemann de Ms, ou
(iv) unha variedade de Riemann 3-dimensional con métrica de Riemann da forma
®123F(21)|71 — 22|71 — 73] dad,
onde & denota a suma ciclica e Fy, Fs, F3 son funcions positivas.

Reciprocamente, calquera variedade de Riemann 3-dimensional do tipo (i), (ii), (iii) ou
(iv) € un PB-espazo.

3.3. Extension a signatura Lorentziana

A xeometria de Lorentz ten gran importancia, non sé no ambito das Matemaéticas,
senén tamén na Fisica, e sobre todo na Teoria da Relatividade. Se nos centramos no
campo das Matematicas, cando traballamos en xeometria semi-Riemanniana, e como ca-
so particular en xeometria de Lorentz, atopdmonos coa existencia de vectores de norma
positiva, de norma negativa e con vectores non nulos pero de norma cero, é dicir, o noso
producto interior non é definido positivo. Isto acarrea certas dificultades, entre elas, que
non temos garantido que o operador de Jacobi sexa diagonalizable ainda sendo autoad-
xunto con respecto 4 nosa métrica g, polo que os conceptos de €-espazo e P-espazo que
imos estudiar non tefien a mesma interpretacion en signatura Lorentziana que en signatura
Riemanniana.

O obxectivo desta seccién é estender os conceptos de €-espazo e PB-espazo a varie-
dades de Lorentz. Os autovalores dun operador quedan determinados polas trazas das
sucesivas potencias do mesmo, asi que, dicir que os autovalores do operador de Jacobi
sexan constantes ao longo de v (€-espazos) equivale a que se verifique o seguinte:

VyTrRF) =0, k=1,..,n—1.

Para os B-espazos, que os autoespazos sexan paralelos ¢ longo da xeodésica v equivale a

que se verifique que
V,Y/E A C E As
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e para signatura Riemanniana isto equivale a que exista unha base paralela de autovectores
{e;}. Vexamos que existe unha base verificando isto:
Consideremos Fj;(t) unha base do autoespazo E) e tomemos:

eit) =Y fiEj,
J
sendo {f;} funciéns que debemos determinar que existen. Entén:

Vyer = Y (NVEj+) fiVyE
J

J

= > (W)Ex+ Y [\ Ey.

k ik

Que a base {e;} sexa paralela tradicese, polo tanto, no seguinte sistema de ecuaciéns
diferenciais:

(fi) + A = 0.

Este sistema de ecuacions diferenciais ordinarias ten solucién e asi dedticese que en signatu-
ra Riemanniana se pode atopar unha base paralela de autovectores. Isto equivale ademais
a que se verifique a seguinte condicién [2]:

R,y/ Rfyl - R;/R,y/ - 0,

onde R/, := (V. R)(,7')7', é o operador de Szabé asociado a .

Tomemos agora unha variedade Lorentziana e consideremos ~ unha xeodésica tempo-
ral. O espazo ortogonal 6 vector velocidade da xeodésica (7/)* ten signatura positiva, e
polo tanto os operadores R, e Rlv’ son diagonalizables. Tendo en conta estas observaciéns,
estamos en condicions de dar a seguinte definicién:

Definicién 3.3.1 Sexa (M, g) unha variedade de Lorentz.

1. Dise que (M, g) € un €-espazo temporal (T'C) se o operador de Jacobi ten autovalores
constantes ¢ longo de cada reodésica temporal.

2. Dise que (M, g) € un P-espazo temporal (TB) se o operador de Jacobi ten autoes-
pazos paralelos ¢ longo de cada reodésica temporal.

Observacién 3.3.2 En signatura Riemanniana, como vimos, tense que € NP se corres-
ponde coa clase formada polos espazos localmente simétricos, ¢ dicir, unha variedade de
Riemann ¢é localmente simétrica se, e s6 se, é €-espazo e PB-espazo simultaneamente. Entén
podémonos preguntar se acontece o mesmo para signatura Lorentziana:

,
TeNTP = {VR =0},

onde {VR = 0} denota a clase constituida polos espazos localmente simétricos.
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Consideremos as clases T'C e T*B e vexamos cales son as variedades que son €-espazos
e P-espazos temporais 6 mesmo tempo. As variedades que pertencen & interseccién:

TENTP
son aquelas para as que se verifica:
VxRxyyx =0, VX temporale Y 1 X,

xa que por estar en T*J3 sabemos que para cada autoespazo existe unha base paralela de

autovectores e ademais por estar en T'¢C estes autovectores son constantes, polo tanto a

derivada covariante dos mesmos é cero e en conclusion verificase a igualdade anterior.
Empregamos agora un resultado de [8] para ver que isto implica que:

VR =0.

Polo tanto temos asi que en xeometria de Lorentz tamén se verifica que TC NT*P se
corresponde coa clase de espazos localmente simétricos, e ten sentido entén facer un estudo
dos €-espazos temporais e dos P-espazos temporais por separado como faciamos no caso
Riemanniano, e como xeneralizaciéons dos espazos localmente simétricos.

Sen embargo, esta estensién que vimos de facer depende da condiciéon Lorentziana da
variedade, pois en signatura superior, se tratamos de estender estes conceptos dun xeito
natural, podemos atopar variedades que son €-espazos e P-espazos pero que non son
localmente simétricas.

Exemplo 1 Seza O un aberto de R* e consideremos a métrica g dada en coordenadas
locais (t,z,y,z) como segue:

001 O
0 00 1
0 1 0 by

(O, 9) € unha variedade de Walker estricta de signatura neutra (2,2) e onde 8%’ 8%} son
paralelos. Ademais é sempre Osserman e polo tanto sempre T'C-espazo e tamén € TP-espazo.
Non obstante, se b (y) #0, (O, g) non é localmente simétrica.

Demostracion.
Da expresion da métrica dedicese que (O, g) é unha variedade de Walker estricta. Polo
tanto, o operador de Jacobi é nilpotente e ten autovalores 0. Asi, (O, g) é Osserman e, en
particular, ten autovalores constantes 6 longo de cada xeodésica temporal, polo que (O, g)
é un T'¢-espazo.

Para ver que (O, g) é un T*P-espazo comprobaremos que o operador de Jacobi e o
operador de Szabd conmutan. Para iso facemos os calculos con respecto a un vector
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u, expresado na base de campos coordenados como u = u10; + u20; + uz0y + u40;,
(u = (u1,u2,us3,u4)), € escollido de forma arbitraria.
O operador de Jacobi vén dado por:

0 0 —%uib”(y) %U3u4b”(y)
ro—| 0 0 Fusuab’(y) —zuib’(y)
“ 0 0 0 0 ’
0 0 0 0

e o operador de Szab¢d vén dado por:

0 0 —uzuib®(y) Sudusd®(y)

roo| 00 3ubuab®(y)  —5uib®(y)
v 0 0 0 0
0 0 0 0

Vese facilmente que ambos conmutan e, en conclusion, que (O, g) é un T*B-espazo.
Finalmente, dado que

VawR(ax, ayv ayv ax) = %b(g) (y),

se b (y) # 0 entén
VR #0,

e a variedade non é localmente simétrica.

0

E diffcil dar unha clasificacién completa para as variedades Lorentzianas 3-dimensionais
que son € ou P-espazos temporais. Por iso, a partir deste momento centrarémonos nas
variedades de Walker como exemplo propio de variedades de Lorentz en dimensién 3 e
estudiaremos independentemente os €-espazos e os JB-espazos temporais. Sen embargo,
por comodidade de notacién imos referirnos a estes como €-espazos e -espazos sobreen-
tendendo en funcién do contexto en que situacion nos atopamos.

3.4. (-espazos

Unha vez feita a introduciéon dos espazos € coas suias caracterizaciéns e clasificaciéns
para un contexto xeral, nesta seccion centrarémonos nas variedades de Walker de dimensién
3.

Lema 3.4.1 Unha variedade (M, g) de Lorentz 3-dimensional é un €-espazo se, € so se,
satisfai as sequintes condicions alrébricas:

(1) Vep(z,z) =0, Ve € TM,
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(2) >;eiR(ei,x,x,e;)VaR(es, x,x,¢;) =0, Vo € TM e {e;} base ortonormal.

Demostracién.

Pola definicién sabemos que (M, g) é un €-espazo se o operador de Jacobi ten autovalores
constantes 6 longo de cada xeodésica temporal. E tal e como vimos 6 comezo deste capitulo
en xeral probar que os autovalores do operador de Jacobi son constantes é longo dunha
xeodésica v equivale a probar, considerando = temporal, que:

V., TrR¥ =0,

(pois as trazas das matrices R&k) determinan os autovalores do operador de Jacobi), ou o

que é o mesmo, posto que p(x,z) = TrR,:

(3.1) Vep(z,z) = 0,
(32) ZEiR(@i,CK,-%,Gi)VXR(@i,x,l’,ei) = 07

para todo x temporal.

En dimensién 3, que é o que nos atane, é suficiente con que se cumpran as condiciéns
de Ledger de orde 3 e 5, respectivamente (3.1) e (3.2).

Vexamos ademais que estas condiciéns se verifican para todo vector xz. Consideremos
as duas condiciéns seguintes:

Vep(z,z) = 0, V|z| <0,
ZaiR(a,w,x,b)VwR(a,:c,x,b) = 0, V|jz| <0,

e vexamos que se poden xeneralizar:

sexa x espacial con |x| = 1, consideremos y L = con |y| = —1 e tomemos agora
z= Az +y,con|z| = A2 — 1.
Tense que z é temporal sempre e cando se verifique |A| < 1 e nese caso:

0 = Vzp(z7 Z) = v/\:):erp()"r +v, AT + y)
ANVap(z, @) + N{}+ M3+ Vyo(y, ).

Entén, por ser y temporal, o termo V,p(y,y) anilase e por ser o que nos queda un
polinomio de grado 3 dedticese que o termo en A3 debe ser cero e, polo tanto,

Vep(z,z) =0.
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Isto proba (1). Facendo un razonamento andlogo para a outra condicién chegamos a que
tamén se verifica para todo x a condicién (2).
O

En conclusién:
(M, g) é un €-espazo < se verifican as condiciéns (1) e (2),

e a caracterizacién de €-espazo para vectores temporais equivale & caracterizaciéon para
vectores espaciais. Ten sentido polo tanto falar de €-espazos en signatura Lorentziana dos
cales faremos un estudo detallado.

Observacién 3.4.2 Os andlogos Lorentzianos das variedades obtidas na clasificacién dos
¢-espazos Riemannianos tamén son €-espazos, o que se obtén tras calculos sinxelos.

3.4.1. Variedades de Osserman

Un caso particular de €-espazos de especial interese é o das métricas de Osserman.
Teorema 3.4.3 Toda variedade (M, g) Osserman é un €-espazo.

Demostracion.
Por ser (M, g) Osserman tense que o operador de Jacobi ten autovalores constantes para
vectores unitarios en toda a variedade. Enton, en particular, tamén se verifica que o ope-
rador de Jacobi ten autovalores constantes 6 longo de toda xeodésica ~.

O

3.4.2. Meétricas de Walker

Suponiamos agora que temos M y unha variedade de Walker de dimensién 3. Queremos
facer unha clasificacién dos €-espazos para este caso particular de métricas de Lorentz.
Como xa vimos, para que sexa €-espazo a variedade My debe verificar:

Vep(z,z) =0, e V,TrR:=0.

Tendo en conta o visto no capitulo anterior, asi como resultados xa conecidos, podemos
enunciar o seguinte teorema de clasificacion dos €-espazos para métricas de Walker de
dimension 3.

Teorema 3.4.4 Sexa M unha variedade de Walker de dimension 5. My é un €-espazo
se, e 86 se, My € localmente simétrica.
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Demostracion.
Se M ¢ localmente simétrica verificanse de xeito trivial as condiciéns de ser €-espazo.
Vexamos entén que a implicacién inversa tamén se verifica. Suponemos que My é un
C-espazo, entén en particular tense que Vyp(x,x) = 0, é dicir, M/ ten tensor de Ricci
ciclico paralelo e polo Teorema 2.1.5 sabemos que unha variedade de Walker de dimension
3 con tensor de Ricci ciclico paralelo é localmente simétrica.

O

3.5. ‘PB-espazos

J.Berndt e L.Vanhecke deron a seguinte caracterizacién dos J3-espazos para signatura
Riemanniana,

Teorema 3.5.1 Unha variedade de Riemann (M, g) é un P-espazo se se verifica que:
(3.3) Rﬁ?ﬁY = R;RW,
¢ dicir, ser P—espazo equivale a que o operador de Jacobi e o operador de Szabé conmuten.

Tal e como vimos 6 comezo deste capitulo esta caracterizacién tamén nos sirve para sig-
natura Lorentziana e do mesmo xeito que acontecia cos €-espazos pddese probar ficilmente
que o operador de Jacobi e o operador de Szabd conmutan para xeodésicas temporais se,
e s6 se, RyR!, = Rl.R, =0, Vz. Entén:

Lema 3.5.2 Unha variedade (M, g) de Lorentz 3-dimensional é un PB-espazo se, e sd se,
satisfai a sequinte condicion alrébrica:

R,R, = R.R, =0, Yz € TM.

Observacién 3.5.3 Os andlogos Lorentzianos das variedades optidas na clasificacion Rie-
manniana dos JPB-espazos tamén o son, sen mais que realizar uns calculos sinxelos.

3.5.1. Variedades recurrentes

Como xa vimos no Capitulo 1 as variedades recurrentes son un exemplo de B-espazos,
pois verificase o seguinte:

Teorema 3.5.4 Toda variedade (M, g) curvatura recurrente é un P-espazo.

Demostracion.
Suponamos que (M, g) é curvatura recurrente, entén:

(VUR)XUU = U(U)RXUU, (& R/U = U(U)RU.
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Polo tanto verificase o seguinte:
RyRy — RyRy = o(U)RyRy — o(U)RyRy = 0,

é dicir, (M, g) é un JP-espazo.

3.5.2. Meétricas de Walker

Imonos centrar agora no estudo e clasificacion dos J3-espazos pero para unha variedade
de Walker 3-dimensional My como na Observacién 1.5.5.

Métricas de Walker xerais

Consideramos unha métrica de Walker xeral como en (1.3) e calculamos a matriz 3 x 3
que resulta de realizar os célculos da ecuacion (3.3) con respecto a un vector u, expresado
na base de campos coordenados como u = (u1,usz,us), e obtemos unha matriz de orde
3 X 3 que denotamos por P. E facil probar que as 6 componentes distintas de 0 da matriz
P dan as mesmas EDPs, sendo a matriz:

ul+u
Py —Pansf P f
/ /
P=R,R,—R,R, = _Pllq%’e 0 Pqu‘—;e )
ug
0 Py 0
onde o operador de Jacobi vén dado por:
a1l ai2 a13
R, = _ u? f(1,1,0) . u3 £(0,2,0) uz(ug £(0:2:0) oy £(1,1,0)) 7

2¢ 2e 2€

con:
aing = %u3(u2f(1’1’0) + (ur + ug f) fEO0),
ag = %u3(u2f(0,2,0) + (ug + ugf) fE10),
a3 = %(—u%f(o’w) — g (2uy + uzf) FEL) — g (ug + ug f) FEO0).

Polo tanto serd suficiente con estudiar as EDPs que aparecen no termo P;; e ver baixo
que condiciéns se anulan, xa que se se anula P;; anulase toda a matriz e polo tanto a
variedade é un -espazo.

Consideremos as 6 ecuacions que constitiien o termo P71 que temos que estudiar:
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Y41
p2
p3
yz:

D5

DPe

+ +

+

e f(03.0) £(20,0) 4 o £(02,0) 4(2,1,0)

e f(20.0) f210) 4 g p(110) £(3,0,0)

e f(120) £(20.0) 4 e p(110) £(21.0) 4 o £(02.0) £(3,0,0)

2 (0.21) p(1,1,0) 4 £(0.20) £(1,0,0) ¢(11,0) _ o f p(LL1) £(20,0)
6J,~f(o,1,o)f(2,0,o)2 _ 9f(020) p(LL1) | £(0.1,0) (0,2,0) ¢(2,0,0)
2f(o,1,0)f(1,1,0)2 42 f fUS10) f(200) _ ¢ f (100) £(1,1,0) £(20,0)
9 f1L10) p(1.20) _ o, £(1,0,0) p(1,1,0) ¢(2,0.0) _ 4, p(111) (2,0,0)

9¢ f f(L10) (3.0.0) _ o f £(20,0) £(2.1,0) L 26f(0’1’0)f(2’0’0)2

de fL10) £(20,1) _ 9 £(0,20) £(2,1,0)

9¢ f(01,0) f(11,0) £(20,0) _ 9 £(0,2,0) ¢(1,20) _ 9, ¢(0.2,1) (2,0,0)

9 f(0:20) ((10.0) p(20.0) 4 9¢ ((0.20) p(20.0) 4 9 f (1.10) £(2.1.0)
2f(0,3,0)f(1,1,0) - 2€ff(1’2’0)f(2’070)-

Entén o sistema de ecuaciéns diferenciais que debemos resolver vén dado por

P1=p2 =p3 =p4s=p5=p=0.

Como podemos observar tratase dun sistema moi complexo que non somos quen de resolver
en xeral. Centrarémonos por tanto no estudo do caso particular en que a curvatura escalar

é constante.

Métricas de Walker con curvatura escalar constante

Teorema 3.5.5 Sexa My unha variedade de Walker zeral de dimension 3 con métrica
en coordenadas locais (t,x,y) e con curvatura escalar constante, é dicir, T = f(Q’O’O) = K.
Enton verificase o sequinte:

1. Curvatura escalar 7 =0

My € un B-espazo se, e s6 se, My € unha variedade de Walker estricta.

2. Curvatura escalar 7 # (

My € un B-espazo se, e s6 se, € localmente simétrica, é dicir, se a funcién f € da

forma:

ftoy) = DY)+ = y)Ey) + 26 (y))

2K
2

S ) + W) + .
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Demostracion.

1. Curvatura escalar =10

En primeiro lugar asumiremos que a curvatura escalar é cero, 7 = f209) (¢, z,y) = 0,
e polo tanto tense que a funciéon f é da forma:

[t z,y) = a(z,y) +tB(x, y).

Baixo esta hipdtese vemos como se simplifican as 6 condiciéns que tifiamos de partida
e vemos que se anulan tres, ps = py = p; = 0. Consideremos as outras tres condicions
que nos quedan:

(3.4) 0 = 2310 3(2.0)
(35) 0 = —2a20320 _ 95207 4 93010430 | 943010 53.0)

0 — —2a(1’0)ﬁ(1’0)2 123100421 _ 943011 3(20) _ 2?55(1’0)3
(36) - 2[3(1’1)04(2’0) + Qtﬂ(l’o)ﬁ@’l) + t,B,B(l’O)ﬂ(Q’O) + /86(1,0)&(2,0)'

Consideremos a ecuacién (3.4). Para que esta ecuacién se cumpla suponemos que
320 (z,y) = 0, pois esta condicién é menos restritiva que suponer [1,0) (z,y) = 0.
Temos enton

B(x,y) = n(y) + z&(y).

Simplificamos de novo as condiciéns e xa s6 nos quedan duas ecuacions diferenciais.
Consideremos a ecuacién (3.5) xa simplificada:

26(y)a*0 (x,y) = 0.
Temos enton dias opcidns:

a) §(y) =0
Neste caso xa teriamos que as 6 ecuacions diferenciais de partida se verifican e
f queda:

[t z,y) = a(z,y) +in(y).
b) aB0(z,y) =0
Enton

a(z,y) = P(y) + ax(y) + 2% (y),

e agora s6 nos queda unha ecuacién diferencial (3.6):

0 = 20()nW)EW) — 2xW)EW)? — 2z0(y)&(y)?
2t£(y)° + 46 ()¢ (y) — 4o (y)€ ().
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Entén se derivamos con respecto de ¢ deducese que

e estamos na mesma situacién que no apartado a).

Polo tanto para curvatura escalar 0 e f da forma
[tz y) = alz,y) + in(y),
o espazo de partida é un P-espazo e viceversa, se é P-espazo f é desta forma.

En conclusién para 7 = 0, tendo en conta o Lema 1.5.6(2) e considerando
n(y) = B(y), My é un P-espazo se, e s6 se, M ¢ estricta.

. Curvatura escalar 7 # 0

Supofiamos agora que a curvatura escalar é 7 = f (2’0’0)(

que a funcién é da forma:

t,x,y) = k # 0, e polo tanto

ftz,y) = alz,y) + tB(x,y) + k.

As 6 ecuacions diferenciais de partida quedan agora reducidas as 5 ecuacions seguintes:

(3.7) 0 = —12keB30),
(3.8) 0 = —4kea®0) — 45tef0),
(3.9) 0 = 8x2ea(l0) — 45655(1,0) _ 2(4n6ﬂ(1’1) _ B(l,o)ﬂ(z,o))’
0 = 4reaH0p00) 4,€€g(a(2»0) + Qtﬁ(lo)) _ 2(_2“65(1,0)2
+ 2re(3rt? + )20 115307 1 a0 (4x2tc + fEO)
(3.10) + 2re(a®V 48>0 — g10) (((3.0) 4 156.0)y)
0 = 2utaM0BE0 4452 B10 50 4 43210 — 2212 5010)

— 2ktef2B00) — drea M) + 4kt 1020 — 2511 4(20)
—  4rteBBHY — 213D g20) 4 93(10) o (21) 4 9p3(1,0) g(21)
+ 2601900 4 4kleaat) 4 4kPtefaBY) 4 a0 3(2:0)
(311) — 2reaBBM0) + BAI020 _ 95010° _ 42123010 _ 24(10) 5107

Consideremos (3.7): —1256[3(2’0)(33,34) = 0.
Posto que x # 0, desta ecuacién dedicese que 529 (z,y) = 0 e polo tanto

B(z,y) = n(y) + z&(y).
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De novo simplificanse as ecuacions anteriores que agora se reducen a 4. Consideramos
de novo a maéis sinxela delas xa simplificada (3.8):

—4kea®0) (2, y) = 0.
Temos entén que a9 (z,y) = 0 e polo tanto

a(z,y) = P(y) + zx(y) + 270 (y).

Agora quédannos as 3 ecuacions diferenciais que resultan de simplificar (3.9), (3.10)
e (3.11). Tomemos (3.9) simplificada:

2ke(4rx(y) + 8rap(y) — 2n(y)E(y) — 2x€(y)* — 4€' (y)) = 0.

Derivamos esta ecuacion con respecto de x e resulta que

2ke(8rep(y) — 2£(y)?) = 0,

de onde se deduce que

4k
pois estamos supoiiendo que k # 0. Vemos como quedan simplificadas as 3 condiciéns
restantes e temos que

4re(2rx(y) — n(y)E(y) — 2¢'(y)) =0,

é condicién necesaria e suficiente para que se anulen todas as condiciéns que restan.
Desta ecuacién dedicese que

n()&(y) +2€(y)

x(y) = P

En conclusién, se a curvatura escalar é k # 0, a funcién f é da forma:

ftay) = )+ —m)Ey) + 26 1))

2K
2

+ W) () + 7€ (y)) + £k,

Observemos que a expresion de f coincide coa forma de f dun espazo localmente
simétrico (Teorema 1.5.8).

O

Teorema 3.5.6 Sexa My unha variedade de Walker de dimensién 3 e con curvatura
escalar constante. Enton My é un B-espazo se, e s6 se, € curvatura recurrente.
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Demostracion.
Consideremos unha variedade de Walker de dimensién 3 en coordenadas locais como en
(1.3) e con curvatura escalar constante. Queremos ver que se My é un P-espazo entén
tamén é Ricci recurrente e polo tanto tamén é curvatura recurrente.

Serd polo tanto suficiente con ver que, supofiendo que My é un B-espazo, existe unha
1-forma o = 0;da?, (0 = (01, 09,03)) verificando a seguinte condicién:

(3.12) Vxp(Y, Z) - o(X)p(Y, Z) = 0.

1. Curvatura escalar 7 =0

Suponiamos que M é un ‘B-espazo, é dicir, a funcién f é:

ftz,y) = alz,y) +tn(y).

Considerando f desta forma, tense que a condicién (3.12) se verifica para

(3, O) (2, 1)
2,0) AR G2 ) I Nl G2 ))
ol ( y) # 0 con o = {0, 2@ (z.y)" a0 my)} pois as ecuaciéns que se tehen

que verificar son:

0120 (z,y)

0 = & Y
2¢ ’
0 = 0'204(270) (‘T’ y) B a(370) (1:7 y)
2e ’
0 = (03 - 77(9))0‘(2’0) (-T,y) B Q(Q’I)(ﬂj,y)
= o .
Se 04(2’0)(x,y) = 0 a variedade é localmente simétrica e temos que trivialmente

é curvatura recurrente.

2. Curvatura escalar 7 #0

Suponiamos que M é un ‘B-espazo, entén, polo Teorema 3.5.5, a variedade ¢ local-
mente simétrica e verificase trivialmente que My é curvatura recurrente.

O

Os resultados desta seccion dan lugar 6 seguinte teorema de clasificacion:

Teorema 3.5.7 Sexa My unha variedade de Walker 3-dimensional con curvatura escalar
constante. Entén My é un B-espazo se, e s6é se, My € localmente simétrica ou unha
variedade de Walker estricta.

Demostracion.
Unha aplicacién inmediata do Lema 1.5.6(2) e dos Teoremas 1.5.8 e 3.5.5 proba este
teorema.

0
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Capitulo 4

Xeometria do operador de
curvatura antisimétrico

O obxectivo deste capitulo é tratar de estender as condiciéns Riemannianas de O-espazo
e T-espazo a signatura Lorentziana. Asi como no capitulo anterior definimos as condiciéns
para xeodésicas temporais, e isto levounos a condiciéns naturais similares &s do caso Rie-
manniano, nesta ocasion non disponemos destas ferramentas, pois non podemos falar de
circulos temporais, pois se consideramos un vector temporal tanxente 6 circulo nun pun-
to e o movemos 6 longo da curva este non se mantén temporal. Recurriremos entén as
condiciéns alxébricas que caracterizan és D-espazos e T-espazos en signatura Lorentziana,
para estender estes conceptos directamente a partir destas condicions, sen ter en conta a
interpretaciéon xeométrica.

Empezamos a continuacién cunha introducién as nociéns de 9D-espazo e T-espazo en
signatura Riemanniana.

4.1. Introducion és D- e T-espazos

Definicién 4.1.1 [20] Seza (M, g) unha variedade Riemanniana. Unha curva diferencia-
ble c(t) : I, — M, I. = (—€,¢€), € > 0, con campo de vectores tanzente ¢, parametrizada
polo parametro lonzitude de arco, dise que € un circulo de curvatura ki se a sia primeira
curvatura ki = ||Vad|| € unha constante distinta de cero e todas as demais curvaturas
son cero. Un circulo unitario € polo tanto un circulo con curvatura k1 = 1.

Para un circulo unitario, Vo' = € e Vo€ = —/, onde o campo de vectores unitarios
¢ é o primeiro normal de ¢(t). Tédolos outros normais ortogonais a ¢’ e & son paralelos
6 longo de ¢(t). As ecuacidéns diferenciais para o circulo unitario son equivalentes a

VoVed + =0.

Se a dimensién de M é maior ou igual a dous, entén para todo punto p € M e para todo
par de vectores ortonormais u,v € T, M, existe localmente un tnico circulo unitario ¢(t)

47
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parametrizado por arco e satisfacendo as condiciéns iniciais:
c(0) =p, ¢(0) =u, (Vo')(0) = v.

Definicién 4.1.2 Tal e como aparece recollido en [15] para todo circulo unidade ¢ nunha
variedade de Riemann M definese o operador de curvatura antisimétrico asociado como

R.:= R(d, V),
6 longo de c.

Do mesmo xeito que no capitulo anterior estudiabamos a curvatura 6 longo de xeodésicas
agora centrarémonos no estudo da curvatura 6 longo de circulos unitarios. Segundo [16]
temos a seguinte definicion:

Definicién 4.1.3 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann.

1. (M, g) dise que é un O-espazo se para cada circulo ¢ en M os autovalores de R,
son constantes, e

2. (M,g) dise que € un T-espazo se para cada circulo ¢ en M o campo de tensores R,
pode ser diagonalizado por unha base que é base de Jordan paralela para R. en cada
punto ¢ longo de c.

Vimos de ver no Capitulo 3 como os €-espazos e os P-espazos xeneralizan a condicion
de simetria local, e dun xeito similar temos que os -espazos e os T-espazos tamén o fan.

Teorema 4.1.4 [15] Unha variedade de Riemann é localmente simétrica se, e so se, € un
D-espazo e un T-espazo 6 mesmo tempo.

Se consideramos (M, g) unha variedade de Riemann atopamos os seguintes resultados
que nos dan a caracterizacién dos D-espazos para dimensiéns superiores a 2.

Proposicién 4.1.5 [16] Sezxa (M,g) wunha variedade de Riemann n-dimensional
(n > 2). Entén M é un O-espazo se, e s6 se, o operador autoadzunto R* ten autova-
lores constantes ¢ longo de todo circulo unitario ¢ en M.

Teorema 4.1.6 [16] Sexa (M, g) unha variedade de Riemann diferenciable de dimension
n, (n > 2). Enton as sequintes condicions son equivalentes:

(i) M € un O-espazo;

(ii) Para cada puntop € M e para calesqueira dous vectores tanzentes x,y en p verificase:

Z nyeiej (VIR):cyeieJ- = 0.

1,J
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S.Ivanov e I.Petrova estudiaron en [15] os T-espazos para signatura Riemanniana.

Teorema 4.1.7 [15] Seza (M,g) unha variedade de Riemann n-dimensional (n > 2)
conexa. Enton as sequintes condicions son equivalentes:

(i) (M,g) € un T-espazo,
(ii) R.o R.= R.o R., para todo circulo unitario ¢ en M.

Teorema 4.1.8 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann n-dimensional (n > 2) coneza.
Enton (M, g) € un T-espazo se, e so se, verifica a sequinte igualdade:

(4.1) (VxR)(X,Y)oR(X,Y)=R(X,Y) o (VxR)(X,Y),

VX,Y campos de vectores en calquera punto de M.

4.2. Clasificacion Riemanniana

4.2.1. Clasificacion dos D-espazos en dimension dous e tres

Os 9-espazos s6 estdn clasificados para dimensién 2 e 3. Vexamos alguns resultados
relativos & clasificacién dos D-espazos nestas dimensions.

Consideremos en primeiro lugar que estamos no caso 2-dimensional. Neste suposto os
autovalores de R. son v/—17 e —v/—17, onde 7 denota a curvatura escalar. Polo tanto
temos:

Proposicién 4.2.1 [16] Unha variedade de Riemann 2-dimensional coneza € un O-espazo
se, e sO se, ten curvatura seccional constante.

Tendo en conta todos os resultados anteriores, S. Ivanov e I. Petrova [16] deron a
seguinte clasificacién para os 9D-espazos en signatura Riemanniana de dimensién 3.

Teorema 4.2.2 [16] Seza (M, g) un O-espazo de dimension 3. Enton (M, g) € localmente
isométrico en casi todo punto, € dicir, nun subconzunto aberto e denso de M, a un dos
sequintes espazos:

(i) un espazo con curvatura seccional constante,

(ii) un producto directo da forma (M xR, g®dt?), onde (M, g) é un espazo Riemanniano
2-dimenstonal e con curvatura secctonal constante,

(iii) unha wvariedade de Riemann con curvaturas principais de Ricci constantes
7”1:7“2:0,7'3750.

Reciprocamente, calquera variedade de Riemann 3-dimensional do tipo (i), (i) ou (iii)
é un D-espazo.
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Observacién 4.2.3 De acordo con Singer [22] unha variedade de Riemann (M, g) dise
curvatura homozénea se para cada par de puntos p,q € M hai unha isometria linear
F :T,M — T,M entre os correspondentes espazos tanxentes tal que F*R, = R,.
E sabido que un espazo de Riemann 3-dimensional é curvatura homoxéneo se, e s6 se, ten
autovalores principais de Ricci constantes.

4.2.2. Clasificacion dos T-espazos en dimension dous e tres

Do mesmo xeito que fixemos cos D-espazos, tratamos a continuacién o problema de
clasificacion dos T-espazos para signatura Riemanniana en dimensién dous e tres.

Teorema 4.2.4 [15] Toda variedade de Riemann diferenciable 2-dimensional (M, g) € un
T-espazo.

Teorema 4.2.5 [15] Sexa (M, g) un T-espazo de dimension 3. Enton (M, g) € localmente
isométrico a un dos sequintes espazos:

(1) un espazo con curvatura seccional constante,

(ii) un producto directo da forma My x Ma, onde My €é unha variedade de Riemann
1-dimensional e My € unha variedade de Riemann 2-dimensional.

Reciprocamente, calquera variedade de Riemann 3-dimensional do tipo (i) e (ii) € un
T-espazo.

4.3. Extension a signatura Lorentziana

Como xa dixemos, 6 contrario do que acontecia no capitulo anterior, non ten sentido
falar de circulos temporais e por ese motivo imos dar unha definicién de D-espazo e
T-espazo a partir das condicions alxébricas, pero sen manter a interpretacion xeométrica
de cada situacién.

Se pensamos agora na situacién Lorentziana, non se verifica que DN coincida coa clase
de variedades de Lorentz localmente simétricas. De feito as métricas de Walker estrictas
son un exemplo de D-espazos (o operador de Ricci é nilpotente en dous pasos, polo tanto
son IP, véxaxe o Teorema 1.8.4) e T-espazos (o operador de Ricci é recurrente), que non
son localmente simétricas.

Vexamos entén a continuaciéon como se xeneralizan para signatura Lorentziana as
condiciéns alxébricas de ser £-espazo e ¥-espazo que tinamos para signatura Rieman-
niana.

Definicién 4.3.1 Sexa (M, g) unha variedade de Lorentz de dimension n, (n > 2). Enton
diremos que:
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(i) (M,g) € un O-espazo se cada calesqueira dous campos de vectores X,Y en p e {e;}
base ortonormal se verifica:

Z €i€jRxveie;,(VXR)xvere; = 0.
,J

(ii) (M, g) é un T-espazo se para calesqueira X, Y campos de vectores se verifica a sequinte
igualdade:

(4.2) (VxR)(X,Y)o R(X,Y)=R(X,Y)o (VxR)(X,Y).

Observacién 4.3.2 Ainda que non temos a interpretacién xeométrica que tifiamos na
secciéon Riemanniana verificase que toda variedade IP é ©-espazo, pois por ser IP ten
autovalores constantes e isto implica que V,TrR¥*) = 0 e polo tanto verificase a condicién
dada en (i) na Definicién 4.3.1.

Exemplo 2 Seza O un aberto de R* dotado da métrica g de signatura (++ ——) que en
coordenadas locais (t,x,y,z) se escribe como seque:

0 0 1 0

0 0 0 1
getey.z)=| 1 tS(y) + Ay, z) 0

0 1 0 zV(z) + B(y, 2)

Esta familia de variedades son IP e polo tanto D-espazos, verifican a condicion alrébrica
de ser T-espazos e, sen embargo, non son localmente simétricas.

Demostracion.
Para esta demostracion consideramos u e v dous vectores arbitrarios expresados na base
de campos coordenados como u = (u,u2,us, ug) € v = (v1,v2,v3,04), € con respecto os
cales facemos os célculos.

O tensor de curvatura vén dado por:

0 0 0 14
0 0 —r 0
00 O 0

con
s = 7§ (uavs — ugug) (V(:)A®D + 2402) 1 5() B 1 9B20)

entén ten autovalores constantes: {0,0,0,0}, é dicir, é unha variedade IP e polo tanto
tamén é un O-espazo.
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Ademais a derivada covariante do tensor de curvatura vén dada por:

0 0 0 —so3
=10 1)
00 O 0
onde:
S93 = i(uwg — U3’U4)(U4V(2)2A(0’1) + U4V'(Z)A(0’1) + 2uy AO3) 4 u;e,S(y)zB(l’O)

+ u3S () BN 4 2u3 482 S (1) (2us A2 + V (2) (us APV + 1y BLO)Y 4 4y BAD
+ 3usB@9) 4 V(2)(3ug A% 4+ uz ALY 4 20y BEO)) 4 20, B3Y 4 243 B30,

Polo tanto verificase a condicién alxébrica de ser T-espazo, pois o tensor de curvatura e a
sta derivada covariante conmutan.

E, por tltimo, en xeral VR # 0, e temos que a variedade non é localmente simétrica.
Asi, por exemplo, se tomamos S(y) =y, A(y, z) = z, V(z) = 2% e B(y,2) = y tense que

1
VayR(ay, aZ7 aZa ay) = 1(1 + y(y + Z2))a

polo que VR # 0.

4.4. 9O-espazos

Consideremos (M, g) unha variedade de Lorentz. Entén empregaremos a seguinte
condicién alxébrica:

(4.3) M é un D-espazo & Z’fiszwyewj (VaR)zyeie; =0, VT, 9.

1,

Observacién 4.4.1 Pddese probar que as variedades que aparecen na Seccién 4.2.1,
de clasificaciéon dos D-espazos para signatura Riemanniana, tamén verifican a condicién
alxébrica de ser D-espazos en signatura Lorentziana.

4.4.1. Variedades IP

Un caso particular de O-espazos de especial interese é o das métricas IP. Estas foron
analizadas en profundidade en diversos contextos e existen numerosas referencias que as

estudian [17], [13].

Teorema 4.4.2 Sexa (M, g) unha variedade de Riemann IP. Enton (M, g) é un O-espazo.
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Demostracion.
Como vimos no Capitulo 1 as variedades IP caracterizanse porque os autovalores do o-
perador R, son constantes. Polo tanto, en particular, verificase que estes autovalores son
constantes 6 longo do circulo ¢, é dicir, verificase a condicién de ser D-espazos.

O

Teorema 4.4.3 Sexa My unha métrica de Walker de dimension 3 e IP. Entén tamén
€ un O-espazo.

A demostracién farémola na Seccién 4.4.2.

Recordemos que para métricas de Walker temos o seguinte resultado:

Teorema 4.4.4 [4], [9] Sexa My unha variedade de Walker de dimension 3. Enton as
sequintes afirmacions son equivalentes:

1. My ¢é Ivanov-Petrova
2. f(t,z,y) = a(z,y) + tn(y), para calesquera funcions a(x,y) e n(y).

Observacién 4.4.5 Consideremos M unha variedade de Walker de dimensién 4 en sig-
natura (2,2). Entén, condicién suficiente para que M sexa IP é que sexa, en coordenadas
locais, desta forma:

0 0 1 0

00 0 1
IGTY2) = | 1 4S) + Ay, ) 0

0 1 0 zV(z) + B(y, 2)

Prébase dun xeito sinxelo que unha variedade dada nesta forma é IP.
Consideremos o tensor de curvatura asociado que vén dado por:

00 0 —ty
00 tyy 0
00 0 0

con u e v vectores escollidos de forma arbitraria expresados na base de campos coordenados
como u = (uy, ug, us, ug) € v = (vy, vy, v3,04), € CON

tas = (a5 — usoa) (V(2)ACY 42409 4 §(3) BOO 200,

Entén R(u,v) ten autovalores constantes: {0,0,0,0}, e a variedade é IP.

Ademais das variedades TP como exemplo de £-espazos nesta seccién pretendemos
atopar 9-espazos que non sexan IP facendo un estudio das métricas de Walker.
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4.4.2. Meétricas de Walker

Centramos agora a nosa atencién no estudo dos ©-espazos considerando agora My
unha variedade de Walker de dimensién 3 en coordenadas locais (1.3):

1

Teorema 4.4.6 Sexa My unha variedade de Walker de dimension 3. Enton a variedade
¢ un O-espazo se a funcion f ten unha das expresions sequintes:

a)
f(tv £, y) = Oé(iL‘, y) + tﬁ(y);
b)
f(t,z,y) = aly) + tn(y) + %6, ou

fitbey) = ¥y) +ax(y) +2°e(y)

N 1t(x(y) 5i$—¢’(y) o /Bp)) + 126,

con p(y) # 0.

Demostracién.

Consideramos unha métrica de Walker xeral en coordenadas locais tal e como aparece
recollida no enunciado do teorema e realizamos os célculos da caracterizacién (4.3) que
estamos empregando. Obtemos o seguinte sistema de EDPs:

(4.4) 0 — %f(zo,o)f(:s,o,o)’
(4.5) 0 — %f(l,l,o)f(l,zo)?
(4.6) 0 = % £(200) £(20.1).
(4.7) 0 — %f(1,1,0)f(271,0)7

1
(48) 0 = §f(2’070)f(2:170)7
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(4.9) 0 — 2]0(17270 F200) 4 ;f (110) 2,10
(4.10) 0 = ;f(200)f(210 +1f110f30,o)
0 — zllf (10.0) F(L10) (200 | f (1L1) (2,00
(4.11) _ zllf 0.1.0) (2002 *f(l’l’o)f 20.1)
(4.12) 0 — 411f (100) ((1.10)% f(1,1,0)f 1,1,1) if(O,l,O)f(l,l,O)f(2,0,0).

Consideramos a primeira destas ecuaciéns (4.4). Dado que fZ09 (¢, 2, y) = 0 é méis
restritivo que f300) (¢, z y) = 0, concluimos que f3%0) =0 e polo tanto:

f(t7$7y) - CV(IE, y) + tﬁ($7y) + t2(5(l‘,y).

Tendo en conta isto simplificamos de novo as 9 ecuaciéns que tinamos de partida e estas
quedan reducidas a 8. Consideremos (4.6) e (4.8):

26(x, )6 (z,y) = 0, e
26(z, )60 (2, y)
De onde deducimos que
d(x,y) =6 = cte.

Unha vez considerada esta restriccion vemos que as condiciéns quedan agora reducidas a
4, que se corresponden con (4.5), (4.9), (4.11) e (4.12) simplificadas. En concreto, (4.9)
redicese a

3% (z,y) = 0.

Temos enton duas opcidns:

1. 6=0.

Neste caso quédannos agora s6 dias ecuaciéns diferenciais por resolver: (4.5) e (4.12)
simplificadas. A primeira delas é

1
§ﬁ(1’0)(w7y)ﬂ(2’0) (z,y) =0,

e de aquf deducimos que 320 (z,y) = 0 pois esta condicién é menos restritiva que
19 (x,y) = 0, polo tanto temos que

Bz, y) = nly) + z€(y).
(4.12) simplificase para obter:

in(y)é(y)2 + ixf(y)?’ + %g(y)g'(y) —0.
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Que esta expresion sexa cero quere dicir que en particular a sida derivada con respecto
de x tamén debe ser cero, é dicir,

£(y)?
4

=0=§{(y) =0.
Deste xeito xa teriamos que se verifica a dltima condicién e que para f da forma:

ft,z,y) = alz,y) +tn(y),

o espazo de partida é un OD-espazo.

. BEO(z,y) = 0.

Neste suposto teriamos que a funcién f; seria da forma

B(z,y) = n(y) + z&(y),

e que as condiciéns quedarian agora reducidas a (4.11) e (4.12) simplificadas. Con-
sideremos a ecuacién (4.12) simplificada

1

PIWEW? + 3760 + JEWE W) — 506)a () = 0.

Se derivamos con respecto de x dias veces obtemos que

1
—555(3/)04(3’0) (z,y) =0,

e polo tanto temos tres posibilidades:

a) 6 =0.
Esta opcién xa foi estudiada no apartado anterior.
b) &(y) = 0.

Quedarianos s6 a ecuacién (4.11):
—62a10(z,9) =0,

que nos da de novo duas posibles soluciéns: a primeira é § = 0 que xa temos
analizada e a segunda é a0 (x,y) = 0 que implica que
a(z,y) = a(y),

e da unha solucién do sistema de 9 ecuaciéns de partida. Polo tanto temos que
para f da forma:

flt,z,y) = aly) + tnly) + 25,

o espazo de partida é un OD-espazo.



4.4.2 Métricas de Walker 57

¢) a0 (z,y) = 0.
Isto implica que
a(z,y) = ¥(y) + 2x(y) + 2°e(y),
e quedariannos de novo duas ecuaciéns por resolver: (4.11) e (4.12). Dado que
dmbalas duas expresiéns deben ser cero, en particular tamén se anularan as

stuas derivadas con respecto de z, entén, considerando a derivada da ecuacién
(4.12) con respecto de x temos que:

LEW)(~450() + ) =0.

Polo tanto, ou ben £{(y) = 0 ou ben £(y) = /4dp(y). Queddmonos con este
ultimo caso pois o anterior xa estd analizado en pasos anteriores. Unha vez su-
posta £ desta forma quédannos dias ecuaciéns por resolver que se corresponden

con (4.11)=(4.12) V(jé()y). Polo tanto despexando de (4.12):

—0x(W)Vop(y) + dp(y)n(y) + 64’ (y) =0,

n(y) X(y)Voely) — ¢'(y)
v(y)
Temos asi outra solucién do sistema de partida. Para f da forma

ftay) = ¥) +ax(y) + 2°e(y)

n t(X(y) 59;%?;;—80/(?/)_’_%/%)_’_1525

o espazo de partida é un £-espazo.

Vexamos agora a demostracién do Teorema 4.4.3.
Demostracion.
Consideremos M y unha métrica de Walker de dimensién 3 e IP. Polo Teorema 4.4.4 temos
que a funcién f é da forma f(t,z,y) = a(x,y) + tn(y), para calesquera funciéns a(z,y) e
n(y), e esta forma correspéndese coa do apartado a) do Teorema 4.4.6, é dicir, M é un
$-espazo.

O

Observacion 4.4.7 Nétese que das tres posibles opciéns do teorema anterior sé os dous
ultimos nos dan informacién nova, pois o primeiro deles correspéndese coa forma que
presenta f no caso de ser My Walker e IP (Teorema 4.4.4). Ademais este apartado a)
correspéndese coas variedades de Walker estrictas como vimos no Lema 1.5.6(2).
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4.5. T-espazos

Consideramos (M, g) unha variedade de Lorentz. Entén empregaremos a seguinte
condicién alxébrica:

(4.13) M é un T-espazo < (V R)(z,y)R(z,y) = R(x,y)(VR)(z,y), Vz,y.

Observacién 4.5.1 Pddese probar que os analogos Lorentzianos as variedades obtidas
na clasificaciéon dos T-espazos Riemannianos da Seccién 4.2.2 tamén verifican a condicién
alxébrica de ser ¥-espazos.

4.5.1. Variedades recurrentes

Como xa vimos nos Capitulos 1 e 3 as variedades recurrentes son un exemplo de
PB-espazos. Ademais imos ver a continuacién que tamén son un exemplo de T-espazos.

Teorema 4.5.2 Toda variedade (M, g) curvatura recurrente é un T-espazo.

Demostracion.
A demostracion é andloga 4 dada no Teorema 3.5.4 intercambiando os papeis do operador
de Jacobi e o operador de curvatura antisimétrico.

O

4.5.2. Meétricas de Walker

Imonos centrar agora no estudo e clasificacion dos T-espazos pero considerando agora
M unha variedade de Walker 3-dimensional.
Métricas de Walker xerais

Consideremos M ; unha métrica de Walker xeral en coordenadas locais da forma (1.3):

0 1
0
1

o N O
jan)

ft,z,y)

O operador de curvatura antisimétrico calculado con respecto a u e v vectores expre-
sados na base de campos coordenados como u = (u1,us,us) e v = (v1,v2,v3) vén dado
por:

a1 a2 fai
R(u,v) = o 0 == |,
0 0 —all
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onde:
ain = %((u3v2 — ugg) fI0) 4 (ugvy — ugws) f2O0),
1
a2 = 5((usv2 — ugv3) 00 + (ugvy — ugvs) FH0).

Polo tanto, se calculamos a matriz de orde 3 x 3 que resulta de realizar os calculos da
ecuacién (4.2) obtemos unha matriz de orde 3 x 3 que denotamos por T. Nela aparecen
dous termos distintos de 0 que son iguais salvo unha constante

1
Tog = —=To,
€
polo que a matriz T é da forma:
0 T 0
T = (VuR) o (u,v)R(u,v) — R(u,v) o (VuR)(u,v) = | 0 0 =17y,
0 0 0

Serd entén suficiente estudiar as EDPs do termo T34, pois si se anula este anulase toda a
matriz e xa teriamos probado que se verifica a condicién (4.2).
Consideramos o termo 775 e analizdmolo. Obtemos as 9 expresions seguintes:

ty = _f(171,0)f(1,2,0) + f(07270)f(271’0)7
ty = —f(l’Q’O)f(Q’O’O) + f(l,l,O)f(Q,l,O)’
ts = _f(2,0,0)f(2,1,0) + f(l’l’o)f(3’0’0),
ty = _f(0,3,0)f(2,0,0) + f(O,2,0)f(2,1,0)’

ts = fOL10) f210) _ £(02,0) £(3,00)
tg = fO30) p(1L10) _ £(020) £(1,20)

1 1 1 2
1 1
+ 1!f(o7270)'f(17111) — gf(oﬂlvo)f(07270)f(27070)’
1 1
tg = fzf(oﬂ,l)f(?ﬂ(),o) _ Zf(0’2’0)f(l’o’o)f@’o’o)

1 1
+ 1]0(0,1,0)f(l,l,O)f(Q,O,O) + 1f(0,2,0)f(2,0,1)’

1 1
ty = _gf(l,0,0)f(l,l,O)f(Q,0,0) _ Zf(l,l,l)f(z,o,o)

1 2 1
+ é.]0(0,170).]0(2,0,0) + Zf(l,l,O)f(Z,O,l).

Entoén o sistema que debemos solucionar, para determinar as variedades que verifican
(4.2), é o seguinte:

th =ty =1t3 =1ty =t5 = tg =ty = tg = tg = 0.
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Como sucedia coa anéalise dos B-espazos, obtivemos un sistema complexo. Particularizare-
mos o noso estudo a variedades de Walker de curvatura escalar constante.

Métricas de Walker de curvatura escalar constante

Teorema 4.5.3 Sexa My unha variedade de Walker zeral de dimension 3 con métrica
en coordenadas locais (t,x,y) e con curvatura escalar constante, é dicir, T = f(Q’O’O) = K.
Enton verificase o sequinte:

1. Curvatura escalar 7 =0

My € un T-espazo se, e s6 se, My € unha variedade de Walker estricta.

2. Curvatura escalar 7 =k # (

My é un T-espazo se, e s6 se, é localmente simétrica, € dicir, se a funcion f € da

forma:
Jtay) = )+ 5 0w)Ew) +2€1))
xQ
+ W) () + 2L (y)) + £k
Demostracion.

1. Curvatura escalar ™= 0.

En primeiro lugar asumimos que a curvatura escalar é cero, 7 = f (2,0,0) (t,x,y) =0
e polo tanto a funcién f é da forma:

f(t,.%’, y) = a(:c,y) + t,@(l‘, y)'

Baixo esta hipotese vemos como se simplifican as 9 condiciéns que tinamos de par-
tida. Consideremos as tres ecuaciéns simplificadas que resultan:

(414) 0 = —pL0gEo
(415) 0 = a9gR0 415207 _ 510,60 _ 45010 5(6.0)
0 — ﬁ(1,1)0é(2,0)_5(1,0)0[(2,1)4_155(1,1)6(2,0)_}_Oé(l,o)ﬁ(l,o)2
3 1 1
(4.16) + tgL07 iﬁﬁ(l»ﬂ)a(lo) — itﬁﬁ(l’o)ﬁ@’o) — 1.0 g21)

Tomemos a ecuacién (4.14). Dado que a condicién 339 (z,y) = 0 é mais restrictiva
que 519 (z, i) = 0 concluimos que 59 (z, y) = 0, polo que temos que 3 é da forma:

B(z,y) = n(y) + z&(y).
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Simplificamos de novo as condiciéns de partida tendo en conta esta expresiéon de (8
e consideramos a ecuacion (4.15), que se simplifica a

~£(y)al®V(z,y) = 0.

Temos enton dias opcidns distintas:

a)

Se £(y) = 0 comprobase facilmente que todos os termos se anulan e, polo tanto,
se

[t z,y) = alz,y) + in(y),
M é un T-espazo.
Se a39) () = 0, temos que a é da forma:

a(z,y) =v(y) + ax(y) + 2% (y),

e s6 nos restaria a condicién (4.16) que se reduce a:

0 = —pWnWEw) +xWEW? + zo(y)E(y)?
+ t(y)® =26 (y) + 20(m)E ().

Derivamos con respecto de ¢ e deducimos que debe ser £(y)3 = 0 e, polo tanto,
£(y) = 0, polo que para f da forma

ftz,y) = v(y) +2x(y) + 2%0(y) + tn(y),

M é T-espazo. Dado que este é un caso particular do anterior podemos concluir
que para curvatura escalar 0 e f da forma

ft,z,y) = alz,y) +tn(y),

o espazo de partida My é un T-espazo e viceversa.

En conclusién para 7 = 0, tendo en conta o Lema 1.5.6(2) e considerando

n(y)

= ((y), My é un T-espazo se, e s6 se, My é estricta.

2. Curvatura escalar T =k # 0

Asumimos agora que a curvatura escalar é 7 = f200 (¢, 2, y) = &, con & # 0 e polo
tanto que a funcién f é da forma:

ftz,y) = alz,y) + tB(x,y) + k.
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As 9 ecuacidns diferenciais de partida quedan agora reducidas a 7:

(417) 0 = —kp20,
(4.18) 0 = —pLO0g20),
(419) O = _K/O[(g’o) — tﬁﬁ(?),o)’
(420) 0 = 252a(170) — /‘36/8(1’0) _ 21%[3(1,1)’
(4.21) 0 = 20520 4 3202 _ 5(1.0),(3.0) _ 45(1.0) g(3.0)
0 = _mg(z,l) — 9r20/(20) _ 2t2m2ﬂ(2’0) _ Hﬁa(zo)
(4.22) — ka®V 4 mﬂ(l,O)2 + k(L0 gL0) _ 1 33(20)
0 = —tpa0pR0 _ 330,20 4 9y511) gRO) _ 44253010 3(20)

— Qtﬁ(lvo)ﬁ(Zl) + 2/6(171)04(270) — Qﬁ(lvo)a(Zl) + 2@(170)/8(170)2
(4.23) + 2tﬁ(1’0)3 — 4tk B0 20 — 240 (L0 20) _ 940/(1:0)(20),

Tomemos a ecuacion (4.17):
—kB*0 (2,y) = 0.

Dado que estamos supoiiendo que x # 0, para que esta ecuacién se cumpra débese
verificar que 59 (z,y) = 0, e polo tanto § é da forma:

Bz, y) =n(y) + z&(y).

As ecuaciéns simplificanse de novo e consideramos agora a ecuacién (4.19) xa sim-
plificada:
—ka®0 (2, 9) = 0.

Entén a0 (x,y) = 0, pois estamos suponendo k # 0, e temos que
a(z,y) = ¥(y) + zx(y) + 2> (y).

Agora a ecuacion (4.20) queda:

262X (y) + 4ar2o(y) — kx()E(y) — 2rE(y)? — 26E (y) = 0.

Derivamola con respecto de x e obtemos as dias condiciéns seguintes:

i) 4r*p(y) — kE(y)2 =0, e
i) 262x(y) — kx(y)é(y) — 268 (y) = 0.

Destas duas ecuaciéns dedticese que:
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() = n(y)é(y) + 25’(3/)’

respectivamente. Ademais tendo en conta estas condiciéns vemos que as tres ecuacions
restantes se satisfan.

En conclusién, se a curvatura escalar é constante x # 0 e a funcién f é da forma:

ftay) = )+ o 0m)Ew) +€ 1)

2
T
+ W)+ tn(y) + 2€ () + £k,
entén o espazo de partida M é localmente simétrico.

O

Observacién 4.5.4 Se temos M unha variedade de Walker de dimensién 3 e con cur-
vatura escalar T constante verificase a seguinte equivalencia:

P — espazo < T — espazo.

Teorema 4.5.5 Sexa My unha variedade de Walker de dimensién 3 e con curvatura
escalar constante. Enton si My € un T-espazo tamén € curvatura recurrente.

Demostracion.
Dado que pola observacién anterior temos que unha variedade de Walker de dimensién 3
é un P-espazo se, e s6 se, é un T-espazo, e vimos no Capitulo 3 que, baixo as mesmas
condicidns, é un P-espazo se, e s6 se, € curvatura recurrente, entén podemos concluir que
é T-espazo se, e sO se, é curvatura recurrente.

O

Os resultados desta seccion dan lugar 6 seguinte teorema de clasificacion:

Teorema 4.5.6 Sexa My unha variedade de Walker 3-dimensional con curvatura escalar
constante. Entén My é un T-espazo se, e s6 se, My € localmente simétrica ou unha
variedade de Walker estricta.

Demostracion.
Unha aplicacién inmediata do Lema 1.5.6(2) e do Teorema 4.5.3 proba este teorema.
O
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Capitulo 5

Relaciéon entre ‘[3-espazos e
‘C-espazos

S. Ivanov e I. Petrova [15] puxeron de manifesto o interese de comparar os T-espazos
estudiados no Capitulo 4 cos €-espazos e P-espazos definidos e estudiados no Capitulo 2.

Para variedades Riemannianas temos os seguintes resultados [15]:
- En xeral os T-espazos e os €-espazos son diferentes.

- Para variedades de dimensién 2 a clase dos %-espazos coincide coa clase dos
P-espazos.

- Un %-espazo de dimension 3 é localmente para case todo punto un -espazo,
sen embargo, existen P-espazos de dimensién 3 que non son localmente T-espazos
para case todo punto.

A vista do anterior parece natural facerse a seguinte pregunta: Para n > 3 todo
T-espazo n-dimensional é localmente un P-espazo para case todo punto? E para con-
testar a esta cuestion imos empezar recordando algin resultado conecido para dimensién
3 e a continuaciéon daremos algiin contraexemplo para dimensién 4.

5.1. Walker 3-dimensionais: ¥-espazo=- ‘3-espazo

Teorema 5.1.1 Consideremos (M, g) unha métrica de Walker de dimension 3. Se (M, g)
€ T-espazo enton tamén é P-espazo.

65
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Demostracion.

Consideremos as 6 condiciéns que caracterizan os -espazos para unha métrica de Walker
xeral de dimensién 3 vistas na subsubseccién 3.5.2:

P
p2
p3
P4

Ds

De

+ +

+

—2e£(0:30) p(2.0,0) 4 9 £(0,20) £(2,1,0)

—4ef200) p(21,0) 4 4 £(1,1,0) £(3.0,0)

—6ef(1:20) f2.00) 4 e p(1,10) £(2,1.0) | o £(0.2,0) £(3,00)

9 f(0:2.1) £(1,1,0) + F(0.20) £(1,00) £(110) _ o  p(111) (2,0,0)

e f FO10) (2,0,0)2 — 9 f(020) p(LL1) | £(0,1,0) £(02,0) £(20,0)
2f(0,1,0)f(1,1,0 426 f fUL10) p20.1) _ ¢ p ¢(1,00) £(1,1,0) £(20,0)
9 f(1L10) £(1,20) _ 9¢ £(1,00) £(1,10) £(20.0) _ ¢ p(111) £(20,0)
9e f f(1L10) £(3.0.0) _ o f £(20,0) £(2,1,0) | 2€f(o,1,0)f(2,0,0)2

de fOL10) p2.0.1) _ 9 ¢(0,20) ¢(2,1,0)

2¢ f(0.10) (1,10) £(2.0,0) _ 9 £(0.2,0) £(12,0) _ 9 £(02,1) £(2,0,0)
9¢ f(0:20) £(1,00) £(20.0) | o £(0:20) £(20,1) | o f £(1,1,0) £(2,1,0)
9 £(0:30) p(1,L0) _ ¢ ¢ £(12,0) £(2,0,0)

e as 9 condiciéns que caracterizan os T-espazos para unha métrica de Walker de di-
mension 3 que vimos na subsubseccion 4.5.2:

131
t2
t3
ty
ts
tg

t7

ts

tg

_f(17170 f(1’270 +f(07270 f 2’170

_f(l,Z,O

f
f

) ) ) )
)f(2’070) f(l )f(2,1,0)’
f(2,0,0)f(2,1,0) 4 f(l,l,O)f (3, 0,0)7
) ) ) )

f (0,3,0 f(2oo yf (0,2,0 f(2,1,0
(1,1,0)f(2,1,0) o f(O ,2, 0)f(3,0,0)7

(0,3,0) p(1,1,0) _ £(0.2, O)f(l 20),
1

1 2
—ff(0’2’1)f(1’1’0 f(o 2, o)f (1,0,0) f (1,1,0) + 1f(o,l,o)f(l,l,o)

4

1 1
Zf(o,z,o)f(1,1,1 _ gf (0,1,0) f(o,z,o f(Q’O’O),

1

—*f(O’Q’l)f(ZOO f(ozo)f (1,0,0) f (2,0,0)

4

1
Zf(O,l,O)f(l,l,O f (2,0,0) + Zf (0,2,0) f(2,071)’

_lf(l,o,o)f(1,1,0)f(2,0,0) _ lf(1,1,1)f(2,0,0)
8 4

8

1 2 1
7f(0,1,0)f(2,o,0) + Zf(l,l,o)f(Q,O,l).
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Entoén o sistema que caracteriza os B-espazos vén dado por:
p1=p2=p3=ps=ps=pe=0,
e 0 que caracteriza 0s ¥-espazos vén dado por

Ho=ty=ty3=ty=1t5 =tg=1tr =tg = tg = 0.

Para demostrar o teorema imos suponer que se verifica o sistema que caracteriza Os

T-espazos e veremos que tamén se verifica o sistema correspondente és PB-espazos.
Suponamos en primeiro lugar que se cumple:

Hh=tyo=ty3=1ty =1ty =tg=1y =tg=tg=0,
enton temos que ver que:

P1=p2=p3 =ps=p5=pe=0.

1. Consideremos p;. Pédese observar que é multiplo de t5 (p; = 2¢-t5) polo tanto como

tiflamos que t5 = 0 concluimos que p; = 0.

2. Consideremos agora ps que é po = 4e - t4, temos entén que po = 0, pois estamos

suponiendo t4 = 0.

3. Tomemos p3 que verifica: pg = 6e - t3 — 2¢ - tg. Enton como por hipdtese temos que

ts = tg = 0 concluimos que p3 = 0.

4. Tomemos py = —8-t7 + 8¢ f(t,z,y) - tg. Por hipdtese verificase que t7 = tg = 0 e polo

tanto dedicese da igualdade anterior que py = 0.

5. Tomemos ps = —2 -ty + 2¢f(t,z,y) - t4 + 16€ - tg. Como por hipGtese sabemos que

to = t4 = tg = 0 concluimos que p5 = 0.

6. Por ultimo, pg = 2-t1+2¢f(t,x,y) t3+8e¢-tg. Por hipdtese temos que t; = t3 =tg =0

e en conclusién verificase que pg = 0.

Temos asi probado que se verifica o sistema que caracteriza os B-espazos.

Observacién 5.1.2 Ademais tal e como vimos no Capitulo 4, se temos My unha métri-

ca de Walker de dimensién 3 e con curvatura escalar 7 constante verificase a seguinte

equivalencia:
P — espazo < T — espazo.
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Faltarianos agora saber se para métricas de Walker 3-dimensionais xerais tamén se
verifica a implicacién inversa. Sen embargo, non sabemos se isto é certo e intentaremos
atopar algin contraexemplo para este caso.

Ademais, non sabemos se en xeral en dimensién 3 se cumpre:

T-espazo = P-espazo.
Tamén caberia facernos a seguinte pregunta: ;-espazo ou T-espazo implica curvatura
recurrente, para variedades 3-dimensionais en xeral? E a resposta ¢ NON, pois atopamos

un P-espazo que non é T-espazo e polo tanto nesta situacién este P-espazo non é curvatura
recurrente.

Exemplo 3 Sezxa g3 unha métrica dada en coordenadas locais (t,x,y) como seque:

1 0 0
g3(t,z,y)=1|( 0 h() O
0 0 h®)

Verificase que gs € un P-espazo e, sen embargo, non € T-espazo.

Demostracion.
Probemos que é un B-espazo vendo que o operador de Jacobi e o operador de Szabé con-
mutan. Os célculos facémolos con respecto de vectores u e v expresados na base de campos
coordenados como u = (u1,ug,us) e v = (v1,v2,v3), e escollidos de forma arbitraria.

O operador de Jacobi vén dado por:

. —(uj +u3)A urus A uiusA
wup A (uf+udh ()R (t)*—2uih(t)h" (t)
F=mm | 0 O el L
_u}lzé;)A _u2u3h/(t)2 (uituzh(t)h 2t()t)72u1h(t)h (t)
con A = h'(t)% — 2h(t)h" (t), e o operador de Szabé vén dado por:
uy (udu?)® —uduy ® —uduz®
1 ulus®
R;L = W il(tz)@ T ZU1UQU3h/(t)\I’ ,
% 2uyugugh/ (t)¥ =
con
_— un((ud 4 2udh(8)W(1)® — 2h(t) (uf + uFh(t)W (DR () + uih(t)*hP (1))

h(t)
g ((uf + 2u3h(8)N()® = 2h(8) (u] + u3h(8) (A" () + uh(t)*hP(t))
a h(t) ’
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® = K(t)® = 20K )K" () + h(t) L) (1),
T = KW(t)2 - ht)h"(t).

Pédese probar facilmente que R, e R, conmutan. Polo tanto, g é un J-espazo.

Vexamos agora que, en cambio, o tensor de curvatura e a sta derivada covariante non
conmutan.

O tensor de curvatura vén dado por:

0 _ (ugvi—uiv2)A _ (ugvi—ujvz)A
4h(t) 4h(t) )
UV — UV ) A uzvy—uov3)h'
R(u,v) = | —tesae)l 0 =
o (u3’U1—u1U3)A (—u3112+u2’u3)h/(t)2 O
4h(t)2 4h(t)

e a sua derivada covariante por:

0 Q A
4h(t)? ( 4h(t)? (1
QO 3u1 (ugve —ugvs)h'
VuR(u,v) = | ms 0 — S {usvp_uzeg ,
A 3u1(u31}27u2v3)h/(t)\1! 0
4h(t)3 4h(t)?
con
Q = (2’11,1('LL2U1—U1U2 —+

) + us(—uzve + ugvz)h(t)) R (t)® 4 h(t)(4uy (—uvy 4 uivs)
+ ug(ugve — ugvz)h(t))W ()R () + 2u1(ugvs — ugvz)h(t)?h(t)?,
A = (2ui(usvy — u1v3) 4 ug(uzvy — ugws3)h(t))R (£)3 + h(t)(4ur (—usvy + uivs)
+  up(—uzvg + ugw3) ()R ()R (t) + 2u1 (uzvy — uyvs)h(t)?h(t)3.

Destas dias expresiéns deducese facilmente que R(u,v) e V4R(u,v) non conmutan,
é dicir, g3 non é un %-espazo.
U

5.2. Métricas de Walker 4-dimensionais

Tal e como explicamos anteriormente, non sabemos que acontece noutras signaturas nin
noutras dimensiéns. E por iso que para tratar de atopar un contraexemplo & implicacion
T-espazo = P-espazo imos subir unha dimensién. Facemos a continuacién, polo tanto,
unha introducién as variedades de Walker de dimensién 4.

No Capitulo 1 demos unha introducién as métricas de Walker particularizando despois
6 dimensién 3. Imos centrar agora a nosa atencién en variedades de Walker de dimensién
4. Comezamos co seguinte resultado xeral [23]:
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Teorema 5.2.1 A forma candnica para unha variedade pseudo-Riemanniana M de di-
mension 2n que admite un campo paralelo de planos nulos r-dimensionais D vén dada polo
tensor métrico en forma matricial:

(g15) = 0 Id,
95)=\ ra. B )’

onde Id, ¢ a matriz identidade de orde r X r e B ¢ unha matriz simétrica de orde r X r
con entradas que son funcions que dependen das coordenadas (x1, ..., Ta,).

Notemos que se o r-plano nulo é estrictamente paralelo pédense escoller as entradas
de B do teorema anterior independentes das coordenadas (z, ..., x,) [23].

Nés imonos centrar na xeometria das variedades pseudo-Riemannianas de dimension
4 que admiten un campo paralelo nulo de planos 2-dimensionais, é dicir, as variedades
de Walker de dimensién par mais sinxela que admite un plano paralelo nulo de dimen-
sion maxima. Tendo en conta o Teorema 5.2.1, podemos escribir unha métrica de Walker
4-dimensional en coordenadas locais da forma:

0 0 1 0

0 0 1
Gabe(t, 2y, 2) = 1 0 alt,z,y,2) c(t,x,y,2)
0 1 elt,r,y,z) b(t,z,y,z2)

Adoptamos a seguinte notacion:
Sexa O C R? subconxunto aberto e sexan a,b,c € C*®(0O). Definimos entén

Ma,b,c = (Oa ga,b,c)‘

Un célculo directo amdsanos que:

Teorema 5.2.2 Os simbolos de Christoffel de My, . venien dados por:

1 1 1 1
vatay = Qalat + 501836’ vataz = §Clat + §blax7
1 1 1 1
Vo,0y = 502815 + §C2ax, Vo,0. = 502@ + 5528907
1 1 ai a2
Vayay = 5((1(11 + cag + a3)0y + 5(0(11 + bag — ag + 2¢3)0, — ?8@/ — 582,
1 1
Vayaz = 5(&4 +acy) + CCQ)at + 5(1)3 +ccy + bCQ)(?x — 6—218y — %282,
1 1 b1 b2
Vazaz = i(abl + ¢by — b3 + 264)@ + i(cbl + bby + b4)(9$ — an — 582

5.2.1. Contraexemplos en dimensién 4

Consideramos agora unha métrica M, . de Walker 4-dimensional para construir e-
xemplos de T-espazos que non son ‘P-espazos.
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Teorema 5.2.3 Sexa a métrica de Walker Mgy . con

a(t,z,y,z) = a(x,z),
b(taxay7 Z) = 07 €
c(t,r,y,z) = 0.
En forma matricial:

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 a(xz,z) 0

0 1 0 0

Enton Mgy € un -espazo e, sen embargo, non € un PB-espazo sempre que:

(51) u4a(0a3)a(270) _|_ u2a(172)a(2’0) _ a(072) (u4a(271) + U2a(3’0)) # 07
onde u = (u1,ug, us, uq) € un vector expresado na base de campos coordenados e escollido
de forma arbitraria.

Demostracion.
Vemos facilmente que se verifica que un espazo desta forma é un T-espazo, pois o operador
curvatura antisimétrico vén dado por:

0 jiz2 0 Jus
10 0 —juu O
R(u,v) = 0 0 0 o |’
0 0 —jiz O
con
. 1
Jiz = 5((—U4v3 + ugvg)aD (@, 2) + (ugvy — ugvs)a®?(z, 2)),
. 1
g = S((-uavs + uzva)a®? (z, 2) + (uzvy — uzvs)al™ (2, 2)),

a derivada covariante do tensor de curvatura é nula, V, R(u,v) = 0, Yu,v, e polo tanto
verificase trivialmente a condicién (4.2).

Vexamos agora que a condicién de ser PP-espazo non se cumple.

O operador de Jacobi vén dado por:

0 k12 $(—u3a®? — 2upuga™Y — u3a(20)) k13
n—|0 ka2 k13 —guzal®?
“ 0 0 0 0 ’
0 —3uda0 k12 k22
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con
1 (1,1) (2,0)
]{712 = §U3(U4CL 4 uar ),
1
ki3 = §U3(U4(L(O’2)+’U,2(I(1’1)),
1

e o operador de Szab¢d vén dado por:

0 l12 lis l14

|0 l2 hy —3uda®?

“ 0 0 0 0 ’
0 —Sud(usa®V +upa®) 1y l22
onde

1

lis = 5(—uia(0’3) — 3upu2a™? — 3uduga®Y — uda®0)),
1

ha = 5”3(“42161(1’2) +up(2usa®Y 4+ upa®0)),
1

iy = §U3(uia(0’3) + up(2ugaMY + uga®V)),

1
logg = —Eug(U4a(1’2) + u2a(2’1)).

Polo tanto é ficil ver que non se verifica a igualdade (3.3). Calculando R,,- R, — R),- Ry,
tense por resultado unha matriz 3 x 3 na cal os termos non nulos son miltiplos da expresién:

U4a(073)a(270) + U2a(1=2)a(270) — a(O,Q) (U4a(2’1) + U2a(3’0)),

que en xeral non é cero.
FEn conclusién as variedades con métricas desta forma son T-espazos e non son B-espazos,
a menos que se verifique a igualdade (5.1).
O

Exemplo 4 Un exemplo especifico sinzelo de métrica de Walker da forma que acabamos
de ver no teorema anterior, que € T-espazo e non € P-espazo, é:

g4(t7 z,yY, Z) =

o= O O
o O O
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Por ser un caso particular da métrica do teorema anterior, temos que trivialmente é un
T-espazo. Ademais, agora a condicién (5.1) resulta ser: 12uy, que en xeral non é cero. Polo
tanto non é un ‘P-espazo.

Exemplo 5 Consideremos agora unha métrica de Lorentz en coordenadas locais da forma:

Y23
kKiy+ g T2 00 0
0 0 0 1
w(t,x,y,z) = 0 0 1 0 )
0 1 0 y+axp(z)
y2k

2

onde h(y) = K1y+ Ty TH2 € unha funcion de y, con ky e ky constantes reais. FEsta funcion
h determina a funcion de deformacion deste producto warped da forma: R xj, My, no que
My € unha métrica de Walker 3-dimensional con f(t,z,y) = y+xp(z). A métrica w é un

T-espazo pero non € un P-espazo.

Demostracién.
Probemos que é un €-espazo vendo que o tensor de curvatura e a sua derivada covariante
conmutan. Os céalculos facémolos con respecto de vectores u e v expresados na base de
campos coordenados como u = (uy,ug,us,us) € v = (v1,v2,v3,v4), € escollidos de forma
arbitraria.

O tensor de curvatura vén dado por:

(—uqvituiva)K1

0

( ™ 21) 0 2yk1+4k2
U2V1 —ULVL)R K142k
R(u’ v) _ 2V1 1 48’%21 Yk1 2 0 O 0 7
0 0 0 0
0 0 0 0
e a sua derivada covariante por:
—0
(9) 0 0 2(yk1+2k2)>2
= 0 9 0
VuR(u,v) = | 8k2 ,
ufi(u, v) 0 0 0 ]
0 0 0 0
con
0= —lil((u:),uﬂ}l + uquqvy — 2u1U3U4)f€1 -+ U4(U4U1 — u11)4)(yli1 + 2!12)¢5(Z)), e
9= up(uqvy — u1v4)/<c%

8:%2

Destas duas expresions dedicese facilmente que R(u,v) e V,R(u,v) conmutan.
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Vexamos agora que, en cambio, o operador de Jacobi e o operador de Szabd non

conmutan.
O operador de Jacobi vén dado por:

__uim 00 _Uiuakl
2yK1+4k2 2yK1+4ka
uiuakl (yr1+2k2) 0 0 _u%fﬂ(yrﬂ—&—Qng)
Ru = 8ka 8ko )
0 00 0
0 0 0 0
e o operador de Szabé vén dado por:
. o uluin% .
2(yr1+2k2)2 2(yr1+2k2)2  2(yri1+2k2)2
L 0 _Ujuaky —@m
R; = 8%22 8ka 8Kko ,
u1u4n% 0 0 _u%u;m%
8ka 8K2
0 0 0 0
con
2
w = ujki(—usk1 + us(yr1 + 2r2)p(2)), e

uugkl(—2usky + ug(yr1 + 2k2)0(2)),

e podese probar ficilmente que non conmutan, pois por exemplo a componente (1,3)

verifica

R, Ry[(1,3)] =0,

u

e en cambio,

R, - R;[(LS)] ==

u UK

4(y/€1 + 2/%2)3 '

Polo tanto, non se da a igualdade e w non é un *P-espazo.

]

Temos asi probado que, para métricas de Walker de dimensién 4 e para a familia de
métricas de Lorentz que acabamos de dar, a implicacién

T — espazo = P — espazo

non é certa.
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