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Introducción

Se pretende en esta memoria ahondar más en las propiedades de la categoŕıa LS para
espacios foliados con medida transversa invariante, introducida por este autor en [25]
(2007). En ese caso la versión era más topológica y se investigaba su comportamiento en
diversos tipos de espacios foliados. Nuestro objetivo en el presente trabajo es extender
algo más los resultados que alĺı se obtuvieron y, adicionalmente, presentar una versión de
categoŕıa LS para espacios medibles foliados (véase [3]). También se introduce una variante
medible de la categoŕıa tangente, introducida por Hellen Colman y Enrique Maćıas [8, 24].

La categoŕıa de Lusternik-Schnirelmann para espacios topológicos fue introducida en
1934 en el contexto del cálculo de variaciones. Se trata de un invariante de homotoṕıa
definido como el mı́nimo cardinal de un recubrimiento por abiertos contráctiles en un
espacio topológico. Este número da una cota inferior al número de puntos cŕıticos de
cualquier función diferenciable sobre una variedad cerrada [20]. En este sentido es un
complemento a la teoŕıa de Morse.

Pese a la simplicidad de su definición, es un invariante dif́ıcil de calcular en casos con-
cretos. Las herramientas de cálculo suelen pasar por técnicas de homotoṕıa y acotaciones
por invariantes de topoloǵıa algebraica.

Existen generalizaciones diversas de la categoŕıa LS. En particular, se ha adaptado
al contexto de foliaciones. En su tesis doctoral, Hellen Colman introduce dos tipos de
adaptaciones de la categoŕıa LS: la categoŕıa transversa y la tangente. También adapta
resultados sobre el cálculo y las propiedades de la categoŕıa LS clásica, sobre todo para la
categoŕıa transversa.

La categoŕıa tangente ha sido intensamente estudiada por E. Vogt y W. Singhof. Las
homotoṕıas que se consideran son las integrables, definidas como las que conservan cada
hoja. Un abierto se dice tangencialmente categórico si existe una homotoṕıa integrable
que deforme a un punto cada componente conexa de los abiertos que induce en cada hoja.
La categoŕıa tangente es el cardinal mı́nimo de un recubrimiento por abiertos tangencial-
mente categóricos. Las homotoṕıas integrables tienen relación con las transformaciones
del pseudogrupo de holonomı́a asociado a una foliación. Se puede intuir que la categoŕıa
tangente debe guardar información interesante acerca de la dinámica transversa de una
foliación.

Nuestro propósito es establecer una versión alternativa de la categoŕıa tangente. Para
ello usamos la teoŕıa de Connes para foliaciones con medida transversa invariante (medi-
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da en transversales invariante para las transformaciones del pseudogrupo de holonomı́a).
Esta teoŕıa se ha usado para dar versiones foliadas de invariantes de variedades como los
números de Betti, la caracteŕıstica de Euler, la teoŕıa del ı́ndice, la fórmula de la traza,...

La definición de espacio medible foliado es similar a la de espacio foliado, en el espacio
subyacente se supone dada una estructura medible y una topoloǵıa (la topoloǵıa de las
hojas), donde la parte transversa de las cartas foliadas es un espacio medible estándar y
la parte tangente es homeomorfa a Rn. Los espacios medibles foliados deben interpretarse
como la estructura minimal que puede soportar a la teoŕıa y construcciones de Connes.
El análogo de las homotoṕıas integrables son las homotoṕıas medibles, que son medibles
y continuas respecto a la topoloǵıa de las hojas.

Para un espacio medible foliado, siempre existe una extensión de cualquier medida
transversa invariante Λ a una medida Λ̃ en el espacio ambiente. Intuitivamente, Λ̃ se
define como el apareamiento de Λ con la medida de contar en las hojas. Esta extensión es
única exigiendo ciertas condiciones y la llamaremos extensión coherente. Este resultado se
prueba en el Caṕıtulo 2.

Para definir la Λ-categoŕıa LS de un espacio foliado X y una medida transversa invari-
ante Λ debemos tener en cuenta el peso transverso de las deformaciones tangentes de los
abiertos del espacio. Primeramente medimos respecto a la extensión coherente, Λ̃, el con-
junto H(U × {1}), donde U es abierto y H es una homotoṕıa integrable comenzando con
la inclusión U ↪→ X. Es decir, se mide el peso transverso de la fase final de la deformación.
Entonces se define

τ(U) = inf{Λ̃(H(U × {1})) | con H deformación integrable de U ↪→ X}.
Para un recubrimiento abierto U , se define

τ(U) =
∑

U∈U
τ(U) .

Es decir, τ es una aplicación que optimiza el peso transverso al considerar todas las de-
formaciones integrables posibles que pueden actuar sobre los abiertos de un recubrimiento
abierto de la foliación. La Λ-categoŕıa se define como el ı́nfimo de estas cantidades al
recorrer U todos los recubrimientos abiertos. En el caso de un espacio medible foliado la
definición es análoga cambiando homotoṕıas integrables por homotoṕıas medibles y toman-
do recubrimientos numerables por abiertos medibles. Sin esta condición de numerabilidad,
las medidas que se anulasen puntualmente trivializaŕıan la Λ-categoŕıa.

El trabajo fundamental consiste en adaptar a esta Λ-categoŕıa los resultados clásicos
para la categoŕıa LS usual y ver qué similitudes puede tener con la categoŕıa tangente.
Los primeros resultados se refieren a métodos de cálculo de la Λ-categoŕıa. Para espacios
foliados L× T con hojas L× {∗}, se tiene el resultado esperable:

CatTop(F , Λ) = CatMed(F ,Λ) = Cat(L) · Λ(T ),

donde Cat es la categoŕıa clásica y CatTop y CatMed se refieren a las Λ-categoŕıas topológica
y medible respectivamente.
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Si la foliación está constituida por hojas cerradas, entonces una medida transversa
invariante Λ para X induce una medida ΛF en el cociente X/F . Utilizamos en este con-
texto los trabajos de Epstein y de Sullivan [13, 12]. Para el caso especial de foliaciones
compactas-Hausdorff, se obtiene en [25], que si Λ es absolutamente continua respecto a
la medida de Lebesgue y regular exterior, entonces

CatTop(F , Λ) =
∫

X/F
Cat(L) dΛF (L) .

Medidas transversas invariantes en estas condiciones se pueden conseguir siempre puesto
que las foliaciones compactas-Hausdorff son riemannianas. Generalizamos este resultado
al caso de espacios foliados compactos-Hausdorff donde la medida transversa invariante
es finita en compactos. Además comprobamos que esta relación es cierta en el caso de
espacios foliados por hojas compactas en el contexto de Λ-categoŕıa medible.

En [25] se demuestra que la Λ-categoŕıa topológica se anula en el caso de los flujos de
Krönecker de pendiente irracional. Gracias a una aplicación del teorema de Rohlin (véase
e.g . [34]) somos capaces de generalizar este resultado a suspensiones libres por grupos de
Rohlin. También obtendremos que los flujos minimales tienen Λ-categoŕıa nula.

Se adapta también un resultado de E. Vogt y W. Singhof que afirma que la categoŕıa
tangente es una función semicontinua superiormente en el espacio de foliaciones de dimen-
sión fija sobre una variedad cerrada. Para la Λ-categoŕıa topológica ya existe en [25] una
adaptación de este resultado. Se define un espacio topológico de foliaciones con medidas
transversas invariantes sobre una variedad cerrada y se prueba la semicontinuidad en este
espacio. En aquel caso, la topoloǵıa usada para aproximar las medidas transversas era la
norma de la diferencia en una transversal dada. En el actual trabajo se utilizará la topoloǵıa
débil de las normas, que es más gruesa que la topoloǵıa de la norma. Se tendrá también
la semicontinuidad superior de la Λ-categoŕıa topológica sobre este espacio.

Sobre el resultado de minimización de puntos cŕıticos que da la categoŕıa clásica, se
consigue una versión para el caso de espacios foliados por hojas compactas. Se consideran
funciones medibles cuyas restricciones a las hojas son diferenciables. Bajo estas condi-
ciones, la diferencial vaŕıa mediblemente en el espacio ambiente (esto último es una ob-
servación debida a M. Bermúdez). Dada una función f de estas caracteŕısticas, se define
CritF (f) como el conjunto de todos los puntos cŕıticos de las restricciones de f a las hojas.
Se tiene

CatMed(F ,Λ) ≤ Λ̃(CritF (f)) .

Es decir, la Λ-categoŕıa acota inferiormente el peso transverso de los puntos cŕıticos de
este tipo de funciones.

Para una variedad se tiene el siguiente resultado clásico:

Nil H̃∗(M,R) ≤ Cat(M) ,

donde H̃∗(M,R) es el anillo de cohomoloǵıa reducida sobre M con coeficientes en un anillo
conmutativo R, y Nil denota el orden de nilpotencia de un anillo; es decir, el número
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mı́nimo de veces que debe multiplicarse consigo mismo para obtener el subconjunto cero.
Para espacios foliados por hojas compactas, obtenemos el siguiente resultado

∫

X/F
Nil H̃∗(L,R) dΛF (L) ≤ CatMed(F , Λ) ≤ CatTop(F , Λ) .

Realizamos el cálculo de nuestros invariantes en diversos ejemplos para comprobar la
utilidad de nuestros resultados.

Quiero expresar mi más profundo agradecimiento al Profesor Dr. D. Jesús Antonio
Álvarez López por su labor de dirección, por su intensa dedicación y por su paciencia. Al
Departamento de Xeometŕıa e Topolox́ıa y a sus miembros por todos los medios puestos
a mi alcance que han ayudado a complementar mi formación. Al Ministerio de Educación
y Ciencia por el soporte económico durante la elaboración de esta memoria (Programa
FPU). Y a mi familia por su apoyo incondicional.
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Caṕıtulo 1

Generalidades

1.1. De variedades foliadas a espacios medibles foliados

Para esta sección nos guiamos usando notación y resultados expuestos en [6], [8] y [3].

Definición 1.1.1 Una foliación de dimensión m y codimensión n sobre una variedad
(Hausdorff y segundo numerable) M es un atlas maximal F que cumple las siguientes
propiedades:

(a) Si (U,ϕ) ∈ F , entonces ϕ(U) = D × Z, donde D es una bola abierta de Rm y Z es
cualquier abierto de Rn.

(b) Si (U,ϕ), (V, ψ) ∈ F y U ∩ V 6= ∅, entonces el cambio de cartas es localmente de la
forma:

ϕ ◦ ψ−1(x, y) = (h1(x, y), h2(y)) .

Al par (M,F) se le denomina variedad foliada.

A las cartas de F se les denomina cartas foliadas. A cualquier familia de cartas foliadas
cuyos dominios recubren M se le llama atlas foliado y determina F . Se dice que dos atlas
foliados son equivalentes cuando inducen la misma estructura foliada.

Los dominios de cartas foliadas se llaman abiertos distinguidos. En la Definición 1.1.1-
(a), a los conjuntos de la forma ϕ−1(D × {y}) se les llaman placas y a los conjuntos
ϕ−1({x} × Z) se les llaman transversales asociadas a esa carta. Con mayor generalidad,
a cualquier subvariedad (embebida o inmersa) de dimensión n transversa a las hojas se
le llama transversal , y se dice que es completa si corta a todas las hojas. Una transversal
completa se consigue con la unión disjunta de transversales asociadas a las cartas de
cualquier atlas foliado; esta transversal completa es inmersa en general, y es embebida si
se escoge el atlas y las transversales de forma adecuada. La proyección del dominio de
cada carta foliada sobre cualquier transversal asociada, cuyas fibras son las placas, se le
denomina aplicación cociente local .
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2 1 Generalidades

Las placas forman una base para una topoloǵıa en M , llamada topoloǵıa de las hojas,
cuyas componentes conexas forman una partición de M por subvariedades inmersas de-
nominadas hojas. Se suele usar la notación Lx para la hoja que pasa por un punto x ∈ M .
Una foliación está determinada por sus hojas.

Una estructura Cr de F , r ∈ {1, 2, . . . ,∞, ω}, se define como un atlas foliado maximal
con cambios de coordenadas Cr. Se define estructura Cr transversa de forma similar
pidiendo que sean Cr las componentes h2 de los cambios de coordenadas en (b), y lo
mismo para definir estructura Cr tangencial , pidiendo que las componentes h1(x, y) tengan
dependencia Cr de x y continuamente en y.

También podemos considerar foliaciones con borde. Para esto, se adapta la Defini-
ción 1.1.1 de forma que D sea una bola o semibola, y Z es un abierto de un semiespacio
eucĺıdeo. Los puntos del borde pueden ser de dos tipos, según en cada carta foliada ven-
gan dados por puntos del borde de D o de Z. De esta forma el borde ∂M está formado
por una parte tangencial y otra transversa, denotadas por ∂τM y ∂tM, respectivamente.
Foliaciones con esquinas se pueden definir de forma análoga.

Interesa considerar atlas foliados con propiedades adicionales, como los de la siguiente
definición.

Definición 1.1.2 Sea F una foliación de una variedad M . Un atlas foliado {(Uα, ϕα)}α∈Λ

de F se dice que es regular si cumple las siguientes propiedades:

(a) Para cada α ∈ Λ, existe alguna carta foliada (V, ψ) de F tal que Uα es un subconjunto
compacto de V y ψ|Uα = ϕα.

(b) El recubrimiento {Uα}α∈Λ es localmente finito.

(c) Para α, β ∈ Λ, cada placa de (Uα, ϕα) corta o bien a una placa de (Uβ, ϕβ) o bien a
ninguna.

Proposición 1.1.3 (Véase e.g. [6]) Cualquier foliación admite un atlas foliado regular.

La definición de espacio foliado es una generalización del concepto de variedad foli-
ada. Para definirlo, en la Definición 1.1.1, se cambia M por un espacio topológico X y
Z por cualquier espacio topológico. Se suele asumir que los espacios foliados son local-
mente compactos y polacos1 para obtener mejores propiedades. Los términos indicados
para foliaciones pueden generalizarse a espacios foliados. Obsérvese que, para espacios
foliados, solamente tiene sentido considerar estructuras Ck tangenciales. La Proposición
1.1.3 también se generaliza a espacios foliados.

Precisamos los conceptos de transversal en el sentido general de espacios foliados,
será éste el sentido en que lo entendamos.

1Separable y completamente metrizable.



1.1 De variedades foliadas a espacios medibles foliados 3

Definición 1.1.4 Una transversal a un espacio foliado (X,F) es un par (T, i), donde T
es un espacio topológico e i : T → X es un embebimiento local tal que todo punto de T
tiene un entorno abierto U con i(U) contenido en un abierto distinguido V , siendo pV |i(U)

un embebimiento abierto y pV es una apliación cociente local de V. Si i(T ) corta a toda
hoja de la foliación se dice que la transversal es completa o total. Una transversal se
dirá local cuando i es un embebimiento, i(T ) está contenida en un abierto distinguido y
la restricción de la aplicación cociente local a i(T ) sea un embebimiento abierto.

Normalmente, omitiremos la referencia a la aplicación i cuando no haya lugar a con-
fusión.

Un espacio medible topológico o MT-espacio es un espacio dotado con una σ-álgebra
y una topoloǵıa. Una MT-aplicación entre MT-espacios es una aplicación que es medible
y continua. Sea T un espacio de Borel estándar2, y sea Rn × T el MT-espacio con la
σ-álgebra producto y la topoloǵıa generada por los abiertos de las placas Rn × {∗}. Una
carta medible foliada para un MT-espacio X es una MT-aplicación ϕ : U → Rn × T que
es un isomorfismo medible y un homeomorfismo, donde U es abierto y medible en X. Un
atlas medible foliado es una familia numerable de cartas medibles foliadas que cubren X.
Un espacio medible foliado es un MT-espacio que admite un atlas medible foliado. Las
hojas serán las componentes conexas del MT-espacio. También se puede hablar de Cr

estructura tangente de forma análoga a los espacios foliados (véase Lema 1.1.7). En el
contexto de espacios medibles foliados, las transversales serán borelianos que intersecan
cada hoja en una cantidad numerable de puntos, este punto de vista es más general que el
que podemos encontrar en [3], donde se exije que las transversales tengan cortes cerrados y
discretos con cada hoja. Como el atlas es numerable, es fácil ver que cada hoja es un espacio
segundo numerable pero no necesariamente Hausdorff. De este modo tenemos definida una
categoŕıa dada por espacios medibles foliados y MT-aplicaciones. Existe un functor entre
la categoŕıa de espacios foliados y aplicaciones foliadas (las que llevan hojas en hojas) y
la categoŕıa de espacios medibles foliados y MT-aplicaciones. Este functor asigna a un
espacio foliado un espacio medible foliado inducido por cualquiera de sus atlas foliados
numerables, tomando el espacio foliado como un MT-espacio con la σ-álgebra de Borel
y la topoloǵıa de las hojas. Las aplicaciones foliadas pasan a ser ahora MT-aplicaciones.
Denotaremos a este functor de olvido topológico por O.

Nuestras herramientas fundamentales de trabajo en el caso medible vienen dadas por
los dos siguientes teoremas.

Proposición 1.1.5 (Lusin, véase e.g. [35]) Sean X e Y espacios de Borel estándar y
f : X → Y una aplicación medible con fibras numerables. Entonces f(X) es un conjunto
de Borel en Y y existe una sección medible s : f(X) → X de f . En, particular, si f es
inyectiva, entonces s es un isomorfismo de Borel. Adicionalmente, existe una partición
numerable en borelianos, X =

⋃
i Xi, con cada f |Xi inyectiva.

2Borel isomorfo a un boreliano de un espacio polaco



4 1 Generalidades

Teorema 1.1.6 (Kunugui, Novikov, véase e.g. [35]) Sea {Vn}n∈N una base numer-
able de un espacio polaco P . Sea B ⊂ P × T un boreliano tal que B ∩ (P ×{t}) es abierto
para todo t ∈ T . Entonces existe una sucesión {Bn}n∈N de borelianos de T tal que

B =
⋃
n

(Vn ×Bn) .

Lema 1.1.7 Sea (Ui, ϕi) y (Uj , ϕj) cartas medibles foliadas de X. Existe una sucesión
de borelianos de Ti, {Bn}n∈N, tales que ϕi(Ui ∩ Uj) =

⋃
n(Vn × Bn) y ϕj ◦ ϕ−1

i (x, t) =
(gijn(x, t), fijn(t)) para (x, t) ∈ Vn ×Bn, donde cada fijn es un isomorfismo de Borel.

Demostración:
Aplicamos el Teorema 1.1.6 a ϕj(Ui∩Uj), tomando una base {Vn}n∈N por abiertos conexos
de Rn y obtenemos una familia Vn×B′

n tal que ϕj(Ui∩Uj) =
⋃

n(Vn×B′
n). Ahora aplicamos

de nuevo el Teorema 1.1.6 a cada conjunto ϕi◦ϕ−1
j (Vk×B′

k), k ∈ N. Obtenemos sucesiones
B′

k,n tales que

ϕi ◦ ϕ−1
j (Vk ×B′

k) =
⋃
n

(Vn ×B′
k,n) , k ∈ N .

El conjunto ϕj ◦ ϕ−1
i (Vn × {t}), t ∈ B′

k,n, está contenido en una sola placa de la forma
Rn × {∗} pues cada Vn es conexo. Por tanto, ϕj ◦ ϕ−1

i (x, t) = (gijkn(x, t), fijkn(t)) para
(x, t) ∈ Vn × B′

k,n. Debemos mostrar que fijkn es biyectiva. Si existen t, t′ ∈ Ti con
fijkn(t) = fijkn(t′) = t′′, entonces gijkn(Vn × {t}) y gijkn(Vn × {t′}) están contenidos en
la placa Vk × {t′′} en Vk × B′

k, pero esta placa es la imagen por ϕj ◦ ϕ−1
i de un abierto

conexo dado que ϕj y ϕi son homeomorfismos y Vk es conexo. En consecuencia, la imagen
por ϕi ◦ ϕ−1

j de la placa Vk × {t′′} está contenida en una única placa de Ui. Esto es una
contradicción con la suposición t 6= t′.

Es fácil comprobar que las aplicaciones fijkn son medibles. Finalmente, la aplicación
fijkn es un isomorfismo de Borel con su imagen por la Proposición 1.1.5. ¤

También podemos hablar de la noción de atlas medibles foliados regulares.

Definición 1.1.8 Un atlas medible foliado U de un espacio medible foliado X se dice
regular si y sólo si para cada carta (U,ϕ) ∈ U existe otra carta medible foliada (W,ψ) tal
que U ⊂ W , U induce subespacios compactos en cada placa de W y ϕ = ψ|U y, además,
para cada par de cartas U, V ∈ U , cada placa de U corta a lo sumo una placa de V .

Observamos que esta definición es más débil que la que usamos en el caso topológico.
La condición de ser localmente finito es una condición topológica del espacio ambiente que
ahora hemos perdido.

Proposición 1.1.9 Todo espacio medible foliado que admite un atlas tal que cada carta
es intersecada por una cantidad finita de cartas, admite un atlas medible foliado regular.



1.2 Holonomı́a 5

Demostración:
La demostración es un corolario del Lema 1.1.7. No hay más que usar el lema una cantidad
finita de veces en cada carta del atlas dado, tomando la base numerable {Vn}n∈N formada
por abiertos relativamente compactos. Hay que usarlo tantas veces como cartas tengan
intersección no vaćıa con cada carta dada. De este modo obtenemos un atlas medible
foliado que refina al anterior y que cumple las propiedades de regularidad trivialmente. ¤

1.2. Holonomı́a

La holonomı́a generaliza a foliaciones lo que es la aplicación de Poincaré para flujos.
Nos dice en qué forma vaŕıan las transversales cuando se mueven a lo largo de las hojas.
En esta parte hemos seguido la exposición de [6], [1] y [3].

Sea X un espacio foliado con estructura foliada F . Escogemos un atlas regular {(Uα, ϕα)}α∈Λ.
Para α, β ∈ Λ, sean Sα y Sβ transversales asociadas a (Uα, ϕα) y (Uβ, ϕβ). Supongamos
que Uα ∩Uβ 6= ∅, y sea x ∈ Sα tal que la placa de Uα que contiene x corta a Uβ. Entonces
existe un homeomorfismo hαβ de un entorno abierto de x en Sα a un abierto de Sβ tal
que, para cada x′ en su dominio, la placa de Uα que contiene x′ corta a la placa de Uβ

que contiene a hαβ(x′); esta condición determina a hαβ por la regularidad del atlas. Sean
ϕα(Uα) = Dα ×Zα y ϕβ(Uβ) = Dβ ×Zβ de acuerdo con la Definición 1.1.1, e identifique-
mos Sα con Zα y Sβ con Zβ. Aśı hαβ se puede identificar con la componente h2 de la
expresión del cambio de coordenadas en Definición 1.1.1-(b). Por tanto hαβ es Cr si X es
una variedad y F es transversalmente Cr.

Dado un camino entre dos puntos x y x′ de una hoja L de F , c : I = [0, 1] → L,
existe una partición 0 = t0 < t1 < . . . < tk = 1 de I y existen α0, α1, . . . , αk ∈ Λ tal
que c([ti−1, ti]) ⊂ Uαi−1 ∪ Uαi para cada i ∈ {1, . . . , k}. Sea Si la transversal asociada a
(Uαi , ϕαi) que pasa por el punto c(ti). Entonces, de acuerdo a lo anterior, cada hαi−1αi

está definido de un entorno de c(ti−1) en Si−1 a un entorno de c(ti) en Si. Además,
si T y T ′ son transversales arbitrarias por x y x′, respectivamente, entonces existe un
homeomorfismo h de un entorno de x en T a un entorno de x en S0 tal que cada y en
ese entorno está en la misma placa de Uα0 que h(y), y existe un homeomorfismo análogo
h′ de un entorno de x′ en Sk a un entorno de x′ en T ′. Por tanto la composición hc =
h′◦hαk−1αk

◦· · ·◦hα0α1◦h está definida de un entorno Σ de x en T a un entorno Σ′ de x′ en T ′,
y es un difeomorfismo Cr si F es transversalmente Cr. A hc se le denomina transformación
de holonomı́a definida por c. Es fácil ver que el germen de hc es independiente de la elección
de la partición y la familia de abiertos coordenados. Si d es otro camino en L de x a x′

suficientemente próximo a c, entonces hd tiene el mismo gérmen en x que hc porque ambos
homeomorfismos se pueden definir con la misma cadena de abiertos distinguidos. Se sigue
que el germen de hc en x depende solamente de la clase de homotoṕıa de c relativa a los
extremos.

Es fácil ver que, en la situación anterior, existe una aplicación Hc : Σ× I → X tal que
Hc({y} × I) está contenido en una hoja de F , Hc : {x} × I ≡ I → X se identifica con c,
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Hc : Σ×{0} ≡ Σ → X se identifica con la aplicación inclusión Σ en X, Hc(Σ×{1}) = Σ′,
y Hc : Σ × {1} ≡ Σ → Σ′ se identifica con hc. A tal Hc se le denomina tubo de caminos
foliados alrededor de c que define hc.

Supongamos ahora que x = x′ y tomemos T = T ′. Denotemos por H(T, x) el grupo de
gérmenes en x de homeomorfismos locales de T cuyo dominio contiene x. Por lo anterior,
se puede definir un homomorfismo

h : π1(L, x) −→ H(T, x)

que, a cada elemento de π1(L, x), representado por un lazo c, le asigna el germen de hc

en x. A este h se le denomina representación de holonomı́a de L en x, y a su imagen el
grupo de holonomı́a de L en x, denotado por hol(L, x). Como las hojas son conexas por
caminos, los grupos de holonomı́a de una hoja en puntos distintos son isomorfos; de hecho
conjugados por el germen de la transformación de holonomı́a de cualquier camino que una
a ambos puntos. Aśı, a veces se usará la notación hol(L).

Ahora recordemos algunos conceptos sobre pseudogrupos siguiendo a [19]. Un pseu-
dogrupo en un espacio T es una familia H de homeomorfismos entre abiertos de T que
contiene idT y es cerrada por las operaciones de composición (donde esté definida), inver-
sión, restricción a abiertos y combinación. Se dice que H está generado por un subconjunto
S ⊂ H si cualquier elemento de H se puede conseguir a partir de elementos de S usando
las operaciones anteriores. La restricción de H a un abierto U ⊂ T es el pseudogrupo
formado por los elementos de H cuyos dominios e imágenes están contenidos en U .

Sean H y H′ pseudogrupos sobre espacios T y T ′, respectivamente. Se dice que H y
H′ son equivalentes cuando existe un pseudogrupo H′′ en T t T ′ cuyas restricciones a T
y T ′ son H y H′. Al conjunto Φ de elementos de H′′ con dominio en T e imagen en T ′

se denomina equivalencia de H a H′, y se usa la notación Φ : H → H′. Se dice que una
equivalencia Φ : H → H′ está generada por un subconjunto S ⊂ Φ si todos los elementos
de Φ se pueden obtener a partir de los de S usando las operaciones de combinación y
composición con elementos de H y H′.

Sea T una transversal completa de un espacio foliado X con estructura foliada F ; la
construcción siguiente es obviamente válida incluso cuando T es inmersa. Las transforma-
ciones de holonomı́a entre abiertos suficientemente pequeños de T generan un pseudogrupo
ΓT sobre T . Esta definición es independiente del atlas foliado regular que se use para definir
las transformaciones de holonomı́a. Además, distintas transversales completas, T y T ′, dan
lugar a pseudogrupos equivalentes; de hecho, ΓTtT ′ induce una equivalencia entre ΓT y
ΓT ′ . A la clase de equivalencia de ΓT , para cualquier transversal completa T , se le denom-
ina pseudogrupo de holonomı́a de F . El pseudogrupo de holonomı́a describe la dinámica
transversa de F , que es de gran importancia.

Para espacios medibles foliados no tiene sentido hablar de gérmenes de transforma-
ciones de holonomı́a, puesto que las transversales sólo conservan estructura medible. Deno-
taremos por T (X,F) el conjunto de todas las transversales de un espacio medible foliado.
Una transformación de holonomı́a medible es un isomorfismo de Borel entre transversales
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que mantienen la relación de las hojas; es decir, lleva puntos en cada hoja a puntos de esa
misma hoja.

1.3. El espacio de hojas

Las hojas de una estructura foliada F en un espacio X forman una partición. El
correspondiente espacio cociente se denomina espacio de hojas y se denota por X/F . La
proyección π : X → X/F es una aplicación abierta [6]. Para un subconjunto S ⊂ X,
el conjunto π−1(π(S)) se denomina saturación de S, y es la unión de todas las hojas
que cortan S; también usaremos la notación sat(S) para este conjunto. Las saturaciones
de abiertos de X forman una topoloǵıa denominada saturada, que es más gruesa que la
topoloǵıa de X (si dimF > 0).

La siguiente proposición inmediata muestra lo patológico que puede ser el espacio de
hojas a poco que se complique la foliación (véase, por ejemplo, [8]).

Proposición 1.3.1 Se cumplen las siguientes propiedades:

(a) Las hojas densas pertenecen a todos los abiertos no vaćıos de X/F .

(b) Si una hoja está en la clausura de las demás, entonces el único abierto de X/F al
que pertenece es el propio X/F .

(c) X/F tiene la topoloǵıa trivial si y sólo si todas la hojas son densas.

A modo de ejemplo, los flujos de Krönecker en el toro con pendiente irracional son
ejemplos de espacios foliados con todas las hojas densas y por tanto su espacio de hojas
tiene la topoloǵıa trivial. Los espacios foliados con todas sus hojas densas les llamaremos
espacios foliados minimales. Esta definición pierde su sentido en espacios medibles foliados
al perderse la estructura topológica transversa.

1.4. Medida transversa invariante

Definición 1.4.1 Sea H un pseudogrupo en un espacio T y Λ una medida de Borel en T .
Se dice que Λ es invariante por H si Λ(h(B)) = Λ(B) para todo h ∈ H y todo boreliano
B ⊂ domh.

El siguiente resultado es inmediato.

Proposición 1.4.2 Sean H y H′ pseudogrupos de transformaciones locales de espacios
T y T ′, respectivamente, y sea Φ : T → T ′ una equivalencia. Para cualquier medida
Λ en T invariante por H, existe una única medida Λ′ en T ′ invariante por H′ tal que
Λ′(φ(B)) = Λ(B) para todo φ ∈ Φ y todo boreliano B ⊂ domφ.
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En la situación de la Proposición 1.4.2, diremos que Λ′ corresponde a Λ por Φ.

Observación 1.4.3 De acuerdo a la Proposición 1.4.2, podemos hablar de una medida
invariante en una clase de equivalencia de pseudogrupos refiriéndose a la medida invariante
en cada representante y que correspondan entre śı por las respectivas equivalencias de
pseudogrupos.

Definición 1.4.4 Una medida transversa invariante de un espacio foliado (X,F) es una
medida invariante en su pseudogrupo de holonomı́a. Haremos referencia a un espacio fo-
liado con medida transversa invariante Λ mediante la terna (X,F ,Λ).

Dada una medida transversa invariante Λ de un espacio foliado y una transversal
completa T , usaremos la notación ΛT para referirnos a la correspondiente medida en T .

Para el caso medible, usaremos una definición algo distinta.

Definición 1.4.5 Una medida transversa invariante Λ para un espacio medible foliado
(X,F) es una aplicación σ-aditiva Λ : T (X,F) → [0,∞] que es invariante por las trans-
formaciones de holonomı́a medibles.

Dado que disponemos de un functor de olvido, O, que induce espacios medibles foliados
a partir de espacios foliados, una cuestión que surge de modo natural es la coherencia
entre ambas definiciones. En efecto, existe una correspondencia natural entre medidas
transversas invariantes para un espacio foliado y medidas transversas invariantes para el
espacio medible foliado inducido [10]. Por comodidad notaremos a esta correspondencia
por O.

1.5. Homotoṕıa integrable y categoŕıa tangente

Las definiciones y los resultados que a continuación se exponen pueden encontrarse en
[24] o [8].

Definición 1.5.1 Sean (X,F) e (Y,G) espacios foliados. Una aplicación continua f :
X → Y se dice que es foliada si lleva hojas en hojas. En este caso se usará la notación
f : (X,F) → (Y,G), o simplemente f : F → G si no hay lugar a confusión. Tal aplicación
foliada induce una aplicación continua entre los correspondientes espacios de hojas, f̄ :
X/F → Y/G.

Sea (X,F) un espacio foliado. Consideramos en X × R la estructura foliada F × R
con hojas L×R, donde L recorre las hojas de F . Si T es una transversal completa de F ,
entonces T × {t} ≡ T es una transversal completa de F × R para cualquier t ∈ R, y el
representante del pseudogrupo de holonomı́a de F × R en T × {t} se identifica con el de
F en T . De esta forma, las medidas transversas invariantes de F se pueden interpretar
también como medidas transversas invariantes de F × R.
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Definición 1.5.2 Se dice que dos aplicaciones foliadas f, g : F → G son integrablemente
homótopas si existe una aplicación foliada H : F ×R→ G que es homotoṕıa entre f y g.
Diremos que H es una homotoṕıa integrable entre f y g.

Ser integrablemente homótopas es una relación de equivalencia.

Definición 1.5.3 Se dice que una aplicación foliada f : F → G es una equivalencia de
homotoṕıa integrable si existe una aplicación foliada g : G → F tal que f ◦ g y g ◦ f son
integrablemente homótopas a las correspondientes aplicaciones identidades.

Los homeomorfismos foliados son equivalencias de homotoṕıa integrables. Es inmediato
que la equivalencia de homotoṕıa integrable es una relación de equivalencia entre espa-
cios foliados. También es evidente que aplicaciones foliadas integrablemente homótopas
inducen la misma aplicación entre los correspondientes espacios de hojas. Por tanto una
equivalencia de homotoṕıa integrable induce un homeomorfismo entre los correspondientes
espacios de hojas.

Proposición 1.5.4 (Álvarez, Masa [1]) Sea f : (X,F) → (Y,G) una equivalencia de
homotoṕıa integrable. Entonces, para cualquier transversal completa T de F , la restric-
ción f : T → Y es una transversal completa de G, y además G induce en T el mismo
representante del pseudogrupo de holonomı́a que F .

En la situación de la Proposición 1.5.4, cualquier medida transversa invariante Λ de
G se puede considerar como una medida en T invariante por el representante del pseu-
dogrupo de holonomı́a de G definido por la transversal completa inmersa f : T → Y .
Como ese pseudogrupo coincide con el representante del pseudogrupo de holonomı́a de F
en T , podemos también considerar Λ como una medida transversa invariante de F , que
denotaremos por f∗Λ, y la denominaremos imagen rećıproca o pullback de Λ por f . Nota-
mos que si f es una equivalencia por homotoṕıa integrable y g es su inversa homotópica
entonces Λ = (g ◦ f)∗Λ = g∗f∗Λ.

Observación 1.5.5 En lo sucesivo, siempre que hablemos de una equivalencia por homo-
toṕıa integrable entre espacios foliados con medida transversa invariante, entenderemos
que las medidas están relacionadas por imagen rećıproca v́ıa la equivalencia en cuestión.

En cada abierto U de un espacio foliado (X,F) se tiene una estructura foliada FU ,
denominada restricción de F a U , cuyas hojas son las componentes conexas de las inter-
secciones de las hojas de F con U .

Definición 1.5.6 (Maćıas, Colman Vale [24, 8]) Un abierto U de un espacio foliado
(X,F) se dice que es tangencialmente categórico o F-categórico si la aplicación inclusión
U ↪→ X es integrablemente homótopa a una aplicación que es constante en cada hoja
de FU . Una homotoṕıa integrable que cumpla estas condiciones se dice que es una F-
contracción por homotoṕıa integrable. Se llama categoŕıa tangente de F , denotada por
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Cat(F), al menor número de abiertos F-categóricos que cubren X; si no hay ningún
recubrimiento finito de este tipo diremos que Cat(F) = ∞.

Observación 1.5.7 La categoŕıa tangente es una extensión de la categoŕıa LS clásica. La
definición es análoga tomando homotoṕıas integrables en vez de las homotoṕıas usuales.

Es claro que una carta foliada es un abierto F-categórico y por tanto el número de
cartas foliadas de un atlas es una cota superior para la categoŕıa tangente; en particular,
la categoŕıa tangente es finita si el espacio es compacto. Presentamos algunos resultados
básicos referentes a la categoŕıa tangente que podemos encontrar en [8]:

Proposición 1.5.8 Se tiene:

(a) Cat(F) es un invariante de equivalencias de homotoṕıa integrable.

(b) Si Cat(F) = 1, entonces todas las hojas son cerradas y contráctiles.

(c) Para cualquier hoja L se tiene que Cat(L) ≤ Cat(F).

La siguiente proposición, que será relevante para el Caṕıtulo 4, nos da una idea de la
buena estructura de los abiertos tangencialmente categóricos.

Proposición 1.5.9 (Singhof, Vogt [37]) Sea F una foliación de dimensión m y codi-
mensión n de una variedad M , sea U un abierto F-categórico de M , sea x ∈ U , y sea
D ⊂ U una variedad transversa de dimensión n cuyo interior contiene a x. Entonces
existe un entorno E de x en D tal que cada hoja de FU interseca a E a lo sumo en un
punto.

La proposición anterior también es cierta en el contexto de espacios foliados.

1.6. Homotoṕıa medible y categoŕıa tangente medible

Esta sección nace con el interés de adaptar todo lo anterior al contexto de espacios
medibles foliados. Observamos que los espacios medibles foliados son, como espacios medi-
bles, espacios de Borel estándar pues son una unión numerable de cartas medibles foliadas
(que son espacios estándar).

Sean (X,F) e (Y,G) espacios de Borel foliados. Una MT-aplicación f : X → Y lleva
hojas en hojas, pues lleva componentes conexas en componentes conexas por ser continua.
En consecuencia induce una aplicación entre los correspondientes espacios de hojas, f̄ :
X/F → Y/G.

Sea (X,F) un espacio medible foliado. Consideramos en X × R la estructura medible
foliada dada por el atlas F ×R = {(R×Ui, id×ϕi)}i∈N, donde {(Ui, ϕi)}i∈N es el atlas que
da la estructura medible foliada a (X,F). El espacio X ×R tiene hojas de la forma L×R
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donde L es una hoja para F . La proyección π : X×R→ X es una MT-aplicación. Usando
la Proposición 1.1.5, obtenemos que π(T ) ∈ T (X,F) para toda T ∈ T (X × R,F × R).
De hecho, existe una partición numerable en borelianos, T =

⋃
i Ti, tal que cada π|Ti es

inyectiva. De esta forma, si Λ es una medida transversa invariante de F podemos obtener
una aplicación σ-aditiva en T (X × R,F × R), definiendo Λ(T ) =

∑
i Λ(π(Ti)). Es fácil

probar que esta definición no depende de la partición escogida y que es invariante por
transformaciones de holonomı́a medible (la prueba es análoga a la que se ve posteriormente
en la Proposicion 1.6.3). Por tanto una medida transversa invariante para F induce una
medida transversa invariante para F × R.

Definición 1.6.1 Se dice que dos MT-aplicaciones f, g : (X,F) → (Y,G) son medible-
mente homótopas si existe una MT-aplicación H : (X × R,F × R) → (Y,G) tal que
H(−, 0) = f y H(−, 1) = g. Diremos que H es una homotoṕıa medible entre f y g.

Ser mediblemente homótopas es una relación de equivalencia.

Definición 1.6.2 Se dice que una MT-aplicación f : (X,F) → (Y,G) es una equivalencia
de homotoṕıa medible si existe una MT-aplicación g : (Y,G) → (X,F) tal que f ◦g y g ◦f
son mediblemente homótopas a las correspondientes aplicaciones identidades.

Es inmediato que la equivalencia de homotoṕıa medible es una relación de equivalencia
entre espacios medibles foliados. También es evidente que MT-aplicaciones mediblemente
homótopas inducen la misma aplicación entre los correspondientes espacios de hojas. Por
tanto una equivalencia de homotoṕıa medible induce una biyección entre los correspondi-
entes espacios de hojas.

Sea f : (X,F) → (Y,G) una equivalencia de homotoṕıa medible entre espacios medibles
foliados y sea Λ una medida transversa invariante para G. Sea T una transversal de F ,
como la aplicación inducida en los espacios de hojas es biyectiva obtenemos que f |T tiene
fibras numerables y, usando la Proposición 1.1.5, obtenemos que f(T ) es transversal para
G. De hecho, existe una partición numerable en borelianos, T =

⋃
i Ti, donde f |Ti es

inyectiva. Definimos f∗Λ(T ) =
∑

i Λ(f(Ti)).

Proposición 1.6.3 La aplicación f∗Λ está bien definida y es una medida transversa in-
variante para (X,F).

Demostración:
Primero comprobaremos que la definición no depende de la elección de la partición numer-
able boreliana escogida. Sea T ∈ T (X,F) y sean {Ti}i∈N y {Si}i∈N, particiones cumplien-
do las condiciones de la Proposición 1.1.5 para f |T . Tomamos a continuación la familia
{Ti ∩ Sj}i,j∈N, que es una partición boreliana y numerable de T . Cada f(Ti ∩ Sj) es una
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transversal para G y puesto que cada f |Ti y cada f |Si son inyectivas obtenemos
∑

i

Λ(f(Ti)) =
∑

i

Λ(f(
⋃

j

(Ti ∩ Sj)))

=
∑

i

Λ(
⋃

j

f(Ti ∩ Sj))

=
∑

i,j

Λ(f(Ti ∩ Sj))

=
∑

j

Λ(
⋃

i

f(Ti ∩ Sj))

=
∑

j

Λ(f(
⋃

i

(Ti ∩ Sj)))

=
∑

j

Λ(f(Sj)) .

Comprobemos que f∗Λ es σ-aditiva, sea {Ti}i∈N una familia numerable y disjunta
de transversales. La unión numerable de transversales es una transversal. Por definición,
f∗Λ(

⊔
i Ti) =

∑
i,j Λ(f(Si,j)), donde cada familia {Si,j}j∈N es una partición boreliana

numerable de cada Ti en las condiciones de la Proposición 1.1.5. La unión de estas familias
nos da una partición boreliana numerable de la unión de estas transversales y que cumple
las condiciones requeridas. Naturalmente

∑
i,j Λ(f(Si,j)) =

∑
i f
∗Λ(Ti), que es lo que se

queŕıa probar.
Finalmente, sea γ : T → T ′ una transformación de holonomı́a medible. Debemos

probar que f∗Λ(T ) = f∗Λ(T ′). Tomamos particiones borelianas numerables {Ti}i∈N y
{T ′i}i∈N de T y T ′ y en las condiciones de la Proposición 1.1.5 para f |T y f |T ′ respectiva-
mente. Tomamos la familia {Ti∩γ−1(T ′j)}i,j∈N, que forma a su vez una partición boreliana
de T válida para calcular f∗Λ(T ). Dado que γ conserva puntos en las mismas hojas y f
aplica biyectivamente hojas en hojas, tenemos que las aplicaciones f ◦ γ ◦ f−1|f(Ti∩γ−1(T ′j))
son isomorfismos de Borel que llevan puntos a puntos en las mismas hojas. Es decir, son
transformaciones de holonomı́a medibles en G entre f(Ti ∩ γ−1(T ′j)) y f(γ(Ti) ∩ T ′j) y por
tanto tienen la misma Λ-medida, pues Λ es invariante. Para terminar la demostración sólo
hay que observar que la familia {γ(Ti) ∩ T ′j}i,j∈N es válida para calcular f∗Λ(T ′). ¤

Proposición 1.6.4 La imagen rećıproca no depende de la equivalencia por homotoṕıa
medible escogida; es decir, si f : X → Y y h : X → Y son dos equivalencias por homotoṕıa
medible, entonces f∗Λ = h∗Λ.

Demostración:
Tomamos una transversal T , y {Ti}i∈N, {T ′j}j∈N dos particiones borelianas de T en las
condiciones de la Proposición 1.1.5 para f y h respectivamente. La familia {Ti ∩ T ′j}i,j∈N
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está en las condiciones requeridas para T respecto de f y h simultáneamente. La proposi-
ción queda probada observando que Λ(f(Ti ∩ T ′j)) = Λ(h(Ti ∩ T ′j)), i, j ∈ N, puesto que
son transversales en Y que se relacionan por una transformación de holonomı́a medible.
¤

Definición 1.6.5 (Imagen rećıproca medible) La medida transversa invariante f∗Λ
se llamará imagen rećıproca de la medida transversa invariante Λ respecto de la equiva-
lencia f .

Es un ejercicio sencillo comprobar que este pullback es natural en el siguiente senti-
do. Ya hemos visto que el functor de olvido O induce una correspondecia entre medidas
transversas invariantes. También es obvio que espacios foliados equivalentes por homo-
toṕıa integrable inducen espacios de Borel foliados equivalentes por homotoṕıa medible.
Entonces la imagen rećıproca topológica y medible están en correspondencia, es decir,
O(f∗Λ) = O(f)∗(O(Λ)).

Notamos que si f es una equivalencia por homotoṕıa medible y g es una inversa ho-
motópica suya, entonces Λ = (g ◦ f)∗Λ = f∗g∗Λ.

Observación 1.6.6 En lo sucesivo, siempre que hablemos de una equivalencia por homo-
toṕıa medible entre espacios foliados con medida transversa invariante, entenderemos que
las medidas están relacionadas por imagen rećıproca v́ıa la equivalencia en cuestión.

En cada abierto medible U de un espacio medible foliado (X,F) se tiene una estructura
medible foliada FU , denominada restricción de F a U , cuyas hojas son las componentes
conexas de las intersecciones de las hojas de F con U . Para obtener un atlas numerable para
esta estructura foliada no hay más que usar el Teorema 1.1.6, aplicándolo a la intersección
de U con cada carta medible foliada de F .

Definición 1.6.7 Un abierto U de un espacio de Borel foliado (X,F) se dice que es
mediblemente tangencialmente categórico ó F-categórico si la MT-aplicación inclusión
(U,FU ) ↪→ (X,F) es mediblemente homótopa a una MT-aplicación que es constante en
cada hoja de FU . Una homotoṕıa medible que cumpla estas condiciones se dice que es
una F-contracción por homotoṕıa medible. Se llama categoŕıa tangente medible de F ,
denotada por Cat(F), al menor número de abiertos F-categóricos que cubren X; si no hay
ningún recubrimiento finito de este tipo diremos que Cat(F) = ∞.

Observación 1.6.8 Es importante en adelante no confundir los invariantes topológicos y
medibles en la notación. Si hablamos de un espacio foliado, Cat(F) siempre hace referen-
cia a la categoŕıa tangente topológica, si queremos hacer referencia a la categoŕıa tangente
medible usaremos la notación Cat(O(F)). Del mismo modo podemos usar la notación
O(F)-categórico para un abierto mediblemente tangencialmente categórico en un espacio
medible foliado inducido por un espacio foliado. También usaremos CatTop y CatMed cuan-
do no hagamos referencia a un espacio (medible) foliado en concreto.
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Es claro que una carta medible foliada es un abierto F-categórico y por tanto el
número de cartas medibles foliadas de un atlas es una cota superior para la categoŕıa
tangente medible. Adaptamos algunos resultados.

Proposición 1.6.9 Se tiene:

(a) CatMed es invariante por equivalencia de homotoṕıa medible.

(b) Si Cat(F) = 1, entonces todas las hojas son contráctiles.

(c) Para cualquier hoja L se tiene que Cat(L) ≤ Cat(F).

Demostración:
La demostración de (a) es sencilla. Sea U un abierto medible G-categórico, H una con-
tracción por homotoṕıa medible para U , f una equivalencia por homotoṕıa medible entre
(X,F) y (Y,G), g una inversa homotópica y F una homotoṕıa medible que lleva g ◦ f en
la MT-aplicación identidad. Tomamos la homotoṕıa medible

G = g ◦H ◦ f × id : f−1(U)× I → U × I → Y → X .

Esta homotóıa medible no es necesariamente una F-contracción, tomamos a continuación
la homotoṕıa medible K : f−1(U)× I → X definida como

K(x, t) =

{
F (x, 2t) si t ∈ [0, 1

2 ]
G(x, 2t− 1) si ∈ [12 , 1].

Es fácil comprobar que K es una contracción por homotoṕıa medible para f−1(U).
El apartado (b) es trivial. Realmente la parte no trivial de la Proposición 1.5.8 es

el carácter cerrado de las hojas, algo que ahora no tiene sentido pues hemos perdido la
topoloǵıa ambiente en el caso de los espacios de Borel foliados.

El apartado (c) es, curiosamente, más sencillo de probar que en el caso topológico.
Un recubrimiento por abiertos F-categóricos induce necesariamente un recubrimiento por
abiertos categóricos en cada hoja, lo cual implica este resultado. En el caso topológico
existe una dificultad añadida pues la topoloǵıa de una hoja como variedad puede no
coincidir con la topoloǵıa como subespacio del espacio foliado. ¤

Proposición 1.6.10 Sea (X,F) un espacio foliado. Se tiene

Cat(O(F)) ≤ Cat(F) .

Demostración:
Las dificultades de la demostración recaen en el hecho de que una contracción por homo-
toṕıa integrable, al restringirnos a una hoja, es continua respecto de la topoloǵıa relativa de
esa hoja en el espacio ambiente. Debemos probar que es continua respecto a la topoloǵıa de
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las hojas, lo cual nos dará una contracción por homotoṕıa medible, con lo que terminamos
la demostración.

Para ello L denotará a una hoja de F con la topoloǵıa de variedad. Démonos cuenta de
que X con la topoloǵıa de las hojas es homeomorfo a la suma topolǵica de sus hojas, por
lo que es suficiente probar la continuidad hoja a hoja. Denotaremos por (L, τr) a una hoja
con la topoloǵıa inducida como subespacio de X, que es más gruesa que la topoloǵıa de
variedad. Es decir, id : L → (L, τr) es continua pero no necesariamente un homeomorfismo.

Si U es abierto en X tangencialmente categórico, U ∩ L es abierto en cada hoja L (y
también en cada espacio (L, τ)) y es también un boreliano, por tanto es abierto y medible
en el espacio medible foliado O(X,F). Sea H : U×I → X una contracción por homotoṕıa
integrable, obviamente H : (U ∩ L, τr) × I → (L, τr) es continua. También es continua
H ◦ (id × id) : (U ∩ L) × I → (L, τr) por lo dicho hasta ahora. Ahora remarcamos una
propiedad interesante que cumple la aplicación id. Si Z es un espacio topológico localmente
conexo, entonces f : Z → (L, τr) es continua si y sólo si id−1 ◦ f : Z → L es continua. Una
de las implicaciones es trivial. Para la otra implicación sólo hay que usar entornos conexos
suficientemente pequeños como para que sus imágenes por f estén contenidos en abiertos
de la forma U ∩ L, donde U es una carta foliada. Por conexidad, necesariamente estarán
contenidos en placas, que son las que nos dan la topoloǵıa de las hojas. ¤

En definitiva, el estudio de la categoŕıa tangente medible tiene interés en espacios
foliados, pues nos da una cota inferior de la categoŕıa tangente topológica. En el caso
topológico si dos transversales se corresponden por holonomı́a existe un tubo de caminos
foliados que las conecta. Se deduce de esto que existe una homotoṕıa integrable que ll-
eva una transversal en la otra. La cuestión que trataremos es probar esta proposición
para espacios medibles foliados que admiten atlas regulares. Realizaremos la demostración
partida en varios lemas.

Lema 1.6.11 Sea Rn×T donde T es un espacio de Borel estándar y consideramos sobre
él la estructura de MT-espacio usual, sea π : Rn × T → T la proyección canónica. Sea
S una transversal que corta a cada placa de Rn × T en un punto a lo sumo. Existe una
homotoṕıa medible H : S × I → Rn × T tal que H(s, 0) = s y H(s, 1) = (0, π(s)).

Demostración:
Consideramos la homotoṕıa medible

G : (Rn × T )× I → Rn × T , ((v, t), s) 7→ ((1− s)v, t) .

La homotoṕıa buscada es H = G|S×I . ¤

Corolario 1.6.12 Sean T, T ′ dos transversales de una carta medible foliada U tales que
corten a las mismas placas y a todas ellas en un punto. Entonces existe una homotoṕıa
medible H : T × I → U tal que H(t, 0) = t y H(t, 1) = T ′ ∩ Pt donde Pt es la placa que
pasa por t ∈ T .
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Lema 1.6.13 Sean (Ui, ϕi) y (Uj , ϕj) dos cartas medibles foliadas de un atlas medible
foliado con intersección no vaćıa. Suponemos que cada placa de Ui corta a lo sumo a una
placa de Uj y viceversa. Entonces existe una transversal S ⊂ Ui ∩Uj tal que cada placa de
Ui y de Uj que corta a Ui ∩ Uj contiene un sólo punto de S. Además, ninguna otra placa
corta a S.

Demostración:
Usamos el Teorema 1.1.6 en Ui ∩ Uj . Obtenemos aśı una transversal T ⊂ Ui ∩ Uj que
únicamente tiene intersección no vaćıa con las placas de Ui y Uj que cortan a Ui ∩Uj . Sea
πi : Ui → Ti una aplicación cociente local, donde Ti es una transversal asociada a la carta
Ui. Si usamos la Proposición 1.1.5 a la aplicación πi|T : T → Ti, obtenemos una sección
medible s : πi(T ) → T . La transversal s(πi(T )) cumple las condiciones del lema. ¤

Definición 1.6.14 Una cadena de cartas de un atlas U = {(Ui, ϕi)}i∈N es una sucesión
finita C = (Ui1 , ..., Uin) tal que Uij ∩ Uij+1 6= ∅. Diremos que una cadena C recubre a un
camino c : I = [0, 1] → X si c(I) ⊂ ⋃n

k=1 Ujk
y existe una partición 0 = t0 < t1 < ... <

tn = 1 de I tal que c([tj−1, tj ]) ⊂ Uij .

Sea (X,F) un espacio medible foliado que admite un atlas medible foliado regular.
Sea c : I → X un camino contenido en una hoja. Al igual que en el caso topológico,
a partir de una cadena de cartas C = (Ui1 , ..., Uin) que recubre a c(I) tenemos definida
una transformación de holonomı́a medible hC definida entre transversales (con dominio no
trivial) que contienen a c(0) y a c(1).

Lema 1.6.15 Sea (X,F) un espacio medible foliado que admite un atlas medible foliado
regular. Sea c : I → X un camino contenido en una hoja. Sea C = (Ui1 , ..., Uin) una cadena
de cartas que recubre a c(I) y hC la transformación de holonomı́a inducida definida entre
transversales que contienen a c(0) y a c(1). Sea T el dominio de hC, entonces existe una
homotoṕıa medible H : T × I → X tal que H(t, 0) = 0 y H(t, 1) = hC(t).

Demostración:
Por el Lema 1.6.13 existen n − 1 transversales S1, ..., Sn−1 tales que Sk ⊂ Uik ∩ Uik+1

y
que cortan únicamente a las placas que cortan a estas intersecciones y en un sólo punto.
Usando el Corolario 1.6.12 sucesivas veces obtenemos la homotoṕıa medible buscada. ¤

Lema 1.6.16 (Tubo medible de caminos foliados) Sea h : T → T ′ una transfor-
mación de holonomı́a medible entre dos transversales T, T ′ de un espacio medible foliado
(X,F) que admite un atlas medible foliado regular. Entonces existe una homotoṕıa medible
H : T × I → X tal que H(t, 0) = t y H(t, 1) = h(t).
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Demostración:
Claramente, usando la Proposición 1.1.5, nos podemos restringir al caso en que cada
transversal, T y T ′, está contenida en una transversal asociada a una carta de un atlas
medible foliado y regular. Observamos que existe una cantidad numerable de cadenas de
cartas que recubran caminos en hojas que conecten puntos de T y T ′; denotaremos a las
transformaciones de holonomı́a medible inducidas por {h1, ..., hn, ...}. Tomamos ahora los
borelianos de T definidos como

Bn = {t ∈ T | hn(t) = h(t)} .

Convertimos esta familia en una familia disjunta tomando C1 = B1 y recursivamente
Cn = Bn \ (C1,∪... ∪ Cn−1), n > 1. Estas transversales forman una partición de T y, por
el Lema 1.6.15, todas ellas admiten una homotoṕıa medible H i : Ci × I → X tal que
H i(t, 0) = t y H i(t, 1) = hi(t) = h(t). Los borelianos H i(Ci, 1) forman una partición de
T ′, pues h es una biyección. Todas estas homotoṕıas combinadas nos dan la homotoṕıa
buscada. ¤

1.7. Ejemplos de espacios foliados

Nos centramos aqúı en la presentación de ciertas clases de espacios foliados que modelan
una gran cantidad de situaciones prácticas.

1.7.1. Foliaciones Riemannianas

Comenzamos con una introducción a una importante clase de foliaciones, denominadas
Riemannianas (véase, por ejemplo, [26, 27, 33]).

Definición 1.7.1 Una estructura Riemanniana transversa de una foliación transversalmente
C∞ es una métrica de Riemann invariante en su pseudogrupo de holonomı́a. Una foliación
dotada de una estructura Riemanniana transversa invariante se dice que es Riemanniana.

Observación 1.7.2 Como en el caso de las medidas transversas invariantes, no importa
el representante del pseudogrupo de holonomı́a en el que se considere la métrica Rieman-
niana invariante.

Toda foliación Riemanniana tiene una medida transversa invariante C∞ definida por
el elemento de volumen de su estructura Riemanniana transversa.

La importancia de las foliaciones Riemannianas radica en que admiten una descripción
geométrica muy útil debida a P. Molino [26, 27, 28].
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1.7.2. Foliaciones de Lie

Sea G un grupo de Lie simplemente conexo. Se dice que una foliación es de Lie con grupo
estructural G si su pseudogrupo de holonomı́a se puede representar por el pseudogrupo
en G generado por las traslaciones a la izquierda por los elementos de algún subgrupo.
Considerando una métrica Riemanniana en G invariante por la izquierda, se sigue que toda
foliación de Lie es Riemanniana. Además son la pieza clave en la descripción geométrica
de las Riemannianas. Por su parte, las foliaciones de Lie también tienen una descripción
geométrica debida a E. Fedida [16, 17].

1.7.3. Espacios foliados por hojas compactas

Los espacios foliados por hojas compactas tienen un gran interés en la teoŕıa de espa-
cios foliados, puesto que pese a la buena estructura de sus hojas pueden tener interesantes
propiedades dinámicas, en ocasiones muy patológicas. Referencias interesantes sobre estos
espacios foliados son [13], [12], [38] o [5]. Dentro de los espacios foliados por hojas com-
pactas, aquellos cuyo espacio de hojas es Hausdorff tienen muy buenas propiedades; los
llamaremos espacios foliados compacto-Hausdorff .

La siguiente caracterización es bien conocida y fácil de probar (véase e.g. [6, 38]).

Proposición 1.7.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una variedad foli-
ada (X,F):

a) F es compacta-Hausdorff.

b) F tiene todas sus hojas compactas y los grupos de holonomı́a en cada hoja son finitos.

Ejemplo 1 El resultado anterior no es cierto para espacios foliados. Consideramos el
subespacio de S ⊂ R2 definido por

S = {(x, y) | x2 + y2 =
1
n

, n ∈ N} ∪ {(0, 0)} .

Denotamos por Sn el ćırculo de radio 1
n . Definimos la transformación f : S → S donde

f |Sn : Sn → Sn es una rotación de ángulo 2π
n y f(0, 0) = (0, 0). La suspensión de este

homeomorfismo, R ×f S (ver Sección 1.7.4), es un espacio foliado compacto-Hausdorff
como se comprueba fácilmente. Sin embargo la holonomı́a de la hoja que pasa por (0, 0)
no es finita.

Proposición 1.7.4 ([13]) Sea (X,F) un espacio foliado con todas las hojas compactas y
sea π : M → M/F la aplicación cociente. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) F es compacta-Hausdorff.

b) π es una aplicación cerrada.
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Figura 1.1: Visualización del ejemplo 1. Las hojas tienen una longitud cada vez mayor a
medida que se aproximan a la hoja central.

c) Cada hoja tiene una base de entornos saturados.

d) La saturación de un compacto es un compacto.

Además para el caso de variedades foliadas disponemos de un resultado especialmente
bueno.

Proposición 1.7.5 (Véase e.g. [8]) Toda foliación compacta-Hausdorff C∞ es riemannia-
na.

Observación 1.7.6 La situación local en un espacio foliado compacto-Hausdorff se puede
resumir del siguiente modo:

Afirmación 1 Toda hoja admite un entorno homeomorfo a una suspensión (ver Sección
1.7.4) de una acción del grupo de holonomı́a de dicha hoja en una transversal local.

En espacios foliados por hojas compactas no necesariamente con cociente Hausdorff,
un objetivo de importancia es detectar el conjunto de hojas donde la holonomı́a no es
trivial. Para ello se usa el concepto de función de volumen.

Definición 1.7.7 ([13]) Una función de volumen es una aplicación, no necesariamente
continua, ν : X/F → (0,∞) para la cual existe un atlas foliado localmente finito de (X,F),
{(Ui, ϕi)}i∈N, ϕi : Ui → Di × Zi, que cumple:

(a) Para cada i ∈ N, existe una función continua νi : Zi → [0,∞) tal que Z ′i = {w ∈
Zi | νi(w) > 0} tiene clausura compacta en Zi.

(b) Los abiertos ϕ−1
i (Di × Z ′i) recubren X.

(c) ν(L) =
∑

i∈N
∑

v∈(L∩ϕ−1
i (Zi))

νi(ϕ(v)).
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Una función de volumen puede extenderse a X tomando ν(x) = ν(Lx) donde Lx es
la hoja que pasa por x. Por definición, ν es invariante en las hojas. Observamos que
ν(L) > 0 para toda hoja L. También observamos que esta definición se podŕıa extender
a espacios foliados con hojas no compactas, en este caso las funciones νi deben cumplir
ciertas condiciones si queremos mantener un volumen finito en las hojas no compactas.

La función de volumen es una buena herramienta para estudiar la dinámica transversa
como muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.7.8 ([13]) Sea (X,F) un espacio foliado y L una hoja compacta. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) Para alguna función de volumen ν y algún entorno N de L, ν|N está acotada.

(ii) Existe un entorno de L donde toda función de volumen está acotada.

(iii) El grupo de holonomı́a de L es finito.

Proposición 1.7.9 Los puntos de continuidad de cualquier función de volumen ν : X →
[0,∞) sobre un espacio foliado por hojas compactas es un abierto denso, invariante y con
todas sus hojas con holonomı́a trivial.

Observación 1.7.10 La demostración de estos resultados es una consecuencia directa del
siguiente lema debido a Epstein [13].

Lema 1.7.11 (Epstein [13]) Sea X un espacio foliado con una hoja compacta F , y sea
n un número entero. Sea ν una función de volumen en X. Entonces, dado un entorno
B de L existe un conjunto finito de cartas foliadas (Ui, ϕi)

k
i=1 y un entorno N de L con

N ⊂ ⋃k
i=1 Ui ⊂ B y tal que toda hoja P cortando N satisface una de las dos condiciones

siguientes

(i) νP > n · νL,

(ii) para algún entero r con 1 ≤ r ≤ n, |νP − r · νL| < 1
n y P es una hoja compacta

contenida en
⋃k

i=1 Ui y corta a cada Ui en exactamente r placas.

Demostración:
[Demostración de la Proposición 1.7.9] Siguiendo la notación del Lema 1.7.11, los puntos
de continuidad de ν son precisamente la reunión de las hojas L tales que para cualquier
n ∈ N existe un entorno N de L donde toda hoja que corta a N cumple la condición (ii)
con r = 1. De esto se sigue que estas hojas tienen holonomı́a trivial, pues admiten entornos
transversos donde cada hoja corta en a lo sumo un punto. Rećıprocamente, es fácil probar,
a partir de la definición de función de volumen, que las hojas con holonomı́a trivial son
conjuntos donde se da la continuidad de dicha función. Los puntos con holonomı́a trivial
forman un abierto, pues admiten un entorno de hojas con holonomı́a trivial. La densidad
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de este conjunto se puede deducir del Lema 1.7.11, pero es conocido que en cualquier
espacio foliado el conjunto de hojas con holonomı́a trivial es residual y por tanto denso
[6]. ¤

1.7.4. Suspensiones

En el ejemplo que ahora tratamos tenemos una transversal total y el pseudogrupo de
holonomı́a está generado por un grupo de homeomorfismos globales. Todo lo aqúı comen-
tado puede encontrarse en [6].

Sea M una variedad de dimensión m, sea S una espacio metrizable, localmente com-
pacto y separable y sea h : π1(M, x0) → Homeo(S) un homomorfismo. Si M̃ es la cubierta
universal de M , consideramos la acción ϕ de π1(M,x0) sobre el producto M̃×S dada por:

ϕ(g, (x, y)) = (xg−1, h(g)(y)) .

Denotamos por M̃ ×h S el espacio de órbitas de esa acción que es un espacio Hausdorff,
metrizable y segundo numerable. La aplicación p : M̃×hS → M inducida por la proyección
M×S → M es un fibrado localmente trivial de fibra S. La proyección en el segundo factor,
M̃×S → S, induce una foliación F en M̃×h S que se llama suspensión del homomorfismo
h. Esta foliación es transversa al fibrado dado por p y sus hojas son cubiertas de la variedad
M .

Un abierto U ⊂ M se dice que es un abierto de trivialidad para la suspensión si existe
un homeomorfismo foliado f : p−1(U) → U × S tal que π1 ◦ f = p, donde π1 : U × S → S
es la proyección en el primer factor. Recordemos que si U ⊂ M es un abierto simplemente
conexo, entonces es un abierto de trivialidad para p.

A S le llamaremos fibra de la suspensión y a M le llamaremos base.

1.8. Ejemplos de MT-espacios

1.8.1. Espacios medibles y espacios topológicos

Los ejemplos más sencillos de MT-espacios son los espacios topológicos y los espacios
medibles. En el caso de espacios medibles tomamos la topoloǵıa discreta, de manera que
aplicaciones medibles se transforman en aplicaciones continuas y, por tanto, son también
MT-aplicaciones. En el caso de espacios topológicos, podemos usar la σ-álgebra dada por
sus borelianos, de manera que todas las aplicaciones continuas pasan a ser medibles y, por
tanto, MT-aplicaciones.

1.8.2. Una generalización de espacios medibles foliados

Para la definición de espacios medibles foliados usabamos cartas medibles foliadas de
forma Rn×T , donde T es un espacio de Borel estándar. Una pequeña generalización puede
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conseguirse usando cartas medibles foliadas con MT-espacios de la forma P × T donde T
es un espacio medible estándar y P es un espacio polaco, conexo y localmente conexo por
caminos. La σ-álgebra tomada es la generada por el producto de las σ-álgebras de P y T .
La topoloǵıa es la que tiene por base a los abiertos de las “placas” P × {t} ≡ P . En este
caso, seguiremos llamando hojas a las componentes conexas del MT-espacio. Las hojas
ya no tienen por qué ser variedades pero śı serán segundo numerables. Destacamos que
el concepto de transversal, holonomı́a y medida transversa invariante se adaptan a esta
generalización del mismo modo que para espacios medibles foliados. Estos MT-espacios
serán llamados espacios medibles polaco-foliados. También forman una categoŕıa tomando
las MT-aplicaciones. Los resultados obtenidos en secciones precedentes se pueden adaptar
a esta categoŕıa.

1.8.3. Grafos medibles

Sea T un espacio medible estándar. Un grafo medible sobre T es una familia numerable
de isomorfismos de Borel Φ = {γi : Ai → Bi} entre borelianos de T . Llamaremos arco
de Φ todo par de puntos (x, y) para los que existe k ∈ N con y = γk(x). Construimos
un MT-espacio KΦ mediante la adjunción de un segmento eucĺıdeo entre los puntos x e y
de un arco de Φ. La estructura medible será la generada por los borelianos de Un × Ai y
los borelianos de T , donde los Un forman una base de abiertos del interior del segmento
eucĺıdeo. Remarcamos que se identifica [0, 1]×Ai v́ıa (0, x) ∼ x y (1, x) ∼ γi(x) y el resto
de puntos v́ıa un homeomorfimo que conserve orientación entre los segmentos adjuntados a
los arcos de Φ. Con esta estructura, KΦ admite a T como transversal completa. No es dif́ıcil
comprobar que los grafos medibles son un ejemplo de espacios medibles polaco-foliados.

1.8.4. Subespacios y cocientes MT

Dos técnicas de construcción de MT-espacios es dar condiciones para que un subcon-
junto de un MT-espacio sea a su vez MT-espacio con las estructuras heredadas y para
qué un cociente de un MT-espacio sea MT-espacio.

Definición 1.8.1 Un MT-subespacio de un MT-espacio X es un MT-espacio Y para
el cual existe una MT-aplicación i : Y → X tal que i es inyectiva y conserva conjun-
tos medibles. Diremos que Y es un MT-subespacio embebido si i es un embebimiento. Si
sat(i(Y )) = i(Y ), entonces diremos que Y es un MT-subespacio saturado.

Si los MT-espacios X e Y son estándar, la inyectividad de i implica la conservación de
borelianos.

Definición 1.8.2 Sea X un MT-espacio y R una relación de equivalencia. El MT-espacio
X/R dotado con la topoloǵıa cociente y la σ-álgebra generada por la proyección de las
saturaciones por R de conjuntos medibles es el MT-espacio cociente de X por R.
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Ésta es la definición más amplia de MT-espacio cociente, sin embargo, en la práctica,
el conjunto cociente puede admitir otras σ-álgebras y topoloǵıas que puedan ser definidas
por otros medios y con interesantes propiedades. Cuando trabajemos con un cociente
explicaremos claramente qué σ-álgebra se toma en cada caso. A modo de ejemplo, para
un espacio foliado, en el espacio de hojas, la topoloǵıa cociente del espacio ambiente da
información de interés que no es captada por el cociente de la topoloǵıa de las hojas (que
es la que tenemos al considerarlo como MT-espacio). Adicionalmente se puede tomar la
σ-álgebra de Borel asociada a esta topoloǵıa que, en general, no coincide con la σ-álgebra
que tiene como MT-espacio cociente.

Ejemplo 2 (Espacio de hojas de espacios medibles foliados) En el caso de un es-
pacio medible foliado tenemos la relación de equivalencia de las hojas. El MT-espacio
cociente por esta relación se llama MT-espacio de hojas asociado.

El hecho de que los atlas medibles sean numerables implica que la saturación de un
boreliano es necesariamente un boreliano. Por lo tanto se puede controlar la estructura
medible del cociente a partir de la estructura medible del MT-espacio. Como refuerzo a
nuestra definición de MT-espacio cociente y MT-espacio de hojas presentamos la siguiente
proposición.

Proposición 1.8.3 Si f : X → Y es una equivalencia por homotoṕıa medible entre dos
espacios de Borel foliados, entonces la biyección inducida en los MT-espacios de hojas
asociados es un MT-isomorfismo.

Demostración:
Probaremos que si f : (X,F) → (Y,G) es una equivalencia por homotoṕıa medible, en-
tonces la aplicación inducida f : X/F → Y/G es medible. Para comprobar que f es medible
es suficiente comprobar que la imagen inversa de cada generador es medible en la σ-álgebra
cociente. Para ello observamos que si B es un conjunto medible de Y saturado entonces
f−1(B) es un conjunto medible y saturado de X y πF (f−1(B)) = f

−1(πG(B)). Donde
πF y πG son las proyecciones al espacio de hojas. Razonando del mismo modo obtenemos
que la aplicación inducida por una inversa homotópica es también medible y, por tanto, f
será un isomorfismo medible.

Por otro lado la topoloǵıa cociente en el espacio de hojas es la topoloǵıa discreta y por
tanto una biyección es automáticamente un homeomorfismo. ¤

1.8.5. Suspensiones medibles

Este ejemplo se construye en analoǵıa al ejemplo de espacios foliados. Sea M una
variedad de dimensión m, sea S una espacio de Borel estándar. Denotaremos Med(S) el
grupo de isomorfismos de Borel sobre S. Sea

h : π1(M,x0) → Med(S)
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un homomorfismo. Si M̃ es la cubierta universal de M , consideramos la acción ϕ de
π1(M,x0) sobre el MT-producto M̃ × S dada por:

ϕ(g, (x, y)) = (xg−1, h(g)(y)) .

Denotamos por M̃ ×h S el MT-espacio de órbitas de esa acción, que se llama suspensión
medible del homomorfismo h (la estructura MT viene dada como MT-espacio cociente).
Esta foliación admite a S como transversal y sus hojas son cubiertas de la variedad M .
Es fácil probar que una suspensión medible es un espacio de Borel foliado. En [3] se
trabaja con una versión más general de suspensión admitiendo como base M a un espacio
polaco, conexo y localmente conexo por caminos. En estas condiciones, las suspensiones
medibles seŕıan espacios medibles polaco-foliados. Las hojas son espacios de recubrimiento
de M y los abiertos simplemente conexos de M también son abiertos de trivialidad para
la suspensión, al igual que en el caso de suspensiones topológicas. Es sencillo demostrar,
usando la Proposición 1.1.5, que el espacio medible foliado inducido por una suspensión
topológica y el MT-espacio cociente de la suspensión medible asociada son MT-isomorfos.

1.8.6. Ejemplos de espacios medibles foliados inducidos

Ya observamos a lo largo de este caṕıtulo que el functor O nos regala una familia muy
importante de espacios medibles foliados, aquellos que son inducidos por un espacio foliado.
En este apartado comentaremos algunos ejemplos de espacios foliados y observaremos cómo
se comporta su versión medible.

Ejemplo 3 (Componentes de Reeb) Para todo a ∈ [0, 1] consideramos la función ca :
Bn → R/Z de la bola unidad de Rn con valores en el ćırculo R/Z definida por

ca(x) =
1√

1− ‖x‖2
+ a .

El grafo de esta función es un plano topológico La de dimensión n puestos a lo largo del
toro sólido abierto Bn × R/Z y que se acumulan en el infinito al borde de este toro. El
espacio foliado obtenido en el toro sólido cerrado Bn × R/Z que tiene como hojas a las
componentes conexas del borde del toro y los grafos de las funciones ca se llama componente
de Reeb de dimensión n (ver Figura 1.2). Este espacio foliado tiene un especial interés
pues no se obtiene a partir de una suspensión de homeomorfismos puesto que no existe
una transversal completa cerrada.

La versión medible de la comonente de Reeb es mucho más sencilla. Una transversal
total puede darse por T = (PN × {0}) t ({0} × R/Z) t (PS × {0}) para la componente
de dimensión 1 donde PN y PS denotan los polos norte y sur respectivos del disco Bn,
para las componentes de dimensiones mayores tomamos T = (PN × {0}) t ({0} × R/Z).
La razón es que en dimensión 1 tenemos dos componentes en el borde y en dimensiones
mayores sólo una. Estas transversales cortan todas las hojas y además en un sólo punto.
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Figura 1.2: Componentes de Reeb de dimensión 1 y 2.

Es fácil ver que el espacio medible inducido por la componente de Reeb de dimensión
n es MT-isomorfo al inducido por la suma topológica de Sn−1 × R/Z y Rn × R/Z, donde
Sn−1 × R/Z esta foliado por una hoja y Rn × R/Z está foliado como un producto por las
generatrices Rn × {∗} (ver Figura 1.3).

Ejemplo 4 (Flujos de Krönecker) Tomamos S1 como la circunferencia compleja. Tomamos
la rotación de ángulo 2πα, Rα : S1 → S1, Rα(e2πt) = e2π(t+α). La suspensión de esta
rotación origina un flujo en el toro S1 × S1. Atendiendo a si α es racional o irracional
tenemos las dos situaciones siguientes

(i) Todas las hojas son compactas, homeomorfas a un ćırculo y con holonomı́a trivial.

(ii) Todas las hojas son inmersiones inyectivas de R y densas en el toro.

En la situación (i) es fácil encontrar un boreliano que corte a cada hoja en un solo
punto, en consecuencia, es MT-isomorfo a un espacio medible foliado producto. Para la
situación (ii), no existe una transversal que corte a cada hoja en un sólo punto, es decir,
no es MT-isomorfo a un espacio medible producto.

Se puede hablar de flujos de Krönecker de mayor codimensión. Para ello se realiza la
suspensión de homeomorfismos de la forma

Rα1 × ...×Rαn : (S1)n → (S1)n ,

la suspensión nos da un flujo sobre (S1)n+1. En este caso se obtiene
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Figura 1.3: Componentes de Reeb de dimensión 1 y 2 vistas como espacios medibles.

(i) Si los α1, ..., αn son todos racionales, entonces todas las hojas son compactas, home-
omorfas a ćırculos y con holonomı́a trivial.

(ii) Si algún αi es irracional pero no todos, entonces las hojas son inmersiones inyectivas
de R. La clausura de cada hoja es un toro embebido de dimensión igual a la cantidad
de αi irracionales.

(iii) Si todos los αi son irracionales, las hojas son inmersiones inyectivas de R y el flujo
es minimal.

El caso (i) es MT-isomorfo a la situación (i) anterior. Tanto en el caso (ii) como en
el (iii), no obtenemos espacios medibles foliados producto. Los flujos de Krönecker corre-
spondientes a los casos (ii) y (iii) no son MT-isomorfos. La única medida de probabilidad
transversa invariante que admite un flujo de Krönecker minimal es la de Lebesgue, sin em-
bargo flujos del tipo (ii) admiten más medidas de probabilidad transversas invariantes; a
modo de ejemplo, tenemos las medidas producto obtenidas de tomar la medida de Lebesgue
en la parte irracional de la suspensión y una medida de Dirac en la parte racional. Si fue-
sen MT-isomorfos las medidas transversas invariantes debeŕıan estar en correspondencia
biyectiva (pues, en particular, es una equivalencia de homotoṕıa medible) y acabamos de
ver que no es aśı.

También se pueden obtener foliaciones de Krönecker de mayor dimensión. La suspen-
sión se realiza sobre el toro de dimensión n cuyo grupo fundamental es

⊕n
i=1 Z. Sobre cada

generador se toma alguna de las transformaciones antes descritas. De este modo obten-
emos las foliaciones de Krönecker de dimensión mayor. Una gran parte de las propiedades
dinámicas de estas foliaciones se deducen de las propiedades de los flujos que ya hemos
explicado.

Ejemplo 5 (Foliación de Denjoy) La foliación de Denjoy en el toro T 2 es un caso de
interés por diferentes motivos. Ofrece un ejemplo de superficie foliada con un conjunto
minimal excepcional; es decir un conjunto saturado y cerrado, no vaćıo, que no contiene
ningún subconjunto propio con estas caracteŕısticas, y no se trata de una hoja cerrada.

MT --



1.8.6 Ejemplos de espacios medibles foliados inducidos 27

Por otro lado se trata de una foliación C1 que no es homeomorfa a ninguna foliación Cr

con r > 1 (esto es consecuencia del teorema de Sacksteder [6]).
Empezamos la construcción denotando por S(λ) al ćırculo que se obtiene identificando

los extremos del intervalo [0, λ], aśı S1 = S(1). Denotamos por Rα a la rotación de ángulo
irracional α en S(1), definida por Rα(x) = x + α (mod1). Sea x0 ∈ S1 y definimos xn =
Rn

α(x0) para todo n ∈ Z. Definimos, además, una bisucesión de números reales {an}n∈Z
con an = 1

2|n| ; la serie asociada a esta bisucesión converge y se tiene:

a =
∑

n∈Z
an = 3 .

A cada término de la bisucesión insertamos un intervalo In de la circunferencia S(1 + a)
de longitud an. Estos intervalos, colocados justo a continuación de cada correspondiente
xn, siguiendo la orientación dada por el ćırculo, cumplen que, si i, j, n son enteros con
xj entre xi y xn, entonces Ij está situado entre Ii e In. No es dif́ıcil probar, usando la
irracionalidad de α, que S(1+a)\⋃

n∈Z int(In) es un conjunto que no es denso en ningún
abierto de S(1 + a) y que es homeomorfo a un conjunto de Cantor.

Tomamos ahora una aplicación C1, h : S(1 + a) → S(1), que lleva In a xn y es
biyectiva en el conjunto de puntos que no están contenidos en ningún In, que denotamos
por Ω0. Ahora podemos construir el difeomorfismo de Denjoy (ver Figura 6.3), que es un
difeomorfismo C1, f : S(1 + a) → S(1 + a), tal que:

(1) Para todo n ∈ Z, f(In) = In+1,

(2) f(Ω0) = Ω0,

(3) h ◦ f = Rα ◦ h.

La suspensión de este difeomorfismo define una foliación C1 en el toro (pues f conserva la
orientación), donde la saturación del conjunto S(1 + a) \⋃

n∈Z In es un conjunto minimal
excepcional y su complemetario es una foliación producto de fibra un intervalo abierto y
hoja R. Ésta es la foliación de Denjoy.

La foliación de Denjoy se simplifica mucho desde el punto de vista medible. Es fácil
probar que es MT-isomorfa a la suma topológica de R× (0, 1) y S1×Rα S1, donde S1×Rα

S1 es un flujo de Krönecker irracional, que es MT-isomorfo al conjunto minimal de la
foliación de Denjoy. Desde el punto de vista medible, la foliación de Denjoy no añade
información que no hayamos tratado.

Observación 1.8.4 No es trivial conseguir el difeomorfismo de Denjoy, para una con-
strucción detallada remitimos a [23].
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Figura 1.4: Construcción de la aplicación de Denjoy.
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Caṕıtulo 2

Extensión coherente de medidas
invariantes

2.1. Introducción

Existen diversas interpretaciones de las medidas transversas invariantes en el contexto
de espacios foliados y variedades; de hecho, pueden extenderse a las transversales de los
espacios medibles inducidos (borelianos que cortan cada hoja en un conjunto numerable)
[10]. En está sección mostraremos que las medidas transversas invariantes pueden ser
extendidas a toda la σ-álgebra de Borel en el espacio ambiente. De hecho, probaremos esto
en el caso más general de espacios medibles foliados con medida transversa invariante. El
resultado que demostramos es el siguiente.

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio medible foliado con una medida transversa invariante
Λ. Existe una medida de Borel Λ̃ en X tal que Λ̃(T ) = Λ(T ) para toda transversal T .

También discutiremos acerca de la unicidad de esta extensión, lo que nos conduce al
concepto de extensión coherente.

2.2. Caso de un MT-espacio producto

Comenzaremos con una demostración del teorema 2.1.1 en un caso más restringido:
un producto de un espacio estándar por una variedad Hausdorff y segundo numerable.
Trabajaremos con algo más de generalidad, tomaremos MT-espacios de la forma P × T
con P polaco y T estándar.

Observación 2.2.1 Tomaremos una nueva topoloǵıa sobre P×T , adicional a la que posee
como MT-espacio. Todos los espacios de Borel estándar son Borel isomorfos a un conjunto
finito, Z o el intervalo [0, 1] (véase e.g. [35, 22]). De esta forma P × T se identifica con
P × Z, P × [0, 1] o P × A (A finito) v́ıa un isomorfismo de Borel. Cuando hablemos de

29
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“abiertos” en P × T nos referimos a abiertos en alguno de los espacios anteriores con la
topoloǵıa producto. Denotaremos π : P × T → T a la proyección canónica.

Proposición 2.2.2 (R.Kallman [21]) Si B ⊂ P × T es un conjunto de Borel y B ∩
(P × {t}) es un σ-compacto para todo t ∈ T , entonces π(B) es boreliano. Más aún, existe
un boreliano B′ ⊂ B que corta a cada placa que corta a B en un sólo punto.

Sea (X, M, Λ) un espacio de medida. La compleción de M respecto de la medida Λ
es la σ-álgebra

MΛ = {Z ⊂ X | ∃A,B ∈M, A ⊂ Z ⊂ B, Λ(B \A) = 0} .

La medida Λ se extiende de forma natural a MΛ, definiendo Λ(Z) = Λ(A) = Λ(B) con
Z, A, B en las condiciones anteriores.

Sea Λ una medida de Borel en T . Definimos

π(B∗,BΛ) = {B ⊂ B∗ | π(B ∩ U) ∈ BΛ ∀ U abierto de P × T},

donde B y B∗ son las σ-álgebras de Borel de T y P × T , respectivamente.

Proposición 2.2.3 π(B∗,BΛ) es cerrado por uniones numerables.

Demostración:
Es obvio, pues

⋃
n Bn ∈ B∗ y π((

⋃
Bn)∩U) =

⋃
n π(Bn∩U) pertenece a BΛ, trivialmente,

para cualquier abierto U ⊂ P × T y cualquier sucesión Bn en π(B∗,BΛ). ¤

Observación 2.2.4 Si Λ es σ-finita (i.e., T es una unión numerable de borelianos de
Λ-medida finita), entonces π(B∗,BΛ) = B∗, ya que por el Ejercicio 14.6 en [22], cualquier
conjunto de B∗ se proyecta en un conjunto anaĺıtico, y por tanto Λ-medible, pues Λ es
σ-finita [35, Teorema 4.3.1].

Observación 2.2.5 Obtenemos que si B ∈ π(B∗,BΛ) y U es un abierto en P×T , entonces
B ∩ U ∈ π(B∗,BΛ). Por la Proposición 2.2.2, π(B∗,BΛ) contiene a los borelianos con
intersección σ-compacta con las placas P × {t}.

Denotamos por B∗∗ a la σ-álgebra de Borel de P × T ×P × T , π̃ la proyección natural
P × T × P × T → T × T , y 〈BΛ × BΛ〉 la σ-álgebra generada por conjuntos de la forma
A×B with A,B ∈ BΛ.

Lema 2.2.6 Si B,B′ ∈ π(B∗,BΛ), entonces B ×B′ ∈ π̃(B∗∗, 〈BΛ × BΛ〉).
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Demostración:
Como B, B′ ∈ B∗ se tiene B×B′ ∈ B∗∗. Observamos que todo abierto U ⊂ P × T es una
unión numerable de productos de abiertos. Tomamos U =

⋃
n∈N(Un × Vn) con Un y Vn

abiertos de P y T respectivamente para n ∈ N. Entonces

π̃
(
(B ×B′) ∩ U

)
= π̃

(
(B ×B′) ∩

⋃

n∈N
(Un × Vn)

)

= π̃

( ⋃

n∈N

(
(B ∩ Un)× (B′ ∩ Vn)

)
)

=
⋃

n∈N
π̃

(
(B ∩ Un)× (B′ ∩ Vn)

)

=
⋃

n∈N

(
π(B ∩ Un)× π(B′ ∩ Vn)

)
,

que está en 〈BΛ × BΛ〉. ¤

Definición 2.2.7 Para B ∈ π(B∗,BΛ), sea

Λ̃(B) =
∫

T
# (B ∩ (P × {t})) dΛ(t) =

∫

T

(∫

P×{t}
χB∩(P×{t}) dν)

)
dΛ(t) ,

donde ν denota la medida de contar y χA la función caracteŕıstica sobre A ⊂ P × {t}.

Observación 2.2.8 Destacamos que la medida en T induce una medida transversa in-
variante en P ×T tomando la Definición 2.2.7 para transversales generalizadas. Por tanto
la Definición 2.2.7, si está bien definida, extiende la medida transversa invariante en P×T
a π(B∗,BΛ).

Proposición 2.2.9 Para cada B ∈ π(B∗,BΛ), Λ̃ está bien definida y satisface

(a) Λ̃(∅) = 0,

(b) Λ̃(
⋃

n∈NBn) =
∑

n∈N Λ̃(Bn) para toda familia numerable de conjuntos disjuntos
Bn ∈ π(B∗,BΛ), n ∈ N.

Demostración:
Λ̃ está bien definida si y solo si la función h : T → R ∪ {∞}, h(t) = #(B ∩ (P × {t})),
es medible respecto de la σ-álgebra BΛ in T ; i.e., si h−1(n) ∈ BΛ para todo n ∈ N.
Procedemos por inducción en n. Es claro que h−1(0) = T \ π(B) pertenece a BΛ pues
B ∈ π(B∗,BΛ). Ahora, supongamos h−1(i) ∈ BΛ para i ∈ {0, ..., n − 1} y comprobemos
que h−1(n) ∈ BΛ.
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Sea

Cn = {((p1, t), (p2, t), ..., (pn+1, t)) | t ∈ T , pi ∈ P ∀i} ,

que es cerrado en (P × T )n+1 (recordemos que consideramos la topoloǵıa producto, véase
Observación 2.2.1). Observamos que Cn es el conjunto de (n+1)-uplas en P ×T que están
en la misma placa. Es claro que Cn es homeomorfo a Pn+1×∆T , donde ∆T es la diagonal
del producto Tn+1, y la proyección

πT : ∆T → T , (t, ..., t) 7→ t

es un homeomorfismo. La medida Λ se convierte en una medida en ∆T v́ıa πT . La inter-
sección Bn+1 ∩Cn, denotada por Dn, es el conjunto de (n + 1)-uplas en B que pertenecen
a la misma placa. Sea

∆n = {(p1, t), (p2, t), ..., (pn+1, t)) ∈ Cn | ∃ i 6= j con pi = pj} ,

que es cerrado en Cn. El conjunto Dn \∆n está formado por las (n+1)-uplas de elementos
distintos en B que están en la misma placa. En consecuencia, el conjunto πT ◦π∆(Dn \∆n)
consiste de los puntos t ∈ T cuya placa correspondiente P ×{t} contiene más de n puntos
distintos de B, donde π∆ : Cn → ∆T es la proyección natural.

A continuación probemos que π∆(Dn \∆n) ∈ π−1
T (BΛ) = π−1

T (B)Λ. Por el Lema 2.2.6,
obtenemos π̃

(
Bn+1 \∆n

) ∈ 〈Bn+1
Λ 〉, donde π̃ : (P × T )n+1 → Tn+1 es la proyección

natural. Por tanto

π∆(Dn \∆n) = ∆T ∩ π̃
(
Bn+1 \∆n

) ∈ 〈Bn+1
Λ 〉|∆T

,

donde 〈Bn+1
Λ 〉|∆T

denota la restricción a ∆T de la σ-álgebra 〈Bn+1
Λ 〉. Solamente resta pro-

bar 〈Bn+1
Λ 〉|∆T

⊂ π−1
T (BΛ). Para este propósito, debemos comprobar que cada generador∏n+1

k=1 Fk, con Fk ∈ BΛ, satisface (
∏n+1

k=1 Fk) ∩ ∆T ∈ π−1
T (BΛ). Para cada k, tomamos

Ak, Bk ∈ B con Ak ⊂ Fk ⊂ Bk y Λ(Bk \Ak) = 0. Entonces

(
n+1∏

k=1

Ak

)
∩∆T ⊂

(
n+1∏

k=1

Fk

)
∩∆T ⊂

(
n+1∏

k=1

Bk

)
∩∆T ,

y
(∏n+1

k=1 Ak

)
∩∆T ,

(∏n+1
k=1 Bk

)
∩∆T pertenecen a π−1

T (B) pues

(
n+1∏

k=1

Ak

)
∩∆T =

n+1⋂

k=1

π−1
T (Ak) ,

(
n+1∏

k=1

Bk

)
∩∆T =

n+1⋂

k=1

π−1
T (Bk) .
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Más aún

Λ

(((
n+1∏

k=1

Bk

)
∩∆T

)
\

((
n+1∏

k=1

Ak

)
∩∆T

))
= Λ

(
n+1⋂

k=1

(π−1
T (Bk) \ π−1

T (Ak))

)

= Λ

(
π−1

T

(
n+1⋂

k=1

(Bk \Ak)

))

= Λ

(
n+1⋂

k=1

(Bk \Ak)

)

= 0 .

Esto muestra que π∆(Dn \∆n) ∈ π−1
T (BΛ) = π−1

T (B)Λ. Por inducción, tenemos

h−1(n) = T \ (
(πT ◦ π∆(Dn \∆n) ∪ h−1({0, ..., n− 1})) ∈ BΛ .

La propiedad (a) es obvia. Para probar (b), observamos que χ⋃
Bn

=
∑

χBn y la
propiedad se sigue usando el teorema de la convergencia monótona. ¤

Definición 2.2.10 Si B ∈ B∗ \ π(B∗,BΛ), entonces definimos Λ̃(B) = ∞.

Proposición 2.2.11 (P × T, B∗, Λ̃) es un espacio de medida y Λ̃ extiende a Λ.

Demostración:
Sólo tenemos que probar que Λ̃(

⋃
n∈NBn) =

∑
n∈N Λ̃(Bn) para toda familia de conjuntos

disjuntos Bn, n ∈ N en B∗. Por la Proposición 2.2.9, esto funciona si Bn ∈ π(B∗,BΛ)
para todo n ∈ N. Si

⋃
n Bn ∈ B∗ \ π(B∗,BΛ), entonces es obvio. Únicamente tenemos que

considerar el caso en que algún Bj ∈ B∗ \ π(B∗,BΛ) y, sin embargo,
⋃

n Bn ∈ π(B∗,BΛ).
Podemos suponer Bj = B1 y usaremos la notación B =

⋃
n Bn. Tomamos

B∞ = {t ∈ T | #(B ∩ (P × {t})) = ∞} ,

que pertenece a BΛ por la Proposición 2.2.9; la prueba se terminará si comprobamos que
Λ(B∞) > 0. Tenemos B∞

1 ⊂ B∞, donde

B∞
1 = {t ∈ T | #(B1 ∩ (P × {t})) = ∞} .

Supongamos Λ(B∞) = 0. Como B∞ ∈ BΛ, existe algún A ∈ B tal que B∞ ⊂ A y Λ(A) = 0.
El boreliano π−1(A) satisface B1 ∩ π−1(A) ∈ π(B∗,BΛ) pues

∅ ⊂ π(B1 ∩ π−1(A) ∩ U) ⊂ A

y Λ(A) = 0 para cada abierto U de P ×T . Por otro lado, B1 \π−1(A) es un boreliano que
interseca toda placa en un conjunto finito, en particular en un σ-compacto, y en conse-
cuencia se proyecta en un boreliano por la Proposición 2.2.2. Finalmente B1 ∈ π(B∗,BΛ)
por la Proposición 2.2.3, que es una contradicción. ¤
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La cuestion que surge de un modo natural es la siguiente, ¿es esta extensión la única
que admite una medida transversa invariante en un MT-espacio de este estilo? Esto es
falso en general, por ejemplo, tomemos el producto foliado R × {∗} y sea Λ la medida
nula en {∗}; nuestra extension Λ̃ es la medida nula en el espacio total. Ahora, tomemos la
medida µ definida por

(i) µ(B) = 0 para todo conjunto numerable B; y

(ii) µ(B) = ∞ para todo boreliano no numerable B.

La medida µ extiende a Λ y es bastante diferente de Λ̃. Para resolver este problema,
requeriremos algunas condiciones a la extensión. Estas condiciones buscarán la coherencia
con el concepto de medida transversa invariante. Probaremos que nuestra extensión es la
única extensión coherente.

Definición 2.2.12 Sea µ una extensión de una medida transversa invariante Λ en un
espacio medible foliado producto X. La medida µ es una extensión coherente de Λ si
cumple las siguientes condiciones.

(a) Si B ∈ B∗, π(B) no está contenido en ninguna transversal de medida nula y cumple
#B ∩ (P × {t}) = ∞ para cada placa P × {t} que corte a B, entonces µ(B) = ∞.

(b) Si Λ(S) = 0 para una transversal S, entonces µ(π−1(S)) = 0.

(c) Si B ∈ B∗ y Λ(S) = ∞ para toda transversal S con B ⊂ π−1(S), entonces µ(B) = ∞.

Observación 2.2.13 La condición (a) fuerza el comportamiento de µ en los borelianos
con una cantidad infinita de puntos en placas que no están en la saturación de una
transversal de Λ-medida nula. La condición (b) es natural, es la coherencia entre los so-
portes de Λ y de la extensión µ. La condition (c) fuerza el comportamiento de µ cuando
el boreliano sólo puede cubrirse por la saturación de borelianos de Λ-medida infinita.

Proposición 2.2.14 La extensión Λ̃ es la única extensión coherente.

Demostración:
Probaremos que cualquier extensión coherente µ toma los mismos valores que Λ̃ en B∗.
Primero consideramos el caso B ∈ π(B∗,BΛ). Sea

B∞ = {t ∈ T | #(B ∩ (P × {t})) = ∞} .

Este conjunto pertenece a BΛ por la Proposición 2.2.9. Por tanto existen borelianos A,C
con A ⊂ B∞ ⊂ C y Λ(C \ A) = 0. Sea B̃∞ = B ∩ π−1(C). El boreliano B \ B̃∞ es una
transversal y, en consecuencia, µ está determinada por Λ. Por otro lado, si Λ(π(B̃∞)) = 0
entonces µ(B̃∞) ≤ µ(π−1(B̃∞)) = 0 por la condición (b). Si Λ(B∞) > 0, sea B̂∞ =
B ∩ π−1(A) y B′∞ = B ∩ π−1(C \ A). Entonces µ(B̂∞) = ∞ por la condición (a) y
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µ(B′∞) = 0 por la condición (b). Esto prueba que µ esta definida en π(B∗,BΛ) de la
misma forma que Λ̃.

El caso B ∈ B∗ \ π(B∗,BΛ) es similar. El conjunto B∞ no es necesariamente boreliano
en este caso, pero observemos que B ∩ π−1(B∞) no está contenido en la saturación de
ninguna transversal S de medida finita o obtenemos B ∩ π−1(S) ∈ π(B∗,BΛ) usando el
mismo argumento de la Observación 2.2.4 y, por tanto, teniendo en cuenta que B \π−1(S)
seŕıa una transversal, B ∈ π(B∗,BΛ) por la Proposición 2.2.3. Finalmente, µ(B) = ∞ por
la condición (c). Esto prueba que µ y Λ̃ coinciden sobre B∗. ¤

2.3. El caso general

En esta sección probamos el teorema principal del caṕıtulo.

Teorema 2.3.1 Sea X un espacio medible foliado con una medida transversa invariante
Λ. Existe una medida Λ̃ en X que extiende a Λ.

Sea X un espacio medible foliado con medida transversa invariante Λ. Sea {Ui, ϕi}i∈N
un atlas medible foliado con ϕi(Ui) = Rn×Ti, donde Ti es un espacio de Borel estándar. Vı́a
ϕi, obtenemos una medida de Borel Λi en Ti. Por la Proposición 2.2.11, existe una medida
Λ̃i en Ui ≈ Rn × Ti que extiende Λi. De hecho, la Proposición 2.2.2 implica Λ̃i(T ) = Λ(T )
para toda transversal T ⊂ Ui. Sean πi : Ui → ϕ−1

i ({∗} × Ti) las proyecciones naturales.

Lema 2.3.2 Sea B un boreliano de Ui ∩ Uj, i, j ∈ N. Entonces

B ∈ πi(B∗,BΛi) ⇐⇒ B ∈ πj(B∗,BΛj ) .

Demostración:
Por el Lema 1.1.7, existe una familia numerable de transformaciones de holonomı́a medible
de ϕ−1

i ({∗}×Ti) a ϕ−1
j ({∗}×Tj) cuyos dominios y rangos cubren πi(Ui∩Uj) y πj(Ui∩Uj),

respectivamente. Por tanto, si A es un boreliano contenido en Ui∩Uj y πi(A) es boreliano,
entonces πj(A) es boreliano y Λ(πi(A)) = 0 ⇐⇒ Λ(πj(A)) = 0 . ¤

Lema 2.3.3 Λ̃i(B) = Λ̃j(B) para todo boreliano B ⊂ Ui ∩ Uj, i, j ∈ N.

Demostración:
Observamos que Λ̃i y Λ̃j toman los mismos valores en transversales de Ui ∩ Uj . Por el
Lema 2.3.2, solo consideraremos borelianos en πi(B∗,BΛ). Supondremos, en lo sucesivo,
que B es tal que πi(B) is boreliano. Si no fuese el caso, B es Λ-medible y podemos tomar
un boreliano A ⊂ πi(B) con Λ(B \ A) = 0. Tomamos a continuación el boreliano B̃ =
B∩π−1

i (A). Este boreliano se proyecta en el boreliano A y Λ̃i(B \ B̃) = Λ̃j(B \ B̃) = 0 por
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la Definición 2.2.7 y el Lema 2.3.2. En consecuencia, Λ̃i(B) = Λ̃i(B̃) and Λ̃j(B) = Λ̃j(B̃).
Sea

Bk = {t ∈ ϕ−1
i (T ) | #B ∩ ϕ−1

i (ϕi(t)× Rn) = k} , k = 1, ...,∞ .

Estos conjuntos son Λ-medibles por la Proposición 2.2.9, asumiremos que son borelianos
por la misma razón que antes. Denotemos por B̃k a los borelianos B∩π−1

i (Bk). Es obvio que⋃∞
i=1 B̃k es una transversal, por tanto Λ̃i(

⋃∞
k=1 B̃k) = Λ̃j(

⋃∞
k=1 B̃k). Ahora consideramos

B̃∞
l = {x ∈ B̃∞ | #(B ∩ P j

x) = l} , l = 1, ...,∞ ,

donde P j
x denota la placa de Uj que contiene a x. Por los mismos razonamientos podemos

suponer que este conjunto es un boreliano cuya proyección es boreliana. La prueba estaŕıa
terminada para el caso Λ(πi(B̃∞∞)) = 0 (nos podemos restringir al caso de una transversal).
Si Λ(πi(B̃∞∞)) > 0, entonces Λ(πj(B̃∞∞)) > 0 y, obviamente, obtenemos Λ̃i(B) = ∞ =
Λ̃j(B). ¤

Definición 2.3.4 Sea B un conjunto medible en X, y

B1 = B ∩ U1 , Bk = (B ∩ Uk) \ (B1 ∪ ... ∪Bk−1) ,

para k ≥ 2. Definimos

Λ̃(B) =
∞∑

i=1

Λ̃i(Bi) .

Por el Lema 2.3.3, es fácil probar que la Definición 2.3.4 no depende ni del orden de
las cartas ni en la elección del atlas medible foliado numerable escogido. Es obvio que Λ̃
extiende Λ dado que ambas toman los mismos valores en transversales contenidas en cada
carta y, por tanto, en cada transversal. El Teorema 2.3.1 queda demostrado.

Definición 2.3.5 Sea µ una extensión de una medida transversa invariante Λ en un
espacio medible foliado X. La medida µ es una extensión coherente de Λ si es una extensión
coherente en cada carta medible foliada para la medida transversa invariante inducida en
ella.

Para comprobar si una extensión es coherente, es suficiente comprobarlo en las cartas
de cualquier atlas medible foliado.

Corolario 2.3.6 Λ̃ es la única extensión coherente.

El Teorema 2.1.1 da una nueva interpretación para las medidas transversas invariantes
y ofrece un nuevo concepto de transversal para espacios medibles foliados con medida
transversa invariante.
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Definición 2.3.7 Sea X un espacio foliado con medida transersa invariante Λ. Una Λ-
transversal es un boreliano con Λ̃-medida finita.

Observación 2.3.8 En la Sección 2.2, solo usamos que las placas son espacios polacos.
El Lema 1.1.7 es cierto sustituyendo el espacio eucĺıdeo Rn por un espacio polaco, conexo
y localmente conexo. Con estas condiciones, nuestro resultado puede extenderse a otros
casos interesantes como grafos medibles o espacios medibles polaco-foliados en un contexto
más general.

Observación 2.3.9 Para el caso topológico existe otra formulación de la extensión co-
herente Λ̃, usada en [25], y que también es de interés. Sea {(Ui, ϕi)}i∈N un atlas foliado
regular del espacio foliado con medida transversa invariante (X,F , Λ), Ti transversales
asociadas a cada carta, (λi)i∈N una partición de la unidad subordinada a dicho atlas, y ν
la medida de contar. Entonces

Λ̃(B) =
∑

i∈N

∫

Ti

(∫

P
λi χB∩P dν

)
dΛ(P ) .

Obtenemos que esta expresión está bien definida carta a carta en π(B∗,BΛ), la demostración
es una combinación de los resultados de este trabajo y la demostración original que puede
encontrarse en [25]. Fuera de π(B∗,BΛ) la definición ∞ es la única que sabemos que es
coherente.
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Caṕıtulo 3

Categoŕıa LS y medida transversa
invariante

3.1. Introducción

Sea (X,F) un espacio medible foliado. Desde el punto de vista medible, una contracción
por homotoṕıa medible induce una transversal en su paso final, es decir, H(U × {1}) ∈
T (X,F), por ser las hojas segundo numerables y por definición de contracción. Cuando
disponemos de una medida transversa invariante Λ, la expresión Λ(H(U × {1})) nos da
una medida de la deformación. Intuitivamente conseguir contracciones que den medidas
más pequeñas se relaciona con obtener homotoṕıas óptimas en sentido transverso. Esto
vale para cualquier tipo de abierto y deformación medibles, nuestra herramienta para
“medir” la deformación final será la extensión coherente. Lo único que necesitamos probar
es que H(U × {1}) ≡ H1(U) es un conjunto medible para todo abierto medible U y toda
homotoṕıa medible sobre U con H0 = iU , donde iU : U → X es la inclusión. En lo sucesivo
siempre supondremos que H0 = iU para homotoṕıas tanto medibles como integrables.

Lema 3.1.1 Para todo abierto medible de un espacio medible foliado X y para toda ho-
motoṕıa medible H, se tiene que H1(U) es medible.

Demostración:
Observamos que podemos suponer que H1 está definida entre dos productos del tipo Rn×T
con T un espacio de Borel estándar. Para esto tomamos

H i
1 : U ∩H−1

1 (Ui) → Ui , x 7→ H(x, 1)

donde Ui son los dominios de cada carta de un atlas medible foliado numerable. A con-
tinuación usamos el Teorema 1.1.6, tomando una base de entornos homeomorfos a Rn, en
cada abierto medible U ∩ H−1

1 (Ui) ∩ Uj , i, j ∈ N. De este modo conseguimos una can-
tidad numerable de espacios medibles foliados producto Rn × Tk y MT-embebimientos

39
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ik : Rn × Tk → Uj(k) tales que

U =
⋃

k

ik(Rn × Tk) , H1 ◦ ik : Rn × Tk → Ui(k) ,

donde i(k) y j(k) son enteros que dependen de k. Si la imagen de cada una de estas
aplicaciones es medible entonces H1(U) es medible pues seŕıa una unión numerable de
conjuntos medibles.

Por tanto, suponemos H1 : Rn × T → Rn × S con T y S espacios de Borel estándar.
Como H1 es de Borel entre espacios estándar se tiene que que el grafo de H1,

Graf(H1) = {((x, t),H1(x, t)) | (x, t) ∈ Rn × T} ,

es un boreliano de Rn × T × Rn × S (véase e.g. [36]). Denotamos

π2 : Rn × T × Rn × S → Rn × S

la proyección en el segundo factor, destacamos que estos espacio producto son obviamente
estándar. Es claro que π2(Graf(H1)) = H1(Rn × T ). Tomamos una nueva topoloǵıa en
Rn × T , la topoloǵıa producto de la eucĺıdea en Rn y una topoloǵıa en T que lo convierta
en espacio polaco (ver Observación 2.2.1). Con esta topoloǵıa Rn × T se convierte en un
espacio polaco. Como T es Hausdorff, las placas son cerrados en esta nueva topoloǵıa. La
σ-álgebra de Borel de esta topoloǵıa es precisamente la que teńıamos como MT-espacio.
En consecuencia, un boreliano que sea σ-compacto en las placas, será también σ-compacto
respecto de la nueva topoloǵıa. Si probamos que Graf(H1) tiene fibras σ-compactas, en-
tonces la Proposición 2.2.2 implicará que H1(Rn×T ) es boreliano lo que termina la prueba.
Sólo resta ver que Graf(H1)∩ (Rn×T ×{(y, s)}) es σ-compacto para todo (y, s) ∈ Rn×S.
Basta darse cuenta que

Graf(H1) ∩ (Rn × T × {(y, s)}) =
= {(x, t) ∈ Rn × T | H1(x, t)

= (y, s)} = H−1
1 ({(y, s)}) .

Como H1 es continua con la topoloǵıa de MT-espacios, que es Hausdorff, obtenemos que
H−1

1 ({(y, s)}) es un cerrado, y por tanto es un σ-compacto en cada placa Rn×{t} ⊂ Rn×T .
Finalmente observamos que H−1

1 ({(y, s)}) sólo puede cortar una cantidad numerable de
tales placas, pues de lo contrario la hoja que pasa por (y, s) (entendido como punto en
X) no seŕıa segundo numerable. Es aqúı donde hacemos uso expĺıcito del hecho de que H
es una homotoṕıa medible que comienza en la identidad, esto implica que las placas que
corta H−1

1 ({(y, s)} están en la misma hoja, pues están en la misma componente conexa
(existen caminos que unen estas placas). En definitiva, cada H−1

1 ({(y, s)}, (y, s) ∈ Rn×S,
es una unión numerable de σ-compactos, por tanto, un σ-compacto. Observamos que estos
conjuntos son σ-compactos tanto en la topoloǵıa que se tiene como MT-espacio como con
la nueva topoloǵıa que convierte al producto en un espacio polaco. ¤
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3.2. Definición de Λ-categoŕıa L-S

Las definiciones de las Λ-categoŕıas topológica y medible son análogas. La definición de
Λ-categoŕıa topológica puede encontrarse en [25] por lo que abordaremos aqúı la definición
de Λ-categoŕıa medible. También podemos obtener la definición topológica cambiando
abierto medible por abierto y homotoṕıa medible por homotoṕıa integrable en lo sucesivo.

Sea (X,F , Λ) un espacio medible foliado con medida transversa invariante y U ⊂ X
un abierto medible. Definimos el peso transverso óptimo de U , τ(U), como

τ(U) = inf{Λ̃(H1(U)) | H homotoṕıa medible sobre U} .

El peso transverso óptimo es la pieza clave para definir la Λ-categoŕıa.

Definición 3.2.1 Sea (X,F , Λ) un espacio medible foliado, definimos la Λ-categoŕıa LS
de (X,F) como

Cat(F , Λ) =

= inf{
∑

U∈U
τ(U) | U recubrimiento numerable de X por abiertos medibles} .

El lema anterior nos asegura la buena definición de la Λ-categoŕıa.

Observación 3.2.2 La Λ-categoŕıa generaliza a la categoŕıa LS usual tomando la medida
de contar en la transversal (en este caso un punto). La extensión coherente es la medida
de contar en la variedad.

3.3. Primeras propiedades

Observamos que, por definición, si la Λ-categoŕıa es finita entonces existe una Λ-
transversal que corta a todas las hojas.

Proposición 3.3.1 Si un espacio foliado o medible foliado no admite una transversal
total con medida finita entonces Cat(F , Λ) = ∞.

Lema 3.3.2 (Invarianza de la Λ-categoŕıa) Sean (X,F , Λ) y (Y,G, ∆) espacios de Borel
foliados con medida transversa invariante, sea f : X → Y una equivalencia por homotoṕıa
medible. Suponemos que las medidas están relacionadas por imagen rećıproca. Entonces,
para cualquier conjunto K medible en X y σ-compacto en cada hoja, se tiene que f(K) es
medible y ∆̃(f(K)) ≤ Λ̃(K).

Demostración:
Sean U = {(Un, ϕn)}n∈N y V = {(Vn, ψn)}n∈N atlas medibles foliados para X e Y re-
spectivamente. Observamos primero la existencia de un atlas medible foliado numerable
W = {(Wn, φn)}n∈N en X que cumple las siguientes condiciones:
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(a) Para cada n ∈ N existe un entero k(n) para el cual f(Wn) ⊂ Vk(n).

(b) La función f induce una aplicación inyectiva del conjunto de placas de Wn en el
conjunto de placas de Vk(n), es decir, cada placa de Vk(n) contiene, a lo sumo, la
imagen por f de una sóla placa de Wn.

Usando el Teorema 1.1.6 en los abiertos medibles Un ∩ f−1(Vm) conseguimos un atlas
medible foliado, W ′ = {(W ′

i , φ
′
i)}i∈N, que cumple la condición (a). Tomando las MT-

parametrizaciones, consideramos las funciones ψl ◦ f ◦ φ
′−1
m : Rn × Tm → Rp × Sl, donde

Tm y Sl son espacios de Borel estándar para todo m, l ∈ N. La aplicación inducida en las
transversales,

ψl ◦ f ◦ φ
′−1
m : Tm → Sl ,

tiene fibras numerables pues de lo contrario se contradice, bien la segundo numerabilidad
de alguna hoja de X, bien el hecho de que f induce una biyección en el espacio de hojas
de X por ser una equivalencia por homotoṕıa medible. Siguiendo el mismo argumento del
Lema 3.1.1 tenemos que ψl ◦ f ◦ φ

′−1
m (K) es de Borel para todo conjunto K ⊂ Rn × Tm

medible y σ-compacto en las placas. Por tanto f(K) es medible, pues se puede escribir co-
mo unión numerable de conjuntos medibles. Usando la Proposición 1.1.5 con la aplicación
ψl ◦ f ◦ φ

′−1
m , obtenemos una partición boreliana y numerable de Tm, Tm =

⋃
i∈N Tm,i,

donde la aplicación restringida a cada transversal, ψl ◦ f ◦ φ
′−1
m |Tm,i , es inyectiva. En con-

secuencia, ψl ◦f ◦φ
′−1
m aplica placas de cada Rn×Tm,i inyectivamente en placas de Rp×Sl

en el sentido descrito en la condición (b).
Tomamos un atlas W, con MT-parametrizaciones φm : Wm → Rn × Tm, que cumple

(a) y (b). Consideramos las funciones ψl ◦ f ◦φ−1
m : Rn×Tm → Rp×Sl. Como las medidas

están relacionadas por imagen rećıproca y ψl ◦ f ◦ φ−1
m aplica inyectivamente las placas,

tenemos que Λ(D) = ∆(f(D)) para todo boreliano D ⊂ Tm. Denotaremos por P f
m,l a la

placa de Rp × Sl que contiene a ψl ◦ f ◦ φ−1
m (P ), donde P es una placa de Rn × Tm. Es

claro que
#f(K) ∩ P f

m,l ≤ #K ∩ P

para toda placa P de Rn × Tm. Esto se deduce del hecho de que ψl ◦ f ◦ φ−1
m es inyectiva

en las placas y de que #ψl ◦ f ◦ φ−1
m (B ∩ P ) ≤ #B ∩ P . Obtenemos aśı

∆̃(ψl ◦ f ◦ φ−1
m (K)) =

∫

Sl

#(ψl ◦ f ◦ φ−1
m (K) ∩ P ′) d∆(P ′)

=
∫

ψl◦f◦φ−1
m (Tm)

#(ψl ◦ f ◦ φ−1
m (K) ∩ P f

m,l) d∆(P f
m,l)

=
∫

Tm

#(ψl ◦ f ◦ φ−1
m (K) ∩ P f

m,l) dΛ(P )

≤
∫

Tm

#(K ∩ P ) dΛ(P )

= Λ̃(K) .
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Por tanto el lema es cierto en cada carta de W. Dado K medible y σ-compacto en las
hojas, tomamos los conjuntos medibles definidos de forma recursiva por B1 = (B ∩W1),
Bk = (K ∩ Wk) \ (W1 ∪ ... ∪ Wk−1), para k > 1. Esta familia de conjuntos medibles y
σ-compactos en las hojas es disjunta y cubre a K. Finalmente obtenemos

∆̃(f(K)) = ∆̃(
⋃

i

f(Bi))

≤
∑

i

∆̃(f(Bi))

≤
∑

i

Λ̃(Bi)

= Λ̃(K)

como queŕıamos probar. ¤

Proposición 3.3.3 Si (X,F , Λ) y (Y,G, ∆) son espacios de Borel foliados con medida
transversa invariante que son equivalentes por equivalencia medible y las medidas están
relacionadas por la imagen rećıproca dada por la equivalencia, entonces

Cat(F , Λ) = Cat(G, ∆) .

Demostración:
Sea f : X → Y la equivalencia por homotoṕıa medible y g su inversa homotópica. Sea
{Un}n∈N un recubrimiento por abiertos medibles de Y , entonces {f−1(Un)}n∈N es un
recubrimiento por abiertos medibles de X. Probaremos que τΛ(f−1(Un)) ≤ τ∆(Un), para
todo n ∈ N. Sean Hn homotoṕıas medibles sobre Un, y F la homotoṕıa medible que lleva
g ◦ f en la MT-aplicación identidad de X, entonces tomamos la homotoṕıa medible

G = (g ◦H ◦ f)× id : f−1(U)× I → U × I → Y → X .

Esta homotoṕıa no comienza en la identidad, ésto śı lo cumple la homotoṕıa medible
K : f−1(U)× I → X definida como

K(x, t) =

{
F (x, 2t) si t ∈ [0, 1/2]
G(x, 2t− 1) si t ∈ [1/2, 1].

Ahora aplicamos el Lema 3.3.2 y obtenemos

Λ̃(K1(f−1(U))) = Λ̃(g(H1(U))) ≤ ∆̃(H1(U)) ,

por tanto τΛ(f−1(Un)) ≤ τ∆(Un), para todo n ∈ N. Como consecuencia obtenemos
Λ̂({f−1(Un)}n∈N) ≤ ∆̂({Un}n∈N) y Cat(F , Λ) ≤ Cat(G,∆). La desigualdad inversa se
obtiene de modo análogo. ¤



44 3 Categoŕıa LS y medida transversa invariante

Proposición 3.3.4 ([25]) Sea (X,F , Λ) un espacio foliado con medida transversa invari-
ante Λ y U un abierto de X. Si Λ es positiva en los abiertos no vaćıos de una transversal
completa, entonces

τΛ(U) < ∞ =⇒ U tangencialmente categórico

Ésta es la relación fundamental entre la Λ-categoŕıa topológica y la categoŕıa tangente.
Nos indica que la Λ-categoŕıa puede restringirse a tratar con abiertos tangencialmente
categóricos y contracciones por homotoṕıa integrable en el caso de tener una medida
invariante “positiva”en abiertos. En [25] esta proposición puede usarse para probar la
restricción en el cálculo de la Λ-categoŕıa a abiertos tangencialmente categóricos exigiendo
que el espacio foliado sea compacto, sin imponer condiciones a la medida. Éste es un
problema todav́ıa no solucionado en el caso de espacios foliados no compactos. En el
caso medible no existe topoloǵıa en la parte transversa pero aún aśı disponemos de una
adaptación de este resultado.

Proposición 3.3.5 Sea (X,F ,Λ) un espacio medible foliado con medida transversa in-
variante Λ y sea U un abierto medible en X. Entonces

τΛ(U) < ∞ =⇒ ∃U ′ ⊂ U , F-categórico, tal que Λ̃(U \ U ′) = 0 .

Demostración:
Primero observamos que H es una contracción por homotoṕıa medible sobre U si y sólo si
H1(U) es una transversal. Tomamos una homotoṕıa medible H sobre U con Λ̃(H1(U)) <
∞. Tomamos un atlas medible foliado U = {(Un, ϕn)}n∈N sobre X. Denotamos πn : Un →
Tn la proyección natural sobre la transversal estándar asociada. Tomamos la familia de
borelianos H1(U) ∩ Un, n ∈ N, que cubren H1(U). Observamos que πn(H1(U) ∩ Un) es
boreliano para todo n ∈ N, pues son borelianos con intersección σ-compacta con las placas
de Un. Sea

H1(U)k
n = {t ∈ Tn | #H1(U) ∩ Pt = k} ,

donde Pt = ϕ−1
n (Rm×{t}). El conjunto H1(U)∞n es boreliano (mismo razonamiento que en

la Proposición 2.2.9). Si Λ(H1(U)∞n ) > 0 para algún n, se tendŕıa Λ̃(H1(U)) = ∞ en contra
de la hipótesis. En consecuencia Λ(H1(U)∞n ) = 0 para todo n ∈ N. Consideremos ahora los
conjuntos H1(U)k

n para k ∈ N. Afirmamos que los conjuntos H−1
1 (π−1

n (H1(U)k
n)), k ∈ N,

son abiertos medibles y F-categóricos contenidos en U . Esto se sigue del hecho de que los
borelianos H1(U)k

n cortan en una cantidad finita de puntos a las placas de Un, por lo que
la imagen inversa de cada uno de estos puntos mediante H1 es una unión de componentes
conexas de U y por tanto un abierto. En consecuencia, H define una contracción por
homotoṕıa medible en cada abierto medible H−1

1 (π−1
n (H1(U)k

n)). Tomamos

U ′ =
⋃

k

H−1
1 (π−1

n (H1(U)k
n)) ,
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que es un abierto medible donde H define una contracción por homotoṕıa medible. Ob-
servamos que U \ U ′ es también abierto medible, pues U ′ es unión de componentes
conexas de U . Ahora debemos probar que Λ̃(U \ U ′) = 0. Claramente, para cada n ∈ N,
πn(H1(U \ U ′) ∩ Un) ⊂ H1(U)∞n ; de aqúı deducimos que Λ̃(H1(U \ U ′)) = 0. Por las
propiedades de extensión coherente Λ̃(sat(U \ U ′)) = 0, y por tanto Λ̃(U \ U ′) = 0. ¤

Observación 3.3.6 Otra consecuencia que podemos obtener es que, para calcular la Λ-
categoŕıa, podemos tomar recubrimientos por abiertos medibles que admiten homotoṕıas
medibles que los deformen a Λ-transversales. De no existir recubrimientos de estas carac-
teŕısticas la Λ-categoŕıa es infinita.

Definición 3.3.7 Sea (X,F , Λ) un espacio medible foliado con medida transversa invari-
ante Λ. Un conjunto medible B se dice que es transversalmente nulo si Λ̃(B) = 0.

Proposición 3.3.8 Sea (X,F ,Λ) un espacio medible foliado con medida transversa in-
variante Λ y sea B un conjunto transversalmente nulo. Entonces X \ sat B hereda una
estrucutura de espacio medible foliado con medida transversa invariante, donde F|X\sat B

y Λ|X\sat B denotan las restricciones a X \ sat B, y Cat(F , Λ) = Cat(F|X\sat B, Λ|X\sat B).

Observación 3.3.9 La demostración es trivial. En [25] existe una versión topológica de
este resultado. En este caso hay que exigir una condición a la medida, la regularidad
exterior, que nos indica que la medida de cualquier boreliano se puede aproximar por la
medida de los abiertos que lo contienen.

Proposición 3.3.10 [25] Sea (X,F , Λ) un espacio foliado con medida transversa invari-
ante regular exterior y B un conjunto transversalmente nulo. Entonces

Cat(F , Λ) = inf{
∑

U∈U
τ(U) | U recubrimiento de X \B por abiertos en X} .

Esta igualdad también es cierta si la medida es regular exterior en σ-compactos y el con-
junto transversalmente nulo es σ-compacto. Observemos que para calcular τΛ usamos ho-
motoṕıas integrables en F .

Proposición 3.3.11 Sea (X,F , Λ) un espacio foliado con medida transversa invariante.
Entonces Cat(O(F), Λ) ≤ Cat(F , Λ).

Es decir, la Λ-categoŕıa medible acota inferiormente a la topológica. La demostración
es sencilla, teniendo en cuenta que, mediante el uso del functor O , abiertos y homotoṕıas
integrables dan lugar a abiertos medibles y homotoṕıas medibles, respectivamente.

Proposición 3.3.12 Sea (X,F ,Λ) un espacio medible foliado con una medida transversa
invariante Λ. Supongamos que este espacio está definido a partir de una suspensión medible
M̃ ×h S. Entonces

Cat(F ,Λ) ≤ Cat(M) · Λ(S) .
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Demostración:
Sea U un abierto categórico para la variedad M , sea H la homotoṕıa que deforma a U
en un punto {x}. Sea p : M̃ ×h S → M la proyección canónica. Es fácil comprobar que
p−1(U) es un abierto medible y H se levanta a una homotoṕıa medible que contrae p−1(U)
en p−1(x). Por tanto τΛ(U) ≤ Λ(S). ¤

Observación 3.3.13 Esta proposición es análoga en el caso topológico [25]. Del mismo
modo, también existe una versión topológica de la siguiente proposición.

Proposición 3.3.14 Sea M × S, con M variedad y S un espacio de Borel estándar,
foliado como un producto. Una medida Λ en S origina una medida transversa invariante
Λ en M × S y se tiene

Cat(M × S, Λ) = Cat(M) · Λ(S) .

Demostración:
La proposición anterior nos da la desigualdad Cat(M × S, Λ) ≤ Cat(M) · Λ(S). Para
obtener la otra desigualdad observamos primero que

Λ̃(B) =
∫

S
#(B ∩ (M × {s})) dΛ(s) .

Es suficiente comprobar que para todo recubrimiento numerable abierto y medible U de
M × S se tiene que

∑
U∈U τ(U) ≥ Cat(M) · Λ(S). Sea {Ui}i∈N un recubrimiento abierto

y medible de M × S y consideramos una sucesión de homotoṕıas medibles H i sobre cada
Ui respectivamente. Veamos que

Cat(M) ≤
∑

i∈N
#(H i

1(Ui) ∩ (M × {s})) ,

para todo s ∈ S. Ésto, junto a la observación previa y el teorema de la convergencia
monótona, terminan la prueba. Si existiese un s′ ∈ S para el que no se verificase esta
desigualdad, se tendŕıa, en particular, que

∑

i∈N
#(H i

1(Ui) ∩ (M × {s′})) < ∞ .

En consecuencia sólo una cantidad finita de abiertos Ui cortan a M × {s′}. Sea U1, ..., UN

los abiertos que cortan a M × {s′}. Se tiene también que

Hk : (Uk ∩ (M × {s′}))× I → M × {s′}
es una homotoṕıa que deforma al abierto Uk ∩ (M × {s′}) de M × {s′} en una cantidad
numerable de puntos y, por tanto, son abiertos categóricos en la hoja M × {s′} ≈ M , de
donde Cat(M) ≤ N ≤ ∑N

k=1 #(Hk
1 (Uk)∩ (M ×{s′})), que es la contradicción buscada. ¤

Veamos las relaciones existentes entre la Λ-categoŕıa de un espacio medible foliado y
la de sus subespacios medibles.
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Observación 3.3.15 Sea (Y,G) un espacio medible foliado que es MT-subespacio de un
espacio medible foliado (X,F), donde i : Y → X es la MT-aplicación inclusión (véase
Caṕıtulo 1). Si dimG = dimF la aplicación i lleva transversales en transversales. Si Λ
es una medida transversa invariante para (X,F) entonces induce una medida transversa
invariante en (Y,G) que denotaremos también por Λ.

Las siguiente dos demostraciones son sencillas de probar a partir de las definiciones.

Proposición 3.3.16 Sea (Y,G) un espacio medible foliado que es un MT-subespacio satu-
rado del espacio medible foliado con medida transversa invariante (X,F , Λ) y de la misma
dimensión. Entonces

Cat(G, Λ) ≤ Cat(F , Λ) .

Proposición 3.3.17 Sean (Yn,Gn)n∈N una familia disjunta de espacios medibles folia-
dos que son MT-subespacios saturados del espacio medible foliado con medida transversa
invariante (X,F , Λ), de la misma dimensión que F y tales que recubren X. Entonces

Cat(F , Λ) =
∑

n∈N
Cat(Gn, Λ) .

Observación 3.3.18 También existen adaptaciones de estos resultados para la Λ-categoŕıa
topológica en [25]. Destacamos que la Proposición 3.3.17 es un resultado más fuerte en
la versión medible y es una buena herramienta de cálculo. La versión topológica sólo nos
ofrece una forma de acotación inferior:

∑

n∈N
Cat(Gn, Λ) ≤ Cat(X,F) .

Ejemplo 6 Ya hemos visto que la Λ-categoŕıa medible da una cota inferior de la topológi-
ca. Daremos un ejemplo a continuación en el que esta desigualdad es estricta. Tomamos
el subespacio T = {n, 1

n | n ∈ N} ∪ {0} de R. Tomamos el homeomorfismo f : T → T
dado por f(n) = n− 1 si n > 1, f( 1

n) = 1
n+1 si n ≤ 1 y f(0) = 0. Tomamos la suspensión

de este homeomorfismo lo cual nos ofrece un espacio foliado que consta de dos hojas. Una
de las hojas es homeomorfa a R y es densa y la otra es homeomorfa a S1. Consideramos
al medida de Borel en T dada por Λ({x}) = 1 si x 6= 0 y Λ({0}) = 0. Dicha medida es
transversa invariante. Desde el punto de vista medible, la densidad de la hoja R no se de-
tecta. Nuestra suspensión es MT-isomorfa a RtS1 donde la medida transversa invariante
es la de contar en R y la nula en S1. Es sencillo comprobar que Cat(R ×f T, Λ) = ∞ y
Cat(O(R×f T ), Λ) = 1.

Destacamos que la medida Λ no es regular exterior. No disponemos de ejemplos donde
las dos Λ-categoŕıas difieran y la medida transversa sea regular exterior.
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Figura 3.1: Ejemplo 6.



Caṕıtulo 4

Λ-categoŕıa LS en espacios foliados
por hojas compactas

Trabajaremos en lo sucesivo con espacios foliados por hojas compactas. Las propiedades
básicas de estos espacios están comentadas en el Caṕıtulo 1. Nuestro referente para este
caṕıtulo es un resultado obtenido en [25].

Teorema 4.0.19 Sea (M,F , Λ) una variedad C1-foliada compacta-Hausdorff y Λ una me-
dida transversa invariante finita en compactos, regular exterior y absolutamente continua
respecto a la medida de Lebesgue. Entonces

Cat(F , Λ) =
∫

M/F
Cat(L) dΛF (L) .

Aqúı ΛF es una medida en el espacio de hojas inducida por la medida transversa
invariante. Este resultado se puede deducir de nuestro trabajo posterior. En este caṕıtulo
lograremos probar generalizaciones de este teorema.

4.1. La filtración asociada a un espacio foliado por hojas
compactas

Introducimos en esta sección una técnica muy importante para espacios foliados por
hojas compactas. Estas ideas son debidas a Epstein, Edwards, Millet y Sullivan [14, 12].
Consideramos una función de volumen ν : X → (0,∞) definida sobre un espacio foliado
por hojas compactas (X,F). Se define

B1 = {x ∈ X | ν no es continua en x} .

Por lo visto en la Proposición 1.7.9, B1 es cerrado, saturado y formado exactamente por
las hojas con holonomı́a no trivial. Claramente B1 es un subespacio foliado saturado de

49
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(X,F). Por definición recursiva obtenemos

Bk = {x ∈ Bk−1 | ν|Bk−1
no es continua en x} .

De hecho, mediante inducción transfinita [13], se puede conseguir una familia de subespa-
cios foliados cerrados y saturados (Bα)α∈Ω, con Ω un conjunto bien ordenado, tales que
Bα+1 ⊂ Bα. La propiedad de Lindelöff del espacio X nos asegura que esta familia es a lo
sumo numerable y finita si X es compacto.

A la familia formada por estos espacios se le denomina la filtración asociada al espacio
foliado (X,F). Denotaremos la filtración por (Bk)k∈N donde B0 = X. Los conjuntos
Bi \ Bi+1, i ≥ 0, son abiertos densos en Bi y forman una partición de X en subespacios
foliados saturados con holonomı́a trivial. Por tanto, la Proposición 3.3.17, nos asegura que

Cat(O(X), Λ) =
∑

n∈N
Cat(O(Bi−1 \Bi), Λ) .

Para el caso topológico obtenemos una cota inferior de Cat(F , Λ) a partir de las Λ-
categoŕıas de los Bi−1 \ Bi, i ∈ N. Por tanto, la cuestión primera es dar un método de
cálculo de la Λ-categoŕıa para los espacios foliados por hojas compactas y con holonomı́a
trivial.

4.2. Estructura medible del espacio cociente. La medida co-
ciente

Existen diversas formas de dar una buena estructura medible al cociente incluso te-
niendo en cuenta el aparente problema de que éste pueda no ser Hausdorff. Exponemos a
continuación un resultado de interés que podemos encontrar en [36].

Definición 4.2.1 Sea (X, R) un conjunto con una relación de equivalencia. Un subespacio
Y de X se dice que es una región fundamental para la relación R si Y corta a cada clase
de equivalencia en exactamente un punto.

Teorema 4.2.2 ([36]) Sea R una relación de equivalencia en un espacio Polaco X tal
que cada clase de equivalencia es un cerrado de X. Si la saturación de cada abierto en X
es un conjunto de Borel, entonces existe un conjunto de Borel S en X que es una región
fundamental para R. Si la saturación de un abierto es abierta, entonces se puede escoger
un espacio polaco como región fundamental.

Proposición 4.2.3 Sea (X,F) un espacio foliado con todas las hojas cerradas y sea T
una transversal total para F . Entonces existe una región fundamental boreliana para la
relación de equivalencia inducida por F en T .
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Demostración:
Es consecuencia del teorema anterior. Las órbitas son cerradas pues las hojas de F lo son
y la saturación de un abierto es un abierto. Además, en la Proposición 4.2.3, dicha región
se puede tomar homeomorfa a un espacio polaco. ¤

Sea Γ el pseudogrupo de holonomı́a de F en T . Si R es una región fundamental bore-
liana, existe una aplicación continua y biyectiva

π : R → T/Γ ≈ X/F

inducida por la proyección al cociente. Esta aplicación es siempre un isomorfismo de Borel.
La razón de esto es que toda región fundamental es un espacio estándar y X/F también
tiene estructura estándar pues la filtración de Epstein da un medio de expresar este espacio
como unión numerable de espacios estándar, toda aplicación medible y biyectiva entre
espacios estándar es un isomorfismo medible. Por lo tanto la medida ΛF en X/F se defina
mediante este isomorfismo considerando la medida Λ en la región R. De hecho, en [25], se
comprueba que ΛF no depende de la región fundamental escogida, pues todas las regiones
fundamentales son equivalentes por holonomı́a medible.

Observación 4.2.4 La existencia de la filtración nos ofrece como corolario que la función
Cat : (X/F ,Mπ) → N ∪ {∞} es medible.

4.3. Cálculo medible

El caso medible queda restringido al mero cálculo en el caso de espacios foliados por
hojas compactas y con holonomı́a trivial. Este caso es muy sencillo desde el punto de
vista medible. Tomamos las componentes conexas del espacio X, a lo sumo una cantidad
numerable. Como todas las hojas tienen holonomı́a trivial, en cada componente conexa
disponemos de una sola clase de homeomorf́ıa en las hojas (la hoja genérica). Teniendo en
cuenta que disponemos de una región fundamental que es un espacio de Borel estándar
y que la hoja es genérica en cada componente conexa, obtenemos que el espacio medible
foliado O(X) es una unión disjunta de espacios producto Ln × Rn. Donde Ln es la hoja
genérica en cada componente y Rn es una región fundamental de cada componente. Como
consecuencia de las Proposiciones 3.3.14 y 3.3.17, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.1 Sea (X,F , Λ) un espacio foliado por hojas compactas con medida transver-
sa invariante Λ. Se tiene

Cat(O(F), Λ) =
∫

(X/F ,Mπ)
Cat(L) dΛF (L) ≤ Cat(F , Λ) .
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4.4. Aplicación a puntos cŕıticos

El verdadero interés que tiene la categoŕıa LS clásica, y de hecho, lo que motivó su
definición, es su relación con los puntos cŕıticos de funciones diferenciables. En esta sección
damos una adaptación de este resultado al caso de espacios foliados por hojas compactas.
Recordemos primero un resultado clásico.

Teorema 4.4.1 (Ver e.g. [20, 11]) Sea M una variedad cerrada C1 y f : M → R una
aplicación diferenciable arbitraria. Entonces

(4.1) Cat(M) ≤ #Crit(f) .

Aqúı, Crit(f) denota el conjunto de puntos cŕıticos de f . Observamos que la cate-
goŕıa LS clásica acota inferiormente el número de puntos cŕıticos de cualquier función
diferenciable sobre la variedad.

Suponemos en lo sucesivo que la clase de un espacio foliado es al menos C1,0; es decir,
los cambios de cartas son C1 en las componentes tangentes a las hojas y continuos en la
parte transversa y se tiene que las diferenciales de f en las hojas vaŕıan continuamente en
el espacio ambiente.

Proposición 4.4.2 Sea M una variedad cerrada y F la foliación producto en M ×S con
hojas M × {s}, s ∈ S, sea Λ una medida de Borel en S y f : M → R una función C1,0.
Entonces

Cat(F ,Λ) ≤ Λ̃(CritF (f)) ,

donde CritF (f) =
⋃

s∈S Crit(fs), siendo fs la restricción de f a cada hoja M × {s}.

Demostración:
Probaremos que CritF (f) es un conjunto σ-compacto, de hecho, veremos que es cerrado
y por tanto medible. Esto se tiene en general para cualquier espacio foliado, aśı que lo
probaremos con esta generalidad. Para ello consideramos la función diferencial df : X →
TF∗ que está definida desde X al fibrado cotangente de la foliación. Al igual que el fibrado
tangente de una variedad, TF∗ tiene una estructura de fibrado vectorial heredada a partir
de las cartas foliadas. Con esta estructura la sección cero θ, es una aplicación con imagen
cerrada en TF∗. Por otro lado df es continua pues f ∈ C1,0(M×S,F). El carácter cerrado
se obtiene ahora de observar que CritF (f) = df−1(θ(X)).

Finalmente, de la desigualdad (4.1), se deduce fácilmente que

Cat(F , Λ) = Cat(M) · Λ(S)

≤
∫

S
# Crit(fs) dΛ(s)

que concluye la demostración pues la última expresión es la medida transversa (tomando
la extensión coherente) de los puntos cŕıticos. ¤
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Esto sugiere en qué modo la Λ-categoŕıa adapta el resultado sobre puntos cŕıticos de la
categoŕıa L-S clásica; en este caso no se acota el número de puntos cŕıticos sino lo que
“pesan” transversalmente respecto de la medida.

Teorema 4.4.3 Sea (X,F , Λ) un espacio foliado C1 por hojas compactas con medida
transversa invariante. Entonces

Cat(O(F), Λ) ≤ Λ̃(CritF (f)) ,

para todo f ∈ C1,0(M,F).

Atendiendo a la fórmula del Corolario 4.3.1, obtenemos la siguiente expresión formal:

Cat(O(F),Λ) =
∫

X/F
Cat(L) dΛF (L) ≤

∫

X/F
# Crit(fL) dΛF (L) .

Esta expresión es formal puesto que no hemos visto que la segunda integral esté bien
definida.

La demostración del teorema se reduce a dos cuestiones:

(1) La función h : X/F → N ∪ {∞} definida por h(L) = #Crit(fL) es Borel-medible.

(2)
∫
X/F #Crit(fL) dΛF (L) = Λ̃(CritF (f)).

Pero estas cuestiones de medibilidad se pueden restringir al caso de holonomı́a trivial,
usando la filtración asociada. Por tanto estamos, esencialmente, en el mismo caso que el
de un espacio medible foliado producto con hojas compactas.

Observación 4.4.4 EL teorema también es cierto exigiendo algo menos a las funciones.
Basta con que sean medibles y diferenciables en las hojas, con estas condiciones la diferen-
cial vaŕıa mediblemente en el espacio ambiente, ésta es una apreciación debida a M.Bermúdez.
Esto es suficiente para que CritF (f) sea medible, pues, a partir de las cartas, TF∗ tiene
estructura de espacio medible foliado con hojas TL∗, L ∈ F , y la sección θ tiene imagen
medible en TF∗.

El verdadero interés de este resultado es que sirve como punto de apoyo para futuras
adaptaciones a casos más complicados en los que las hojas no sean necesariamente var-
iedades cerradas.

4.5. Cohomoloǵıa

A continuación enunciamos uno de los teoremas más útiles para obtener cotas inferiores
de la categoŕıa LS.
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Definición 4.5.1 Sea (A, +, ·) un anillo. Se dice que es nilpotente si existe un número
entero positivo n tal que An = 0. Se define el orden de nilpotencia de A, Nil(A,+, ·), como
el menor entero k que cumple Ak = 0.

Generalmente cometeremos el abuso de obviar la operación “+”del anillo en la no-
tación.

Proposición 4.5.2 (ver e.g. [20, 11]) Sea M una variedad. Entonces

Nil(H̃∗(M, R),∧) ≤ Cat(M) ,

donde H̃∗(M, R) denota el anillo en cohomoloǵıa singular reducida con coeficientes en R,
siendo R cualquier anillo conmutativo.

Cuando R = R, se trata de la cohomoloǵıa de de Rham y podemos trabajar con
formas diferenciales. Destacamos que existen cotas similares para la categoŕıa tangente en
variedades foliadas.

Proposición 4.5.3 (Maćıas, Colman Vale [8]) Sea (M,F) una variedad foliada en-
tonces se tiene

Nil(H̃∗(F)) ≤ Cat(M,F) ,

donde H̃∗(F) es el anillo en cohomoloǵıa foliada reducida.

Esta cohomoloǵıa se obtiene al hacer el cociente del complejo de de Rham por el
subcomplejo de las p-formas que se anulan en cualquier p-upla de campos de vectores
tangentes a las hojas.

Proposición 4.5.4 (Singhof, Vogt [37]) Sea (Mn,F) una variedad foliada (C0) con
dimF = p. Sea R un anillo conmutativo. Si existen elementos x1, ..., xk de H∗(M, R) de
grado mayor que n− p tales que x1 · · ·xk 6= 0, entonces k + 1 ≤ Cat(F).

Para espacios foliados con hojas compactas y con medida transversa invariante, en
virtud del Corolario 4.3.1, es fácil probar que

∫

X/F
Nil(H̃∗(L,R)) dΛF (L) ≤ Cat(O(F),Λ) .

para cualquier anillo conmutativo R. La función

Nil(H̃∗(−, R)) : M/F → N

es medible, pues es constante en cada elemento de la partición {Bi−1 \ Bi | i ∈ N},
donde {Bi}i∈N es la filtración asociada. El resutado se sigue usando la Proposición 4.5.2.
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Obtenemos aśı una familia de cotas simúltaneas para la Λ-categoŕıa topológica y medible
en el caso de espacios foliados por hojas compactas. De todas formas no parece un buen
camino para abordar una definición general de Λ-́ındice de nilpotencia que pueda adaptarse
a casos más generales de forma sencilla.

Tal vez resulte más sencillo trabajar con la L2-cohomoloǵıa (ver [7] y [18]). La idea a
desarrollar es lograr introducir la medida a nivel cohomológico y tratar de definir lo que
seŕıa un Λ-́ındice de nilpotencia, del mismo modo que Connes logra definir los Λ-números
de Betti (ver [10, 9]). Si nuestras definiciones son consistentes, debeŕıamos obtener una cota
inferior para la Λ-categoŕıa. Estas mismas ideas se pueden adaptar al caso de foliaciones
medibles como podemos ver en [3].

Otra cuestión que surge es adaptar las Proposiciones 4.5.3 y 4.5.4 al caso de la categoŕıa
tangente medible. En general, los resultados existentes para categoŕıa tangente se adaptan
sin demasiados problemas a la categoŕıa tangente medible.

4.6. El caso topológico

En esta sección realizamos el cálculo de la Λ-categoŕıa topológica en el caso de espacios
foliados compacto-Hausdorff con holonomı́a trivial y medida transversa invariante finita
en compactos. Para una hoja L denotaremos UL a una transversal local donde la dinámica
de la foliación se trivialice. Es decir, existe un embebimiento abierto y foliado i : L ×
UL → (X,F), donde L × UL está foliado como un producto con hojas L × {∗} y existen
x ∈ L,y ∈ UL tales que i|L×{y}(z, y) = z y i|{x}×UL

(x, h) = x. Cuando la medida es
finita en compactos la regularidad exterior se tiene inmediatamente para compactos. A
una transversal del estilo UL le llamaremos transversal de trivialidad .

Proposición 4.6.1 Si la medida es finita en compactos, entonces para cada compacto K
de una transversal se tiene

Λ(K) = inf{Λ(V ) | V abierto , K ⊂ V } .

Demostración:
Denotamos V δ = {x ∈ T | d(x,K) < δ}, donde d denota una métrica en T compatible con

la topoloǵıa. Tomamos N ∈ N tal que V
1
N sea compacto. Veremos que para ε > 0 existe

un n ∈ N tal que Λ(V
1
n \K) < ε. Como la medida es finita en compactos, tenemos que la

serie ∑

m≥N

Λ
(

V
1
m \ V

1
m+1

)

converge absolutamente. Esto implica que existe n ∈ N tal que

∑

m≥n

Λ
(

V
1
m \ V

1
m+1

)
< ε .



56 4 Λ-categoŕıa LS en espacios foliados por hojas compactas

No hay más que observar ahora que
∑

m≥n Λ
(

V
1
m \ V

1
m+1

)
= Λ(V

1
n \K). ¤

Corolario 4.6.2 Si la medida es finita en compactos, entonces para cada conjunto σ-
compacto K de una transversal se tiene

Λ(K) = inf{Λ(V ) | V abierto , K ⊂ V } .

Proposición 4.6.3 Para cada hoja L existe una transversal de trivialidad UL tal que
Λ(∂UL) = 0.

Demostración:
Sea L una hoja, x ∈ L y T una transversal asociada a una carta , x ∈ T y tal que T
es compacto. Podemos suponer que UL ⊂ T . Sea d una métrica en T compatible con la
topoloǵıa. Tomamos el abierto

U ε
L = {x ∈ T | d(x,UL) < ε}

y suponemos que existe δ ∈ R tal que U δ
L es de trivialidad. Todos los abiertos U ε

L con
0 < ε ≤ δ son de trivialidad para L. Los bordes ∂U ε

L son disjuntos. Si ninguno de ellos
tiene medida nula obtenemos que

Λ(U δ
L) ≥ sup{

∑

ε∈I

Λ(∂U ε
L) | I ⊂ (0, δ) I finito}

=
∑

0<ε<δ

Λ(∂U ε
L)

= ∞ ,

la última igualdad se sigue de que la suma no numerable de términos positivos no nulos
es infinita. Pero Λ(UL) es finito pues la medida es finita en compactos. ¤

Teorema 4.6.4 Sea (X,F , Λ) un espacio foliado compacto-Hausdorff con medida transver-
sa invariante finita en compactos y cuyas hojas tienen holonomı́a trivial. Entonces

Cat(F ,Λ) =
∫

X/F
Cat(L) dΛF (L) .

Demostración:
Para cada L tomamos una transversal de trivialidad UL relativamente compacta en una
transversal y tal que Λ(∂UL) = 0. Por la propiedad de Lindelöff obtenemos una familia
{ULn}n∈N junto con embebimientos foliados, fi : L × ULi → (X,F), tales que la familia
{fi(Li × ULi)}i∈N recubre a X. Por abuso de notación no haremos referencia al embe-
bimiento fi y consideraremos los productos Li × ULi como abiertos saturados de (X,F)
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v́ıa fi. Recursivamente definimos A1 = L1 × UL1 , Ak = (Lk × ULk
) \ (A1 ∪ ... ∪ Ak−1)

para k > 1. Los conjuntos Ak son abiertos disjuntos y recubren X salvo un conjunto σ-
compacto transversalmente nulo, pues los bordes de los ULi se escogieron de medida nula.
Como la medida es regular exterior en σ-compactos, se sigue de la Proposición 3.3.10 que
podemos prescindir de este conjunto a la hora de calcular la Λ-categoŕıa topológica. En
consecuencia

Cat(F ,Λ) ≤
∑

n∈N
Cat(An, Λ)

=
∑

n∈N
Cat(L) · Λ(ULn ∩An)

=
∫

X/F
Cat(L) dΛF (L) .

Esta cota superior es en realidad una igualdad, pues la desigualdad inversa la tenemos por
la Observación 3.3.18. ¤

Con un poco más de trabajo podemos ampliar este resultado a espacios foliados
compactos-Hausdorff, con lo que se generaliza el Teorema 4.0.19.

Teorema 4.6.5 Sea (X,F ,Λ) un espacio foliado compacto-Hausdorff y Λ una medida
transversa invariante finita en compactos. Entonces

Cat(F , Λ) =
∫

X/F
Cat(L) dΛF (L) .

Demostración:
Observamos que Λ es regular exterior sobre σ-compactos. Sea {B0 = X,B1, ..., Bn, ...} la
filtración asociada a (X,F). Obtenemos aśı la partición de X dada por los conjuntos {Fi =
Bi−1 \ Bi}i∈N, donde cada Fi es un espacio foliado compacto-Hausdorff con holonomı́a
trivial y denso en Bi. Para una hoja L, denotaremos por UL a un abierto de trivialidad
en una transversal. Es decir, existe un embebimiento foliado

iL : L×hL
UL → (X,F)

donde iL(L ×hL
UL) es un abierto en X que contiene a la hoja L, y hL(π1(L)), es un

grupo de homeomorfismos de UL isomorfo al grupo de holonomı́a hol(L). Al igual que en
el teorema anterior, cometeremos el abuso de no hacer referencia a las aplicaciones iL.
Para cada hoja L ⊂ Fi y para ε > 0 tomamos un abierto de trivialidad U i

L de modo que
cumplan las siguientes condiciones:

(i) U i
L es compacto ;

(ii) Λ(∂U i
L) = 0 ;
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(iii) Λ((
⋃

L∈Fi/F U i
L) \ Fi) < ε

2i ;

(iv) U i
L corta a cada hoja de Fi en a lo sumo un punto. Además, las hojas de Fi contenidas

en U i
L son homeomorfas.

La propiedad (i) se deduce a partir de la compacidad local, las propiedades (ii) y
(iii) se deducen a partir de la regularidad exterior en σ-compactos, y la propiedad (iv) es
consecuencia de la continuidad de cualquier función de volumen en Fi. Usando la propiedad
de Lindelöff, existen hojas Li

1, ..., L
i
n, ... de Fi tales que la familia de abiertos Li

n×hi
Ln

U i
Ln

,

n ∈ N, recubre a X. Usamos ahora la técnica del teorema anterior. Tomamos Ai
1 =

Li
1 ×h

Li
1

U i
L1

y

Ai
n = (Li

n ×h
Li

n
U i

Ln
) \ (Ai

1 ∪ ... ∪Ai
n−1) , n > 1 .

Las familias {Ai
n}n∈N están formada por abiertos disjuntos que recubren a Fi salvo un

conjunto σ-compacto transversalmente nulo, por tanto es prescindible a la hora de calcular
la Λ-categoŕıa topológica. Cada Ai

n es una suspensión de base Li
n y fibra transversa Si

n =
U i

Ln
\ (Ai

1 ∪ ... ∪ Ai
n−1). Es conocido que la categoŕıa LS de las variedades está acotada

superiormente por su dimensión más uno (véase e.g. [20]). Es sencillo comprobar que

(i) Λ(
⋃∞

n=1 Si
n ∩ Fi) = ΛF (Fi/F) ,

(ii) Λ((
⋃∞

n=1 Si
n) \ Fi) < ε

2i .

Combinando todos estos hechos con la Proposición 3.3.12 obtenemos

Cat(F , Λ) ≤
∞∑

i=1

∞∑

n=1

Cat(Li
n) · Λ(Si

n)

=
∞∑

i=1

∫
⋃

n Si
n

∞∑

n=1

Cat(Li
n) χSi

n
dΛ

=
∞∑

i=1

∫
⋃

n Si
n∩Fi

∞∑

n=1

Cat(Li
n) χSi

n
dΛ

+
∞∑

i=1

∫
⋃

n Si
n\Fi

∞∑

n=1

Cat(Li
n) χSi

n
dΛ

≤
∞∑

i=1

(∫

Fi/F
Cat(L) dΛF (L) + (dimF + 1) · Λ((

∞⋃

n=1

Si
n) \ Fi)

)

=
∫

X/F
Cat(L) dΛF (L) + (dimF + 1) · ε .

Dado que el término ε puede hacerse arbitrariamente pequeño obtenemos el resultado. ¤

Este teorema permite hacer una adaptación del resultado de puntos cŕıticos.
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Corolario 4.6.6 Sea (X,F , Λ) un espacio foliado C1,0 compacto-Hausdorff con medida
transversa invariante finita en compactos. Se tiene

Cat(F ,Λ) ≤ Λ̃(CritF (f)) .

para todo f ∈ C1,0(M,F).

4.7. Cálculo en ejemplos

Ejemplo 7 (Flujos de Krönecker de pendiente racional) Tomamos el plano eucĺıdeo,
y sobre él la foliación consistente en rectas paralelas a la recta que corta al origen con pen-
diente m

n , siendo m y n enteros primos entre śı. Al considerar la relación de equivalencia
inducida por translaciones unitarias verticales y horizontales, obtenemos una foliación F m

n

en el toro. Estas foliaciones son otra forma de ver los flujos de Krönecker racionales que
introducimos en el Ejemplo 4. En un primer caso, vamos a mantener la medida transversa
invariante fija en una misma transversal y calcular la correspondiente Λ-categoŕıa.

La medida transversa invariante que consideraremos es la de Lebesgue en el meridiano
que es una medida de probabilidad. Supondremos que la pendiente es m

n siendo m y n
primos entre śı. El espacio T 2/Fm

n
es homeomorfo a S1 y veremos que la medida transversa

cociente pasa a ser la de probabilidad anterior dividida por n. Por tanto obtenemos

Teorema 4.7.1 Sea (T 2,Fm
n
, Λ) el flujo de Krönecker de pendiente racional m

n sobre
el toro con medida transversa invariante Λ que es la de Lebesgue normalizada sobre un
meridiano, entonces CatΛ(Fm

n
) =

∫
S1 2 dΛFm

n
= 2

n .

Si consideramos la medida fija en el ecuador obtenemos Cat(Fm
n
, Λ) = 2

m .
En estos dos cálculos hemos omitido la foliación de pendiente 0. En el primero porque

no tiene sentido decir que 0 es primo con nada, en este caso nos daŕıa un producto y la
Λ-categoŕıa seŕıa Cat(S1) ·Λ(S1) = 2. En el segundo la excluimos porque la medida ya no
es transversa.

Estas foliaciones son homeomorfas y por tanto equivalentes por homotoṕıa integrable.
Dado que la Λ-categoŕıa, considerando las medidas transversas anteriores, difiere en fun-
ción de la pendiente, se sigue que cualquier equivalencia integrable entre los flujos de
Krönecker racionales no puede ser compatible con las medidas anteriores.

Corolario 4.7.2 Sean Fm
n

y F p
q

dos flujos de Krönecker de pendiente racional positiva
ó nula distinta. Entonces no existe ninguna equivalencia de homotoṕıa integrable Fm

n
→

F p
q

que sea compatible con las medidas transversas invariantes anteriores.

Podemos sin embargo dejar variar la medida con la foliación para tener un resultado
más natural. En este caso tomamos como transversal a un ćırculo que corte perpendicu-
larmete a cada hoja de nuestra foliación y, como antes, damos la medida de Lebesgue. El
cociente vuelve a ser S1 pero veremos que la medida en este caso se divide por un factor
m2 + n2.
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Teorema 4.7.3 Sea (T 2,Fm
n

,Λ) el flujo de Krönecker de pendiente racional m
n sobre el

toro con medida transversa invariante Λ que es la de Lebesgue normalizada sobre una hoja
de la foliación de Krönecker de pendiente −n

m . Entonces Cat(Fm
n
,Λ) = 2

m2+n2 .

De nuevo, exclúımos el caso m=0; también de aqúı deducimos un resultado similar a
la Proposición 4.7.2.

Corolario 4.7.4 Sean Fm
n

y F p
q

dos flujos de Krönecker de pendiente racional distinta

con m 6= 0 6= p y m2+n2 6= p2+q2. Entonces no existe ninguna equivalencia de homotoṕıa
integrable entre estas foliaciones que sea compatible con las medidas transversas anteriores.

Adjuntamos a continuación los pasos a seguir para obtener los dos resultados que hemos
introducido sobre la Λ-categoŕıa de los flujos de Krönecker racionales.

En el primer caso aseguramos que la medida cociente no depende del numerador de la
fracción irreducible m

n . El cuadrado unitario [0, 1]×[0, 1] corta a cada clase de equivalencia;
en él restringimos nuestro estudio. Un meridiano, que podemos identificar con el lado
[0, 1]× {0}, es una transversal compacta que corta a todas las hojas; por tanto el espacio
T 2/F m

n
se puede ver como un cociente de este meridiano. Para el cálculo del espacio

cociente no tenemos más que ver en cuántos puntos distintos corta una de las hojas de
F m

n
a nuestro meridiano.

Tomamos la hoja correspondiente a la recta y = m
n x. Como n y m son primos entre śı,

existen enteros k y l tales que kn+ lm = 1. Usando esto es fácil probar que todas las rectas
de la forma y = m

n x + j
n , j ∈ N, son equivalentes con la tomada y, además, son todas las

que son equivalentes con ésta. De este modo corta al meridiano en n puntos, pues corta
a [0, 1] × {0} en n − 1 puntos de su interior y en sus dos extremos que se identifican en
un mismo punto en el cociente. Como estos puntos dividen este segmento en n intervalos
iguales que son regiones fundamentales para el cociente. La medida cociente se reduce a la
medida de cada uno de estos intervalos. En el caso especial de la medida de Lebesgue la
medida cociente es la de Lebesgue, dividida por n.

En el segundo caso, la transversal tomada es una hoja de la foliación F− n
m

. Por el
razonamiento anterior, debemos calcular el número de puntos de corte que están en el
cuadrado unidad entre la familia de rectas y = m

n x+ j
n , j ∈ N, que dan lugar a la hoja que

pasa por el origen, y la familia y = − n
mx+ k

m , k ∈ N, que se asocian a una transversal que
corta ortogonalmente a las hojas de la foliación. Usando que m y n son primos entre śı,
es sencillo ver que los únicos puntos del borde del cuadrado en que estas familias se cortan
son los vértices. Por tanto basta probar que el número de puntos de corte en el interior
del cuadrado unitario es n2 +m2−1. Por simetŕıa también nos podemos restringir al caso
en que m < n.

Al igual que antes, suponemos que m y n son dos enteros primos entre śı con m < n.
Las familias de rectas antes indicadas forman una figura en el plano que es invariante por
traslaciones unitarias verticales y horizontales, y también es invariante por rotaciones de
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Figura 4.1: Cálculo de la Λ-categoŕıa para pendientes 1
2 y 3

5 . Se remarcan los puntos que
interesa contar en el interior del cuadrado unitario.

90 grados (ver figura 4.1). Podemos encerrar al cuadrado unitario en otro cuadrado, al
que llamaremos C, determinado por las rectas

y1 =
m

n
x− m

n
, y2 =

m

n
x + 1 ,

y3 = − n

m
x , y4 = − n

m
x +

n + m

m
.

Los puntos de la intersección de esta familia que están en el interior del cuadrado unitario
están contenidos en el conjunto de puntos de intersección del interior de C. Es sencillo
ver que son (m+n−1)2 puntos. Por otra parte, C \((0, 1)×(0, 1)) es un conjunto formado
por la unión disjunta de cuatro triángulos rectángulos iguales y que, por simetŕıa y trans-
formaciones del grupo que actúa en la figura, contienen en su interior el mismo número
de puntos de intersección (véase Figura 4.1). Además, no hay puntos de intersección en
la hipotenusa de ninguno de estos triángulos pues m y n son primos entre śı. De manera
que, para calcular el número de puntos de intersección en cualquiera de estos triángulos,
basta con tomar la mitad de puntos de intersección que hay en el rectángulo con diagonal
una hipotenusa; esto nos da (m−1)(n−1)

2 . Estas observaciones implican que el número de
puntos de intersección en el cuadrado unitario es

(m + n− 1)2 − 4
(m− 1)(n− 1)

2
= m2 + n2 − 1 .

Observamos que, como la medida es finita en compactos y el espacio foliado es compacto-
Hausdorff, la fórmula obtenida en el Teorema 4.6.5 nos da la Λ-categoŕıa topológica y
medible.

Ejemplo 8 El ejemplo que vamos a tratar a continuación fue descubierto por Bing [5].
Se trata de una foliación compacta-Hausdorff que no admite en las hojas de holonomı́a
no trivial ningún entorno saturado que sea homeomorfo a una suspensión de un disco
en RcodimF por la acción de un grupo finito de O(n). Por tanto, esta foliación no es

k' V 
;A , V 

IX' 
V 

V 
])\ 
IX' 

/ , 
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Figura 4.2: Construcción de la esfera con cuernos de Alexander.

homeomorfa a ninguna foliación C1 compacta-Hausdorff. El resultado de Bing es largo
de explicar y por tanto remitimos a la bibliograf́ıa. Ofrecemos aqúı los resultados sin su
demostración lo que será suficiente para abordar el cálculo de las Λ-categoŕıas medible y
topológica.

La esfera con cuernos fue introducida por Alexander en 1924 [2]. Se trata de un espacio
en R3 homeomorfo a S2 pero cuyo interior es un abierto que no es simplemente conexo. La
construcción de la esfera con cuernos se realiza como sigue. Primero tomamos un cilindro
cerrado C en R3 con tapas D1 y D2. En cada una de las tapas escogemos dos discos
disjuntos que son reemplazados por tubos Ti1, Ti2 con una sóla tapa cada uno Di1, Di2.
Tomamos dos nuevos cilindros C1 y C2, que son ayudantes para la construcción pero que
no se consideran parte topológica de la esfera con cuernos, dichos cilindros tienen por tapas
a Di1, Di2 i = {1, 2} respectivamente. Esto se hace de manera que los tubos T11 ∪C1 ∪T12

y T21 ∪ C2 ∪ T22 se entrelacen como indica la figura 4.2. Repetimos ahora el proceso en
los cilindros C1 y C2 y aśı ad infinitum. Es claro que cada espacio que obtenemos en una
cantidad finita de pasos, pasos en los que extraemos pares de discos disjuntos y adjuntamos
pares de tubos con una tapa, es homeomorfo a S2. Alexander prueba que el espacio ĺımite
también es homeomorfo a una esfera y su interior no es śımplemente conexo.

Teorema 4.7.5 (Bing [5]) Existe una descomposición de S3, S3 = U1 tU2 tM , donde
los Ui son abiertos y M es una esfera con cuernos, y existe un homeomorfismo involutivo
f : S3 → S3 que intercambia U1 con U2 y fija los puntos de M . En los puntos de M no
existe ningún entorno donde f sea topológicamente un movimiento ŕıgido de R3.

Obtenemos aśı una foliación compacta-Hausdorff de dimensión 1 sobre una variedad
de dimensión 4 dada por la suspensión R×f S3. Una medida transversa invariante viene
caracterizada por sus valores en los borelianos de U1 y de M . Usando el Corolario 4.3.1 y
el Teorema 4.6.5 obtenemos

Cat(O(F),Λ) = Cat(F ,Λ) = 2 · Λ(U1) + 2 · Λ(M) = Λ(S3) + Λ(M) .

El estudio de este ejemplo fue el que motivó la demostración del Teorema 4.6.5.
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Figura 4.3: Visualización del ejemplo 9.

Ejemplo 9 Damos a continuación un ejemplo muy sencillo de espacio foliado por hojas
compactas con espacio cociente no Hausdorff. Consideramos el subespacio de S ⊂ R2

definido por S = {(x, y) | x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 1− 1
n , n ∈ N, n > 1}. Denominamos Sl

a la circunferencia de radio l. Definimos sobre T = S \ S1 el homeomorfismo f : T → T
donde f |S

1− 1
n

: S1− 1
n
→ S1− 1

n
es una rotación de ángulo 2π

n . Sobre S1 × S definimos un

espacio foliado donde las hojas en S1 × T vienen dadas por las hojas de la suspensión
R×f T y sobre S1 × S1 consideramos la foliación producto donde las hojas son las fibras
S1 × {∗}. Visualizamos este espacio foliado en la Figura 4.3. Claramente la filtración
asociada viene dada por B0 = X y B1 = S1 × S1. Una medida invariante es considerar
la medida de Lebesgue en cada ćırculo Sl, homogeneizada de forma que Λ(S1− 1

n
) = 1

n , y
Λ({∗} × S1) = 1 para la fibra de B1. El Corolario 4.3.1, junto con los cálculos realizados
en el Ejemplo 7, nos da la Λ-categoŕıa medible de forma automática

Cat(O(F),Λ) = 2
∞∑

n=1

1
n2

=
π2

3
.

Destacamos que la medida considerada no es regular exterior ni finita en compactos. Sin
embargo, es fácil probar, usando la Proposición 1.5.9, que Cat(F , Λ) = ∞, pues el cálculo
del peso transverso óptimo de un recubrimiento abierto de B1 incluirá una sección infinita
de la seria harmónica

∑
n

2
n . Por tanto las categoŕıas topológica y medible no coinciden.

Del ejemplo anterior se desprende que una condición necesaria para tener la igualdad
entre las categoŕıas es la regularidad exterior en σ-compactos.

Ejemplo 10 Tratamos, por último, una familia entera de ejemplos. Dicha familia fue
introducida por Vogt [38] basándose en un trabajo de Reeb [32]. Esta familia sirve para
probar el siguiente teorema.

Teorema 4.7.6 (E.Vogt [38]) Para toda variedad cerrada y anaĺıtica F , existe una fo-
liación compacta no Hausdorff anaĺıtica de codimensión mayor o igual que 2 que admite
a F como hoja t́ıpica.

(J 
1 
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Tomamos una variedad cerrada y anaĺıtica F . Sea f : F → [0, 1] una aplicación de
Morse anaĺıtica y consideramos la variedad anaĺıtica

M ′ = F × S1 × (−1, 1)

con coordenadas x ∈ F,ϕ ∈ S1(= R/2πZ), t ∈ (−1, 1). Sea

M = M ′ \ {(x, ϕ, 0) | f(x) es un valor cŕıtico para f} .

En M , el sistema Paffiano dado por

ω1 = dt ω2 = t dϕ + df

tiene rango 2 y define una foliación F(F, f) de dimensión dimF por ω1 = ω2 = 0. Cada
hoja está contenida en alguna de las secciones

Mτ = {(x, ϕ, t) | t = τ} .

Para τ 6= 0 las hojas en Mτ = F × S1 × {τ} son los grafos de las funciones

φτ + ϕ0 : F → S1 ,

donde (φτ + ϕ0)(x) = (− 1
τ f(x) + ϕ0)mod 2π. Para τ = 0 las hojas son de la forma

L× S1×{0}, donde L es una componente conexa de f−1(s) para algún valor regular s de
f . Es decir, vienen dadas por las “curvas” de nivel de f .

En consecuencia toda hoja de M \M0 es difeomorfa a F ; de hecho, tienen holonomı́a
trivial y cortan en un sólo punto a la variedad {x} × S1 × ((−1, 1) \ {0}); el corte es
transversal si x no es un punto cŕıtico de f . Por tanto M \M0 es un fibrado trivial con
fibra transversa S1 × ((−1, 1) \ {0}) y base F .

Por otro lado, todo entorno de una hoja de M0 corta una hoja en Mt para t 6= 0. La
función f , vista como aplicación de M a [0, 1] es constante en las hojas de M0 (pues son
precisamente las “curvas” de nivel de f). Sin embargo f es sobreyectiva en cada hoja de
M \M0. Aśı, las hojas de M0 admiten entornos que no contienen entornos saturados. Por
tanto el cociente no es Hausdorff en virtud de la Proposición 1.7.4.

Las medidas invariantes se caracterizan por la medida en borelianos de {x} × S1 ×
((−1, 1) \ {0}) y la medida en una transversal completa para M0. Denotamos por {Li}N

i=1

a los diferentes tipos de homeomorf́ıa en las curvas de nivel de f (preimágenes de valores
regulares de f). Usando la reconstrucción de F a partir de los puntos cŕıticos de la función
de Morse f , obtenemos que

M0 ≈ tN
i=1(Li × S1)× Ii ,

donde los Ii son intervalos abiertos embebidos en F transversos a las curvas de nivel. En
consecuencia,

Cat(O(F(F, f)),Λ)

= Cat(F ) · Λ({x} × S1 × ((−1, 1) \ {0}) +
N∑

i=1

Cat(Li × S1) · Λ(Ii) .
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El estudio de la Λ-categoŕıa topológica en general dependerá de la elección de F y f . Puede
esperarse que la regularidad exterior fuerce la igualdad de las dos Λ-categoŕıas al igual que
en el ejemplo anterior, pero no disponemos una prueba genérica de este hecho.

Pregunta 4.7.7 La cuestión que queda abierta es encontrar condiciones para asegurar
que la fórmula obtenida en el Teorema 4.6.5 se generalice al caso de espacios foliados por
hojas compactas cuyo cociente no sea necesariamente Hausdorff. ¿Basta la regularidad
exterior para obtener este resultado?
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Caṕıtulo 5

Suspensiones de Rohlin y flujos
minimales

Estudiamos en este caṕıtulo la Λ-categoŕıa topológica y medible de espacios foliados
minimales. Nuestra inspiración surge del cálculo de la Λ-categoŕıa topológica de los flujos
de Krönecker de pendiente irracional [25]. Haremos previamente un estudio medible que,
como es de esperar, será más sencillo.

5.1. Torres de Rohlin

Teorema 5.1.1 (Teorema de la Torre de Rohlin, véase e.g. [34]) Sea f un auto-
morfismo de Borel de un espacio de probabilidad (S, µ) que conserva la medida de S.
Suponemos que f es aperiódica, es decir, fn(x) 6= x ∀x ∈ X. Entonces, para cada entero
positivo n y cada ε > 0 existe un boreliano E ⊂ S tal que los conjuntos E, fE, ..., fnE son
disjuntos y µ(E ∪ ... ∪ fnE) > 1− ε.

El teorema de Rohlin tiene potentes generalizaciones a acciones libres de cierto tipo
de grupos sobre un espacio de Borel estándar. En lo sucesivo supondremos que los grupos
considerados son localmente compactos, Hausdorff y segundo numerables. Esto implica la
existencia de una medida de Haar en los grupos.

Definición 5.1.2 Sea G un grupo topológico localmente compacto, Hausdorff y segundo
numerable actuando sobre un espacio de Borel estándar X con una medida de probabilidad
invariante Λ. Sea F ⊂ G un boreliano. Una F-base en X es un boreliano V ⊂ X tal que
FV es de Borel, Λ(FV ) > 0, y los conjuntos fV , f ∈ F , son disjuntos. Una F-torre
V ⊂ X es un conjunto V = FV donde V es una F -base.

Definición 5.1.3 Un abierto relativamente compacto F ⊂ G es un conjunto de Rohlin
si para cualquier acción libre de G sobre un espacio de Borel estándar X que conserva

67
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una medida de probabilidad Λ, y para todo ε > 0 existe una F -torre V ⊂ X tal que
Λ(V ) > 1− ε.

Definición 5.1.4 G es un grupo de Rohlin si para cualquier compacto E ⊂ G y cualquier
ε > 0 existe un conjunto de Rohlin F ⊂ G tal que E ⊂ F .

Ejemplo 11 Cualquier grupo abeliano discreto es un grupo de Rohlin. También Rn×Zm

son grupos de Rohlin. También los grupos resolubles son de Rohlin. Una generalización de
estos resultados está dada en [34].

Definición 5.1.5 Un grupo localmente compacto, Hausdorff y segundo numerable G con
una medida de Haar λ se dice promediable si existe un funcional lineal Λ : L∞(G,λ) →
R ∪ {∞,−∞} tal que Λ(1) = 1, Λ(f) ≥ 0 si f ≥ 0 y Λ(gf) = Λ(f) para todo g ∈ G,
f ∈ L∞(G,λ). Donde 1 : G → R es la función constante 1 y L∞(G,λ) es el espacio de
Banach de funciones esencialmente acotadas respecto de la medida λ.

Definición 5.1.6 Un grupo G se dice casi conexo si G/G0 es compacto, donde G0 repre-
senta la componente conexa del elemento neutro.

Teorema 5.1.7 (Caroline Series [34]) Los grupos localmente compactos, Hausdorff, se-
gundo numerables, casi conexos y promediables son grupos de Rohlin.

Teorema 5.1.8 (Ornstein, Weiss [29]) Los grupos discretos y promediables son grupos
de Rohlin.

5.2. Suspensiones medibles libres por grupos de Rohlin

Las suspensiones medibles admiten atlas medibles foliados regulares, esto es sencillo
de probar tomando un recubrimiento localmente finito de la variedad base por abiertos
de trivialidad; esto permite usar el Lema 1.6.16. El teorema de Rohlin tiene una apli-
cación inmediata al cálculo de la Λ-categoŕıa de una suspensión medible generada por un
automorfismo aperiódico.

Proposición 5.2.1 Sea S̃1 ×h S una suspensión medible y, identificando π1(S1) ≡ Z,
suponemos h(1) aperiódica. Sea Λ una medida transversa invariante que es finita en S.
Entonces Cat(S̃1 ×h S, Λ) = 0.

Demostración:
Sin perder generalidad podemos suponer que la medida es de probabilidad y aplicar el Teo-
rema 5.1.1. Para cada n y ε > 0 obtenemos un boreliano E ⊂ S con Λ(E ∪ ...∪h(1)nE) >
1−ε, donde esta unión es disjunta. Es claro que Λ(E) < 1

n . Sea {U1, U2} un recubrimiento
por abiertos contráctiles de S1, que son, en particular, abiertos de trivialidad. En conse-
cuencia p−1(Ui) ≈ Ui×S v́ıa un MT-isomorfismo fi : p−1(Ui) → Ui×S tal que π ◦ fi = p,
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donde π : Ui×S → S1 es la proyección en el primer factor y p : R×h S → S1 es la proyec-
ción inducida en la suspensión. Los abiertos medibles f−1

i (Ui × E) son tangencialmente
mediblemente categóricos y se contraen por homotoṕıa medible a E y τΛ(Ui×E) < 1

n . Lo
mismo que hemos hecho para E se puede hacer para cada h(1)kE, obteniendo 2 · (n + 1)
abiertos producto MT-embebidos:

f−1
i (Ui × E), ..., f−1

i (Ui × h(1)nE), i ∈ {1, 2} .

Destacamos ahora que para cada i ∈ {1, 2}, el abierto
⋃n

k=0 f−1
i (Ui × h(1)kE) es también

un abierto producto con transversal medible E y placas categóricas. Esto se deduce del
hecho de que los borelianos E, ..., h(1)nE son disjuntos y se corresponden por holonomı́a,
por tanto existe una homotoṕıa medible que deforma a cada h(1)jE en E por el Lema
1.6.16. Componiendo estas homotoṕıas medibles, en el sentido de la Definición 6.3.6, con
las contracciones que llevan a cada f−1

i (Ui×h(1)j(E)) en h(1)jE obtenemos la homotoṕıa
buscada.

Por tanto, los abiertos medibles Vi =
⋃n

k=0 f−1
i (Ui × h(1)kE), i ∈ {1, 2}, se deforman

por homotoṕıa medible en f−1
i ({∗} × E). Tomamos a continuación los abiertos medibles

V ′
i = f−1

i (Ui × (S \⋃n
k=0 h(1)kE)), i ∈ {1, 2}, que claramente se deforman por homotoṕıa

medible en f−1
i ({∗} × (S \ ⋃n

k=0 h(1)kE)) que tiene medida menor que ε. Obtenemos
aśı un recubrimiento de R ×h S por abiertos medibles, U = {V1, V2, V

′
1 , V

′
2}. Es claro que

τΛ(U) < 2 · ( 1
n + ε), que tiende a cero cuando n →∞ y ε → 0. ¤

Recordamos que una acción es libre si solo existe una transformación con puntos fijos,
que es la identidad. Cuando hablamos de suspensiones libres M̃×hS, entendemos que es el
grupo h(π1(M)) el que actúa libremente sobre S. Cuando una suspensión tenga un grupo
de holonomı́a de Rohlin actuando libremente diremos que es una suspensión de Rohlin.
La anterior demostración se adapta sin dificultad para obtener el siguiente resultado.

Corolario 5.2.2 Sea M̃ ×h S una suspensión de Rohlin y Λ es una medida transversa
invariante finita en S, suponemos #h(π1(M)) = ∞. Entonces

Cat(M̃ ×h S, Λ) = 0 .

Observación 5.2.3 Si h(π1(M)) es finito, entonces estamos en el caso de un espacio
medible foliado por hojas compactas. Existe un boreliano B ⊂ S que corta a cada hoja en
un sólo punto (aplicando el Teorema 4.2.2). Puesto que los tipos de hoja se corresponden
con las isotroṕıas del grupo h(π1(M)), que son a lo sumo una cantidad finita, obtenemos
una partición finita de B = B1 t B2 t ... t BN en borelianos donde todos los puntos de
cada Bi tienen la misma isotroṕıa. Usando los mismos argumentos del caṕıtulo 3, es fácil
probar que

Cat(F , Λ) =
N∑

i=1

Cat(Li) · Λ(Bi) =
∫

B
Cat(Lx) dΛ(x) ,

donde Li es cualquier hoja que corta a Bi y Lx es la hoja pasando por el punto x. Este
argumento sirve aunque la acción no sea libre siempre y cuando la holonomı́a sea finita.
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5.3. Suspensiones topológicas libres por grupos de Rohlin

Nuestro enfoque actual se centra en adaptar el resultado anterior al caso topológico.
Nuestro objetivo es calcular la Λ-categoŕıa topológica en este caso. Por medida transversa
invariante se entenderá una medida de probabilidad en S que es invariante por la acción
del grupo h(π1(M)). Al igual que antes, cuando el grupo h(π1(M)) sea de Rohlin y la
acción sea libre, diremos que se trata de una acción de Rohlin.

Teorema 5.3.1 Sea M̃ ×h S una suspensión de Rohlin, Λ una medida de probabilidad
transversa invariante y regular exterior y tal que #h(π1(M)) = ∞. Entonces Cat(M̃ ×h

S, Λ) = 0.

Recordamos que los grupos de homotoṕıa de las variedades son discretos. En lo sucesivo
tomaremos una numeración de h(π1(M)) = {φi | i ∈ N∪{0}}, donde denotaremos φ0 = id.

Definición 5.3.2 Sea M̃×hS una suspensión. Sea V un abierto de S y sea x ∈ S. Se dice
que V admite una extensión de longitud n respecto de una numeración φi de h(π1(M)) si
la colección de abiertos {φi(V )}n

i=0 es dos a dos disjunta.

Observación 5.3.3 Observamos también que, como la medida es finita y regular exterior,
para todo ε > 0 y para todo abierto V de S existe un abierto W ⊂ S que lo contiene tal
que Λ(W \ V ) < ε y Λ(∂W ) = 0. Esto nos permitirá tomar abiertos con borde de medida
nula. El abierto W también se puede suponer ε-próximo a V respecto de una métrica en
S. Esto se obtiene usando los mismos argumentos de la Sección 4.6 del Caṕıtulo 4.

Lema 5.3.4 Sea M una variedad conexa. Sea M̃ ×h S una suspensión libre y Λ una
medida de probabilidad en S transversa invariante, regular exterior y que se anule en
puntos. Para todo n ∈ N, para todo abierto V de S y para todo x ∈ S, existe una partición
{F, V1, ..., Vn, ...} de V tal que F es un cerrado en V con Λ-medida nula y cada Vi es
un abierto que admite una extensión de longitud n respecto de la numeración dada de
h(π1(M)).

Demostración:
Probamos primero el caso n = 1, el caso general se seguirá por inducción. Si φ1(V ) no es
disjunto con V entonces, usando que la acción es libre y las transformaciones continuas,
para cada y ∈ V existe un entorno abierto Vy ⊂ V donde Vy ∩ φ(Vy) = ∅. También
podemos suponer, por la observación anterior, que los bordes de estos abiertos tienen Λ-
medida nula. Por la propiedad de Lindelöff existe una subcolección numerable {Vyn}n∈N
que cubre a V . Tomemos la colección de abiertos W1 = Vy1 , Wk = int(Vyk

\⋃k−1
i=1 Wi) para

k ≥ 2. Obtenemos la partición {F = V \⋃
n Wn,W1, ...,Wj , ...} de V , F es de medida nula

y Wi ∩ φ1(Wi) = ∅. Esto prueba el caso n = 1
Suponemos ahora que el lema es cierto para n−1, con lo cual existe una descomposición

{F ′,W ′
1, ..., W

′
j , ...} de V tal que F es un cerrado de medida nula y los W ′

j son abiertos que
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admiten extensiones de longitud n − 1 respecto de la numeración. Vamos a refinar esta
descomposición en un número finito de pasos para conseguir la descomposición deseada. Si
W ′

j∩φn(W ′
j) = ∅ entonces tomamos W 0j

1 = W ′
j . En caso contrario podemos proceder como

en caso n = 1 y conseguimos descomposiciones {F0j ,W
0j
1 , ...,W 0j

k , ...} de W ′
j donde F0j es

un cerrado de medida nula en W ′
j y los W 0j

k son abiertos tales que W 0j
k ∩ φn(W 0j

k ) = ∅.
La familia de conjuntos {F0 = F ′ ∪ ⋃

j F0j ,W
0j
k }k,j∈N es una partición de V , donde F0

es un cerrado de medida nula y los W 0j
k admiten extensiones de longitud n− 1 y además

W 0j
k ∩ φn(W 0j

k ) = ∅. Podemos reenumerar esta descomposición para que sea más cómodo
el trabajo quedándonos de la siguiente forma: {F0,W

0
1 , ..., W 0

j , ...}. A continuación, si
φ1(W 0

j )∩φn(W 0
j ) = ∅, entonces tomamos W 1j

1 = W 0
j . En caso contrario procedemos como

en el caso 1 obteniendo la descomposición {F1j ,W
1j
1 , ...,W 1j

k , ...} de W 0
j , donde F1j es un

cerrado en W 0
j de medida nula y los W 1j

k son abiertos tales que φl(W 0
j ) ∩ φn(W 0

j ) = ∅,
0 ≤ l ≤ 1; de este modo obtenemos la descomposición {F1 = F0 ∪

⋃
j F1j ,W

1j
k }k,j∈N

de V donde F1 es un cerrado de medida nula y los W ij
k son abiertos disjuntos tales que

φl(W 0
j ) ∩ φn(W 0

j ) = ∅, 0 ≤ l ≤ 1, dicha descomposición se puede reenumerar como
{F1, W

1
1 , ..., W 1

j , ...} y proceder del mismo modo para φ2. Es claro que la descomposición
final {Fn−1,W

n−1
1 , ...,Wn−1

j , ...} es la partición buscada. ¤

Observación 5.3.5 (Significado geométrico de las extensiones) Sea V un abierto
que admite una extensión de longitud n respecto de una numeración {φj} de h(π1(M)),
y sea {U1, ..., Uk} un recubrimiento por abiertos contráctiles de M , que son abiertos de
trivialidad para la suspensión. Usando las mismas notaciones que en la sección anterior
tenemos los homeomorfismos foliados fi : p−1(Ui) → Ui × S. Los abiertos f−1

i (Ui × φj(V )
se contraen por homotoṕıa integrable en f−1

i ({∗} × φj(V )). Dado que V, φ1(V ), ..., φn(V )
son disjuntos y se corresponden por holonomı́a obtenemos, usando el mismo argumento
que en la Proposición 5.2.1, que cada abierto Vi = f−1

i (
⋃n

j=0(Ui × φj(V ))), i ∈ {1, ..., k},
se deforman por homotoṕıa integrable en f−1

i ({∗} × V ). Ver Figura 5.1.

Ya disponemos de todos los ingredientes para afrontar la demostración del Teorema
5.3.1.
Demostración:
[Demostración del Teorema 5.3.1]

Sea ε > 0 y n ∈ N tal que 1
n < ε. Como la acción es libre y h(π1(M)) es de Rohlin,

podemos usar las propiedades de esta acción dadas en la Sección 5.1. Tomamos las trans-
formaciones de holonomı́a φ0, ..., φn. Existe un conjunto de Rohlin F ⊂ G, tal que φi ∈ F
para i ∈ {0, ..., n}. Como estamos en un grupo discreto y F es relativamente compacto,
F es finito y por tanto existe m ∈ N tal que F ⊂ K = {φi | 0 ≤ i ≤ m} ⊂ h(π1(M)).
Como F es un conjunto de Rohlin obtenemos un boreliano E ⊂ S tal que la colección
{φ(E)}φ∈F es disjunta dos a dos y Λ(

⋃
φ∈F φ(E)) > 1 − ε; en particular, Λ(E) ≤ 1

n < ε.
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Figura 5.1: En esta figura se visualiza una extensión de longitud 5 en un flujo de Kröneck-
er irracional (extremo derecho del cilindro). En verde vemos el abierto tangencialmente
categórico que se forma a partir de un abierto contráctil en la circunferencia. Por como-
didad visualizamos la foliación en un cilindro previo al paso por el cociente en el toro.

Teniendo en cuenta que la medida es regular exterior, existe un abierto V que contiene
a E y Λ(V \ E) < ε, que implica Λ(V ) < 2ε. También supondremos que Λ(∂V ) = 0. El
Lema 5.3.4 implica la existencia de una partición {C, V1, ..., Vl, ...} de V tal que C es un
cerrado de medida nula y los Vi admiten una extensión de longitud m + 1 respecto de la
numeración dada. En virtud de la Observación 5.3.5 obtenemos una familia de abiertos
tangencialmente categóricos V j

1 , ..., V j
l , ..., j ∈ {1, ..., k}, con τΛ(V j

i ) ≤ Λ(Vi), donde k es
el cardinal de un recubrimiento finito de M , {U1, ..., Uk}, por abiertos contráctiles. En
consecuencia

∞,k∑

i=1,j=1

τΛ(V j
i ) ≤

∞,k∑

i=1,j=1

Λ(Vi) = k · Λ(V ) < 2kε .

Observamos que S \ ⋃
φ∈K φ(V )) es abierto pues K es finito, y Λ(S \ ⋃

φ∈F φ(V )) < ε
puesto que E ⊂ V . Tomamos a continuación los abiertos

V ′
i = f−1

i (Ui × (S \
⋃

φ∈F

φ(V ))) ,

que son tangencialmente categóricos, pues se deforman por homotoṕıa integrable a la
transversal S \ (

⋃
φ∈F φ(V )). Uniendo todos estos resultados obtenemos la familia U =

{V ′
j , V j

i }j=1,...,k
i∈N que, junto con la saturación de C ∪ ∂V , que es transversalmente nulo,

recubre M̃ ×h S. Por tanto

Cat(M̃ ×h S, Λ) ≤ τΛ(U) < kε + 2kε = 3kε .

Dado que k es un parámetro fijo, obtenemos que la Λ-categoŕıa es nula al tomar ε arbi-
trariamente pequeño. ¤



5.4 Ejemplos ilustrativos 73

Corolario 5.3.6 Sea R×h S una suspensión minimal de dimensión 1, donde excluimos el
caso trivial S1×{∗}. Sea Λ una medida de probabilidad en S transversa invariante regular
exterior. Entonces Cat(R×h S) = 0.

Demostración:
Las suspensiones minimales de dimensión 1 están generadas por una transformación.
Puesto que las hojas son densas, si la acción no es libre entonces existe una hoja homeo-
morfa a S1 y toda la suspensión se reduce a esta hoja y estamos en el caso excluido. Si la
acción es libre, usamos el Teorema 5.3.1 que nos da el resultado, pues Z es un grupo de
Rohlin. ¤

Observación 5.3.7 Dado que el Teorema 5.1.7 funciona para acciones de grupos prome-
diables y casi conexos. Surge de modo natural la cuestión de adaptar estos resultados a
espacios foliados originados a partir de una acción de un grupo de Lie promediable y casi
conexo (o, en general, un grupo de Lie que sea también de Rohlin).

5.4. Ejemplos ilustrativos

Damos a comtinuación una serie de ejemplos para comprender la aplicación del teorema
precedente. En los ejemplos daremos cual es la transversal S la base M y las imágenes por
h de los generadores del grupo fundamental de M .

Ejemplo 12 (Foliación de Denjoy) La foliación de Denjoy (Ejemplo 5) es una sus-
pensión aperiódica pero no minimal. La Λ-categoŕıa se anula en este caso. Este resultado
ya se obtuvo de forma independiente en [25].

Ejemplo 13 La suspensión tórica donde S = S1, h((1, 0)) = id y h((0, 1)) es una rotación
minimal es libre y minimal. Este ejemplo muestra que la acción del grupo fundamental v́ıa
h no es libre pero śı es libre la acción de h(Z⊕Z); de hecho las hojas de la suspensión son
cilindros.

Ejemplo 14 Sobre S3 existen homeomorfismos minimales [15]; es decir, existen aplica-
ciones f : S3 → S3 tal que el conjunto {fn(x) | n ∈ N} es minimal para todo x ∈ S3.
Tomamos S2×S1 sobre la que realizamos una suspensión con transversal S = S3. El grupo
fundamental de S2 × S1 es Z. Si tomamos como h(1) un homeomorfismo minimal obten-
emos una suspensión minimal y libre donde todas las hojas son homeomorfas a S2 × R.
Las hojas no son contráctiles pero śı simplemente conexas.

Ejemplo 15 Ya hemos visto que una suspensión libre no es necesariamente minimal.
Vamos a dar un ejemplo a continuación de suspensión minimal no libre. La suspensión
no se hará sobre una variedad; el resultado no será un espacio foliado si no un espacio
polaco-foliado (ver Sección 1.8.2 del Caṕıtulo 1).
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La suspensión se hará sobre la figura “8”, cuyo grupo fundamental es Z ∗ Z. Llamare-
mos a y b a los generadores de este grupo. La transversal tomada será S1. Daremos a
continuación dos homeomorfismos que serán las imágenes de los generadores del grupo
fundamental. Tomamos sobre [−1, 1] el homeomorfismo f(x) = x3. Dicho homeomorfismo
induce un homeomorfismo f : S1 → S1 identificando −1 con 1. Claramente f tiene dos
puntos fijos, la clase del 1 y el 0. Finalmente tomamos la suspensión donde h(a) = f y
h(b) es una rotación minimal. Dicha suspensión es minimal pero no es libre.

Este ejemplo es interasante por otro motivo. Dado que f tiene dos puntos fijos, todas
las hojas del espacio polaco foliado salvo dos son homeomorfas al grafo de Z ∗ Z. Las
otras dos hojas que pasan por los puntos fijos, L′yL′′, son homeomorfas al grafo se Z
añadiéndole una circunferencia a cada vértice. La categoŕıa LS del grafo de Z∗Z es 1 pues
es contráctil. La categoŕıa LS de L′ es 2 como se comprueba fácilmente. Como el espacio
foliado es minimal, la topoloǵıa cociente es trivial (ver Proposición 1.3.1). Por tanto la
σ-álgebra de Borel del espacio de hojas es trivial. La función Cat : X/F → N ∪ {∞} no
es constante y por tanto no es medible en el cociente.

Observamos que si en el espacio de hojas tomamos la estructura MT dada en la Defini-
ción 1.8.2, la función anterior śı es medible.

Ejemplo 16 (Foliaciones medibles de dimensión 2) En [4] se realiza una clasificación
de los espacios medibles foliados de dimensión 2, ergódicas y promediables en función de
la carácteŕıstica de Euler foliada [10] y del número de finales de la hoja genérica. Dicha
clasificación se realiza salvo quasi-isomorfismos. Estudiaremos la Λ-categoŕıa en esta clasi-
ficación. Se supone que los espacios en cosideración admiten un atlas medible foliado finito
y una transversal completa de medida finita. Adicionalmente, se supone que todas las hojas
son Hausdorff.

Definición 5.4.1 Una medida de probabilidad transversa invariante Λ en un espacio
medible foliado se dice ergódica si cualquier boreliano saturado A en una transversal com-
pleta tiene medida total o nula.

Definición 5.4.2 Dos espacios medibles foliados ergódicos son quasi-isomorfos si existe
una MT-aplicación entre ellos que es un isomorfismo de Borel, conserva la medida ergódica
y es un homeomorfismo hoja a hoja salvo en un conjunto de medida nula.

Definición 5.4.3 Sea (X,F , Λ) un espacio medible foliado de dimensión 2, ergódico y
promediable, y T una transversal. Obtenemos un nuevo espacio foliado ergódico y prome-
diable (X,F , Λ)#T definido por sustituir, en cada punto de T , un disco que rodee a dicho
punto por un asa. La familia de discos se toma medible para que no haya problemas en la
estructura medible.

Teorema 5.4.4 (Clasificación [4]) La clasificación salvo quasi-isomorf́ıa de los espa-
cios de Borel foliados de dimensión 2, ergódicos, promediables y orientados es la siguiente:
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(a) Si χ(X,F , Λ) > 0, entonces (X,F , Λ) w S2.

(b) Si χ(X,F ,Λ) = 0, entonces (X,F ,Λ) w T 2 o bien (X,F ,Λ) es quasi-isomorfo a
una suspensión tórica libre sobre S1 por dos rotaciones de ángulo minimal, o bien
es quasi-isomorfo a la suspensión dada en el Ejemplo 13.

(c) Si χ(X,F , Λ) < 0, entonces (X,F , Λ) w (Y,G, Λ)#T , donde (Y,G,Λ) es un espacio
de Borel foliado de los del tipo (b) y T una transversal.

Donde χ(X,F , Λ) es la Λ-carácteŕıstica de Euler del espacio medible foliado (ver [4]).

Proposición 5.4.5 Dos espacios de Borel foliados quasi-isomorfos tienen la misma Λ-
categoŕıa.

Proposición 5.4.6 Sea (X,F , Λ) un espacio de Borel foliado de dimensión 2, ergódi-
co, promediable y orientado. Supondremos que Λ es una medida de probabilidad en una
transversal completa. Entonces la Λ-categoŕıa vale

(a) Cat(X) si X es una superficie.

(b) 0 en otro caso.

Demostración:
La prueba es una consecuencia de los resultados obtenidos hasta ahora cuando χ(X,F , Λ) ≥
0. El caso χ(X,F , Λ) < 0 es muy similar a los cálculos realizados en este caṕıtulo. ¤

5.5. Flujos minimales

Los flujos minimales son espacios foliados minimales de dimensión 1. Consideraremos
siempre que las hojas son homeomorfas a R, pues de lo contrario estaŕıamos en el caso
de una foliación por una hoja, donde el estudio de la Λ-categoŕıa se reduce al estudio de
la categoŕıa L-S usual. También supondremos que existen transversales no discretas, de
lo contrario, el espacio foliado no es más que una suma topológica de una cierta cantidad
de espacios homeomorfos a R. A los flujos minimales que cumplan estas condiciones los
llamaremos flujos minimales no triviales.

Las medidas transversas invariantes que tomaremos serán finitas en conjuntos com-
pactos. Supondremos siempre que el espacio ambiente es compacto. Nuestro objetivo es
probar que, bajo estas condiciones, la Λ-categoŕıa es nula. Dado que el espacio total es
compacto, existe un atlas foliado regular finito U = {(U1, ϕ1), ..., (UN , ϕN )}. Tomamos
transversales T1, ..., TN asociadas a las carta de U . La transversal

∐N
i=1 Ti es completa

para el flujo. Usaremos la notación sati(B) para la saturación de un conjunto B contenido
en la carta Ui respecto a las placas de dicha carta. Aśı mismo sat(B) denota la saturación
de un subconjunto B de X respecto a las hojas de F .
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Definición 5.5.1 Decimos que una cadena de cartas (ver definición 1.6.14) define una
transformación de holonomı́a si existe un camino c : [0, 1] → L, L ∈ F , tal que existe
una partición 0 = t0 < t1 < ... < tn−1 < tn = 1 de I tal que c([tj−1, tj ]) ⊂ Uij para
1 ≤ j ≤ n, sin pérdida de generalidad se puede suponer que c(0) ∈ Ti0 y c(1) ∈ Tin. Si C
es una cadena que define una transformación de holonomı́a entonces llamaremos φC a la
transformación inducida por la cadena. Consideraremos siempre que el dominio de defini-
ción de φC, domφC, es maximal. Una subcadena de una cadena C es una subsucesión de
C que es una cadena. Un ciclo es una cadena (Ui1 , ..., Uin) con Uin = Ui1. Diremos que la
cadena C = (Ui1 , ..., Uin) se puede componer con la cadena C′ = (Uj1 , ..., Ujm) si la colec-
ción CC′ = (Ui1 , ..., Uin , Uj1 , ..., Ujm) define una cadena, dicha cadena se llamará cadena
composición de C con C’. Para una cadena C, denotamos por Ck a la subcadena formada
por los k primeros elementos de C. Si Uij es la primera carta de una subcadena C′ de una
cadena C = (Ui1 , ..., Uin), entonces denotamos por C′ini = Cj. Una cadena C = (Ui1 , ..., Uin)
se dirá ciclable si la colección C̃ = (Ui1 , ..., Uin , Ui1) es un ciclo que define una transfor-
mación de holonomı́a. Para una cadena C = (Ui1 , ..., Uin), definimos la longitudde C como
l(C) = n, la cadena C−1 = (Uin , ..., Ui1) se llamará cadena inversa de C.

Definición 5.5.2 Sea C = (Ui1 , ..., Uin) una cadena que define una transformación de
holonomı́a. Diremos que C es una cadena homotópicamente trivial si el abierto S(C) =⋃n

j=1 satij (φCj (domφC)) es foliadamente homeomorfo R× domφC, donde consideramos la
estructura foliada que tiene por hojas a R × {∗}. Si V ⊂ domφC entonces denotaremos
S(C, V ) =

⋃n
j=1 satij (φCj (V )).

La siguiente afirmación se prueba sin dificultad.

Afirmación 2 Sea (X,F) un espacio foliado con dimF = 1. Sea V una transversal y φ
una transformación de holonomı́a no trivial tal que φ(V ) = V . Suponemos φ generada por
una cadena de cartas C = (Ui1 , ..., Uin). Entonces sat(V ) = S(C, V )).

Proposición 5.5.3 Sea (X,F) un flujo minimal. Si C = (Ui1 , ..., Uin) es una cadena que
define una transformación de holonomı́a tal que toda subcadena ciclable C′ cumple una de
las dos condiciones siguientes:

(a) φC̃′(W ) = W ,

(b) φC̃′(W ) ∩W = ∅.
donde W = φC′ini

(domφC) ∩ domφC̃′. Entonces C es homotópicamente trivial o (X,F) es
una suspensión minimal de dimensión 1.

Demostración:
La demostración se realiza por inducción en la longitud. Para l(C) = 1, tenemos C = {Ui1},
sólo hay una cadena ciclable y domφC̃ = Ti1 . Claramente C es una cadena homotópica-
mente trivial. Suponemos el resultado cierto para cualquier cadena C′ tal que l(C′) < n.
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Por hipótesis de inducción, o bien S(Cn−1) = X y es suspensión de dimensión 1, o bi-
en S(Cn−1, domφC) es foliadamente homeomorfo a R × domφC . En el primer caso la
inducción se sigue de modo trivial. Para el segundo caso debemos analizar qué ocurre
con el conjunto S(Cn−1) ∪ satin(φCn(domφC)). Sea P una placa en satin(φCn(domφC)).
El conjunto P ∩ S(Cn−1, domφC) es un abierto en P que puede estar compuesto por
una o dos componentes conexas por ser dimF = 1. Si todas las placas se intersecan
en una sola componente conexa, entonces, claramente, S(C) es foliadamente homeomor-
fo a R × domφC . Si alguna placa corta en dos componentes conexas, entonces existe
una subcadena ciclable C′ con φC̃′(domφC̃′) ∩ domφC̃′ 6= ∅. Por hipótesis φC̃′(W ) = W ,
donde W = φC′ini

(domφC) ∩ domφC̃′ .. La transformación φC̃′ no puede ser trivial o de
lo contrario alguna hoja de F seŕıa homeomorfa a S1 que contradice la minimalidad de
F . La Afirmación 2 implica que X = S(C′) ⊂ S(C) pues F es minimal, y por tanto
(X,F) = R×φC̃′

(φC′ini
W lo que concluye la demostración. ¤

Como el estudio de la Λ-categoŕıa de una suspensión minimal de dimensión 1 ya fue
abordado en la sección anterior, en lo sucesivo supondremos que el flujo minimal no es de
este tipo.

Definición 5.5.4 Para j ∈ {1, ..., N}, se definen los conjuntos E i(j) como las transfor-
maciones de holonomı́a generadas por cadenas de i cartas cuya primera carta de la cadena
es Uj. Claramente, estos conjuntos son finitos.

Definición 5.5.5 Sea V un abierto de algún Tj. Diremos que V es extensible respecto de
la transformación

φC ∈ En(j) , C = (Uj , Ui2 , ..., Uin) , V ⊂ domφC ,

si toda subcadena ciclable C′ cumple una de las dos condiciones siguientes:

(a) φC̃′(W ) = W ,

(b) φC̃′(W ) ∩W = ∅ ,

donde W = φC′ini
(V ) ∩ domφC̃′.

Observación 5.5.6 Por la minimalidad de F , es fácil probar que la medida tiene que
anularse en puntos o la medida no seŕıa finita en compactos. También podemos suponer que
∂ domφC tiene medida nula, donde domφC es el dominio maximal de cualquier aplicación
de holonomı́a asociada a una cadena de cartas C. Esto se deduce de que los bordes de estos
dominios dependen de los bordes de las transversales asociadas a las cartas, si tomamos un
refinamiento preciso del atlas tomado con los bordes suficientemente próximos, obtenemos
que estos bordes tienen que tener medida nula por la propiedad de regularidad exterior en
σ-compactos, que ya vimos en el Caṕıtulo 4 que se deduce de la finitud en compactos.
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Figura 5.2: Construcción de los abiertos tangencialmente categóricos para un flujo de
Krönecker irracional en el toro. El intervalo abierto transverso inicial se subdivide al
aparecer una transformación de holonomı́a no trivial. Los nuevos intervalos son extensibles
respecto de una cadena de mayor longitud, en la figura sólo se ve uno de los nuevos
subintervalos generados (I1).
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Lema 5.5.7 Sea (X,F ,Λ) un flujo minimal no trivial sobre un espacio compacto que
admite una medida transversa invariante finita en compactos. Sea V un abierto de algún
Tj para j ∈ {1, ..., N}, y sea n ∈ N. Existe una partición {F, V1, ..., Vi, ...} de V tal que F
es un cerrado en V de medida nula y los Vi son abiertos tales que para cada φ ∈ En(j)
con Vi ∩ domφ 6= ∅ se tiene Vi ⊂ domφ y es extensible respecto de φ.

Demostración:
Para n = 1 es trivial pues la única cadena es C = {Uj}, que cumple las condiciones
pedidas. Suponemos que tenemos la descomposición para el caso n− 1 y probaremos que
existe para el caso n. Es decir, tenemos una partición {F, V1, ..., Vi, ...} de V , donde F
es un cerrado en V de medida nula y los Vi, i ∈ N, son abiertos disjuntos extensibles
respecto de cualquier transformación φ ∈ En−1(j) tal que Vi ∩ domφ 6= ∅. El lema se
seguirá consiguiendo una partición {Fi, Vi,1, ..., Vi,n, ...} de cada Vi tal que cada Vi,k es
extensible respecto de todas las transformaciones φ ∈ En(j) con Vi,k ∩ domφ 6= ∅, y Fi es
un cerrado en Vi de medida nula. Probaremos esto para V1 y análogamente se procede en
cada Vi. Sean {φ1, ..., φL} = En(j) y Wk = V1 ∩dom(φk). Sea C(k) la cadena que origina a
φk. El conjunto de subcadenas ciclables de C(k) es finito. Denotaremos por {C1,k, ..., CM,k}
al conjunto de subcadenas ciclables de C(k) que no cumplen la condición de extensibilidad
para el abierto Wk. Por tanto

(i) φC̃1,k(φC1,k
ini

(V ) ∩ domφC̃1,k) ∩ (φC1,k
ini

(V ) ∩ domφC̃1,k) 6= ∅ ,

(ii) φC̃1,k(φC1,k
ini

(V ) ∩ domφC̃1,k) 6= φC1,k
ini

(V ) ∩ domφC̃1,k .

No se puede dar un contenido estricto

φC̃1,k(φC1,k
ini

(V ) ∩ domφC̃1,k)  φC1,k
ini

(V ) ∩ domφC̃1,k ,

pues de lo contrario el cerrado

⋂

n∈N
φn

C̃1,k
(φC1,k

ini
(V ) ∩ domφC̃1,k)

es no vaćıo e invariante por el pseudogrupo de holonomı́a, ya que dimF = 1, y esto
contradice el hecho de que F sea minimal. Se razona del mismo modo para la inclusión
inversa. Tomamos a continuación los abiertos

Wk,1 = int(Wk \ φ−1

C1,k
ini

(φC̃1,k(φC1,k
ini

(Wk) ∩ domφC̃1,k))) , k ∈ N .

Dichos abiertos cumplen la condición de extensión para la subcadena C1,k. Los abiertos

Ok,1 = Wk ∩ φ−1

C1,k
ini

(φC̃1,k(φC1,k
ini

(Wk) ∩ domφC̃1,k)) , k ∈ N
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pueden no cumplir la condición de extensión para la subcadena C1,k. Realizando el mismo
procedimiento anterior obtenemos los abiertos

Wk,2 = int(O1 \ φ−1

C1,k
ini

(φC1,k
ini

(O1) ∩ domφC̃1,k)) , k ∈ N ,

que cumplen la condición pedida. Si alguno de los abiertos

Ok,2 = Ok,1 ∩ φ−1

C1,k
ini

(φC̃1,k(φC1,k
ini

(Ok,1) ∩ domφC̃1,k))

no cumple la condición de extensión para la subcadena C1,k, entonces repetimos el proced-
imiento. Obtenemos recursivamente una familia de abiertos disjuntos Wk,n que cumplen
la condición de extensión para la subcadena C1,k. Aseguramos que este proceso termina
en una cantidad finita de pasos; es decir, para algún m(k) ∈ N el abierto Ok,m(k) es vaćıo.
De lo contrario, el cerrado

C =
⋂

j∈N
φC1,k

ini (Ok,j)

es no vaćıo y φ−1

C̃1,k
(C) ⊂ C. Como dimF = 1, obtenemos que el cerrado

⋂
j∈N φ−j

C̃1,k
(C)

es no vaćıo e invariante por la acción del pseudogrupo, que contradice el hecho de que
F es minimal. Para k fijo, los abiertos {Wk,j | 1 ≤ j ≤ m(k)} son disjuntos entre śı y
cumplen la condición de extensión respecto de la subcadena C1,k. De este modo obtenemos
L colecciones de abiertos disjuntos, {Wk,j | 1 ≤ j ≤ m(k)}, 1 ≤ k ≤ L, contenidos en
los Wk. Los conjuntos Wk \

⋃m(k)
j=1 Wk,j son cerrados en Wk y tienen medida nula pues

Λ(∂Wk,j) = 0 dado que los bordes de los dominios de las transformaciones de holonomı́a
tienen medida nula. Los abiertos Wk,j cumplen la condición de extensión para la subcadena
ciclable C1,k. Repitiendo este proceso M veces en cada uno de los abiertos que vamos
generando, obtenemos particiones finitas {Fk, Vk,1, ..., Vk,R(k)} de los Wk, donde Fk es
un cerrado en Wk de medida nula y cada Vk,i, 1 ≤ i ≤ R(k) es extensible respecto
de φk. Reenumeramos a la colección {V1,1, ..., V1,R(1), ..., VL,1, ..., VL,R(L)} por {S1, ..., SJ},
denotamos I = {1, ..., J} y definimos S(A) = (

⋂
i∈J\A Si) \ (

⋃
j∈A Sj) para A ⊂ I. Los

abiertos S(A) son disjuntos y cubren V1 salvo un cerrado de medida nula y son extensibles
respecto de cada φk tal que domφk ∩ S(A) 6= ∅.

Análogamente se procede en cada Vi de la partición que nos da la hipótesis de induc-
ción. Los abiertos construidos son disjuntos y, junto con el complementario de su unión,
forman una partición que cumple las condiciones del lema. Observamos que la partición
que obtenemos es, de hecho, finita. ¤

Sea V ⊂ Tj un abierto extensible respecto de una transformación φ ∈ En(j). Deno-
tamos por V φ al abierto tangencialmente categórico que origina dado por la Proposición
5.5.3. Dicho abierto admite una contracción por homotoṕıa integrable a V .

Lema 5.5.8 Sean φ1, ..., φk transformaciones originadas por cadenas de cartas de longitud
menor o igual que n cuya carta inicial sea Uj. Sea V ⊂ Tj un abierto contenido en los
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dominios de estas transformaciones que es extensible respecto de cualquier transformación
de holonomı́a φ ∈ E(2k+1)n(j) con V ∩ domφ 6= ∅. Entonces existe una transformación de
holonomı́a ψ inducida por una cadena de cartas de longitud menor o igual que (2k + 1)n
que cumple

k⋃

j=1

sati(φj)(φj(V )) ⊂ V ψ ,

donde i(φj) es la última carta de la cadena que induce a φj.

Demostración:
Si Ci son las cadenas que inducen las transformaciones φi, entonces basta tomar como ψ
a la transformación de holonomı́a inducida por la cadena C1C−1

1 · · · Ck−1C−1
k−1Ck. ¤

Teorema 5.5.9 Sea (X,F , Λ) un flujo minimal no trivial sobre un espacio compacto que
admite una medida transversa invariante finita en compactos. Entonces Cat(F , Λ) = 0.

Demostración:
Consideramos la notación anterior. Usando la regularidad exterior, tomamos un abierto V
en T1 con Λ-medida menor que ε y borde de medida nula. Dado que el espacio foliado es
minimal, la colección {sati(φ)(φ(V ∩dom(φ)))}, donde φ recorre todas la transformaciones
de holonomı́a cuya carta inicial es U1 e i(φ) es la carta final de las cadenas que inducen
dichas transformaciones, es un recubrimiento de X. Como X es compacto, existen trans-
formaciones φ1, ..., φk inducidas por cadenas de cartas de longitud menor o igual que un
n dado y tales que la familia S = {sati(φj)(φ(V ∩ dom(φj)) | 1 ≤ j ≤ k} recubre a X.
Usamos a continuación el Lema 5.5.7 y, para L = (2k + 1)n, obtenemos una partición
{F, V1, .., Vi, ...} de V , donde F es un cerrado en V de medida nula y los Vi son abiertos
extensibles respecto de cualquier transformación φ ∈ EL(1) con domφ∩Vi 6= ∅. Aplicando
el Lema 5.5.8 a cada abierto Vi obtenemos transformaciones de holonomı́a ψi, i ∈ N, tales
que

X =
∞,k⋃

i=1,j=1

sati(φj)(φj(Vi ∩ domφj)) = sat(∂V ∪ F ) ∪
⋃

i∈N
V ψi

i .

Por tanto, como sat(∂V ∪ F ) es un σ-compacto transversalmente nulo, obtenemos

Cat(F , Λ) ≤
∞∑

i=1

τΛ(V ψi
i ) ≤

∞∑

i=1

Λ(Vi) = Λ(V ) < ε .

Como ε puede escogerse tan pequeño como se desee, Cat(F ,Λ) = 0. ¤
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Observación 5.5.10 Las condiciones de que la medida transversa sea finita en compactos
o regular exterior no son fuertes en el sentido de que el teorema de representación de Riesz
provee medidas con estas dos condiciones. Para flujos minimales, dado que el crecimiento
de cada hoja es lineal, existe una medida transversa invariante que viene dada por el
teorema de representación de Riesz [30, 31].

Pregunta 5.5.11 Como acabamos de ver, si tenemos un flujo sobre un espacio compacto
y una medida transversa invariante finita en compactos, entonces la Λ-categoŕıa ayuda a
estudiar el carácter minimal de dicho flujo en el sentido de que Cat(F ,Λ) > 0 =⇒ el flujo
no es minimal. La cuestión que surge es ver bajo que condiciones el rećıproco es cierto;
el flujo de Denjoy es un contrajemplo considerando las hipótesis del Teorema 5.5.9 por lo
que necesitamos restringir el marco de trabajo.

Conjetura 5.5.12 Los resultados de este Caṕıtulo nos llevan de modo natural a formular
la siguiente conjetura. Sea (X,F , Λ) un espacio foliado minimal no trivial y Λ una medida
transversa invariante que finita en compactos. Entonces Cat(F , Λ) = 0. Dicha conjetura
es formulada en dimensión arbitraria y sin la hipótesis de compacidad.



Caṕıtulo 6

Semicontinuidad en variedades
cerradas

Adaptamos un resultado de E. Vogt y W. Singhof [37], que afirma que la categoŕıa
tangente es una función semicontinua en el espacio de foliaciones de C2 de una variedad C∞

cerrada dada. Este espacio puede describirse del siguiente modo. Consideramos la variedad
M embebida en un espacio eucĺıdeo RN . Identificamos una foliación C2 de dimensión
p con una aplicación M → RN2

que asigna a cada punto la proyección ortogonal de
RN en el espacio tangente dado por la foliación en ese punto. La topoloǵıa del espacio
de foliaciones de dimensión p y clase Ck+1 es la dada como subespacio del espacio de
aplicaciones M → RN2

de clase Ck+1, y lo denotaremos por Folkp(M).

Teorema 6.0.13 (Singhof, Vogt [37]) Para cualquier variedad cerrada M , la función

Cat : Fol1p(M) −→ R ∪ {∞}
es superiormente semicontinua.

Usamos T t F para denotar que T es transversa a F en sentido diferenciable. A lo largo
del caṕıtulo, para una homotoṕıa integrable H : U × I → (M,F), usamos indistintamente
la notación H1(x) y H(x, 1) para el paso final de la deformación en un punto x ∈ U y
siempre supondremos H(x, 0) = x.

6.1. Consideraciones previas

El Teorema 6.0.13 es consecuencia inmediata del siguiente resultado:

Lema 6.1.1 (Singhof, Vogt [37]) Sea M una variedad cerrada C∞ y F una foliación
C2 de dimensión p sobre M . Si U es un abierto F-categórico y W es un abierto con
W ⊂ U , entonces existe un entorno V de F en Fol1p(M) tal que W es G-categórico para
toda G ∈ V. Además, podemos suponer que las G-contracciones de V son C1.

83
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Además tenemos en cuenta los siguientes dos resultados.

Proposición 6.1.2 (Singhof, Vogt [37]) Sea M una n-subvariedad cerrada de RN y
F ∈ Fol1p(M). Sean A1, ..., Am (n − p)-subvariedades C1 compactas de M transversas a
F , sea Ci ⊂ Ai un collar del borde de Ai y denotamos A =

⋃
i(Ai \ Ci). Entonces existe

un entorno V en Fol1p(M) y un entorno W de A en M tal que W es tangencialmente
contráctil para cada G ∈ V.

Proposición 6.1.3 (Singhof, Vogt [37]) Sea F ∈ Fol1p(M), sea U un abierto en M y
sea F : U × I → M una homotoṕıa integrable con F (x, 0) = x para todo x ∈ U . Sea
ε > 0 y K un subconjunto compacto de U . Entonces existe un entorno V de F tal que,
para toda G ∈ V, existe una G-homotoṕıa integrable G : U × I → M con G(x, 0) = x para
todo x ∈ U y |F −G| < ε en K × I.

En la próxima proposición, Bk
r denota la bola abierta en dimensión k de radio r y Dk

r

denota la correspondiente bola cerrada.

Proposición 6.1.4 (Singhof, Vogt [37]) Sea F una foliación Cr+1 en una variedad
cerrada M ⊂ RN con dimF = p y dimM = n, y sea a ∈ M . Sea ϕ : Bp

3×Bn−p
4 → U ⊂ M

la parametrización asociada a una carta foliada centrada en a. Entonces existe un entorno
V de F en Folrp(M) tal que, para cada G ∈ V y cada t ∈ Bn−p

3 , hay una aplicación
gt : Bp

3 → Bn−p
4 con las siguientes propiedades:

(i) La aplicación g : Bp
3 ×Bn−p

3 −→ Bp
3 ×Bn−p

4 definida como (x, t) 7→ (x, gt(x)) es un
Cr+1-embebimiento .

(ii) Bp
3 ×Bn−p

2 está contenido en la imagen de g y Bp
3 ×Bn−p

1 está contenido en g(Bp
3 ×

Bn−p
2 ).

(iii) Para cada t ∈ Bn−p
3 , el conjunto {(x, gt(x)) | x ∈ Bp

3} está contenido en la hoja de
la imagen rećıproca ϕ∗G de G a Bp

3 ×Bn−p
4 a través del punto (0, t).

Además g está uńıvocamente determinada por (i) y (iii), la aplicación definida como ϕ◦g :
Bp

3 × Bn−p
3 → Ug ⊂ M es una Cr+1-parametrización de una carta foliada para G y

ϕ(Bp
3 ×Bn−p

2 ) ⊂ Ug, donde Ug = ϕ ◦ g(Bp
3 ×Bn−p

3 ).

Definición 6.1.5 (Singhof, Vogt [37]) En las condiciones de la Proposición 6.1.4, a la
familia {ϕ ◦ g | G ∈ V} se le llama una parametrización local simultánea de V en M .

Las parametrizaciones simultáneas permiten trabajar con las foliaciones próximas a
una dada de forma muy cómoda, las usaremos para probar uno de los lemas de importancia
del caṕıtulo.

Como motivación previa tomaremos los flujos de Krönecker, cuya Λ-categoŕıa ya fue
calculada en los caṕıtulos previos. En este caso nos restringimos a estas foliaciones y
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Figura 6.1: Función de Thomae.

tenemos en cuenta que el subespacio de los flujos de Krönecker {Fα | α ∈ R} ⊂ Fol∞1 (T 2)
es homeomorfo a R por la aplicación Fα 7→ α. Si dejamos la medida fija en el meridiano,
tomando la de Lebesgue normalizada, el cálculo de la Λ-categoŕıa da una función que vale
| 2n | en los racionales m

n con m y n primos entre śı, 2 en 0 y 0 en los irracionales, que es
claramente semicontinua superiormente (Figura 6.1). Esta función es la de Thomae, en
análisis elemental es usada para encontrar un ejemplo de funciones Riemann-integrables
cuya composición no es Riemann-integrable.

6.2. Topoloǵıas para foliaciones con medida invariante

Sobre el mismo ejemplo, considerando solo el caso de pendiente racional, permitamos
también variar la medida “continuamente” cuando calculamos respecto a la medida de
Lebesgue normalizada en un ćırculo perpendicular. Entonces obtenemos una función que
vale 2

m2+n2 en los racionales m
n con m y n primos entre si (ver Ejemplo 7), de nuevo vuelve

a ser una función semicontinua superiormente.
Los ejemplos anteriores sugieren que la Λ-categoŕıa es semicontinua superiormente,

no sólo permitiendo variar la foliación sino también la medida transversa. En [25] ya se
abordó este tema cosiderando la topoloǵıa dada por la norma de las medidas.

En lo sucesivo supondremos que las medidas transversas son finitas en compactos.

Proposición 6.2.1 Si S es una transversal en sentido diferenciable completa para una
foliación F , entonces existe un entorno US(F) de F en Fol1p(M) tal que S también es
transversal completa para G ∈ US(F).

Definición 6.2.2 (Topoloǵıa fuerte) Sea (F ,Λ) una foliación C2 de dimensión p en
M con medida transversa invariante, U un entorno de F en Fol1p(M), T una transversal
completa para F y ε un número real positivo. Se define

U(F , Λ,U , T, ε) = {(G, ∆) | G ∈ U, T t G y ‖ΛT −∆T ‖ < ε} ,

2 
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donde (G, ∆) es foliación C2 de dimensión p en M con medida transversa invariante. Estos
conjuntos forman una subbase que da lugar a una topoloǵıa en el conjunto de foliaciones C2

de dimensión p de M con medida transversa invariante finita en compactos. Denotaremos
a este espacio topológico por FolMed1

p(M).

Para los espacios polacos localmente compactos también disponemos de la topoloǵıa
débil para las medidas. Una sucesión {Λn} de medidas en un espacio polaco localmente
compacto P convergen a una medida Λ si, para toda función continua f : P → R, la
sucesión

∫
P f dΛn converge a

∫
P f dΛ. Esta topoloǵıa es más gruesa que la topoloǵıa de la

norma.

Definición 6.2.3 (Topoloǵıa débil) Sea (Fn,Λn) una sucesión de foliaciones C2 con
medida transversa invariante sobre una variedad cerrada M . Diremos que (Fn,Λn) con-
verge débilmente a (F ,Λ) si Fn converge a F en Fol1p(M) y para toda transversal completa
T de F y toda función continua f : T → R se tiene que la sucesión

∫
T f dΛn converge a∫

T f dΛ. Al espacio topológico caracterizado por esta convergencia lo denotaremos por

W FolMed1
p(M) .

Observación 6.2.4 Como la medida es finita en compactos, tenemos que dicha medida
es regular exterior es σ-compactos. También es regular interior en abiertos, es decir, para
cualquier abierto V contenido en una transversal a F , se tiene

Λ(V ) = max{Λ(K) | K ⊂ V , K compacto } .

La demostración usa argumentos análogos a los utilizados en el Caṕıtulo 4.

6.3. Semicontinuidad de la Λ-categoŕıa

La semicontinuidad en el caso de la topoloǵıa fuerte fue probada en [25]. Usaremos
técnicas similares para abordar el caso débil. La parte fundamental de este caṕıtulo
está concentrada en el Lema 6.3.13, del cual se deduce la semicontinuidad de forma in-
mediata. Previamente introduciremos conceptos que nos serán útiles posteriormente.

Definición 6.3.1 Sea f : A → B una aplicación. Se define la n-preimagen de f como:

F f
n = {x ∈ A | #f−1({f(x)}) = n} , n ∈ N ∪ {∞} .

En la Definición 6.3.1, si f es continua, no es dif́ıcil probar que los conjuntos F f
n son

σ-compactos, y por tanto medibles.

Definición 6.3.2 Un abierto U de un espacio foliado se dice que es regular si existe una
cantidad finita de transversales en sentido diferenciable locales T1, ..., Tk contenidas en U
y tales que cualquier hoja de FU corta a alguna de estas transversales.
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Observación 6.3.3 Sea U un abierto de M y K ⊂ U un compacto. Entonces existe un
abierto regular V tal que K ⊂ V ⊂ V ⊂ U . Esto se prueba recubriendo K con una cantidad
finita de cartas foliadas cuyas clausuras estén contenidas en U .

Observación 6.3.4 Sea (M,F) una variedad cerrada C∞ foliada, sea U un abierto reg-
ular F-categórico y sea H una F-contracción por homotoṕıa integrable. Usando ahora el
Lema 1.5.9, podemos encontrar transversales locales T1, ..., Tk que cumplan las dos condi-
ciones siguientes:

(1) Cada hoja de FU corta a cada Ti en a lo sumo un punto, y al menos corta a alguno
de ellos.

(2) H1(Ti) es una transversal local (embebida) para F .

Usando argumentos de posición general es fácil encontrar una F-contracción G tal que
Λ(G1(U)) ≤ Λ(H1(U)) y G1(Ti) es una transversal diferenciable de F y 1 ≤ i ≤ k. En
consecuencia, supondremos también que

(3) H1(Ti) es una transversal diferenciable de F .

Por tanto tenemos que H1(U) = H1(
⋃k

i=1 Tk). Teniendo en cuenta esto y que H1 :⋃k
i=1 Ti → M es una aplicación continua, el siguiente lema es evidente.

Lema 6.3.5 Sea U abierto regular F-categórico, H una F-contracción por homotoṕıa
integrable, T1, ..., Tk transversales locales en las condiciones anteriores y Λ una medida
transversa invariante. Entonces

Λ̃(H1(U)) =
k∑

i=1

Λ̃(H1(FH1
i )) =

k∑

i=1

1
i

Λ(FH1
i ) ,

donde consideramos H1 :
⋃k

i=1 Ti → M .

Definición 6.3.6 Sean H : U × I → X y G : V × I → X homotoṕıas con G0 = idU y
H(U, 1) ⊂ V . Definimos H ∗G : U × I → X la homotoṕıa definida como

H ∗G(x, t) =

{
H(x, 2t) si 0 ≤ t ≤ 1

2

G(H1(x), 2t− 1) si 1
2 ≤ t ≤ 1.

El siguiente lema muestra una propiedad interesante sobre el comportamiento de Λ̃
cuando se componen homotoṕıas sucesivamente, en el sentido expresado en la Definición
6.3.6.
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Lema 6.3.7 Sean U un abierto regular F-categórico, H : U × I → M una F-contracción
por homotoṕıa integrable, T1, ..., Tk como en el Lema 6.3.5 y Λ una medida transversa
invariante. Sea O un abierto que contiene a H1(U) =

⋃k
i=1 H1(Ti) tal que cada hoja de

FO corta a H1(U). Sea G una F-contracción por homotoṕıa integrable de O. Entonces

Λ̃(H1(U)) ≥ Λ̃(H ∗G1(U)) .

Demostración:
Sólo hay que observar que

⋃j
i=1 FH1

i ⊃ ⋃j
i=1 FH∗G1

i para 1 ≤ j ≤ k y aplicar el Lema
6.3.5. ¤

El siguiente lema se prueba de forma análoga.

Lema 6.3.8 Sea K un σ-compacto contenido en O que corte a cada hoja de FO. Entonces

Λ̃(H1(U)) ≥ Λ̃(G1(K)) .

Definición 6.3.9 Sea Λn una sucesión de medidas que convergen débilmente a Λ. Un
conjunto medible E se dice estable si ĺımΛn(E) = Λ(E).

Observación 6.3.10 Dado que consideramos al convergencia débil de las medidas, en
general existen conjuntos medibles no estables. Por el Lema de Urysohn y la regularidad de
las medidas (véase Observación 6.2.4), es fácil ver que los abiertos U tales que Λn(∂U) =
Λ(∂U) = 0 para todo n ∈ N son cojuntos estables. Esta clase de abiertos da lugar a una
base para la topoloǵıa de las transversales, por tanto podemos suponer que las transversales
Ti son estables.

Proposición 6.3.11 Sea (F ,Λ) ∈ W FolMed1
p(M), U un abierto regular tangencialmente

categórico, H : U × I → M una F-contracción por homotoṕıa integrable, W un abierto tal
que W ⊂ U . Suponemos dadas transversales T1, ..., Tk en las condiciones del Lema 6.3.5 y
ε, δ > 0. Entonces, para toda sucesión (Fn, Λn) converjente a (F , Λ) en W FolMed1

p(M),
existe N ∈ N tal que, ∀n ≥ N , se cumple que

(1) las transversales T1, ..., Tk, H1(T1), ...,H1(Tk) de F son transversas a Fn,

(2) |Λ(H(Ti × {1}))− Λn(H(Ti × {1}))| < ε, para 1 ≤ i ≤ k,

(3) existen homotoṕıas integrables HFn de W para cada (Fn,Λn) tales que |H(x, t) −
HFn(x, t)| < δ para x ∈ W .

Demostración:
Es un corolario de la Proposición 6.2.1 y las definiciones dadas hasta el momento. La
propiedad (2) es consecuencia de la Observación 6.3.10. Recordamos que las medidas en
las condiciones del teorema de representación de Riesz son regulares. La propiedad (3) se
deduce de la Proposición 6.1.3. ¤

Sin ninguna dificultad, se prueba la siguiente afirmación.
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Afirmación 3 Usando la notación Ai = H1(Ti), existen entornos Ci en forma de collar
de los bordes de Ai tales que H1(W ) ⊂ ⋃k

i=1 Ai \ Ci.

Sea P el abierto que contiene a
⋃k

i=1 Ai \ Ci que da la Proposición 6.1.2. Tomando N
más grande si es necesario, podemos asegurar que P es Fn-categórico para cada n ≥ N .
Denotaremos por GFn a las Fn-contracciones para P .

Proposición 6.3.12 Tomando N más grande si es necesario, existe un abierto P ′ ⊂ P
tal que H1(W ) ⊂ P ′ y toda hoja de Fn P ′ corta a

⋃k
i=1 Ai \ Ci para n ≥ N .

La demostración de está proposición es técnica por lo que la posponemos hasta el final
del caṕıtulo a fin de no romper la continuidad de los argumentos.

Lema 6.3.13 Sea U un abierto regular F-categórico, H una F-contracción para U y W un
abierto con W ⊂ U . Entonces, para cada ε > 0 y para toda sucesión (Fn, Λn) converjente
a (F , Λ) en W FolMed1

p(M), existe N ∈ N y existen Fn-contracciones JFn de W para
cada (Fn, Λn) con n ≥ N tales que

Λ̃(JFn
1 (W )) ≤ Λ̃(H1(U)) + ε .

Demostración:
Comenzamos usando las Observaciones 6.3.4 junto con la Afirmación 3 y las Proposiciones
6.3.12 y 6.3.11. Obtenemos que existe N ∈ N de F tal que, para cada (Fn, Λn) con n ≥ N ,
existe una homotoṕıa integrable HFn tal que HFn

1 (W ) ⊂ P ′ (donde P ′ es el abierto que
nos da la Proposición 6.3.12). Además, existen Fn-contracciones GFn de P ′. Podemos
suponer

|Λn(
k⋃

i=1

Ai)− Λ(
k⋃

i=1

Ai)| < ε ,

para n ≥ N por la la Observación 6.3.10. Por tanto, usando el Lema 6.3.8, tenemos

Λ(H1(U)) + ε = Λ(
k⋃

i=1

H1(Ti)) + ε

≥ Λn(
k⋃

i=1

H1(Ti))

≥ Λn(
k⋃

i=1

(Ai \ Ci))

≥ Λn(
k⋃

i=1

P ′ ∩ (Ai \ Ci))

≥ Λn(HFn ∗GFn
1 (W ))
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de donde obtenemos el resultado tomando JFn = HFn ∗GFn . ¤

Este es el lema básico de la sección. Ahora vemos como la semicontinuidad superior se
obtiene como consecuencia.

Teorema 6.3.14 La aplicación

CatTop : W FolMed1
p(M) −→ R

es semicontinua superiormente.

Demostración:
Como M es compacta, podemos restringirnos a recubrimientos por abiertos tangencial-
mente categóricos para calcular la Λ-categoŕıa [25].

Hay que probar que, para todo ε > 0 y para cada sucesión (Fn, Λn) convergente a
(F , Λ) en W FolMed∞p (M), existe N ∈ N tal que Cat(Fn, Λn) ≤ Cat(F , Λ) + ε para todo
n ≥ N .

Tomamos un recubrimiento finito {U1, ..., UK} por abiertos F-categóricos de M , y
F-contracciones H1, ..., Hn tales que

K∑

i=1

Λ(H i
1(Ui)) ≤ Cat(F , Λ) +

ε

2
.

Usando paracompacidad y la Observación 6.3.3, podemos suponer que cada Ui es un
abierto regular. Utilizando paracompacidad nuevamente, obtenemos una serie de abiertos
Wi, i = 1, ..., K, que forman un recubrimiento de M y tales que Wi ⊂ Ui. Por el Lema
6.3.13, obtenemos N ∈ N y Fn-contracciones HFn,i : Wi × I → M para 1 ≤ i ≤ K y
n ≥ N tales que

Λn(HFn,i
1 (Wi)) ≤ Λ(H i

1(Ui)) +
ε

2K
.

Finalmente, para n ≥ N , se tiene

Cat(Fn,Λn) ≤
K∑

i=1

Λn(HG,i
1 (Wi))

≤
K∑

i=1

Λ(H i
1(Ui)) +

ε

2

≤ Cat(F , Λ) + ε

que es precisamente la condición de semicontinuidad superior. ¤

Solo resta probar ahora la Proposición 6.3.12 para concluir el caṕıtulo. Se estudiará el
caso más simple en que T sea una transversal local contenida en una parametrización local
simultánea. Es claro que este caso implica probar el caso general.
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Antes de comenzar la prueba, introducimos una métrica en Fol1p(M). Recordamos que
una foliación C1 F se identifica con una C1-aplicación F : M → RN2

. La aplicación
Fp : RN → RN es la proyección ortogonal de RN en el subespacio vectorial tangente a F
en p, considerando M embebida en RN .

Definición 6.3.15 Si F y G son foliaciones en M de la misma dimensión, definimos su
distancia foliada como

d(F ,G) = maxp∈M ‖Fp − Gp‖ .

Observación 6.3.16 Es claro que d está bien definida pues M es compacta. Es claro
también que d es una distancia en Fol1p(M) que nos da su topoloǵıa. Observamos también
que d puede definirse sin asumir que las foliaciones tengan dimensiones iguales, obteniendo
una métrica en Fol1(M). Este punto de vista no ofrece nueva información teniendo en
cuenta que los Fol1p(M) seŕıan cerrados y abiertos respecto de la métrica d.

Como la prueba de la Proposición 6.3.12 se puede reducir a una cuestión local, interpre-
tamos la distancia foliada desde el punto de vista de parametrizaciones locales simultáneas.
Seguiremos la notación de la Proposición 6.1.4. Restringiéndonos a las parametrizaciones,
podemos ignorar a la variedad ambiente.

Sea {ϕ ◦ g | G ∈ V} una parametrización local simúltanea entorno a un punto a =
ϕ(0, 0) ∈ M , siguiendo la Definición 6.1.5.

Definición 6.3.17 Sean G,O ∈ V. Se define la distancia foliada en ϕ como

dϕ(G,O) = maxx∈Dp
3×Dn−p

1
‖Fp − Gp‖ .

Podemos reconstruir la topoloǵıa de Fol1p(M) tomando como subbase las bolas asoci-
adas a una sucesión (finita) de distancias foliadas asociadas a parametrizaciones locales
simultáneas que recubran a M . Por tanto podemos reducirnos al caso en que la variedad
es Rn y F es la foliación estándar por planos paralelos de dimensión p. No hay más que
tomar un difeomorfismo foliado α entre int(Dp

3 ×Dn−p
1 ) y Rn, con α(0) = 0.

Definición 6.3.18 Sea F la foliación de dimensión p en Rn definida por traslaciones del
subespacio xp+1 = 0, ..., xn = 0. Para ε, δ > 0, definimos

R0(ε, δ) = {(x1, ..., xn) | ‖(xp+1, ..., xn)‖ ≤ ε‖(x1, ..., xp)‖ , ‖(x1, ..., xn)‖ ≤ δ} .

Para a ∈ M , se define el conjunto Ra(ε, δ) = a + R0(ε, δ) (ver Figura 6.2).

Observación 6.3.19 Se tiene que d(F ,G) < ε si y solo si TaG ⊂ Ra(ε,∞) ∀a ∈ Rn,
donde TaG donota el espacio tangente a G en a.
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Lema 6.3.20 Sea f : Rp → Rn−p una aplicación C1 tal que f(0) = 0 y la aplicación
lineal df(x) tenga su grafo contenido en R0(ε,∞) para todo x ∈ Rp. Entonces el grafo de
f está contenido en R0(ε,∞).

Demostración:
Previamente nos fijamos en que el caso con p = 1 y n = 2 se deduce inmediatamente a
partir del teorema del valor medio.

Probamos ahora el resultado por inducción para p = 1 y n arbitrario. Supongamos que
el resultado es falso para algún n−1 > 1. Por tanto existe un y ∈ R tal que ‖f(y)‖ > ε|y|.
Sea πy : Rn−1 → 〈f(y)〉 ∼= R la proyección ortogonal en el subespacio generado por f(y).
La aplicación πy ◦ f cumple que, para todo t ∈ R,

‖(πy ◦ f)′(t)‖ = ‖πy(f ′(t))‖ ≤ ‖f ′(t)‖ ≤ ε .

Sin embargo ‖πy◦f(y)‖ = ‖f(y)‖ > ε|y| en contra de lo dicho anteriormente para funciones
reales de una variable real.

Sea ahora f en las condiciones del lema. Si el resultado es falso, existe algún y ∈ Rp

tal que ‖f(y)‖ > ε‖y‖. Definimos p : R→ Rp como p(t) = t · y. Se tiene

‖(f ◦ p)′(t)‖ = ‖dfp(t)(p
′(t))‖ ≤ ε ‖y‖

para todo t ∈ R. Sin embargo

‖f ◦ p (1)‖ = ‖f(y)‖ > ε‖y‖ ,

que constituye una contradicción. ¤

Observación 6.3.21 Para nuestros propósitos, en el contexto del lema anterior, el grafo
de f es una hoja de una foliación próxima a F . En consecuencia, volviendo a nuestra
parametrización, se deduce que, si (v, w) ∈ Bp

3 × Bn−p
1 , entonces existe una región com-

pacta,
α−1(Rα(v,w)(ε,∞)) ,

tal que toda hoja en Dp
3×Dn−p

1 de ϕ∗G que pasa por (v, w) está contenida en dicha región
(si es necesario hay que hacer el abierto V que nos da la parametrización local simultánea
algo más pequeño).

Ahora ya tenemos todo lo necesario para abordar la demostración de la Proposición 6.3.12.
Consideramos el caso particular T = {0}×Bn−p

1
2

, que es una transversal local embebida en

Bp
3×Bn−p

1 . Definimos el ρ-tubo de T como U(T, ρ) = Bp
ρ×Bn−p

1
2

, 0 < ρ < 3. El borde de la

transversal ∂T es compacto, y para cada punto x ∈ ∂T consideramos una región compacta
Rx en las condiciones de la Observación 6.3.21. El conjunto K =

⋃
x∈∂T Rx es compacto, y

por tanto cerrado. El conjunto P (T, ρ) = U(T, ρ)\K es un entorno abierto de T y cumple



6.3 Semicontinuidad de la Λ-categoŕıa 93

Figura 6.2: En esta figura se visualizan las regiones R0(ε,∞). Para los casos con (p, n)
igual a (1, 2), (2, 3) y (1, 3).

las condiciones pedidas en una bola centrada en F de radio suficientemente pequeño (esto
se prueba fácilmente como consecuencia del Lema 6.3.20, obsérvese la Figura 6.3 para más
detalles).
Demostración:
[Demostración de la Proposición 6.3.12] En las condiciones de la Proposición 6.3.12, existen
k transversales S1, ..., Sk tales que Si ⊂ Ai \ Ci, 1 ≤ i ≤ k, y H1(W ) ⊂ ⋃k

i=1 Si. En
consecuencia, si P es un entorno de

⋃k
i=1 Ai \ Ci existe un entorno V de F en Fol1p(M) y

existe entorno abierto P (Si, ρi) ⊂ P de cada Si tal que cada hoja de GP (Si,ρi) corta a Si (y
por tanto a Ai \Ci) para G ∈ V. El abierto

⋃k
i=1 P (Si, ρi) cumple las condiciones pedidas.

¤

La utilidad del Teorema 6.3.14 es clara: nos permite obtener cotas inferiores para la Λ-
categoŕıa siempre que seamos capaces de aproximar una foliación por otras con Λ-categoŕıa
conocida.

Pregunta 6.3.22 En este caṕıtulo no hemos abordado el problema de la semicontinuidad
en el caso de la Λ-categoŕıa medible. Los resultados de Vogt y Singhof que usamos reit-
eradamente en este caṕıtulo no se generalizan inmediatamente al caso medible por lo que
parece más natural el enfoque topológico. También queda como cuestión abierta si este
resultado es aplicable cuando consideramos foliaciones de clase ≤ 1.
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Figura 6.3: En esta figura se visualizan los abiertos construidos para transversales en
ejemplos donde p y n vaŕıan. Se muestran los casos con (p, n) igual a (1, 2), (2, 3) y (1, 3).
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[8] H. Colman Vale Categoŕıa L-S en foliaciones. Tesis, Departamento de Xeometŕıa
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37–59 (1977).
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