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Introduccion

Se pretende en esta memoria ahondar mas en las propiedades de la categoria LS para
espacios foliados con medida transversa invariante, introducida por este autor en [25]
(2007). En ese caso la version era mds topoldgica y se investigaba su comportamiento en
diversos tipos de espacios foliados. Nuestro objetivo en el presente trabajo es extender
algo mas los resultados que alli se obtuvieron y, adicionalmente, presentar una versién de
categoria LS para espacios medibles foliados (véase [3]). También se introduce una variante
medible de la categoria tangente, introducida por Hellen Colman y Enrique Macias [8, 24].

La categoria de Lusternik-Schnirelmann para espacios topoldgicos fue introducida en
1934 en el contexto del calculo de variaciones. Se trata de un invariante de homotopia
definido como el minimo cardinal de un recubrimiento por abiertos contrictiles en un
espacio topoldgico. Este nimero da una cota inferior al nimero de puntos criticos de
cualquier funcién diferenciable sobre una variedad cerrada [20]. En este sentido es un
complemento a la teoria de Morse.

Pese a la simplicidad de su definicién, es un invariante dificil de calcular en casos con-
cretos. Las herramientas de calculo suelen pasar por técnicas de homotopia y acotaciones
por invariantes de topologia algebraica.

Existen generalizaciones diversas de la categoria LS. En particular, se ha adaptado
al contexto de foliaciones. En su tesis doctoral, Hellen Colman introduce dos tipos de
adaptaciones de la categoria LS: la categoria transversa y la tangente. También adapta
resultados sobre el calculo y las propiedades de la categoria LS clasica, sobre todo para la
categoria transversa.

La categoria tangente ha sido intensamente estudiada por E. Vogt y W. Singhof. Las
homotopias que se consideran son las integrables, definidas como las que conservan cada
hoja. Un abierto se dice tangencialmente categdrico si existe una homotopia integrable
que deforme a un punto cada componente conexa de los abiertos que induce en cada hoja.
La categoria tangente es el cardinal minimo de un recubrimiento por abiertos tangencial-
mente categéricos. Las homotopias integrables tienen relacién con las transformaciones
del pseudogrupo de holonomia asociado a una foliacién. Se puede intuir que la categoria
tangente debe guardar informacién interesante acerca de la dindmica transversa de una
foliacion.

Nuestro propdsito es establecer una versién alternativa de la categoria tangente. Para
ello usamos la teorfa de Connes para foliaciones con medida transversa invariante (medi-
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da en transversales invariante para las transformaciones del pseudogrupo de holonomia).
Esta teoria se ha usado para dar versiones foliadas de invariantes de variedades como los
numeros de Betti, la caracteristica de Euler, la teoria del indice, la férmula de la traza,...

La definicién de espacio medible foliado es similar a la de espacio foliado, en el espacio
subyacente se supone dada una estructura medible y una topologia (la topologia de las
hojas), donde la parte transversa de las cartas foliadas es un espacio medible estdndar y
la parte tangente es homeomorfa a R". Los espacios medibles foliados deben interpretarse
como la estructura minimal que puede soportar a la teoria y construcciones de Connes.
El analogo de las homotopias integrables son las homotopias medibles, que son medibles
y continuas respecto a la topologia de las hojas.

Para un espacio medible foliado, siempre existe una extensiéon de cualquier medida
transversa invariante A a una medida A en el espacio ambiente. Intuitivamente, A se
define como el apareamiento de A con la medida de contar en las hojas. Esta extension es
Unica exigiendo ciertas condiciones y la llamaremos extensién coherente. Este resultado se
prueba en el Capitulo 2.

Para definir la A-categoria LS de un espacio foliado X y una medida transversa invari-
ante A debemos tener en cuenta el peso transverso de las deformaciones tangentes de los
abiertos del espacio. Primeramente medimos respecto a la extensién coherente, A, el con-
junto H(U x {1}), donde U es abierto y H es una homotopia integrable comenzando con
la inclusiéon U — X. Es decir, se mide el peso transverso de la fase final de la deformacion.
Entonces se define

T(U) = inf{/NX(H(U x {1})) | con H deformacién integrable de U — X }.

Para un recubrimiento abierto i, se define

veu

Es decir, 7 es una aplicacién que optimiza el peso transverso al considerar todas las de-
formaciones integrables posibles que pueden actuar sobre los abiertos de un recubrimiento
abierto de la foliacion. La A-categoria se define como el infimo de estas cantidades al
recorrer U todos los recubrimientos abiertos. En el caso de un espacio medible foliado la
definicion es andloga cambiando homotopias integrables por homotopias medibles y toman-
do recubrimientos numerables por abiertos medibles. Sin esta condicién de numerabilidad,
las medidas que se anulasen puntualmente trivializarian la A-categoria.

El trabajo fundamental consiste en adaptar a esta A-categoria los resultados clédsicos
para la categoria LS usual y ver qué similitudes puede tener con la categoria tangente.
Los primeros resultados se refieren a métodos de cédlculo de la A-categoria. Para espacios
foliados L x T con hojas L x {x}, se tiene el resultado esperable:

Catrop(F, A) = Catyea(F, A) = Cat(L) - A(T),

donde Cat es la categoria clasica y Catrop y Catyreq se refieren a las A-categorias topolégica
y medible respectivamente.



Si la foliacion estd constituida por hojas cerradas, entonces una medida transversa
invariante A para X induce una medida Az en el cociente X/F. Utilizamos en este con-
texto los trabajos de Epstein y de Sullivan [13, 12]. Para el caso especial de foliaciones
compactas-Hausdorff, se obtiene en [25], que si A es absolutamente continua respecto a
la medida de Lebesgue y regular exterior, entonces

Catrop(F, A) = Cat(L) dAF(L) .
X/F

Medidas transversas invariantes en estas condiciones se pueden conseguir siempre puesto
que las foliaciones compactas-Hausdorff son riemannianas. Generalizamos este resultado
al caso de espacios foliados compactos-Hausdorff donde la medida transversa invariante
es finita en compactos. Ademéas comprobamos que esta relacion es cierta en el caso de
espacios foliados por hojas compactas en el contexto de A-categoria medible.

En [25] se demuestra que la A-categoria topolégica se anula en el caso de los flujos de
Kronecker de pendiente irracional. Gracias a una aplicacién del teorema de Rohlin (véase
e.g. [34]) somos capaces de generalizar este resultado a suspensiones libres por grupos de
Rohlin. También obtendremos que los flujos minimales tienen A-categoria nula.

Se adapta también un resultado de E. Vogt y W. Singhof que afirma que la categoria
tangente es una funcién semicontinua superiormente en el espacio de foliaciones de dimen-
sién fija sobre una variedad cerrada. Para la A-categoria topoldgica ya existe en [25] una
adaptacién de este resultado. Se define un espacio topolédgico de foliaciones con medidas
transversas invariantes sobre una variedad cerrada y se prueba la semicontinuidad en este
espacio. En aquel caso, la topologia usada para aproximar las medidas transversas era la
norma de la diferencia en una transversal dada. En el actual trabajo se utilizara la topologia
débil de las normas, que es més gruesa que la topologia de la norma. Se tendrd también
la semicontinuidad superior de la A-categoria topoldgica sobre este espacio.

Sobre el resultado de minimizacién de puntos criticos que da la categoria clasica, se
consigue una version para el caso de espacios foliados por hojas compactas. Se consideran
funciones medibles cuyas restricciones a las hojas son diferenciables. Bajo estas condi-
ciones, la diferencial varia mediblemente en el espacio ambiente (esto dltimo es una ob-
servacién debida a M. Bermidez). Dada una funcién f de estas caracteristicas, se define
Critz(f) como el conjunto de todos los puntos criticos de las restricciones de f a las hojas.
Se tiene

Catyged (F, A) < A(Critx(f)) .

Es decir, la A-categoria acota inferiormente el peso transverso de los puntos criticos de
este tipo de funciones.
Para una variedad se tiene el siguiente resultado clasico:

Nil H*(M, R) < Cat(M) ,

donde H *(M, R) es el anillo de cohomologia reducida sobre M con coeficientes en un anillo
conmutativo R, y Nil denota el orden de nilpotencia de un anillo; es decir, el nimero
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minimo de veces que debe multiplicarse consigo mismo para obtener el subconjunto cero.
Para espacios foliados por hojas compactas, obtenemos el siguiente resultado

/ Nil H*(L, R) dA£(L) < Catygea(F, A) < Catrrop(F, A) .
X/F

Realizamos el calculo de nuestros invariantes en diversos ejemplos para comprobar la
utilidad de nuestros resultados.

Quiero expresar mi més profundo agradecimiento al Profesor Dr. D. Jesis Antonio
Alvarez Lépez por su labor de direccién, por su intensa dedicacién y por su paciencia. Al
Departamento de Xeometria e Topoloxia y a sus miembros por todos los medios puestos
a mi alcance que han ayudado a complementar mi formacién. Al Ministerio de Educacién
y Ciencia por el soporte econémico durante la elaboracién de esta memoria (Programa
FPU). Y a mi familia por su apoyo incondicional.
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Capitulo 1

Generalidades

1.1. De variedades foliadas a espacios medibles foliados
Para esta seccién nos guiamos usando notacién y resultados expuestos en [6], [8] y [3].

Definiciéon 1.1.1 Una foliacion de dimensién m y codimensién n sobre una variedad
(Hausdorff y segundo numerable) M es un atlas mazximal F que cumple las siguientes
propiedades:

(a) Si (U,p) € F, entonces o(U) = D x Z, donde D es una bola abierta de R™ y Z es
cualquier abierto de R™.

(b) Si (U,), (V,¥) € F yUNV #0, entonces el cambio de cartas es localmente de la
forma:

poHz,y) = (h(z,y), ha(y)) -
Al par (M, F) se le denomina variedad foliada.

A las cartas de F se les denomina cartas foliadas. A cualquier familia de cartas foliadas
cuyos dominios recubren M se le llama atlas foliado y determina F. Se dice que dos atlas
foliados son equivalentes cuando inducen la misma estructura foliada.

Los dominios de cartas foliadas se llaman abiertos distinguidos. En la Definicion 1.1.1-
(a), a los conjuntos de la forma ¢~1(D x {y}) se les llaman placas y a los conjuntos
o 1({x} x Z) se les llaman transversales asociadas a esa carta. Con mayor generalidad,
a cualquier subvariedad (embebida o inmersa) de dimensién n transversa a las hojas se
le llama transversal, y se dice que es completa si corta a todas las hojas. Una transversal
completa se consigue con la uniéon disjunta de transversales asociadas a las cartas de
cualquier atlas foliado; esta transversal completa es inmersa en general, y es embebida si
se escoge el atlas y las transversales de forma adecuada. La proyeccién del dominio de
cada carta foliada sobre cualquier transversal asociada, cuyas fibras son las placas, se le
denomina aplicacion cociente local.



2 1 Generalidades

Las placas forman una base para una topologia en M, llamada topologia de las hojas,
cuyas componentes conexas forman una particiéon de M por subvariedades inmersas de-
nominadas hojas. Se suele usar la notacion L, para la hoja que pasa por un punto x € M.
Una foliacién esta determinada por sus hojas.

Una estructura C™ de F, r € {1,2,...,00,w}, se define como un atlas foliado maximal
con cambios de coordenadas C”. Se define estructura C" transversa de forma similar
pidiendo que sean C” las componentes hy de los cambios de coordenadas en (b), y lo
mismo para definir estructura C" tangencial, pidiendo que las componentes hi(z,y) tengan
dependencia C" de = y continuamente en .

También podemos considerar foliaciones con borde. Para esto, se adapta la Defini-
cién 1.1.1 de forma que D sea una bola o semibola, y Z es un abierto de un semiespacio
euclideo. Los puntos del borde pueden ser de dos tipos, segin en cada carta foliada ven-
gan dados por puntos del borde de D o de Z. De esta forma el borde M estd formado
por una parte tangencial y otra transversa, denotadas por 0 My OpnM, respectivamente.
Foliaciones con esquinas se pueden definir de forma analoga.

Interesa considerar atlas foliados con propiedades adicionales, como los de la siguiente
definicién.

Definicién 1.1.2 Sea F una foliacion de una variedad M. Un atlas foliado {( Uy, o) }aca
de F se dice que es regular si cumple las siguientes propiedades:

(a) Para cada o € A, existe alguna carta foliada (V, 1)) de F tal que U, es un subconjunto
compacto de V' y Y|y, = ¢a-

(b) El recubrimiento {Uqy }acn es localmente finito.

(c) Para o, 3 € A, cada placa de (Uy, pa) corta o bien a una placa de (Ug, ¢g) o bien a
NINGuna.

Proposicién 1.1.3 (Véase e.g. [6]) Cualquier foliacion admite un atlas foliado regular.

La definicién de espacio foliado es una generalizacién del concepto de variedad foli-
ada. Para definirlo, en la Definicién 1.1.1, se cambia M por un espacio topoldgico X y
Z por cualquier espacio topoldgico. Se suele asumir que los espacios foliados son local-
mente compactos y polacos' para obtener mejores propiedades. Los términos indicados
para foliaciones pueden generalizarse a espacios foliados. Obsérvese que, para espacios
foliados, solamente tiene sentido considerar estructuras C* tangenciales. La Proposicién
1.1.3 también se generaliza a espacios foliados.

Precisamos los conceptos de transversal en el sentido general de espacios foliados,
serd éste el sentido en que lo entendamos.

!Separable y completamente metrizable.
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Definicién 1.1.4 Una transversal a un espacio foliado (X, F) es un par (T,i), donde T
es un espacio topoldégico e i : T — X es un embebimiento local tal que todo punto de T
tiene un entorno abierto U con i(U) contenido en un abierto distinguido V', siendo py i
un embebimiento abierto y py es una apliacion cociente local de V. Si i(T) corta a toda
hoja de la foliacion se dice que la transversal es completa o total. Una transversal se
dird local cuando i es un embebimiento, i(T) estd contenida en un abierto distinguido y
la restriccion de la aplicacion cociente local a i(T) sea un embebimiento abierto.

Normalmente, omitiremos la referencia a la aplicacion i cuando no haya lugar a con-
fusion.

Un espacio medible topoldgico o MT-espacio es un espacio dotado con una o-algebra
y una topologia. Una MT-aplicacion entre MT-espacios es una aplicacién que es medible
y continua. Sea T un espacio de Borel estdndar?, y sea R™ x T el MT-espacio con la
o-dlgebra producto y la topologia generada por los abiertos de las placas R™ x {*}. Una
carta medible foliada para un MT-espacio X es una MT-aplicacién ¢ : U — R" x T que
es un isomorfismo medible y un homeomorfismo, donde U es abierto y medible en X. Un
atlas medible foliado es una familia numerable de cartas medibles foliadas que cubren X.
Un espacio medible foliado es un MT-espacio que admite un atlas medible foliado. Las
hojas seran las componentes conexas del MT-espacio. También se puede hablar de C”
estructura tangente de forma andloga a los espacios foliados (véase Lema 1.1.7). En el
contexto de espacios medibles foliados, las transversales seran borelianos que intersecan
cada hoja en una cantidad numerable de puntos, este punto de vista es mas general que el
que podemos encontrar en [3], donde se exije que las transversales tengan cortes cerrados y
discretos con cada hoja. Como el atlas es numerable, es facil ver que cada hoja es un espacio
segundo numerable pero no necesariamente Hausdorff. De este modo tenemos definida una
categoria dada por espacios medibles foliados y MT-aplicaciones. Existe un functor entre
la categoria de espacios foliados y aplicaciones foliadas (las que llevan hojas en hojas) y
la categoria de espacios medibles foliados y MT-aplicaciones. Este functor asigna a un
espacio foliado un espacio medible foliado inducido por cualquiera de sus atlas foliados
numerables, tomando el espacio foliado como un MT-espacio con la o-algebra de Borel
y la topologia de las hojas. Las aplicaciones foliadas pasan a ser ahora MT-aplicaciones.
Denotaremos a este functor de olvido topolégico por O.

Nuestras herramientas fundamentales de trabajo en el caso medible vienen dadas por
los dos siguientes teoremas.

Proposicién 1.1.5 (Lusin, véase e.g. [35]) Sean X e Y espacios de Borel estindar y
f: X — Y wuna aplicacion medible con fibras numerables. Entonces f(X) es un conjunto
de Borel en'Y y eziste una seccion medible s : f(X) — X de f. En, particular, si f es
inyectiva, entonces s es un isomorfismo de Borel. Adicionalmente, existe una particion
numerable en borelianos, X = J; X;, con cada f|x, inyectiva.

2 . . .
Borel isomorfo a un boreliano de un espacio polaco



4 1 Generalidades

Teorema 1.1.6 (Kunugui, Novikov, véase e.g. [35]) Sea {V,,}nen una base numer-
able de un espacio polaco P. Sea B C P x T un boreliano tal que BN (P x {t}) es abierto
para todo t € T'. Entonces existe una sucesion { By, }nen de borelianos de T tal que

B=|JVaxB).

Lema 1.1.7 Sea (U, ;) y (Uj, ;) cartas medibles foliadas de X. Existe una sucesion
de borelianos de Ti, {Bpn}nen, tales que pi(U; N U;) = U, (Va X By) y @; 0 7 H(x,t) =
(Gijn(z, 1), fijn(t)) para (z,t) € Vi, X By, donde cada fij, es un isomorfismo de Borel.

Demostracion:
Aplicamos el Teorema 1.1.6 a ¢;(U;NUj), tomando una base {V}, },en por abiertos conexos
de R" y obtenemos una familia V,, x By, tal que ¢;(U;NU;) = |J,,(Vi, x B;,). Ahora aplicamos
de nuevo el Teorema 1.1.6 a cada conjunto ¢; oapj_l(Vk X By), k € N. Obtenemos sucesiones
By, tales que

©; 0 90]-_1(Vk X By) = U(Vn X By,), keN.

n

El conjunto ¢; o ¢; '(V;, x {t}), t € B, ., esté contenido en una sola placa de la forma
R" x {*} pues cada Vj, es conexo. Por tanto, ¢; o ¢; '(z,t) = (gijkn(, 1), fijkn(t)) para
(x,t) € V, x B,’m. Debemos mostrar que f;r, es biyectiva. Si existen t,t' € T, con
fijkn(t) = fijin(t") = 1", entonces g;jun (Vi X {t}) ¥ Gijin(Va x {t'}) estan contenidos en
la placa Vi, x {t"} en Vi, x By, pero esta placa es la imagen por ¢; o ¢; 1 de un abierto
conexo dado que ¢; y ¢; son homeomorfismos y Vj, es conexo. En consecuencia, la imagen
por ; o goj_l de la placa Vi, x {t"} estd contenida en una tnica placa de U;. Esto es una
contradiccién con la suposicién ¢ # t'.

Es facil comprobar que las aplicaciones f;jx, son medibles. Finalmente, la aplicacién
fijkn es un isomorfismo de Borel con su imagen por la Proposicién 1.1.5. O

También podemos hablar de la nocién de atlas medibles foliados regulares.

Definicion 1.1.8 Un atlas medible foliado U de un espacio medible foliado X se dice
regular si y sdlo si para cada carta (U, p) € U existe otra carta medible foliada (W,) tal
que U C W, U induce subespacios compactos en cada placa de W y ¢ = |y vy, ademds,
para cada par de cartas U,V € U, cada placa de U corta a lo sumo una placa de V.

Observamos que esta definicién es mas débil que la que usamos en el caso topolégico.
La condicién de ser localmente finito es una condicién topoldgica del espacio ambiente que
ahora hemos perdido.

Proposicion 1.1.9 Todo espacio medible foliado que admite un atlas tal que cada carta
es intersecada por una cantidad finita de cartas, admite un atlas medible foliado regqular.
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Demostracion:

La demostracion es un corolario del Lema 1.1.7. No hay més que usar el lema una cantidad
finita de veces en cada carta del atlas dado, tomando la base numerable {V}, },en formada
por abiertos relativamente compactos. Hay que usarlo tantas veces como cartas tengan
intersecciéon no vacia con cada carta dada. De este modo obtenemos un atlas medible
foliado que refina al anterior y que cumple las propiedades de regularidad trivialmente. [J

1.2. Holonomia

La holonomia generaliza a foliaciones lo que es la aplicacion de Poincaré para flujos.
Nos dice en qué forma varian las transversales cuando se mueven a lo largo de las hojas.
En esta parte hemos seguido la exposicién de [6], [1] v [3].

Sea X un espacio foliado con estructura foliada F. Escogemos un atlas regular {(Uy, ©a) }acA-
Para o, 8 € A, sean S, y Sp transversales asociadas a (Ua, 9a) ¥ (Ug, ¢3). Supongamos
que Uy NUg # 0, y sea x € S, tal que la placa de U, que contiene z corta a Ug. Entonces
existe un homeomorfismo h,g de un entorno abierto de z en S, a un abierto de Sg tal
que, para cada 2’ en su dominio, la placa de U, que contiene z’ corta a la placa de Ug
que contiene a hag(x’'); esta condicién determina a hog por la regularidad del atlas. Sean
©a(Us) = Do x Zo y 93(Ug) = Dg x Zg de acuerdo con la Definicién 1.1.1, e identifique-
mos S, con Z, y Sg con Zg. Asi hog se puede identificar con la componente hy de la
expresion del cambio de coordenadas en Definicién 1.1.1-(b). Por tanto heg es C” si X es
una variedad y F es transversalmente C".

Dado un camino entre dos puntos z y 2’ de una hoja L de F, ¢ : I = [0,1] — L,
existe una particiéon 0 = tg < t1 < ... < tx = 1 de [ y existen «g,a1,...,ar € A tal
que c([ti—1,ti]) C Uqa,, UU,, para cada i € {1,...,k}. Sea S; la transversal asociada a
(Ua,;, Pa;) que pasa por el punto c(t;). Entonces, de acuerdo a lo anterior, cada ha, ,q;
estd definido de un entorno de c¢(t;—1) en S;—; a un entorno de c(t;) en S;. Ademds,
si T y T' son transversales arbitrarias por x y a’, respectivamente, entonces existe un
homeomorfismo h de un entorno de z en 7" a un entorno de x en Sy tal que cada y en
ese entorno estd en la misma placa de Uy, que h(y), y existe un homeomorfismo analogo
h' de un entorno de z’ en S; a un entorno de z’ en T”. Por tanto la composicién h. =
h’ohakflako- - -0hgga, oh estéd definida de un entorno ¥ de x en 7" a un entorno X' de 2’ en T”,
y es un difeomorfismo C” si F es transversalmente C”. A h. se le denomina transformacion
de holonomia definida por c. Es facil ver que el germen de h. es independiente de la eleccion
de la particién y la familia de abiertos coordenados. Si d es otro camino en L de x a 2’
suficientemente proximo a ¢, entonces hg tiene el mismo gérmen en x que h. porque ambos
homeomorfismos se pueden definir con la misma cadena de abiertos distinguidos. Se sigue
que el germen de h. en x depende solamente de la clase de homotopia de c¢ relativa a los
extremos.

Es fécil ver que, en la situacién anterior, existe una aplicacion H. : ¥ x I — X tal que
H.({y} x I) esté contenido en una hoja de F, H. : {z} x [ = I — X se identifica con c,
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H.: Y x {0} =X — X se identifica con la aplicacién inclusién ¥ en X, H.(X x {1}) =¥/,
y He: ¥ x {1} =¥ — ¥’ se identifica con h.. A tal H, se le denomina tubo de caminos
foliados alrededor de ¢ que define h,.

Supongamos ahora que = 2’ y tomemos T = T". Denotemos por H(T', x) el grupo de
gérmenes en x de homeomorfismos locales de T' cuyo dominio contiene x. Por lo anterior,
se puede definir un homomorfismo

h:m(L,z) — H(T,x)

que, a cada elemento de (L, x), representado por un lazo ¢, le asigna el germen de h,
en x. A este h se le denomina representacion de holonomia de L en x, y a su imagen el
grupo de holonomia de L en z, denotado por hol(L,z). Como las hojas son conexas por
caminos, los grupos de holonomia de una hoja en puntos distintos son isomorfos; de hecho
conjugados por el germen de la transformacién de holonomia de cualquier camino que una
a ambos puntos. Asi, a veces se usara la notacién hol(L).

Ahora recordemos algunos conceptos sobre pseudogrupos siguiendo a [19]. Un pseu-
dogrupo en un espacio T es una familia H de homeomorfismos entre abiertos de T que
contiene idy y es cerrada por las operaciones de composicién (donde esté definida), inver-
sidén, restriccién a abiertos y combinacién. Se dice que H esté generado por un subconjunto
S C 'H si cualquier elemento de H se puede conseguir a partir de elementos de .S usando
las operaciones anteriores. La restriccién de H a un abierto U C T es el pseudogrupo
formado por los elementos de H cuyos dominios e imagenes estan contenidos en U.

Sean ‘H y H’ pseudogrupos sobre espacios T' y 1", respectivamente. Se dice que H y
H' son equivalentes cuando existe un pseudogrupo H” en T LT’ cuyas restricciones a T
y T’ son H y H'. Al conjunto ® de elementos de H” con dominio en T e imagen en T”
se denomina equivalencia de H a H', y se usa la notacién ® : H — H'. Se dice que una
equivalencia ® : H — H' estd generada por un subconjunto S C ® si todos los elementos
de ® se pueden obtener a partir de los de S usando las operaciones de combinacién y
composicién con elementos de H y H'.

Sea T una transversal completa de un espacio foliado X con estructura foliada F; la
construccion siguiente es obviamente valida incluso cuando 7' es inmersa. Las transforma-
ciones de holonomia entre abiertos suficientemente pequenos de T’ generan un pseudogrupo
I'r sobre T'. Esta definicion es independiente del atlas foliado regular que se use para definir
las transformaciones de holonomia. Ademads, distintas transversales completas, T'y T’, dan
lugar a pseudogrupos equivalentes; de hecho, ' /7v induce una equivalencia entre I'p y
I'r. A la clase de equivalencia de I'p, para cualquier transversal completa T, se le denom-
ina pseudogrupo de holonomia de F. El pseudogrupo de holonomia describe la dindmica
transversa de F, que es de gran importancia.

Para espacios medibles foliados no tiene sentido hablar de gérmenes de transforma-
ciones de holonomia, puesto que las transversales sélo conservan estructura medible. Deno-
taremos por 7 (X, F) el conjunto de todas las transversales de un espacio medible foliado.
Una transformacion de holonomia medible es un isomorfismo de Borel entre transversales
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que mantienen la relacién de las hojas; es decir, lleva puntos en cada hoja a puntos de esa
misma hoja.

1.3. El espacio de hojas

Las hojas de una estructura foliada F en un espacio X forman una particion. El
correspondiente espacio cociente se denomina espacio de hojas y se denota por X/F. La
proyeccién 7w : X — X/F es una aplicacién abierta [6]. Para un subconjunto S C X,
el conjunto 7~1(7(9)) se denomina saturacién de S, y es la unién de todas las hojas
que cortan S; también usaremos la notacién sat(S) para este conjunto. Las saturaciones
de abiertos de X forman una topologia denominada saturada, que es méas gruesa que la
topologia de X (si dim F > 0).

La siguiente proposicién inmediata muestra lo patolégico que puede ser el espacio de
hojas a poco que se complique la foliacién (véase, por ejemplo, [8]).

Proposicién 1.3.1 Se cumplen las siguientes propiedades:
(a) Las hojas densas pertenecen a todos los abiertos no vacios de X/F.

(b) Si una hoja estd en la clausura de las demdas, entonces el inico abierto de X/F al
que pertenece es el propio X/F.

(¢c) X/F tiene la topologia trivial si y sdlo si todas la hojas son densas.

A modo de ejemplo, los flujos de Kronecker en el toro con pendiente irracional son
ejemplos de espacios foliados con todas las hojas densas y por tanto su espacio de hojas
tiene la topologia trivial. Los espacios foliados con todas sus hojas densas les llamaremos
espacios foliados minimales. Esta definicién pierde su sentido en espacios medibles foliados
al perderse la estructura topoldgica transversa.

1.4. Medida transversa invariante

Definiciéon 1.4.1 Sea 'H un pseudogrupo en un espacio T y A una medida de Borel en T
Se dice que A es invariante por H si A(h(B)) = A(B) para todo h € H y todo boreliano
B C domh.

El siguiente resultado es inmediato.

Proposicién 1.4.2 Sean H y H' pseudogrupos de transformaciones locales de espacios
T y T', respectivamente, y sea ® : T — T’ una equivalencia. Para cualquier medida
A en T invariante por H, existe una tnica medida A en T invariante por H' tal que

N (¢(B)) = A(B) para todo ¢ € ® y todo boreliano B C dom ¢.
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En la situacién de la Proposicién 1.4.2, diremos que A’ corresponde a A por ®.

Observacién 1.4.3 De acuerdo a la Proposicion 1.4.2, podemos hablar de una medida
invariante en una clase de equivalencia de pseudogrupos refiriéndose a la medida invariante
en cada representante y que correspondan entre si por las respectivas equivalencias de
pseudogrupos.

Definicién 1.4.4 Una medida transversa invariante de un espacio foliado (X, F) es una
medida invariante en su pseudogrupo de holonomia. Haremos referencia a un espacio fo-
liado con medida transversa invariante A mediante la terna (X, F,A).

Dada una medida transversa invariante A de un espacio foliado y una transversal
completa T', usaremos la notacién Ap para referirnos a la correspondiente medida en T
Para el caso medible, usaremos una definicién algo distinta.

Definiciéon 1.4.5 Una medida transversa invariante A para un espacio medible foliado
(X,F) es una aplicacion o-aditiva A : T(X,F) — [0,00] que es invariante por las trans-
formaciones de holonomia medibles.

Dado que disponemos de un functor de olvido, O, que induce espacios medibles foliados
a partir de espacios foliados, una cuestién que surge de modo natural es la coherencia
entre ambas definiciones. En efecto, existe una correspondencia natural entre medidas
transversas invariantes para un espacio foliado y medidas transversas invariantes para el
espacio medible foliado inducido [10]. Por comodidad notaremos a esta correspondencia
por O.

1.5. Homotopia integrable y categoria tangente

Las definiciones y los resultados que a continuacion se exponen pueden encontrarse en

24] o [8].

Definicién 1.5.1 Sean (X,F) e (Y,G) espacios foliados. Una aplicacion continua f :
X — Y se dice que es foliada si lleva hojas en hojas. En este caso se usard la motacion
f: (X, F)— (Y,G), o simplemente f : F — G si no hay lugar a confusion. Tal aplicacion
foliada induce una aplicacion continua entre los correspondientes espacios de hojas, f :

Sea (X, F) un espacio foliado. Consideramos en X x R la estructura foliada F x R
con hojas L x R, donde L recorre las hojas de F. Si T' es una transversal completa de F,
entonces T' x {t} = T es una transversal completa de F x R para cualquier ¢t € R, y el
representante del pseudogrupo de holonomia de F x R en T' x {t} se identifica con el de
F en T. De esta forma, las medidas transversas invariantes de F se pueden interpretar
también como medidas transversas invariantes de F x R.
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Definicion 1.5.2 Se dice que dos aplicaciones foliadas f,g : F — G son integrablemente
hométopas si existe una aplicacion foliada H : F X R — G que es homotopia entre f y g.
Diremos que H es una homotopia integrable entre f y g.

Ser integrablemente homdtopas es una relacién de equivalencia.

Definicion 1.5.3 Se dice que una aplicacion foliada f : F — G es una equivalencia de
homotopia integrable si existe una aplicacion foliada g : G — F tal que fog y go f son
integrablemente homdtopas a las correspondientes aplicaciones identidades.

Los homeomorfismos foliados son equivalencias de homotopia integrables. Es inmediato
que la equivalencia de homotopia integrable es una relacion de equivalencia entre espa-
cios foliados. También es evidente que aplicaciones foliadas integrablemente homdtopas
inducen la misma aplicacién entre los correspondientes espacios de hojas. Por tanto una
equivalencia de homotopia integrable induce un homeomorfismo entre los correspondientes
espacios de hojas.

Proposicién 1.5.4 (Alvarez, Masa [1]) Sea f : (X,F) — (Y,G) una equivalencia de
homotopia integrable. Entonces, para cualquier transversal completa T de F, la restric-
cion f : T — Y es una transversal completa de G, y ademds G induce en T el mismo
representante del pseudogrupo de holonomia que F.

En la situacion de la Proposicién 1.5.4, cualquier medida transversa invariante A de
G se puede considerar como una medida en 7' invariante por el representante del pseu-
dogrupo de holonomia de G definido por la transversal completa inmersa f : T — Y.
Como ese pseudogrupo coincide con el representante del pseudogrupo de holonomia de F
en T, podemos también considerar A como una medida transversa invariante de F, que
denotaremos por f*A, y la denominaremos imagen reciproca o pullback de A por f. Nota-
mos que si f es una equivalencia por homotopia integrable y g es su inversa homotdpica
entonces A = (go f)*A = g*f*A.

Observacion 1.5.5 En lo sucesivo, siempre que hablemos de una equivalencia por homo-
topia integrable entre espacios foliados con medida transversa invariante, entenderemos
que las medidas estdn relacionadas por imagen reciproca via la equivalencia en cuestion.

En cada abierto U de un espacio foliado (X, F) se tiene una estructura foliada Fys,
denominada restriccion de F a U, cuyas hojas son las componentes conexas de las inter-
secciones de las hojas de F con U.

Definicién 1.5.6 (Macias, Colman Vale [24, 8]) Un abierto U de un espacio foliado
(X, F) se dice que es tangencialmente categdrico o F-categdrico si la aplicacion inclusion
U — X es integrablemente homdtopa a una aplicacion que es constante en cada hoja
de Fy. Una homotopia integrable que cumpla estas condiciones se dice que es una F-
contraccién por homotopia integrable. Se llama categoria tangente de F, denotada por
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Cat(F), al menor nimero de abiertos F-categoricos que cubren X; si mno hay ningin
recubrimiento finito de este tipo diremos que Cat(F) = oco.

Observacién 1.5.7 La categoria tangente es una extension de la categoria LS cldsica. La
definicion es andloga tomando homotopias integrables en vez de las homotopias usuales.

Es claro que una carta foliada es un abierto F-categoérico y por tanto el nimero de
cartas foliadas de un atlas es una cota superior para la categoria tangente; en particular,
la categoria tangente es finita si el espacio es compacto. Presentamos algunos resultados
bésicos referentes a la categoria tangente que podemos encontrar en [8]:

Proposicion 1.5.8 Se tiene:

(a) Cat(F) es un invariante de equivalencias de homotopia integrable.
(b) Si Cat(F) = 1, entonces todas las hojas son cerradas y contrdctiles.

(¢) Para cualquier hoja L se tiene que Cat(L) < Cat(F).

La siguiente proposicién, que sera relevante para el Capitulo 4, nos da una idea de la
buena estructura de los abiertos tangencialmente categéricos.

Proposicién 1.5.9 (Singhof, Vogt [37]) Sea F una foliacion de dimension m y codi-
mension n de una variedad M, sea U un abierto F-categorico de M, sea x € U, y sea
D C U una variedad transversa de dimension n cuyo interior contiene a x. Entonces
ezxiste un entorno E de x en D tal que cada hoja de Fy interseca a E a lo sumo en un
punto.

La proposicién anterior también es cierta en el contexto de espacios foliados.

1.6. Homotopia medible y categoria tangente medible

Esta seccion nace con el interés de adaptar todo lo anterior al contexto de espacios
medibles foliados. Observamos que los espacios medibles foliados son, como espacios medi-
bles, espacios de Borel estandar pues son una unién numerable de cartas medibles foliadas
(que son espacios estandar).

Sean (X,F) e (Y,G) espacios de Borel foliados. Una MT-aplicacién f : X — Y lleva
hojas en hojas, pues lleva componentes conexas en componentes conexas por ser continua.
En consecuencia induce una aplicacién entre los correspondientes espacios de hojas, f :

Sea (X, F) un espacio medible foliado. Consideramos en X x R la estructura medible
foliada dada por el atlas F x R = {(R x U;, id X ;) }ien, donde {(U;, ¢;) }ien es el atlas que
da la estructura medible foliada a (X, F). El espacio X x R tiene hojas de la forma L x R
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donde L es una hoja para F. La proyeccién 7 : X xR — X es una MT-aplicacién. Usando
la Proposicién 1.1.5, obtenemos que n(T") € 7(X,F) para toda T € 7(X x R, F x R).
De hecho, existe una particién numerable en borelianos, T = |J, Tj, tal que cada 7|7, es
inyectiva. De esta forma, si A es una medida transversa invariante de F podemos obtener
una aplicacién o-aditiva en 7 (X x R, F x R), definiendo A(T) = >, A(n(T3)). Es facil
probar que esta definicion no depende de la particion escogida y que es invariante por
transformaciones de holonomia medible (la prueba es andloga a la que se ve posteriormente
en la Proposicion 1.6.3). Por tanto una medida transversa invariante para F induce una
medida transversa invariante para F x R.

Definicién 1.6.1 Se dice que dos MT-aplicaciones f,g : (X, F) — (Y,G) son medible-
mente hométopas si existe una MT-aplicacion H : (X x R, F x R) — (Y,G) tal que
H(—,0)=f y H(—,1) = g. Diremos que H es una homotopia medible entre f y g.

Ser mediblemente homdtopas es una relacién de equivalencia.

Definicién 1.6.2 Se dice que una MT-aplicacion f : (X, F) — (Y,G) es una equivalencia
de homotopia medible si eziste una MT-aplicacion g : (Y,G) — (X, F) tal que fog ygo f
son mediblemente homdtopas a las correspondientes aplicaciones identidades.

Es inmediato que la equivalencia de homotopia medible es una relaciéon de equivalencia
entre espacios medibles foliados. También es evidente que MT-aplicaciones mediblemente
homoétopas inducen la misma aplicacién entre los correspondientes espacios de hojas. Por
tanto una equivalencia de homotopia medible induce una biyeccion entre los correspondi-
entes espacios de hojas.

Sea f : (X, F) — (Y, G) una equivalencia de homotopia medible entre espacios medibles
foliados y sea A una medida transversa invariante para G. Sea T una transversal de F,
como la aplicacién inducida en los espacios de hojas es biyectiva obtenemos que f|r tiene
fibras numerables y, usando la Proposicién 1.1.5, obtenemos que f(7") es transversal para
G. De hecho, existe una particién numerable en borelianos, " = |J, T;, donde f|r, es
inyectiva. Definimos f*A(T) = >, A(f(T3)).

Proposicién 1.6.3 La aplicacion f*A estd bien definida y es una medida transversa in-
variante para (X, F).

Demostracion:

Primero comprobaremos que la definiciéon no depende de la eleccién de la particiéon numer-
able boreliana escogida. Sea T' € 7 (X, F) y sean {T; };en ¥ {Si }ien, particiones cumplien-
do las condiciones de la Proposicién 1.1.5 para f|p. Tomamos a continuacién la familia
{Ti N S;}ijen, que es una particiéon boreliana y numerable de T'. Cada f(7; N .S;) es una
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transversal para G y puesto que cada f|r, y cada f|s, son inyectivas obtenemos

ZA ZA UTmS)))
_ZAUfTﬂS
_ZA F(T;NS;))
—ZAUfTﬁS
—ZA UTmS)))
—ZA

Comprobemos que f*A es o-aditiva, sea {T;};en una familia numerable y disjunta

de transversales. La uniéon numerable de transversales es una transversal. Por definicién,

AU, T) = X2 A(f(Si;)), donde cada familia {S;;}jen es una particién boreliana

numerable de cada T; en las condiciones de la Proposicién 1.1.5. La unién de estas familias

nos da una particién boreliana numerable de la unién de estas transversales y que cumple

las condiciones requeridas. Naturalmente >, ; A(f(Si;)) = >, f*A(T3), que es lo que se
queria probar.

Finalmente, sea v : T — T’ una transformacién de holonomia medible. Debemos
probar que f*A(T) = f*A(T’). Tomamos particiones borelianas numerables {T;};en v
{T!}ien de T 'y T" y en las condiciones de la Proposicién 1.1.5 para f|p y f|7 respectiva-
mente. Tomamos la familia {T;N~y~! (T})}i jen, que forma a su vez una particién boreliana
de T valida para calcular f*A(T). Dado que 7 conserva puntos en las mismas hojas y f
aplica biyectivamente hojas en hojas, tenemos que las aplicaciones fo~yo f~!| FTiny=(T)
son isomorfismos de Borel que llevan puntos a puntos en las mismas hojas. Es decir, son
transformaciones de holonomia medibles en G entre f(T; Ny~ (T D)y f(y(Ti) NT}) y por
tanto tienen la misma A-medida, pues A es invariante. Para termlnar la demostramon solo
hay que observar que la familia {y(7;) N T}}; jen es vélida para calcular f*A(T"). O

Proposicién 1.6.4 La tmagen reciproca no depende de la equivalencia por homotopia
medible escogida; es decir, si f : X — Y yh: X — Y son dos equivalencias por homotopia
medible, entonces f*A = h*A.

Demostracion:
Tomamos una transversal T', y {T;}ien, {T}}jen dos particiones borelianas de 7' en las
condiciones de la Proposicién 1.1.5 para f y h respectivamente. La familia {7; N T]’ }Yijen
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estd en las condiciones requeridas para T respecto de f y h simultdneamente. La proposi-
cién queda probada observando que A(f(7; N T})) = A(h(T; N T})), i,j € N, puesto que
son transversales en Y que se relacionan por una transformaciéon de holonomia medible.
O

Definicién 1.6.5 (Imagen reciproca medible) La medida transversa invariante f*A
se llamard imagen reciproca de la medida transversa invariante A respecto de la equiva-
lencia f.

Es un ejercicio sencillo comprobar que este pullback es natural en el siguiente senti-
do. Ya hemos visto que el functor de olvido O induce una correspondecia entre medidas
transversas invariantes. También es obvio que espacios foliados equivalentes por homo-
topia integrable inducen espacios de Borel foliados equivalentes por homotopia medible.
Entonces la imagen reciproca topoldgica y medible estdn en correspondencia, es decir,
O(f*A) = O(f)*(O(A)).

Notamos que si f es una equivalencia por homotopia medible y g es una inversa ho-
motdpica suya, entonces A = (go f)*A = f*g*A.

Observacién 1.6.6 En lo sucesivo, siempre que hablemos de una equivalencia por homo-
topia medible entre espacios foliados con medida transversa invariante, entenderemos que
las medidas estdn relacionadas por imagen reciproca via la equivalencia en cuestion.

En cada abierto medible U de un espacio medible foliado (X, F) se tiene una estructura
medible foliada F7, denominada restriccion de F a U, cuyas hojas son las componentes
conexas de las intersecciones de las hojas de F con U. Para obtener un atlas numerable para
esta estructura foliada no hay mas que usar el Teorema 1.1.6, aplicandolo a la interseccién
de U con cada carta medible foliada de F.

Definicién 1.6.7 Un abierto U de un espacio de Borel foliado (X,F) se dice que es
mediblemente tangencialmente categérico ¢ F-categorico si la MT-aplicacion inclusion
(U,Fu) — (X,F) es mediblemente homdtopa a una MT-aplicacion que es constante en
cada hoja de Fy. Una homotopia medible que cumpla estas condiciones se dice que es
una JF-contracciéon por homotopia medible. Se llama categoria tangente medible de F,
denotada por Cat(F), al menor nimero de abiertos F-categoricos que cubren X ; si no hay
ningun recubrimiento finito de este tipo diremos que Cat(F) = oo.

Observacién 1.6.8 Es importante en adelante no confundir los invariantes topolégicos y
medibles en la notacion. Si hablamos de un espacio foliado, Cat(F) siempre hace referen-
cia a la categoria tangente topoldgica, si queremos hacer referencia a la categoria tangente
medible usaremos la notacion Cat(O(F)). Del mismo modo podemos usar la notacion
O(F)-categorico para un abierto mediblemente tangencialmente categdrico en un espacio
medible foliado inducido por un espacio foliado. También usaremos Catop y Catyred cuan-
do no hagamos referencia a un espacio (medible) foliado en concreto.
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Es claro que una carta medible foliada es un abierto JF-categérico y por tanto el
nimero de cartas medibles foliadas de un atlas es una cota superior para la categoria
tangente medible. Adaptamos algunos resultados.

Proposiciéon 1.6.9 Se tiene:

(a) Catpyeq €s invariante por equivalencia de homotopia medible.
(b) Si Cat(F) =1, entonces todas las hojas son contrdctiles.

(¢c) Para cualquier hoja L se tiene que Cat(L) < Cat(F).

Demostracién:

La demostracién de (a) es sencilla. Sea U un abierto medible G-categérico, H una con-
traccién por homotopia medible para U, f una equivalencia por homotopia medible entre
(X, F) vy (Y,G), g una inversa homotépica y F' una homotopia medible que lleva g o f en
la MT-aplicacién identidad. Tomamos la homotopia medible

G=goHofxid: fH U xI -UxI—-Y - X.

Esta homotoia medible no es necesariamente una JF-contracciéon, tomamos a continuacién
la homotopia medible K : f~}(U) x I — X definida como

K1) = F(z,2t) sitel0,3]
n= G(z,2t —1) sie[3,1].

Es facil comprobar que K es una contraccién por homotopia medible para f~(U).

El apartado (b) es trivial. Realmente la parte no trivial de la Proposicién 1.5.8 es
el caracter cerrado de las hojas, algo que ahora no tiene sentido pues hemos perdido la
topologia ambiente en el caso de los espacios de Borel foliados.

El apartado (c) es, curiosamente, més sencillo de probar que en el caso topoldgico.
Un recubrimiento por abiertos F-categoéricos induce necesariamente un recubrimiento por
abiertos categéricos en cada hoja, lo cual implica este resultado. En el caso topoldgico
existe una dificultad anadida pues la topologia de una hoja como variedad puede no
coincidir con la topologia como subespacio del espacio foliado. O

Proposicién 1.6.10 Sea (X,F) un espacio foliado. Se tiene
Cat(O(F)) < Cat(F) .

Demostracion:

Las dificultades de la demostracion recaen en el hecho de que una contraccién por homo-
topia integrable, al restringirnos a una hoja, es continua respecto de la topologia relativa de
esa hoja en el espacio ambiente. Debemos probar que es continua respecto a la topologia de
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las hojas, lo cual nos darad una contraccion por homotopia medible, con lo que terminamos
la demostracién.

Para ello L denotard a una hoja de F con la topologia de variedad. Démonos cuenta de
que X con la topologia de las hojas es homeomorfo a la suma topolgica de sus hojas, por
lo que es suficiente probar la continuidad hoja a hoja. Denotaremos por (L, 7,.) a una hoja
con la topologia inducida como subespacio de X, que es mas gruesa que la topologia de
variedad. Es decir, id : L — (L, ;) es continua pero no necesariamente un homeomorfismo.

Si U es abierto en X tangencialmente categérico, U N L es abierto en cada hoja L (y
también en cada espacio (L, 7)) y es también un boreliano, por tanto es abierto y medible
en el espacio medible foliado O(X, F). Sea H : U x I — X una contraccién por homotopia
integrable, obviamente H : (U N L,7,) x I — (L,7,) es continua. También es continua
Ho (id x id) : (UN L) x I — (L,7.) por lo dicho hasta ahora. Ahora remarcamos una
propiedad interesante que cumple la aplicacién id. Si Z es un espacio topolégico localmente
conexo, entonces f : Z — (L, 7,) es continua si y sélo si id o f:Z — L es continua. Una
de las implicaciones es trivial. Para la otra implicacién sélo hay que usar entornos conexos
suficientemente pequenios como para que sus imagenes por f estén contenidos en abiertos
de la forma U N L, donde U es una carta foliada. Por conexidad, necesariamente estaran
contenidos en placas, que son las que nos dan la topologia de las hojas. O

En definitiva, el estudio de la categoria tangente medible tiene interés en espacios
foliados, pues nos da una cota inferior de la categoria tangente topolégica. En el caso
topoldgico si dos transversales se corresponden por holonomia existe un tubo de caminos
foliados que las conecta. Se deduce de esto que existe una homotopia integrable que II-
eva una transversal en la otra. La cuestion que trataremos es probar esta proposicién
para espacios medibles foliados que admiten atlas regulares. Realizaremos la demostracion
partida en varios lemas.

Lema 1.6.11 Sea R" x T donde T es un espacio de Borel estandar y consideramos sobre
él la estructura de MT-espacio usual, sea m : R™ x T — T la proyeccion canonica. Sea

S una transversal que corta a cada placa de R™ x T en un punto a lo sumo. Existe una
homotopia medible H : S x I — R"™ x T tal que H(s,0) =s y H(s,1) = (0,7(s)).

Demostracién:
Consideramos la homotopia medible

G:R"xXT)xI—->R"xT, ((v,t),s) — ((1 —s)v,t).

La homotopia buscada es H = G|gx7. O

Corolario 1.6.12 Sean T,T’ dos transversales de una carta medible foliada U tales que
corten a las mismas placas y a todas ellas en un punto. Entonces existe una homotopia
medible H : T x I — U tal que H(t,0) =t y H(t,1) = T' N P, donde P, es la placa que
pasa port € T.
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Lema 1.6.13 Sean (Ui, ;i) y (Uj, ;) dos cartas medibles foliadas de un atlas medible
foliado con interseccion no vacia. Suponemos que cada placa de U; corta a lo sumo a una
placa de Uj y viceversa. Entonces existe una transversal S C U;NU; tal que cada placa de
U; y de Uj que corta a U; NU; contiene un sélo punto de S. Ademds, ninguna otra placa
corta a S.

Demostracion:

Usamos el Teorema 1.1.6 en U; N U;. Obtenemos asi una transversal 7' C U; N U; que
unicamente tiene interseccién no vacia con las placas de U; y U; que cortan a U; NUj. Sea
m; : U; — T; una aplicacion cociente local, donde T; es una transversal asociada a la carta
U;. Si usamos la Proposicién 1.1.5 a la aplicacién m;|p : T — T;, obtenemos una seccién
medible s : m;(T) — T'. La transversal s(m;(T")) cumple las condiciones del lema. O

Definicién 1.6.14 Una cadena de cartas de un atlas U = {(Ui, p;) }ien €s una sucesion
finita C = (Uyy, ..., Uy,) tal que Uy; N Uy, ., # 0. Diremos que una cadena C recubre a un
camino ¢ : I = [0,1] — X si ¢(I) C Up_, Uj, y existe una particion 0 = tg < t; < ... <
tn =1 de I tal que c([t;—1,t;]) C Us,.

Sea (X,F) un espacio medible foliado que admite un atlas medible foliado regular.
Sea ¢ : I — X un camino contenido en una hoja. Al igual que en el caso topolégico,
a partir de una cadena de cartas C = (Uj,,...,U;,) que recubre a ¢(I) tenemos definida
una transformacién de holonomia medible h¢ definida entre transversales (con dominio no
trivial) que contienen a ¢(0) y a ¢(1).

Lema 1.6.15 Sea (X, F) un espacio medible foliado que admite un atlas medible foliado
reqular. Sea ¢ : I — X un camino contenido en una hoja. Sea C = (U, ..., U;,) una cadena
de cartas que recubre a c(I) y he la transformacion de holonomia inducida definida entre
transversales que contienen a c(0) y a c¢(1). Sea T' el dominio de h¢, entonces existe una

homotopia medible H : T x I — X tal que H(t,0) =0 y H(t,1) = he(t).

Demostracion:

Por el Lema 1.6.13 existen n — 1 transversales Sy, ..., S,—1 tales que Sy, C U;, NU;, ., y
que cortan unicamente a las placas que cortan a estas intersecciones y en un sélo punto.
Usando el Corolario 1.6.12 sucesivas veces obtenemos la homotopia medible buscada. [

Lema 1.6.16 (Tubo medible de caminos foliados) Sea h : T — T’ una transfor-
macion de holonomia medible entre dos transversales T, T’ de un espacio medible foliado

(X, F) que admite un atlas medible foliado regular. Entonces existe una homotopia medible
H:TxI— X tal que H(t,0) =1t y H(t,1) = h(t).
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Demostracion:

Claramente, usando la Proposiciéon 1.1.5, nos podemos restringir al caso en que cada
transversal, T' y T”, estd contenida en una transversal asociada a una carta de un atlas
medible foliado y regular. Observamos que existe una cantidad numerable de cadenas de
cartas que recubran caminos en hojas que conecten puntos de T'y T”; denotaremos a las
transformaciones de holonomia medible inducidas por {hq, ..., Ay, ...}. Tomamos ahora los
borelianos de T' definidos como

B ={t €T | hu(t) = h(t)}.

Convertimos esta familia en una familia disjunta tomando C; = B; y recursivamente
C, =B, \ (C1,U...UCp_1), n > 1. Estas transversales forman una particién de 7"y, por
el Lema 1.6.15, todas ellas admiten una homotopia medible H? : C; x I — X tal que
H(t,0) =ty H(t,1) = h;(t) = h(t). Los borelianos H*(C;, 1) forman una particién de
T’, pues h es una biyeccién. Todas estas homotopias combinadas nos dan la homotopia
buscada. O

1.7. Ejemplos de espacios foliados

Nos centramos aqui en la presentacién de ciertas clases de espacios foliados que modelan
una gran cantidad de situaciones practicas.

1.7.1. Foliaciones Riemannianas

Comenzamos con una introduccién a una importante clase de foliaciones, denominadas
Riemannianas (véase, por ejemplo, [26, 27, 33]).

Definicion 1.7.1 Una estructura Riemanniana transversa de una foliacion transversalmente
C™ es una métrica de Riemann invariante en su pseudogrupo de holonomia. Una foliacion
dotada de una estructura Riemanniana transversa invariante se dice que es Riemanniana.

Observacién 1.7.2 Como en el caso de las medidas transversas invariantes, no importa
el representante del pseudogrupo de holonomia en el que se considere la métrica Rieman-
niana invariante.

Toda foliacién Riemanniana tiene una medida transversa invariante C°° definida por
el elemento de volumen de su estructura Riemanniana transversa.

La importancia de las foliaciones Riemannianas radica en que admiten una descripcién
geométrica muy ttil debida a P. Molino [26, 27, 28].
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1.7.2. Foliaciones de Lie

Sea G un grupo de Lie simplemente conexo. Se dice que una foliacién es de Lie con grupo
estructural G si su pseudogrupo de holonomia se puede representar por el pseudogrupo
en G generado por las traslaciones a la izquierda por los elementos de algin subgrupo.
Considerando una métrica Riemanniana en G invariante por la izquierda, se sigue que toda
foliacién de Lie es Riemanniana. Ademés son la pieza clave en la descripcién geométrica
de las Riemannianas. Por su parte, las foliaciones de Lie también tienen una descripcion
geométrica debida a E. Fedida [16, 17].

1.7.3. Espacios foliados por hojas compactas

Los espacios foliados por hojas compactas tienen un gran interés en la teoria de espa-
cios foliados, puesto que pese a la buena estructura de sus hojas pueden tener interesantes
propiedades dinamicas, en ocasiones muy patoldgicas. Referencias interesantes sobre estos
espacios foliados son [13], [12], [38] o [5]. Dentro de los espacios foliados por hojas com-
pactas, aquellos cuyo espacio de hojas es Hausdorff tienen muy buenas propiedades; los
llamaremos espacios foliados compacto-Hausdorff .

La siguiente caracterizacién es bien conocida y fécil de probar (véase e.g. [6, 38]).

Proposicion 1.7.3 Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una variedad foli-
ada (X, F):
a) F es compacta-Hausdorff.

b) F tiene todas sus hojas compactas y los grupos de holonomia en cada hoja son finitos.

Ejemplo 1 El resultado anterior no es cierto para espacios foliados. Consideramos el
subespacio de S C R? definido por

S={wy) | 2>+ =, neNFU{(0,0)}.

Denotamos por S, el circulo de radio % Definimos la transformacion f : S — S donde
fls, : Sn — Sp es una rotacion de dngulo 27” y £(0,0) = (0,0). La suspension de este
homeomorfismo, R x; S (ver Seccion 1.7.4), es un espacio foliado compacto-Hausdorff
como se comprueba facilmente. Sin embargo la holonomia de la hoja que pasa por (0,0)
no es finita.

Proposicién 1.7.4 ([13]) Sea (X, F) un espacio foliado con todas las hojas compactas y
sea m: M — M/F la aplicacion cociente. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) F es compacta-Hausdorff.

b) 7 es una aplicacion cerrada.
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Figura 1.1: Visualizacion del ejemplo 1. Las hojas tienen una longitud cada vez mayor a
medida que se aproximan a la hoja central.
¢) Cada hoja tiene una base de entornos saturados.

d) La saturacion de un compacto es un compacto.

Ademads para el caso de variedades foliadas disponemos de un resultado especialmente
bueno.

Proposicién 1.7.5 (Véase e.g. [8]) Toda foliacion compacta-Hausdorff C* es riemannia-
na.

Observacién 1.7.6 La situacion local en un espacio foliado compacto-Hausdorff se puede
resumir del siguiente modo:

Afirmacion 1 Toda hoja admite un entorno homeomorfo a una suspension (ver Seccion
1.7.4) de una accion del grupo de holonomia de dicha hoja en una transversal local.

En espacios foliados por hojas compactas no necesariamente con cociente Hausdorff,
un objetivo de importancia es detectar el conjunto de hojas donde la holonomia no es
trivial. Para ello se usa el concepto de funcion de volumen.

Definicién 1.7.7 ([13]) Una funcién de volumen es una aplicacion, no necesariamente
continua, v : X/F — (0,00) para la cual existe un atlas foliado localmente finito de (X, F),
{(Ui, pi) Yien, @i Ui — Di X Z;, que cumple:

(a) Para cada i € N, existe una funcion continua v; : Z; — [0,00) tal que Z! = {w €
Z; | vi(w) > 0} tiene clausura compacta en Z;.

(b) Los abiertos ; '(D; x Z!) recubren X.

(c) v(L) = ZieN ZyE(Lﬂ(pi_l(Zi)) vi(p(v)).
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Una funcién de volumen puede extenderse a X tomando 7(z) = v(L;) donde L, es
la hoja que pasa por x. Por definiciéon, v es invariante en las hojas. Observamos que
v(L) > 0 para toda hoja L. También observamos que esta definicién se podria extender
a espacios foliados con hojas no compactas, en este caso las funciones v; deben cumplir
ciertas condiciones si queremos mantener un volumen finito en las hojas no compactas.

La funcién de volumen es una buena herramienta para estudiar la dindmica transversa
como muestra el siguiente resultado.

Teorema 1.7.8 ([13]) Sea (X,F) un espacio foliado y L una hoja compacta. Entonces
las siguientes condiciones son equivalentes.

(i) Para alguna funcion de volumen v y algin entorno N de L, v|y estd acotada.
(i) Existe un entorno de L donde toda funcion de volumen estd acotada.

(iii) El grupo de holonomia de L es finito.

Proposiciéon 1.7.9 Los puntos de continuidad de cualquier funcion de volumen v : X —
[0,00) sobre un espacio foliado por hojas compactas es un abierto denso, invariante y con
todas sus hojas con holonomia trivial.

Observacion 1.7.10 La demostracion de estos resultados es una consecuencia directa del
siguiente lema debido a Epstein [13].

Lema 1.7.11 (Epstein [13]) Sea X un espacio foliado con una hoja compacta F, y sea
n un numero entero. Sea v una funcion de volumen en X. Entonces, dado un entorno
B de L existe un conjunto finito de cartas foliadas (Ui,goi)le y un entorno N de L con
N C Ule U; C B y tal que toda hoja P cortando N satisface una de las dos condiciones
stguientes

(i) vP >n-vL,

17 ara algqun entero r con =r=n,|lV —Tr-v < = es una noja compacta
i) p lgiin ent 1<r< P Ll<iyp hoj pact

contenida en Ule U; y corta a cada U; en exactamente r placas.

Demostracion:

[Demostracién de la Proposicién 1.7.9] Siguiendo la notacién del Lema 1.7.11, los puntos
de continuidad de v son precisamente la reunién de las hojas L tales que para cualquier
n € N existe un entorno N de L donde toda hoja que corta a N cumple la condicién (ii)
con r = 1. De esto se sigue que estas hojas tienen holonomia trivial, pues admiten entornos
transversos donde cada hoja corta en a lo sumo un punto. Reciprocamente, es facil probar,
a partir de la definicién de funciéon de volumen, que las hojas con holonomia trivial son
conjuntos donde se da la continuidad de dicha funcién. Los puntos con holonomia trivial
forman un abierto, pues admiten un entorno de hojas con holonomia trivial. La densidad
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de este conjunto se puede deducir del Lema 1.7.11, pero es conocido que en cualquier
espacio foliado el conjunto de hojas con holonomia trivial es residual y por tanto denso
[6]. O

1.7.4. Suspensiones

En el ejemplo que ahora tratamos tenemos una transversal total y el pseudogrupo de
holonomia estd generado por un grupo de homeomorfismos globales. Todo lo aqui comen-
tado puede encontrarse en [6].

Sea M una variedad de dimensién m, sea S una espacio metrizable, localmente com-
pacto y separable y sea h : w1 (M, z9) — Homeo(.S) un homomorfismo. Si M es la cubierta
universal de M, consideramos la accién ¢ de w1 (M, z() sobre el producto M x S dada por:

o(g, (x,y)) = (xg~ ", h(g)(y)) -

Denotamos por M Xp, S el espacio de orbitas de esa acciéon que es un espacio Hausdorft,
metrizable y segundo numerable. La aplicacion p : M x,.S — M inducida por la proyeccién
M xS — M es un fibrado localmente trivial de fibra S. La proyeccién en el segundo factor,
M xS — S, induce una foliacién F en M xS que se llama suspension del homomorfismo
h. Esta foliacién es transversa al fibrado dado por p y sus hojas son cubiertas de la variedad
M.

Un abierto U C M se dice que es un abierto de trivialidad para la suspension si existe
un homeomorfismo foliado f : p~1(U) — U x S tal que 710 f =p, donde my : U x S — S
es la proyeccion en el primer factor. Recordemos que si U C M es un abierto simplemente
conexo, entonces es un abierto de trivialidad para p.

A S le llamaremos fibra de la suspensién y a M le llamaremos base.

1.8. Ejemplos de MT-espacios

1.8.1. Espacios medibles y espacios topoldgicos

Los ejemplos mas sencillos de MT-espacios son los espacios topoldgicos y los espacios
medibles. En el caso de espacios medibles tomamos la topologia discreta, de manera que
aplicaciones medibles se transforman en aplicaciones continuas y, por tanto, son también
MT-aplicaciones. En el caso de espacios topolégicos, podemos usar la o-dlgebra dada por
sus borelianos, de manera que todas las aplicaciones continuas pasan a ser medibles y, por
tanto, MT-aplicaciones.

1.8.2. Una generalizaciéon de espacios medibles foliados

Para la definicién de espacios medibles foliados usabamos cartas medibles foliadas de
forma R" x T, donde T es un espacio de Borel estdndar. Una pequena generalizacién puede
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conseguirse usando cartas medibles foliadas con MT-espacios de la forma P x T donde T
es un espacio medible estdndar y P es un espacio polaco, conexo y localmente conexo por
caminos. La o-dlgebra tomada es la generada por el producto de las o-dlgebras de P y T.
La topologia es la que tiene por base a los abiertos de las “placas” P x {t} = P. En este
caso, seguiremos llamando hojas a las componentes conexas del MT-espacio. Las hojas
ya no tienen por qué ser variedades pero si seran segundo numerables. Destacamos que
el concepto de transversal, holonomia y medida transversa invariante se adaptan a esta
generalizacién del mismo modo que para espacios medibles foliados. Estos MT-espacios
seran llamados espacios medibles polaco-foliados. También forman una categoria tomando
las MT-aplicaciones. Los resultados obtenidos en secciones precedentes se pueden adaptar
a esta categoria.

1.8.3. Grafos medibles

Sea T un espacio medible estandar. Un grafo medible sobre T" es una familia numerable
de isomorfismos de Borel ® = {~; : A; — B;} entre borelianos de 7T'. Llamaremos arco
de ® todo par de puntos (z,y) para los que existe k£ € N con y = ~(x). Construimos
un MT-espacio K¢ mediante la adjuncion de un segmento euclideo entre los puntos = e y
de un arco de ®. La estructura medible serd la generada por los borelianos de U,, x A; y
los borelianos de T, donde los U,, forman una base de abiertos del interior del segmento
euclideo. Remarcamos que se identifica [0, 1] x A; via (0,2) ~z y (1,z) ~ v;(x) y el resto
de puntos via un homeomorfimo que conserve orientacion entre los segmentos adjuntados a
los arcos de ®. Con esta estructura, g admite a T’ como transversal completa. No es dificil
comprobar que los grafos medibles son un ejemplo de espacios medibles polaco-foliados.

1.8.4. Subespacios y cocientes MT

Dos técnicas de construccion de MT-espacios es dar condiciones para que un subcon-
junto de un MT-espacio sea a su vez MT-espacio con las estructuras heredadas y para
qué un cociente de un MT-espacio sea MT-espacio.

Definicion 1.8.1 Un MT-subespacio de un MT-espacio X es un MT-espacio Y para
el cual existe una MT-aplicacion i : Y — X tal que i es inyectiva y conserva conjun-
tos medibles. Diremos que Y es un MT-subespacio embebido si i es un embebimiento. Si
sat(i(Y)) = i(Y), entonces diremos que Y es un MT-subespacio saturado.

Si los MT-espacios X e Y son estandar, la inyectividad de ¢ implica la conservacién de
borelianos.

Definicion 1.8.2 Sea X un MT-espacio y R una relacion de equivalencia. Bl MT-espacio
X/R dotado con la topologia cociente y la o-dlgebra generada por la proyeccion de las
saturactones por R de conjuntos medibles es el MT-espacio cociente de X por R.
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Esta es la definicién més amplia de MT-espacio cociente, sin embargo, en la practica,
el conjunto cociente puede admitir otras o-algebras y topologias que puedan ser definidas
por otros medios y con interesantes propiedades. Cuando trabajemos con un cociente
explicaremos claramente qué o-algebra se toma en cada caso. A modo de ejemplo, para
un espacio foliado, en el espacio de hojas, la topologia cociente del espacio ambiente da
informacién de interés que no es captada por el cociente de la topologia de las hojas (que
es la que tenemos al considerarlo como MT-espacio). Adicionalmente se puede tomar la
o-algebra de Borel asociada a esta topologia que, en general, no coincide con la o-algebra
que tiene como MT-espacio cociente.

Ejemplo 2 (Espacio de hojas de espacios medibles foliados) En el caso de un es-
pacio medible foliado tenemos la relacion de equivalencia de las hojas. El MT-espacio
cociente por esta relacion se llama MT-espacio de hojas asociado.

El hecho de que los atlas medibles sean numerables implica que la saturacion de un
boreliano es necesariamente un boreliano. Por lo tanto se puede controlar la estructura
medible del cociente a partir de la estructura medible del MT-espacio. Como refuerzo a
nuestra definicion de MT-espacio cociente y MT-espacio de hojas presentamos la siguiente
PTOPOSICIOn.

Proposicion 1.8.3 Si f : X — Y es una equivalencia por homotopia medible entre dos
espacios de Borel foliados, entonces la biyeccion inducida en los MT-espacios de hojas
asociados es un MT-isomorfismo.

Demostracion:
Probaremos que si f : (X, F) — (Y,G) es una equivalencia por homotopia medible, en-
tonces la aplicacion inducida f : X/F — Y/G es medible. Para comprobar que f es medible
es suficiente comprobar que la imagen inversa de cada generador es medible en la o-dlgebra
cociente. Para ello observamos que si B es un conjunto medible de Y saturado entonces
f~Y(B) es un conjunto medible y saturado de X y nr(f~1(B)) = ?71(7@(3)). Donde
TF y mg son las proyecciones al espacio de hojas. Razonando del mismo modo obtenemos
que la aplicacion inducida por una inversa homotépica es también medible vy, por tanto, f
serd un isomorfismo medible.

Por otro lado la topologia cociente en el espacio de hojas es la topologia discreta y por
tanto una biyeccion es automdticamente un homeomorfismo. (Il

1.8.5. Suspensiones medibles

Este ejemplo se construye en analogia al ejemplo de espacios foliados. Sea M una
variedad de dimensién m, sea S una espacio de Borel estdndar. Denotaremos Med(5) el
grupo de isomorfismos de Borel sobre S. Sea

h:mi(M,xo) — Med(S)
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un homomorfismo. Si M es la cubierta universal de M, consideramos la accion ¢ de
m1(M, z0) sobre el MT-producto M x S dada por:

o(g, (x,y)) = (zg~ ", h(g)(y)) -

Denotamos por M xp S el MT-espacio de orbitas de esa accion, que se llama suspension
medible del homomorfismo h (la estructura MT viene dada como MT-espacio cociente).
Esta foliacién admite a S como transversal y sus hojas son cubiertas de la variedad M.
Es facil probar que una suspensién medible es un espacio de Borel foliado. En [3] se
trabaja con una versién mas general de suspension admitiendo como base M a un espacio
polaco, conexo y localmente conexo por caminos. En estas condiciones, las suspensiones
medibles serian espacios medibles polaco-foliados. Las hojas son espacios de recubrimiento
de M y los abiertos simplemente conexos de M también son abiertos de trivialidad para
la suspensién, al igual que en el caso de suspensiones topoldgicas. Es sencillo demostrar,
usando la Proposiciéon 1.1.5, que el espacio medible foliado inducido por una suspension
topolégica y el MT-espacio cociente de la suspensién medible asociada son MT-isomorfos.

1.8.6. Ejemplos de espacios medibles foliados inducidos

Ya observamos a lo largo de este capitulo que el functor O nos regala una familia muy
importante de espacios medibles foliados, aquellos que son inducidos por un espacio foliado.
En este apartado comentaremos algunos ejemplos de espacios foliados y observaremos cémo
se comporta su versién medible.

Ejemplo 3 (Componentes de Reeb) Para todo a € [0,1] consideramos la funcion ¢, :
B™ — R/Z de la bola unidad de R™ con valores en el circulo R/7Z definida por

1
() = ———=+a.
V1=l

El grafo de esta funcion es un plano topoldgico L, de dimension n puestos a lo largo del
toro solido abierto B™ x R/Z y que se acumulan en el infinito al borde de este toro. El
espacio foliado obtenido en el toro sélido cerrado B"™ x R/7Z que tiene como hojas a las
componentes conexas del borde del toro y los grafos de las funciones ¢, se llama componente
de Reeb de dimension n (ver Figura 1.2). Este espacio foliado tiene un especial interés
pues no se obtiene a partir de una suspension de homeomorfismos puesto que no existe
una transversal completa cerrada.

La version medible de la comonente de Reeb es mucho mds sencilla. Una transversal
total puede darse por T = (Pn x {0}) U ({0} x R/Z) U (Ps x {0}) para la componente
de dimension 1 donde Py y Ps denotan los polos norte y sur respectivos del disco B,
para las componentes de dimensiones mayores tomamos T = (Py x {0}) U ({0} x R/Z).
La razon es que en dimension 1 tenemos dos componentes en el borde y en dimensiones
mayores solo una. FEstas transversales cortan todas las hojas y ademds en un sélo punto.
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W B

Figura 1.2: Componentes de Reeb de dimensién 1 y 2.

Es facil ver que el espacio medible inducido por la componente de Reeb de dimension
n es MT-isomorfo al inducido por la suma topolégica de S" ' x R/Z y R™ x R/Z, donde
S"=1 x R/7Z esta foliado por una hoja y R™ x R/Z estd foliado como un producto por las
generatrices R™ x {*} (ver Figura 1.3).

Ejemplo 4 (Flujos de Krénecker) Tomamos S' como la circunferencia compleja. Tomamos
la rotacion de dngulo 2ma, Ry @ St — St Ra(e*™) = e2m(t+e) - Lg suspension de esta
rotacion origina un flujo en el toro S' x S'. Atendiendo a si « es racional o irracional
tenemos las dos situaciones sigutentes

(i) Todas las hojas son compactas, homeomorfas a un circulo y con holonomia trivial.

(ii) Todas las hojas son inmersiones inyectivas de R y densas en el toro.

En la situacion (i) es facil encontrar un boreliano que corte a cada hoja en un solo
punto, en consecuencia, es MT-isomorfo a un espacio medible foliado producto. Para la
situacion (ii), no existe una transversal que corte a cada hoja en un solo punto, es decir,
no es MT-isomorfo a un espacio medible producto.

Se puede hablar de flujos de Kréonecker de mayor codimension. Para ello se realiza la
suspension de homeomorfismos de la forma

Ray X .. X Rg, : (SH™ — (S

la suspension nos da un flujo sobre (S1)"*1. En este caso se obtiene
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Figura 1.3: Componentes de Reeb de dimension 1 y 2 vistas como espacios medibles.

(i) Silos i, ..., son todos racionales, entonces todas las hojas son compactas, home-
omorfas a circulos y con holonomia trivial.

(ii) Si algin «; es irracional pero no todos, entonces las hojas son inmersiones inyectivas
de R. La clausura de cada hoja es un toro embebido de dimension igual a la cantidad
de «; irracionales.

(iii) Si todos los o son irracionales, las hojas son inmersiones inyectivas de R y el flujo
es minimal.

El caso (i) es MT-isomorfo a la situacion (i) anterior. Tanto en el caso (ii) como en
el (iii), no obtenemos espacios medibles foliados producto. Los flujos de Kronecker corre-
spondientes a los casos (ii) y (iii) no son MT-isomorfos. La unica medida de probabilidad
transversa invariante que admite un flujo de Kronecker minimal es la de Lebesgue, sin em-
bargo flujos del tipo (ii) admiten mds medidas de probabilidad transversas invariantes; a
modo de ejemplo, tenemos las medidas producto obtenidas de tomar la medida de Lebesque
en la parte irracional de la suspension y una medida de Dirac en la parte racional. Si fue-
sen MT-isomorfos las medidas transversas invariantes deberian estar en correspondencia
biyectiva (pues, en particular, es una equivalencia de homotopia medible) y acabamos de
ver que no es asi.

También se pueden obtener foliaciones de Kronecker de mayor dimension. La suspen-
sion se realiza sobre el toro de dimensién n cuyo grupo fundamental es @', Z. Sobre cada
generador se toma alguna de las transformaciones antes descritas. De este modo obten-
emos las foliaciones de Kronecker de dimension mayor. Una gran parte de las propiedades
dindmicas de estas foliaciones se deducen de las propiedades de los flujos que ya hemos
explicado.

Ejemplo 5 (Foliacién de Denjoy) La foliacion de Denjoy en el toro T? es un caso de
interés por diferentes motivos. Ofrece un ejemplo de superficie foliada con un conjunto
minimal excepcional; es decir un conjunto saturado y cerrado, no vacio, que no contiene
ningun subconjunto propio con estas caracteristicas, y no se trata de una hoja cerrada.
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Por otro lado se trata de una foliacién C' que no es homeomorfa a ninguna foliacion C”
conr > 1 (esto es consecuencia del teorema de Sacksteder [6]).

Empezamos la construccion denotando por S(X) al circulo que se obtiene identificando
los extremos del intervalo [0, )], asi S' = S(1). Denotamos por R, a la rotacién de dngulo
irracional o en S(1), definida por Ry(x) = x + a (modl). Sea xog € St y definimos x,, =
R (x0) para todo n € Z. Definimos, ademds, una bisucesion de niumeros reales {an }nez
con a, = la serie asociada a esta bisucesion converge y se tiene:

a:Zan:?).

neL

1 .
2Inl >’

A cada término de la bisucesion insertamos un intervalo I, de la circunferencia S(1 4 a)
de longitud a,. Estos intervalos, colocados justo a continuacion de cada correspondiente
Ty, siguiendo la orientacion dada por el circulo, cumplen que, si i,j,n son enteros con
xj entre x; y Tn, entonces I; estd situado entre I; e I,. No es dificil probar, usando la
irracionalidad de o, que S(1+4a)\ U, ¢z int(I,) es un conjunto que no es denso en ningin
abierto de S(1 + a) y que es homeomorfo a un conjunto de Cantor.

Tomamos ahora una aplicacion C', h : S(1 4+ a) — S(1), que lleva I, a x, y es
biyectiva en el conjunto de puntos que no estin contenidos en ningun I,,, que denotamos
por Q0. Ahora podemos construir el difeomorfismo de Denjoy (ver Figura 6.3), que es un
difeomorfismo C, f: S(1+ a) — S(1 +a), tal que:

(1) Para todon € Z, f(I,) = Inyi1,
(2) f(Q°) =Q°,
(3) hof=Ryoh.

La suspension de este difeomorfismo define una foliacion C1 en el toro (pues f conserva la
orientacion), donde la saturacion del conjunto S(1+a)\ U, cz In es un conjunto minimal
excepcional y su complemetario es una foliacion producto de fibra un intervalo abierto y
hoja R. Esta es la foliacion de Denjoy.

La foliacion de Denjoy se simplifica mucho desde el punto de vista medible. Es fdcil
probar que es MT-isomorfa a la suma topoldgica de R x (0,1) y St x g, S, donde S* x g,
St es un flujo de Krénecker irracional, que es MT-isomorfo al conjunto minimal de la
foliacion de Denjoy. Desde el punto de vista medible, la foliacion de Denjoy no arnade
informacion que no hayamos tratado.

Observacion 1.8.4 No es trivial conseguir el difeomorfismo de Denjoy, para una con-
struccion detallada remitimos a [23].
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Figura 1.4: Construccién de la aplicacion de Denjoy.




Capitulo 2

Extension coherente de medidas
invariantes

2.1. Introduccion

Existen diversas interpretaciones de las medidas transversas invariantes en el contexto
de espacios foliados y variedades; de hecho, pueden extenderse a las transversales de los
espacios medibles inducidos (borelianos que cortan cada hoja en un conjunto numerable)
[10]. En estd seccién mostraremos que las medidas transversas invariantes pueden ser
extendidas a toda la o-algebra de Borel en el espacio ambiente. De hecho, probaremos esto
en el caso més general de espacios medibles foliados con medida transversa invariante. El
resultado que demostramos es el siguiente.

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio medible foliado con una medida transversa invariante
A. Existe una medida de Borel A en X tal que A(T) = A(T) para toda transversal T.

También discutiremos acerca de la unicidad de esta extensién, lo que nos conduce al
concepto de extension coherente.

2.2. Caso de un MT-espacio producto

Comenzaremos con una demostracién del teorema 2.1.1 en un caso méas restringido:
un producto de un espacio estandar por una variedad Hausdorff y segundo numerable.
Trabajaremos con algo més de generalidad, tomaremos MT-espacios de la forma P x T
con P polaco y T estandar.

Observaciéon 2.2.1 Tomaremos una nueva topologia sobre PXT, adicional a la que posee
como MT-espacio. Todos los espacios de Borel estdndar son Borel isomorfos a un conjunto
finito, Z o el intervalo [0,1] (véase e.g. [35, 22]). De esta forma P x T se identifica con
P xZ, PxI0,1] o Px A (A finito) via un isomorfismo de Borel. Cuando hablemos de

29
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“abiertos” en P x T nos referimos a abiertos en alguno de los espacios anteriores con la
topologia producto. Denotaremos w: P X T — T a la proyeccion canonica.

Proposicién 2.2.2 (R.Kallman [21]) Si B C P x T es un conjunto de Borel y BN
(P x {t}) es un o-compacto para todo t € T, entonces w(B) es boreliano. Mds ain, existe
un boreliano B’ C B que corta a cada placa que corta a B en un sélo punto.

Sea (X, M, A) un espacio de medida. La complecion de M respecto de la medida A
es la o-algebra

My={ZCX|3ABeM, ACZCB, A(B\A)=0}.

La medida A se extiende de forma natural a My, definiendo A(Z) = A(A) = A(B) con
Z,A, B en las condiciones anteriores.
Sea A una medida de Borel en T'. Definimos

m(B*,Bp) ={B CB* | n(BNU) € By ¥ U abierto de P x T'},

donde B y B* son las o-dlgebras de Borel de T'y P x T, respectivamente.

Proposicién 2.2.3 7(B*,By) es cerrado por uniones numerables.

Demostracion:
Es obvio, pues |J,, B, € B* y n((U Bn)NU) = |J,, 7(B, NU) pertenece a By, trivialmente,
para cualquier abierto U C P x T'y cualquier sucesién B, en 7(B*,By). O

Observacion 2.2.4 Si A es o-finita (i.e., T es una union numerable de borelianos de
A-medida finita), entonces w(B*,By) = B*, ya que por el Ejercicio 14.6 en [22], cualquier
conjunto de B* se proyecta en un conjunto analitico, y por tanto A-medible, pues A es
o-finita [35, Teorema 4.3.1].

Observacidén 2.2.5 Obtenemos que si B € w(B*,Bp) yU es un abierto en PxT, entonces
BnNU € n(B*,Bp). Por la Proposicion 2.2.2, m(B*,By) contiene a los borelianos con
interseccion o-compacta con las placas P x {t}.

Denotamos por B** a la o-algebra de Borel de P x T'x P x T, 7 la proyeccién natural
PxTxPxT—TxT,y (By x Bp) la o-dlgebra generada por conjuntos de la forma
A x B with A, B € Bj.

Lema 2.2.6 Si B, B’ € n(B*,B)), entonces B x B' € w(B**,(Bx x By)).
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Demostracién:

Como B, B’ € B* se tiene B x B’ € B**. Observamos que todo abierto U C P x T es una
unién numerable de productos de abiertos. Tomamos U = |J,cn(Un X Vi) con Uy, y V,
abiertos de P y T respectivamente para n € N. Entonces

%((BXB’)DU)_%<(B><B’)H U(Unxvn)>

neN

—F (U (BNU,) x (B’mVn))>

neN
— U%((BﬂUn) x (B'NV,))
neN
— U (BNU,) xm(B'NV,)),
neN

que estd en (By x By). O

Definicién 2.2.7 Para B € n(B*,By), sea

- /T 4 (B (P x {t})) dA(t) = /T ( /P R dv>> dA(t)

donde v denota la medida de contar y x4 la funcidn caracteristica sobre A C P x {t}.

Observacién 2.2.8 Destacamos que la medida en T induce una medida transversa in-
variante en P x T tomando la Definicion 2.2.7 para transversales generalizadas. Por tanto
la Definicion 2.2.7, si estd bien definida, extiende la medida transversa invariante en PxT
am(B*,By).

Proposicién 2.2.9 Para cada B € 7n(B*,By), A estd bien definida y satisface

(a) A(0) =0

b) A = A(B, para toda familia numerable de comjuntos disjuntos
nEN neN
B, EW(B* Bp),n € N.

Demostracion:
A esté bien definida si y solo si la funcién h : T — R U {oo}, h(t) = #(B N (P x {t})),
es medible respecto de la o-algebra By in T id.e., si h™'(n) € Bj para todo n € N.
Procedemos por induccién en n. Es claro que h=1(0) = T \ 7(B) pertenece a By pues
B € w(B*,By). Ahora, supongamos h~1(i) € By para i € {0,...,n — 1} y comprobemos
que h=t(n) € Bx.
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Sea

Cn = {((plvt)a (p2>t)v Sx3) (anrl?t)) | le T> Di € P Vi}>

que es cerrado en (P x T)"*! (recordemos que consideramos la topologia producto, véase
Observacién 2.2.1). Observamos que C, es el conjunto de (n+ 1)-uplas en P x T que estdn
en la misma placa. Es claro que C), es homeomorfo a P"*! x A, donde A7 es la diagonal
del producto T+, y la proyeccién

i Ap =T, (.. t)—t

es un homeomorfismo. La medida A se convierte en una medida en Ap via wp. La inter-
seccién B"t1' N C,,, denotada por Dy, es el conjunto de (n 4+ 1)-uplas en B que pertenecen
a la misma placa. Sea

An = {(plvt)7 (pg,t), EE) (pn+17t>) € Cn ‘ di 7é] con p; :pj}7

que es cerrado en Cy,. El conjunto D,, \ A,, estd formado por las (n+ 1)-uplas de elementos
distintos en B que estdn en la misma placa. En consecuencia, el conjunto mpoma(Dy \ Ay)
consiste de los puntos ¢ € T' cuya placa correspondiente P x {t} contiene mas de n puntos
distintos de B, donde mwa : C,, — Ar es la proyeccién natural.

A continuacién probemos que 7a(Dy \ A,) € 71 (Ba) = n5' (B)a. Por el Lema 2.2.6,
obtenemos 7 (B"*1\ A,) € (BY™!), donde 7 : (P x T)"*1 — T"*! es la proyeccién
natural. Por tanto

TA(Dn \ Ap) = Ap N7 (B Ay) € (B )ag
donde (By1)| A, denota la restriccién a A de la o-dlgebra (B4 +!). Solamente resta pro-
bar (BY™)|a, C w5 (By). Para este propésito, debemos comprobar que cada generador

HZill Fy,, con Iy, € By, satisface (HZJ:F% Fy,) NnAp € 77771(8,\). Para cada k, tomamos
Ap, By € B con Ay C F, C By y A(Bg \ Ax) = 0. Entonces

n+l n+1 n+1
(HAIC> NAr C (HFk) NApr C (HBk> NAT7,

k=1 k=1 k=1

y ( Zii Ak) N Ar, ( Zill Bk) N Ar pertenecen a m..'(B) pues

n+1 n+1 n+1 n+1
(H Ak> NAr = m W;I(Ak) , <H Bk> NAr = ﬂ?‘(‘;l(Bk)
k=1 k=1 k=1 k=1
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Mis aun

n+1 n+1 n+1
A (((H Bk) N AT) \ ((H Ak) N AT)) =A (m (7" (Br) \Wfl(Ak))>
k=1 k=1 k=1
n+1
A (WTl (ﬂ (B \ Ak)))
k=1

n+1
=A (m(Bk\Ak)>
k=1

=0.

Esto muestra que 7a(Dy, \ A,) € 731 (Ba) = 77 (B)a. Por induccién, tenemos
B n) = T\ (e 0 7a (Do \ A) UK ({0, o — 1)) € By |

La propiedad (a) es obvia. Para probar (b), observamos que x| g, = > XB, v la
propiedad se sigue usando el teorema de la convergencia mondtona. (I

Definicién 2.2.10 Si B € B*\ 7(B*, B), entonces definimos A(B) = occ.
Proposicién 2.2.11 (P x T, B*, K) es un espacio de medida y A extiende a A.

Demostracion: B N

Sélo tenemos que probar que A(U, ey Bn) = >,y A(Br) para toda familia de conjuntos
disjuntos By,,n € N en B*. Por la Proposicién 2.2.9, esto funciona si B, € w(B*,By)
para todo n € N. Si |J,, B, € B* \ m(B*, By ), entonces es obvio. Unicamente tenemos que
considerar el caso en que algun B; € B* \ m(B*,B)) y, sin embargo, |J,, Bn € 7(B*, Ba).
Podemos suponer B; = By y usaremos la notaciéon B = | J,, B,,. Tomamos

B® = {teT | #(Bn (P x{t}) = oo},

que pertenece a By por la Proposicion 2.2.9; la prueba se terminard si comprobamos que
A(B*) > 0. Tenemos B{® C B>, donde

Byt ={teT | #(BLN(Px{t})) = oo} .

Supongamos A(B*) = 0. Como B> € By, existe algiin A € B tal que B> C Ay A(4) = 0.
El boreliano 7~ 1(A) satisface By N7~ 1(A) € m(B*, By) pues

pcaB N Y ANU)C A

y A(A) = 0 para cada abierto U de P x T'. Por otro lado, By \ m~!(A) es un boreliano que
interseca toda placa en un conjunto finito, en particular en un o-compacto, y en conse-
cuencia se proyecta en un boreliano por la Proposicién 2.2.2. Finalmente By € w(B*,By))
por la Proposicién 2.2.3, que es una contradiccion. [l
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La cuestion que surge de un modo natural es la siguiente, ;es esta extensién la tnica
que admite una medida transversa invariante en un MT-espacio de este estilo? Esto es
falso en general, por ejemplo, tomemos el producto foliado R x {*} y sea A la medida
nula en {*}; nuestra extension A es la medida nula en el espacio total. Ahora, tomemos la
medida u definida por

(i) u(B) = 0 para todo conjunto numerable B; y
(ii) u(B) = oo para todo boreliano no numerable B.

La medida p extiende a A y es bastante diferente de A. Para resolver este problema,
requeriremos algunas condiciones a la extensién. Estas condiciones buscaran la coherencia
con el concepto de medida transversa invariante. Probaremos que nuestra extensién es la
Unica extension coherente.

Definicion 2.2.12 Sea p una extension de una medida transversa invariante A en un
espacio medible foliado producto X. La medida 1 es una extensiéon coherente de A si
cumple las siguientes condiciones.

(a) Si B € B*, m(B) no estd contenido en ninguna transversal de medida nula y cumple
#BN (P x {t}) = oo para cada placa P x {t} que corte a B, entonces u(B) = oo.

(b) Si A(S) =0 para una transversal S, entonces u(w=1(S)) = 0.

(c) SiB € B* y A(S) = oo para toda transversal S con B C 7—1(9), entonces (B) = oo.

Observacién 2.2.13 La condicion (a) fuerza el comportamiento de p en los borelianos
con una cantidad infinita de puntos en placas que no estdn en la saturacion de una
transversal de A-medida nula. La condicion (b) es natural, es la coherencia entre los so-
portes de A y de la extension p. La condition (c¢) fuerza el comportamiento de p cuando
el boreliano sdlo puede cubrirse por la saturacion de borelianos de A-medida infinita.

Proposicién 2.2.14 La extension A es la idnica extension coherente.

Demostracién:
Probaremos que cualquier extensién coherente p toma los mismos valores que A en B*.
Primero consideramos el caso B € 7(B*,By). Sea

B®={teT|#(Bn(Px {t}) = occ} .

Este conjunto pertenece a By por la Proposicion 2.2.9. Por tanto existen borelianos A, C
con A C B® C CyAC\A) =0. Sea B® = BNz (C). El boreliano B\ B> es una
transversal y, en consecuencia, ;1 esta determinada por A. Por otro lado, si A(W(Eoo)) =0
entonces p(B>) < p(r~1(B>)) = 0 por la condicién (b). Si A(B®) > 0, sca B® =
Bnal(A) y B> = BNna'(C\ A). Entonces u(B®) = oo por la condicién (a) y
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u(B’>°) = 0 por la condicién (b). Esto prueba que u esta definida en w(B*,By) de la
misma forma que A.

El caso B € B*\ w(B*,By) es similar. El conjunto B> no es necesariamente boreliano
en este caso, pero observemos que B N 7~ 1(B>) no est contenido en la saturacién de
ninguna transversal S de medida finita o obtenemos B N7~ 1(S) € 7(B*, By) usando el
mismo argumento de la Observacién 2.2.4 y, por tanto, teniendo en cuenta que B\ 7~ 1(S)
serfa una transversal, B € 7(B*, By) por la Proposicién 2.2.3. Finalmente, u(B) = oo por
la condicién (c). Esto prueba que p y A coinciden sobre B*. O

2.3. El caso general

En esta secciéon probamos el teorema principal del capitulo.

Teorema 2.3.1 Sea X un espacio medible foliado con una medida transversa invariante
A. Eziste una medida A en X que extiende a A.

Sea X un espacio medible foliado con medida transversa invariante A. Sea {U;, i }ien
un atlas medible foliado con ¢;(U;) = R"xT;, donde T; es un espacio de Borel estdndar. Via
©i, obtenemos una medida de Borel A; en T;. Por la Proposicién 2.2.11, existe una medida
A; en U; = R™ x T; que extiende A;. De hecho, la Proposicién 2.2.2 implica A;(T) = A(T)
para toda transversal T' C U;. Sean 7; : U; — @?1({*} x T;) las proyecciones naturales.

Lema 2.3.2 Sea B un boreliano de U; NUj, i,j € N. Entonces
B e mi(B*,By,) <= B € m;(B*, Ba,) -

Demostracion:

Por el Lema 1.1.7, existe una familia numerable de transformaciones de holonomia medible
de o; '({x} x T}) a @?1({*} xT}) cuyos dominios y rangos cubren m;(U;NU;) y m;(U;NU;),
respectivamente. Por tanto, si A es un boreliano contenido en U;NU; y m;(A) es boreliano,
entonces m;j(A) es boreliano y A(m;(A)) =0 <= A(7;(4)) =0. O

Lema 2.3.3 A;(B) = Kj(B) para todo boreliano B C U; NUj, 4,5 € N.

Demostracion:

Observamos que KZ y Kj toman los mismos valores en transversales de U; N U;. Por el
Lema 2.3.2, solo consideraremos borelianos en 7;(B*, By). Supondremos, en lo sucesivo,
que B es tal que m;(B) is boreliano. Si no fuese el caso, B es A-medible y podemos tomar
un boreliano A C m;(B) con A(B\ A) = 0. Tomamos a continuacién el boreliano B =
BN, '(A). Este boreliano se proyecta en el boreliano A y Ai(B\B) = Kj(B \ B) = 0 por
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la Definicién 2.2.7 y el Lema 2.3.2. En consecuencia, A;(B) = A;(B) and /N\j(B) = Kj(B).
Sea
B = {t € ;] 1(T) | #B Np; (pi(t) x R") =k}, k=1,.. 0.

Estos conjuntos son A-medibles por la Proposicién 2.2.9, asumiremos que son borelianos
por la misma razén que antes. Denotemos por B a los borelianos Bnm;” ! (B¥). Es obvio que
U2, B¥ es una transversal, por tanto A; (s, B*) = A; (U, B¥). Ahora consideramos

B ={zeB® |#BnPF)=1}, I=1,.,00,

donde PJ denota la placa de U; que contiene a x. Por los mismos razonamientos podemos
suponer que este conjunto es un boreliano cuya proyeccién es boreliana. La prueba estaria
terminada para el caso A(m;(BL)) = 0 (nos podemos restringir al caso de una transversal).
Si A(m;(BX)) > 0, entonces A(WJ(ESS)) > 0 y, obviamente, obtenemos A;(B) = oo =
A(B). 0

Definicion 2.3.4 Sea B un conjunto medible en X, y
Bi=BnNnU;, By = (BﬂUk)\(Blu...Ukal),

para k > 2. Definimos

A(B) =) Ai(Bi).
i=1

Por el Lema 2.3.3, es facil probar que la Definicién 2.3.4 no depende ni del orden de
las cartas ni en la eleccién del atlas medible foliado numerable escogido. Es obvio que A
extiende A dado que ambas toman los mismos valores en transversales contenidas en cada
carta y, por tanto, en cada transversal. El Teorema 2.3.1 queda demostrado.

Definicion 2.3.5 Sea p una extension de una medida transversa invariante A en un
espacio medible foliado X . La medida 11 es una extensién coherente de A si es una extension
coherente en cada carta medible foliada para la medida transversa invariante inducida en
ella.

Para comprobar si una extensién es coherente, es suficiente comprobarlo en las cartas
de cualquier atlas medible foliado.

Corolario 2.3.6 A es la tinica extension coherente.
El Teorema 2.1.1 da una nueva interpretacién para las medidas transversas invariantes

y ofrece un nuevo concepto de transversal para espacios medibles foliados con medida
transversa invariante.
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Definicién 2.3.7 Sea X un espacio foliado con medida transersa invariante A. Una A-
transversal es un boreliano con A-medida finita.

Observacién 2.3.8 En la Seccion 2.2, solo usamos que las placas son espacios polacos.
El Lema 1.1.7 es cierto sustituyendo el espacio euclideo R™ por un espacio polaco, conexo
y localmente conexo. Con estas condiciones, nuestro resultado puede extenderse a otros
casos interesantes como grafos medibles o espacios medibles polaco-foliados en un contexto
mds general.

Observacién 2.3.9 Para el caso topoldgico existe otra formulacion de la extension co-
herente N, usada en [25], y que también es de interés. Sea {(U;, ¢i)}ien un atlas foliado
reqular del espacio foliado con medida transversa invariante (X,F,A), T; transversales
asociadas a cada carta, (N\;)ieny una particion de la unidad subordinada a dicho atlas, y v
la medida de contar. Entonces

8 =3 [ ([ doxsr ) ase).

1€N

Obtenemos que esta expresion estd bien definida carta a carta en w(B*,By), la demostracion
es una combinacion de los resultados de este trabajo y la demostracion original que puede
encontrarse en [25]. Fuera de w(B*,By) la definicion oo es la unica que sabemos que es
coherente.
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Capitulo 3

Categoria LS y medida transversa
invariante

3.1. Introduccion

Sea (X, F) un espacio medible foliado. Desde el punto de vista medible, una contraccién
por homotopia medible induce una transversal en su paso final, es decir, H(U x {1}) €
T(X,F), por ser las hojas segundo numerables y por definicién de contraccién. Cuando
disponemos de una medida transversa invariante A, la expresién A(H(U x {1})) nos da
una medida de la deformacién. Intuitivamente conseguir contracciones que den medidas
m&s pequenas se relaciona con obtener homotopias 6ptimas en sentido transverso. Esto
vale para cualquier tipo de abierto y deformacién medibles, nuestra herramienta para
“medir” la deformacion final serd la extensién coherente. Lo inico que necesitamos probar
es que H(U x {1}) = H1(U) es un conjunto medible para todo abierto medible U y toda
homotopia medible sobre U con Hy = iy, donde iy : U — X es la inclusién. En lo sucesivo
siempre supondremos que Hy = ¢y para homotopias tanto medibles como integrables.

Lema 3.1.1 Para todo abierto medible de un espacio medible foliado X y para toda ho-
motopia medible H, se tiene que H1(U) es medible.

Demostracion:
Observamos que podemos suponer que H; esta definida entre dos productos del tipo R" x T’
con T un espacio de Borel estandar. Para esto tomamos

Hi:UNH ' (U;) - U;, 2~ H(z,1)

donde U; son los dominios de cada carta de un atlas medible foliado numerable. A con-
tinuacién usamos el Teorema 1.1.6, tomando una base de entornos homeomorfos a R", en
cada abierto medible U N H YUy n Uj, 1,7 € N. De este modo conseguimos una can-
tidad numerable de espacios medibles foliados producto R™ x T, y MT-embebimientos

39
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i : R*" x T}, — U](k) tales que

U:Uik(RnXTk), Hloik:RnXTk—)Ui(k),
k

donde i(k) y j(k) son enteros que dependen de k. Si la imagen de cada una de estas
aplicaciones es medible entonces H;(U) es medible pues serfa una unién numerable de
conjuntos medibles.

Por tanto, suponemos Hy : R® x T'— R"™ x S con T y S espacios de Borel estandar.
Como Hj es de Borel entre espacios estandar se tiene que que el grafo de Hy,

Graf(H) = {((2,1), Hy(2,1)) | (2,t) € R" x T},
es un boreliano de R" x T' x R™ x S (véase e.g. [36]). Denotamos
m tR"XT xR" xS —-R"x S

la proyeccion en el segundo factor, destacamos que estos espacio producto son obviamente
estdandar. Es claro que ma(Graf(Hy)) = H1(R" x T'). Tomamos una nueva topologia en
R™ x T, la topologia producto de la euclidea en R™ y una topologia en T que lo convierta
en espacio polaco (ver Observacién 2.2.1). Con esta topologia R™ x T' se convierte en un
espacio polaco. Como T es Hausdorff, las placas son cerrados en esta nueva topologia. La
o-algebra de Borel de esta topologia es precisamente la que teniamos como MT-espacio.
En consecuencia, un boreliano que sea og-compacto en las placas, serd también o-compacto
respecto de la nueva topologia. Si probamos que Graf(Hp) tiene fibras o-compactas, en-
tonces la Proposicién 2.2.2 implicard que H;(R"™ x T') es boreliano lo que termina la prueba.
Sélo resta ver que Graf(Hy) N (R"™ x T x {(y, s)}) es o-compacto para todo (y,s) € R" x S.
Basta darse cuenta que

Graf(H) N (R x T x {(y,s)}) =
={(z,t) e R" x T | Hy(x,t)

= (y,9)} = H; "({(y,9)}) -

Como Hj es continua con la topologia de MT-espacios, que es Hausdorff, obtenemos que
Hl_1 ({(y,s)}) es un cerrado, y por tanto es un o-compacto en cada placa R" x {t} C R"xT.
Finalmente observamos que H; '({(y,s)}) s6lo puede cortar una cantidad numerable de
tales placas, pues de lo contrario la hoja que pasa por (y,s) (entendido como punto en
X) no serfa segundo numerable. Es aqui donde hacemos uso explicito del hecho de que H
es una homotopia medible que comienza en la identidad, esto implica que las placas que
corta H; *({(y,s)} estdn en la misma hoja, pues estdn en la misma componente conexa
(existen caminos que unen estas placas). En definitiva, cada H; *({(y, )}, (y,5) € R"x S,
es una unién numerable de o-compactos, por tanto, un o-compacto. Observamos que estos
conjuntos son o-compactos tanto en la topologia que se tiene como MT-espacio como con
la nueva topologia que convierte al producto en un espacio polaco. [l
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3.2. Definicién de A-categoria L-S

Las definiciones de las A-categorias topoldgica y medible son anidlogas. La definicion de
A-categoria topoldgica puede encontrarse en [25] por lo que abordaremos aqui la definicién
de A-categoria medible. También podemos obtener la definicion topoldgica cambiando
abierto medible por abierto y homotopia medible por homotopia integrable en lo sucesivo.

Sea (X,F,A) un espacio medible foliado con medida transversa invariante y U C X
un abierto medible. Definimos el peso transverso dptimo de U, 7(U), como

7(U) = inf{A(H,(U)) | H homotopia medible sobre U} .
El peso transverso optimo es la pieza clave para definir la A-categoria.

Definicién 3.2.1 Sea (X, F,A) un espacio medible foliado, definimos la A-categoria LS
de (X,F) como

Cat(F,A) =

= inf{z T(U) | U recubrimiento numerable de X por abiertos medibles} .
veu

El lema anterior nos asegura la buena definicién de la A-categoria.

Observacion 3.2.2 La A-categoria generaliza a la categoria LS usual tomando la medida
de contar en la transversal (en este caso un punto). La extension coherente es la medida
de contar en la variedad.

3.3. Primeras propiedades

Observamos que, por definicién, si la A-categoria es finita entonces existe una A-
transversal que corta a todas las hojas.

Proposiciéon 3.3.1 Si un espacio foliado o medible foliado no admite una transversal
total con medida finita entonces Cat(F,A) = oc.

Lema 3.3.2 (Invarianza de la A-categoria) Sean (X,F,A) y (Y,G,A) espacios de Borel
foliados con medida transversa invariante, sea f : X — Y una equivalencia por homotopia
medible. Suponemos que las medidas estin relacionadas por imagen reciproca. Entonces,

para cualquier conjunto K medible en X y o-compacto en cada hoja, se tiene que f(K) es
medible y A(f(K)) < A(K).

Demostracién:

Sean U = {(Un,on)tnen ¥ V = {(Va,¥n) }nen atlas medibles foliados para X e Y re-
spectivamente. Observamos primero la existencia de un atlas medible foliado numerable
W = {(W,, én) tnen en X que cumple las siguientes condiciones:
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(a) Para cada n € N existe un entero k(n) para el cual f(W,) C Vi)

(b) La funcién f induce una aplicacién inyectiva del conjunto de placas de W, en el
conjunto de placas de Vi), es decir, cada placa de Vj,) contiene, a lo sumo, la
imagen por f de una séla placa de W,.

Usando el Teorema 1.1.6 en los abiertos medibles U, N f~(V,) conseguimos un atlas
medible foliado, W' = {(W/, ¢;)}ien, que cumple la condicién (a). Tomando las MT-
parametrizaciones, consideramos las funciones i; o f o (b;;l : R™ x T,, — RP x S}, donde
T,, v S; son espacios de Borel estandar para todo m,l € N. La aplicacién inducida en las
transversales,
¢lof0¢;7;1 Ty — 51,

tiene fibras numerables pues de lo contrario se contradice, bien la segundo numerabilidad
de alguna hoja de X, bien el hecho de que f induce una biyeccién en el espacio de hojas
de X por ser una equivalencia por homotopia medible. Siguiendo el mismo argumento del
Lema 3.1.1 tenemos que v o f o ¢~ (K) es de Borel para todo conjunto K € R™ x T},
medible y o-compacto en las placas. Por tanto f(K') es medible, pues se puede escribir co-
mo unién numerable de conjuntos medibles. Usando la Proposicién 1.1.5 con la aplicacién
Yo fo qﬁ;ﬁ 1 obtenemos una particién boreliana y numerable de T,,, T, = Uien Tm.i

donde la aplicacién restringida a cada transversal, ¥ o f o ¢ 1’Tm,i7 es inyectiva. En con-
secuencia, Yo fo (;5;;1 aplica placas de cada R" x T}, ; inyectivamente en placas de R? x S
en el sentido descrito en la condicién (b).

Tomamos un atlas W, con MT-parametrizaciones ¢,, : W,, — R" x T},,, que cumple
(a) y (b). Consideramos las funciones ;0 fo ¢, -1 : R" x T}, — R? x S;. Como las medidas
estén relacionadas por imagen reciproca y 1 o f o ¢! aplica inyectivamente las placas,
tenemos que A(D) = A(f(D)) para todo boreliano D C T,,. Denotaremos por Pﬂ;yl ala
placa de R? x S; que contiene a 9 o f o ¢ 1(P), donde P es una placa de R™ x T,,,. Es
claro que

#f(K)N P, <#KNP

para toda placa P de R™ x Tj,. Esto se deduce del hecho de que ;o f o ¢, es inyectiva
en las placas y de que #; o f o ¢,,}(B N P) < #B N P. Obtenemos asf

Ao f o gl (K)) = /S 4o f o by (K) N P') dA(P')
= [ e fedrlK)NPL) dAP))
Yrofody, (Tm)
_ /T 4o f o gl (K) N PL ) dA(P)
< | #(KNP)dA(P)

Tm
= A(K) .
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Por tanto el lema es cierto en cada carta de WW. Dado K medible y o-compacto en las
hojas, tomamos los conjuntos medibles definidos de forma recursiva por By = (B N Wy),
By = (KNW,)\ (W1 U...UWg_1), para k > 1. Esta familia de conjuntos medibles y
o-compactos en las hojas es disjunta y cubre a K. Finalmente obtenemos

A(f(K)) = z(U f(Bi))
< Zzﬁ(f(Bi))
< XZ:K(B»
i)

como queriamos probar. O

Proposicién 3.3.3 Si (X, F,A) y (Y,G,A) son espacios de Borel foliados con medida
transversa invariante que son equivalentes por equivalencia medible y las medidas estdn
relacionadas por la imagen reciproca dada por la equivalencia, entonces

Cat(F,A) = Cat(G, A) .

Demostracién:

Sea f: X — Y la equivalencia por homotopia medible y g su inversa homotoépica. Sea
{U,}nen un recubrimiento por abiertos medibles de Y, entonces {f~1(U,)}nen es un
recubrimiento por abiertos medibles de X. Probaremos que 7 (f~1(U,)) < 7a(U,), para
todo n € N. Sean H" homotopias medibles sobre U,, y F' la homotopia medible que lleva
go f en la MT-aplicacién identidad de X, entonces tomamos la homotopia medible

G=(goHof)xid: fY{UYXxI -UxI—-Y —X.

Esta homotopia no comienza en la identidad, ésto si lo cumple la homotopia medible
K : f~Y(U) x I — X definida como

K(z,t) = F(z,2t) site[0,1/2]
TN G2t —1) site1)2,1).
Ahora aplicamos el Lema 3.3.2 y obtenemos
AEL(f7H0)) = Mo(Hi())) < A(H (V)

por tanto TA(ffl(Un)A) < 7A(U,), para todo n € N. Como consecuencia obtenemos
A{ Y U) nen) € A{Un}tnen) v Cat(F,A) < Cat(G,A). La desigualdad inversa se
obtiene de modo andlogo. O
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Proposicién 3.3.4 ([25]) Sea (X, F,A) un espacio foliado con medida transversa invari-
ante A y U un abierto de X. Si A es positiva en los abiertos no vacios de una transversal
completa, entonces

TA(U) < 00 == U tangencialmente categorico

Esta es la relacién fundamental entre la A-categoria topoldgica y la categoria tangente.
Nos indica que la A-categoria puede restringirse a tratar con abiertos tangencialmente
categéricos y contracciones por homotopia integrable en el caso de tener una medida
invariante “positiva’en abiertos. En [25] esta proposiciéon puede usarse para probar la
restriccién en el cdlculo de la A-categoria a abiertos tangencialmente categoricos exigiendo
que el espacio foliado sea compacto, sin imponer condiciones a la medida. Este es un
problema todavia no solucionado en el caso de espacios foliados no compactos. En el
caso medible no existe topologia en la parte transversa pero aun asi disponemos de una
adaptacién de este resultado.

Proposicién 3.3.5 Sea (X, F,A) un espacio medible foliado con medida transversa in-
variante A y sea U un abierto medible en X. Entonces

A (U) < oo = U’ C U, F-categérico, tal que AU\ U') =0 .

Demostracion:

Primero observamos que H es una contraccién por homotopia medible sobre U si y sélo si
H;(U) es una transversal. Tomamos una homotopfa medible H sobre U con A(H;(U)) <
oo. Tomamos un atlas medible foliado U = {(Up, ¥n) }nen sobre X. Denotamos m, : U, —
T, la proyeccién natural sobre la transversal estandar asociada. Tomamos la familia de
borelianos H1(U) N Uy, n € N, que cubren H;(U). Observamos que m,(H1(U) N U,) es
boreliano para todo n € N, pues son borelianos con interseccién o-compacta con las placas
de U,. Sea

H\(U)y ={t €T, | #H1(U) N P, = k},

donde P, = ¢, 1(R™ x {t}). El conjunto H1(U);° es boreliano (mismo razonamiento que en
la Proposicién 2.2.9). Si A(H;(U)5°) > 0 para algin n, se tendria A(H;(U)) = oo en contra
de la hipdtesis. En consecuencia A(H;(U)S°) = 0 para todo n € N. Consideremos ahora los
conjuntos Hy(U)E para k € N. Afirmamos que los conjuntos H; (7, ' (Hy(U)%)), k € N,
son abiertos medibles y F-categdricos contenidos en U. Esto se sigue del hecho de que los
borelianos Hy (U )fl cortan en una cantidad finita de puntos a las placas de U, por lo que
la imagen inversa de cada uno de estos puntos mediante H; es una unién de componentes
conexas de U y por tanto un abierto. En consecuencia, H define una contraccién por

homotopia medible en cada abierto medible H; *(m;; ' (H1(U)k)). Tomamos

U = UHfl(W,Zl(Hl(U)Z))a
k
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que es un abierto medible donde H define una contraccién por homotopia medible. Ob-
servamos que U \ U’ es también abierto medible, pues U’ es unién de componentes
conexas de U. Ahora debemos probar que /N\(U \ U’) = 0. Claramente, para cada n € N,
m(H1(U\ U') NU,) C Hi(U)S; de aqui deducimos que K(Hl(UN\ U’)) = 0. Por las

propiedades de extensién coherente A(sat(U \ U’)) = 0, y por tanto A(U \ U’) = 0. O

Observacién 3.3.6 Otra consecuencia que podemos obtener es que, para calcular la A-
categoria, podemos tomar recubrimientos por abiertos medibles que admiten homotopias
medibles que los deformen a A-transversales. De no existir recubrimientos de estas carac-
teristicas la A-categoria es infinita.

Definicién 3.3.7 Sea (X,F,A) un espacio medible foliado con medida transversa invari-
ante A. Un conjunto medible B se dice que es transversalmente nulo si A(B) = 0.

Proposicién 3.3.8 Sea (X, F,A) un espacio medible foliado con medida transversa in-
variante A y sea B un conjunto transversalmente nulo. Entonces X \ sat B hereda una
estrucutura de espacio medible foliado con medida transversa invariante, donde F|x\sat B
Y Alx\sat B denotan las restricciones a X \sat B, y Cat(F, A) = Cat(F|x\sat B> Ml x\sat B)-

Observacién 3.3.9 La demostracion es trivial. En [25] existe una version topoldgica de
este resultado. En este caso hay que exigir una condicion a la medida, la regularidad
exterior, que nos indica que la medida de cualquier boreliano se puede aproximar por la
medida de los abiertos que lo contienen.

Proposicién 3.3.10 [25] Sea (X, F,A) un espacio foliado con medida transversa invari-
ante reqular exterior y B un conjunto transversalmente nulo. Entonces

Cat(F,A) = inf{z T(U) | U recubrimiento de X \ B por abiertos en X} .
veu

Esta igualdad también es cierta si la medida es regular exterior en o-compactos y el con-
junto transversalmente nulo es o-compacto. Observemos que para calcular To usamos ho-
motopias integrables en F.

Proposicién 3.3.11 Sea (X, F,A) un espacio foliado con medida transversa invariante.
Entonces Cat(O(F),A) < Cat(F,A).

Es decir, la A-categoria medible acota inferiormente a la topolégica. La demostracion
es sencilla, teniendo en cuenta que, mediante el uso del functor O, abiertos y homotopias
integrables dan lugar a abiertos medibles y homotopias medibles, respectivamente.

Proposicién 3.3.12 Sea (X, F,A) un espacio medible foliado con una medida transversa

invariante A. Supongamos que este espacio estd definido a partir de una suspension medible
M xp, S. Entonces
Cat(F,A) < Cat(M) - A(S) .
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Demostracion:

Sea U un abierto categérico para la variedad M, sea H la homotopia que deforma a U
en un punto {z}. Sea p : M xS — M la proyeccién candnica. Es facil comprobar que
p~1(U) es un abierto medible y H se levanta a una homotopia medible que contrae p~!(U)
en p~1(x). Por tanto 74 (U) < A(S). O

Observacién 3.3.13 Esta proposicion es andloga en el caso topoldgico [25]. Del mismo
modo, también existe una version topologica de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.14 Sea M x S, con M wariedad y S un espacio de Borel estindar,
foliado como un producto. Una medida A en S origina una medida transversa invariante
A en M x S y se tiene

Cat(M x S,A) = Cat(M) - A(S) .

Demostracion:
La proposicién anterior nos da la desigualdad Cat(M x S,A) < Cat(M) - A(S). Para
obtener la otra desigualdad observamos primero que

A(B) = /5 £(B (M x {s})) dA(s) .

Es suficiente comprobar que para todo recubrimiento numerable abierto y medible U de
M x S se tiene que ) ;o 7(U) > Cat(M) - A(S). Sea {U;}icn un recubrimiento abierto
y medible de M x Sy consideramos una sucesién de homotopias medibles H* sobre cada
U; respectivamente. Veamos que

Cat(M) <> #(H{(U;) N (M x {s})),
€N

para todo s € S. Esto, junto a la observacién previa y el teorema de la convergencia
monotona, terminan la prueba. Si existiese un s’ € S para el que no se verificase esta
desigualdad, se tendria, en particular, que

Y #(H{U) N (M x {s'})) < oo

i€EN
En consecuencia sélo una cantidad finita de abiertos U; cortan a M x {s'}. Sea Uy, ...,Un
los abiertos que cortan a M x {s'}. Se tiene también que

H* (U, 0 (M x {s'})) x I — M x {s'}

es una homotopia que deforma al abierto Uy N (M x {s'}) de M x {s'} en una cantidad
numerable de puntos y, por tanto, son abiertos categéricos en la hoja M x {s'} = M, de
donde Cat(M) < N < Zszl #(HF(Up) N (M x {s'})), que es la contradiccién buscada. O

Veamos las relaciones existentes entre la A-categoria de un espacio medible foliado y
la de sus subespacios medibles.
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Observacion 3.3.15 Sea (Y,G) un espacio medible foliado que es MT-subespacio de un
espacio medible foliado (X, F), donde i : Y — X es la MT-aplicacion inclusion (véase
Capitulo 1). Si dimG = dim F la aplicacion i lleva transversales en transversales. Si A
es una medida transversa invariante para (X, F) entonces induce una medida transversa
invariante en (Y,G) que denotaremos también por A.

Las siguiente dos demostraciones son sencillas de probar a partir de las definiciones.

Proposicién 3.3.16 Sea (Y,G) un espacio medible foliado que es un MT-subespacio satu-
rado del espacio medible foliado con medida transversa invariante (X, F,\) y de la misma
dimension. Entonces

Cat(G,A) < Cat(F,A) .

Proposicién 3.3.17 Sean (Y, Gn)nen una familia disjunta de espacios medibles folia-
dos que son MT-subespacios saturados del espacio medible foliado con medida transversa
invariante (X, F, ), de la misma dimension que F y tales que recubren X . Entonces

Cat(F,A) = Y Cat(Gn, A) .

neN

Observacién 3.3.18 También existen adaptaciones de estos resultados para la A-categoria
topoldgica en [25]. Destacamos que la Proposicion 3.3.17 es un resultado mds fuerte en
la version medible y es una buena herramienta de cdlculo. La version topoldgica soélo nos
ofrece una forma de acotacidn inferior:

) Cat(Gn, A) < Cat(X, F) .

neN

Ejemplo 6 Ya hemos visto que la A-categoria medible da una cota inferior de la topoldgi-
ca. Daremos un ejemplo a continuacion en el que esta desigualdad es estricta. Tomamos
el subespacio T = {n, L | n € N} U {0} de R. Tomamos el homeomorfismo f : T — T
dado por f(n)=n—1sin > 1, f(%) = %H sin <1y f(0)=0. Tomamos la suspension
de este homeomorfismo lo cual nos ofrece un espacio foliado que consta de dos hojas. Una
de las hojas es homeomorfa a R y es densa y la otra es homeomorfa a S'. Consideramos
al medida de Borel en T dada por A({z}) =1 si x # 0 y A({0}) = 0. Dicha medida es
transversa invariante. Desde el punto de vista medible, la densidad de la hoja R no se de-
tecta. Nuestra suspension es MT-isomorfa a RUS' donde la medida transversa invariante
es la de contar en R y la nula en S'. Es sencillo comprobar que Cat(R xpT,A) =00y
Cat((’)(R Xf T), A) =1.

Destacamos que la medida A no es reqular exterior. No disponemos de ejemplos donde
las dos A-categorias difieran y la medida transversa sea reqular exterior.
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3 Categoria LS y medida transversa invariante
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Figura 3.1: Ejemplo 6.



Capitulo 4

A-categoria LS en espacios foliados
por hojas compactas

Trabajaremos en lo sucesivo con espacios foliados por hojas compactas. Las propiedades
basicas de estos espacios estan comentadas en el Capitulo 1. Nuestro referente para este
capitulo es un resultado obtenido en [25].

Teorema 4.0.19 Sea (M, F, A) una variedad C*-foliada compacta-Hausdorff y A una me-
dida transversa invariante finita en compactos, regular exterior y absolutamente continua
respecto a la medida de Lebesgue. Entonces

Cat(F,A) = i Cat(L) dAx(L) .

Aqui Ar es una medida en el espacio de hojas inducida por la medida transversa
invariante. Este resultado se puede deducir de nuestro trabajo posterior. En este capitulo
lograremos probar generalizaciones de este teorema.

4.1. La filtracién asociada a un espacio foliado por hojas
compactas

Introducimos en esta seccién una técnica muy importante para espacios foliados por
hojas compactas. Estas ideas son debidas a Epstein, Edwards, Millet y Sullivan [14, 12].
Consideramos una funcién de volumen v : X — (0, 00) definida sobre un espacio foliado
por hojas compactas (X, F). Se define

B; ={z € X | v no es continua en z} .

Por lo visto en la Proposiciéon 1.7.9, B es cerrado, saturado y formado exactamente por
las hojas con holonomia no trivial. Claramente B; es un subespacio foliado saturado de

49
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(X, F). Por definicién recursiva obtenemos
By, ={z € By_1 | v|B,_, no es continua en z} .

De hecho, mediante induccién transfinita [13], se puede conseguir una familia de subespa-
cios foliados cerrados y saturados (Bgy)aecq, con €2 un conjunto bien ordenado, tales que
Ba+1 C Bg. La propiedad de Lindeloff del espacio X nos asegura que esta familia es a lo
sumo numerable y finita si X es compacto.

A la familia formada por estos espacios se le denomina la filtracion asociada al espacio
foliado (X,F). Denotaremos la filtracién por (Bj)reny donde By = X. Los conjuntos
B; \ Bjt1, i > 0, son abiertos densos en B; y forman una particién de X en subespacios
foliados saturados con holonomfa trivial. Por tanto, la Proposicién 3.3.17, nos asegura que

Cat(O(X),A) = > Cat(O(Bi—1 \ Bi),A) .

neN

Para el caso topolégico obtenemos una cota inferior de Cat(F,A) a partir de las A-
categorias de los B;_1 \ B;, i € N. Por tanto, la cuestién primera es dar un método de
calculo de la A-categoria para los espacios foliados por hojas compactas y con holonomia
trivial.

4.2. Estructura medible del espacio cociente. La medida co-
ciente

Existen diversas formas de dar una buena estructura medible al cociente incluso te-
niendo en cuenta el aparente problema de que éste pueda no ser Hausdorff. Exponemos a
continuacién un resultado de interés que podemos encontrar en [36].

Definicién 4.2.1 Sea (X, R) un conjunto con una relacion de equivalencia. Un subespacio
Y de X se dice que es una regién fundamental para la relacion R siY corta a cada clase
de equivalencia en exactamente un punto.

Teorema 4.2.2 ([36]) Sea R una relacion de equivalencia en un espacio Polaco X tal
que cada clase de equivalencia es un cerrado de X. Si la saturacion de cada abierto en X
es un conjunto de Borel, entonces existe un conjunto de Borel S en X que es una region
fundamental para R. Si la saturacion de un abierto es abierta, entonces se puede escoger
un espacio polaco como region fundamental.

Proposicién 4.2.3 Sea (X, F) un espacio foliado con todas las hojas cerradas y sea T
una transversal total para F. Entonces existe una region fundamental boreliana para la
relacion de equivalencia inducida por F en T.
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Demostracion:

Es consecuencia del teorema anterior. Las drbitas son cerradas pues las hojas de F lo son
y la saturacion de un abierto es un abierto. Ademds, en la Proposicién 4.2.3, dicha region
se puede tomar homeomorfa a un espacio polaco. [l

Sea I" el pseudogrupo de holonomia de F en T. Si R es una regiéon fundamental bore-
liana, existe una aplicacién continua y biyectiva

mT:R—-T/I'= X/F

inducida por la proyeccién al cociente. Esta aplicacién es siempre un isomorfismo de Borel.
La razén de esto es que toda regién fundamental es un espacio estandar y X/F también
tiene estructura estandar pues la filtraciéon de Epstein da un medio de expresar este espacio
como unién numerable de espacios estandar, toda aplicacién medible y biyectiva entre
espacios estdndar es un isomorfismo medible. Por lo tanto la medida Az en X/F se defina
mediante este isomorfismo considerando la medida A en la regién R. De hecho, en [25], se
comprueba que Ax no depende de la region fundamental escogida, pues todas las regiones
fundamentales son equivalentes por holonomia medible.

Observacion 4.2.4 La existencia de la filtracion nos ofrece como corolario que la funcion

Cat : (X/F, Mz) — NU{oc} es medible.

4.3. Calculo medible

El caso medible queda restringido al mero céalculo en el caso de espacios foliados por
hojas compactas y con holonomia trivial. Este caso es muy sencillo desde el punto de
vista medible. Tomamos las componentes conexas del espacio X, a lo sumo una cantidad
numerable. Como todas las hojas tienen holonomia trivial, en cada componente conexa
disponemos de una sola clase de homeomorfia en las hojas (la hoja genérica). Teniendo en
cuenta que disponemos de una regién fundamental que es un espacio de Borel estandar
y que la hoja es genérica en cada componente conexa, obtenemos que el espacio medible
foliado O(X) es una unién disjunta de espacios producto L, x R,. Donde L, es la hoja
genérica en cada componente y R,, es una regién fundamental de cada componente. Como
consecuencia de las Proposiciones 3.3.14 y 3.3.17, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.3.1 Sea (X, F,A) un espacio foliado por hojas compactas con medida transver-
sa invariante A. Se tiene

Cat(O(F),A) = /(XMM )Cat(L) dAr(L) < Cat(F,A) .
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4.4. Aplicacién a puntos criticos

El verdadero interés que tiene la categoria LS clésica, y de hecho, lo que motivé su
definicién, es su relacion con los puntos criticos de funciones diferenciables. En esta seccion
damos una adaptacién de este resultado al caso de espacios foliados por hojas compactas.
Recordemos primero un resultado cléasico.

Teorema 4.4.1 (Ver e.g. [20, 11]) Sea M una variedad cerrada C' y f : M — R una
aplicacion diferenciable arbitraria. Entonces

(4.1) Cat(M) < # Crit(f) .

Aqui, Crit(f) denota el conjunto de puntos criticos de f. Observamos que la cate-
goria LS clasica acota inferiormente el niimero de puntos criticos de cualquier funcién
diferenciable sobre la variedad.

Suponemos en lo sucesivo que la clase de un espacio foliado es al menos C*?; es decir,
los cambios de cartas son C! en las componentes tangentes a las hojas y continuos en la
parte transversa y se tiene que las diferenciales de f en las hojas varian continuamente en
el espacio ambiente.

Proposicién 4.4.2 Sea M una variedad cerrada y F la foliacion producto en M xS con
hojas M x {s},s € S, sea A una medida de Borel en S y f : M — R una funcién C1°.
Entonces

Cat(F,A) < A(Critz(f))
donde Critr(f) = U, cq Crit(fs), siendo fs la restriccion de f a cada hoja M x {s}.

Demostracién:

Probaremos que Critz(f) es un conjunto o-compacto, de hecho, veremos que es cerrado
y por tanto medible. Esto se tiene en general para cualquier espacio foliado, asi que lo
probaremos con esta generalidad. Para ello consideramos la funcién diferencial df : X —
TF* que estd definida desde X al fibrado cotangente de la foliacién. Al igual que el fibrado
tangente de una variedad, TF* tiene una estructura de fibrado vectorial heredada a partir
de las cartas foliadas. Con esta estructura la seccién cero 6, es una aplicacion con imagen
cerrada en T F*. Por otro lado df es continua pues f € CY0(M x S, F). El cardcter cerrado
se obtiene ahora de observar que Critz(f) = df "1 (6(X)).

Finalmente, de la desigualdad (4.1), se deduce facilmente que

Cat(F,A) = Cat(M) - A(S)
< /S 4 Crit(f,) dA(s)

que concluye la demostracién pues la tltima expresion es la medida transversa (tomando
la extensién coherente) de los puntos criticos. |
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Esto sugiere en qué modo la A-categoria adapta el resultado sobre puntos criticos de la
categoria L-S cldsica; en este caso no se acota el niimero de puntos criticos sino lo que
“pesan” transversalmente respecto de la medida.

Teorema 4.4.3 Sea (X,F,A) un espacio foliado C' por hojas compactas con medida
transversa tnvartante. Entonces

Cat(O(F),A) < A(Critz(f)) ,
para todo f € CHO(M, F).

Atendiendo a la férmula del Corolario 4.3.1, obtenemos la siguiente expresién formal:

Cat(O(F),A) = X/fCat(L) dAF(L) < X/F#Crit(fL) dAF(L) .

Esta expresién es formal puesto que no hemos visto que la segunda integral esté bien
definida.
La demostracion del teorema se reduce a dos cuestiones:

(1) La funcién h : X/F — N U {oo} definida por h(L) = # Crit(fr) es Borel-medible.

(2) [y 5 # Crit(f1) dAz(L) = A(Critz(f).

Pero estas cuestiones de medibilidad se pueden restringir al caso de holonomia trivial,
usando la filtracién asociada. Por tanto estamos, esencialmente, en el mismo caso que el
de un espacio medible foliado producto con hojas compactas.

Observacion 4.4.4 EL teorema también es cierto exigiendo algo menos a las funciones.
Basta con que sean medibles y diferenciables en las hojas, con estas condiciones la diferen-
ctal varia mediblemente en el espacio ambiente, ésta es una apreciacion debida a M. Bermaidez.
Esto es suficiente para que Critz(f) sea medible, pues, a partir de las cartas, TF* tiene
estructura de espacio medible foliado con hojas TL*, L € F, y la seccion 6 tiene imagen
medible en TF*.

El verdadero interés de este resultado es que sirve como punto de apoyo para futuras
adaptaciones a casos mas complicados en los que las hojas no sean necesariamente var-
iedades cerradas.

4.5. Cohomologia

A continuacién enunciamos uno de los teoremas maés ttiles para obtener cotas inferiores
de la categoria LS.
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Definicién 4.5.1 Sea (A,+,-) un anillo. Se dice que es nilpotente si existe un nimero
entero positivo n tal que A™ = 0. Se define el orden de nilpotencia de A, Nil(A,+,-), como
el menor entero k que cumple AF = 0.

Generalmente cometeremos el abuso de obviar la operacién “+”del anillo en la no-
tacion.

Proposicién 4.5.2 (ver e.g. [20, 11]) Sea M una variedad. Entonces
Nil(H*(M, R), N) < Cat(M) ,

donde H* (M, R) denota el anillo en cohomologia singular reducida con coeficientes en R,
siendo R cualquier anillo conmutativo.

Cuando R = R, se trata de la cohomologia de de Rham y podemos trabajar con
formas diferenciales. Destacamos que existen cotas similares para la categoria tangente en
variedades foliadas.

Proposicién 4.5.3 (Macias, Colman Vale [8]) Sea (M,F) una variedad foliada en-
tonces se tiene

Nil(H*(F)) < Cat(M,F),
donde ﬁ*(}") es el anillo en cohomologia foliada reducida.

Esta cohomologia se obtiene al hacer el cociente del complejo de de Rham por el
subcomplejo de las p-formas que se anulan en cualquier p-upla de campos de vectores
tangentes a las hojas.

Proposicién 4.5.4 (Singhof, Vogt [37]) Sea (M",F) una variedad foliada (C°) con
dim F = p. Sea R un anillo conmutativo. Si existen elementos xi, ...,z de H*(M, R) de
grado mayor que n — p tales que x1 -+ - xx # 0, entonces k+ 1 < Cat(F).

Para espacios foliados con hojas compactas y con medida transversa invariante, en
virtud del Corolario 4.3.1, es facil probar que

/ Nil(H*(L, R)) dA#(L) < Cat(O(F),A) .
X/F
para cualquier anillo conmutativo R. La funcién

Nil(H*(—,R)) : M/F — N

es medible, pues es constante en cada elemento de la particién {B;—1 \ B; | i € N},
donde {B;}ien es la filtracién asociada. El resutado se sigue usando la Proposicién 4.5.2.
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Obtenemos asi una familia de cotas similtaneas para la A-categoria topoldgica y medible
en el caso de espacios foliados por hojas compactas. De todas formas no parece un buen
camino para abordar una definicién general de A-indice de nilpotencia que pueda adaptarse
a casos mas generales de forma sencilla.

Tal vez resulte mas sencillo trabajar con la L2-cohomologfa (ver [7] y [18]). La idea a
desarrollar es lograr introducir la medida a nivel cohomoldgico y tratar de definir lo que
serfa un A-indice de nilpotencia, del mismo modo que Connes logra definir los A-nimeros
de Betti (ver [10, 9]). Si nuestras definiciones son consistentes, deberfamos obtener una cota
inferior para la A-categoria. Estas mismas ideas se pueden adaptar al caso de foliaciones
medibles como podemos ver en [3].

Otra cuestion que surge es adaptar las Proposiciones 4.5.3 y 4.5.4 al caso de la categoria
tangente medible. En general, los resultados existentes para categoria tangente se adaptan
sin demasiados problemas a la categoria tangente medible.

4.6. El caso topolégico

En esta seccion realizamos el cdlculo de la A-categoria topoldgica en el caso de espacios
foliados compacto-Hausdorff con holonomia trivial y medida transversa invariante finita
en compactos. Para una hoja L denotaremos Uy, a una transversal local donde la dindmica
de la foliacion se trivialice. Es decir, existe un embebimiento abierto y foliado i : L x
Up — (X, F), donde L x Uy, esta foliado como un producto con hojas L x {x} y existen
r € Ly € Uy tales que ilpy(y3(2,y) = 2 ¥ il{gyxv, (2, h) = 2. Cuando la medida es
finita en compactos la regularidad exterior se tiene inmediatamente para compactos. A
una transversal del estilo Uj, le llamaremos transversal de trivialidad.

Proposicién 4.6.1 5% la medida es finita en compactos, entonces para cada compacto K
de una transversal se tiene

A(K) =1inf{A(V) | V abierto, K C V'}.

Demostracion:
Denotamos V® = {z € T | d(z, K) < 6}, donde d denota una métrica en T’ compatible con

la topologia. Tomamo§ N € N tal que V¥ sea compacto. Veremos que para € > 0 existe
un n € N tal que A(V=» \ K) < e. Como la medida es finita en compactos, tenemos que la

serie
1
}:A<Vi\vmﬂ>
m>N
converge absolutamente. Esto implica que existe n € N tal que

}:A<V%\Vﬁu><g.

m>n
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No hay mas que observar ahora que »_ ., A <V71z \le+1> = A(V% \ K). O

Corolario 4.6.2 Si la medida es finita en compactos, entonces para cada conjunto o-
compacto K de una transversal se tiene

A(K) =inf{A(V) | V abierto, K C V'}.

Proposicién 4.6.3 Para cada hoja L existe una transversal de trivialidad Uy tal que
A(OUL) = 0.

Demostracién:

Sea L una hoja, x € L y T una transversal asociada a una carta , x € T y tal que T
es compacto. Podemos suponer que U; C T. Sea d una métrica en T compatible con la
topologia. Tomamos el abierto

Ui ={zeT|dzU) <ce}

y suponemos que existe § € R tal que Ug es de trivialidad. Todos los abiertos Uj con
0 < e < 6§ son de trivialidad para L. Los bordes U} son disjuntos. Si ninguno de ellos
tiene medida nula obtenemos que

AUF) = sup{>_ A(QUF) | I C (0,6) I finito}
eel
= ) A(dU})
0<e<d
= X s

la tdltima igualdad se sigue de que la suma no numerable de términos positivos no nulos
es infinita. Pero A(Up) es finito pues la medida es finita en compactos. ]

Teorema 4.6.4 Sea (X, F,A) un espacio foliado compacto-Hausdorff con medida transver-
sa invariante finita en compactos y cuyas hojas tienen holonomia trivial. Entonces

Cat(F,A) = - Cat(L) dAx(L) .

Demostracion:

Para cada L tomamos una transversal de trivialidad Uy, relativamente compacta en una
transversal y tal que A(OUL) = 0. Por la propiedad de Lindel6ff obtenemos una familia
{UL, }nen junto con embebimientos foliados, f; : L x U, — (X, F), tales que la familia
{fi(Li x UL,) }ien recubre a X. Por abuso de notacién no haremos referencia al embe-
bimiento f; y consideraremos los productos L; x Uy, como abiertos saturados de (X, F)
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via fi. Recursivamente definimos A1 = Ly x Up,, A = (L x Ur,) \ (A1 U ... U Ax_1)
para k > 1. Los conjuntos Aj son abiertos disjuntos y recubren X salvo un conjunto o-
compacto transversalmente nulo, pues los bordes de los Uy, se escogieron de medida nula.
Como la medida es regular exterior en o-compactos, se sigue de la Proposicion 3.3.10 que
podemos prescindir de este conjunto a la hora de calcular la A-categoria topoldgica. En
consecuencia

Cat(F,A) < Y Cat(An, A)

neN
=Y Cat(L)- A(UL, N A4y)
neN
_ / Cat(L) dA (L) .
X/F

Esta cota superior es en realidad una igualdad, pues la desigualdad inversa la tenemos por
la Observacién 3.3.18. O

Con un poco mas de trabajo podemos ampliar este resultado a espacios foliados
compactos-Hausdorff, con lo que se generaliza el Teorema 4.0.19.

Teorema 4.6.5 Sea (X,F,A) un espacio foliado compacto-Hausdorff y A una medida
transversa invariante finita en compactos. Entonces

Cat(F, A) = /X | CatlL)ans(D),

Demostracién:

Observamos que A es regular exterior sobre o-compactos. Sea {By = X, By, ..., By, ...} la
filtracién asociada a (X, F). Obtenemos asi la particiéon de X dada por los conjuntos {F; =
B;_1 \ B;}ien, donde cada F; es un espacio foliado compacto-Hausdorff con holonomia
trivial y denso en B;. Para una hoja L, denotaremos por Uy, a un abierto de trivialidad
en una transversal. Es decir, existe un embebimiento foliado

iL:LXhL UL — (X,]:)

donde ir(L xp, Ur) es un abierto en X que contiene a la hoja L, y hr(mi(L)), es un
grupo de homeomorfismos de Uy, isomorfo al grupo de holonomia hol(L). Al igual que en
el teorema anterior, cometeremos el abuso de no hacer referencia a las aplicaciones iy,.
Para cada hoja L C F; y para € > 0 tomamos un abierto de trivialidad Uz de modo que
cumplan las siguientes condiciones:

(i) Uij’: es compacto ;

(ii) A(OU}) = 0;
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(i) AMM(Urer/7 U\ F) < 55

(iv) Ut corta a cada hoja de F; en a lo sumo un punto. Ademds, las hojas de F; contenidas
en U} son homeomorfas.

La propiedad (i) se deduce a partir de la compacidad local, las propiedades (ii) y
(iii) se deducen a partir de la regularidad exterior en o-compactos, y la propiedad (iv) es
consecuencia de la continuidad de cualquier funcién de volumen en F;. Usando la propiedad
de Lindeloff, existen hojas L’i, ..., L, ... de F; tales que la familia de abiertos Li x W Uzn,
n € N, recubre a X. Usamos ahora la técnica del teorema anterior. Tomamos Ai1 =
Ll X h UL y

Al = (L} Xy, U )\ (AjU..UA,_ ), n>1.
Las familias {A%},en estdn formada por abiertos disjuntos que recubren a F; salvo un

conjunto o-compacto transversalmente nulo, por tanto es prescindible a la hora de calcular
la A-categoria topolégica. Cada A}, es una suspensién de base L}, y fibra transversa S}, =

Uin \ (Ail1 U...UA!_ ;). Es conocido que la categorfa LS de las variedades estd acotada
superiormente por su dimensién mas uno (véase e.g. [20]). Es sencillo comprobar que

() AUnZy Sh N F) = Ar(F/F),
(i) AU o)\ Fi) < 5
Combinando todos estos hechos con la Proposicion 3.3.12 obtenemos

Cat(F,A) < i i Cat(Ly,) - A(S],)

i=1 n=1

:i/ 'iCat(L;)XS% dA

n n=1

- . dA
Z/USHFZCM ) Xsi d
+Z/ anw)xszd/\

U Sn\Fln 1
<Z</F/}_Cat L)dAF(L) 4+ (dim F + 1) - USZ \F)

= Cat(L) dAr(L) + (dim F +1) - ¢
X/F

Dado que el término € puede hacerse arbitrariamente pequeno obtenemos el resultado. [

Este teorema permite hacer una adaptacion del resultado de puntos criticos.
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Corolario 4.6.6 Sea (X,F,\) un espacio foliado C*° compacto-Hausdorff con medida
transversa invariante finita en compactos. Se tiene

Cat(F,A) < A(Critx(f)) .
para todo f € CYO(M, F).

4.7. Calculo en ejemplos

Ejemplo 7 (Flujos de Kronecker de pendiente racional) Tomamos el plano euclideo,
y sobre €l la foliacion consistente en rectas paralelas a la recta que corta al origen con pen-
diente %, siendo m y n enteros primos entre si. Al considerar la relacion de equivalencia
inducida por translaciones unitarias verticales y horizontales, obtenemos una foliacion F m
en el toro. Estas foliaciones son otra forma de ver los flujos de Kronecker racionales qJe
introducimos en el Ejemplo 4. En un primer caso, vamos a mantener la medida transversa
mvariante fija en una misma transversal y calcular la correspondiente A-categoria.

La medida transversa invariante que consideraremos es la de Lebesgue en el meridiano
que es una medida de probabilidad. Supondremos que la pendiente es 7 siendo m y n
primos entre si. El espacio T?/Fm es homeomorfo a S* y veremos que la medida transversa
cociente pasa a ser la de probabi?z’dad anterior dividida por n. Por tanto obtenemos

Teorema 4.7.1 Sea (T?,Fm,\) el flujo de Kronecker de pendiente racional ™t sobre
el toro con medida transversa invariante A que es la de Lebesgue normalizada sobre un

meridiano, entonces Catp(Fm) = [ 2dAr, = 2.

Si consideramos la medida fija en el ecuador obtenemos Cat(}'%,A) = % .

En estos dos cdlculos hemos omitido la foliacion de pendiente 0. En el primero porque
no tiene sentido decir que 0 es primo con nada, en este caso nos daria un producto y la
A-categoria seria Cat(S*) - A(SY) = 2. En el seqgundo la excluimos porque la medida ya no
es transversa.

Estas foliaciones son homeomorfas y por tanto equivalentes por homotopia integrable.
Dado que la A-categoria, considerando las medidas transversas anteriores, difiere en fun-
cion de la pendiente, se sigue que cualquier equivalencia integrable entre los flujos de

Kronecker racionales no puede ser compatible con las medidas anteriores.

Corolario 4.7.2 Sean Frm y Fp dos flujos de Kronecker de pendiente racional positiva
n q

0 nula distinta. Entonces no existe ninguna equivalencia de homotopia integrable Fm —
n
Fr que sea compatible con las medidas transversas invariantes anteriores.
q

Podemos sin embargo dejar variar la medida con la foliacion para tener un resultado
mds natural. En este caso tomamos como transversal a un circulo que corte perpendicu-
larmete a cada hoja de nuestra foliacion y, como antes, damos la medida de Lebesgue. El
cociente vuelve a ser S' pero veremos que la medida en este caso se divide por un factor
m? + n?.
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Teorema 4.7.3 Sea (T?,Fm,\) el flujo de Krénecker de pendiente racional - sobre el
toro con medida transversa invariante A que es la de Lebesgue normalizada sobre una hoja
de la foliacion de Kronecker de pendiente 7t. Entonces Cat(Fm, A) = o500

De nuevo, excluimos el caso m=0; también de aqui deducimos un resultado similar a
la Proposicion 4.7.2.

Corolario 4.7.4 Sean Fm y Fp dos flujos de Kronecker de pendiente racional distinta
n q

conm # 0 # p ym?+n? # p?>+q%. Entonces no existe ninguna equivalencia de homotopia
integrable entre estas foliaciones que sea compatible con las medidas transversas anteriores.

Adjuntamos a continuacion los pasos a sequir para obtener los dos resultados que hemos
introducido sobre la A-categoria de los flujos de Kronecker racionales.

En el primer caso aseqguramos que la medida cociente no depende del numerador de la
fraccion irreducible 7. El cuadrado unitario [0, 1] x[0, 1] corta a cada clase de equivalencia;
en €l restringimos nuestro estudio. Un meridiano, que podemos identificar con el lado
[0,1] x {0}, es una transversal compacta que corta a todas las hojas; por tanto el espacio
T2/.7-"% se puede ver como un cociente de este meridiano. Para el cdlculo del espacio
cociente no tenemos mds que ver en cudntos puntos distintos corta una de las hojas de
Fm a nuestro meridiano.

" Tomamos la hoja correspondiente a la rectay = Trx. Como n y m son primos entre si,
existen enteros k y I tales que kn—+1Im = 1. Usando esto es fdacil probar que todas las rectas
de la forma y = Trx + %,j € N, son equivalentes con la tomada y, ademds, son todas las
que son equivalentes con ésta. De este modo corta al meridiano en n puntos, pues corta
a [0,1] x {0} en n — 1 puntos de su interior y en sus dos extremos que se identifican en
un mismo punto en el cociente. Como estos puntos dividen este segmento en n intervalos
iguales que son regiones fundamentales para el cociente. La medida cociente se reduce a la
medida de cada uno de estos intervalos. En el caso especial de la medida de Lebesgue la
medida cociente es la de Lebesgue, dividida por n.

En el segundo caso, la transversal tomada es una hoja de la foliacion F_n . Por el
razonamiento anterior, debemos calcular el nimero de puntos de corte que estdn en el
cuadrado unidad entre la familia de rectasy = "o+ %, j €N, que dan lugar a la hoja que
pasa por el origen, y la familia y = —>x+ %, k € N, que se asocian a una transversal que
corta ortogonalmente a las hojas de la foliacion. Usando que m y n son primos entre si,
es sencillo ver que los inicos puntos del borde del cuadrado en que estas familias se cortan
son los vértices. Por tanto basta probar que el nimero de puntos de corte en el interior
del cuadrado unitario es n®> +m? — 1. Por simetria también nos podemos restringir al caso
en que m < n.

Al igual que antes, suponemos que m y n son dos enteros primos entre si con m < n.
Las familias de rectas antes indicadas forman una figura en el plano que es invariante por
traslaciones unitarias verticales y horizontales, y también es invariante por rotaciones de
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/

Figura 4.1: Calculo de la A-categoria para pendientes
interesa contar en el interior del cuadrado unitario.

y % Se remarcan los puntos que

1
2

90 grados (ver figura 4.1). Podemos encerrar al cuadrado unitario en otro cuadrado, al
que llamaremos C, determinado por las rectas

m m m
m=—r——, =+l

n n n

n n n-+m
Yys = ——x, Ypo=——T+—.

m m m

Los puntos de la interseccion de esta familia que estdn en el interior del cuadrado unitario
estdan contenidos en el conjunto de puntos de interseccion del interior de C. Es sencillo
ver que son (m+n—1)% puntos. Por otra parte, C\ ((0,1) x (0,1)) es un conjunto formado
por la union disjunta de cuatro tridngulos rectangulos iguales y que, por simetria y trans-
formaciones del grupo que actia en la figura, contienen en su interior el mismo numero
de puntos de interseccion (véase Figura 4.1). Ademds, no hay puntos de interseccion en
la hipotenusa de ninguno de estos tridangulos pues m y n son primos entre si. De manera
que, para calcular el nimero de puntos de interseccion en cualquiera de estos tridngulos,
basta con tomar la mitad de puntos de interseccion que hay en el rectdngulo con diagonal
una hipotenusa; esto nos da % FEstas observaciones implican que el numero de
puntos de interseccion en el cuadrado unitario es

(m—1)(n—1)

2 2
p— —1'
5 m-+n

(m+4n—-1)% -4

Observamos que, como la medida es finita en compactos y el espacio foliado es compacto-

Hausdorff, la formula obtenida en el Teorema 4.6.5 nos da la A-categoria topolégica vy
medible.

Ejemplo 8 FEl ejemplo que vamos a tratar a continuacion fue descubierto por Bing [5].
Se trata de una foliacion compacta-Hausdorff que no admite en las hojas de holonomia
no trivial ningin entorno saturado que sea homeomorfo a una suspension de un disco
en RO T por la accidn de un grupo finito de O(n). Por tanto, esta foliacién no es
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Figura 4.2: Construccién de la esfera con cuernos de Alexander.

homeomorfa a ninguna foliacion C* compacta-Hausdorff. El resultado de Bing es largo
de explicar y por tanto remitimos a la bibliografia. Ofrecemos aqui los resultados sin su
demostracion lo que serd suficiente para abordar el cdlculo de las A-categorias medible y
topoldgica.

La esfera con cuernos fue introducida por Alexander en 192/ [2]. Se trata de un espacio
en R3 homeomorfo a S? pero cuyo interior es un abierto que no es simplemente conezo. La
construccion de la esfera con cuernos se realiza como sigue. Primero tomamos un cilindro
cerrado C en R® con tapas D1 y Dy. En cada una de las tapas escogemos dos discos
disjuntos que son reemplazados por tubos Tj1,Tio con una sdla tapa cada uno D;1, Dis.
Tomamos dos nuevos cilindros C1 y Ca, que son ayudantes para la construccion pero que
no se consideran parte topoldgica de la esfera con cuernos, dichos cilindros tienen por tapas
a Dj1, Do i = {1,2} respectivamente. Esto se hace de manera que los tubos T11 U Cy U T
y To1 U Cy U Tyy se entrelacen como indica la figura 4.2. Repetimos ahora el proceso en
los cilindros C1 y Co y ast ad infinitum. Es claro que cada espacio que obtenemos en una
cantidad finita de pasos, pasos en los que extraemos pares de discos disjuntos y adjuntamos
pares de tubos con una tapa, es homeomorfo a S*. Alexzander prueba que el espacio limite
también es homeomorfo a una esfera y su interior no es simplemente conezo.

Teorema 4.7.5 (Bing [5]) Existe una descomposicion de S3, S3 = Uy WUy U M, donde
los U; son abiertos y M es una esfera con cuernos, y existe un homeomorfismo involutivo
f 8% — 83 que intercambia Uy con Us y fija los puntos de M. En los puntos de M no
existe ningun entorno donde f sea topoldgicamente un movimiento rigido de R3.

Obtenemos ast una foliacion compacta-Hausdorff de dimension 1 sobre una variedad
de dimension 4 dada por la suspension R X S3. Una medida transversa invariante viene
caracterizada por sus valores en los borelianos de Uy y de M. Usando el Corolario 4.3.1 y
el Teorema 4.6.5 obtenemos

Cat(O(F),A) = Cat(F,A) =2- A(Uy) +2- A(M) = A(S?) + A(M).

El estudio de este ejemplo fue el que motivd la demostracion del Teorema 4.6.5.
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Figura 4.3: Visualizacion del ejemplo 9.

Ejemplo 9 Damos a continuacion un ejemplo muy sencillo de espacio foliado por hojas
compactas con espacio cociente no Hausdorff. Consideramos el subespacio de S C R?
definido por S = {(z,y) | 2> +y* =1, 2> +y*> = 1— 2, n € N,n > 1}. Denominamos S,
a la circunferencia de radio l. Definimos sobre T = S\ S1 el homeomorfismo f : T — T
donde f|51_l : Sl—% — S,_1 es una rotacién de dngulo %’T Sobre S' x S definimos un

n

espacio foliado donde las hojas en S* x T wvienen dadas por las hojas de la suspension
R x ¢ T y sobre S x Sy consideramos la foliacion producto donde las hojas son las fibras
St x {x}. Visualizamos este espacio foliado en la Figura 4.3. Claramente la filtracion
asociada viene dada por By = X y By = St x S;. Una medida invariante es considerar
la medida de Lebesgue en cada circulo S;, homogeneizada de forma que A(S;_1) = %, Y
A({*} x S1) =1 para la fibra de By. El Corolario 4.3.1, junto con los cdlculos realizados
en el Ejemplo 7, nos da la A-categoria medible de forma automdtica

=1 2

Cat(O(F),A) =2 =

n=1
Destacamos que la medida considerada no es reqular exterior ni finita en compactos. Sin
embargo, es facil probar, usando la Proposicion 1.5.9, que Cat(F,A) = oo, pues el cdlculo
del peso transverso optimo de un recubrimiento abierto de By incluird una seccion infinita
de la seria harmonica ), % Por tanto las categorias topoldgica y medible no coinciden.

Del ejemplo anterior se desprende que una condicidon necesaria para tener la igualdad
entre las categorias es la regularidad exterior en o-compactos.

Ejemplo 10 Tratamos, por ultimo, una familia entera de ejemplos. Dicha familia fue
introducida por Vogt [38] basdndose en un trabajo de Reeb [32]. Esta familia sirve para
probar el siguiente teorema.

Teorema 4.7.6 (E.Vogt [38]) Para toda variedad cerrada y analitica F, existe una fo-
liacion compacta no Hausdorff analitica de codimension mayor o igual que 2 que admite
a F' como hoja tipica.
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Tomamos una variedad cerrada y analitica F. Sea f : F — [0,1] una aplicacion de
Morse analitica y consideramos la variedad analitica

M' =F x S'x (-1,1)
con coordenadas v € F,p € SY(=R/27Z),t € (—1,1). Sea
M = M\ {(z,¢,0) | f(x) es un valor critico para f} .
En M, el sistema Paffiano dado por
w1 =dt wo = tdp + df

tiene rango 2 y define una foliacion F(F, f) de dimension dim F' por w; = wy = 0. Cada
hoja estd contenida en alguna de las secciones

M, ={(z,p,t) | t=17}.
Para T # 0 las hojas en M, = F x S' x {7} son los grafos de las funciones
d)T + o : F— Sl )

donde (¢- + @o)(z) = (—1f(x) + @o) mod2r. Para 7 = 0 las hojas son de la forma
L x S x {0}, donde L es una componente coneza de f~1(s) para algin valor reqular s de
f. Es decir, vienen dadas por las “curvas” de mivel de f.

En consecuencia toda hoja de M \ My es difeomorfa a F; de hecho, tienen holonomia
trivial y cortan en un sélo punto a la variedad {x} x S x ((—=1,1) \ {0}); el corte es
transversal si x no es un punto critico de f. Por tanto M \ My es un fibrado trivial con
fibra transversa S' x ((—1,1)\ {0}) y base F.

Por otro lado, todo entorno de una hoja de My corta una hoja en My para t # 0. La
funcidn f, vista como aplicacion de M a [0, 1] es constante en las hojas de My (pues son
precisamente las “curvas” de nivel de f). Sin embargo f es sobreyectiva en cada hoja de
M\ My. Ast, las hojas de My admiten entornos que no contienen entornos saturados. Por
tanto el cociente no es Hausdorff en virtud de la Proposicion 1.7.4.

Las medidas invariantes se caracterizan por la medida en borelianos de {x} x S! x
((=1,1)\ {0}) y la medida en una transversal completa para My. Denotamos por {L;}}¥,
a los diferentes tipos de homeomorfia en las curvas de nivel de f (preimagenes de valores
regulares de f). Usando la reconstruccion de F' a partir de los puntos criticos de la funcion
de Morse f, obtenemos que

Mo~ UN (L x SY) x I

donde los I; son intervalos abiertos embebidos en F' transversos a las curvas de nivel. En
consecuencia,

Cat(O(F(F, f)),A)

N
= Cat(F) - A({z} x S* x ((=1,1)\ {0}) + > _ Cat(L; x ") - A(I;) .

=1
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El estudio de la A-categoria topoldgica en general dependerd de la eleccion de F' y f. Puede
esperarse que la reqularidad exterior fuerce la igualdad de las dos A-categorias al igual que
en el ejemplo anterior, pero no disponemos una prueba genérica de este hecho.

Pregunta 4.7.7 La cuestion que queda abierta es encontrar condiciones para asegqurar
que la formula obtenida en el Teorema 4.6.5 se generalice al caso de espacios foliados por
hojas compactas cuyo cociente no sea necesariamente Hausdorff. ;Basta la reqularidad
exterior para obtener este resultado?
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Capitulo 5

Suspensiones de Rohlin y flujos
minimales

Estudiamos en este capitulo la A-categoria topoldgica y medible de espacios foliados
minimales. Nuestra inspiracién surge del cdlculo de la A-categoria topolégica de los flujos
de Kronecker de pendiente irracional [25]. Haremos previamente un estudio medible que,
como es de esperar, serd mas sencillo.

5.1. Torres de Rohlin

Teorema 5.1.1 (Teorema de la Torre de Rohlin, véase e.g. [34]) Sea f un auto-
morfismo de Borel de un espacio de probabilidad (S, u) que conserva la medida de S.
Suponemos que f es aperiddica, es decir, f"(x) # x Yx € X. Entonces, para cada entero
positivo n y cada € > 0 existe un boreliano E C S tal que los conjuntos E, fE, ..., f"E son
disjuntos y p(EU...U f"E) > 1 —e.

El teorema de Rohlin tiene potentes generalizaciones a acciones libres de cierto tipo
de grupos sobre un espacio de Borel estandar. En lo sucesivo supondremos que los grupos
considerados son localmente compactos, Hausdorff y segundo numerables. Esto implica la
existencia de una medida de Haar en los grupos.

Definicion 5.1.2 Sea G un grupo topoldgico localmente compacto, Hausdorff y seqgundo
numerable actuando sobre un espacio de Borel estandar X con una medida de probabilidad
mmwariante A. Sea F C G un boreliano. Una F-base en X es un boreliano V C X tal que
FV es de Borel, A(FV) > 0, y los conjuntos fV, f € F, son disjuntos. Una F-torre
V C X es un conjunto V = FV donde V es una F-base.

Definicion 5.1.3 Un abierto relativamente compacto F' C G es un conjunto de Rohlin
si para cualquier accion libre de G sobre un espacio de Borel estandar X que conserva

67
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una medida de probabilidad A, y para todo € > 0 existe una F-torre V. C X tal que

AV)>1—e.

Definicion 5.1.4 G es un grupo de Rohlin si para cualquier compacto E C G y cualquier
e > 0 existe un conjunto de Rohlin F' C G tal que E C F.

Ejemplo 11 Cualquier grupo abeliano discreto es un grupo de Rohlin. También R™ x 7™
son grupos de Rohlin. También los grupos resolubles son de Rohlin. Una generalizacion de
estos resultados estd dada en [34].

Definicion 5.1.5 Un grupo localmente compacto, Hausdorff y sequndo numerable G con
una medida de Haar )\ se dice promediable si eziste un funcional lineal A : L (G, \) —
R U {o0, —o0} tal que A(1) =1, A(f) > 0si f >0 y Algf) = A(f) para todo g € G,
f € L>®(G,)\). Donde 1 : G — R es la funcion constante 1 y L°(G, ) es el espacio de
Banach de funciones esencialmente acotadas respecto de la medida \.

Definicién 5.1.6 Un grupo G se dice casi conexo si G/Gqy es compacto, donde Gy repre-
senta la componente conexa del elemento neutro.

Teorema 5.1.7 (Caroline Series [34]) Los grupos localmente compactos, Hausdorff, se-
gundo numerables, casi conexos y promediables son grupos de Rohlin.

Teorema 5.1.8 (Ornstein, Weiss [29]) Los grupos discretos y promediables son grupos
de Rohlin.

5.2. Suspensiones medibles libres por grupos de Rohlin

Las suspensiones medibles admiten atlas medibles foliados regulares, esto es sencillo
de probar tomando un recubrimiento localmente finito de la variedad base por abiertos
de trivialidad; esto permite usar el Lema 1.6.16. El teorema de Rohlin tiene una apli-
cacién inmediata al cdlculo de la A-categoria de una suspensién medible generada por un
automorfismo aperiédico.

Proposicién 5.2.1 Sea St Xn S una suspension medible y, identificando 7 (S') = Z,
suponemos h(1) aperiddica. Sea A una medida transversa invariante que es finita en S.

Entonces Cat(St xp, S,A) = 0.

Demostracién:

Sin perder generalidad podemos suponer que la medida es de probabilidad y aplicar el Teo-
rema 5.1.1. Para cada n y € > 0 obtenemos un boreliano £ C S con A(FU...Uh(1)"E) >
1—¢, donde esta unién es disjunta. Es claro que A(E) < i. Sea {Uy, Uz} un recubrimiento
por abiertos contréactiles de S!, que son, en particular, abiertos de trivialidad. En conse-
cuencia p~1(U;) = U; x S via un MT-isomorfismo f; : p~1(U;) — U; x S tal que 7o f; = p,
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donde 7 : U; x S — S' es la proyeccién en el primer factor y p: R x, S — S es la proyec-
cién inducida en la suspension. Los abiertos medibles fl-_l(Ui x F) son tangencialmente
mediblemente categdricos y se contraen por homotopia medible a E'y 75 (U; x E) < % Lo
mismo que hemos hecho para E se puede hacer para cada h(1)*E, obteniendo 2 - (n + 1)
abiertos producto MT-embebidos:

f7H U x By ooy f7H U x K(D)"E), i € {1,2}.

Destacamos ahora que para cada i € {1,2}, el abierto Uy_, f; *(U; x h(1)FE) es también
un abierto producto con transversal medible E y placas categéricas. Esto se deduce del
hecho de que los borelianos F, ..., h(1)"E son disjuntos y se corresponden por holonomia,
por tanto existe una homotopia medible que deforma a cada h(1)’E en E por el Lema
1.6.16. Componiendo estas homotopias medibles, en el sentido de la Definicién 6.3.6, con
las contracciones que llevan a cada f;'(U; x h(1)7(E)) en h(1)J E obtenemos la homotopia
buscada.

Por tanto, los abiertos medibles V; = Jp_, f; * (Ui x h(1)FE), i € {1,2}, se deforman
por homotopia medible en f; ' ({*} x E). Tomamos a continuacién los abiertos medibles
V! = 71U < (S\ Up_o h(1)*E)), i € {1,2}, que claramente se deforman por homotopia
medible en f; ' ({x} x (S \ Uj_oM(1)*E)) que tiene medida menor que . Obtenemos
as{ un recubrimiento de R xj, S por abiertos medibles, U = {Vi, V2, V{,V5}. Es claro que
TaU) <2 (£ +¢), que tiende a cero cuando n — oo y € — 0. O

Recordamos que una accion es libre si solo existe una transformacién con puntos fijos,
que es la identidad. Cuando hablamos de suspensiones libres M xS, entendemos que es el
grupo h(m(M)) el que actia libremente sobre S. Cuando una suspensién tenga un grupo
de holonomia de Rohlin actuando libremente diremos que es una suspension de Rohlin.
La anterior demostracién se adapta sin dificultad para obtener el siguiente resultado.

Corolario 5.2.2 Sea M Xp S una suspension de Rohlin y A es una medida transversa
invariante finita en S, suponemos #h(mwi(M)) = co. Entonces

Cat(M x5 S,A) =0.

Observacidén 5.2.3 Si h(m(M)) es finito, entonces estamos en el caso de un espacio
medible foliado por hojas compactas. FExiste un boreliano B C S que corta a cada hoja en
un sdlo punto (aplicando el Teorema 4.2.2). Puesto que los tipos de hoja se corresponden
con las isotropias del grupo h(mi(M)), que son a lo sumo una cantidad finita, obtenemos
una particion finita de B = B1 U By U ... L By en borelianos donde todos los puntos de
cada B; tienen la misma isotropia. Usando los mismos argumentos del capitulo 3, es fdcil
probar que

N
Cat(F,A) = 3 Cat(Li) - A(B;) = / Cat(Ly) dA(z),
i=1 B

donde L; es cualquier hoja que corta a B; y L, es la hoja pasando por el punto x. Este
argumento sirve aunque la accidn no sea libre siempre y cuando la holonomia sea finita.
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5.3. Suspensiones topoldgicas libres por grupos de Rohlin

Nuestro enfoque actual se centra en adaptar el resultado anterior al caso topoldgico.
Nuestro objetivo es calcular la A-categoria topoldgica en este caso. Por medida transversa
invariante se entenderd una medida de probabilidad en S que es invariante por la accién
del grupo h(m(M)). Al igual que antes, cuando el grupo h(mi(M)) sea de Rohlin y la
accién sea libre, diremos que se trata de una accion de Rohlin.

Teorema 5.3.1 Sea M Xp S una suspension de Rohlin, A una medida de probabilidad
transversa invariante y reqular exterior y tal que #h(mi(M)) = co. Entonces Cat(M xp,
S,A) =0.

Recordamos que los grupos de homotopia de las variedades son discretos. En lo sucesivo
tomaremos una numeracién de h(m(M)) = {¢; | i € NU{0}}, donde denotaremos ¢y = id.

Definicion 5.3.2 Sea Mth una suspension. Sea V' un abierto de S y sea x € S. Se dice
que V admite una extension de longitud n respecto de una numeracion ¢; de h(m(M)) si
la coleccion de abiertos {¢;(V)}i es dos a dos disjunta.

Observacién 5.3.3 Observamos también que, como la medida es finita y reqular exterior,
para todo € > 0 y para todo abierto V de S existe un abierto W C S que lo contiene tal
que AW \V) <ey AOW) = 0. Esto nos permitird tomar abiertos con borde de medida
nula. Bl abierto W también se puede suponer e-prézimo a V respecto de una métrica en
S. Esto se obtiene usando los mismos argumentos de la Seccion 4.6 del Capitulo 4.

Lema 5.3.4 Sea M una variedad coneza. Sea M Xp S una suspension libre y A una
medida de probabilidad en S transversa invariante, reqular exterior y que se anule en
puntos. Para todo n € N, para todo abierto V' de S y para todo x € S, existe una particion
{F,Vi,..,Vp, ..} de V tal que F es un cerrado en V con A-medida nula y cada V; es
un abierto que admite una extension de longitud n respecto de la numeracion dada de
h(m (M)).

Demostracién:
Probamos primero el caso n = 1, el caso general se seguird por induccién. Si ¢1(V') no es
disjunto con V entonces, usando que la accién es libre y las transformaciones continuas,
para cada y € V existe un entorno abierto V;, C V donde V, N ¢(V,) = 0. También
podemos suponer, por la observacién anterior, que los bordes de estos abiertos tienen A-
medida nula. Por la propiedad de Lindeldff existe una subcoleccion numerable {V},, }nen
que cubre a V. Tomemos la coleccién de abiertos Wi =V, Wy, = int(V,, \Uf:_l1 W;) para
k > 2. Obtenemos la particién {F = V\J,, Wn, Wi, ..., W}, ...} de V, F' es de medida nula
y Wi N ¢1(W;) = 0. Esto prueba el caso n =1

Suponemos ahora que el lema es cierto para n—1, con lo cual existe una descomposicién
{7, Wi, ..., Wj, ..} de V tal que I es un cerrado de medida nula y los W son abiertos que



5.3 Suspensiones topolégicas libres por grupos de Rohlin 71

admiten extensiones de longitud n — 1 respecto de la numeracion. Vamos a refinar esta
descomposicién en un nimero finito de pasos para conseguir la descomposicién deseada. Si
W]' ﬁgf)n(Wj{ ) = () entonces tomamos Wlo I = W]’ En caso contrario podemos proceder como
en caso n = 1 y conseguimos descomposiciones {Fp;, Wl0 J s ey W,Sj ,...p de W]’ donde Fp; es
un cerrado de medida nula en W y los W,Sj son abiertos tales que W,Sj N ¢n(W£‘j ) = 0.
La familia de conjuntos {Fy = F’ U Uj F0j7W]Sj}k,jeN es una particién de V', donde Fj
es un cerrado de medida nula y los W,Sj admiten extensiones de longitud n — 1 y ademas
W,Sj N qbn(W,Sj ) = (). Podemos reenumerar esta descomposicién para que sea mas cémodo
el trabajo quedandonos de la siguiente forma: {FO,WP,...,W]Q,...}. A continuacion, si

¢1(VVJQ) ﬂqbn(W]O) = (), entonces tomamos I/Vl1 7= W]Q. En caso contrario procedemos como
en el caso 1 obteniendo la descomposicion {F;, VVl1 J s ey Wklj , ...} de WJQ, donde Fi; es un
cerrado en W} de medida nula y los W,:j son abiertos tales que ¢ (W) N ¢n(W}) = 0,
0 <1 < 1; de este modo obtenemos la descomposicién {F1 = Fyp U |J; Flj,Wklj}kJeN
de V donde Fj es un cerrado de medida nula y los W,ij son abiertos disjuntos tales que
(ﬁl(W]O) N ¢n(W]Q) =0, 0 <1 < 1, dicha descomposicién se puede reenumerar como
{F, W}, .., le, ...} y proceder del mismo modo para ¢o. Es claro que la descomposicién
final {F,,_1, Wln_l, cery W;‘_l, ...} es la particién buscada. O

Observacién 5.3.5 (Significado geométrico de las extensiones) Sea V un abierto
que admite una extension de longitud n respecto de una numeracion {¢;} de h(m(M)),
y sea {U1,...,Ur} un recubrimiento por abiertos contrdactiles de M, que son abiertos de
trivialidad para la suspension. Usando las mismas notaciones que en la seccion anterior
tenemos los homeomorfismos foliados fi : p~*(U;) — U; x S. Los abiertos f; (Ui x ¢;(V)
se contraen por homotopia integrable en f; ' ({x} x $;(V)). Dado que V,$1(V), ..., pn (V)
son disjuntos y se corresponden por holonomia obtenemos, usando el mismo argumento
que en la Proposicion 5.2.1, que cada abierto V; = fi_l(U?ZO(Ui x ¢;(V))), i € {1,...,k},

se deforman por homotopia integrable en fi_l({*} x V). Ver Figura 5.1.

Ya disponemos de todos los ingredientes para afrontar la demostracién del Teorema

5.3.1.
Demostracion:
[Demostracién del Teorema 5.3.1]

Sea e > 0y n € N tal que 2 < e. Como la accién es libre y h(mi(M)) es de Rohlin,
podemos usar las propiedades de esta accién dadas en la Seccién 5.1. Tomamos las trans-
formaciones de holonomia ¢y, ..., ¢,. Existe un conjunto de Rohlin F' C G, tal que ¢; € F
para i € {0,...,n}. Como estamos en un grupo discreto y F' es relativamente compacto,
F es finito y por tanto existe m € N tal que F C K = {¢; | 0 < i < m} C h(m(M)).
Como F' es un conjunto de Rohlin obtenemos un boreliano £ C S tal que la coleccion
{6(E)}per es disjunta dos a dos y A(Uyep ¢(£)) > 1 —€; en particular, A(E) < 1ce



72 5 Suspensiones de Rohlin y flujos minimales

Figura 5.1: En esta figura se visualiza una extension de longitud 5 en un flujo de Kréneck-
er irracional (extremo derecho del cilindro). En verde vemos el abierto tangencialmente
categorico que se forma a partir de un abierto contractil en la circunferencia. Por como-
didad visualizamos la foliacién en un cilindro previo al paso por el cociente en el toro.

Teniendo en cuenta que la medida es regular exterior, existe un abierto V' que contiene
aFEyAV\E)<e, que implica A(V) < 2e. También supondremos que A(0V) = 0. El
Lema 5.3.4 implica la existencia de una particién {C, V1, ...,V},...} de V tal que C es un
cerrado de medida nula y los V; admiten una extension de longitud m + 1 respecto de la
numeraciéon dada. En virtud de la Observacién 5.3.5 obtenemos una familia de abiertos
tangencialmente categéricos V7, ..., V7, ..., j € {1,...,k}, con 7a(V/) < A(V;), donde k es
el cardinal de un recubrimiento finito de M, {Uy,...,Ux}, por abiertos contrictiles. En
consecuencia

00,k 00,k
YooV < > AWV =k A(V) < 2ke.
i=1,j=1 i=1,j=1

Observamos que S\ Ugeg #(V)) es abierto pues K es finito, y A(S \ User d(V)) < e
puesto que FE C V. Tomamos a continuacién los abiertos

Vi =i S\ {J e(M)),
PpEF
que son tangencialmente categéricos, pues se deforman por homotopia integrable a la
transversal S\ (Uyep #(V)). Uniendo todos estos resultados obtenemos la familia U =
{V}’ ,Vij }Ele que, junto con la saturacién de C' U 9V, que es transversalmente nulo,
recubre M xj; S. Por tanto

Cat(M x, S,A) < 7A(U) < ke + 2ke = 3ke .

Dado que k es un parametro fijo, obtenemos que la A-categoria es nula al tomar ¢ arbi-
trariamente pequeno. ([
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Corolario 5.3.6 Sea R xS una suspension minimal de dimension 1, donde excluimos el
caso trivial S* x {*}. Sea A una medida de probabilidad en S transversa invariante reqular
exterior. Entonces Cat(R xp, S) = 0.

Demostracién:

Las suspensiones minimales de dimensién 1 estdn generadas por una transformacién.
Puesto que las hojas son densas, si la accién no es libre entonces existe una hoja homeo-
morfa a S y toda la suspensién se reduce a esta hoja y estamos en el caso excluido. Si la
accion es libre, usamos el Teorema 5.3.1 que nos da el resultado, pues Z es un grupo de
Rohlin. [l

Observacién 5.3.7 Dado que el Teorema 5.1.7 funciona para acciones de grupos prome-
diables y casi conexos. Surge de modo natural la cuestion de adaptar estos resultados a
espacios foliados originados a partir de una accion de un grupo de Lie promediable y casi
conezo (o, en general, un grupo de Lie que sea también de Rohlin).

5.4. Ejemplos ilustrativos

Damos a comtinuacién una serie de ejemplos para comprender la aplicacién del teorema
precedente. En los ejemplos daremos cual es la transversal S la base M y las imagenes por
h de los generadores del grupo fundamental de M.

Ejemplo 12 (Foliacién de Denjoy) La foliacion de Denjoy (Ejemplo 5) es una sus-
pension aperiddica pero no minimal. La A-categoria se anula en este caso. Este resultado
ya se obtuvo de forma independiente en [25].

Ejemplo 13 La suspension térica donde S = S*, h((1,0)) = id y h((0,1)) es una rotacion
minimal es libre y minimal. Este ejemplo muestra que la accion del grupo fundamental via
h no es libre pero st es libre la accion de h(Z @®7Z); de hecho las hojas de la suspension son
cilindros.

Ejemplo 14 Sobre S3 existen homeomorfismos minimales [15]; es decir, existen aplica-
ciones f : S3 — 5% tal que el conjunto {f"(z) | n € N} es minimal para todo v € S3.
Tomamos S% x S* sobre la que realizamos una suspension con transversal S = S3. El grupo
fundamental de S* x S es Z. Si tomamos como h(1) un homeomorfismo minimal obten-
emos una suspension minimal y libre donde todas las hojas son homeomorfas a S* x R.
Las hojas no son contrdctiles pero st simplemente conezxas.

Ejemplo 15 Ya hemos visto que una suspension libre no es necesariamente minimal.
Vamos a dar un ejemplo a continuacion de suspension minimal no libre. La suspension
no se hard sobre una variedad; el resultado no serd un espacio foliado si no un espacio
polaco-foliado (ver Seccion 1.8.2 del Capitulo 1).
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La suspension se hard sobre la figura “8”, cuyo grupo fundamental es Z x Z.. Llamare-
mos a y b a los generadores de este grupo. La transversal tomada serd S*. Daremos a
continuacion dos homeomorfismos que serdn las imdgenes de los generadores del grupo
fundamental. Tomamos sobre [—1,1] el homeomorfismo f(x) = x3. Dicho homeomorfismo
induce un homeomorfismo f : S' — S identificando —1 con 1. Claramente f tiene dos
puntos fijos, la clase del 1 5y el 0. Finalmente tomamos la suspension donde h(a) = f y
h(b) es una rotacion minimal. Dicha suspension es minimal pero no es libre.

Este ejemplo es interasante por otro motivo. Dado que f tiene dos puntos fijos, todas
las hojas del espacio polaco foliado salvo dos son homeomorfas al grafo de Z x Z. Las
otras dos hojas que pasan por los puntos fijos, L'yL"”, son homeomorfas al grafo se 7Z
anadiéndole una circunferencia a cada vértice. La categoria LS del grafo de Zx7 es 1 pues
es contrdctil. La categoria LS de L' es 2 como se comprueba facilmente. Como el espacio
foliado es minimal, la topologia cociente es trivial (ver Proposicion 1.3.1). Por tanto la
o-dlgebra de Borel del espacio de hojas es trivial. La funcion Cat : X/F — NU {oco} no
es constante y por tanto no es medible en el cociente.

Observamos que si en el espacio de hojas tomamos la estructura MT dada en la Defini-
cion 1.8.2, la funcion anterior si es medible.

Ejemplo 16 (Foliaciones medibles de dimensién 2) En [4] se realiza una clasificacion
de los espacios medibles foliados de dimension 2, ergddicas y promediables en funcion de
la cardcteristica de Euler foliada [10] y del nimero de finales de la hoja genérica. Dicha
clasificacion se realiza salvo quasi-isomorfismos. Estudiaremos la A-categoria en esta clasi-
ficacion. Se supone que los espacios en cosideracion admiten un atlas medible foliado finito
y una transversal completa de medida finita. Adicionalmente, se supone que todas las hojas
son Hausdorff.

Definicion 5.4.1 Una medida de probabilidad transversa invariante A en un espacio
medible foliado se dice ergddica si cualquier boreliano saturado A en una transversal com-
pleta tiene medida total o nula.

Definicion 5.4.2 Dos espacios medibles foliados ergddicos son quasi-isomorfos si existe
una MT-aplicacion entre ellos que es un isomorfismo de Borel, conserva la medida ergddica
y es un homeomorfismo hoja a hoja salvo en un conjunto de medida nula.

Definicion 5.4.3 Sea (X, F,A) un espacio medible foliado de dimension 2, ergddico y
promediable, y T una transversal. Obtenemos un nuevo espacio foliado ergédico y prome-
diable (X, F, A)# definido por sustituir, en cada punto de T, un disco que rodee a dicho
punto por un asa. La familia de discos se toma medible para que no haya problemas en la
estructura medible.

Teorema 5.4.4 (Clasificacion [4]) La clasificacion salvo quasi-isomorfia de los espa-
cios de Borel foliados de dimension 2, ergddicos, promediables y orientados es la siguiente:
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(a) Six(X,F,N) >0, entonces (X,F,N\) = S2.

(b) Si x(X,F,A) =0, entonces (X,F,\) = T? o bien (X,F,\) es quasi-isomorfo a
una suspension torica libre sobre S' por dos rotaciones de dngulo minimal, o bien
es quasi-isomorfo a la suspension dada en el Ejemplo 15.

(c) Si x(X,F,A) <0, entonces (X, F,\) = (Y,Q,A)#, donde (Y,G,\) es un espacio
de Borel foliado de los del tipo (b) y T una transversal.

Donde x(X,F,A) es la A-cardcteristica de Euler del espacio medible foliado (ver [4]).

Proposicion 5.4.5 Dos espacios de Borel foliados quasi-isomorfos tienen la misma A-
categoria.

Proposicion 5.4.6 Sea (X,F,\) un espacio de Borel foliado de dimension 2, ergddi-
co, promediable y orientado. Supondremos que A es una medida de probabilidad en una
transversal completa. Entonces la A-categoria vale

(a) Cat(X) si X es una superficie.
(b) 0 en otro caso.

Demostracién:
La prueba es una consecuencia de los resultados obtenidos hasta ahora cuando x (X, F,A) >
0. El caso x(X,F,A) <0 es muy similar a los cdlculos realizados en este capitulo. [l

5.5. Flujos minimales

Los flujos minimales son espacios foliados minimales de dimensién 1. Consideraremos
siempre que las hojas son homeomorfas a R, pues de lo contrario estariamos en el caso
de una foliacién por una hoja, donde el estudio de la A-categoria se reduce al estudio de
la categoria L-S usual. También supondremos que existen transversales no discretas, de
lo contrario, el espacio foliado no es mas que una suma topoldgica de una cierta cantidad
de espacios homeomorfos a R. A los flujos minimales que cumplan estas condiciones los
llamaremos flujos minimales no triviales.

Las medidas transversas invariantes que tomaremos serdan finitas en conjuntos com-
pactos. Supondremos siempre que el espacio ambiente es compacto. Nuestro objetivo es
probar que, bajo estas condiciones, la A-categoria es nula. Dado que el espacio total es
compacto, existe un atlas foliado regular finito U = {(U1, 1), ..., (Un,©n)}. Tomamos
transversales 711, ..., T asociadas a las carta de Y. La transversal [[;_;7; es completa
para el flujo. Usaremos la notacién sat;(B) para la saturacién de un conjunto B contenido
en la carta U; respecto a las placas de dicha carta. Asi mismo sat(B) denota la saturacién
de un subconjunto B de X respecto a las hojas de F.
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Definicién 5.5.1 Decimos que una cadena de cartas (ver definicion 1.6.14) define una
transformacion de holonomia si existe un camino ¢ : [0,1] — L, L € F, tal que existe
una particion 0 = to < t; < ... < tp—1 < tp = 1 de I tal que c([t;-1,t;]) C U;; para
1 < j < mn, sin pérdida de generalidad se puede suponer que c(0) € T;, y c(1) € T;,. Si C
es una cadena que define una transformacion de holonomia entonces llamaremos ¢¢ a la
transformacion inducida por la cadena. Consideraremos siempre que el dominio de defini-
cion de ¢c, dom ¢¢, es maximal. Una subcadena de una cadena C es una subsucesion de
C que es una cadena. Un ciclo es una cadena (Ui, ...,U;,) con U;, = U;,. Diremos que la
cadena C = (Uy,, ..., U;,) se puede componer con la cadena C' = (Uj,,...,Uj,.) si la colec-
cion CC" = (Uyy, ..., Ui, Uy, ..., Uj,.) define una cadena, dicha cadena se llamard cadena
composicién de C con C’. Para una cadena C, denotamos por Ci a la subcadena formada

por los k primeros elementos de C. Si U;; es la primera carta de una subcadena C' de una

cadena C = (Uyy, ..., U;,), entonces denotamos por Cj,; = C;. Una cadena C = (U;,, ..., U;,,)
se dird ciclable si la coleccion C = (Uy,, ..., U;,,U;,) es un ciclo que define una transfor-
macidn de holonomia. Para una cadena C = (Uj,, ...,U;, ), definimos la longitudde C como

1(C) =n, la cadena C~* = (U, ...,U;,) se llamard cadena inversa de C.

ny e

Definicién 5.5.2 Sea C = (U, ...,U;,) una cadena que define una transformacion de
holonomia. Diremos que C es una cadena homotdpicamente trivial si el abierto S(C) =
U?:1 sat;; (¢c,(dom ¢c)) es foliadamente homeomorfo R x dom ¢c, donde consideramos la
estructura foliada que tiene por hojas a R x {x}. Si V' C domec entonces denotaremos

S, V)= U?zl sati; (¢c, (V).
La siguiente afirmacién se prueba sin dificultad.

Afirmacion 2 Sea (X, F) un espacio foliado con dim F = 1. Sea V' una transversal y ¢
una transformacion de holonomia no trivial tal que (V') = V. Suponemos ¢ generada por

una cadena de cartas C = (Uy,, ..., U;, ). Entonces sat(V) = S(C,V)).

Proposicién 5.5.3 Sea (X, F) un flujo minimal. Si C = (U, ...,U;,) es una cadena que
define una transformacion de holonomia tal que toda subcadena ciclable C' cumple una de
las dos condiciones siguientes:

(a) b5 (W) =W,
(b) é5(W)NW = 0.

donde W = qbcgm_(dom ¢c) N dom ¢g- Entonces C es homotdpicamente trivial o (X, F) es
una suspension minimal de dimension 1.

Demostracion:

La demostracién se realiza por induccion en la longitud. Para [(C) = 1, tenemos C = {Uj, },
solo hay una cadena ciclable y dom ¢; = T;,. Claramente C es una cadena homotdpica-
mente trivial. Suponemos el resultado cierto para cualquier cadena C’ tal que I(C") < n.
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Por hipétesis de induccién, o bien S(C,—1) = X y es suspensién de dimensién 1, o bi-
en S(Cp—1,dom¢c) es foliadamente homeomorfo a R x dom ¢c. En el primer caso la
induccién se sigue de modo trivial. Para el segundo caso debemos analizar qué ocurre
con el conjunto S(C,—1) U sat;, (¢c, (dom ¢¢)). Sea P una placa en sat;, (¢c, (dom ¢c)).
El conjunto P N S(Cp—1,dom¢¢) es un abierto en P que puede estar compuesto por
una o dos componentes conexas por ser dimJF = 1. Si todas las placas se intersecan
en una sola componente conexa, entonces, claramente, S(C) es foliadamente homeomor-
fo a R x dom¢¢. Si alguna placa corta en dos componentes conexas, entonces existe
una subcadena ciclable C' con ¢C~,(dom ¢g) Ndomgs # (). Por hipdtesis ¢C~,(W) =W,
donde W' = ¢¢r (dom ¢¢) N dom ¢z La transformacién ¢ no puede ser trivial o de
lo contrario alguna hoja de F serfa homeomorfa a S! que contradice la minimalidad de
F. La Afirmacién 2 implica que X = S(C') € S(C) pues F es minimal, y por tanto
(X,F)=R X ¢z (¢c; ‘W lo que concluye la demostracion. O

Como el estudio de la A-categoria de una suspensién minimal de dimensién 1 ya fue
abordado en la seccion anterior, en lo sucesivo supondremos que el flujo minimal no es de
este tipo.

Definicién 5.5.4 Para j € {1,..., N}, se definen los conjuntos E;(j) como las transfor-
maciones de holonomia generadas por cadenas de i cartas cuya primera carta de la cadena
es Uj. Claramente, estos conjuntos son finitos.

Definiciéon 5.5.5 Sea V' un abierto de algin T;. Diremos que V' es extensible respecto de
la transformacion

oc €€n(y), C=(U;,Us,,....U;,), V Cdomec,
si toda subcadena ciclable C' cumple una de las dos condiciones siquientes:
(a) ¢u(W) =W,
(b) oa(W)NW =0,
donde W = ¢¢; (V) Ndom .

Observacion 5.5.6 Por la minimalidad de F, es facil probar que la medida tiene que
anularse en puntos o la medida no seria finita en compactos. También podemos suponer que
0dom ¢¢ tiene medida nula, donde dom ¢¢ es el dominio mazximal de cualquier aplicacion
de holonomia asociada a una cadena de cartas C. Esto se deduce de que los bordes de estos
dominios dependen de los bordes de las transversales asociadas a las cartas, si tomamos un
refinamiento preciso del atlas tomado con los bordes suficientemente proximos, obtenemos
que estos bordes tienen que tener medida nula por la propiedad de reqularidad exterior en
o-compactos, que ya vimos en el Capttulo 4 que se deduce de la finitud en compactos.
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Figura 5.2: Construccion de los abiertos tangencialmente categoricos para un flujo de
Kronecker irracional en el toro. El intervalo abierto transverso inicial se subdivide al
aparecer una transformacion de holonomia no trivial. Los nuevos intervalos son extensibles
respecto de una cadena de mayor longitud, en la figura sélo se ve uno de los nuevos
subintervalos generados (I7).
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Lema 5.5.7 Sea (X,F,A) un flujo minimal no trivial sobre un espacio compacto que
admite una medida transversa invariante finita en compactos. Sea V un abierto de algin
Tj para j € {1,...,N}, y sea n € N. Eziste una particion {F,V,...,V;,...} deV tal que F
es un cerrado en V de medida nula y los V; son abiertos tales que para cada ¢ € E,(j)
con V;Ndom ¢ # () se tiene V; C dom ¢ y es extensible respecto de ¢.

Demostracién:

Para n = 1 es trivial pues la unica cadena es C = {U;}, que cumple las condiciones
pedidas. Suponemos que tenemos la descomposicién para el caso n — 1 y probaremos que
existe para el caso n. Es decir, tenemos una particién {F,Vi,...,V;,...} de V, donde F
es un cerrado en V de medida nula y los V;, ¢ € N, son abiertos disjuntos extensibles
respecto de cualquier transformacién ¢ € &,-1(j) tal que V; Ndom¢ # 0. El lema se
seguird consiguiendo una particion {F;, V1,...,Vip,...} de cada V; tal que cada Vjj es
extensible respecto de todas las transformaciones ¢ € £,(j) con V;y Ndom¢ # 0, y F; es
un cerrado en V; de medida nula. Probaremos esto para V; y andlogamente se procede en
cada V;. Sean {¢1,...,0r} = En(j) y Wi = ViNdom(¢y). Sea C(k) la cadena que origina a
¢x- El conjunto de subcadenas ciclables de C(k) es finito. Denotaremos por {C1*,....CM*1
al conjunto de subcadenas ciclables de C(k) que no cumplen la condicién de extensibilidad
para el abierto Wj.. Por tanto

(1) @i (@ers (V) Ndom ¢ 5) N (Gprs (V) Ndom i) # 0,
(i) égis(Perr(V) Ndomé ) # ¢ (V) Ndom e -
No se puede dar un contenido estricto

Pk (Gerr (V) Ndom @) & Gore (V) Ndom ¢

pues de lo contrario el cerrado

N P (Gere (V) N dom @7z )

neN

es no vacio e invariante por el pseudogrupo de holonomia, ya que dimJF = 1, y esto
contradice el hecho de que F sea minimal. Se razona del mismo modo para la inclusién
inversa. Tomamos a continuacion los abiertos

Wi = int(We \ 6,14 (9574 (6p1e (Wh) Ndomé))) . kEN.

ini
Dichos abiertos cumplen la condicién de extensién para la subcadena C'*. Los abiertos

Okt = Wi N ¢ (S5 (Spre (W) Ndom i), k€N
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pueden no cumplir la condicién de extensién para la subcadena C'*. Realizando el mismo
procedimiento anterior obtenemos los abiertos

Wiz = int(01\ 614 (914 (01) Ndom 7)), k€N,

que cumplen la condicién pedida. Si alguno de los abiertos
-1
Ok2 = Ok N 61 (S5 (01 £ (Op,1) N dom 6 5))
no cumple la condicién de extensién para la subcadena C*, entonces repetimos el proced-
imiento. Obtenemos recursivamente una familia de abiertos disjuntos W}, , que cumplen
la condicién de extensién para la subcadena C*. Aseguramos que este proceso termina

en una cantidad finita de pasos; es decir, para algiin m(k) € N el abierto Oy, ;,,x es vacio.
De lo contrario, el cerrado
c=) erk (o,
JEN

ini

es no vacio y ¢ci117€ (C) € C. Como dimF = 1, obtenemos que el cerrado [y (;511];76 (@)
es no vacio e invariante por la accién del pseudogrupo, que contradice el hecho de que
F es minimal. Para k fijo, los abiertos {Wj; | 1 < j < m(k)} son disjuntos entre si y
cumplen la condicién de extensién respecto de la subcadena C*. De este modo obtenemos
L colecciones de abiertos disjuntos, {Wj; | 1 < j < m(k)}, 1 < k < L, contenidos en

los Wy. Los conjuntos Wy \ U;n:(]f) W,; son cerrados en Wy y tienen medida nula pues
A(OW}, ;) = 0 dado que los bordes de los dominios de las transformaciones de holonomia,
tienen medida nula. Los abiertos W}, ; camplen la condicion de extension para la subcadena
ciclable C'*. Repitiendo este proceso M veces en cada uno de los abiertos que vamos
generando, obtenemos particiones finitas {Fy, Vi 1,..., Vi, R(k)} de los Wy, donde Fj es
un cerrado en Wy de medida nula y cada Vj;, 1 < ¢ < R(k) es extensible respecto
de ¢ Reenumeramos a la coleccién {V11,..., Vi r1ys -+, Vi1, s Vi ()} POT {51, ..., 87},
denotamos I = {1,...,J} y definimos S(A) = ((N;e\a5i) \ (UjeAST) para A C I. Los
abiertos S(A) son disjuntos y cubren V; salvo un cerrado de medida nula y son extensibles
respecto de cada ¢y tal que dom ¢ N S(A) # 0.

Andlogamente se procede en cada V; de la particién que nos da la hipdtesis de induc-
cion. Los abiertos construidos son disjuntos y, junto con el complementario de su union,
forman una particién que cumple las condiciones del lema. Observamos que la particién
que obtenemos es, de hecho, finita. O

Sea V' C T un abierto extensible respecto de una transformacién ¢ € &£,(j). Deno-
tamos por V¢ al abierto tangencialmente categérico que origina dado por la Proposicién
5.5.3. Dicho abierto admite una contraccién por homotopia integrable a V.

Lema 5.5.8 Sean ¢1, ..., ¢ transformaciones originadas por cadenas de cartas de longitud
menor o igual que n cuya carta inicial sea Uj. Sea V. C T; un abierto contenido en los
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dominios de estas transformaciones que es extensible respecto de cualquier transformacion
de holonomia ¢ € 5(2k+1)n(j) con V Ndom ¢ # (). Entonces existe una transformacion de
holonomia ) inducida por una cadena de cartas de longitud menor o igual que (2k + 1)n
que cumple

U sat;( V) cvy,

donde i(¢;) es la ultima carta de la cadena que induce a ¢;.

Demostracién:
Si C; son las cadenas que inducen las transformaciones ¢;, entonces basta tomar como
a la transformacién de holonomia inducida por la cadena C 1C1_1 . -ck_lc,;_llck. O

Teorema 5.5.9 Sea (X, F,A) un flujo minimal no trivial sobre un espacio compacto que
admite una medida transversa invariante finita en compactos. Entonces Cat(F,A) = 0.

Demostracion:

Consideramos la notacion anterior. Usando la regularidad exterior, tomamos un abierto V'
en 17 con A-medida menor que € y borde de medida nula. Dado que el espacio foliado es
minimal, la coleccién {sat;4)(¢(V Ndom(¢)))}, donde ¢ recorre todas la transformaciones
de holonomia cuya carta inicial es U; e i(¢) es la carta final de las cadenas que inducen
dichas transformaciones, es un recubrimiento de X. Como X es compacto, existen trans-
formaciones ¢1, ..., ¢ inducidas por cadenas de cartas de longitud menor o igual que un
n dado y tales que la familia S = {sat;4,)(¢(V N dom(¢;)) | 1 < j < k} recubre a X.
Usamos a continuacién el Lema 5.5.7 y, para L = (2k + 1)n, obtenemos una particién
{F,V1,.,Vi,...} de V, donde F' es un cerrado en V de medida nula y los V; son abiertos
extensibles respecto de cualquier transformacion ¢ € £1,(1) con dom ¢NV; # (. Aplicando
el Lema 5.5.8 a cada abierto V; obtenemos transformaciones de holonomia ;, i € N, tales
que

00,k
X= | satig,)(¢;(Vindomeg,)) =sat(dV UF)U|JV;" .
i=1,7=1 €N

Por tanto, como sat(0V U F) es un o-compacto transversalmente nulo, obtenemos

Cat(F,A) <§>:T/\Vwz Si (V)y<e.

=1 =1

Como € puede escogerse tan pequeno como se desee, Cat(F,A) = 0. U
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Observaciéon 5.5.10 Las condiciones de que la medida transversa sea finita en compactos
o reqular exterior no son fuertes en el sentido de que el teorema de representacion de Riesz
provee medidas con estas dos condiciones. Para flujos minimales, dado que el crecimiento
de cada hoja es lineal, eriste una medida transversa invariante que viene dada por el
teorema de representacion de Riesz [30, 31].

Pregunta 5.5.11 Como acabamos de ver, si tenemos un flujo sobre un espacio compacto
y una medida transversa invariante finita en compactos, entonces la A-categoria ayuda a
estudiar el cardcter minimal de dicho flujo en el sentido de que Cat(F,A) > 0= el flujo
no es minimal. La cuestion que surge es ver bajo que condiciones el reciproco es cierto;
el flujo de Denjoy es un contrajemplo considerando las hipdtesis del Teorema 5.5.9 por lo
que necesitamos restringir el marco de trabajo.

Conjetura 5.5.12 Los resultados de este Capitulo nos llevan de modo natural a formular
la siguiente conjetura. Sea (X, F, ) un espacio foliado minimal no trivial y A una medida
transversa invariante que finita en compactos. Entonces Cat(F,A) = 0. Dicha conjetura
es formulada en dimension arbitraria y sin la hipdtesis de compacidad.



Capitulo 6

Semicontinuidad en variedades
cerradas

Adaptamos un resultado de E. Vogt y W. Singhof [37], que afirma que la categoria
tangente es una funcién semicontinua en el espacio de foliaciones de C? de una variedad C™
cerrada dada. Este espacio puede describirse del siguiente modo. Consideramos la variedad
M embebida en un espacio euclideo RY. Identificamos una foliacién C? de dimensién
p con una aplicacién M — RV : que asigna a cada punto la proyeccién ortogonal de
RY en el espacio tangente dado por la foliacién en ese punto. La topologia del espacio
de foliaciones de dimensién p y clase C*! es la dada como subespacio del espacio de
aplicaciones M — RN * de clase CF+1, y lo denotaremos por Follg (M).

Teorema 6.0.13 (Singhof, Vogt [37]) Para cualquier variedad cerrada M, la funcion
Cat : Fol (M) — R U {0}
es superiormente semicontinua.

Usamos T F para denotar que T es transversa a F en sentido diferenciable. A lo largo
del capitulo, para una homotopia integrable H : U x I — (M, F), usamos indistintamente
la notacién Hi(z) y H(x,1) para el paso final de la deformacién en un punto z € U y
siempre supondremos H(z,0) = x.

6.1. Consideraciones previas

El Teorema 6.0.13 es consecuencia inmediata del siguiente resultado:

Lema 6.1.1 (Singhof, Vogt [37]) Sea M wuna variedad cerrada C*° y F una foliacion
C? de dimension p sobre M. Si U es un abierto F-categorico y W es un abierto con
W C U, entonces existe un entorno V de F en Folll,(M) tal que W es G-categorico para
toda G € V. Ademds, podemos suponer que las G-contracciones de V son C'.

83
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Adems4s tenemos en cuenta los siguientes dos resultados.

Proposicién 6.1.2 (Singhof, Vogt [37]) Sea M una n-subvariedad cerrada de RY y
F e FOI;(M). Sean A1, ..., Ay (n — p)-subvariedades C' compactas de M transversas a
F, sea C; C A; un collar del borde de A; y denotamos A = |J,(A4; \ C;). Entonces existe
un entorno V en Fol;(M) y un entorno W de A en M tal que W es tangencialmente
contractil para cada G € V.

Proposicién 6.1.3 (Singhof, Vogt [37]) Sea F € Fol},(M), sea U un abierto en M y
sea ' : U x I — M una homotopia integrable con F(x,0) = z para todo x € U. Sea
e > 0 y K un subconjunto compacto de U. Entonces existe un entorno V de F tal que,
para toda G € V, eziste una G-homotopia integrable G : U x I — M con G(x,0) = = para
todoxelU y|F—G|<een K xI.

En la préxima proposicién, B¥ denota la bola abierta en dimensién & de radio r y DF
denota la correspondiente bola cerrada.

Proposicién 6.1.4 (Singhof, Vogt [37]) Sea F una foliacion C™*! en una variedad
cerrada M C RN condimF =p ydimM =n, yseaa € M. Sea p: Byx By P - U C M
la parametrizacion asociada a una carta foliada centrada en a. Entonces existe un entorno
V de F en FOI;(M) tal que, para cada G € V y cada t € By ", hay una aplicacion
gt : BY — BJ™? con las siguientes propiedades:

(i) La aplicacion g : BY x By 7 — BY x By™? definida como (z,t) — (z,g:(x)) es un
C"t1_embebimiento .

(ii) BY x By~ estd contenido en la imagen de g y BY x BY" " estd contenido en g(BY x
ByP).

(iii) Para cada t € By, el conjunto {(x, g:(z)) | © € BY} estd contenido en la hoja de
la imagen reciproca ¢*G de G a B x By " a través del punto (0,1).

Ademds g estd univocamente determinada por (i) y (iii), la aplicacion definida como pog :
BY x By7? — U, ¢ M es una C"-parametrizacién de una carta foliada para G y
o(BY x By"?) C Uy, donde Uy = ¢ o g(BS x By ™P).

Definicién 6.1.5 (Singhof, Vogt [37]) En las condiciones de la Proposicion 6.1.4, a la
familia {pog | G € V} se le llama una parametrizacién local simultdnea de V en M.

Las parametrizaciones simultdneas permiten trabajar con las foliaciones préximas a
una dada de forma muy cémoda, las usaremos para probar uno de los lemas de importancia
del capitulo.

Como motivacién previa tomaremos los flujos de Kronecker, cuya A-categoria ya fue
calculada en los capitulos previos. En este caso nos restringimos a estas foliaciones y
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2134
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Figura 6.1: Funcién de Thomae.

tenemos en cuenta que el subespacio de los flujos de Kronecker {F, | o € R} C Fol{*(T?)
es homeomorfo a R por la aplicacién F, — «. Si dejamos la medida fija en el meridiano,
tomando la de Lebesgue normalizada, el calculo de la A-categoria da una funcién que vale
]%] en los racionales 7+ con m y n primos entre si, 2 en 0 y 0 en los irracionales, que es
claramente semicontinua superiormente (Figura 6.1). Esta funcién es la de Thomae, en
andlisis elemental es usada para encontrar un ejemplo de funciones Riemann-integrables

cuya composiciéon no es Riemann-integrable.

6.2. Topologias para foliaciones con medida invariante

Sobre el mismo ejemplo, considerando solo el caso de pendiente racional, permitamos
también variar la medida “continuamente” cuando calculamos respecto a la medida de
Lebesgue normalizada en un circulo perpendicular. Entonces obtenemos una funcién que
vale mQLJrnQ en los racionales ' con m y n primos entre si (ver Ejemplo 7), de nuevo vuelve
a ser una funcién semicontinua superiormente.

Los ejemplos anteriores sugieren que la A-categoria es semicontinua superiormente,
no sélo permitiendo variar la foliacién sino también la medida transversa. En [25] ya se
abordo este tema cosiderando la topologia dada por la norma de las medidas.

En lo sucesivo supondremos que las medidas transversas son finitas en compactos.

Proposicién 6.2.1 5i S es una transversal en sentido diferenciable completa para una
foliacion F, entonces existe un entorno U°(F) de F en Folfl)(M) tal que S también es
transversal completa para G € US(F).

Definicién 6.2.2 (Topologia fuerte) Sea (F,A) una foliacion C? de dimension p en
M con medida transversa invariante, U un entorno de F en FO];(M ), T una transversal
completa para F y € un nimero real positivo. Se define

UF AUT.e)={(G,A) | GeU, TthG yl|Ar— Ar|| <&},
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donde (G, A) es foliacion C? de dimensidn p en M con medida transversa invariante. Estos
conjuntos forman una subbase que da lugar a una topologia en el conjunto de foliaciones C?
de dimension p de M con medida transversa invariante finita en compactos. Denotaremos
a este espacio topoldgico por FolMedllj(M).

Para los espacios polacos localmente compactos también disponemos de la topologia
débil para las medidas. Una sucesién {A,} de medidas en un espacio polaco localmente
compacto P convergen a una medida A si, para toda funcién continua f : P — R, la
sucesién | p [ dAy, converge a J p [ dA. Esta topologia es mds gruesa que la topologfa de la
norma.

Definicién 6.2.3 (Topologia débil) Sea (F,,A,) una sucesion de foliaciones C? con
medida transversa invariante sobre una variedad cerrada M. Diremos que (Fp,Ay) con-
verge débilmente a (F, ) si F,, converge a F en Fol}o(M) y para toda transversal completa
T de F y toda funcion continua f : T — R se tiene que la sucesion fodAn converge a
fodA. Al espacio topoldgico caracterizado por esta convergencia lo denotaremos por

W FolMed,,(M) .

Observacién 6.2.4 Como la medida es finita en compactos, tenemos que dicha medida
es regular exterior es o-compactos. También es regular interior en abiertos, es decir, para
cualquier abierto V contenido en una transversal a F, se tiene

A(V) =max{A(K) | K CV, K compacto} .

La demostracion usa argumentos andlogos a los utilizados en el Capitulo 4.

6.3. Semicontinuidad de la A-categoria

La semicontinuidad en el caso de la topologia fuerte fue probada en [25]. Usaremos
técnicas similares para abordar el caso débil. La parte fundamental de este capitulo
estd concentrada en el Lema 6.3.13, del cual se deduce la semicontinuidad de forma in-
mediata. Previamente introduciremos conceptos que nos seran tutiles posteriormente.

Definiciéon 6.3.1 Sea f: A — B una aplicacion. Se define la n-preimagen de f como:
Fl={zc A|#/'({f(®)}) =n}, neNU{co}.

En la Definicién 6.3.1, si f es continua, no es dificil probar que los conjuntos F,{ son
o-compactos, y por tanto medibles.

Definicion 6.3.2 Un abierto U de un espacio foliado se dice que es regular si existe una
cantidad finita de transversales en sentido diferenciable locales 11, ..., Ty, contenidas en U
y tales que cualquier hoja de Fy corta a alguna de estas transversales.
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Observacién 6.3.3 Sea U un abierto de M y K C U un compacto. Entonces existe un
abierto reqular V tal que K CV CV C U. Esto se prueba recubriendo K con una cantidad
finita de cartas foliadas cuyas clausuras estén contenidas en U.

Observacién 6.3.4 Sea (M, F) una variedad cerrada C* foliada, sea U un abierto reg-
ular F-categorico y sea H una F-contraccion por homotopia integrable. Usando ahora el
Lema 1.5.9, podemos encontrar transversales locales T, ..., T, que cumplan las dos condi-
ciones siguientes:

(1) Cada hoja de Fy corta a cada T; en a lo sumo un punto, y al menos corta a alguno
de ellos.

(2) Hi(T;) es una transversal local (embebida) para F.

Usando argumentos de posicion general es fdcil encontrar una F-contraccion G tal que
AG1(U)) < A(H1(U)) y G1(T;) es una transversal diferenciable de F y 1 < i < k. En
consecuencia, supondremos también que

(3) Hi(T;) es una transversal diferenciable de F.

Por tanto tenemos que H;(U) = Hl(Uf;1 Ty). Teniendo en cuenta esto y que Hjp :
Ule T; — M es una aplicacién continua, el siguiente lema es evidente.

Lema 6.3.5 Sea U abierto regqular F-categorico, H una F-contraccion por homotopia
integrable, 11, ..., Ty transversales locales en las condiciones anteriores y A una medida
transversa invariante. Entonces

k k

ARG () = YD R(H(EI) = 37 AR

i=1 =1
donde consideramos Hjy : Ule T, — M.

Definiciéon 6.3.6 Sean H : U xI — X y G : V x I — X homotopias con Go = idy y
H(U,1) C V. Definimos H* G : U x I — X la homotopia definida como

H(x,2t) s t

i0<t<i
G(Hi(z),2t —1) sig<t<1.

H+G(z,t) = {

IAIA

El siguiente lema muestra una propiedad interesante sobre el comportamiento de A
cuando se componen homotopias sucesivamente, en el sentido expresado en la Definicion
6.3.6.
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Lema 6.3.7 Sean U un abierto reqular F-categorico, H : U x I — M wuna F-contraccion
por homotopia integrable, T, ..., Ty, como en el Lema 6.5.5 y A una medida transversa
invariante. Sea O un abierto que contiene a Hy(U) = Ule H\(T;) tal que cada hoja de
Fo corta a Hi(U). Sea G una F-contraccion por homotopia integrable de O. Entonces

AH\(U)) > A(H  G1(U)) .

Demostracién: A A
Sélo hay que observar que (J_; FZ-H1 > UL, FZ-ILI*G1 para 1 < j < k y aplicar el Lema
6.3.5. 0

El siguiente lema se prueba de forma andloga.

Lema 6.3.8 Sea K un o-compacto contenido en O que corte a cada hoja de Fo. Entonces
R(H(U) > K(G1 (K))

Definicion 6.3.9 Sea A, una sucesion de medidas que convergen débilmente a A. Un
conjunto medible E se dice estable si lim A, (E) = A(F).

Observacién 6.3.10 Dado que consideramos al convergencia débil de las medidas, en
general existen conjuntos medibles no estables. Por el Lema de Urysohn y la reqularidad de
las medidas (véase Observacion 6.2.4), es facil ver que los abiertos U tales que Ap(OU) =
A(OU) = 0 para todo n € N son cojuntos estables. Esta clase de abiertos da lugar a una
base para la topologia de las transversales, por tanto podemos suponer que las transversales
T; son estables.

Proposicién 6.3.11 Sea (F,A) € WFolMed;(M), U un abierto reqular tangencialmente
categorico, H : U x I — M wuna F-contraccion por homotopia integrable, W un abierto tal
que W C U. Suponemos dadas transversales T1, ..., T}, en las condiciones del Lema 6.3.5 y
g,0 > 0. Entonces, para toda sucesion (Fn,Ay) converjente a (F,A) en WFolMed;(M),
existe N € N tal que, Vn > N, se cumple que

(1) las transversales T, ..., Ty, H1(TY), ..., H1(T}) de F son transversas a Fp,

(2) IACH(T: x {11)) — Au(H(T x {(1})] < &, para 1 <i <k,

(3) existen homotopias integrables H*» de W para cada (Fp,Ay) tales que |H(z,t) —
H7n(x,t)] < 6 para x € W.

Demostracion:

Es un corolario de la Proposicién 6.2.1 y las definiciones dadas hasta el momento. La
propiedad (2) es consecuencia de la Observacién 6.3.10. Recordamos que las medidas en
las condiciones del teorema de representacién de Riesz son regulares. La propiedad (3) se
deduce de la Proposicién 6.1.3. [l

Sin ninguna dificultad, se prueba la siguiente afirmacién.



6.3 Semicontinuidad de la A-categoria 89

Afirmacién 3 Usando la notacion A; = Hy(T;), existen entornos C; en forma de collar

de los bordes de A; tales que Hy(W) C Ule A\ C;.

Sea P el abierto que contiene a Ule A; \ C; que da la Proposicién 6.1.2. Tomando N
mas grande si es necesario, podemos asegurar que P es F,-categérico para cada n > N.
Denotaremos por G7 a las F,-contracciones para P.

Proposicién 6.3.12 Tomando N mds grande si es necesario, existe un abierto P’ C P
tal que H1(W) C P’ y toda hoja de F, pr corta a Ule A;\ C; paran > N.

La demostracién de esta proposicion es técnica por lo que la posponemos hasta el final
del capitulo a fin de no romper la continuidad de los argumentos.

Lema 6.3.13 Sea U un abierto reqular F-categorico, H una F-contraccion para U y W un
abierto con W C U. Entonces, para cada € > 0 y para toda sucesion (Fy, A,) converjente
a (F,A) en WFolMedIl,(M), eviste N € N y existen F,-contracciones J”» de W para
cada (Fr,Ayn) conn > N tales que

AT (W) < AMHL(U)) + ¢ .

Demostracién:

Comenzamos usando las Observaciones 6.3.4 junto con la Afirmacién 3 y las Proposiciones
6.3.12 y 6.3.11. Obtenemos que existe N € N de F tal que, para cada (F,,A,) conn > N,
existe una homotopia integrable H”» tal que H fr "(W) C P' (donde P’ es el abierto que
nos da la Proposicién 6.3.12). Ademds, existen F,-contracciones G*» de P’. Podemos
suponer

k k
AL A) - A 4l <e,
=1 =1

para n > N por la la Observacion 6.3.10. Por tanto, usando el Lema 6.3.8, tenemos

k
AH) () += = A Fn(T:) + =
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de donde obtenemos el resultado tomando J7» = H n « GFn, O

Este es el lema bésico de la secciéon. Ahora vemos como la semicontinuidad superior se
obtiene como consecuencia.

Teorema 6.3.14 La aplicacion
Catrop : W FolMed, (M) — R
es semicontinua superiormente.

Demostracién:
Como M es compacta, podemos restringirnos a recubrimientos por abiertos tangencial-
mente categdricos para calcular la A-categorfa [25].

Hay que probar que, para todo € > 0 y para cada sucesiéon (F,,A,) convergente a
(F,A) en WFolMed,®(M), existe N € N tal que Cat(F,, A,) < Cat(F,A) + ¢ para todo
n>N.

Tomamos un recubrimiento finito {Uj,...,Ux} por abiertos F-categéricos de M, y
F-contracciones H', ..., H" tales que

K
;A(Hf(Ui)) < Cat(F, A) + g

Usando paracompacidad y la Observacién 6.3.3, podemos suponer que cada U; es un
abierto regular. Utilizando paracompacidad nuevamente, obtenemos una serie de abiertos
W;, i = 1,..., K, que forman un recubrimiento de M y tales que W; C U;. Por el Lema
6.3.13, obtenemos N € N y F,-contracciones H” "% : W; x [ — M paral < i < Ky
n > N tales que

An(HT ™ (W2)) < ACHI(U)) + 5

Finalmente, para n > N, se tiene

An(HP' (W)

[oR

@
I
—

Cat(F,, Ap) <

ACHL(UY)) +

[oR

@
Il
—

< Cat(F,A) +e
que es precisamente la condiciéon de semicontinuidad superior. [l

Solo resta probar ahora la Proposicién 6.3.12 para concluir el capitulo. Se estudiara el
caso mas simple en que 7" sea una transversal local contenida en una parametrizacién local
simultédnea. Es claro que este caso implica probar el caso general.
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Antes de comenzar la prueba, introducimos una métrica en Folll,(M ). Recordamos que

una foliacién C' F se identifica con una C'-aplicacién F : M — RY ’ La aplicacién
Fp: RY — RY es la proyeccién ortogonal de RY en el subespacio vectorial tangente a F
en p, considerando M embebida en RY.

Definicion 6.3.15 Si F y G son foliaciones en M de la misma dimension, definimos su
distancia foliada como

d(F,G) = maxpen [|Fp — Gyl -

Observacién 6.3.16 Es claro que d estd bien definida pues M es compacta. Es claro
también que d es una distancia en Fol;,(M) que nos da su topologia. Observamos también
que d puede definirse sin asumir que las foliaciones tengan dimensiones iguales, obteniendo
una métrica en Fol'(M). Este punto de vista no ofrece nueva informacion teniendo en
cuenta que los Folzl;(M) serian cerrados y abiertos respecto de la métrica d.

Como la prueba de la Proposicién 6.3.12 se puede reducir a una cuestion local, interpre-
tamos la distancia foliada desde el punto de vista de parametrizaciones locales simultdneas.
Seguiremos la notacién de la Proposicién 6.1.4. Restringiéndonos a las parametrizaciones,
podemos ignorar a la variedad ambiente.

Sea {¢p og | G € V} una parametrizacién local similtanea entorno a un punto a =
©(0,0) € M, siguiendo la Definicién 6.1.5.

Definiciéon 6.3.17 Sean G,O € V. Se define la distancia foliada en ¢ como
dcp(gv 0) = maxxepgxp{“? ”‘7:1) - gp” .

Podemos reconstruir la topologia de FO];(M ) tomando como subbase las bolas asoci-
adas a una sucesién (finita) de distancias foliadas asociadas a parametrizaciones locales
simultdneas que recubran a M. Por tanto podemos reducirnos al caso en que la variedad
es R" y F es la foliacion estandar por planos paralelos de dimensién p. No hay mas que
tomar un difeomorfismo foliado a entre int(D% x D" ") y R", con «(0) = 0.

Definicion 6.3.18 Sea F la foliacion de dimension p en R™ definida por traslaciones del
subespacio xp11 = 0,...,x, = 0. Para €,6 > 0, definimos

Ro(e,0) = {(x1, s n) | [(@psrs oy ) | < ell(@a, s mp)l 5 (21, s )| < 6}
Para a € M, se define el conjunto R,(e,0) = a + Ro(e,d) (ver Figura 6.2).

Observacién 6.3.19 Se tiene que d(F,G) < € si y solo si T,G C Ry(e,00) Ya € R",
donde T,G donota el espacio tangente a G en a.
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Lema 6.3.20 Sea f : R — R"™ P una aplicacion C' tal que f(0) = 0 y la aplicacion
lineal df (z) tenga su grafo contenido en Ry(g,00) para todo x € RP. Entonces el grafo de
f estd contenido en Ry(e, 00).

Demostracién:
Previamente nos fijamos en que el caso con p = 1 y n = 2 se deduce inmediatamente a
partir del teorema del valor medio.

Probamos ahora el resultado por induccién para p = 1 y n arbitrario. Supongamos que
el resultado es falso para algin n—1 > 1. Por tanto existe un y € R tal que || f(y)| > ely|.
Sea my : R" 1 — (f(y)) = R la proyeccién ortogonal en el subespacio generado por f(y).
La aplicacién 7, o f cumple que, para todo t € R,

7y o £ O = Imy (f' NI < I B <.

Sin embargo ||, 0f(y)|| = || f(y)|| > €|y| en contra de lo dicho anteriormente para funciones
reales de una variable real.

Sea ahora f en las condiciones del lema. Si el resultado es falso, existe algin y € RP
tal que || f(y)|| > €lly||. Definimos p : R — R? como p(t) =t -y. Se tiene

1 op) Ol = ldfyy @' ) < eyl

para todo t € R. Sin embargo

[fop I =17l > elyll,

que constituye una contradiccién. O

Observacién 6.3.21 Para nuestros propositos, en el contexto del lema anterior, el grafo
de f es una hoja de una foliacion proxima a F . En consecuencia, volviendo a nuestra
parametrizacion, se deduce que, si (v,w) € BY x B'"?, entonces existe una region com-
pacta,

a_l(Ra(v,w) (E, OO)) )

tal que toda hoja en D x D" de ¢*G que pasa por (v, w) estd contenida en dicha region
(si es necesario hay que hacer el abierto V que nos da la parametrizacion local simultdnea
algo mds pequeno).

Ahora ya tenemos todo lo necesario para abordar la demostracién de la Proposicion 6.3.12.
Consideramos el caso particular T' = {0} x B ", que es una transversal local embebida en
2

BY x BY"". Definimos el p-tubo de T como U(T, p) = By x B} ?,0 < p < 3. El borde de la
2

transversal T es compacto, y para cada punto 2 € T consideramos una regién compacta
R, en las condiciones de la Observacién 6.3.21. El conjunto K = |J,cgr Rz es compacto, y
por tanto cerrado. El conjunto P(T, p) = U(T,p) \ K es un entorno abierto de 7'y cumple
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Figura 6.2: En esta figura se visualizan las regiones Ry(e,00). Para los casos con (p,n)
igual a (1,2), (2,3) ¥ (1,3).

las condiciones pedidas en una bola centrada en F de radio suficientemente pequenio (esto
se prueba facilmente como consecuencia del Lema 6.3.20, obsérvese la Figura 6.3 para mas
detalles).

Demostracion:

[Demostracién de la Proposicién 6.3.12] En las condiciones de la Proposicién 6.3.12, existen
k transversales Si,..., Sy tales que S; C A; \C;, 1 < i < k, y Hi(W) C Ule S;. En
consecuencia, si P es un entorno de U;C:l A; \ C; existe un entorno V de F en Folzl,(M )y
existe entorno abierto P(S;, p;) C P de cada S; tal que cada hoja de Gp(g, ,,) corta a S; (y
por tanto a A; \ C;) para G € V. El abierto Ule P(S;, p;i) cumple las condiciones pedidas.
O

La utilidad del Teorema 6.3.14 es clara: nos permite obtener cotas inferiores para la A-
categoria siempre que seamos capaces de aproximar una foliacién por otras con A-categoria
conocida.

Pregunta 6.3.22 FEn este capitulo no hemos abordado el problema de la semicontinuidad
en el caso de la A-categoria medible. Los resultados de Vogt y Singhof que usamos reit-
eradamente en este capitulo no se generalizan inmediatamente al caso medible por lo que
parece mds natural el enfoque topologico. También queda como cuestion abierta si este
resultado es aplicable cuando consideramos foliaciones de clase < 1.
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Figura 6.3: En esta figura se visualizan los abiertos construidos para transversales en
ejemplos donde p y n varian. Se muestran los casos con (p,n) igual a (1,2), (2,3) y (1, 3).
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