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Introduccion

E ben sabido que a existencia dun campo paralelo de k-planos nunha variedade rie-
manniana da lugar a unha descomposicién local da variedade como producto riemanni-
ano. Esta propiedade exténdese sen problemas ¢ ambito, mais xeral, da xeometria semi—
riemanniana asumindo que a restricién do tensor métrico 6 campo de k-planos é non dex-
enerada. Sen embargo, a situacion é moi difente cando o campo paralelo de k-planos é dex-
enerado (o que se cofiece como unha estructura de Walker), dando lugar a unha estructura
indescomponible pero non irreducible [2]. E por isto que as métricas de Walker aparecen
como estructuras subxacenetes en moitas situacions estrictamente semi-riemannianas sen
andlogo riemanniano. Como exemplo, as métricas lorentzianas de frontes de ondas (que
postien un campo de vectores nulo paralelo) constitiien un caso especial de estructuras
lorentzianas de Walker. As hipersuperficies de Einstein con operadores de Jacobi nilpo-
tentes [26], xunto coas estructuras para—Kéhler [12] e hipersimplécticas [22] son exemplos
de variedades de Walker de signatura neutra (v, ).

O estudio da xeometria das variedades con campos de k-planos dexenerados simpli-
ficouse notablemente gracias ¢ traballo de Walker [34], [35]. A existencia de sistemas de
coordenadas adaptados permite reducir de xeito drastico o nimero de componentes do
tensor métrico g = (g;;). Asi, en dimensién tres as compoilentes de g redicense de seis a
unha e de dez a tres en dimensién catro. E por isto que gran parte dos estudios realizados
ata agora sobre as propiedades das variedades de Walker centranse na sua xeometria local,
particularmente en dimensions baixas.

Recentemente, Derdzinski e Roter [13] obtiveron unha descricién alternativa das métri-
cas de Walker mediante certas construccions de fibrados, o cal permitird abordar algtiins
problemas de caracter global. Sen embargo, a estructura global das métricas de Walker
é un aspecto ainda case desconecido.

O noso interés no estudio das métricas de Walker ven motivado pola stia importante
relevancia no estudio do problema de Osserman (véxase, por exemplo, [7], [14], [15], [20] e as
referencias indicadas neles). En particular, o estudio das métricas de Walker 4-dimensionais
permitiu caracterizar unha clase de variedades de Osserman que se suponia baleira. Tales
espacios presentan gran similitude coas variedades kahlerianas e para—kahlerianas a nivel
local dende o punto de vista da sua curvatura e, de xeito madis particular, na forma dos
seus operadores de Jacobi. Sen embargo, o estudio global destas variedades é ainda un
problema aberto.
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O estudio da estructura global de variedades partindo das stas propiedades locais é un
aspecto ampliamente desenvolto na xeometria riemanniana. Sen embargo, salvo os resulta-
dos clasicos de Calabi-Markus sobre e existencia de variedades lorentzianas compactas de
curvatura seccional constante [9] ou o traballo de Law [24] xeneralizando as desigualdades
de Hitchin-Thorpe, pouco se sabe sobre a influencia global de propiedades locais no ambito
semi-riemanniano. O noso obxectivo neste traballo é desenvolver un estudio da xeometria
local/global das variedades de Walker 4-dimensionais partindo de certas propiedades da
sta curvatura.

Asi, da observacién da estructura autodual e anti-autodual das métricas de Walker,
probase a existencia dunha estructura case para—hermitica definida globalmente sobre cal-
quera variedade de Walker sempre que a sia curvatura escalar sexa distinta de cero en todo
punto (véxase (3.7). O estudio desta estructura é o obxectivo central do presente traballo,
no cal destacamos as seguintes conclusiéns [11]:

» [Teorema 3.3]

Sexa (M, g) unha variedade de Walker 4-dimensional compacta con curvatura escalar
distinta de cero en cada punto. Entén, a primeira clase de Chern de M ¢é identicamente

nula (i.e. [M] = 0).
» [Teoremas 3.4, 3.5, 3.6]

A estructura case para—hermitica (g, J) é isotrépica Kéhler (i.e. ||V J|| = 0), isotrépica
case para-Kahler (i.e., ||dQ2|| = 0) e isotrdépica para-Hermitica (i.e., | N;|| = 0), ainda
que VJ # 0, dS) # 0 e Nj # 0 respectivamente.

» [Teorema 4.13]
Unha métrica de Walker autodual con estructura case para—hermitica (g, J) asociada
debilmente *~Einstein é simpléctica se e s6 se a curvatura escalar é constante.

» [Teorema 5.8]

Non existen variedades de Osserman compactas 4-dimensionais tales que os seus
operadores de Jacobi postan unha raiz dobre do seu polinomio minimo, salvo que
estes sexan nilpotentes.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Meétricas semi—riemannianas

O noso campo de estudio seran as variedades semi-riemannianas, i.e. unha variedade
diferenciable n-dimensional M dotata en cada espacio tanxente 7, M dun producto interior
g, de signatura (r, s) que se extende diferenciablemente 6 longo da variedade.

Comezamos dando unha serie de definicions que permiten fixar a notacion e nomencla-
tura empregada; para iso tomamos como referencias bésicas [20], [21] e [31].

Esta primeira definicién hérdase da xeometria de Lorentz, empregada na Teoria da
Relatividade. Dada (M, g) unha variedade semi-riemanniana, un vector x € T,,M diremos
que é

— temporal se g(z,x) <0

— espacial se g(z,z) >0

— nulo se g(z,z) =0ex #0

e ademais, a un vector non nulo x tal que |g(x,z)| = 1 chamarémoslle unitario.

Denotamos por S, (M), S (M) e S,(M) os conxuntos

S, (M) = {zxeT,M:g(v,z)=~—1},
SHM) = {zxeT,M:g(z,z)=1},

SP<M) = {SL’ S TPM : |g(£L’,ZE)| = 1}7
de vectores unitarios temporais, espaciais e non nulos, respectivamente, do espacio tanxente

1



2 1 Preliminares

& variedade no punto p. O analogo para campos de vectores sera

ST (M) = |J S, (M)={XeTM: g(X,X)=—1},

SHM) = |JSH(M)={XeTM: g(X X)=1},
S(M) = | S (M)={X eTM: |g(X,X)| =1},

chamados fibrados unitarios temporal, espacial e non nulo da variedade (M, g), respectiva-
mente. En xeral, notaranse os vectores con letras latinas minusculas: z,y, z,v,w, ..., € 08
campos de vectores coas correspondentes maiusculas: X, Y, Z, V. W, ...

Dada a variedade semi-riemanniana (M, g), tense determinada de forma tnica a cone-
xi6n de Levi-Civita asociada a (M, g) como a conexién simétrica que fai paralela a métrica
g. A férmula de Koszul danos a expresion de tal conexion

29(VxY,Z) = X(g(Y,2))+Y(9(X,Z)) - Z(9(X,Y))
—g(X, [Ya Z]) +9(Y, [Z7X]) +9(Z> [X> Y])>

onde X,Y, Z son campos de vectores sobre M.

Unha vez temos unha conexién sobre M, definimos o tensor curvatura de tipo (1, 3) da
forma

R(X,Y)Z =VxVyZ - VyVxZ — Vixy Z,

que verifica as identidades
R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z,

R(X,Y)Z+R(Y,2)X + R(Z,X)Y =0,
(VxR)(Y, Z)V + (VyR)(Z, X)V + (VzR)(X,Y)V =0,

para calesquera X, Y, Z, V campos de vectores en M e onde [, | denota o corchete de Lie de
campos de vectores en M. A segunda identidade conécese co nome de Primeira Identidade
de Bianchi ou Identidade de Bianchi Alxébrica e a tltima co nome de Segunda Identidade
de Bianchi ou Identidade de Bianchi Diferencial.

En ocasidns consideraremos o tensor curvatura de tipo (0,4) asociado:
R(X,Y,Z,V) = g(R(X,Y)Z,V)

que, ademais, cumpre
R(X,Y,Z,V)=R(Z,V,X,Y),
R(X,Y,Z,V)=—-R(X,Y,V, Z),

de novo para calesquera X, Y, Z,V campos de vectores sobre M.
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Dada a dificultade que supén traballar con un campo de tensores tipo (1,3) ou (0,4),
definense obxectos mais sinxelos que permiten obter informacién relevante sobre o tensor
curvatura. Empréganse, e son de vital importancia, 6 longo do traballo diias contracciéns
do tensor curvatura

— o tensor de Ricci

Ric(X,Y) =tr{Z — R(Z,X)Y} ,

— a curvatura escalar

Sc = tr(Ric) ,

que se denotaran por p e 7, respectivamente, 6 longo do traballo.

Localmente, para unha referencia ortonormal Ei, ..., F,, o tensor de Ricci podese ex-
presar do seguinte xeito

p(X, Y) = ZgEiR(Ei)X7 Y7 EZ)?

=1

e a curvatura escalar como

7= enp(EyE) =) enenR(E;, Ey B, Ey),
=1

ij=1
onde e, = g(Ey, Ey), para todo k = 1,...,n.

Unha situacion na que a curvatura da variedade é relativamente simple, é aquela na
que o tensor de Ricci pode expresarse coma un multiplo escalar do tensor métrico, i.e.

p=2Ag,

onde A € R. Neste caso A = = e dicimos que a variedade ¢ Einstein. Para dimM = 2, temos

que toda superficie cumpre que p = A\g para algunha funcién A, polo que a propiedade de ser
Einstein é equivalente & constancia da curvatura de Gauss. Analogamente, unha variedade
3-dimensional é Einstein se e s6 se a curvatura seccional é constante. Sen embargo, para
dimM > 4, a situacién cambia radicalmente e as variedades Einstein estan lonxe de ser
completamente clasificadas.

Outro obxecto mais sinxelo que nos permite recuperar informacién sobre o tensor curva-
tura € a curvatura seccional. Definese a curvatura seccional sobre os planos non dexenerados
(¢ dicir, sobre os planos 7 que verifican g(z, z)g(y,y) — g(x,y)? # 0, onde x e y son vectores
que xeneran o plano 7) como segue

R(z,y,y, )

KW%Z%%@M%M—QWWP




4 1 Preliminares

A importancia do concepto de curvatura seccional radica non sé en que permite dar un-
ha interpretacién xeométrica da curvatura como a curvatura da superficie tanxente 6 plano
considerado, senon que, ademais, é posible reconstruir o tensor curvatura a partir da cur-
vatura seccional dos planos do espacio tanxente.

Observacion 1.1. A curvatura seccional é constante ¢ se e s6 se o tensor curvatura se
pode escribir R(z,y)z = c¢{g(y, )z — g(x, 2)y}.

Ademais sabemos que se a curvatura seccional é constante ¢, entén a métrica é Einstein,
con A\ = ¢(n — 1). O reciproco non é certo en xeral, pero si nas variedades 3-dimensionais.

Sexa agora z € T,M e consideremos a aplicaciéon linear

R(,z)z: T,M — T,M
r = Rz, 2)z.

Dado que g(R(z,z)z,z) = 0 e g(R(z,2)z,2) = 0, podemos restrinxir o percorrido da
aplicacion anterior 6 subespacio ortogonal a z e considerar asi a aplicacion

R(-,2)z: 27 — 2.

Estamos entén en condiciéns de introducir o operador de Jacobi. Dada (M, g) unha varie-
dade semi-riemanniana e Z € S(M), a restriccion Ry : Z+ — Z+ da aplicacién linear
R(-,Z2)Z a Z*+ denominase operador de Jacobi con respecto a Z

R;X = R(X,Z2)Z, con X € Z*.

Observacién 1.2. Para campos de vectores X,Y € Z+ temos

g<RZX7Y) = g(R(X,Z)Z,Y):g<R(Z,Y)X,Z)
= g(R(Y7Z)Z7X):g(RZY;X)a

logo o operador de Jacobi é autoadxunto.

Por ser o operador de Jacobi autoadxunto, no caso en que a métrica sexa definida po-
sitiva, sera diagonalizable e os seus autovalores indicaran os valores extremos da curvatura
seccional. En xeral, no caso semi-riemanniano, a situacién non é tan sinxela, podendo pre-
sentar Ry autovalores complexos ou raices multiples do seu polinomio minimo. Ademais,
¢ importante sinalar que o espectro de Rx non determina completamente o operador de
Jacobi en métricas indefinidas, sendo preciso o estudio dos polinomios minimos de Rx.
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1.2. Estructuras case para—hermiticas

Sexa M unha variedade diferenciable 2n-dimensional. Dise que M é paracompleza (ou
localmente difeomorfa a un producto de dias variedades da mesma dimension) cando
¢ posible construir sobre ela un sistema de coordenadas paracomplexas.

Unha condicién necesaria para que unha variedade diferenciable sexa difeomorfa a unha
variedade paracomplexa é a existencia dun campo de tensores J de tipo (1,1) sobre a
variedade verificando

J? =1Id,

de xeito que os autovalores +1 e —1 de J tenan a mesma multiplicidade. Este campo J
denominase estructura case paracomplexa sobre M. Sen embargo, a existencia deste campo
de tensores non é unha condicién suficiente para ter asegurada a existencia dunha estructura
paracomplexa sobre a variedade. Debe cumprirse tamén unha condicién de integrabilidade,
equivalente & anulacién do tensor de Nijenhuis

N;(X,Y)=[JX,JY] - JJX,Y]| - JX,JY]+ [X,Y].
Neste caso, o campo de tensores J denominase estructura paracompleza.

Unha variedade case para—hermitica (M, g, J) é unha variedade diferenciable M, xunto
cunha estructura case paracomplexa J e unha métrica semi-riemanniana g, compatibles
no seguinte sentido

g(JX,Y)+g(X,JY)=0, VX,Y € X(M).

Se J é unha estructura paracomplexa, o triple (M, g, J) chdmase entén variedade para—
hermitica.

Sexa M?" unha variedade diferenciable. Unha 2-forma € sobre M dise case simpléctica
se é non dexenerada, é dicir, se Q" # 0. Se a 2-forma ) é, ademais, pechada (¢ dicir,
dQ = 0), Q dise simpléctica e o par (M, Q) denominase variedade simpléctica.

Observacién 1.3. Unha subvariedade lagranziana dunha variedade case simpléctica (M>",
) é unha subvariedade inmersa, N, n-dimensional tal que € induce a forma cero sobre N.

Sexa M una variedad diferenciable tal que o fibrado tanxente T'M admite unha des-
composicion da forma TM = L& L/, sendo L e L' subfibrados lagranxianos respecto dunha
certa 2-forma ). Denotemos por 7y, e 7y, as proxecciéns de T'M sobre L e L' respectiva-
mente, e definamos J = n;, — 7. Entén J é unha estructura case paracomplexa sobre
M, verificdndose que Q(JX,JY) = —Q(X,Y) para todo X,Y € X(M). Reciprocamente,
se J é unha estructura case paracomplexa sobre M e 2 é unha 2-forma sobre M, tal que
QJX,JY)=-Q(X,Y) para X, Y € X(M), entén os subfibrados de T'M correspondentes
6s autovalores +1 da estructura J son lagranxianos para a 2-forma (2. En conclusién, tense



6 1 Preliminares

que T'M admite unha descomposicién da forma L & L', sendo L e L’ subfibrados lagranx-

ianos respecto dunha 2-forma € se e s6 se existe unha estructura case paracomplexa J
sobre M tal que Q(JX,JY) = —Q(X,Y) para todo X,Y € X(M).

Entoén, se (M,€)) é unha variedade case simpléctica, verificase que a descomposicion
de TM en suma de Withney de subfibrados lagranxianos é equivalente & existencia dunha
estructura case para—hermitica sobre M (a métrica para-hermitica estd relacionada coa
2-forma €2 pola expresion g(X,Y) = Q(JX,Y)).

Definimos, entén, unha variedade para—Kdahler como unha variedad simpléctica local-
mente difeomorfa a un producto de subvariedades lagranxianas. A proposicion seguinte
pon de manifesto a relacién existente entre a 2-forma 2, o tensor de Nijenhuis N, a

estructura case para—hermitica J e a conexién métrica, V, asociada & métrica g (definida
por g(X,Y) = Q(JX,Y)).

Proposicién 1.4. Seza (M, g,J) unha variedade case para—hermitica e denotemos por V
a conexion de Levi-Civita asociada a g. Cumprese que

20(Vx Y, Z)+3dUX,Y, Z) + 3dQUX, JY, JZ) + g(JX,N,(Y,Z)) =0,

sendo QUX,Y) = g(JX,Y) para calesquera X,Y € X(M).

Observacion 1.5. Esta proposicion amosa que unha variedade para—Kahler é unha varie-
dade para—hermitica (M, g,.J) tal que VJ = 0, sendo V a conexién de Levi-Civita de g.
Como consecuencia, se R é o tensor curvatura asociado a V, é facil comprobar que

RUJX,JY,Z,W) = R(X,Y,JZ,JW) = —R(X,Y, Z,W),
para X, Y, Z, W € X(M).

Véxase [12] para madis informacién sobre as variedades case para—hermiticas (tamén
chamadas bi-lagranxianas [18]).

As variedades para—Kéhler de curvaturas seccional holommorfa constante son local-
mente chas, como consecuencia das identidades postas de manifesto na observaciéon 1.5.
Este feito suxeriu a consideracién doutro tipo de funciéon curvatura como é a a curvatura
seccional paraholomorfa. Un 2-plano 7 dise paraholomorfo se Jr C 7 e, asi, a curvatura
seccional paraholomorfa definese como a restriccion da funcién curvatura seccional a planos
paraholomorfos non dexenerados

R(z,Jx, Jx,x)
g(z,2)g(Jz, Jr) — g(x, Jx)?

H(r) =

onde os vectores x, Jx xeneran o plano 7.
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As variedades para—Kéahler de curvatura seccional paraholomorfa constante ¢ son espa-
cios localmente simétricos, caracterizados polo feito de que o seu tensor de curvatura pode
expresarse como [19]

R(z,y)z = ;i {9y, 2)r — g(z, 2)y + g(Jz, 2) Jy — 9(Jy, 2) Jx + 29(Jw,y)J 2} .

Séguese asi, do anterior, que os correspondentes operadores de Jacobi son diagonali-

zables da forma
Re — cg(X, X) 0
X 0 cg(X,X)Id )’

onde o autovalor distinguido ¢ g(X, X) ten multiplicidade 1. Ademais,a diferencia da xeo-
metria kahleriana, a métrica inducidada en

E.(X)=<X > ®Ker(Ry — cg(X, X)1d) =< X, JX >

ten signatura lorentziana. (Véxase [5] para méis informacién sobre a acotacién da curvatura
seccional paraholomorfa).






Capitulo 2
Métricas de Walker

Un r-plano nun punto p € M"™ é un subespacio vectorial r-dimensional de T,M. Deno-
tamos por D+ o plano ortogonal. O plano nulo D* de D é a interseccién de D e D+. Nétese
que D é dexenerado se e s6 se a restriccion do tensor métrico a D x D é dexenerado (i.e.
DN D+ #0) e é totalmente dexenerado se

9(X,Y)=0 para todo X,Y €D.

Nese caso D = DX ND. D é paralelo se VD C D, D é estrictamente paralelo se existe unha
base local {z1,...,z,} de D tal que V,, = 0, para todo i =1, ..., .

E ben sabido que a existencia dun campo de planos paralelos nunha variedade de
Riemann da lugar a unha descomposicion local da variedade como un producto directo.
Esta propiedade exténdese as variedades semi-riemannianas sempre que o campo de planos
sexa non dexenerado. Sen embargo, as consecuencias xeométricas da existencia dun campo
de planos paralelo dexenerado ainda non esta completamente estudiada.

Al6 polo 1950, Walker ([34], [35]) estudiou as variedades semi-riemannianas (M, g) n-
dimensionais que admiten un campo paralelo D de r-planos dexenerados, con r < 2. Unha
das suas grandes aportacions foi descubrir que estas variedades posten en cada punto un
sistema de coordenadas locais (z', ..., 2", 2" .. """ a"~ "t . 2™) para o que a métrica
se pode expresar mediante a chamada forma canoénica

n—r
I

0 0 I,
(2.1) g =lgij| = 0 A H |,
I. H B

onde I, é a matriz identidade r-dimensional, e A, B e H son matrices funcién das coor-
denadas. Ademais, A e B son matrices simétricas de orde (n — 2r) X (n —2r) e r X r,
respectivamente. H é de orde (n — 2r) x r e H' a trasposta de H. Tanto A coma H son
independentes das coordenadas (z',...,z").

Debemos sinalar que os r primeiros vectores 0;(= 9/0;) (i = 1,...,7) xeneran o campo

paralelo de planos nulos
D = span{dh, ..., 0},

9



10 2  Métricas de Walker

co cal
Vo0, €D i=1,..,rej=1,..,n.

No caso especial no que a métrica de Walker sexa estricta, as funciéns componentes da
matriz B da forma canénica (2.1) non dependen das coordenadas (x1, ..., x,) (véxase [34]).

2.1. Estructuras de Walker e métricas indefinidas

As métricas de Walker aparecen como a estructura subxacente a numerosas situacions
estrictamente semi-riemannianas tanto explicita como implicitamente. Veremos varios ex-
emplos.

2.1.1. Grupos de Lie nilpotentes en dous pasos

Sexa N un grupo de Lie nilpotente en dous pasos cunha métrica semi-riemanniana (-, )
invariante pola esquerda e con élxebra de Lie n.

No caso riemanniano temos a descomposicion
I
n=393,
onde | denota o complemento ortogonal respecto da métrica. 3 pode conter un subespacio
dexenerado 4 tal que
U C Ut
No caso semi-riemanniano introdicese a seguinte descomposicién (véxase [10])

n=30b=UB3PDPC,

onde 3 = UDP3Ieb =2 Aqui, 4 e ® son subespacios complementarios nulos e
ULt NDL = 3@ D (en realidade, 3 é a parte do centro que estd en U+ N DL e € é o seu
complemento ortogonal en {+ N D+).

A xeometria dun grupo de Lie semi-riemanniano nilpotente en dous pasos esté contro-
lada esencialmente pola aplicacién lineal j : U @ 3 — (D @ €), definida por (j(a)z,y) =
([z,y], ta), onde ¢ é unha involucién intercambiando U e ©. Dado que [n,n] C 3, séguese de
contado que i é un subespacio dexenerado paralelo e, asi, a métrica (-, -) é necesariamente
unha métrica de Walker.

2.1.2. Alxebras de Lie indefinidas Kihler

As alxebras de Lie indefinidas Kéhler g de dimension 4 dividense de xeito natural en
duias clases dependendo de se un ideal lagranxiano b definido naturalmente satisfai que
h N Jh é trivial ou que h N Jh coincide con g. Se acontece o segundo, a métrica inducida
é unha métrica de Walker. Tales élxebras de Lie corresponden co caso R x b3, aff(C),
t4_1-1, 041 € 049. Véxase Ovando [31] para os detalles.
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2.1.3. Hipersuperficies de Einstein

As hipersuperficies Einstein N no espacio de formas real indefinido N(c) foron estu-
diadas por Magid [26] quen demostrou que o operador de configuracién S de calquera de
tales hipersuperficies debe ser diagonalizable. Este operador ou ben define, tras reescalar,
unha estructura complexa en N (i.e. S? = —b?Id para algin b # 0), ou ben é nilpotente

en dous pasos (i.e. S* =0, S #0).

Ademais, o feito de que S sexa paralelo mostra que a métrica subxacente a unha hiper-
superficie de Einstein, NV, con operador de configuracién nilpotente é unha métrica de
Walker [25].

2.1.4. Estructuras para—Kahler e hipersimplécticas

Lembremos que unha variedade para—Kéahler é unha variedade simpléctica localmente
difeomorfa a un producto de subvariedades lagranxianas £ e £'. Esta definicién implica
que o campo de tensores (1,1) J, definido como J = 7 — 7/, é unha estructura case
paracomplexa, i.e. J2 = Id en M e g(X,Y) = Q(X,JY) unha métrica para—hermitica.
A especial importancia da condiciéon para—Kéhler reside en que é equivalente a afirmar
que a estructura paracomplexa é paralela con respecto & conexién de Levi-Civita de g, i.e.
VJ =0 (véxase [12]). A estructura paracomplexa J ten autovalores £1 cos correspondentes
autoespacios totalmente dexenerados debido & antisimetria de J. Ademais, dado que J
é paralela no caso para—Kahler, tamén o son os autoespacios 1, o cal implica que toda
estructura para—Kéhler (g, /) admite necesariamente unha métrica de Walker.

Unha estructura case hiper—paracomplexa sobre unha variedade 4n-dimensional M é un
triple J,,a = 1,2, 3, onde J;, J5 son estructuras case paracomplexas e J3 é unha estructura
case complexa, sastisfacendo as identidades paracuaternionicas

JP=Jl=—J2=1d, Sy =Ty Ji = Js.

Obsérvamos que sobre unha variedade case hiper—paracomplexa hai en realidade un hiper-
boloide de duas follas de estructuras case complexas

Sf(—l) ={c1J1 + caJa+c3J3: c% + c% — 6;2; = —1}.

Unha métrica hiper—parahermitica é unha métrica semi-riemanniana compatible coa es-
tructura (case) hiperparcomplexa no senso de que a métrica g é antisimétrica respecto a
cada J,,aa=1,2,3, i.e.

9(Ji, i) = g(Jor, Jor) = —g(J3, J3-) = —g(, ).

Esta estructura chamase estructura case hiper—parahermitica. Se sobre unha variedade
hiper—parahermitica existe unha base admisible tal que cada J,,a = 1,2,3, é paralela
respecto & conexién de Levi-Civita ou, equivalentemente, as tres formas de Kéhler son
pechadas, entén a variedade dise hipersimpléctica (véxase [22]). Como J; e J; son estruc-
turas para—Kahler, tense que g é unha métrica de Walker.
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2.1.5. Meétricas Osserman 4-dimensionais

As métricas de Walker tamén aparecen asociadas a algins problemas de curvatura.
Por exemplo as métricas Osserman de dimension 4 que tenen operadores de Jacobi non
diagonalizables e postien dous autovalores diferentes e distintos de cero son necesariamente
métricas de Walker (véxase [3] e [15]). Este asunto estd relacionado coa clasificacién dos
operadores lineais do espacio de Lorentz de dimensién 3 R? (véxase [24] e [30]):

a 0 0 a —p 0 a 0 0 a 0 0
0 6 0 6 a 0 0 6 0 1 a 0
Tipo 1, Tipo I, Tipo I1 Tipo 111

A estructura Kéhler-Einstein indefinida de Petean sobre un toro (véxase [33]) tamén é un
exemplo de variedade de Walker 4-dimensional propia case hermitica. (véxase [29] e tamén
28]).

2.1.6. Extensions de Riemman

Sexa M unha variedade n-dimensional e T;M o seu espacio cotanxente en p € M.
O conxunto T*M = U,y T, M chédmase fibrado cotanzente da variedade M. Un punto
p € T*M ven dado por p = (p,w), onde p € M ew € TyM. Sexa 7 : T*M — M, w(p) = p
a proxecciéon canénica. Se f ¢ unha funcién sobre M, definese o seu levantamento vertical
aTyM como f"= for.

Unha carta (U, (x;)) sobre M induce coordenadas naturais (z;,zy) en 7~ (U), onde a
I-forma w € U pédese escribir como w = > zydx;. Para cada campo de vectores X sobre
M, definese a funcién 1x : T*M — R por 1x(p) = 1x(p,w) = w(X,). En coordenadas
locais, 1x(z;, zy) = >, zyX;, onde X = ZXiaii . Definimos o levantamento completo a
T*M dun campo de vectores X en M, e denotamolo por X¢ como o campo de vectores

sobre T*M verificando X“(2z) = 1/x z], para todo campo de vectores Z sobre M.

Sexa V unha conexion afin sobre M libre de torsién, definimos a sta extension de
Riemann a T*M, gy (que é un tensor métrico sobre T*M) como

gv(Xc, Yc) = —l(VXY + VYX)
para todo campo de vectores X, Y sobre M.

Nas coordenadas locais (;, ;) inducidas sobre 7= 1(U) C T*M, a extensién de Rie-

mann exprésase como
ki
57 0 /)’

onde Ffj son os simbolos de Christoffel da conexién libre de torsion V con respecto a

(U, (x;)), o cal mostra que gy é unha métrica semi—riemanniana de signatura (n,n) sobre
T*M.
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Sexa, agora, M unha variedade semi-riemanniana 2-dimensional con conexién libre de
torsién V e (z!, 2?) un sistema de coordenadas locais, entén (T*M, gv) é unha variedade
de Walker con métrica de Walker gy de signatura (2,2) e que se expresa nas coordenadas
inducidas (z!, 22, 23, 2*) como

23T + 2972, 23T, +2'T%, 1 0

o= 23Ty + 2% 23T, + 273, 0 1
v 1 0 00
0 1 0 0

2.2. Variedades de Walker 4-dimensionais

Nos estamos interesados nas variedades de Walker M 4-dimensional, cun campo paralelo
de 2-planos nulos, i.e., (n,r) = (4,2), que é o caso de variedade semi-riemanniana con
signatura non lorentziana de dimension mais baixa posible. Neste caso A e H son triviais
e a forma canodnica da métrica g e do campo paralelo D de 2-planos nulos convirtense,
respectivamente, no seguinte

(2-2) g = [gij] = ) D= Span{ab 32},

O = O O
_ o O O
o 2 O+
>0 = O

onde a, b e ¢ son funcién das coordenadas (1, x2, 3, z4). Notese que a estructura de Walker
é estricta se e s6 se as funcidns a, b e ¢ non dependen das coordenadas (x1, z5).

A inversa de g é da forma

—a —c 1 0
_ ii —C —b 0 1
== 0 0 0o
0 1 00

Neste apartado describiremos os principais elementos asociados a este tipo de métricas:
conexion de Levi-Civita, tensor de curvatura, tensor de Ricci e curvatura escalar.

Denotamos por a;, b;, ¢;, a;j, bij e ¢;; (i,j =1,2,3,4) as derivadas parciais e derivadas
parciais segundas das funciéns a, b e ¢ con respecto as variables i e ij, respectivamente.

Un célculo sinxelo mostranos que os termos da conezxion de Levi-Civita, V,0;, da
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métrica de Walker distintos de cero son (véxase, por exemplo, [15] ou [29])
Vo,05 = 2a101 + 110,
Vo,01 = 2101 + 3010,
Vo, 03 = %%31 + 50282,

(23) VQ284 == %Czal + %bgag,

Vo,05 = %(aal + cag + a3)0;y + %(cal + bas — ag + 2¢3)0 — %alag - %CL284,
Vo, 04 = %(CM + acy + cc)0r + %(bs + ccy + beg) 0y — %0183 - 50264,
V3484 = %(abl + Cbg — b3 + 264)61 + %(Cbl + bbg + b4)82 — %5183 — %bz&;.

O tensor curvatura de Riemann R(X,Y) = Vixy] — [Vx, Vy]| ten componentes

1 1 1 1
Rizi3 = —30a11, Ryz14 = —35C11, Ryze3 = —3012, Ryzo4 = —5C12,
1
Riszy = 7(—agby + c1co + 2a14 — 2c13),
R = —1by, Rz =—1 Rigoq = —1b
1414 = 5011, 1423 = —3C12, 1424 = —3012,

Riyza = 711(—0% + arby — bicy + byey — 2b13 + 2c14),

(2.4) Rosps = —3a22, Rospq = —50a,
Rogzq = %(C% — agby — aycy + azc — 1+ 2a04 — 2cp3,
Rogq = —%bm, Rogzs = }1(@2172 —c1Cg — 2093 + 2624)
R3434 = %(—GC% — bC% -+ aalbl + C(llbg — a1b3 -+ 2&104

+cagby + bagby + asbs 4 azby — asby — 2a4cy
+2b2C3 - 2b3€2 - 266162 — 2@44 - 2[)33 + 4C34).

O tensor de Ricci, p(X,Y) = traza{U ~ R(X,U)Y}, ven dado por

P13 = %(an + c12) P14 = %(512 + 1),
P23 = %(au + c2) P24 = %(522 + c12)
(2.5) p33 = 2(aai; + bass + 2cars + arco + asbs — asey — €3 — a0y + 2093)
psa = g(acn + begg + ez — aghy 4 €163 + arg + byg — 13 — c2a)
Pa4 = %(abn + bbao + 2¢byo + arby — bica + bacy — C% — 2b13 + 2c14..
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A curvatura escalar, T = traza{p} resulta ser

(2.6) T = ay + by + 212

Asociado 6 tensor de Ricci, definese o correspondente operador de tipo (1,1), Ric como
g(Ric(X),Y) = p(X,Y).

Unha gran cantidade de informacién xeométrica atopase codificada polos autovalores do
operador de Ricci (tamén chamados curvaturas de Ricci). No que segue faremos unha
analise das curvaturas de Ricci das variedades de Walker 4-dimensionais, onde se pon de
manifesto a complexidade inherente & non diagonalizabilidade do operador de Ricci.

O operador de Ricci da métrica de Walker (2.2) vén dado por

Rz’c@l = % (CL11 + C12>81 + % b12 + 011>82 s
RiC 82 = % (CL12 + CQQ>81 + % (b22 -+ 012>82 y
(

Ric 83 = —QacC19 + ba22 + c(a12 — 022) + a1Cy + ag(bg — Cl) — C% — 2@34 + 2023)81
(

(acyy — bajg — c(ar; — c12) — agby + c1Co + a1q + bag — €13 — C24) 0y

1
2

N |

+
+2 (@11 + c12)05 + 3 (a12 + )04,

Rico, = (—abyg + begy — c(byg — c12) — agby + c1¢o + a14 + baz — €13 — C24) 04

N[

+% (abyy — beya + c(biz — c11) + arby — bicg + bacy — &3 — 2by3 + 2¢14) Do

—{—% (b1o + €11)03 + % (baa + ¢12)04 .

As curvaturas de Ricci, {A1, Ao, A3, Ay}, son da forma

M= A= 1(T+R),
)\3: )\4: (T—\/[_L),

=

onde
T = a1 + by + 2¢12,

po= (a1 — 522)2 + 4(a12 + c22) (b2 + c11) -

Temos por tanto dous autovalores de multiplicidade 2 que seran complexos se e sé se
n<0.
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Observacién 2.1. Os catro autovalores son iguais (\; = %7’, i=1,2,3,4)seesosepu=0.

Para que isto aconteza e suficiente que a métrica sexa Einstein (véxase o teorema 4.5),
pero non necesario. De feito, se a métrica é Einstein, o operador de Ricci é diagonalizable
1

con \; =57 =ap+c, 0 =1,2,3,4.

Vexamos un exemplo no que as curvaturas de Ricci son todas iguais, pero o operador
de Ricci non é diagonalizable.

Exemplo 2.2. Sexa a métrica de Walker dada polas funciéns

a = 0,
b — 0,
c = 211A,

con A unha funcién non nula das coordenadas x5 e x4. As stas curvaturas de Ricci son
todas iguais, \; = A, i = 1,2,3,4, pero non necesariamente constantes, dado que o seu
operador de Ricci non é diagonalizable. De feito, a sta forma candnica de Jordan vén dada
pola matriz

A
1
0
0

coxo

0
0
0
A

— N oo

Vexamos agora un exemplo no que as curvaturas de Ricci son complexas.

Exemplo 2.3. Sexa a métrica de Walker dada polas funciéns

a = —%Axle,
2
b = g.AJZl.T}Q,
_ 2 2 2
c = 3 A(zi — x3),

con A unha funcién non nula das coordenadas x5 e x4. As stas curvaturas de Ricci son
)\1:>\2:Aie)\3:)\4:—¢4i.



Capitulo 3

Estructura autodual e anti-autodual
das métricas de Walker

Neste capitulo analizamos a estructura autodual e anti—autodual das métricas de Walker
4-dimensionais. No caso en que a curvatura escalar sexa non nula, 7 # 0, somos quen
de dar unha estructura case para—hermitica definida globalmente sobre a variedade. A
continuacion estudiamos as propiedades de isotropia e o caracter integrable, simpléctico e
para—Kahler nun caso mais xeral.

Considerando o tensor de curvatura R como un endomorfismo de A?(M), temos a
seguinte O(2, 2)-descomposicién do tensor de curvatura

(3.1) R= ;—QIdA2+pO+W:A2—>A2,
onde pY denota o tensor de Ricci sen traza, p°(X,Y) = p(X,Y)—(7/4)9(X,Y) e W denota
o tensor de Weyl dado por

T 1

W =R Ro— ——R
M T TC) R

onde Ry e Ry son as funciéns curvatura definidas por
R0($, Y, z, w) = g(y7 Z)g(l', ’LU) - g(fﬂ, Z)g<yv ’LU) )

Ri(z,y,2,w) = g(y,2)p(xr,w) — g(z, 2)p(y, w)
+p(y, 2)g(z, w) — p(x, 2)g(y, w) .

O operador estrela de Hodge x : A> — A?* asociado a toda métrica (2,2) induce unha
descomposicién A? = A% @ A%, onde A% denota o +1-autoespacio do operador estrela de
Hodge, é dicir, A2 = {a € A>(M) : xa = +a} (véxase [23]). Asi, o tensor de curvatura
descomponse como

R= f—deAz W W

17
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onde W#* = %(W + «IV). Lembramos que unha variedade semi-riemanniana 4-dimensional
dise autodual (respectivamente anti-autodual) se W~ = 0 (respectivamente W' = 0).

Sexa {e, eg, €3, €4} unha base ortonormal con e; e ey vectores espaciais e eg e e4 vectores
temporais. Podemos construir bases locais dos espacios de duas formas autodual e anti—
autodual

A2 = <{Eit7E;:vE§t}>7
onde

el Net Fe?ned

\/§ Y

el Ne2+e3 et el Ned+e2 net

Y Ei: Y
V2 i V2

sendo e’ o dual de e;.

(3.2) Ef = Ef =

Observamos que o operador estrela de Hodge satisfai
NI Ax(eF Ae) = (0007 — 0i6))eig; et Aet Aed A el

onde g; = g(e;, e;). Nétese que < Ef, Ef >= 1, < Ey, B >=< Ej,Ey >= —1, onde
<, > denota o producto escalar inducido en A? a partir de g definido por

LT AY,z ANw >:= R0<I7yasz) - g(y,Z)g(ﬁ,U)) - g(x, Z)g(va)

Asi, respecto a tales bases, os operadores curvatura de Weyl autodual e anti—autodual
W+ : A2 — A2 tefien a seguinte representacién matricial

Wi Wi Wi
WE=| Wi Wy Wiy |,
~Wiz —Wss Wi
onde W = W(E;", Ef) e g(W(e' Ae?), b Ael) = Wies, ej, ex, ).
Empregando coordenadas locais, consideramos a base ortonormal da métrica de Walker

€1 = %(1 — (1)81 + 83,

€y = —081 + %(1 - b)ag + 84,
(3.3) 1

€3 = —5(1 + a)@l + (93,

€4 = —031 - %(1 + b)ag + 84.
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Empregando o tensor de curvatura, o tensor de Ricci e a curvatura escalar ((2.4), (2.5)
e (2.6) respectivamente), podemos amosar que as componentes de W~ vefien dadas por

Wi = —55(a11 + 3ass + 3b11 + by — 4c12),
Wy = —%(an + by — 4c12),

Wis = 15 (a1 — 3ass — 3byy + bay — 4cya),

(3.4) o,
12 = j(a12 + b1 — 11 — ca),
Wiz = i(am —b11),
Wos = i(au — by + 11 — ),

mentres que as compoiientes de W+ quedan determinadas polos termos Wi, Wi e a
curvatura escalar

T T T
sendo as expresiéns de Wi e Wi,
wiho= 1—12 (6carby — 6a1bs — 6bajcy + 12a1¢4 — 6cashy + 6bagcy

—|—6a3b1 — 6a4b2 — 12(14C1 + 6ab102 — 6&[)201 + 12b203 — 12b302
—Qa11 — 1202CL11 — 12[)0@12 + 240&14 - SbQCLQQ + 12()@24 — 12@44
—3a21)11 + 12(1()13 - b22 - 12b33

+12a0011 — 2012 + 66Lb012 - 240013 - 12@614 — 12b023 + 24634),

1
(35) W1J5 = Z(—QCCLH - ba12 + 20,14 + ab12 — 2b23 + acip — 20012 — 2013 — bCQQ + 2CQ4).

A interrelacién entre as componentes de W™ permite escribir
Wiy Wiy Wi+ 5
(3.6) Wt = Wi 5 —-Wi
~Wii+ %) W —(Wi+3)

podendo asi calcular os autovalores de W' que resultan

T T T
{_

6 12 12
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Dado que a métrica inducida en A é lorentziana, a estructura de W+ estd determinada
pola sia forma de Jordan. Un célculo sinxelo amosa que

72 4127+ A8(WH)? _01
48 X

L T + T
Wt ——1Id)- (W' + — Id) =

o oo
— O =

de onde obtemos o seguinte

T

= Se 7 # 0, entén W ten autovalores distintos de cero {%, —15, — {5} e
24 127W L + 48(WH)? =0

¢ condicién necesaria e suficiente para que W™ sexa diagonalizable. Se a ecuacién

non se satisfai, entén —75 é solucién dobre do polinomio minimo de W+.

= Se 7 =0, entén W antlase se e s6 se W;; = W, = 0 e ademais

e W ¢é nilpotente en dous pasos se s6 se Wi, # 0 e W, =0,

e W é nilpotente en tres pasos se e s6 se Wi, # 0.

Por outro lado, observamos que toda métrica de Walker anti-autodual ten curvatura
escalar cero.

3.1. Estructura case para—hermitica global asociada
a métrica de Walker

Estamos interesados no caso en que 7 # 0. Lembramos que neste caso os autovalores de
+ T _ T _ T , + _ T ’ . .2 7
W son {§, —35, — 15} Asi, Ker(W 1r,) ¢ de dimension 1 e estd xenerado por unha
2-forma {2 que orixina unha estructura case paracomplexa .J,

g(JX,Y) = Q(X,Y).

Dada unha métrica de Walker 4-dimensional, (M, g), con curvatura escalar 7 # 0 en
cada punto, chamaremos estructura case para—hermitica asociada ¢ métrica de Walker
4 estructura definida polo autovalor distinguido de W+.

Observacién 3.1. Dada a forma en que construimos a estructura case para—hermitica
asociada & métrica de Walker, a estructura estda definida globalmente. Existen numerosas
estructuras definidas sobre variedades de Walker a partires da sia forma canénica (véxase,
por exemplo [14], [28], [29]. Tales estructuras estédn definidas localmente, sendo a estructu-
ra case para—hermitica J definida anteriormente o primeiro obxecto de naturaleza global
construido sobre as variedades de Walker.
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O noso primeiro obxectivo ¢ definir J en coordenadas locais. O autovalor ¢ ten asociado
o autovector (=W, — T, Wi5), polo tanto a expresién de € serd

7_\/_ \/_ T\/_
Tras un sinxelo cdlculo, empregando as expresiéns de Ef", Ey e Ef en (3.2) e a definicién
de J, obtemos a expresién de J na base ortonormal {ey, eq, €3, €4}

Q=- EJr

Je; = — 4W1+26 —63+4W1+2 €4,
J62:@61—4VKE€3_647
Jes = —ep — VKIB 2+ 2 1+2€4,
J64:%61—62—4W$63.

Empregando agora a expresién da base ortonormal {e1, e, €3, ¢4} dada en (3.3), obtemos
a expresion de J en coordenadas locais

J81 = a17
J82 - 827

Jag = a@l - 4M:1+2 a2 _837

J84 (20+ 12)81—|—b82 84.

Observacion 3.2. A estructura case para—hermitica asociada & metrica de Walker deixa
invariante o campo de planos paralelos. Outras estructuras case para—hermiticas definidas
localmente que deixan invariante a distribucién dexenerada tenen sido consideradas con
anterioridade no estudio das variedades de Osserman [14].

A definicién global da estructura (3.7) ten consecuencias importantes sobre a topoloxia
da variedade subxacente.

Teorema 3.3. Sexa (M, g) unha variedade de Walker j-dimensional compacta con cur-
vatura escalar distinta de cero en cada punto. Enton a primeira clase de Chern de M
¢ identicamente nula (i.e., 3[M] =0).

Demostracion. Notese que a existencia dunha estructura case para—hermitica (g, .J) é equi-
valente & existencia dunha estructura case anti-hermitica (g,J), é dicir, J* = —Id,
g(TX,TJY) = —g(X,Y) para todo campo de vectores X, Y en M. De feito, sexa (g, J)
unha estructura case para—hermitica e tomemos h unha métrica de Riemann arbitraria
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sobre M tal que h(JX,JY) = h(X,Y) para todo X, Y en M. Definimos unha estructura
case producto @ como h(QX,Y) = g(X,Y) e ponemos J = —J@Q. Un célculo inmediato
amosa que J é unha esctructura case complexa sobre M e ademais

9(IX, JY) =g(JQX,JQY) = —g(QX,QY) = —g(X,Y),

que amosa que (g, J) é case anti-hermitica. Ademais un célculo sinxelo amosa que J
é h-ortogonal e as 2-formas asociasdas 2 e % (X,Y) = h(JX,Y) coinciden. Asi, tanto J
como J inducen a mesma orientacion en M (véxase [4], [6] para mdis informacién sobre
estructuras anti-hermiticas e anti-Kéahler).

As clases de Chern de variedades case complexas con métricas anti—hermiticas estudi-
anse en [4], [6], demostrando que tédalas clases de Chern impares se anulan (i.e., cor1[M] =
0, para todo k), do cal se segue o teorema. O

3.2. Propiedades de isotropia

Imos estudiar agora algunhas propiedades de isotropia. Como as propiedades que estu-
diamos a continuacion son consecuencia de calculos locais imos facelo no caso da estructura
definida por

Jal = a17
JaQ = 627
(3.8)
JO3 = a0y — fO, — O3,
J84 = (20 + f)(?l + b82 - 84,
onde f é unha funcién arbitraria nas coordenadas {x1, zs, x3, x4}

Séguese de (3.7) que a estructura case para—hermitica asociada 4 métrica de Walker
¢ un caso particular para
f=ae

Unha estructura case para—hermitica (g, J) dise
— 1sotrépica para—Kdhler se ||V J||* = 0,
— isotrdpica simpléctica se ||dQ||* = 0,

— isotrdépica para—hermitica se || Ny||* = 0.
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As condiciéns anteriores xeneralizan as correspondentes condiciéns de ser para—Kéhler,
simpléctica e para—hermitica, e referiremonos a elas como estrictas cando ||[VJ||* = 0 pero
VJ#0, | d9||> = 0 pero dQ # 0 e ||[N,||> = 0 pero N # 0, respectivamente.

Teorema 3.4. A estructura J € isotrdpica para—Kdhler, i.e., |VJ||* = 0.

Demostracion. V.J en coordenadas locais vén dada por (V,J)0; = (VJ)};0. Entén, un
célculo sinxelo a partir de (2.3) e (3.8) mostra que os termos non nulos de V.J son

(VDis= (VD= —a-—h,
(VJ)§3 = _(VJ)%4 = —c3— fo,
(3.9)
(V)i = —(VJ)i, = % (ac; — bag — 2cay — f(ay + ¢3) + 2a4 — dez — 2f3),
(VJ)AQLS = —<VJ)}14 = —% (CLbl - bCQ — 2CC1 — f(bz —+ Cl) — 2b3 — 2f4)

Como ||VJ||? ven dado por
4
VTP =" >0 " s (VI5(V D
i,5,k,l,r,s=1

tras un célculo sinxelo obtemos o resultado. O

Teorema 3.5. A estructura J € isotrépica case para—Kdhler, i.e., ||dQ|]* = 0.

Demostracion. A 2-forma asociada asociada a J é
(310) Q= diUl VAN d333 + diL’Q VAN d334 — (C + f)dl’g A dx4.

Empregando a notacién dQ = (d2);x dz’ A da? A dz*, os termos de d) distintos de cero
son

(dQ)131 = —(dQ1a3 = —(dQ)314 = (dQ)301 = () 113 = —(dQ)uz1 = —(c1 + f1),

(3.11) ()24 = —(d2)2a3 = —(dR)324 = (dQ)342 = (d) 123 = —(dQ)u32 = —(c2 + fo).

Como |[|dS2|| ven dada por

4
QI = > g"g"g" (dQ)ijp(ds

i,5,k,l,r,s=1

tras un breve calculo obtemos o resultado. O]
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Teorema 3.6. A estructura J € isotrépica para—hermitica, i.e., | N;||* = 0.

Demostracién. Empregando a notacién N;(9;,9;) = (Ny)¥; Ok, os termos de N distinos
de cero son

(N))is = =Ny = 2(a(2e1 + fi) — bagy — 2cay — f(ar + 2¢2 + fo)
(3.12) +ay — 4ez — 2f3),

(Nj)3s =—(Ny)3y = 2(aby +bfy 4+ 2¢cfi + f(f1 — ba) — 2b3 — 2fy).

Como || N,||* ven dada por

4
INP = > g"g gus(NDE(ND;
i,5,k,l,r,s=1
tras un breve célculo obtemos o resultado. O]

Observacion 3.7. ||[VJ||, ||[dQ|| e || V]| son cero ainda que non se anulen V.J, d2 e N;
respectivamente.

3.3. Condiciéons da estructura J

Nesta seccion faremos un estudio pormenorizado da estructura J. Daremos as condiciéns
necesarias e suficientes para que a estructura J sexa simpléctica, integrable e para—Kahler.

Lembremos que a estructura J é integrable se e s6 se o seu tensor de Nijenhuis se anula,
i.e., NJ =0.

Teorema 3.8. A estructura J ¢é integrable se e so se verifica as condicions

(313) 0= CL(201 + f1> — ba2 — 20611 — f(a1 + 202 + f2> + ay — 463 — 2f3 s

(314) 0= abl + bfz + 26f1 + f(fl — bg) — 2b3 — 2f4 .

Demostracion. A demostracion consiste en considerar as ecuacions resultantes da anulacion
dos termos do tensor de Nijenhuis que non eran trivialmente cero. Os termos non nulos
estan dados en (3.12). Son catro que, por antisimetria, dan lugar ds duas condiciéns. [J
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Corolario 3.9. A estructura case para—hermitica asociada a unha métrica de Walker 4-
dimensinal € integrable se e so se verifica as diuas condicions sequintes

0 = 73(2ac; — bay — 2cay + 2a4 — 4c3)
(3.15) —4T2(W1J5(CL1 + 262) — a(ng)l + 2<W1J5)3)

+ArWih(—ar + 213 — 4(W1h)2) + 16(W) %,

0 = T3<(1b1 — 2b3)
(3.16) +72(4b(Wh)a + 8c(Wih)1 — 4W by — 8(W1)4)

—|—4TW£§(—267‘1 — by + 274 + 4(Wf5)1) — 16(Wf§)2ﬁ )

., .y - wi .
Demostracion. As condiciéns resultan de substituir f por 4—2 no teorema anterior. [

Teorema 3.10. €) € simpléctica se e so se c+ f non depende das coordenadas x1 € xs, i.e.

c+f=¢
onde & € unha funcion que so depende das coordenadas x3 e xy.

Demostracion. Calculando a diferencial da 2-forma € a partir de (3.10), obtense que
dQ = —d(c+ f)dxs Ndzy,

de onde se segue que dQ2 =0se esése (c+ f)1 = (c+ f)2 = 0. O

Observacién 3.11. E importante resaltar o feito de que a condicién de ser simpléctica
resulte de que a suma das funciéns c e f non dependa das dias primeiras coordenadas
e o3. Ademais no caso simpléctico a estructura J definida en (3.8) resulta ser

Jo, = 0,
JOy = Os,

JOs = ady — (c+ £)dy — O,
JOy = (c+ &)1 + by — Oy,

con ¢ unha funcién que sé depende das coordenadas x3 e x4.



26 3 Estructura autodual e anti-autodual das métricas de Walker

Corolario 3.12. Se temos a estructura case para—hermitica asociada a unha variedade de

. . p . ;o (. p Wi
Walker 4-dimensional, a sia 2-forma asociada € € simpléctica se e s6 se ¢ + 4= non
dependen das coordenadas x1 e xo, i.e.

Wi
c=—4—L ¢
-

onde £ € funcion que so depende de x3 € xy4.

., ..y, N wi .
Demostracion. A condicién resulta de substituir f por 4= no teorema anterior. ]

Lembremos agora que unha estructura J é para—Kahler se e s6 se é para—hermitica e
VJ=0.

Teorema 3.13. A estructura J é para—Kdhler se verifica as condicions

(3.17) ct+f=¢,
(3.18) 0 =ac; —bag — 2ca; — f(ay + c2) + 2a4 — 4cg — 23,
(319) 0= CLbl - bCQ - 2061 - f(b2 + Cl) — 2b3 — 2f4 s

sendo & funcion so das coordenadas x3 e xy.

Demostracion. O resultado obtense como consecuencia de compaxinar os teoremas 3.8 e
3.10. 0

Corolario 3.14. A estructura case para—hermitica asociada d unha variedade de Walker
4-dimensional é para—Kdhler se e so se verifica as condicions

Jr
(3.20) e ¢
-

(3.21) 0= 712(ac; — bay — 2cay + 2ay — 4c3) — Ar(Wih(ar + co) + 2(Wih)s) + 8Wihrs,
(3.22) 0 = 7%(—aby + bey + 2ccy + 2b3) + T(AW . (by + ¢1) + 8(Wih)s) — 2Wihry

onde £ € funcion so de x3 e x4.

Demostracion. As condiciéns resultan de substituir f por 4le+2 no teorema anterior. [

As condiciéns que debe cumprir J para ser para—Kéhler non son sinxelas, ainda que
obtemos unha condicién interesante sobre c.



Capitulo 4

Métricas de Walker autoduais

4.1. Estructuras case para—hermiticas *-Einstein

O tensor de Ricci estrela, p*, asociado a unha variedade case para—hermitica (M, g, J)
definese como

1
pr(X.Y) = 5tr{Z ~ —JR(X,Z)Y},

onde R é o tensor de curvatura asociado a (M, g). A curvatura escalar estrela, 7*, definese
como a traza do tensor p*

T =trp*.

O tensor p* non é necesariamente simétrico como acontece co tensor de Ricci (véxase
a observacion 4.1). Sen embargo, p* = p no caso das variedades para—Kéhler.

Unha variedade (M, g, J) dise que é debilmente *-Einstein se e s6 se verifica

Dise que é *~Finstein se e s6 se é debilmente *~Einstein e 7% é constante.

No noso caso particular, unha variedade de Walker 4-dimensional dotada dunha estruc-

27
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tura case para—hermitica global J, os termos non nulos de p* son

Pis = P31 = % (c12 + a11),
Pia= Pun = % (bi2 + c11),
P33 = P32 = % (€22 + ai2),
P3s = Pi2 = % (b + c12),

Pz = —a(4Wh(co2 + a12) — at(c1a + an)),
Py = —%(—4W1J5(C12 + a11) + T(C2a — baz — beaa + 14 — 13 — barz — 2cc12 — 2cany)),
Pis = —%(4W1J5(b22 + c12) — (€24 — boz + @14 — 13 + abiz + aci1)),

piy = 5=(b7(beo + c12) + 2(cT + 2Wh) (b12 + c11)),

e 7" vén dada por

" = a1 + bag + 2¢12.

Observacién 4.1. A diferencia do tensor de Ricci usual, o tensor Ricci estrela non ten
porque ser simétrico, como se pon de manifesto nas componentes p3, e p;5 anteriores. Ade-
mais, a curvatura escalar estrela correspondente a estructura case para—hermitica asociada
4 métrica de Walker ¢é igual & curvatura escalar usual dada en (2.6), i.e. 7% = 7.

No noso caso, obtemos as seguintes condiciéns para que unha métrica de Walker (M, g)
con estructura case para—hermitica asociada J sexa debilmente *—Einstein.

Teorema 4.2. A métrica de Walker coa estructura case para—hermitica (M, g, J) € debil-
mente *~Finsten se e s6 se verifica as sequintes condicions

(4-1) ail = 5227 €11 = —512; Q12 = —Co2.

Demostracion. Chamamos G 6 tensor

*

% T

A condicién débilmente *~Einstein equivale & anulacién do tensor GG. Vexamos cales son as
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componentes non nulas do tensor G

G13 = —G24 = G31 = —G42 = (CL11 - 522);

(b2 + c11),

N

G14 = G41 =

[Nl

Gag =Gz = % (a12 + c22),
Gss = —4 (8Wih(an + ) + at(ar — by))
Gay = _i (—8Wih (a1 + c12) + 7(2a14 — 2by3 — 2¢13 + 2¢94
—2b(a1g + c22) + c(—3ay1 + bas — 2¢12))),
Gy = —i (8Wih (b + 1) + T(—2a14 + bsy + 2¢13 — 2¢94
—2a(big + c11) + c(ary + baa + 2¢12))),

Gu = —5 (br(an — bag) — 4(cr + 2Wih) (bia + c11)).

Os termos (GG13, G14, Go3 dannos as tres condicions
a1 = by, ci1 = —bia, 12 = —C22.

Empregando estas tres condiciéns e as expresiéns de 7 en (2.6) e Wi, en (3.5), amdsase
que se anulan tamén os termos Gz3, G4, Gz € G44. Vexamos como acontece isto

Gsz = —ﬁ (8Wih(arr + co2) + at(ar — baa))
= —2Wih(an + c2)
_ _2_1T (@12 + c22)(—a(bia + c11) + bagz + ca2) + 2¢(ar1 + c12) — 2a14 + 2bog — Coy)

= 0,

Gss = —5 (—8Wih(a + cr12) + 7(2a14 — 2bg3 — 2¢13 + 2¢24
—2b(a1g + €92) + c(—3ay1 + bag — 2¢12)))
— _ﬁ (—8Wih(ay1 + c12) + 7(2a14 — 2bo3 — 2¢13 + 2¢94 + ¢(—2ay31 — 2¢12)))
— L (—(8Wi + 27¢) (a1 + c12) + T(2as — 2bsg — 2e15 + 2c21))

= —ﬁ (2(a11 + baa)(—a14 + bas + c13 — €24) + c(a11 — by2)?

—2(bya + c11)alary + c12) — 2(aig + c22)b(bag + c12)) =0,
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Gis = 417 (8W 5 (bag + 1) + T(—2a14 + bz + 2¢13 — 2094
—2a(biz + cn) + c(an + by + 2c12)))

= 1 (8W12(b22 + C12) + 7'( 2&14 + b32 + 2013 — 2024 + CT))
—4L (2(a11 + ba2)(—a1a + bog + 13 — c24) + (a1 — 1722)2

—2(bya + c11)alary + c12) — 2(a1g + c22)b(baa + c12)) =0,

Gu = —4-(br(an — bx) — 4(cm + 2W5) (b2 + c11)) = 0.
[

Observacién 4.3. No caso madis xeral da estructura dada en (3.8) non acontece isto. As
tres primeiras condiciéns (que coinciden coas dadas no teorema anterior) anulan Gsz € Gy,
pero non

Gay = —Guz = —(c+ f)(a11 + c12) + arg — bag — 13+ Coa .

Teorema 4.4. A métrica de Walker coa estructura case para—hermitica (M,g,J) é
*~Einstein se e sd se verifica as sequintes condicions

(4.2) ay = bay = —ci2 + K, @12 = —C2, bia = —cu1,

onde k € unha constante.

Demostracion. Sabemos que no noso caso

T =T =ay + 2012 + b22.

Polo teorema anterior, temos que 7 = 2(ay1+c¢12). Engadindo a condicién 7% = k constante
as tres do teorema anterior, obtemos o resultado. O]

4.2. Meétricas de Walker Einstein

As métricas de Walker Einstein foron estudiadas con anterioridade por Davidov e
Muskarov, quenes probaron o seguinte

Teorema 4.5. [17] Unha métrica de Walker 4-dimensional é de Einstein se e so se as
funcions a, b y ¢ verifican

(4.3) air = by, G12 = —Cag, bio = —c11,
0 = acyo — ba22 - 2CCL12 — a1Cy — (lzbg “+ ascy + C% + 2@24 - 2C23 s
(4.4) 0 = abizg+bass + c(ar; — c12) + azby — c1ca — a1q — baz + 13 + Cau,,

0 = abu - bClg + 20b12 + (llbl - b102 + bgCl - C% - 2b13 + 2014 .
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Demostracion. Chamamos G 6 tensor

A condicién Einstein equivale & anulacion do tensor G. Vexamos pois cales son as com-
ponentes non nulas do tensor GG

Gi3=—Goy=G31 = —Gy = —}1 (Gn - 522)7

Guu=Gu = —% (b12 + c11),

Gaz = Gz = —% (a12 + c22),

Gz = 1 (bag + 2cary — aciy — 2a94 + 263 + asby + a1z — asey — ¢3),

Gz = Gy3 = ;11 (abiy + bayy + cayy — ccip — ayg — bag + cog + C13 + azby — c1c2),

G44 = i (abll + 20b12 — b012 — 2[)13 + 2014 + albl — b102 + Clbg — C%)

As ecuacidns resultantes da anulacion dos termos non trivialmente nulos dannos as seis
condiciéns. O

Observacion 4.6. A diferencia da propiedade debilmente *~Einstein, as condiciéns (4.3)
non determinan (4.4). Sen embargo, tense claramente que toda métrica Einstein é *-
Einstein (o reciproco non é certo).

Lembremos que unha métrica de Walker é estricta se V,, =0 para i = 1,2.

Corolario 4.7. Toda métrica de Walker estricta é Ricci cha.

Demostracion. Por ser a métrica Walker estricta temos que a; = by =c; =0 e ay = by =
cs = 0, co cal se ten o resultado. O

4.3. Métricas Einstein e *—Einstein autoduais

Nesta seccion estudiaremos as condiciéns necesarias e suficientes para que unha métrica
de Walker autodual 4-dimensional sexa debilmente *~Einstein e *~Einstein.

Como xa dixemos anteriormente, unha métrica (M, g) é autodual se e s6 se W~ = 0.
En [15] temos caracterizadas as métricas de Walker autoduais no seguinte teorema que se
obtén integrando as ecuacions (3.4).
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Teorema 4.8. Unha métrica de Walker (M, g) € autodual se e sé se as funcions a, b e c
venen dadas por

a(xy, T2, 3, 74) = 3A+ 2B+ 2205C + 2125D + 1P + 2,9 + £,

b(xy, w9, w3, 24) = x3C+ 23 + 11 23A + 2100 F + 018 + 22T + 1,

45) c(x1, 2,03, 14) = 223F + 23D + 2w A+ 2123C + sx122(B 4 E)
+riU + 22V + 7,

onde A, B,C, D, &, F, P, Q,S,T,U,V, & n e~ son funcions arbitrarias que dependen

s6 das coordenadas x3 € T4.

A curvatura escalar estrela neste caso é

T =7=120;A + 1225C + 3B + 3€.

Teorema 4.9. Unha métrica de Walker (M, g) autodual con estructura case para—hermitica
asociada J € debilmente *-Einstein se e sd se as funcions a, b e ¢ venen dadas por

a(xy, T, 3, x4) = 1B+ 2P + 22Q + &,
b(xlaan 1'3,[[‘4) - 1‘%8 + :I/'IS + xQT—i_ n,
c(z1, w2, T3, T4) = T122B + 11U + 22V + 7,

onde B, P, Q, S, T, U, V, &, n ey son funcions arbitrarias que dependen sé das coorde-
nadas T3 e xy4.

Demostracion. Sustituindo en (4.1) a definicién das funciéns a, b e ¢ de (4.5) obtemos
0 = 4r1A—4x9C + 2B — 2E,
0 = dagA+2F,
0 = 4x,.C+ 2D,

poloque A=C=D=F=0e& =8. ]

Denotamos por Aia Bi> Ci7 Dia gia E? Pia Qi7 Sia 7;7 uia Via 61'7 iy Vi, Aijv Bij7 Cij7 Dij7
Eijs Fijs Pijy Qijs Sijs Tijs Uiy, Vig, &gy mij € Vij (1,7 = 3,4) as derivadas parciais e derivadas
parciais segundas das funciéns A, B, C, D, &, F, P, Q, S, T, U, V, &, n e v con respecto
as variables 7 e ij, respectivamente.
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Observacién 4.10. Nas condiciéns do teorema anterior (autodual e debilmente *~Ein-
stein), 7 e Wi, resultan ser

T = 0B,
Wit = 3 (=3w1228% — 321 (BU — By) — 3x2(BY + Bs) — 3By — T — Us + Py + Va).

Teorema 4.11. Unha métrica de Walker (M, g) autodual con estructura case para—hermi-
tica asociada J é *~Einstein se e sd se as funcions a, b e ¢ venen dadas por

a(zy, x2, T3, 74) = x%ﬁ + 1P + 22,9 + &,
b(z1, T, T3, T4) = Tok + 11S + 22T + 1,
c(xq, xe, k3, 4) = X122k + T1U + 23V + 7,

onde P, Q,S,T,U,V, & n e~y son funcions arbitrarias que dependen sé das coordenadas
T3 e x4, e K € unha constante arbitraria.

Demostracion. A curvatura escalar estrela no caso autodual é 7* = 122, 4+122,C+3B+3€.
Como vimos no teorema anterior, para ser debilmente *~Einstein, A=C =0 e £ = B de
onde resulta que 7 = 6B. Como 7* ten que ser constante, B = k. O

Observacién 4.12. Nas condiciéns do teorema anterior (autodual e *~Einstein), 7 e Wi,
resultan ser

T = Ok,

Wi = 2 (=3w29k? — 3kx iU — 3kxoV — 3Ky — Tz — Us + Py + V).

N [—=

Vexamos agora cando as variedades autoduais *-Einstein son simplécticas, integrables
e para—Kahler.

Teorema 4.13. Unha métrica autodual (M, g) debilmente *~FEinstein é simpléctica se e
s6 se ten curvatura escalar constante.

., . . L , ‘s wih
Demostracion. A condicién de ser simpléctica no caso xeral é que a funcién ¢ + 4=2 non
dependa das dtias primeiras coordenadas (z;, ). Empregando as expresiéns de ¢, 7 e W
no teorema 4.9 e na observacion 4.10, temos que

_l’_

1% 1
C+4%:%(31‘184—3ZL‘363—75—U3+P4+V4).

Para que a expresién non dependa de x1 e x5 ten que ser B3 = B, = 0 (i.e. B constante) e,
por tanto, 7 = 6B constante. ]
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Corolario 4.14. Toda métrica de Walker autodual (M, g) con J *~Einstein é simpléctica.

Observacion 4.15. Este tltimo corolario implica que no caso das métricas de Walker 4-
dimensionais con estructura case para—hermitica asociada J que son autoduais e *~Einstein,
coinciden a clase das integrables e a clase das para—Kahler.

Teorema 4.16. Unha métrica de Walker autodual (M,g) é *-Einstein e integrable se e
so se as funcions a, b e ¢ son da forma

a(xy, 9, 03, 24) = 23K + 1P + 22Q + L(Q(T —U) + V(P — V) 4+ 2V3 — 2Qy)
b(z1, 22, 13, 04) = 235 + 218 + 22T + L(S(P = V) —UWU — T) + 285 — Us)
c(xq, ko, k3, 14) = X122k + 11U + 22V + %(L{V — QS+ T3 —Us+Py—Vy),
onde P, Q, S, T, U eV verifican as condicions
0 = (2V —P)(Ts — s + 2Py — 4Vy) + 3Q(285 — 2Uy + T2)

(4.6)
+80Q3 4+ 3(T — 2U) Q4 + AUs3 — 2T33 — 4P34 + 8V3q — 6Q44,

W 0 = (U —T)2T; — 4Us + Py — 2V)) + 3S(Ps — 2V5 + 2Q,)
4.7
43(P = 2V)S; + 308, — 6853 — AT54 + 8lUsy — 2Pug + 444 .

Demostracion. A expresion do tensor de Nijenhuis da estructura (3.8) estd dada en (3.12).
No caso particular de que a estrutura sexa *~FEinstein e autodual (teorema 4.11) os termos
do tensor de Nijenhuis que non se anulan trivialmente son

(N))i=—(Nyp)3, = —22,(9S —UV +Us — Tz + Vi — Py + k7)
—229(Q(T —U) + V(P — V) +2V3 — 2Q4 — KE)
—3ky(P = V) — 36nQ + 36&U + Z((P + V)(Us + Ts — Py — Va)
—6rry3 4+ sz + 2Tz3 — 2Psq — 2Vs4)

(N = —(N)3, = 221(S(P=V)—UWU —T) + 285 — Uy — k)
+229(QS — UV +Us — T3 + V4 — Py + Kk7)
+369(T —U) =36V + 36ES + 2 U+ T)Us + T5 — P — Vi)
61 + 2Usy + 2T5s — 2Pas — 2Vu4) -

Das ecuacions que resultan 6 igualar ambos termos a cero e tendo en conta que que k # 0,
obtemos as expresions que sustitien a &, 1 e v no teorema 4.11 e as dias condicions deste
teorema. O
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Proposicién 4.17. Unha métrica de Walker 4-dimensional autodual é Finstein se e so se
as funcions a, b e c venen dadas por

a(xy, To, 23, 14) = 236 + 1P + 1,9 + &,
b(xy1, 22, 3, 14) = 25K + 118 + 22T + 1,
C(l’l, 1'2,113,1’4) = T1Tok + xll/{ + Z'QV + Y,

onde P, Q, S, T,U,V, & n e~y son funcions de x3 e x4, € k € unha constante verificando
as condicions

(4.8) QT —U)+V(P—V)+2V;3 —20, — kE =0,
(49) S(P—V)—U(U—T)+283—Z/{4—/€7]:0,
(4.10) QS —UV +Us — Ts + Vs —Py+ 1y =0,

Observacion 4.18. No caso autodual, o caracter Einstein implica que a curvatura escalar
é constante, 7 = 6k, e por tanto implica o cardcter *~Einsten para a estructura case para—
hermitica asociada a unha métrica de Walker 4-dimensional. Basta comparar esta ultima
proposicion co teorema 4.11.

Ademais temos que ser *~Einstein e integrable (ou para—Kéhler, xa que son equivalentes
neste caso) implica ser Einstein, xa que as tres condiciéns do teorema anterior coinciden
coas tres primeiras condicions do teorema 4.16. Neste caso non podemos despexar £, 1 e y
xa que podemos ter k = 0.
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Capitulo 5

Métricas de Osserman con operador
de Jacobi non diagonalizable

5.1. Variedades para—Kahler de Osserman

Sexa (M, g, J) una variedade para—Kéahler. Considerando a descomposicién do operador
curvatura dada por (3.1), onde a orientacién estd definida pola 2-forma de Kéhler Q (que
induce a mesma orientacién que a estructura case paracomplexa), W~ representa o tensor
curvatura de Bochner da estructura (g, J) (véxase [8])

T 1
B=R+ Fy — F,
An+1)n+2) " 2n+2) "

onde Fy e Fi son as funciéns curvatura definidas por

F()(.I',y,Z,U)) = g(y,z)g(x,w)—g

Fi(z,y,z,w) = gy, 2)p(z,w) — g(z, 2)p(y, w) + g(Jz, 2)p(Jy, w)
—9(Jy, 2)p(Jx,w
+p(y, 2)g(w,w) — p(, 2)g(y, w) + p(Jx, 2)g(Jy, w)

Py, 2)g(Jw,w) + 20( T2, y)g (T2, w).
Asi tense que

Teorema 5.1. Unha variedade para—Kahler 4-dimensional é Osserman se e so se é de
curvatura seccional paraholomorfa constante ou Ricci chd, caso non cal os operadores de
Jacobt son nilpotentes.
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Demostracion. Dado que unha variedade 4-dimensional é puntualmente Osserman se e
sO se é Einstein e autodual ou anti-autodual, consideraremos as duas posibilidades sobre
o tensor curvatura de Weyl. Se a variedade é autodual (W~ = 0), o tensor curvatura
de Bochner é identicamente cero e, do feito de ser a variedade Einstein, séguese que a
curvatura seccional paraholomorfa ten que ser necesariamente constante.

Suponamos agora que a estructura é anti-autodual. Como a métrica subxacente a toda
estructura para—Kahler é necesariamente de Walker, a anulacién de W conleva a anulacién
da curvatura escalar 7 e, por tanto, o caracter Ricci cha das métricas para—Kéahler Osserman
anti-autoduais. Agora ben, considerando as distintas posibilidades para os operadores de
Jacobi, séguese do traballo [3] que estes non poden ser diagonalizables (en tal caso a
estructura terfa que ser autodual) nin presentar raices complexas. Polo tanto, as unicas
posibilidades a considerar son aquelas en que os operadores de Jacobi presenten unha raiz
dobre ou triple do polinomio minimo. No ultimo caso, tal raiz ten que ser necesariamente
cero como consecuencia do cardcter Ricci cha, de onde se segue que os operadores de Jacobi
son nilpotentes en tres pasos.

As variedades de Osserman tales que os seus operadores de Jacobi posiuen unha raiz
dobre do seu polinomio minimo foron caracterizadas recentemente en [15], amosdndose
que tales operadores son necesariamente nilpotentes no caso Ricci chéd, o que completa a
proba. O

Observacion 5.2. Localmente, toda variedade para—Kahler de curvatura seccional para-
holomorfa constate o pode describirse como unha métrica de Walker tal que as stas funcions
componentes a, b e ¢ venen dadas por [15]

a(xl7x27x37'1:4) == O{‘T%, b<x1,$2,x3,$4) :aga C($17x27x3,$4> = X122,
e a estructura paracomplexa é a considerada neste traballo
J@lzal, Jagzaz, J832a81+082—83, J84:cal+b82—84.

Observacién 5.3. Variedades para-Kahler de Osserman con operadores de Jacobi nilpo-
tentes en dous pasos foron construidas en [5].

5.2. Estructura simpléctica das variedades de Osser-
man tipo II

Estamos interesados nas métricas de Osserman con operador de Jacobi non diagonizable
e, ademais, que non sexa nilpotente.

Observacién 5.4. Se o operador de Jacobi fose nilpotente, entén a curvatura escalar
seria cero, 7 = 0. No noso caso partimos de 7 # 0 para poder construir a estructura
paracomplexa globalmente.
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Teorema 5.5. Toda variedade 4-dimensional Osserman de tipo II con curvatura escalar
non nula € simpléctica.

Demostracion. Compre salientar que toda variedade 4-dimensional de Osserman tal que
os seus operadores de Jacobi tefien unha raiz dobre do seu polinomio caracteristico (i.e.,
de tipo II) ¢é Ricci cha ou a sia estructura subxacente correspéndese cunha métrica de
Walker. Neste tltimo caso, a sta estructura case para—hermitica asociada é simpléctica xa
que unha métrica tal ven dada por

21§+ o P+ 2Q+ HQT-U) + V(P=V) = 2(Q4—Va)},
b=132+ 215+ 2, T+ ${S(P-V) + U(T-U) — 2(S;—Uy)},
¢ =22t + 11U+ 2V 4+ {-QS + UV + T35 — Us + P, — V.

a =

Tense asi que W, = —51 Lopwgr?—1 10TV + 5 39853 SUV +Us —2T3 — Py + 2V4 e por tanto
a estructura case para—hermitica asociada ven dada por (3.8) onde f = 4 , 0 que proba
que ¢é simpléctica sen mais que utilizar o teorema 4.13. (]

Observacion 5.6. Lembremos que a condicién Einstein implica *~FEinstein.

Observacion 5.7. A existencia de estructuras simplécticas sobre variedades 4-dimensio-
nais e a posible integrabilidade” das mesmas é un aspecto de gran interese polas sias posi-
bles aplicaciéns na clasificacién das 4-variedades [1].

E cofiecido que toda estructura simpléctica se pode considerar como a forma de Kéhler
dunha estructura case hermitica e a chamada “conxetura de Goldberg”establece a integra-
bilidade (i.e., o caracter kdhleriano) de tales estructuras no caso compacto cando a métrica
case hermitica asociada sexa FEinstein. A situacion a nivel local é mais complexa, pero
ainda asi conécense resultados que permiten garantir tal integrabilidade (por exemplo, se a
métrica case hermitica asociada é Einstein e *~Einstein). Cando a métrica case hermitica
asociada & estructura simpléctica sexa indefinida, os resultados anteriores perden a stua
validez, incluso a nivel local [16].

E interesante sinalar que tédolos contraexemplos (a nivel local e global) conecidos ata
a actualidade para a conxetura de Goldberg realizanse sobre métricas Ricci chas. Sen
embargo, cando sexa posible asociar a unha forma simpléctica {2 unha estructura case
para—hermitica, a situacién non é tan rixida como ponien de manifesto as métricas de
Osserman tipo II que son Einstein e *-Einstein con curvatura escalar non nula.

Teorema 5.8. Seza (M, g) unha variedade de Osserman 4-dimensional tal que os seus
operadores de Jacobi posian unha raiz dobre do seu polinomio minimo. Se M ¢é compacta,
enton os operadores de Jacobi tenen que ser nilpotentes.
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Demostracion. Os operadores de Jacobi tenen dous autovalores « e 3, sendo o tltimo unha
raiz dobre do polinomio minimo se e s6 se o operador curvatura de Weyl autodual satisfai

2(B—a)+1 —1 0
Wt = 1 2B —a)—1 0
0 0 s(a—p)

Ainda mais, ou ben o = 8 ou ben o = 4.

Nétese que unha métrica 4-dimensional é Einstein se e s6 se a descomposicién (3. 1)
se pode escribir R = 5 Idy> + W' 4+ W™ Nese caso, a caracteristica de Euler x[M] e
signatura de Hirzebruch o[M] pédense expresar do seguinte xeito

7_2

M) = ~gs [ OV eV + 1y,

(5.1)
o[M] = 387T2/{tr (W] — (WY}

Unha variedade orientable 4-dimensional admite unha métrica (— — +4) se e sé se
satisfai o seguinte par de condiciéns de Wu [27]

iIM] = 3o[M]+ 2x[M],
Al-M] = 3o[-M]+2x[-M] = —3c[M] + 2x[M],

onde —M significa M coa orientacién oposta.

Asi, séguese de (5.1) que a primeira clase de Chern ¢?[M] e a primeira clase de Chern
oposta c¢3[—M] venien dadas por

aM] = W / {tr[(w }v

(5.2)
2 _ + s
A-M = oy / W+ o
Entén, dado que suponiemos que W~ = 0, (5.2) amosa que
1 7'2
= tr] - o
M =53 / el }” or2 Jy, 48"

e asi 7 = 0, dado que a primeira clase de Chern é cero polo teorema 3.3, o que proba
que (M, g) é Ricci cha. Esto amosa que os operadores de Jacobi son nilpotentes. (Véxase
[33] para exemplos de métricas de Osserman con operadores de Jacobi nilpotentes sobre o
toro). O
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