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Abstract

Spin geometry and the Dirac operator are two important examples of the links among
Differential Geometry, Mathematical Analysis, Mathematical Physics and Topology deve-
loped during the 20" Century.

Dirac operators were introduced by P. A. M. Dirac in 1928 under some flatness as-
sumptions on the underlying Riemannian structure. His aim was to obtain a quantum
description for the electron, considering the new advances of the Special Theory of Re-
lativity. The generalization of the Dirac operator to arbitrary Riemannian or Lorentzian
manifolds was rather involved and indeed, in 1937 Elie Cartan wrote in his book “La
théorie des spineurs” that there were enormous difficulties in implementing the techniques
of the global calculus of spinors on these kind of manifolds:

Les difficultés (rencontrées quand on a voulu étendre les équations de Dirac
de la Relativité Restreinte a la Relativité Générale) sont insurmontables si
l‘on veut conserver la technique classique de la Géométrie Riemannienne: il
est impossible, un systéme de coordonnées étant donné dans léspace-temps, de
représenter... un champ de spineurs par un nombre fini de composantes...

In 1962 Atiyah and Singer managed to extend the definition of the Dirac operator
into a global setting, thus avoiding any flatness assumption on the curvature. The use of
the theory of principal fiber bundles and connections, previoulsy developed by Ehresmann
in the fifties was essential in achieving this generalization. Finally the Dirac operator was
defined as an operator acting on sections, called spinors or spinors fields, of a certain vector
bundle.

The aim of this work is to study the Dirac operator on the Berger manifold B7,
7

D = e;Ve,;, and to study a special class of spinors, the Killing spinors; i.e., those
i=1

spinors satisfying Vx1¢ = AX - ¢, for all vector fields X € X(M) and some A € C. More
precisely, our purpose in this work is to make a study of Killing spinors and their properties
for certain special classes of manifolds with an underlying homogeneous structure.

It is well known the nonexistence of such Killing spinors on manifolds like SU (2)/Sp(2) x
S1 and the family of manifolds U(n+2)/U(n) x U(1) x U(1). Therefore it would be desira-
ble to consider some natural generalizations of Killing spinors, that could have a similar
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behavior on these manifolds. On the other hand, relations are known between the existence
of Killing spinors and the underlying structure of the manifold (almost contact, almost
complex structures, etc.) It would be, therefore of interest, to understand the possible
relations among generalizations of Killing spinors and the manifold structure. Moreover,
a similar study using the spinor connection associated to the canonical connection, which
is a connection with torsion, instead of the Levi-Civita connection will be considered for
comparing both results in subsequent work.

Clifford algebras and spinor bundles are introduced in Chapter 2. In Chapter 3 these
manifolds and the operators defined on them, such us the spinor bundle and the spinor
connection are introduced. The techniques previously introduced are used in Chapter 4
to obtain some results for the first eigenvalue of the Dirac operator. The expression of
the uniquely associated Killing spinor is given and the relation with the value of the first
eigenvalue of the Dirac operator is calculated. In doing this, the complex representation
of the Clifford algebra associated to the tangent bundle, its unique spinor structure and
associated spinor bundle are calculated in terms of the homogeneous structure and the
isotropy representation. Finally, using the isomorphism Ad, : spin(7) — s0(7) the ex-
pression for the lifting of the Levi-Civita connection and its associated spinor connection
is obtained.



Introduccion

El operador de Dirac y la Geometria Spin son dos de los principales lazos de unién
entre la Geometria, el Anélisis, la Fisica y la Topologia desarrollados a lo largo del siglo
XX.

En los espacios de curvatura nula el operador de Dirac clasico fue considerado en 1928
por el fisico P. A. M. Dirac como una “raiz cuadrada” del laplaciano; es decir, su cuadrado
debia ser el laplaciano. Su objetivo era dar una descripcion cuantica de los electrones
teniendo en cuenta los avances recientes de la Teoria de la Relatividad Especial.

No obstante, su generalizaciéon a variedades de Riemann o de Lorentz con curvatura
no nula no fue una tarea sencilla e, incluso, Elie Cartan en 1937 escribié en su libro La
théorie des spineurs que habia dificultades insuperables a la hora de aplicar las técnicas
del célculo global de espinores sobre variedades de Riemann o de Lorentz:

Les difficultés (rencontrées quand on a voulu étendre les équations de Dirac
de la Relativité Restreinte a la Relativité Générale) sont insurmontables si
l‘on veut conserver la technique classique de la Géométrie Riemannienne: il
est impossible, un systéme de coordonnées étant donné dans léspace-temps, de
représenter... un champ de spineurs par un nombre fini de composantes...

En 1962 Atiyah y Singer consiguieron definir el operador de Dirac de forma global
sobre determinadas variedades orientadas con curvatura no necesariamente nula, denomi-
nadas variedades espinoriales. Para ello tuvieron que hacer uso del lenguaje de fibrados
principales y conexiones desarrollado por Ehresmann en los afios cincuenta. Asi, definieron
el operador de Dirac como un operador que actiia sobre secciones, denominadas espinores
o campos espinoriales, de un cierto fibrado vectorial.

El objetivo de este trabajo es estudiar sobre la variedad de Berger B” el operador de

7
Dirac, D = Z e;Ve,;, y los espinores de Killing; es decir, los espinores 1) verificando V x1 =

=1
AX -, VX € X(M), A € C. Para ello, en el Capitulo 2 se hace una pequena introduccién a
las algebras de Clifford, fundamentales a la hora de definir el fibrado espinorial sobre estas
variedades. En el Capitulo 3 se introducen dichas variedades y las estructuras y operadores
que sobre ellas se definen, como por ejemplo: el fibrado espinorial, la derivada espinorial...
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Finalmente en el Capitulo 4 se aplican todas las técnicas de la Geometria Spin vistas
en los capitulos precedentes y se obtienen resultados para el primero de los autovalores
del operador de Dirac, para la expresién de su unico campo espinorial de Killing y pa-
ra la relacién existente entre ambos. Ademds, se obtiene la representacién compleja del
algebra de Clifford asociada a su espacio tangente, k,; se construye sobre ella una estruc-
tura espinorial a partir de su estructura de espacio homogéneo y de su representacion de
isotropia y se obtiene su fibrado espinorial asociado. Posteriormente, mediante el isomor-
fismo Ad, : spin(7) — s0(7) se obtiene la expresién del levantamiento de la conexién de
Levi-Civita y de la derivada espinorial asociada.

Con este trabajo se inicia el estudio de espinores de Killing y de sus aplicaciones para
variedades particulares. No obstante, es bien conocido que existen variedades sobre las que
no existen dichos espinores, como es el caso, por ejemplo, de las variedades SU (2)/Sp(2) x
St de dimension 13; y de la familia de variedades U(n+2)/U(n) x U(1) x U(1). Por tanto,
parece interesante intentar obtener generalizaciones para estos espinores que jueguen un
papel andlogo sobre estas variedades.

Son bien conocidas, también, relaciones entre la existencia de espinores de Killing y
la existencia de determinadas estructuras casi contacto o casi complejas, dependiendo de
la dimensién de la variedad con la que se esté a trabajar. Asi, se abordara el estudio de
relaciones de este tipo con las posibles generalizaciones de los espinores de Killing.

Ademsds, se intentard realizar un estudio andlogo a éste considerando una derivada
espinor asociada a la conexién candnica, que es una conexién con torsién, en vez de a la
conexion de Levi-Civita con el fin de comparar los resultados obtenidos en ambos casos.
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Capitulo 1

Preliminares

Se introducen en este capitulo los conceptos y resultados previos necesarios en el desa-
rrollo de los sucesivos apartados.

1.1. Conceptos previos

Sea (M™, g) una variedad de Riemann de dimensién n donde g es un tensor métrico de
tipo (0,2) (esto es, un campo de tensores simétrico y definido positivo). Sobre (M™", g) se
tiene determinada de forma tnica una conexién simétrica, que se denotara por V, que hace
paralela la métrica g, Vg = 0. Dicha conexién recibe el nombre de conexion de Levi-Civita
y estd dada por la féormula:

9(VxY,Z) = {Xg(Y,Z2) +Yg(Z,X) - Zg(X,Y)
—g(X, D/v Z]) + Q(K [Zv X]) + g(Z, [X7 Y])},

donde [+, -] representa el corchete de Lie y X,Y, Z € X(M); es decir, son campos de vectores

diferenciables sobre M.
Una vez definida la conexién de Levi-Civita sobre (M", g) y dados X,Y € X(M), se
define el tensor curvatura de Riemann de tipo (1,3) usando el siguiente convenio de signos:

Rxy : %(M) — .’f(M)
A — RxyZ=VxVyZ-—-VyVxZ— V[Xy}Z.

Dicho tensor curvatura verifica las siguientes igualdades:

RxyZ = —RyxZ,
. RxyZ + RyzX + RzxY =0,
(1.3) (Vnyz)W + (VyRZ)()W + (Vszy)W =0

para todo XY, Z, W € X(M). Las igualdades 1.2 y 1.3 se conocen como la primera y
la segunda identidad de Bianchi respectivamente. Ocasionalmente se denotard Rxy Z por

1



2 1 Preliminares

R(X,Y)Z. A partir del tensor curvatura de tipo (1,3) se define el tensor curvatura de tipo
(0,4) asociado, que también se denotard por R, como

R(X7Y, Z7 W) = g(RXYZ7 W)

que verifica, ademds de las propiedades que se deducen de modo inmediato de las de
Rxy Z, las dos siguientes:

R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W,Z)
R(X,Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y)

para cualesquiera X,Y, Z. V € X(M).

Definicién 1.1 Sea (M",g) una variedad de Riemann, p € M y sea I1 C T, M un subes-
pacio 2-dimensional de T,M . Se llama curvatura seccional de (M™, g) en p determinada
por Il a

B R(X,Y,Y, X)

K(II)
para cualquier base {X,Y} del plano II.

Mediante la contraccion de tensores se pueden definir nuevos operadores asociados al
tensor curvatura. Sea {E1, ..., E,} una base ortonormal, el tensor de Ricci estd dado por

Ric: X(M)xX(M) — R

(X,Y) —  Ric(X,Y) =) R(X,E;,E,Y).
=1

A partir del tensor de Ricci se define la curvatura escalar, S., como
n n
Sc = Z RiC(Ei, Ez) = Z R(EZ, Ej, Ej, Ez)
i=1 ij=1
Definicién 1.2 Una variedad (M™, g) verificando que
Ric= M\g

para algin A € R se denomina variedad de FEinstein. FEquivalentemente, como S. =
Adim(M), una variedad es Einstein si se verifica

Se

RZC = W'g
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1.2. Grupos y algebras de Lie

Definiciéon 1.3 Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable en la que hay definida
una operacion que la dota de una estructura de grupo y para la cual son diferenciables las
aplicaciones producto, i, e inversa, v, definidas por: j(a,b) = ab, (a,b) € G y t(a) = a™ !,
(a € G), respectivamente.

Ejemplo 1.4 Algunos ejemplos de grupos de Lie son
1. El espacio Fuclideo R™ con la suma de vectores usual.
2. C* = C/{0} con la multiplicacion usual.

3. Gl(n,R™) con el producto de matrices usual.

Definicion 1.5 Sea G un grupo de Lie y sea H C G. Se dice que H es un subgrupo de
Lie de G si

1. H es un grupo de Lie.
2. H es una subvariedad de G.

Asociadas a las aplicaciones producto e inversa existen otras tres aplicaciones funda-
mentales en el estudio de los grupos de Lie. Sea g € G,ysean Ly : G — G, Ry : G — G
y I, : G — G dadas por

Lyg(a) = ga,
(14) Rg(a) = ag,
Iy(a) = gag™".

Dichas aplicaciones se denominan traslacién a la izquierda, traslacion a la derecha y con-
jugacion por g respectivamente. No es dificil demostrar que las traslaciones son difeomor-
fismos de G en G mientras que I, es un homomorfismo de grupos de Lie; es decir, un
homomorfismo en el sentido abstracto de grupos que también es diferenciable. Ademds
se puede comprobar que se trata de un homomorfismo biyectivo cuya inversa también es
diferenciable, por lo que se dice que I, es un automorfismo de G.

Una herramienta poderosa en el estudio de los grupos de Lie es su algebra de Lie
asociada. No obstante, a pesar de que la motivaciéon del estudio de las algebras de Lie
proviene de la teoria de grupos de Lie, es posible definirla de forma abstracta.

Definiciéon 1.6 Un adlgebra de Lie sobre un cuerpo K es un espacio vectorial V sobre K
dotado con un producto [-,-] : V. x V. — V, llamado corchete de Lie, con las siguientes
propiedades:
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1. Antisimétrico

(X, Y] = -[v, X]

2. Bilineal
[aX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z]

[X,aY +bZ] = a[X,Y] + b[X, Z]
3. Verifica la identidad de Jacobi

[X,Y],Z] +[[Y,Z],X]+ [[Z,X],Y] =0.

para cualesquiera X,Y, Z €V ya,be K
Es bien conocido que sobre toda variedad los campos de vectores diferenciables forman
un algebra de Lie de dimension infinita, pero en el caso particular en el que la variedad
ademds es un grupo de Lie existe un algebra de Lie de dimensién finita intimamente
asociada a él y en la que se encuentran reflejadas las propiedades locales de dicho grupo.
Para obtener dicha dlgebra de Lie es necesario definir los campos de vectores invariantes
a la izquierda.

Definicion 1.7 Un campo de vectores X sobre un grupo de Lie G verificando
(L)X = X
para cualquier g € G se denomina campo de vectores invariante a la izquierda.

La nocién de invariancia a la izquierda conduce directamente a la definiciéon de algebra
de Lie de un grupo de Lie.

Definicion 1.8 Sea G un grupo de Lie. Entonces el dlgebra de Lie de G es

g =1{X € X(G)|X invariante a la izquierda}

Teorema 1.9 /35, pag. 84 y ss.] Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Entonces
1. g es un dlgebra de Lie real en el sentido de la definicion 1.6

2. Eziste una identificacion candnica entre g y el espacio tangente en el elemento neu-
tro, T.G.

3. dim(g) = dim(G).

4. Cada X € g es campo de vectores analitico sobre G.
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Por ser el espacio tangente a una variedad diferenciable en un punto p una aproximacién
lineal a la variedad en dicho punto, resulta que el algebra de Lie g es una aproximacién
lineal de G en el elemento neutro e. Ademads, como el corchete de Lie se define en un
espacio vectorial, que se puede considerar llano, es mas manejable que el producto del
grupo de Lie, el cual esta definido en el grupo de Lie que suele tratarse de un espacio con
curvatura no nula.

Definicion 1.10 Sean g y b dlgebras de Lie. Un homomorfismo de g en by es una aplicacion
lineal
p:g—Dh
tal que
P[X,Y] = [9X, ¢Y].

Cuando ¢ es un homomorfismo biyectivo de g en si mismo, entonces ¢ se demomina
automorfismo de g

Lema 1.11 /35, pag. 89] Sea ¢ : G — H un homomorfismo de grupos de Lie. Entonces
Yxe : Ge — He puede considerarse como un homomorfismo

ox g — b

El lazo de unién més fuerte entre un grupo de Lie, G, y su algebra de Lie, g, es la
aplicacién exp : ¢ — G, llamada aplicacién exponencial, donde exp(X) no es mas que el
valor para ¢t = 1 del inico subgrupo uniparamétrico de G; es decir, del inico homomorfismo
expx : R — G, cuyo vector tangente en t = 0 es X,. El nombre de exp viene motivado
por el hecho de que para el grupo lineal general de un espacio vectorial dicha aplicacién
exponencial coincide con la exponencial de matrices usual.

Es bien conocido que si H y G son dos grupos de Lie y ¢ : H — G es un homomor-
fismo, entonces la aplicacién exponencial hace que el diagrama

H L G

expT T€$p
de

h————09

sea conmutativo.

Ahora bien, volviendo a las tres aplicaciones definidas anteriormente en 1.4, la conju-
gaciéon I, puede pensarse como una actuacién a la izquierda de un grupo de Lie sobre si
mismo por lo que induce la representacion Ad : G — Aut(g) dada por Ad(g) = (Ig)«e y
que se denomina representacion adjunta. Por lo visto anteriormente el diagrama
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es conmutativo. Ademas, si se denota la diferencial de dicha representacién en el elemento
neutro por ad
Adye = ad

se obtiene también el siguiente diagrama conmutativo

G Ad . Aut(g)
expT Tea:p
ad

g End(g)

Esta nueva aplicacién ad verifica el siguiente teorema

Teorema 1.12 /35, pag. 115] Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie. Sean X,Y € g.
Entonces

ad(X)(Y) =adxY = [X,Y]

Definicion 1.13 Sea H un subgrupo de Lie de un grupo de Lie G. Un objeto definido sobre
el dlgebra de Lie g de G es Ad(H)-invariante si se conserva por Ad(h):g — g, Vh € H.

Proposicién 1.14 [22, tomo II, pag. 201] Si una forma bilineal simétrica B sobre g es
Ad(H)-invariante, entonces

B([X,Z],Y)=B(X,[Z2,Y)), VX,Y €g,YZh

Definicién 1.15 Una métrica invariante a la izquierda sobre un grupo de Lie G es una
métrica sobre G tal que las traslaciones a la izquierda Ly son isometrias para todo g € G. Se
denomina métrica invariante a la derecha si las traslaciones a la derecha R, son isometrias
para todo g € G. Finalmente si una métrica es invariante a la izquierda y a la derecha
stmultdneamente se dice que es una métrica bi-invariante.

Proposicién 1.16 [2, pag. 59 y ss.] Sea G un grupo de Lie conexo y compacto dotado de
un temsor métrico, g, invariante a la izquierda. Entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. g es invariante a la derecha (bi-invariante).
. g es Ad(G)-invariante.

1

. La aplicacion v : G — G, dada por 1(a) = a™" es una isometria.

2

3

4. (X, Y, Z]) = ([X,Y], Z), para todo X,Y,Z € g.
5 VxY = %[X,Y], para todo X,Y € g.

6

. Las geodésicas de G partiendo de e son subgrupos uniparamétricos de G.
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Sobre cada algebra de Lie existe definida de forma natural una forma bilineal simétrica,
llamada forma de Killing, y que viene dada tnicamente en términos de la aplicacién ad,
por lo que por el Teorema (1.12) sélo dependera del corchete de Lie del lgebra.

Definicion 1.17 Sea g un dlgebra de Lie y sean X, Y, Z € g. Entonces la forma de Killing,
B, estd dada por
B(X,Y) = traza(adx o ady)

Teorema 1.18 [20, pag. 20] Sea G un grupo de Lie conexo con dlgebra de Lie g semisim-
ple; es decir, con forma de Killing B no degenerada. Entonces, G es compacto si y sélo si
B es definida negativa.

Algunas de las propiedades de la forma de Killing vienen recogidas en el siguiente lema

Lema 1.19 [2, pag. 32 y ss.] Sea g un dlgebra de Lie, X,Y,Z € g y B la forma de Killing.
Entonces:

1. B(oX,0Y) = B(X,Y) para cada o € Aut(g).
2. B([X,Y],Z) = B(X,|Y, Z)).

3. St G es compacto, conexo y con dlgebra de Lie semisimple, entonces —B es bi-
mvariante.

1.3. Espacios homogéneos

Una variedad homogénea es una variedad M sobre la que actia a la izquierda un grupo
de Lie G de forma transitiva; es decir, para cualesquiera p,q € M existe un elemento
g € G tal que gp = ¢. Por tanto, una variedad homogénea puede identificarse con el
espacio cociente G/H, donde H = {g € G|go = o} es el subgrupo de isotropia de un punto
0 € M, por ejemplo o = eH. Se deduce de su definicién que el subgrupo H es un subgrupo
cerrado pero no necesariamente conexo. Reciprocamente, cualquier subgrupo cerrado H
de un grupo de Lie G define una variedad homogénea M = G/H tal que la proyeccién
natural de G sobre G/H es diferenciable.

Definicién 1.20 M = G/H se dice

1. espacio homogéneo reductivo si el dlgebra de Lie de G, g, admite una descomposicion
en subespacios vectoriales g = m @ 0, tal que Ad(H)m C m. Derivando en esta ultima
condicion se deduce que adym = [h,m] C m donde b es el dlgebra de Lie de H; el
reciproco es cierto si H es un subgrupo conexo.

Si el subgrupo H es compacto una descomposicion de este tipo siempre existe ya que
es posible tomar m = b con respecto a un producto interior Ad-invariante sobre g.
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2. espacio homogéneo de Riemann si M es una variedad de Riemann tal que la métrica,
(-,+), es invariante para la accion de G sobre G/H dada por T, (sH) = rsH,Vr,s € G;
es decir, para cada r € G el difeomorfismo T, es una isometria, o equivalentemente,
(Xo,Yo) = (T(X,), T (Ys)) para cualesquiera X,Y € T,(G/H). Una métrica con
esta propiedad se denomina métrica G-invariante.

3. espacio homogéneo de Riemann naturalmente reductivo si G/H, con una métrica in-
variante por H, admite una descomposicion Ad(H)-invariante g = m @ b verificando
la igualdad

(X, Y]m, Z) + (Y, [ X, Z]m) =0

4. espacio homogéneo de Riemann normal si la métrica en G/H estd inducida por la
existencia de un producto interior definido positivo (-,-) en g verificando

<[X7 Y]7Z> = <X7 [Y7 Z]>

VX,Y,Z € g, tal que si m =g/h es el complemento ortogonal de by, entonces la
descomposicion (g, ) es reductiva. Dicha métrica resulta ser invariante por la accion
de G y se denomina normal.

5. espacio homogéneo simétrico o, simplemente, espacio simétrico si es un espacio ho-
mogéneo naturalmente reductivo y ademds verifica que [m,m] C h. Los espacios
simétricos también se caracterizan por ser aquellos en los que las geodésicas ge-
neradas por un campo de vectores X € X(M) son las mismas que las generadas por
el campo —X.

6. espacio simétrico de rango 1 si es un espacio simétrico tal que la dimension de
la mayor subdlgebra abeliana es 1; es decir, si p C m es una subdlgebra tal que
[u,v] =0, Yu,v € p; entonces dimp = 1.

En lo sucesivo los espacios objeto de estudio seran espacios homogéneos reductivos.
En tales espacios es posible identificar m con el espacio tangente T, M en el punto o = eH
mediante

m>3X & X, = itzo(exth)o
donde exptX es el subgrupo uniparamétrico de GG generado por X.
Es bien conocido [22, tomo II, pag. 196] que en los espacios homogéneos reductivos
M = G/H existe una correspondencia biyectiva entre las métricas G-invariantes, g, y
los productos escalares no degenerados, (-,-), Ad(H)-invariantes sobre m; es decir, tales
que (X,Y) = (Ad(H)X, Ad(H)Y) para cualesquiera X,Y € m. Dicha correspondencia
estd dada por la siguiente expresién:

<X7Y>:go(X:aYo*), VX, Y em
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A su vez, si dicha métrica definida sobre el espacio homogéneo es la restriccién de la
métrica bi-invariante existente en el grupo de Lie G, entonces M = G/H es un espacio
homogéneo naturalmente reductivo.

Por otra parte, en virtud del diagrama 1.5 se tiene que para cada h € H existe una
correspondencia biyectiva entre las conexiones lineales G-invariantes, V, sobre M y las
aplicaciones lineales

Apm :m — End(m)

tales que
Am(Adp (X)) = Ad(Adp) (An(X)); Xem heH.

Dicha relacién esta dada por la siguiente expresién:
(Vx«Y")o = =([X,Y]n)s + (Au(X)Y);

Ademads, tomando la forma bilineal simétrica Ad(H )-invariante en m definida anteriormen-
te, se tiene que si V es la conexion de Levi-Civita de g y Ay su endomorfismo asociado,
entonces:

1
Am(X)Yzi[X,Y]m—FU(X,Y); X, Yem
donde U : m x m — m es la forma bilineal simétrica dada por:
2U(X,Y), Z) =(X,[Z,Y]m) + {([Z, X]|m,Y) X, Y. Zem

de donde si U = 0 entonces (M = G/H,g) es un espacio homogéneo naturalmente reduc-
tivo.

Haciendo uso de estos resultados es conocido que el tensor curvatura para la conexién de
Levi-Civita en un espacio homogéneo naturalmente reductivo verifica la siguiente igualdad:
(R(X, Y)Z)o = %[X, [Y> Z]m]m - %[Y’ [X> Z]m]m

_%[[Xv Y]ma Z}m - [[Xv Y]b? Z]

1.3.1. Representacion de isotropia

La representacion de isotropia de G/H (o simplemente de H) es el homomorfismo
a: H — Gl(m) dado por a(h)(X) = AdpX, X € m. La aplicacién

L: m — TeH(G/H)
X = (77 o epr)/(O) = W*e(Xe)

convierte el diagrama

(1.5) m Ad m

| |

T.n(G/H) Ten(G/H)

(Th)*o
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en conmutativo; es decir
(Th)xoo L = Loa(h) (= Lo Adp),

por lo que ambas representaciones son equivalentes.
Por ser G conexo la acciéon de G conserva la orientacién, por tanto la imagen de la
representacion de isotropia « estd contenida en SO(T,M) ~ SO(m).

1.4. Espacios fibrados

1.4.1. Espacios fibrados principales

Definicion 1.21 Una variedad diferenciable P sobre la que actia diferenciablemente a la
derecha un grupo de Lie verificando las siguientes condiciones

1. Eziste una aplicacion diferenciable de P sobre una variedad diferenciable M
T P— M

tal que Vp € P
7 (n(p)) = pG

2. Vxg € M existe un entorno U de xg en M y un difeomorfismo
h:UxG— 7 Y(U)
verificando Ve € U; a,b € G
i) h(zx,ab) = h(z,a)d.
ii) w(h(z,a)) =z
se denomina espacio fibrado principal localmente trivial con grupo G o, simplemente,
espacio fibrado principal con grupo G; y se denota por P(M,G). La variedad P se llama

espacio total o espacio fibrado, M espacio base y G grupo de estructura. Ademds se
verifica que

dim(P) = dim(M) + dim(G).
Ejemplo 1.22 Sea M una variedad diferenciable. El espacio

LM = U L,M
xeM

donde L, M es el conjunto de referencias lineales de T, M ; es decir, el conjunto de bases
ordenadas de T, M, es un espacio fibrado principal con grupo de estructura Gl(n,R) y es-
pacio base M. Dicho fibrado principal se conoce como el fibrado principal de las referencias
lineales de M.
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1.4.2. Fibrados asociados

Sea P(M,G) un espacio fibrado principal y F' una variedad diferenciable sobre la que
G actua diferenciablemente a la izquierda

GxF — F
(9:§) = g&

Esta accién induce la accion diferenciable

(PxF)xG@ — PxF
((n:6)y9) = (pg,97'€)

En P x F definimos la relacién de equivalencia

(¢;n) ~ (p,€) <= 3g € Gl(g,n) = (p.£)g = (pg, g€

es decir
(¢;n) ~ (p,§) <= g € G tal que { T
n=g9 ¢
Definicion 1.23 FEl espacio cociente

_P><F

~

E

=PxgF={p&ePxF:peP{eF}

donde [p, €] = {(pg, g7 ¢)|g € G} se denomina espacio fibrado asociado a P(M,G).

Ejemplo 1.24 Sea LM el fibrado principal de las referencias lineales de M y sea la accion

Gl(n,R) x R" —s R"
(4,6) = Ag

El fibrado asociado
LM xR"

~

E =LM XGl(n,R") R™

es isomorfo al fibrado tangente.

1.5. El operador de Dirac clasico

A principios del siglo veinte surgieron dos corrientes diferentes para intentar describir
el comportamiento de los sistemas fisicos a “pequena escala”’. Por una parte la mecanica
cudntica, basada en la ecuacién de Schrodinger

P2 — Ay =0, Y:Rx0—C
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donde O C R3 es un conjunto abierto dotado con las coordenadas z,v,2; y A es el

Laplaciano
0? 0? 0?
022 * Oy? + 022"

Y por otro lado la descripciéon relativista, que consiste en una version de la ecuacién de

onda (aqui para masa nula)
1 0%u
Zre
A finales de la segunda década del siglo XX el fisico inglés Paul Adrien Maurice Dirac
queria obtener una forma de compatibilizar el caracter relativista de la ecuacion de onda
con el cardcter cudntico de la ecuaciéon de Schrodinger. Dirac observé que la principal
caracteristica de la ecuacién de Schrodinger era ser de primer orden en tiempo, por lo
que teniendo en cuenta una cierta equivalencia entre las coordenadas espaciales y las
temporales proporcionada por la teoria de la relatividad especial de Einstein, definié una

ecuacién diferencial de primer orden en todas las variables similar a la de Schrodinger

+ Au =0, u:RxO—R.

L% py—o, b:RxO — B
c Ot
0 0 0
donde el operador D esta dado por Dy = Vla—f + 72(;;/) + ’yga—f, los coeficientes ; son

constantes y el espacio donde toman las imégenes las aplicaciones v, B, en un principio
es desconocido. El operador resultante se llama operador de Dirac Euclideo.

Como el operador de Dirac Euclideo es de primer orden consideré que el toque relati-
vista que le faltaba a la ecuacién lo conseguiria si garantizaba que al aplicar dos veces el
operador

es decir, si al calcular
10 i0
-—+D -—+D
{CGDeCy+lw
sobre cada una de sus soluciones se obtenia la ecuacién de onda. Se puede comprobar que
esto es equivalente a pedir que el operador D satisfaga la igualdad D? = —A y por tanto

es equivalente a restringir los posibles valores para los coeficientes ~;, resultando que han
de verificar la relacion

Yiv; + % = —26i4, i,j =1,2,3.

También se puede comprobar que no existen niimeros complejos verificando esta relacion.
No obstante, si existen matrices cuadradas de diferentes érdenes que las verifican. Las més
simples de tales matrices (aunque no son tnicas) tienen orden dos,

([t 0 (0 1 (0 1
n=\o9 - ) 2=\ _1 o ) B=1 0
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y se denominan matrices de Pauli.

Con esta eleccién para los coeficientes ~;, las funciones v sobre las que se aplica el opera-
dor de Dirac no pueden tomar valores reales ni complejos, sino que deben ser funciones con
valores en C2. Dichas funciones se denominan campos de espinores o campos espinoriales,
ya que fueran considerados previamente por Wolfgang Ernst Pauli con el fin de obtener
un modelo para el spin del electrén, y el espacio complejo B = C? en el que toman valores
es el espacio de espinores de R3.

En lo sucesivo se consideraran los campos de espinores estaticos; es decir, las funciones
definidas en un conjunto abierto O C R? tomando sus valores en C2, v : O — C2.

En la definicién del operador de Dirac Euclideo los tres ejes x, ¥, z no juegan un papel
especial, por lo que es posible utilizar una referencia ortonormal arbitraria {e1, e, e3} y
definir

D = 'Y(el>v€1 + 7(62)V62 + 7(63>v63
donde V denota la derivada direccional usual y v representa una forma de asociar una
matriz de Pauli a cada vector v € R3; es decir, v : R3 — M3(C) es la aplicacién lineal
dada por
Y(v) = v(v1,v2,v3)
= 11 +v2y2 + U373

. 1 vg + U3
o —v2 + 103 —1iv1

Por tanto v toma sus valores en el conjunto de matrices hermiticas 2 x 2 de traza nula
resultando un isomorfismo de espacios vectoriales entre R? y su(2). Ademas, Yu,v € R? se

tiene
dety(u) = |uf?

Y(w)y(v) = —(u,v)Idp,c) +v(uAv)

donde A denota el producto vectorial usual de R3. Por tanto la aplicacién

1
7 :R¥(=[0(3),Al) — (su(2), Sl D
donde 0(3) es el algebra de Lie de O(3), es un isomorfismo de édlgebras de Lie. Entonces
Yu,v € R3
Y(u)y(v) + v (v)y(u) = =2(u, v)Idpg ()
que es la misma relacién de anticonmutatividad que verifican las matrices de Pauli.

Sea A € SU(2), entonces A’y(v)zt € su(2) para cualquier vector v € R3. Como v es
una biyeccién existird una tnica matriz p(A) € M3(R) tal que Yo € R?

—t
1(p(A)v) = Ay(v)A
Se tiene asi una aplicacién p : SU(2) — M3(R) que conserva el producto escalar

(A2 = det(Ay(v)A)

= det(y(v))
= |v]?
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y el producto vectorial

V(A (uAv)) = Ay(unv

\
N[ NI N[
I
=
<

Pero esto significa que p(A) es una transformacién ortogonal que conserva la orientacién
del espacio Euclideo, y por tanto p(A) € SO(3). Ademas como

Y(p(AB)u) = ABy(u)A
)

resulta que 7 es un homomorfismo de grupos entre SU(2) y SO(3).

Es bien conocido que cualquier rotacién R € SO(3) puede descomponerse como pro-
ducto de dos simetrias ortogonales, R = s o so. Sean v1,v9 € R? vectores unitarios
perpendiculares a los planos de simetria de s; y so respectivamente y A = y(v1)7y(v2).

Entonces
t

AA = y(vi)y(v2)y(v2)y(v1)
= |viP|v2*Td g, ()
= lduy(c)
y
det(A) = dety(vy)dety(va)
= |vi?|va]?
=1

de donde se obtiene que A € SU(2). Por otra parte, para cualquier v € R? se tiene que

Y(pty(w))w) = y(o)(w)r(o)
= —y(o){—(v1)y(w) — 2001, w)dyryc)}
= v(—w+ (v1,w)vy)
= A-si(w))

Anélogamente, v(p(y(v2))w) = v(—s2(w)). Por tanto se tiene que

p(A)=s10s0=R
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resultando p sobreyectiva. Ademés p no puede ser biyectiva puesto que lleva a Idyg,(c) v
a —Idyp,(c), ambas en SU(2), en Idy,g)- A su vez, cualquier otra matriz A € SU(2) en
el niicleo de p conmuta con las matrices de Pauli ya que Vv € R3

() = v(p(A)v)
= Ay(v)A,

de donde se deduce que A = Idy,c) 6 A = —Idp, ). Entonces, p es un epimorfismo
continuo dos a uno y por tanto un recubrimiento de dos hojas.

Sea By la rotacién de dngulo 8 en torno al eje x. Variando el pardametro 6 se obtiene
un camino continuo en el grupo ortogonal SO(3) que se supondrd que comienza en el
elemento neutro; es decir, By = Idy, ). El levantamiento de este camino a S U(2) por el
recubrimiento anterior estd dado por

Resulta entonces que cuando 6 toma los valores entre 0 y 27, By completa una rotacién
en torno al eje z, mientras que el levantamiento Ay va de la identidad Ag = Idpy,(c) a su
opuesto Agr = —Idyy, (). Es decir, cuando se rotan las coordenadas espaciales 27 radianes
los vectores también giran 27 radianes quedando invariantes, mientras que los espinores
se transforman en sus opuestos.

Cuando se quieren traducir todos estos conceptos a una variedad M arbitraria, de
dimensién tres, no llana y que se supondrd orientada para poder hablar de su fibrado
principal de las referencias ortonormales orientadas; los conjuntos abiertos O en el espacio
Euclideo R? donde los espinores estaban definidos son ahora considerados como los do-
minios donde las cartas de M toman sus valores. Como estos campos de espinores son
funciones diferenciables de O en el espacio vectorial C2, se pueden considerar como las
expresiones locales con estas cartas de las secciones de un fibrado vectorial complejo cons-
truido sobre M con fibra tipo C?, y que se denotara por S. Debido a la extrafia forma en
la que los espinores cambian cuando se realiza un cambio de coordenadas se deduce que
no es posible asociarle al fibrado vectorial S el fibrado principal SO(M) de las referencias
ortonormales orientadas positivas de M, el cual tiene como grupo de estructura el grupo
SO(3). No obstante, bajo ciertas restricciones topoldgicas (que en dimension tres siempre
se cumplen) si es posible asociarle un fibrado principal con grupo de estructura SU(2).

La posibilidad de asociar una matriz de Pauli a cualquier vector tangente a M, puede
ser traducido en este nuevo lenguaje de fibrados como la existencia de una aplicacién
fibrada v : TM — Endc(S) verificando las relaciones

(v (v) +y(v)y(u) = =2(u, v)Ids

donde (-,-) es el producto hermitico definido en el fibrado S inducido por el producto
hermitico de C?.
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El operador de Dirac D se define en este nuevo lenguaje como el operador diferencial

de primer orden dado por
3

D = Z 7(62')V8i
i=1
donde {e1, e2,e3} es una base ortonormal cualquiera del espacio tangente a M y V repre-
senta la derivada covariante en S inducida por el levantamiento de la conexiéon de Levi
Civita al nuevo fibrado principal.
Andlogamente, como se verd a lo largo de este trabajo, es posible extender de una forma
mas laboriosa todos estos conceptos a variedades de Riemann de dimensién arbitraria.



Capitulo 2

Algebras de Clifford

Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2, por ejemplo K =R 6 C; V un espacio
vectorial de dimensién n sobre K, B una forma bilineal simétrica no degenerada sobre V
y @ su forma cuadrética asociada, Q(z) = B(z,z), Vx € V.

Definicién 2.1 El par (CU(V,Q),j) es un dlgebra de Clifford para (V,Q) si verifica:
1. CU(V,Q) es una K-dlgebra asociativa con elemento neutro 1.
2. 7:V = ClUV,Q) es una aplicacion lineal tal que
(2.1) j(v)? = —Q(v) -1

para todo v € V.
(Por polarizacion j(z)j(y) + j(y)j(x) = =2B(z,y) - 1; Vo, y e V)

3. Si A es otra K-dlgebra asociativa unitaria y u : V. — A es una aplicacion lineal
verificando u(v)? = —Q(v) - 1, entonces existe un tinico homomorfismo de dlgebras

U:Cl(V,Q) — A tal queu="Uoj.

Proposicién 2.2
1. Para cualquier par (V,Q) existe su dlgebra de Clifford (Cl(V,Q),j) asociada.

17
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2. Si (CUV,Q),7) y (Cl'(V,Q),j") son dlgebras de Clifford para el mismo par (V,Q),
entonces existe un isomorfismo de dlgebras f : Cl(V,Q) — CU(V,Q) verificando

foj=1Jj
Cl(V,Q)
/
|4 f
\
cr(v,Q)
Demostracién:

1. Todo espacio vectorial V' sobre un cuerpo K genera un algebra asociativa unitaria
denominada dlgebra tensorial de V', T'(V'), que estd dada por la siguiente expresién

T(V)= i@’"v
r=0

donde ®°V =K y ®"V es el r-ésimo producto tensorial de V consigo mismo. Sean
X=Y2ctr, ¢ €K, 2, =01Q...00,, vy € V;yY =3 dyy, dr €
K, yp =w1 ®...®w,, ws € V. El producto en T(V), ®, que es asociativo pero no
conmutativo, estd dado por

0o oo 00
XQY = (Z Crxr> ® <Z dri’JT) = Z Crdsty @ Ys
r=0 r=0 _Ti:O
r+s=p

Los elementos ¢ € T(V) tales que ¢ € ®°V se denominan elementos propios o
homogéneos de grado s. En general, para todo s > 0 existe una aplicacién lineal
inyectiva is : ®°V — T(V) y por lo tanto en particular existird una inyeccién
i0 : K — T (V). La unidad para el producto en T'(V'), 1, es entonces la image ig(1),
siendo en este caso 1 el elemento neutro de K. Es importante destacar que aunque
se estd denotando de igual forma la unidad para el dlgebra T'(V') y para el cuerpo
K, en realidad no son lo mismo aunque si son identificables en virtud de la inyeccién
i9. Méas generalmente, a raiz de las inyecciones i se puede identificar los elementos
de ®°V con sus imagenes en T'(V).

Sea el ideal bilatero

I(Q)=<{v®v+QW)-1: veV}>
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y se considera el algebra cociente T'(V')/I(Q) que también es un algebra asociativa
unitaria. Sea 7 : T(V) — T(V)/I(Q) la proyeccién en el cociente e i1 : V. — T(V)
el embebimiento natural anterior de un espacio vectorial en su dlgebra tensorial.
Componiendo estas dos aplicaciones, 7 o i1, se obtiene la aplicacién lineal
' (V)
. 71 s
j:V—=TV) — —=
1(Q)

que, por construccién, verifica j(v)? = —Q(v) - 1

Por otra parte, toda aplicacién lineal v : V — A, donde A es un algebra cualquiera,
se puede extender a un homomorfismo de algebras U : (V) — A considerando

Uv ®...0v,) =u(vy) ... u(vg)

Si ahora u(v)? = —Q(V) - 1, resulta que I(Q) C Ker(U) con lo que u induce un
homomorfismo de algebras U = T(V)/I(Q) — A tal que u = U o j. Si existiese
otro homomorfismo de dlgebras Uy : T(V)/I(Q) — A tal que u = Uy o j entonces
resultarfa que u = Uoj = Uj0j con lo que U y U coincidirfan en j(V) C T(V)/I(Q).
Como los vectores de V generan multiplicativamente el dlgebra tensorial T'(V'), y por
lo tanto también el algebra T(V)/I(Q), las aplicaciones U y Uj, que coinciden en
los generadores, resultarian ser iguales.

2. Es consecuencia directa de la propiedad universal de las algebras de Clifford.

O

Corolario 2.3 La aplicacion lineal j : V — CU(V,Q) es inyectiva. Ademds el conjunto
J(V) C CUV,Q) genera el dlgebra de Clifford.

Demostracién:

Sea j(v) = v+ I(Q) = I(Q); es decir, que v € I(Q) NV y se verd que entonces v ha de
ser el vector 0. Como todo elemento ¢ € I(Q) puede escribirse como una suma finita de
la siguiente forma

p=> a;® v ov+ Q) @b

donde es posible considerar el caso en que los als y los b} s son elementos propios arbitrarios
no necesariamente del mismo grado. Sea n = max{grad a; + gradb;}. Por tratarse de una
suma finita de términos es posible reordenarlos de tal forma que se obtenga la siguiente
expresion:

n
p=> > a; @ (v ® v + Q(vi)) ®b;
k=0 grada;+gradb;=k

donde es posible que para algin valor 0 < j < n no existan términos en la suma tal que
grada; + gradb; = j, en cuyo caso se tomara el valor 0 para ese sumando. Procediendo
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ahora por induccién en grada; + gradb; se obtendra el cardcter inyectivo: para grad a; +
grad b; = 0 resulta que a;, b; € K por lo que

Y= Z aibi(vi ® v; + Q(UZ))

es decir, es suma de términos de orden cero y de orden dos, lo cual tinicamente es posible
si ¢ = 0 por ser un elemento de V. Por hipdtesis de induccién se supone que el resultado
es cierto para grada; + gradb; = n > 0y se tiene que si grad a; + grad b; = n+ 1 entonces
es posible expresar ¢ de la siguiente forma

n+1

o= > ai ® (v; ®v; + Q(vi)) ® b;

k=0 grada;+gradb;=k

n+1
= > Y weusuebh+ Y a2Q)ab}
k=0 grada;+gradb;=k grad a;+grad b;=k

Cuando k£ = n + 1 el sumando correspondiente a la primera serie interior tiene orden
n + 3 > 1 con lo que ha de ser necesariamente nulo, ahora bien, si es nulo quiere decir
que o bien a; o bien b; es nulo, por lo que el término de la segunda serie también ha de
ser nulo. Finalmente aplicando la hipdétesis de induccion sobre el resto de los sumandos se
obtiene el caracter inyectivo.

El hecho de que j(V) C CI(V,Q) genere el algebra de Clifford se deduce de forma
directa de su construccion. O

Observacién 2.4 En lo sucesivo se denotard el dlgebra de Clifford asociada al par (V, Q)
por Cl(V, Q). En general se considerard el espacio vectorial V' como subespacio de CI(V, Q)
por lo que los elementos j(v) € CU(V,Q) se denotardn simplemente por v. También se
escribird frecuentemente la ecuacion xy + yxr = —2B(x,y) omitiendo en el término de
la derecha la unidad del dlgebra. Finalmente cuando se trabaje con productos de Clifford
también se omitird frecuentemente el signo *- 7.

Sea Cl(V,Q) un algebra de Clifford cualquiera y sea u : V' — CI(V, Q) definida por
u(v) = —j(v), Yv € V. Dicha aplicacién verifica u(v)? = (—j(v))? = j(v)? = —Q(v) - 1
por lo que aplicando la propiedad universal de las algebras de Clifford se sabe que existe
un unico homomorfismo de K-dlgebras o : Cl(V,Q) — CI(V,Q) tal que (oo j)(v) =
—j(v), Yo e V.

Cl(V,Q)
/
|4 \ o

v, Q)
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Ademés, dicho homomorfismo verifica que o?(j(v)) = a{(aoj)(v)} = —a(j(v)) = j(v),
por lo que o? = Id; es decir, a es una involucién de CI(V, Q). Ahora bien, por ser a? = Id
se sabe que « tiene asociados los autovalores 1 y —1 con lo que se pueden definir los con-
juntos CI°(V,Q) = {x € CI(V,Q) : a(z) = 2} y CIN(V,Q) = {x € CI(V,Q) : a(z) = —z},
denominados parte par y parte impar de CI(V, Q) respectivamente, verificando:

(2.2) ClU(V,Q) = CI°(V,Q) & CI*(V, Q).

Ademas dichos conjuntos respetan las siguientes relaciones con respecto al producto

Clo(V,Q) | Cl'(V,Q)
Cl°(V,Q) | CI°(V,Q) | CI'(V,Q)
CIN(V,Q) | CIN(V,Q) | CI°(V, Q)

Un algebra dotada de una descomposicién andloga a la dada en (2.2) y que con respecto
al producto verifique las relaciones equivalentes a la tabla anterior se denomina dlgebra
Zo-graduada. Por lo tanto el homomorfismo «, denominado automorfismo principal de
Cl(V,Q), dota de una estructura de algebra Zs-graduada al algebra de Clifford Cl(V, Q).

Por otra parte, si A es una K-dlgebra se puede definir de forma general una nueva
algebra fl, que como conjunto es la misma que A, pero dotada con el producto * dado por

TRY: =y T

Sea CI(V,Q) el algebra de Clifford asociada al par (V,Q) y se considera el édlgebra

—

A= Cl(V,Q). Para la aplicacién lineal

—

V- A=Cl(V,Q)

la relacién j(v) * j(v) = j(v) - j(v) = —Q(v) - 1 se tiene también en el dlgebra A. Por la
tanto, por la propiedad universal de las dlgebras de Clifford existe un inico homomorfismo
de algebras

—

t: ClI(V,Q) — Cl(V,Q)
tal que
(2.3) j(v) = t(j(v)), veV
El homomorfismo ¢ de CI(V, Q) en si mismo tiene las siguientes propiedades:
Proposicién 2.5 La aplicacion t : ClI(V,Q) — CIU(V, Q) verifica:
1. t es lineal.

2. tot=1Id, (t es una involucion).

3. t(v)=v; Yo eV CClV,Q)
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4. t(x-y) = t(y)t(z); Yo,y € CUV,Q)

Demostracion:
Los apartados 1., 2. y 3. son consecuencia directa de la igualdad (2.3). En cuanto al
apartado 4. si tomamos z,y € CI(V, Q) resulta que por ser ¢ homomorfismo

ta-y) = t(x) * t(y) = t(y) - t(2).
]

Es decir, toda &lgebra de Clifford estd dotada de un involucién « y de una anti-
involucién ¢.

2.1. Calculo de la dimensién del algebra de Clifford

El objetivo ahora es calcular la dimensién del dlgebra de Clifford CI(V, Q) asociada a
un espacio vectorial V' de dimensién n sobre K y a una forma cuadratica arbitraria Q.

Un resultado de la teoria de dlgebras nos dice que si se tienen dos algebras Zo-graduadas
A=A"9A'y B= B @ B! existe una tercera lgebra Zs-graduada denominada producto
tensorial graduado A®B que como conjunto coincide con A ® B y donde

(A®B)’ = (A’@B°)@(A'®B')

(A®B)! = (A®@BY)® (A'® BY).
El producto en esta nueva dlgebra estda dado por:

(a® V)& (a' ©b) = (~1)7(aa’) @ (b))

cona€ A beB,ac Ay b € BI.

Se utilizara este resultado para resolver el calculo de la dimensién. Sean (Vi, B;) y
(Va, By) dos espacios vectoriales arbitrarios dotados con sendas formas bilineales simétricas
arbitrarias. Se define su suma directa como el par (V, B) donde

V=vieV; B(Vi,V2)=0 Byxy, =B1 Bj,xy, =B

y, por tanto, se puede tomar en V la forma cuadratica ) asociada a la forma bilineal
simétrica B y con ella el par (V, Q).

Proposicién 2.6 El dlgebra de Clifford CI(V,Q) es isomorfa al producto tensor
Cl(V1,Q1)®CI1(Va,Q2), donde Q1 y Q2 son las formas cuadrdticas asociadas a las formas
bilineales simétricas By y By respectivamente.

Demostracion:
Si es posible encontrar una aplicacién u : Vi @ Va — C(Q1)®C(Q2) tal que u(vy + ve) =
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—Q(v1 + v2) - 1, aplicando el apartado 2 de la Proposicién (2.2), se tendrd demostrado la
existencia del isomorfismo.

Considerando la aplicacion

u: VieVy — C(Q1)®C(Q2)
v1+v = 11R1I+1R®u

se puede ver que se verifica dicha propiedad:

{u(vy + ’1)2)}2 = nel+1e ’1)2)2

= i O1+vQu—v Qv+ 1Q0v;
—(Q1(v1) + Q2(v2))1 ® 1
= —Qn+m)lal

por ser B(vy,v2) = 0. Finalmente, como 1 ® 1 es la unidad para el dlgebra C(Q1)®C(Q2)
se concluye la demostracion. O

Una vez hechas estas consideraciones se demuestra el siguiente resultado.

Proposicion 2.7 Sea V un espacio vectorial n dimensional sobre K y Q una forma
cuadrdtica definida en él. Entonces el espacio vectorial CI(V, Q) tiene dimension 2" sobre

K.

Demostracion:
Sea B la forma bilineal simétrica asociada a la forma cuadratica (). Por el teorema de
Lagrange se sabe que existe una base {vy,...,v,} para el espacio vectorial V' verificando

que su matriz de Gram, Gr, asociada a B es una matriz diagonal con la siguiente expresién

A1

0 ,  r=rango(Gr)

En el caso particular en el que se estd trabajando; es decir, cuando K =R 6 C es posible
refinar mas la expresion de la matriz de Gram. Para el caso en que K = R el teorema de
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Sylvester afirma que existe una base {v1,...,v,} para la cual

1

0

donde el nimero de entradas con valor 1, p, y el nimero de entradas con valor -1, q,
verifican p+q < n y el par (p, q) es la signatura de B. Cuando K = C esta matriz se puede
simplificar més ya que siempre existe una base {v1,...,v,} con respecto a la cual tiene la
siguiente expresion:

1

0
Asi, se puede considerar la descomposicion del par (V, B) en n pares (V;, B;) verificando
V=Vi&...0V,, Bi=Byxy,

siendo los V; los n subespacios vectoriales independientes de V' generados por los respec-
tivos n autovectores de la matriz Gr.
Si ahora se aplica n veces la proposicién anterior, se obtiene que

CUV,Q) = CU(V1,Q1)& ... &CU(Vy, Qn)

Ahora bien, haciendo uso del algebra tensorial, es facil construir el algebra de Clifford
asociada a un espacio vectorial unidimensional W =< {e} >~ K y forma cuadrética
T : K — K. En efecto, se tiene

CPW,T)~K, CIlW,T)x~K-e, e2=-T(e)-1

de donde dim(Cl(W,T)) = 2.
Finalmente resulta
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dim(CL(V,Q)) = dim(Cl(V1,Q1)® ... &CL(V;,, Qn) = [ [ dim(CL(V;, Qy)) = 2"
=1

]

Una vez calculada la dimensién del algebra de Clifford CI(V, Q) para poder trabajar
con ella ya s6lo falta encontrar una base de sus generadores. Para ello se puede establecer
el siguiente resultado.

Proposicion 2.8 Sea V un espacio vectorial de dimension n sobre K, QQ una forma
cuadrdtica con B su forma bilineal simétrica asociada y {v1,...,v,} una base de V tal que

B(’Ui,vj):(), 17&.]

Entonces el dlgebra de Clifford Cl(V, Q) estd generada multiplicativamente por los vec-
tores vi,...,v, € V. C CUV, Q) verificando

vi=—Qi)- 1, vyt =0,i#
En particular, una base para ClL(V,Q) estd formado por los elementos v, - ... - v;,,

donde1 <i1 <.---<is<nconl<s<n.

Demostracion:
Por ser {vi,...,v,} una base de V' C CI(V,Q) generan multiplicativamente CI(V, Q).
Ademds, por tratarse de un dlgebra de Clifford, verifican v? = —Q(v;); de donde
v? + vv5 + v5v; + vjz
(Uz‘ + 'Uj)2 = <

—Q(v; +vj) = —{Q(vi) + Q(vj) + 2B (vi, v;)} = —{Q(vi) + Q(v;)}

por lo que también verifican la relacién v;v; +vjv; = 0, i # j.

Finalmente, los 2" elementos linealmente independientes v;, - ... v, 1 <43 < - <
is <n,1 <s <mn generan Cl(V,Q) linealmente y como dim(CI(V,Q)) = 2™ han de ser
una base. O

Ejemplo 2.9 Sea V =R, e; = 1 y la forma cuadrdtica Q(ze1) = 2%, € R. Entonces,
Cl(V,Q) estd generada como espacio vectorial por la base {1,e1}, donde

et = —1.

Considerando el homomorfismo biyectivo

p: CLV,Q) — C
1 —op(l) =1
€1 = pler) =i
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y aplicando la propiedad de universalidad de las dlgebras de Clifford resulta que CI(R, Q)
es isomorfa al dlgebra de los nidmeros complejos C.

Ejemplo 2.10 Sea V = R?, Q(z) = ||z||*> la norma usual de R? y {e1,ea} su base
canonica. Entonces ClU(V,Q) ~ H es el dlgebra de los cuaterniones. Para ello, se sabe
que Cl(V,Q) como espacio vectorial estd generada por los elementos {1,e1,ea2,e1 - ea}
verificando las relaciones

2
1

e] = e% = -1, e1eg = —egeq.

Si ahora se representa por
i:=e, Jj:=ey, k:i=e- e
las relaciones entre ellos tienen las siguientes expresiones
i-j=k,  j-k=i, k-i=j $=j>=k=-1

Como a su vez dimg(CUV,Q)) = dimg(H) aplicando nuevamente la propiedad de univer-
salidad de las dlgebras de Clifford se obtiene que CI(R?, Q) es isomorfa al dlgebra de los
cuaternios H.

2.2. Representacion compleja de las algebras de Clifford

Las algebras matriciales son las dlgebras mas faciles con las que uno puede trabajar o
por lo menos con las que uno estd mas acostumbrado a hacerlo. Por ello, en esta seccion el
objetivo sera describir un método general de asociar a determinadas algebras de Clifford
una subdlgebra matricial de los endomorfismos de un cierto espacio vectorial A,,.

En los resultados vistos hasta ahora se han estudiado propiedades de las algebras
de Clifford en espacios vectoriales arbitrarios dotados con formas cuadraticas también
arbitrarias, pero en esta seccion se estudiaran las tres dlgebras de Clifford siguientes

Cl(n) = CIR" 22 +...+22) Algebra de Clifford sobre R” asociada a la
forma cuadratica definida positiva.
Cl'(n) = CIR" —z3—...—22) Algebra de Clifford sobre R" asociada a la

forma cuadratica definida negativa.
Clé(n) = CUC™ 22+ ...+ 22) Algebra de Clifford sobre C" asociada a la
forma cuadratica compleja.

Obsérvese que dentro de las algebras de Clifford sobre el cuerpo C no se hacen distin-
ciones entre la forma cuadrética definida positiva (C,2? + ...+ 22) y la forma cuadrética
definida negativa (C, —22 — ... — 22) debido a que ambas son equivalentes.

En la linea de asociarle algebras matriciales a estas algebras de Clifford se tiene el

siguiente resultado:
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Proposicién 2.11

1. Sin = 2k entonces

Clé(n) ~ My(C) ® ... ® My(C) = End(C? ® ... ® C%) = Fnd(C2")

k veces k veces

Ezplicitamente el isomorfismo estd dado por:

e E®..QERgy)®T ®...0T

]—1]
[ 3 veces

donde

. 1 sijesimpar
a(j) = -
2 st jespar

2. Sin=2k-+1 entonces

Cl(n) ~ {M2(C) ® ... ® My(C)}B{M(C) @ ... ® My(C)} = End(C*")@End(C")

k veces k veces

De forma explicita el isomorfismo estd dado por:

e (F®.. QR RT®..0T,EQ .. E®ga) ®T ®...°T)

[%] veces [%] veces
paral <j <2k, y

ep1+— (T ®..0T,—iT®...0T).

La demostracién de esta proposicién vendrd dada como conclusién de una sucesién de
resultados que se veran a continuacién.

Sea V' un espacio vectorial sobre R dotado con una forma cuadrética Q). Sobre el
complexificado de V, Vo = V ®gr C, se define la forma cuadratica complexificada de Q,
Qc, como Qc(v; ® 2) = Q(v1)z2. A su vez, si A es un algebra real cualquiera entonces su
complexificada A g C vuelve a ser un algebra, en este caso compleja, considerando para
ello el producto

(a1 ® 2) - (a2 ® 22) = (a1a2) @ (2122)

Lema 2.12 Sea Q una forma real cuadrdtica sobre un espacio vectorial real V y sean Q¢
y Vo sus complezificados. Entonces

Cl(Ve,Qc) = Cl(V,Q) ®r C
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Demostracién:

El algebra Cl(V,Q) ®g C es un &lgebra asociativa pues es producto tensor de algebras
asociativas. Ademads se trata de un dlgebra unitaria cuya unidad es 1 ® 1 donde el primer
1 representa la unidad del algebra de Clifford C1(V, Q) y el segundo 1 es la unidad de los
nimeros complejos. Se define la aplicacién

u: VerC — ClUV,Q)xrC

UV QR 2 — V QR 2
verificando u(v ®p 2)? = —Qc(v ®g 2) - 1. En efecto
uw(v®r 2)? = (v®g2)?
= 12 Qg 22
= Q) ®g 22
= Q)2 1®rl
= —Qc(v®rz)-1
Ya que V¢ es un espacio vectorial complejo, aplicando la propiedad universal de las dlgebras
de Clifford, se concluye la demostracion. U

Corolario 2.13 Se verifican los siguientes isomorfismos de dlgebras
Cl°(n) = Cl(n) ®r C ~ Cl'(n) ®@r C
Proposiciéon 2.14 Las siguientes dlgebras son isomorfas
Cln+2) =~ Cl'(n) @r C1(2), Cl'(n+2)=~Cl(n)®r Cl'(2)
Siendo el producto tensor el producto tensor de dlgebras usual.

Demostracion:

Se comprueba el primero de estos isomorfismos ya que el otro se demuestra de forma
analoga. Sea {ei, ..., e,12} una base ortonormal del espacio vectorial R"*2. Se identifican
los n primeros vectores de esta base con los n vectores ortonormales {€], ..., €/ } base de
R™, los cuales generan multiplicativamente el dlgebra C1l'(n). La aplicacién

w: RPT2 Cl'(n) @r CUL(2)
e1 — u(er) =1 Qg eq
e > u(e2) =1 QR ey
e; —  u(e;) =€,_,Qperer, 3<i<n+2.
verifica las siguientes igualdades

u(€1)2 = (1 KPR 61)(1 XR 61) = 1®€% = -1
u(62)2 = (1 KR 62)(1 XRr 62) 1® e% = -1
u(e;)? = (el ,Qreren) (e o ®reres) = e, Rrejegeres = —1
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y, ademas, si e; # e; se tiene
u(e;)u(e;) + ulej)u(e;) = 0.
Aplicando el segundo apartado de la Proposicion 2.2, existe un isomorfismo de dlgebras
@: Cl(n+2) — Cl'(n) ®g CI1(2)
haciendo el siguiente diagrama conmutativo
Rn+2

Cl(n +2) @ Cl'(n) ®r CI(2)

0

Ejemplo 2.15 FEl dlgebra Cl1°(2) es la complexificada de C1(2). La ultima de estas dlgebras
estd generada por los vectores ey, ea verificando

e% =—-1= e%, erea +ese; =0

Por otra parte, el espacio vectorial subyacente al dlgebra de las matrices complejas
2 x 2, Ms(C), tiene como base sobre C las matrices

10 i 0 0 i 0 —i
(o) mmlo S)em(T0) = (0

Estas cuatro matrices son las llamadas matrices de Pauli y son generadas multiplicativa-
mente solo con g1 y ga. Ademds estas dos matrices verifican las relaciones

gi=-I1d=g5,  gig2+g291 = 0.
con lo que se obtiene los siguientes isomorfismos de dlgebras
Cl°(2) = Cl(2) ®r C = M,(C)

Este ejemplo serd utilizado para establecer nuevos isomorfismos entre algebras de Cli-
fford.

Proposicion 2.16 Las siguientes dlgebras son isomorfas

Cl(n + 2) =~ Cl°(n) ®@c M>(C)
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Demostracién:
Se tiene la siguiente cadena de isomorfismos

Cl¢(n + 2)

Q

Clin+2)®r C

(Cl'(n) ®gr Cl(2)) ®r C
(Cl'(n) ®r C) ®c (Cl(2) ®r C)
Cl¢(n) ®c CI¢(2)

Cl¢(n) ®@c M2(C)

Q

Q

Q

Q

O

Corolario 2.17 Sean eq,...,ento los elementos generadores del dlgebra Cl¢(n + 2) y
ei,...,eln los n primeros pero pensados como los generadores del dlgebra Cl¢(n). Sean

ademds,
(1 0 (0 4

los elementos generadores multiplicativamente del dlgebra Ms(C). El isomorfismo
Cl(n + 2) =~ Cl°(n) @c M>(C)
estd dado por
e1 = 1®cg1, e—1®cg2, e = (z‘e;-_Q) ®c 9192, 3<j<n+2

En virtud de estos resultados se estd ya en condiciones de demostrar la Proposicién
2.11.

Demostracion de la Proposicién 2.11
Se distinguen dos casos

1. Sin =2k.

Es suficiente aplicar k veces el corolario anterior y el hecho de que T' = ig; go.
2. 8in=2k+1

Aplicando nuevamente k veces el corolario anterior se obtiene que

CIE(2k +1) = CI°(1) ® Ma(C) ®c . .. ¢ Ma(C)

k veces

Ahora bien, por el Ejemplo 2.9 y la Proposicién 2.12 se tiene que

Cl‘(l) = Cl(1) g C~CerC~CeaC
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resultando
Clc(2k+1) = (C&C)@c Ma(C) ®¢ ... ®¢ Ma(C)
kv\erces
= {Mx(C)®...®@ My(C)} & {M2(C) ® ... ® My(C)}.
k veces k veces

Finalmente para obtener la expresién del isomorfismo basta componer dichos iso-
morfismos y usar nuevamente el hecho de que T' = ig;¢go.

Definicion 2.18 FEl espacio vectorial complejo
An::C2k:C2®...®C2, para n =2k, 2k 4+ 1

se denomina espacio vectorial complejo de n-espinores. Y los elementos de A, se llaman
espinores complejos de Dirac o simplemente espinores.

Siguiendo las notaciones anteriores resulta que

Cl¢(n) End(A,), sin =2k
Cl¢(n) ~ (End(Ay)) @ (End(Ay)), sin=2k+1

&Q

Ademds, resulta que el siguiente diagrama es conmutativo:

Cle(2k) Cle(2k 4 1)

| |

End(Aay) —2> End(Aopsr) ® End(Agg1)

donde ¢ es la aplicacién diagonal ¢(A) = (A, A) y los espacios vectoriales Aoy = Aggiq
coinciden.

De ahora en adelante se denotard por k, la representacién del dlgebra de Clifford
Cl¢(n) dada por

1. Sin =2k
kn : Cl(n) — End(Ay,)

es la dada por el isomorfismo anterior

2. Si n = 2k + 1 consiste en el isomorfismo anterior compuesto con la proyeccién en la
primera componente

ky : Cl°(n) — End(An) ® End(A,) 25 End(Ay)
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Resulta entonces que el espacio vectorial complejo de n-espinores es un moédulo sobre

el dlgebra de Clifford Ci¢(n).

Un vector z € R™ C Cl(n) C CI¢(n) LN End(A,,) puede considerarse como un
endomorfismo de A,. Lo que nos permite definir la llamada multiplicacién de Clifford de
vectores por espinores, dada por la aplicacion

e RP®Q@r A, — AN
r@rY = pr@rY) = = k()
Es posible extender dicha multiplicacién de Clifford a un homomorfismo del algebra

exterior
pe AR™) @r A, — A,

de la siguiente forma. Sea {ey, ..., e,} una base ortonormal de R" y {ej, ..., e} } su corres-
pondiente base dual, cada elemento del dlgebra exterior A(R™) puede escribirse como

k _ L % *
w" = g Wiy ..ig€iy N N,
1 <...<ig

y se define
:UJ(wk R il)) =uwh. P = Z Wip.ig€ip * -+ " Gy 1

1;<...<l

donde e;, - 9 denota la multiplicacién de Clifford del vector e;, por el espinor .
A partir de la definicién de estas operaciones se demuestran de forma fcil las siguientes
propiedades

Proposicién 2.19 [6, pag. 15]

1. Si p € T(S) es un campo espinor sin ceros y X € X(M) wverifica que X - p = 0
entonces X = 0.

2. Sean X, Y € X(M) y w una k-forma. Entonces se verifican las siguientes igualdades

a) X w=(XAw)— (XLw).
b) w-X =X Aw+ XL w).
¢) (X-9,9) = —(p, X - ¢).
d) {w-p,9) = (=)D (0 4).
e) (X 9.V ¢)=g(X,Y)[o]*.
Donde X w denota la contraccion del campo de vectores X con la forma w, (-,-)

denota el producto escalar complejo en S inducido por el producto hermitico candénico
en Ay, y (+,+) = Re(-,-) el correspondiente producto escalar real en S.
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En el caso particular en el que R" tenga dimensién par; es decir n=2k, es posible definir
sobre el espacio de espinores de Dirac Ay, el endomorfismo

f=iknler ... en): Aoy —> Agy,

que resulta ser una involucién, f2 = Ida,, ya que (ej - ... - eg)? = (—1)*. Es por este
motivo por el que se dice que la representacién del algebra de Clifford divide el espacio de
espinores Aoy en los subespacios

Aoy = AZ, & Ay,
donde
AL = {v € Aoyt f(¥) = £0)

Definicion 2.20 Los espinores de los conjuntos AQik se denominan espinores de Weyl
positivos o negativos respectivamente.

Proposicién 2.21

1. Sixz € R% es un vector y ¢ € A;Ek, entonces el espinor x - Y* pertenece a AJ,. Es
decir, la multiplicacion de Clifford induce un homomorfismo

1 R*% @ AT — AF,
2. dimcAy, = dimcA,, = 281

Demostracion:

1. Es suficiente demostrarlo para el caso en el que x = e; puesto que la multiplicacién
de Clifford de un vector por un espinor es lineal. Entonces para el algebra C), se
tiene la relacién

J}'(el-...-egk):—(61-...-€2k)-$

Es decir, dicha multiplicaciéon anti-conmuta con la involucién f, por lo que la mul-
tiplicacién por un vector 0 # = € R?* lleva el espacio A;Fk de forma biyectiva en el
espacio Aétk.

2. Se deduce directamente del apartado anterior.
O

Finalmente, la manera de proceder cuando uno desea realizar cilculos haciendo uso de
esta teorfa es la siguiente. Se denota por u(¢) € C? el vector

u(f)—\%<1_&.> f=+1
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y por u(&y,...,&,) el elemento de A,, dado por
u(fl:"'agn) :u(€1)®®u(€n)v gj = =x1.

El conjunto {u(¢1,. .., &,)[¢; = £1} es una base para el espacio vectorial de los n-espinores
de Dirac A,,. Con lo que es posible asociarle a las matrices de la representacion del algebra
de Clifford los endomorfismos de A,, con respecto a esta base.

2.3. Los grupos Pin y Spin

Toda algebra de Clifford CI(V, Q) contiene dos grupos que juegan un papel fundamen-
tal tanto en la Geometria como en la Fisica, son los llamados grupo Pin(V,Q) y grupo
Spin(V, Q). A lo largo de esta seccién se vera como se definen estos subgrupos y por qué se
llega a ellos.

De forma general, si A es un dlgebra asociativa unitaria se puede considerar el grupo de
sus elementos inversible, A* C A. Este grupo, como conjunto, es un subconjunto abierto
de A por lo que hereda su estructura diferenciable, siendo asi A* un grupo de Lie con
dim(A*) = dim(A). Su élgebra de Lie a*, que se identifica con T1(A) ~ A, es isomorfa
a A dotada con la operacién corchete [x,y| = zy — yz, Va,y € A. A su vez la aplicacién
exponencial se define como

exp: a*~A — A*
(o9} an
a — Z m
n=0
Volviendo a nuestro caso particular en el que A = CI(V,Q), el grupo multiplicativo de
las unidades de CI(V,Q), C1*(V,Q), esta definido por

CI*(V,Q) ={p € CI(V,Q)[3¢ " con ¢ lp =t =1}

donde por la ecuacién (2.1) es obvio que este grupo contiene a todos los elementos v € V.
Este grupo acttia como automorfismo del dlgebra; es decir, existe un homomorfismo

Ad : CI*(V,Q) — Aut(ClL(V,Q))

llamado representacion adjunta que esta dado por

Cl(V,Q) x
Ad: CI*(V,Q) — ! !
Cl(V,Q)
@ = Adg(z) = @zt

Tomando la derivada de éste en el elemento neutro, se obtiene el homomorfismo en el
algebra de las derivaciones

ad : <I*(V,Q) — Der(CIL(V,Q))
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esta dado por

Cli=(V,Q) T

ad: *(V,Q) — l {
Cl(V,Q)

® = ady(y) = (2,9

Proposicién 2.22 [23, pag. 13] Sea v € V C Cl(V,Q) tal que Q(v) # 0. Entonces
Ad, (V) =V. En realidad, Yw € V' se tiene la igualdad:

Q(v, w)
—Ady(w) =w—2 .
) Q)
Demostracién:
Por la ecuacién (2.1) se tiene que v~ ! = —v/Q(v). Entonces
—Q(v)Ady(w) = —Q)v-w- v}
= v-w-v
= —v?-w—2B(v,w)v
= Q)w —2B(v,w)v.
de donde Blv.w)
v, W
—Ady(w) =w—2 .
w Q)
siendo B la forma bilineal simétrica asociada a Q. O

Se define el subgrupo P(V,Q) C CI*(V,Q) como el subgrupo generado multiplicati-
vamente por los elementos v € V tales que Q(v) # 0. Dado que Ad,(V) = V y que
Ady, 0, () = (Ady, 0 Ady, ) (@), Yv1,v2 € V y Y € CU(V,Q), la aplicacién Ad, deja inva-
riante el subespacio vectorial V' C Cl(V,Q), Yz € P(V, Q).

Ademas, por la Proposicion 2.22; o simplemente por su definicién, se deduce que la
transformaciéon Ad, conserva la forma cuadratica Q; es decir, (Ad;Q)(w) = Q(Ady(w)) =
Q(w), Vv, w € V. Por tanto, Ad induce la representacién

P(V,Q) 2% 0(v,Q)

donde
OV, Q) ={9€Gl(V):g°Q = Q}
es el grupo ortogonal de la forma Q.
Este grupo P(V, Q) contiene los dos grupos mencionados anteriormente, Pin y Spin.

Definicién 2.23 Se define el grupo Pin(V, Q) como el subgrupo de P(V,Q) generado por
los elementos v € V tales que Q(v) = +1. Mientras que se define el grupo Spin(V,Q)
como

Spin(V,Q) = Pin(V,Q) N CI°(V,Q)

es decir, los elementos del grupo Spin(V,Q) son aquellos elementos del grupo Pin(V, Q)
que estdn generados por un numero par de productos.
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El objetivo principal en lo que resta de seccion sera el de encontrar sendos homomor-
fismos sobreyectivos entre los grupos Pin(V,Q) y O(V, Q) y entre los grupos Spin(V,Q) y
SO(V, Q). Para ello se restringen las hip6tesis para la forma cuadratica @, ya que se consi-
derard no degenerada. Como SO(V, Q) C O(V, Q) sera 1til saber cémo son los generadores
del grupo O(V, Q). Para ello se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.24 [23, pag. 16] Sea Q una forma cuadrdtica no degenerada sobre un espacio
vectorial de dimension finita V; entonces, todo elemento g € O(V,Q) puede escribirse
como composicion de r reflexiones, g = p(vi) o...o p(v.), r < dim(V).

En el caso especial de que V = R" y q(z) = ||z|? fuese la norma usual, se demuestra
este teorema de forma fécil escribiendo para ello la matriz ortogonal g en su forma diagonal

Ry,
Ry,

+1

+1

donde cada Ry, es una matriz de rotacién 2 x 2 (la cual puede expresarse como producto
de dos rotaciones).

Volviendo a la igualdad de la Proposicién 2.22, se observa que el lado derecho de la
igualdad es exactamente la aplicacion p, : V — V dada por la reflexién con respecto al
hiperplano v+ = {w € V : Q(w,v) = 0}; es decir, la aplicacién p, fija un hiperplano y
lleva v en —v. Pero, en el lado izquierdo de la igualdad se tiene un signo menos, con lo
que si V tiene dimensién impar resulta que la aplicaciéon Ad,, conserva la orientacién, por
lo que no es una reflexién y por tanto no es uno de los generadores que nos enuncia el
Teorema 2.24. Para subsanar este problema se modifica un poco la representacion adjunta
considerando la representacion adjunta “retorcida”

Ad : CI*(V,Q) — Aut(Cl(V,Q))

dada por
Cl(V,Q) x
Ad: CF(V,q) — | !
cuv, Q)
@ = Adg(z) = alp) -z

Evidentemente se deduce que ;EZWW = ;4\21% ° ;1\(/1,@2 y, ademads, ;I\ZLP = Ad, para los
elementos pares; es decir, cuando ¢ € CI°(V, Q).
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Ahora se considera el subgrupo
P(V,Q) = {p € CI'(V,Q) : Ady(V) =V}
y es claro que P(V,Q) C JB(V, Q).

Proposiciéon 2.25 Sea V un espacio vectorial de dimension finita y Q una forma cuadrdti-
ca en V. Para todo elementow € V C ]S(V, Q) tal que Q(w) # 0, la aplicacion py, - V =V
dada por

v afw)v-ow!

es la reflexidn con respecto al hiperplano ortogonal al vector w, wr.

Demostracion:
La reflexién s con respecto al hiperplano w= est4 dado por

B(v,w)

s(v)=v—2 QW)

w

de donde, haciendo uso de la ecuacién (2.1)

B(v, w)w
Q(w)

= u— 23@,@(%)

= v—2B(v,w)(—w™!)
= v—(=2B(v,w) - Nw!
—1

s(v) = v—2

= v— (vw+wv)w

= —wow !

a(w)vw=!

En general se tiene la aplicacion
Ad\piy o)t PV.Q) — GL(V)
y que también se denotara por ZEl, definida por
:4\211(1)) = a(z)vz™L.

El siguiente paso es demostrar que Ad es un homomorfismo sobreyectivo de IB(V, Q) en
O(V, Q) y un homomorfismo sobreyectivo de P+(V, Q) = P(V,Q)NCI°(V, Q) en SO(V, Q).
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Proposicién 2.26 [23, pag. 14] Sea V es un espacio vectorial de dimension finita y sea
Q una forma cuadrdtica no degenerada. Entones el nicleo del homomorfismo

P(V,Q) %5 GL(V)
es exactamente el grupo K* de los multiplos no nulos de la unidad 1.

Demostracion:
Sea {v1,...,v,} una base para V tal que Q(v;) # 0. Sea ¢ € CI*(V,Q) y supongamos
que ¢ € Ker(Ad); es decir, Ad, = Id; por lo que a(p)vp™! = v y asf a(p)v = ve. Sea

» = @o + @1, donde @y y @1 son las partes par e impar de ¢ respectivamente. Entonces

alp)v = vp =
alpo+er1)v=v(po+p1) =
a(po)v + apr)v =vpg + v =
Pov = Vo
—P1V = v

para todo v € V.

Los términos ¢g y (1 pueden escribirse como expresiones polinomiales en productos
de v1,...,v,. Aplicando sucesivamente las igualdades v;v; +v;jv; = —2Q(v4,v;) - 1 se tiene
wo = ag+via1, donde ag y a; son expresiones polinomiales en productos de vy, ..., v, por
lo que ag es par y aj es impar. Si ahora v = v; se tiene que

(ap +viar)vi = wvi(ap +viar) =
agv1 +via1v1 = viag + U%al =
v1ag — v%al = wviag + v%al

de donde se deduce que a1 = 0.

Por tanto, g no tiene ningiin monomio con el factor v1. Aplicando este argumento
con v recorriendo el resto de elementos de la base, {va,...,v,}, resulta que g no tiene
ningin monomio con factores los elementos de la base, y asi o9 =¢-1, parat € K. Un
argumento andlogo puede aplicarse al sumando ¢;. Se escribe ¢; = a1 + viag donde en
este caso ag y a1 no contienen monomios con el factor v;. Obsérvese que a; es impar y ag
es par. Por tanto, tomando v = vy se tiene

—(a1 +viag)vi = wvi(ar +viag) =
—Qa1v1 — V1aoU1 = V1041 + v%ao =
via] — U%ao = wvay + v%ao

con lo que ag = 0y por tanto ¢; tampoco contiene monomios con el factor v;. Nuevamente,
aplicando el mismo razonamiento con los restantes elementos de la base vs, ..., v, resulta
que @1 = 0 por ser impar.
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Asi se sigue que
p=potp1=t-1€e K

pero como ¢ # 0 se tiene que ¢ € K*. [l

Observacion 2.27 FEn la Proposicion 2.26 es necesario utilizar la representacion adjunta
retorcida ya que el signo menos que aporta es fundamental en la demostracion.

El resultado anterior también es falso si no se considera que (Q es una forma cuadrdtica
no degenerada. Por ejemplo, si se considera el caso extremo en el que Q = 0 y su dlgebra
de Clifford es CI(V,0) = A*V, para todo vi,v3 € V, se tiene que 1 + vive € CI*(V,0).
En realidad, (1 + vive)™' = 1 — vive. Sin embargo, para cualesquiera v € V resulta
a(l + vv2)v(l + vive) ™! = 1 + vive. Con lo que el nicleo del homomorfismo contiene
términos no escalares.

Para poder obtener los homomorfismos sobreyectivos enunciados anteriormente se han
de definir dos nuevas aplicaciones sobre un algebra de Clifford cualquiera CI(V, Q). Se defi-
ne la aplicacién conjugacion o simplemente conjugacion en un algebra de Clifford Cl1(V, Q)
por

©OV,Q) — Ci(V, Q)
x = T:=t(a(z)) = a(t(z))
Si V tiene dimensién finita ny {e1,..., ey} es una base de V, la conjugacién estd dada
por
€ = —€
€i1Ciy - - €5, = (—1)k(€ik ...€i26i1)

donde 1 <ij <in<...<ip<nyl=1
Se define también la aplicacién norma por

N: Cl(V,Q) — CUV,Q)
® = N(p) = pp

Proposicion 2.28 Suponiendo que V' es un espacio vectorial de dimension finita y que
Q es no degenerada, la restriccion de N a P(V,Q) genera el homomorfismo

N:P(V,Q) — K*
en el grupo multiplicativo de los miltiplos no nulos de la unidad en Cl(V, Q)

Demostracion: B B
Primero se comprobara que si ¢ € P(V, Q) entonces (to a)(¢) € P(V,Q)

a((toa)(@)v[(toa)(@)]™ = (toaoca)(pu(toa)(s™)
= —(toa)(a(p)ve™)

y por ser ser V invariante por ¢ o o resulta trivialmente que (¢ o a)(¢) € P(V, Q).
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Sea ¢ € P(V,Q); es decir, a(p)ve~' € V. Entonces se tiene que t(a(p)vp™!) =
a(p)vp~t. Ahora bien

tlalp)vp™) = t(e ut(a(p))
y por tanto

a(p)oe! = t(e~ ut(alp)).
Asi, Yv € V se tiene
(afp) !
Jult(a(p))e] ™!
)v[t(a(w))w] = -1

v o= t(p)a(pv
a(a(t(y)
()

)

‘6

)
)

(V)¢

(a
((OHP
dy(

:LQ
@‘6‘6

Q

Entonces, se sigue que ;fdt(a( e = Id 6, equivalentemente, (t o a)(p)p € Ker(levd).
Por la Proposicién 2.26 se tiene que (a ©))p = (aot)(p)p € K*. Ahora, aplicando «

se tiene
at(a(p))ale) = tle)a(e)
= t(p)(aot)(t(p))
= N(t(y))

y como el anti-automorfismo ¢ conserva IB(V, @), se sigue que N(p) € K*, Vo € ]B(V, Q).
Finalmente, sean ¢, 1 € P(V, Q). Entonces

N(py) = -

e - (toa)(py)

e - (toa)(y) - (toa)(p)
eN () (toa)(p)

= N(p)N(¥)

con lo que N es un homomorfismo de ]5(V, Q) en K*. [l

Corolario 2.29 La transformacion ZZiSO :V — V, donde ¢ € IB(V, Q) conserva la forma
cuadrdtica Q). Asi existe un homomorfismo

Ad: P(V,Q) — O(V,Q)

Demostracion:
Veamos que N(a(p)) = N(y).

N(ap) = oz(wia ®)

[

22
ASERS)
Q

=
\g\/
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Tomando

vV ={veV:Q(v) #0} C P(V,Q)
siveV” .
N(Ady(v)) = N(a(p))N(@)N(p™)

= NEQW)N(p)!

= Q(v)
es decir, EZZgD conserva las longitudes de los elementos de longitud no nula. Ademas ;l\ZlWl o
Ady, = id = Ady, o Ad,-1; es decir, Ady,(V*) = V* y por tanto Ad, deja invariante el
conjunto de vectores de longitud no nula; es decir, Ad, es Q-ortogonal. O

Por otra parte, teniendo en cuenta que P(V,Q) C ﬁ(V, Q), donde P(V, Q) por defini-
cién estd dado por

PWV,Q))={vi-...-v, € Cl(V,Q) : v1,...,v, conjunto finito de elementos de V'}

entonces la representacién adjunta retorcida nos induce el homomorfismo

(2.4) Adipwg . PV,Q) — O(V.Q)
V9i+eo. Up > Advl.m,w = p(@l) 0...0 p(vr)
donde ( |
o gq(we
pelw) =w =270

es la reflexién con respecto al hiperplano ortogonal a v, v=.

Por tanto, la imagen de P(V,Q) por Ad es exactamente el grupo generado por las
reflexiones, y aplicando el Teorema 2.24 resulta que es el grupo O(V, Q). Asi se deduce
que el homomorfismo

:4\Zi|p(v,Q) : P(V,Q) — O(V,Q)

es sobreyectivo.
Ahora bien, se puede considerar el grupo SP(V,Q) = P(V,Q) N CI°(V,Q) vy, puesto
que V es de dimensién finita, el grupo ortogonal

SO(V,Q) ={g € O(V,Q) : det(g) = 1}

Del Teorema 2.24 también se deduce que el homomorfismo A?q SP(V,Q) : SP(V,Q) —
SO(V, Q) es sobreyectivo. Para demostrar esto veamos que det(p,) = —1 para cualquier
v € V. Tomando una base {v1,...,v,} tal que v1 = vy Q(v,v;) = 0,Vi > 2, se obtiene
directamente a partir de la definicién que p,(v1) = —v1 y py(vj) = vj,5 > 2 y por tanto
det(py) = —1 como querfamos demostrar. Es decir, por el Teorema 2.24 se tiene que

SOV, Q) = {puy 0+ pu, : Q1) # 0 y 1 es par}
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Entonces por la definicién de P(V, Q) se tiene SP(V,Q) = {vi - ... - v, € P(V,Q) :
r es par}. El cardcter sobreyectivo de ZZZ|SP(V7Q) :SP(V,Q) — SO(V, Q) se sigue inme-
diatamente de (2.4).

Volviendo ahora a los grupos Pin y Spin. Se vio que estos son grupos generados por
la esfera unitaria generalizada S = {v € V : Q(v) = £1} en V; es decir,

Pin(V,Q) ={vi-...-v, € P(V,Q) : Q(v) = £1}

y
Spin(V,Q) ={v1-... v, € Pin(V,Q) : r es par}

Ahora cabe preguntarse si el homomorfismo Ad restringido a Pin(V,Q) y Spin(V,Q) es
sobreyectivo en los grupos O(V, Q) y en SO(V, Q) respectivamente. Plantearse esto tiene
sentido ya que se comprueba facilmente que ps, = p, para cualquier escalar nonulot € Ky
por tanto es posible normalizar cualquier v € V* para tener @)-longitud £1. Por supuesto,
como @ es cuadratico, Q(tv) = t2Q(v), y la ecuacién t2Q(v) = 41 podria o no ser resoluble
en un cuerpo K general. En nuestro caso particular, que estamos considerando K =R 6 C,
dicha ecuacion es trivialmente resoluble.

Teorema 2.30 Sean V' un espacio vectorial finito dimensional sobre K=R ¢ C, y Q) una
forma cuadrdtica no degenerada en V. Entonces existen las sigutentes sucesiones exactas
cortas:

Ad
=

0 — {-1,1} — Spin(V, Q) SoV,Q) —1

0 — {£1,£/71} — Pin(V,Q) 2% 0V,Q) —1
Demostracion: -
Se puede suponer que ¢ =v1 -... v, € P(V,Q) y ¢ € Ker(Ad). Entonces ¢ € K* por
la Proposicién 2.26, y por ser ¢?> = N(¢) = N(vy)-...- N(v,) = +1. Esto establece el

nicleo en ambos casos. El caracter sobreyectivo del homomorfismo se sigue del Teorema
2.24 y del hecho de que p, = pg, por lo que cualquier vector v € V* puede normalizarse
para tener Q-longitud 1. O

Teorema 2.31

1. Paran >2,Spin(V,Q) es un grupo conexo.

2. SV =R" conn >3y Q es el producto interior usual, entonces Spin(V,Q) es

simplemente conexo y Adspinv,g) @ Spin(V,Q) — SO(V,Q) es el recubrimiento
universal del grupo SO(V,Q).
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Demostracion:

1. Puesto que la aplicacién @| Spin(vV,Q) : Spin(n) — SO(n) es sobreyectiva verificando

ker(;lvd‘ spin(v,Q)) = {—1,1}, es suficiente con encontrar un camino que conecte el
elemento (—1) € Spin(n) con el elemento neutro 1 € Spin(n). En el caso n # 2 uno
puede construir el camino:

g: [0,1] — Spin(n)
t —  B(t) = {q(ez2, e2) — q(e1, e1)[1 + cos(nt)]} — sin(wt)eres

Obviamente se tiene que 3(0) = 1y que 5(1) = —1. El hecho de que 5(t) C Spin(n)
se debe a que [(t) se puede expresar como:

B(t) = [cos(%t)el + sin(%t)eQ] . [cos(%t)el — sin(%t)eg]

2. Se verd aqui un esquema de la demostracién, para més detalles consultar [15]. Se
considera la accién estdandar del grupo Spin(n) sobre la esfera S™ dada por x -
v = zvr~!. Dicha accién es transitiva por serlo la accién de SO(n) sobre S™ y
ser levd‘ Spin(v,Q) una aplicacién sobreyectiva. Ademds su estabilizador es el grupo
Spin(n — 1). Se obtiene asi la siguiente fibracién

Spin(n — 1) — Spin(n) — S™.
De donde, haciendo uso de la teoria de homotopia se obtiene la siguiente sucesion
m1(Spin(n — 1)) — m(Spin(n)) — 71 (S™).
Como 71(S™1) = 0 para n > 3 se obtiene la aplicacién sobreyectiva
m1(Spin(n — 1)) — m (Spin(n)).
Finalmente, como Spin(3) & SU(2) = S? se concluye la demostracion.
O

En lo sucesivo se analizard el caso particular en que Q(z) = ||z||*> de R usual. El
objetivo ahora es describir el dlgebra de Clifford del grupo Spin(n).

Proposicién 2.32 [11, pag. 18]
1. El subespacio vectorial mg C Cl(n)
my = Lin{eej : 1 <i<j<n}

dotado con el conmutador
[z, y] = 2y —ya
es un dlgebra de Lie que coincide con el dlgebra de Lie del grupo Spin(n) C Cl(n).
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2. Sio: Clln) — End(W) es una representacion (real o compleja) del dlgebra de
Clifford y
| Spin(n) : Spin(n) — Aut(W)

el homomorfismo de grupos definido por la restriccion, entonces su diferencial
(J|Spin(n)>* :5pin(n) =mg — End(W)
estd dada por la formula (0|spin(n))« = Ojm,-

Demostracion:

1. Puesto que el grupo Spin(n) es un subgrupo de Lie de C1*(n), Spin(n) C Cl*(n),
para describir el dlgebra de Lie mg basta determinar el espacio tangente a Spin(n)
en su elemento neutro, 71 (Spin(n)) C Cl(n). Para ello sea B(t) = x1(t) - ... - xom(t)
un camino en Spin(n), siendo z;(t) € S*~1,Vi, y B(0) = 1. El vector tangente a 3
en 0, 5'(0), viene dado por la expresién

dg . dzy dxom
Veamos que %(0) € m(2). Puesto que 5(0) = 1 resulta
dxrq 1y dry
W(O) cxy(0) = E(O) -21(0)
Ahora bien, como z1(t) - x1(t) = —1 resulta que
drq dxq
E(O) - 21(0) + 21(0) - E(O)

y haciendo uso de la ecuacién (2.1) se tiene que “1(0) y 21(0) son vectores ortogo-
nales. Asf el primer sumando de /3'(0) pertenece a my ya que al ser ortogonales en el
producto no van a aparecer sumandos en e; - e con i = j. Para el segundo sumando

se tiene
21(0)%2(0)25 ' (0)27 1 (0) = —21(0)%2(0)a2(0)x7 " (0)
= —{z1(0) - Z2(0)2 ' (0)} - {x1(0)w2(0)21 " (0)}

Igualmente %22 (0) y x5 son vectores perpendiculares. Los vectores z1(0)- %2 (0)z; ' (0)

y 21(0)z2(0)z;*(0) también lo son, y por lo tanto el segundo sumando de 3'(0)

también estd en m(2). Procediendo de forma andloga para el resto de sumandos de

5'(0) se tiene que '(0) € ma.

Ahora bien,

n(n —1)
2

Por lo que los dos espacios tienen que coincidir.

dimpg(mg) = = dim(SO(n)) = dim(Spin(n))
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2. Se sigue directamente de la teoria general. Sea f: H — G entre dos grupos de Lie
y sea fy : h — g su diferencial, que es con la tnica aplicacion con la que el diagrama

f*

—_

) g
e:vpl lexp
e

es conmutativo como homomorfismo de algebras de Lie. Pero en nuestro caso el
diagrama

my —2 > End(W)

ea:pl \Lea:p

Spin(n) —7= Aut(W)

conmuta, porque o : Cl(n) — End(W) es un homomorfismo de dlgebras.

Corolario 2.33 La aplicacion exponencial estd dada por

exp: mg — Spin(n)

x =  exrp(r)= Z e

il
1=0

Una vez que se tiene identificada el dlgebra de Lie de Spin(n) se calcula la diferencial
del recubrimiento universal de SO(n):

Ad, : spin(n) — so(n).

Teorema 2.34 [23, pag. 42] El isomorfismo de dlgebras de Lie ;4\(/1* inducido por la re-

presentacion adjunta estd dado explicitamente sobre los elementos bdsicos {e; - ej},_. por

1<j
@*(ei . 6j> = QEI']'

donde E;; denota la matriz con un -1 en la posicion (ij) y un 1 en la (ji), dichas matrices
generan el dlgebra de Lie de so(n). En consecuencia, para v,w € R"

~ -1

Ad, (vAw)= %[v,w]

donde el factor i es un factor importante para las aplicaciones geométricas
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Demostracion:
Se considera la curva

Y(t) = cos(t) + sen(t)e; - e; C Spin(n)

Dicha curva verifica que v(0) = 1, 7/ (0) = e; - e;, 7~ 1(t) = cos(t) — sen(t)e; - e, v 1(0) = 1
y (771)(0) = —ei - e
Por tanto, se tiene que calcular

—~ d — d
Ad.(€; - €5) = &[Ad(’V(t))]tzo = —[Ad(v(?))]e=0
ya que las aplicaciones Ad y Ad coinciden sobre Spin(n).

Para calcular esto basta aplicarla a un vector x € R™. Como A(vy(t))z = v(t)zy ()
resulta que

;Ei*(ei-ej)(x) = €-€ -T—T-e- € =
= e-e-x+ (e -r+2(e,x))e; =
ei-ej-r+e-x-e;+2(e,x)e;
ei-ej-r—e-ej-r—2(e,x)e;
= QEU

i+ 2 <617 >ej =

La segunda de las igualdades propuestas se deduce de la relacion

1 1 1
qlenel = glei-ej—ej-e) = geive

O

Si ahora se vuelve un poco hacia atras, el hecho de que Spin(n) C Cl(n) C CI¢(n) LN
End(A,) permite definir la siguiente representacién del grupo Spin(n)

P = knspinn Spin(n) — Aut(Ay)

que se denomina la representacién espinorial del grupo Spin(n).
A continuacién se demostrara que dicha representacién es inyectiva, pero para ello se
debe tener en cuenta que

Lema 21 .35

Ad (SO(n)) = Spin(n)
Demostracion:
Sea a : Cl(n) — Cl(n) la involucién del dlgebra de Clifford que define la descomposicién
Cl(n) = CI°(n) ® CI'. Vv € R* a(z) = —v, por lo que si = vy - ... - v; resulta que
a(vy ... vy) = (=1)"v1 - ... - vy,; de donde si ||v;|| = 1Vi se tiene que z € Spin(n) < n

es par. Por otra parte, A\Zl(x) = Ad(vy)o...o0 ;4\21(1)”) es la superposicién de n reflexiones,
por lo que Ad € SO(n) si y sélo si n es par. O
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Proposicién 2.36 [11, pag. 20] La representacion espinorial es una representacion in-
yectiva del grupo Spin(n).

Demostracion:

Se distinguen dos casos en la demostracién. Por una parte si n = 2k se vio anteriormente
que Cl¢(n) = End(A,,) por lo que el resultado es trivial. No obstante, en el caso en el que
n = 2k + 1 el razonamiento no es tan directo. Como espacios vectoriales Agg 1 = Agg, de
donde GI(Agx+1) = GI(Agy) obteniéndose asi el diagrama conmutativo

Spin(2k) el Gl(Aagg)

| |
P2k41

Spin(2k + 1) — GI(A2k + 1)

donde la aplicacién i : Spin(2k) — Spin(2k + 1) representa la inclusién natural.

Por ser el diagrama conmutativo se deduce que el subgrupo normal H := Ker(¢og+1)
es tal que H Ni(Spin(2k)) = H N Spin(2k) = {E}, donde E es el elemento neutro del
grupo Spin(2k).

Sea h € H y sean A, B € SO(2k + 1). Por ser Ad - Spin(2k + 1) — SO(2k + 1)
sobreyectiva han de existir a,b € Spin(2k + 1) tales que @(a) =Ay Xgl(b) = B. Resulta
entonces que

AAd(h)B = Ad(a)Ad(h)Ab(b)
= Ad(ahb)
Ad(h)
donde i/ € H por ser H un subgrupo normal. Es decir, el subgrupo A\Zl(H ) es un subgrupo
normal de SO(2k + 1).

Ademas se verifica que ZEZ(H ) N SO(2k) = {Id} ya que en caso contrario existiria al
menos un elemento h € H tal que Z{Vd(h) € SO(2k) con lo que resultaria h € ;(d_l(SO(?k))
= Spin(2k) lo cual, como se vio, no puede suceder.

Por otra parte, si A € ZEZ(H ) € SO(2k + 1) su polinomio caracteristico tiene grado
impar, por lo que ha de existir un vector unitario v € R?**! tal que A(v) = v. Es decir,
existe un elemento B € SO(2k + 1) para el cual

BAB™! € SO(2k)

Ahora bien, como @(H) es un subgrupo normal resulta que BAB™! € ZEZ(H) N SO(2k)
de donde ha de ser BAB™! = E.

Se tienen por tanto dos posibilidades para el subgrupo H, o bien H = {E} o bien
H = {—E,E}. Pero como —F € Spin(2k + 1) es tal que —FE ¢ Ker(pak+1) se obtiene
finalmente que H = {E}. O






Capitulo 3

Estructuras espin sobre variedades

La Geometria Spin tiene sus raices en la segunda década del siglo XX con el descubri-
miento de los espinores en 1913 por parte de Cartan cuando estudiaba la teoria de las
representaciones del grupo ortogonal. Seguidamente adquirieron un papel muy relevante
en la Fisica por su relacién con las matrices de Pauli y la teoria relativista de Dirac para el
estudio del spin del electrén. El objetivo de este capitulo es hacer una pequena introduccién
a esta geometria y a algunos de los conceptos que en ella se utilizan, como por ejemplo al de
variedad espinorial, al de fibrado espinorial y al de derivada espinorial entre otros. También
se realiza un breve estudio del operador de Dirac, el cual juega un papel fundamental en
la Fisica. Finalmente se adaptan todos estos conceptos y operadores definidos en general
al caso particular en el que las variedades objeto de estudio sean espacios homogéneos.

3.1. Estructuras espinoriales

El concepto de estructura espinorial se puede definir de forma general sobre un fibrado
principal P(M,p, SO(n)) = Pso(n)M cualquiera de la siguiente forma

Definicién 3.1 Una estructura espinorial sobre el fibrado principal P(M,p,SO(n)) es un
par (Q(M, q, Spin(n)), ) donde:

» Q(M,q, Spin(n)) es un fibrado principal,

m ¢:Q — P es un recubrimiento de dos hojas para el cual el diagrama

Q x Spin(n) ——Q
AN

$xAd @ M

7

P x SO(n) ——=P

49
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conmuta.

El punto - de las flechas horizontales representa la accion del grupo Spin(n) o del
grupo SO(n) segun corresponda en cada caso.

No obstante, y a pesar de este caracter general, historicamente para definir el concepto
de estructura espinorial es habitual partir de un fibrado vectorial sobre una variedad
diferenciable. Sea m : E — M un fibrado vectorial n-dimensional sobre la variedad M
dotado de una estructura de Riemann; es decir, en cada punto de la variedad se tiene
un producto interior definido positivo sobre la fibra y que varia diferenciablemente. Es
conocido que este tipo de estructuras siempre existen. También se supone que dicho fibrado
es orientable; es decir, que existe una orientacién definida continuamente sobre las fibras,
hecho que no siempre ocurre.

La existencia de una estructura de Riemann sobre F es equivalente a la existencia de
una reduccién de su fibrado principal de las referencias a un fibrado de las referencias
ortonormales PoF; y la eleccién de una orientacion es equivalente a la eleccién de un
SO(n)-fibrado principal, Psom)E C PoE.

Haciendo uso del homomorfismo Ad : Spin(n) — SO(n) visto en el capitulo anterior
se puede establecer la siguiente definicion:

Definicion 3.2 Una estructura espinorial sobre E es un fibrado principal con grupo de
estructura Spin(n), Pspinm)E, junto con un recubrimiento universal de dos hojas

¢ : PSpm(n)E — PSO(n)E
tal que ¢(p - x) = p(p)Ad(x), ¥p € Pspin(nyE y Va € Spin(n).

De esta forma se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Spin(n) Ad SO(n)
Zo
PSpin(n)E PSO(n)E

Teorema 3.3 Sea E un fibrado vectorial orientado; es decir, tal que su primera clase
de Stiefel-Whitney es cero, wi(E) = 0, sobre una variedad M. Una estructura espinorial
sobre E existe si y solo si su sequnda clase de Stiefel-Whitney, wa(E), es nula. Si E es un
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fibrado vectorial 2n-dimensional induce un fibrado vectorial complejo n-dimensional, Ec,
en cuyo caso es un hecho conocido que se verifica

wo(E) = c1(Ec)(mod 2).

donde c1(Ec) es la primera clase de Chern de Ec.

3.2. Variedades espinoriales

Una vez analizados todos los conceptos anteriores se tienen los elementos necesarios
para el estudio de las variedades espinoriales.

Definicion 3.4 Una variedad espinorial es una variedad de Riemann orientable y cuyo
fibrado vectorial TM estd dotado de una estructura espinorial. Es decir, sea (M™,g) una
variedad de Riemann n-dimensional orientable y sea P(M,p, SO(n)) el fibrado de todas sus
SO(n)-referencias. Una estructura espinorial de (M",g) es un par (Q(M, q, Spin(n)), ¢)
donde Q(M, q, Spin(n)) es un Spin(n)-fibrado principal y ¢ : Q — P es una aplicacion
sobreyectiva tal que el diagrama

Q x Spin(n) —= Q
$x Ad ¢ M

P xS0O(n)——P
es conmutativo.

Se definen las clases de Stiefel-Whitney w;(M) de una variedad M como las clases de
Stiefel-Whitney de su fibrado tangente T'M.

Teorema 3.5 Una variedad de Riemann orientable M admite una estructura espinorial
st y solo st su sequnda clase de Stiefel-Whitney es cero.

3.3. Fibrado espinorial, derivada espinorial y curvatura es-
pinorial

Se considera ahora el espacio vectorial de los espinores de Dirac, A,,. Como se vio en el
capitulo anterior el grupo Spin(n) actia mediante la representacién espinorial sobre dicho
espacio vectorial, por lo que es posible definir el fibrado vectorial complejo

S:=0Q X Spin(n) A,
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asociado al fibrado principal Q(M, ¢, Spin(n)). Dicho fibrado vectorial S se denomina el
fibrado espinorial de (M, g). Sea I'(S) el conjunto de secciones diferenciables del fibrado
S = Q Xspin(n) An, a los elementos ¢ € I'(S) se les denomina campo espinorial sobre
(M, g). En el caso de que la dimensién de M sea par, n = 2m, el fibrado espinorial S se
divide en dos subfibrados S = S* @ S~ dados por

Si =Q X Spin(n) Ay

n

los cuales se denominan la parte positiva y parte negativa de S respectivamente.

La conexién de Levi-Civita VM sobre (M, g) define una derivada covariante V° en el
fibrado S

VS:T(S) — T(TM ® S)

llamada derivada espinorial. Localmente, V° estd dada por la férmula

(31) VIO =XW) 4ty Y wu(Xe ey

1<k<i<n

donde wyi(-) = g(VMey, ¢;) son las formas de conexién de VM con respecto a la base
local ortonormal {e1,...,e,} de TM. Para el caso de dimensién par la derivada espinorial
respeta las partes positivas y negativas del fibrado espinorial S.

Proposicién 3.6 [6, pag. 16] La derivada espinorial verifica las siguientes igualdades:
L X{W,0) = (V¥ 0) + (4, VX
2. V(Y ) =VHY -+ Y - V3o
% Viw ) = V¥w v +w- Vi

donde X,Y son campos de vectores, w es una k—forma y ¥, @ son campos espinoriales
sobre M.

Asociada a esta derivada covariante se define el tensor curvatura espinorial
RY: X(M)x X(M) — End(S)
como
S (G
RY: X(M)xX(M) — i) b

S
(X,Y) = RUX)Y)(W) = VIViY - ViVIY — Vixyd.
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Es posible relacionar dicho tensor R%(X,Y’) con el tensor de curvatura de la conexién
de Levi-Civita de (M", g). Se considera localmente el tensor de curvatura de (M™, g) como
el homomorfismo de fibrados

R: X(M)xX(M) — A2M

(ei,ej) — R(ei,ej) = ZRM’MGZ Nef
k<l
donde {e1,...,e,} es una base ortonormal del fibrado tangente, R;ji = g(RM (e, ej)ek, €er)
son las componentes del tensor curvatura RM de (M™,g) y (e}, ..., e) es la base dual de

la base ortonormal anterior. Entonces segin [6, pag. 16] haciendo uso de la ecuacién (3.1)
y de la definicién del tensor curvatura para la derivada espinorial V' se obtiene que

(3.2) RY(X,Y ) = %R(X,Y) )

donde el £ viene motivado por el isomorfismo Ad, : spin(n) — so(n).
Ademas, si ahora se define el homomorfismo
Ric: TM — TM
o n
X — Rie(X):=) Ric(X, ep)ex
k=1

Aplicando la ecuacién (3.2) y la primera identidad de Bianchi para el tensor curvatura
RM de (M™, g) sucesivas veces, se obtiene

(3.3) I — S Rie(X) -

3.4. Espinores de Killing

Definicién 3.7 Un campo espinor ¢ € I'(S) se llama espinor de Killing asociado al
numero de killing B € C si se verifica la ecuacion diferencial

Vxi=BX -9
para todo campo de vectores X sobre M.

Se denotard por K(M™, g)p el espacio de todos los espinores de Killing de (M", g)
asociados al nimero de Killing B.

Teorema 3.8 [6, pag. 31] Sea (M™,g) una variedad espinorial conexa con un espinor
de Killing no trivial ¢ € R(M"™,g)p. Entonces (M™,g) es una variedad Einstein con
curvatura escalar

R =4n(n —1)B2
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Demostracion:
n

n
Sean X = Z Nie;eY = Z,uiei € X(M) y sea v € R(M™, g)p un espinor de Killing no
i=1 i=1
trivial; es decir, V$9 = BX -9,V X € X(M). Asf

RS(X,Y)) = VXV - VEVRY = Vg0
= V3(BY -¢) = V§(BX -¢) = B[X,Y] - ¢
= VxBY -9+ BY V3¢ —~VyBX -y — BXV{y - B[X,Y] ¢
= B(VxY - VyX — [X,Y]) ¢+ B(Y - V31 — X - V50)
0
= B(Y - (BX-¢)—X(BY -v))
B> (YX — XY)-9)
= 2B2(YX +¢g(X,Y) 1)

donde la ultima de las igualdades se obtiene aplicando la condicién de las algebras de

Clifford.
Ahora bien, de la igualdad (3.3) se sigue

Ric(X)p = -2 ep- R9(X, e))
k=1

= =2 s (2B%(s X 4+ g(X,51))) -
k=1

= —4B*Y ey (en- X +g(Xep)) -4
k=1

= —4BX) (er-ern)X + > en- g(X )y

k=1 k=1
= —ABY(-nX + ) g(X,er)er)y
k=1
= —4B*(-nX + X)) = —4B*(-n+1)X -9
= 4B*(n—-1)X -9

pero como % no se anula en ningiin punto se tiene que:

Ric(X) =4B%*(n — 1)X
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De donde .
Ric(X,Y) = Ric(X, Z [i€;)
=1

= > pi(Rie(X));
=1

= 4B%*(n—1) Z)\iui
=1
= 4B%(n—1)g(X,Y)

Con lo que (M™, g) es una variedad Eisntein de curvatura escalar constante
R =4B%*n(n —1)
O

Es decir, si se quiere comprobar si sobre una variedad existen espinores de Killing
no triviales lo primero que ha de comprobarse es que la variedad estd dotada de una
métrica con la que es una variedad Einstein. También se concluye de este teorema que
si 3¢ € RK(M", g)p entonces B ha de ser un numero real o imaginario puro. Cuando
B € R — {0} decimos que 1 es un espinor de Killing real; si B € iR — {0} decimos que
1 es un espinor de Killing imaginario y si B = 0, se dice que ¥ es un campo espinor
V¥ —paralelo.

3.5. El operador de Dirac
Definicién 3.9 Sea (M™,g) una variedad de Riemann espinorial con fibrado espinor S.
El operador de Dirac de (M™,g) es el operador diferencial de primer orden

D :T(S) —TI'(S)

que localmente puede expresarse como

k=1

siendo {e1, ..., en} una base ortonormal de (M™,g).

Teorema 3.10 [6, pag. 21] Sea (M",g) una variedad de Riemann espinorial compacta
con curvatura escalar positiva, R > 0. Entonces

1. El primer autovalor positivo y el primer autovalor negativo,Ay y A_, del operador
de Dirac verifican la siguiente acotacion

1 [Ron
> 2,/ 22
el 25y o=

donde Ry es el minimo de la curvatura escalar.
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| R | R
2. Si los wvalores extremos +§ On —= Onl son autovalores de D y i es el
n —

correspondiente auto-espinor, entonces Y Uemﬁcan las ecuaciones diferenciales

1| Ry B
Vxy— = U X P =0

respectivamente, para todos los campos de vectores X € X(M).

Reciprocamente, si 1) es un espinor de Killing asociado al niimero de Killing B, por la
ecuacion

V= BX -1, 0#£BEeR X € X(M)

resulta que

Dy = Zsz (Vs, - 9)

= —an
. 9 R .
y, como por el Teorema 3.8 se tiene B* = —— | resulta la igualdad
dn(n — 1)
1 / nR
Dy = +—
b =5y v

3.6. Estructuras espinoriales sobre espacios homogéneos

En el caso particular de que la variedad de Riemann con la que se desea trabajar sea
un espacio homogéneo es posible expresar, haciendo uso de la representacién de isotropia,
todos estos conceptos generales mediante nuevas expresiones en las que intervienen solo
las herramientas propias de este tipo de espacios. De hecho se vera que las estructuras
espinoriales de un espacio homogéneo M = G/H pueden ser caracterizadas por los levan-
tamientos de dicha representacion de isotropia.

Sea M = G/H un espacio homogéneo reductivo orientado de dimensién n donde G es
conexo, compacto y simplemente conexo y H un subgrupo cerrado y conexo. Por tanto
existe una descomposicién del algebra de Lie de G, g, dada por g =h @ m siendo h el
algebra de Lie de H y m un subespacio complementario de h Adp-invariante. Se supone
también que la métrica de Riemann corresponde a un producto interior Adg-invariante
sobre m.
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La proyeccién 7 : G — M en el espacio cociente induce un isomorfismo 7, : m — T, M
donde o es la imagen por 7 del elemento neutro de G, 0o = w(e) = eH = H. Por ser G conexo
laaccion T : G x G/H — G/H dada por T(g,¢'h) = ¢'gH conserva la orientacién, por lo
tanto la imagen de la representacién de isotropia « esta contenida en SO(T,M) ~ SO(m).
Ademés, para cada g € G la accién T induce el difeomorfismo T, : G/H — G/H dado
por Ty(¢’H) =T(9,9'H) = g¢'H.

Tomando una base ortonormal orientada positiva b, = (X1,...,X,) de m, las exten-
siones invariantes a la izquierda de los X; sobre G se denotan con las mismas letras. Se
escribird b, = (X1,...,Xp) = (mX1,...,mX,) para la correspondiente base de Ty M
donde gH es un punto genérico de M. Como se vio en el primer capitulo, la eleccién de esta
base permite considerar la representacién de isotropia o como una accién en m verificando

(Th)so - bo = by - a(R).

Lema 3.11 /4] El fibrado principal SO(M) de las referencias ortonormales orientadas de
T M puede identificarse con G x4 SO(n); es decir, con el conjunto de clases de equivalencia
[9, A] donde g € G, A € SO(n) y la relacion estd dada por [g, A] = [gh,a(h"Y)A],h € H.
La operacion del grupo de estructura SO(n) sobre SO(M) estd dada por [g, A] = [g, A- B].

Demostracion:
Se considera el fibrado principal Gy (G/H) y la accién inducida por la representacién de
isotropia o : H — SO(m) sobre SO(m) dada por

SO(m) A
p: H — | !
SO(m)
B ph) = p(h)(A) =a(h) Al

Haciendo uso de esta acciéon se puede definir el fibrado asociado al fibrado principal
Gu(G/H), G x, SO(m), de la forma habitual; es decir, definiendo la accién de H en
G x SO(m) por

p: {GxSOm)}xH — G xSO(m)
((9,4),h) = (gh,a(h™h) - A).

En G x SO(m) se toma la relacién de equivalencia dada por

/ g = g/h
(9,A) ~ (¢',B) & 3h € H tal que { A=a(h-))B
por lo que se tiene el espacio cociente G X, SO(m) ~ G x SHO(m) donde

l9, A] = {(gh,a(h"1)A) : h € H}.



58 3 Estructuras espin sobre variedades

Ademas también es posible considerar este fibrado como un fibrado principal con grupo
estructural SO(n) definiendo la accién por la derecha

{G %oy SO(m)} x SO(m) — G xq SO(m)
([gh a(h~HA], B) = [gh,a(h™!)AB]

Queda comprobar que este fibrado principal es equivalente al SO(n)-fibrado principal de
las referencias ortogonales orientadas. Para ello se toma la aplicacion

0: Gx80m) — SO(M) .
(gvA) = Q(g,A) = (Tg)*o'bo - A

cuya inducida en el espacio cociente estd bien definida; es decir, si tomamos otro repre-
sentante de la clase de equivalencia [gh, a(h™!)A] resulta que

[gh,a(h"HA] —  (Tyn)sobocr(h™ 1)A
= (Ty)« E i) xoboa(h™1) A
= (Ty)sobocr(R)a(h™")A
= (Tg)*ob
Reciprocamente, si B € SO(M )gp; es decir, si es un elemento perteneciente a la fibra

en el punto gH, existird un tnico elemento C' € SO(m) tal que (T,).b,C = B. Se define
la aplicacién

o
A.

o SO(M) — G X4 SO(m)
B = (Tg)*ogoc = [9,C]

y se prueba finalmente de forma directa que p y p’ son inversas entre si. O

Obsérvese que en dicha demostracién la identificacion depende directamente de la
eleccién de bg.

Lema 3.12 [/] El conjunto de levantamientos o' de la representacidn de isotropia o
estd en correspondencia 1-1 con el conjunto de estructuras espinoriales sobre M.

Demostracion:

Sea o : H — Spin(n) un levantamiento del homomorfismo de grupos de Lie «; es decir,
un homomorfismo tal que el diagrama

Spin(n)

i

H—%-50(n)

es conmutativo.
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Siguiendo los pasos de la proposicién anterior se define el fibrado principal Spin, (M) =
G X Spin(n) cuyo grupo estructural en este caso es el grupo Spin(n) y cuya accién por
la derecha estd dada por
Sping (M) x Spin(n) — Sping (M)
(lg, A1], A2) = g, A1 A

Se define la aplicacién ¢ por

@i Sping(M) — SOM)
[ga A] = [9760 ’ Ad(A)]

que es una aplicacién de recubrimiento (de dos hojas) con la que resulta conmutativo el
diagrama
Sping (M) x Spin(n) —— Sping (M)

.

<p><f4?l ® M

e

SO(M)

SO(M) x SO(n)

resultando asi que Spin, (M) es una estructura espinorial sobre M.

Reciprocamente, si se supone que se tiene definida una estructura espinorial sobre
M, Spin(M), es posible definir a partir de ella un levantamiento de la representacién de
isotropia o’ de manera que el diagrama

Spin(n)
a’ i;‘fa
H—%-S50(n)

sea conmutativo.
Por ser Spin(n) una estructura espinorial se tiene el siguiente diagrama conmutativo

Spin(M) x Spin(n) —— Spin(M)

.

<p><;l\zl ® M

e

SO(M) x SO(n) ——= SO(M)

Considerando la accion
p: GxSOM) — SO(M)
(9,4) = (g, A) = (Ty)« - A
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que es compatible con la accién de SO(n) sobre SO(M); es decir
p(g,A-B) = (Ty)«- A- B = ((Ty)«- A) - B =p(g,4) - B

ya que el producto de matrices es asociativo.

Ahora bien, como G es simplemente conexo, es posible levantar esta accién por la
izquierda a una nueva accién también por la izquierda de G sobre Spin(M), p/, de tal
forma que sea compatible con la accién de Spin(n) y de forma que el diagrama

G x Spin(M) N Spin(M)

Jiaxs |+

G x SO(M) —2—~ SO(M)

conmute.
Ademids, como H deja invariante la fibra SO(M),

p(h; Ao) — (Th)xo - Ao = 4o

también la dejard p’ para Spin(M),.

Sea b, € Spin(M), tal que (b)) = b,. Para todo h € H existe un tinico Aj, € Spin(n)
tal que p'(h, bE)) =, - Ay (ya que Spin(M) es un fibrado principal con grupo estructural
Spin(n)), definiendo o/(h) = A se comprueba facilmente que A es un homomorfismo de
grupos de Lie continuo (y por lo tanto diferenciable)

o/ (hh') = A(hh') tal que hA'b, = b, Ap
Wbl Ay = b Apry
bgAhAh/ = bloAhh/

Ahora bien, para todo h € H se tiene que

p(bp) - A’ (h) = @(by - & (h)) = (p'(h, b)) = p(h,p(D,)) = bocx(h)

yasi a = Aod/, y @ es un levantamiento de a.

Una vez visto como construir un levantamiento o’ de « a partir de una estructura
espinorial sobre M y viceversa, se puede ver que estas construcciones son inversas entre
si.

En efecto, se comienza con el levantamiento de o y se considera la estructura espi-
norial Spin, (M). Ahora se verd que aplicando la técnica anterior se obtiene un nuevo
levantamiento o” de « que coincide con /.

Sea b, = [e, £1gpin]. Entonces para todo h € H resulta que

b -a"(h) =h-b, = |h, +1spin] = e, +a/(h)] = b, - o/ (h)

y por lo tanto o = /.
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Reciprocamente, si se parte de una estructura Spin(M), entonces para la correspon-
diente o, se comprueba de forma directa que la aplicacién

e: Gx Spin(n) — Spin(M)
(g7A) = E(gaA) :p/<gab,oA)

pasa al cociente G X, Spin(n) definiendo un isomorfismo. O

Sea ¢ : Spin(n) — End(Ay,) la representacién espinorial y ¥,/ M el fibrado de espi-
nores correspondiente a la estructura espinorial Sping: (M).

Lema 3.13 [4/ Ea/M =G X poa! An

Demostracién:
Por lo visto anteriormente YoM = Sping (M) x4 A, = (G X o Spin(n)) x4 Ay. Asi, la
aplicacion
EO/M — G X poa An
g, AL, 0] = [g,0(A)v]

estd bien definida

[[gh, &/ (") A1]As, $(A1)] = [gh, ¢(c/(h™ )A1A2)¢(A51)U]
= [gh, ¢(a' (A1) A1 )]
= [gh, (¢ 0 a’) (K1) (A1)]
= [ga (Al) ]
Andlogamente
G X poa! An — EQ/M = (G X/ Spm(n)) X XM

[9,v] = [lg, 1], 0]
también esta bien definida

lgh, ($oa')(h™H)v] = [[gh, 1], é(c/(h)~1)]

= [lgh, o/ (h=H)]e (h), $(e’(h)~)v]
= [lgh, o/ (R 1)], ]
= [lg, 1], v].

Finalmente se comprueba que estas dos aplicaciones son inversas una de la otra. Por
una parte se tiene que

(g Al,v] = g, 0(A)o] = [lg, 1], 6(A)v]

y por la otra
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Corolario 3.14 Los campos de espinores 1 € T'(S) se identifican con las funciones 1 :
G — A, que verifican la condicion de invariancia

¥(gh) = (¢ o) (h " )¥(g)



Capitulo 4

Espinores de Killing sobre la
variedad B’ = Sp(2)/SU(2)

M. Berger ([7]) clasifica los espacios homogéneos Riemannianos simplemente conexos
normales de rango uno, demostrando que todos ellos son difeomorfos o bien a espacios de
Riemann simétricos compactos de rango uno o bien a uno de los dos espacios excepcionales

siguientes: B” = Sp(2)/SU(2) o B? = (SU(3) x SO(3))/Sp(2) x S* donde

1. B" := Sp(2)/SU(2), donde su(2) C sp(2) esta dado por:

.l

2. B'3:= SU(5)/H, donde el grupo H estd dado por

oo {( "‘64 o > A€ Sp(2) C SUM),z €S C c} C U4) C SU5).

0 (% )

2

o NIw

En particular H es isomorfo a (Sp(2) x S1)/{+£(id,1)}.
Posteriormente B. Wilking ([36]) demostré que este resultado era incompleto puesto que

existe una tercera excepcion
3. W7 := (SU(3) x SO(3))/U*(2), donde U®(2) es la imagen bajo el embebimiento
(t,m) : U(2) < SU(3) x SO(3) dado por la inclusién natural
A0
L(A) = < 0 detA-l > VA e SU(2)
y la proyeccién 7 : U(2) — U(2)/S* =2 SO(3), donde S' C U(2) denota el centro

de U(2). En SU(3) x SO(3) consideramos la familia de métricas bi-invariantes 1-
paramétrica g := (Bgy(3) X ABso(3)) Para A > 0, donde Bgy3) ¥ Bio(3) son las formas

63
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de Killing de su(3) y s0(3) respectivamente. La métrica inducida en el cociente V3 que
hace que la proyecciéon sea una submersiéon Riemanniana también se denotard por

gx.

En [5] Bér considera esta variedad como el espacio SO(5)/SO(3), donde la inclusién de
SO(3) € SO(5) esta inducida por la representacién de SO(3) en el espacio de dimensién
cinco de los polinomios arménicos homogéneos de grado dos en tres variables (][9], [37])
y demuestra que admite un tnico espinor de Killing. No obstante, no llega a calcular su
expresion exacta. El objetivo de este capitulo es calcular de forma explicita la expresiéon
de dicho espinor de Killing.

Para ello se considera la construccién dada por Berger para la variedad B y definida
anteriormente. No obstante, una forma mas explicita para su construccion estd dada en
los articulos de Chavel [10] y Naveira y Tarrio [29]. Un elemento del dlgebra de Lie sp(2)
del grupo simpléctico Sp(2) es una matriz antihermitica de la forma

ai a12 a13 a14

—ai2 —ai1 014 —a13
—a13 —a14 a33 as4
—ai4 a3 —az4 —ass

donde a11 y ass son nimeros imaginarios puros y el resto son niimeros complejos arbitra-

rios. Sean S;,i = 1,...,10; las matrices en sp(2) dadas por
S1: an = —axp = i,
Syt azz = —ay = i,
S3: a2 = —az = 1,
Syt a2 = a; = i,
Ss: azy = —ay3 = 1,
Se: az = a3 = i,
S7: a3 = —az1 = —ay = ag = 1,
Sg: a3 = az1 = ay = ag = I,
Sg: ayy = —ay = axy = -—azx = 1,
Sio: ey = ay = —axz = —azx = i

siendo en cada una de ellas los elementos a;; no mencionados iguales a 0. Estas matrices
generan una base para sp(2). Ahora bien, una base ortonormal para sp(2) con respecto
al producto interior (X,Y) = —%Traza(X Y) y adaptado a la descomposicién reductiva
sp(2) = m @ su(2) estd dada por las matrices

Q1 = 3(S1—3%), Q2 = \/553,

Qs = /25 Qs = %(\/555 —57)
Qs = %(\/556 —8s) Qs = §S9

Q7 = ?Sm Qs = 3(351+ 52)
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Qo = S5+§S7 Qo = 564‘@58

Ademas los vectores {Qs,Q9, @10} generan el dlgebra de Lie su(2) mientras que los

Q7, Qo] = /3/2Q3 + \/5/2Qs,
Q87 QQ] = Q107

vectores {Q1,...,Q7} son una base para m. Los corchetes [Q;,Q;] 1 < i < j < 10, estédn
dados por

(Q1, Q2] = Qs3, [Q1,Q3] = —Q2,

[Q1, Q4] = —Q5 — V6Q10 [Q1, Q5] = Qs+ V6Qq

[Q1,Q¢] = —Q7, [Q1,Q7] = Qs,

[Q1,Qs] =0, [Q1,Qo] = —V6Qs,

[Q1,Q10] = V6Qu4, [Q2, Q3] = Q1 + 3Qs

[Q2, Q4] = Qs, [Q2, Q5] = —Q7,

[Q2, Q6] = —Qu + 1/3/2Qu, [Q2,Q7] = Q5 — \/3/2Q10,

[Q2, Qs] = —3Qs, [Q2, Qo] = —/3/2Qs,

[Q2, Q0] = v/3/2Q7, [Q3,Q4] = Q7

(@3, Q5] = Qs, [Qs, Q6] = —Q5 + /3/2Q10,

[Qs3, Q7] = —Q4 + /3/2Q, [Q3, Qs] = 3Q2,

(@3, Qo] = —1/3/2Q7, [Q3, Q10] = —/3/2Qs,

[Qa4, Q5] = —Q1 + Qs [Q4, Q6] = Q2 + 1/5/2Q,

[Q4, Q7] = Q3+ \/5/2Q10, [Qa, Qs] = —Qs,

[Q4, Qo] = —/5/2Qs [Q4, Q10] = —2+/3/2Q1 — \/5/2Q7,

[Qs, Q6] = Q3 — /5/2Q10, [Qs, Q7] = —Q2 + 1/5/2Qy,

(@5, Qs] = Qu, [Qs, Qo] = 24/3/2Q1 — \/5/2Q7,

(@5, Q0] = +/5/2Qs, [Qs, Q7] = —Q1 + 2Qs,

[Qs, Qs] = —2Q7, [Qs, Qo] = \/3/2Q2 + 1/5/2Qu,

[Qs, Q1] = /3/2Q3 — \/5/2Q5,  [Q7,Qs] = 2Qs,

[ [

[ [

[

Como se puede ver en el libro de Besse ([8, pag. 203]) la variedad B” es una variedad
Eisntein con la métrica bi-invariante definida anteriormente, lo cual es una condicién
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necesaria para la existencia de espinores de killing. La curvatura escalar para esta métrica

es R =189/2.

Otra de las condiciones necesarias para la existencia de espinores de Killing es la necesi-
dad de que sobre B7 exista una estructura espinorial. Para ello, por lo visto en el Capitulo
3, se tiene que estudiar si la representacién de isotropia, o, admite un levantamiento, o,
al grupo Spin(7) tal que el diagrama

Spin(7)

i

sea conmutativo.

Ahora bien, para tener garantizado que exista dicho levantamiento basta compro-
bar que a*(m(SU(2))) C @*(m(Spin(U)), pero, como SU(2) simplemente conexo y
se estd trabajando con homomorfismos de grupos, esta condicién se verifica trivialmente.

Sea Dj;; la matriz 7 x 7 cuyos elementos son un —1 en la i-ésima fila y j-ésima columna
y 0 en el resto. Se denota a su vez por F;; = D;; — Dj; para i # j. Las matrices E;; con
i < j generan el algebra de Lie so(n) y, por lo visto en el teorema 2.34, el isomorfismo de
algebras de Lie

Ad, : spin(n) — so(n)

estd dado por ;EZ*(eiej) = 2FE;;.

La diferencial de la representacién de isotropia oy : su(2) — so(7) de Sp(2)/SU(2)
estd dada por las férmulas:

000 00 00
00 -300 00
030 00 00
a(Qs) = [ 000 0 -1 0 0
000 10 00
000 00 0 —2
000 00 20

= 3L93 + Ey5 + 2Eg7
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0 0 0 0 —/60 0
o 0 0 0 0 —y/3 0
0o 0 0 0 0 0 —/3
5
a(Qy) = o 0 0 0 0 —/3 0
v6e 0o 0 0 0 0 —\/5
0 /i o 50 0 0
0 0 \/g 0 \/5 0 0
= \/6E15+\/7E26+\[E37+\/7E46+\[E57
0 0 0 V6 0
0 0 0 0 0 g
0 0 0 0 0 —\/3 0
5
ax(Qo) = —v6 0 0 0 0 0 _\/;
5
0 0 0o 0 0 \@ 0
0 0 30 20 0

0 \[ 0 go 0
= —\fE14—\[E27+\[E36+\[E47—\[E56

Por otra parte las matrices asociadas a la conexién A : m — so(n) tienen las siguientes
expresiones:

000 O 00 0
00 -2 0 00 0
o0 0 00 o0

A@Q) = 000 0 40 0 = 1By — 1Ei;5— 3Es
000 —-200 0
000 O 00 3
000 0 0 —3 0
0 0300 0 0
0 0000 0 0
-2 0000 0 O

A@2) = |0 0000 -2 0]| = -iB3+LiE6-31E
o 0000 0 1%

0O 00 30 0 0
0 000 -2 0 0
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0 -3 0000 O
10 0000 O
00 0000 O
AMQs) = oo 0000 -3 | = 1Bo+iEn+ibs
00 000 —5 0
00 00 30 0
00 043500 0
00 0 0-200
00 0 00 30
o0 0 00 0 3
AQy) = |00 0 00 00 | = 3E5—3Ex—3Esy
10 0 00 00
0 -3 0 00 00
00 —-1o00 00
0 00 o000
o 00 000 -2
0 00 00110
AQs) = | =3 00 000 0 — 1B+ 1By — LBy
0 00 0000
0 0 -2 000 0
0 30 0000
0000 0 0 -2
000 —3 0 00
0000 -1o00
AQ) = [0 3 00 0 00 = 1B+ 1By +1Es;
000 0 00
0000 0 00
1000 0 00
0o 0 00 0 30
0 0 00 400
0 0 0 —3 00 0
AQr) = 0 0 50 000 = —31Ei5— 3Ex5 + 3Es4
0 -3 00 000
-0 00 000
0O 0 00 000

Para la dimensién 7 el C-isomorfismo &, : Cl°(7) — End(Ay7), como se vio en el
capitulo anterior, puede realizarse tomando en A; ~ C® la base obtenida mediante los
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1 1
vectores uy = i yua=1 ) Sean:

u(£1752)£3) = Ug ® Ugy ® Ugs, fl ==+1

10 i 0 0 i 0 —i
e=(o1) oo 5) (D) (0 0)

las matrices de Pauli. Aplicando la Proposicién 2.11 resulta

kn(el) = E®E®gla kn(€2> = E®E®927
kn(es) = E®qaoeT, kn(es) = E®geT,
kn(es) = g @T®T, kn(es) = g2@T®T,
knler) = —iT®T®T,
y como CI¢(7) esté generada multiplicativamente por los vectores ey, ...,er € R”, el iso-

morfismo k,, estd completamente descrito. Ademaés, como

g1(uy1) = du_i, g1(u-1) = dugr,
g2(uy1) = u_q, g2(u_1) = —ugq,
T(uy1) = —ugpr,  T(u1) = wu_g,

la accién de k&, sobre los u(&1,&2,&3) se calcula de forma inmediata.

Usando una ordenacién para los u(1,£2,&3) se obtiene la siguiente base para los espi-
nores de A7

Ar= < {u(l,1,1),u(l,~1,-1),u(-1,1,—1),u(-1,—1,1),
w(l,1,-1),u(l,—-1,1),u(-1,1,1),u(-1,—-1,-1)} > .

para la cual los elementos k,(e;) estan descritos por las matrices

kn(el) =

OO O SO OO o
OO SO OO oo
O =S OO0 OO oo
SO OO0 oo oo

OO OO O oo
SO OO oo =Oo
OO OO o =Oo 0o
OO OO o oo
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-1 0 0 0

0 O

0

—1

0 0
0

0
0

0
0

00

-1 0 0 O

0

0

0

- 0 0 O
00

0

00 O

—1

0
0

0 00T1PO0
00100
00 00O

0
0
0
0

-1
0
0
0

0
0

-1
-1 0 0 0 0 O
0

0
0

0 00O

00 00O
01000

—1

10 000

0 0

—1

0 0

]{Zn(65)



71

00000 0 —10
00000 0 0 —1
0000 10 0 0
00000 —-10 0
Fnles) = L 00100 0 0 o
00010 0 0 0
10000 0 0 0
01000 0 0 O
0 0 0 0000
0 —i 0 0 0000
0 0 — 0 0000
0 0 0 —i 0000
Fnler) =10 0 0 0 i 000
0 0 0 0 034 00
0O 0 0 0 00 i 0
0 0 0 0 00 0 i

Ahora se analiza el operador de Dirac para esta variedad.

Proposicién 4.1 En el espacio Einstein (B, g) el operador de Dirac tiene el autovalor
1 /nR _ 21
2\ n—1 " 14

Demostracion:
Como se vio en el capitulo anterior, se identifican las secciones del fibrado espinorial
S = Sp(2) X goq A7 con las funciones ¢ : Sp(2) — A7 que verifican la relacién

(4.1) p(gh) = (¢ o a)(h™)p(g), Vg € 5p(2),h € SU(2)

A continuacién se prueba que para i = 8,9,10 los homomorfismos (¢ o @,)(Q;) €
End(Ay) se anulan simultdneamente y de forma tinica para el espinor

v =(-1,0,1,0,0,—1,0,1).
Procediendo caso por caso se tiene

1. ¢=8
(po@)(Qs) = 30{3ezes + eaes + 2eper}

|
o = O Ow\wow‘go
SO O O OM\N-OM‘g:
S O O =y Owis O
S O = O Oy Ol

Ol Oplw = © © O
Oy OvIs. © © = O

Nls. Oy @ © = © O
pjg ONls. © © © O =
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de donde

ker {(¢ 0 @.)(@s)} =< {(~1,0,1,0,0,-1,0,1), (0, -1,0,1,-1,0,1,0)} >

2.1=9
(pod)(Qo) = 3¢{V6eres+ \/%6266 + \/%6367 + \/%6466 + \/%6567}
0 0 b—a & 0 a —c 0
0 0 c at+b —a 0 0 —c
a—>b —c 0 0 c 0 0 —a
_ —c —-a-b 0 0 0 c a
N 0 a —c 0 0 0 —a—b ¢
—a 0 0 —c 0 0 c a—>b
c 0 0 —a a+b —c 0 0
0 c a 0 —c b-—a 0 0
siendo a = % %,b:%\/éyc:%\/g.
de donde

ker {(¢ o as)(Qo)} =< {(-1,0,1,0,0,—1,0,1), (0,1, —2\/37 1, 1,2\/§7 1,0)} >.

3.1=10
(poa)(Qio) = 3d{—Vberes— \/§6267 + \/§63€6 + \/§e4e7 — \/§€566}
—-b 2a 0 —-a a b 0 0
2a —-b a 0 b —a 0 0
0 a b —2a 0 0 —a —b
1 —a 0 20 b 0 0 -b a
T 21l a b 0 0 b —2a 0 —a
b a 0 0 —2a —=b «a 0
0 0 —-a —-b 0 a b 2a
0 0 -b a —a 0 2a b
siendoa:\/gyb: \/g
De donde

- 9 5
ker{(¢oa*)(Q10)} =< (_1707 170707 _1707 1)’ (_2\/;’ _1707 _17 17 _2\/;’ 170) >

Por tanto, para todo @; € su(2) se tiene

(¢0a)(Qi)[¢] =0
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y, como SU(2) es conexo, se puede afirmar que para todo h € SU(2)
(poa)(h vl =y

Asi, la propiedad de invariancia (4.1) se verifica trivialmente para la funcién constante
¢ : Sp(2) — A7 dada por p(z) = v, y ¥ define una seccién constante en el fibrado
espinorial S = Sp(2) X goa A7.

Ademads, para tales funciones, el operador de Dirac estd dado por la férmula

7
Dy = Z Fa(@)[Q1(9) + (60 1) (Q)) ()]

siendo Q;(¢) la derivada de ¢ en la direccién del campo de vectores generado por @);. Asf,
para las secciones constantes su expresiéon se reduce a la férmula:

7

Dp = ka(Q))1(¢ 0 1)(Q)) ()]

=1

Aplicando esta expresién al espinor constante ¢ = (—1,0,1,0,0,—1,0,1)

21
~1 -1 ~2
0 0 0
21
1 . 1 4
0 ~ 0 0
Dl [=2eenieeden| , |I=],
J=1 21
—1 -1 -2
0 0
21
1 1 e
donde
(¢ (e} A)(el) = %¢(%€263 — %6465 - %6667)
0 —-30 5 0 0 4 0
-3 0 I 0 ' () 0 0 T
T B
_ |z 0 -0 0 § 0 0
o 0 3 0 0 -3 0 4
00 0 -t 4 o0
i 00 0 0 7 0 —3
o f o o i 0o -1
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((;3 o) A)(GG) = %(]5(%6167 -+ %6264 + %6365)
1 1 1
(il é (l) 0 ! 0 * (il 8 8
0“1 1 o o -1y
Lot 210 0 0 o -2
=1t 0 o0 o 1 o -t
0 L o o -1g L1 o
1 1 4
o 0 § 0 0 -0 1
o o o 3 + o -1o
(po K)(e7) = %(15(—%6166 — %6265 + %6364)
L0 -0 00 00
0 -7 0 0 0 0 0 0
-5 0 7 0 0 0 0 0
_ 0 0 0 -3 00 0 0
0 0 0 0 7 0 0 0
0 0 0 0 0 -7 0 3
0 0 0 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 5 0 —g%
Asi A = % es un autovalor del operador de Dirac. [l
Ademas, dicho autovalor verifica la igualdad dada en el teorema 3.10, % = +% %.

Ahora, aplicando el Teorema 3.8 se sigue que % es un espinor de Killing asociado al niimero

de Killing B = —3 /7oty = — 5.







Bibliografia

Agricola, Ilka. Connections on naturally reductive spaces, their Dirac operator and
homogeneous models in string theory, Commun. Math. Phys. 232 (2003), 535-563.

Arvanitoyeorgos, Andreas. An introduction to Lie Groups and the Geometry of Homo-
geneous Spaces , Student Mathematical Library, volumen 22, American Mathematical
Society, 2003.

Arvanitoyeorgos, Andreas. Geometry of flag manifolds, Int. J. Geom. Methods Mod.
Phys. 3 (2006), 957-974.

Bér, Christian. The Dirac operator on homogeneous spaces and its spectrum on 3-
dimensional lens spaces, Arch. Math 59 (1992), 65-79.

Bér, Christian. Real Killing spinors and holonomy, Commun. Math. Phys. 154 (1993),
509-521.

Baum, H., Friedrich, T., Grunewald, R. y Kath, I. Twistors and Killing spinors on
Riemannian manifolds, Teubner-Text, 1990.

Berger, M. Les variétés riemanniennes homogenes normales simplement connexes a
courbure strictement positive, Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa 15 (1961), 179-246.

Besse, Arthur L. Einstein Manifolds, Springer- Verlag, 1987

Bryant, Robert L. Metrics with exceptional holonomy, The Ann. of Math. 126 (1987),
525-576.

Chavel, Isaac. On normal Riemannian homogeneous spaces of rank one, Bull. Amer.
Math. Soc. 73 (1967), 477-481.

Friedrich, Thomas. Dirac operators in Riemannian Geometry, Graduate Studies in
Mathematics, volumen 25, American Mathematical Society, 2000.

Friedrich, Thomas. y Grunewald, Ralf. On the first eigenvalue of the Dirac operator
on 6-dimensional manifolds, Ann. Global Anal. Geom. 3 (1985), 265-273.

77



78

Bibliografia

[13]

[14]

[15]

[16]

Friedrich, Thomas y Kath, Ines. 7-Dimensional compact Riemannian manifolds with
Killing spinors, Commun. Math. Phys. 133 (1990), 543-561.

M. Gadea, Pedro y A. Oubina, José. Reductive Homogeneous Pseudo-Riemannian
Manifolds, Monatshefte fiir Mathematik, 1997.

Gallier, Jean H. Clifford algebras, Clifford groups, and a generalization of the quater-
nions: the Pin and Spin groups, Recurso de internet 2007.

Gavino Fernandez, Sandra. Clasificacién do tensor de curvatura é longo de xeodésicas
e circulos en variedades de Walker, Publicaciones del departamento de Geometria y
Topologia, Univerisdad de Santiago de Compostela, 2009.

Gray, Alfred. Lie Groups, No publicado.

Grunewald, Ralf. Six-dimensional Riemannian manifolds with a real Killing spinor,
Ann. Global Anal. Geom 8 (1990), 43-59.

Helgasson, Sigurdur. Differential geometry, Lie groups, and symmetric spaces, Aca-
demic Press, 1978.

Hermann, Robert. Lie groups for physicists, Mathematical Physics Monograph series,
1996.

Ikeda, A. Formally self adjointness for the Dirac operator on homogeneous spaces,
Osaka J. of Math. 12 (1975), 173-185.

Kobayasi, S. y Nomizu, K. Foundations of Differential Geometry, Volumen I y II,
Interscience Publishers, 1969

Lawson, H. B. y Michelsohn, M. L. Spin Geometry, Princeton University press, 1989.
Lee, John M. Riemannian Manifolds. An Introduction to Curvature, Springer, 1997.

Lounesto, Pretti. Clifford Algebras and Spinors, London Mathematical Society, Lec-
tures Note series 239, Cambridge University Press, 1997.

Milnor, John. Spin structures on manifolds, LEnsez'gnement Mathématique 1X (1963),
198-203.

Milnor, John W. y Stasheff, James D. Characteristics Classes, Annals of Mathematics
Studies, Princeton University Press, 1974.

Montesdeoca, Angel. Apuntes de introduccién a las variedades de Riemann, Recurso
de Internet 1992.

Naveira, A. M. y Tarrio, A. A method for the resolution of the Jacobi equation
Y” 4+ RY = 0 on the manifold Sp(2)/SU(2), Monatsh. Math. 154, (2008) 231-246.



Bibliografia 79

[30]

[31]

32]

33]

[34]

Pereira Sdez, Maria José. Aplicacién traza, transformacién de Cayley y categoria
LS de los grupos de Lie clasicos, Publicaciones del departamento de Geometria y
Topologia, Universidad de Santiago de Compostela, 2008.

Poor, Walter A. Differential Geometric Structures, McGraw-Hill Book Company,
1981.

Ramirez Ferndndez, Antonio J., Clasificacién de los espacios homogéneos natural-
mente reductivos: Ejemplos. Conexion caracteristica, Departamento de Geometria y
Topologia Facultad de Ciencias Matemdticas, Universidad de Valencia, 1977.

Roldén Lépez de Hierro, Antonio. Hipersuperficies y operador de Dirac Tesis doctoral,
2003.

Slebarski, Stephen. The Dirac operator on homogeneous spaces and representations
of reductive Lie groups I, Ame. Journal of Math. 109 (1987), 283-301.

Warner, Frank W. Foundations of differentiable manifolds and Lie Groups, Editorial
Series of 1. M. Singer, Massachusetts Institute of Technology, 1971.

Wilking, Burkhard. The normal homogeneous space (SU(3) x SO(3))/U®(2) has po-
sitive sectional curvature, Pro. of the Ame. Math. Society 127 (1999), 1191-1194.

Wolff, Joseph A. The geometry and structure of isotropy and irreducible homogeneous
spaces, Acta Math. 152 (1984), n°. 1-2, 141-142.






Publicaciones del departamento de Geometria y Topologia

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

107

108

A. RODRIGUEZ FERNANDEZ Cohomolozia das foliacions riemannianas con follas den-
sas. Cohomoloxia de Alexander-Spanier de foliacions compactas Hausdorff. Tesina de Licen-
ciatura (2001) ISBN: 84-89390-12-6

M. FERNANDEZ LOPEZ Resultados de descomposicion asociados d ecuacion de Mabius.
Tese de Doutoramento (2002) ISBN: 84-89390-13-4

J.C. DIAZ RAMOS Curvaturas totais de esferas zeodésicas. Tesifia de Licenciatura (2002)
ISBN: 84-89390-14-2

M. F. GONZALEZ LAZARO Resolucién de singularidades en acciones polares. DEA (2003)
ISBN: 84-89390-16-9

A. SOTELO ARMESTO EI grupo de difeomorfismos del espacio de hojas de una foliacion de
Lie desde el punto de vistas difeoldgico. Tesina de Licenciatura (2003) ISBN: 84-89390-15-0

M. BROZOS VAZQUEZ Variedades semi-riemannianas con tensor de curvatura especial.
Tesina de Licenciatura (2003) ISBN: 84-89390-18-5

J.C. DIAZ RAMOS Caracterizacion de variedades riemannianas mediante curvaturas es-
calares totais de esferas zeodésicas. DEA (2003) ISBN: 84-89390-17-7

M.T. PEREZ LOPEZ Campos de vectores harménicos-Killing. Tese de Doutoramento (2003)
ISBN: 84-89390-19-3

I. GARCIA RAMIREZ Aplicacion de las formulas de Bochner al estudio de variedades
4-dimensionales doblemente casi-hermiticas. DEA (2003) ISBN: 84-89390-20-7

A. MARTIN MENDEZ /flgebms de Lie graduadas y estructuras de seqgundo orden asoctadas.
Tese de Doutoramento (2004) ISBN: 84-89390-21-5

M. BROZOS VAZQUEZ Propiedades conformes de productos deformados. DEA (2004)
ISBN: 84-89390-22-3

J.C. DIAZ RAMOS Geometric consequences of intrisic and extrinsic curvature conditions.
Tese de Doutoramento (2006) ISBN: 84-89390-23-1

P. GONZALEZ SEQUEIROS A dindmica dos mosaicos de Robinson. Tesifia de Licenciatura
(2006) ISBN: 84-89390-24-X

E. CALVINO LOUZAO Variedades de Osserman e Ivanov-Petrova en dimensién cuatro.
DEA (2007) ISBN 978-84-89390-25-6



109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

M. BROZOS VAZQUEZ Geometric consequences of algebraic conditions on curvature ope-
rators. Tese de Doutoramento (2007) ISBN 978-84-89390-26-3

M. PEREZ FERNANDEZ DE CORDOBA Nimero de ramificacion de un pseudogrupo.
DEA (2007) ISBN 978-84-89390-27-0

P. GONZALEZ SEQUEIROS A dindmica dos mosaicos euclidianos. DEA (2007) ISBN 84-
89390-28-7

ALVARO LOZANO ROJO Dindmica transversa de laminaciones definidas por grafos repe-
titivos. Tese de Doutoramento (2008) ISBN 978-84-89390-29-4

M. J. PEREIRA SAEZ Aplicacién traza, transformacion de Cayley y categoria LS de los
grupos de Lie cldsicos. DEA (2008) ISBN 978-84-89390-30-0

S. VILARINO FERNANDEZ Nuevas aportaciones al estudio de los formalismos k-simplécti-
co y k-cosimpléctico. Tese de Doutoramento (2009) ISBN 978-84-89390-31-7

S. GABINO FERNANDEZ Estudo do tensor de curvatura 6 longo de zeodésicas e circulos
en variedades de Walker. DEA (2009) ISBN 978-84-89390-32-4

C. MENINO COTON Categoria LS en espacios medibles foliados con medida transversa
invariante. DEA (2010) ISBN 978-84-89390-33-1

A. A. CORTES AYASO Métricas de Walker: estructura simpléctica das variedades de Os-
serman. DEA (2010) ISBN 978-84-89390-34-8

M. DOMINGUEZ VAZQUEZ Hipersuperficies con curvaturas principais constantes nos es-
pazos prozectivo e hiperbdlico complexos. DEA (2010) ISBN 978-84-89390-35-5











