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Introduccion

La categoria de Lusternik y Schnirelmann de un espacio topologico X es el me-
nor entero n tal que X puede ser recubierto por n + 1 abiertos contractiles en X
(abiertos categdricos). El primero en la lista de problemas de la teoria de invariantes
homotépicos numéricos de T. Ganea es “calcular la categoria de variedades fami-
liares: variedades de Stiefel, grupos de Lie, etc.” [26]. La pregunta de Ganea es de
1970 y, sin embargo, atin no se ha podido responder completamente pues los avan-
ces son lentos y dificiles. La dificultad del calculo directo ha tratado de paliarse
introduciendo diferentes técnicas y aproximaciones algebraicas.

El objetivo inicial de la presente Memoria era calcular de modo sencillo la ca-
tegoria de Lusternik-Schnirelmann de algunos grupos de Lie clésicos. Uno de los
primeros métodos con los que nos encontramos al introducirnos en el estudio de
este invariante topoldgico para dichos grupos fue el que utilizé W. Singhof en 1975
para calcular la categoria del grupo unitario U(n) [76, 77]. Este autor obtiene un
recubrimiento explicito formado por n abiertos categéricos. Considera abiertos del
tipo €2(z) formados por la matrices complejas n x n tales que A — z[ es inversible,
donde z € C es un complejo de norma 1 y prueba que sus componentes conexas son
contractiles utilizando la aplicacién exponencial. Una adaptacién de este método ha
sido utilizada en 2008 por M. Mimura y K. Sugata [61] para calcular la categoria de
los espacios simétricos SU(n)/SO(n) y SU(2n)/Sp(n).

La principal dificultad al tratar de extender el método de Singhof al grupo
simpléctico Sp(n) radica en que, en el contexto cuaternionico, la condiciéon “A — A\
no es inversible” no guarda ninguna relacién con los autovalores por la derecha de la
matriz A. Un examen mas detallado de esta cuestion muestra que hay que distinguir
entre autovalores por la derecha y por la izquierda, y que la condicién anterior es
equivalente por definicion a estos tltimos. Otra dificultad es que la condicion de ser
inversible en el caso complejo depende del determinante, nociéon que, como veremos,
es dificil de generalizar en el caso cuaterniénico. Este hecho ha sido el que nos mo-
vio a interesarnos en los autovalores por la izquierda de las matrices cuaternionicas.
Al comenzar a trabajar con el dlgebra lineal cuaterniénica, observamos que el estu-
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dio de autovalores por la derecha estd completamente establecido mientras que los
autovalores por la izquierda estan muy poco estudiados. No se sabe cuantos auto-
valores por la izquierda puede tener una matriz cuaterniénica de orden n ni cémo
calcularlos. Los tnicos resultados importantes conocidos hasta el momento son un
teorema de 1985 de R.M.W. Wood [90], segin el cual toda matriz cuaterniénica tie-
ne al menos un autovalor por la izquierda, y el estudio de las matrices de orden dos
que hicieron en el ano 2001 L. Huang y W. So [33]. Estos autores prueban que una
matriz cuaterniénica de orden dos puede tener uno, dos o infinitos autovalores por
la izquierda. Nosotros daremos una nueva demostracion basandonos en un método
introducido en 2006 por De Leo et al. [54] para resolver ecuaciones cuadraticas uni-
laterales. Adaptando estos resultados a Sp(2) hemos obtenido una caracterizacién
de las matrices simplécticas de orden dos con infinitos autovalores. Haciendo uso de
este resultado comprobamos que el método de Singhof no es eficaz para este grupo
pues nunca podremos obtener un recubrimiento categorico formado por menos de
cinco abiertos del tipo (), aunque cat(Sp(2)) = 3.

Por otra parte, el trabajo de Huang y So es un estudio caso por caso de naturaleza
algebraica y dificil de generalizar para matrices de orden n > 3. Aunque no es el
tema central de esta Memoria, proponemos una aproximacion diferente construyendo
una funcién caracteristica p para las matrices cuaterniénicas tal que las raices de
la ecuacién p(A) = 0 son los autovalores por la izquierda de la matriz. En general,
esta p no es un polinomio sino una funcién racional a partir de la cual haremos
un estudio topoldgico del espectro por la izquierda de las matrices de orden dos y
parcialmente para las de orden tres, calculando su diferencial y aplicando la teoria
del grado. En principio, este nuevo método se podria generalizar de modo més
sencillo a 6rdenes superiores. Ademas, esta funcién caracteristica verifica el teorema
de Cayley-Hamilton, es decir, la extension natural de p a las matrices cumple que

pa(A) =0.

Para demostrar que los conjuntos €2(z) C U(n) son contréactiles, W. Singhof
utilizaba la aplicacion exponencial. Esto lleva consigo la dificultad de tener que
escoger una rama del logaritmo para hacer la inversa. De hecho, ni siquiera queda
claro si los abiertos son conexos, por lo que habla de sus componentes conexas.
Asimismo, viendo la demostracién de Mimura y Sugata [61], observamos que no hay
una manera elegante de pasar a los espacios homogéneos mas sencillos, que son los
espacios simétricos. En el estudio que proponemos aqui, la idea para probar que ese
tipo de abiertos son contractiles consiste en utilizar la transformacién de Cayley,
procedimiento que puede generalizarse de modo natural a los espacios simétricos.
Esta transformacion es clésica y fue definida por Cayley en 1846. Esta definida en
el abierto 0 C M, x,(K) formado por las matrices tales que I + X es inversible y
viene dada por ¢(X) = ﬁ—ﬁ Ademds cumple que ¢® = id. Nosotros la generalizamos
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a la transformacién

ca(X) = c(A*X) A,

definida en el abierto Q(A) C M, (K) de las matrices X tales que A + X es
inversible. De este modo podemos recubrir el grupo por abiertos contractiles. La
principal propiedad de cada cy4 serd que establece un difeomorfismo entre Q(A) NG
y el espacio tangente T'4«G. Con estas herramientas daremos una demostraciéon més
sencilla del resultado de Singhof para U(n). Ademds, extenderemos estos resultados
a los espacios simétricos comprobando que todas las construcciones son compatibles
con el llamado modelo Cartan, y obteniendo asi abiertos contractiles en espacios
simétricos. En particular esto nos permitira calcular de manera sencilla la categoria

de U(n)/O(n) y U(2n)/Sp(n).

Para dar cotas de la categoria de Sp(n) recurriremos al estudio de las funciones
altura. Recordemos que en una variedad compacta la categoria LS (mds uno) es una
cota inferior para el nimero de puntos criticos de cualquier funcién diferenciable. A
grandes rasgos, esto se debe a que el flujo del gradiente determina, para cada punto
critico, un abierto categérico. En el contexto de los grupos de Lie y espacios simétri-
cos las funciones que han sido mas estudiadas son las de Bott-Morse. Esto se debe a
que tienen una expresion sencilla, hy(A) = RTr(X A). En particular, H. Kadzisa y
M. Mimura [50] trabajan con estas funciones en SU(n)/SO(n)y SU(2n)/Sp(n) para
determinar la longitud en conos de estos espacios. Lo que nosotros hemos obtenido
es una simplificacién del estudio de las funciones de Bott-Morse. En efecto, obte-
nemos que el flujo del gradiente de estas funciones puede integrarse en los espacios
simétricos utilizando otra vez la transformacion de Cayley. En particular, esto nos
permite dar cartas locales para el conjunto de puntos criticos, ya que dado un punto
critico A de una funcién altura h! en el espacio simétrico M, la transformacién de
Cayley generalizada establece un difeomorfismo entre el nicleo del operador hes-
siano, que es un espacio vectorial al que llamaremos S™(A), y el conjunto de puntos
criticos X(hY) NQ(A) en un entorno de A. De ahf nuestro interés en establecer una
teoria lo mas general posible de las funciones altura en el modelo de Cartan de un
espacio simétrico ya que los resultados conocidos hasta el momento se refieren sélo
a estudios caso por caso.

Aunque hemos obtenido muchos resultados, nuestro enfoque deja igualmente una
serie de problemas interesantes abiertos. En el ambito del algebra lineal es necesario
desarrollar una teoria general de autovalores por la izquierda y funciones carac-
teristicas. En espacios simétricos, la teoria de la descomposicién polar generalizada
permitira caracterizar de modo general las funciones altura que son de Morse. Por
ultimo, la continuacién natural del trabajo sera intentar aplicar nuestro método de
Cayley para calcular la categoria LS de las Grassmannianas y variedades de Stiefel.
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Contenidos

Hemos estructurado la memoria en dos grandes bloques. En el primero de ellos
recogemos los preliminares que nos han parecido necesarios para poder establecer
los resultados del resto del trabajo.

Preliminares

Algebra lineal cuaterniénica. FEl Capitulo 1 lo dedicamos al dlgebra lineal cua-
ternionica por la derecha, recogiendo en él las principales herramientas que necesi-
taremos a lo largo de la Memoria.

Las dificultades mayores que encontramos en este ambito son la ausencia de de-
terminante y la distincién entre autovalores por la derecha y por la izquierda. Se dice
que un cuaternio ¢ € H es un autovalor por la derecha de la matriz M € M,,,,(H)
si existe algun v € H", v # 0 tal que Mv = vq. Su calculo es sencillo, de hecho,
los autovalores por la derecha de una matriz cuaternionica M de orden n no son
mas que los cuaternios similares a los autovalores complejos de su forma compleja
(M) € Mapxon(C). Asi, el espectro de M por la derecha, o,.(M), estard formado a
los sumo por n clases de similitud. Un problema es que los autovectores asociados a
un autovalor por la derecha no forman un subespacio vectorial pero atin asi, el com-
portamiento es analogo al caso complejo. J.L. Brenner generaliza el lema de Schur a
Mxn(H) en [4] y asi obtenemos que las matrices normales se pueden diagonalizar.
Ademas, F. Zhang extiende al caso cuaternionico algunas descomposiciones matri-
ciales como son la descomposicién polar y la SVD en [92]. Estos resultados nos seran
de gran utilidad a la hora de caracterizar las funciones altura en un grupo de Lie
que son de Morse y simplificar el estudio de estas mismas funciones restringidas al
modelo de Cartan de un espacio simétrico clasico.

Ha habido varios intentos de extender la idea de determinante al ambito cua-
terniénico, tarea complicada debido a la no conmutatividad de los cuaternios [1].
De hecho, no es posible adaptar completamente este concepto a H; si se trata de
extender este funcional multiplicativo de modo que coincida con el determinante
usual sobre R y C se observa que necesariamente tendra que tomar valores reales.
Nos detendremos especialmente en el determinante de Study y su relacion con otros
determinantes pues sera una herramienta imprescindible para construir una funcién
caracteristica para las matrices cuaternioénicas y para probar de forma sencilla que
los conjuntos de Cayley son abiertos. Se define como Sdet(M) = (detc(c(M))Y/?,
con lo que toma valores reales y extiende el mdédulo del determinante usual. Su
comportamiento es bastante similar al del determinante complejo; enunciamos sus
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principales propiedades en la Subseccion 1.2.1. Entre los posibles determinantes cua-
terniénicos destacan los quasideterminantes, introducidos en 1992 por I.M. Gelfand
y V.S. Retakh en [28]. En realidad, la teorfa que establecen estos autores no se
reduce a H sino que trabajan en el ambito de matrices con entradas en un anillo
de divisiéon. Como ejemplo de la relacion entre la teoria de Gelfand y Retakh y el
determinante de Study generalizamos en la Subseccion 1.2.5 la llamada identidad
de Jacobi.

Nuestro interés en el estudio del algebra cuaternionica se debe a que buscamos
aplicar para el cdlculo de la categoria LS del grupo simpléctico Sp(n) el método que
desarrolla W. Singhof en [76, 77] para calcular la categoria del grupo unitario SU(n).
Dicho método emplea abiertos del tipo §2(z), z € C, formados por las matrices A
tales que A — zI es inversible. Sin embargo, en el caso cuaterniénico, la condicion
de que A — ¢l sea inversible no guarda ninguna relacién con los autovalores por la
derecha, sino que es equivalente a que ¢ € H no sea un autovalor por la izquierda.

A diferencia del espectro por la derecha, se sabe muy poco del espectro por la
izquierda de una matriz cuaterniénica arbitraria. Dedicamos la Seccién 1.3 a los
resultados conocidos en este ambito. Diremos que un cuaternio A € H es un au-
tovalor por la izquierda de M € M, (H) si existe algtiin vector no nulo v € H"
tal que Av = Av. En 1985, R.M.W. Wood demostré, usando métodos homotdpicos,
que cualquier matriz cuaternionica tiene al menos un autovalor en este sentido [90].
Esta vez, el conjunto de los autovectores asociados a un autovalor por la izquierda
si forman un subespacio vectorial. Ademds, el espectro por la izquierda o;(M) es
compacto, aunque no necesariamente finito, ya que en cuanto al nimero de auto-
valores tenemos un resultado de L. Huang y W. So de 2001 [33] segtn el cual una
matriz M € Msyo(H) puede tener uno, dos o infinitos autovalores. Asimismo, uno
de estos autores, W. So, hizo en 2005 un estudio caso por caso de las matrices 3 x 3
cuaternionicas obteniendo para cada caso diferentes polinomios cuyas raices son los
autovalores por la izquierda [79].

Parece natural que para calcular autovalores cuaternionicos sea necesario saber
hallar las raices de algiin tipo de funcién caracteristica. Pero ni siquiera esto es tarea
facil para los polinomios cuaterniénicos. Por ahora sélo se ha probado la extension
del teorema fundamental del dlgebra a los polinomios cuaterniénicos bilaterales con
un unico término de mayor grado [14] y sabemos que no puede verificarse para cual-
quier polinomio cuaterniénico ya que, por ejemplo, z"a — ax™ — 1 es un polinomio
que no tiene ninguna raiz en H. Recogemos en la Subsecciéon 1.4.2 el método que
desarrollaron L. Huang y W. So [34] para hallar las raices de un polinomio cuater-
niénico ménico unilateral del tipo 22 + bz + ¢; lo utilizan para poder calcular los
autovalores de las matrices 2 x 2.
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La definicién de autovalor por la izquierda es equivalente a que Sdet(M —\I) = 0.
Es precisamente esta propiedad la que nos dara la clave para construir una funcién
caracteristica p y estudiar el espectro por la izquierda ya que al calcular la diferen-
cial de la funcion caracteristica obtenemos ecuaciones lineales cuaterniénicas. En el
caso de orden 2 la diferencial es del tipo ecuacion de Sylvester, ax + 3 = =, por
lo que recogemos en la Subseccién 1.5.1 el modo de resolverla y en 1.5.2 el méto-
do de D. Janovskd y G. Opfer [46] para discutirla. Generalizamos este método en
la Subseccién 1.5.3 para adaptarlo a la situacién de la linealizacién de la funcién
caracteristica en orden 3.

Espacios simétricos. Daremos una vision general de los espacios simétricos en
el Capitulo 2, deteniéndonos un poco mas en la estructura del modelo de Cartan,
en el cual construiremos abiertos categoricos.

Un espacio simétrico Riemanniano puede pensarse como una variedad diferencia-
ble tal que en cada punto la inversion geodésica es una simetria. Desde un punto de
vista més global, un espacio simétrico es un G-espacio homogéneo GG/H para algin
grupo de Lie G, tal que el estabilizador H de un punto es un subgrupo abierto del
conjunto de puntos fijos de una involucién o: G — G. Esta definicion incluye tanto
los espacios globalmente simétricos Riemannianos como los pseudo-Riemannianos y
los dotados simplemente de una conexién afin.

Desde un punto de vista geométrico, los espacios localmente simétricos se carac-
terizan porque la conexién es sin torsion y la curvatura es paralela.

Si a cada “par simétrico” (G, K, o) le asociamos el “par” (g, b, s) formado por
sus algebras de Lie y el morfismo inducido tenemos el espacio globalmente simétrico
descrito algebraicamente. En esta interpretacién algebraica se basé E. Cartan para
establecer la clasificacion de los posibles espacios simétricos Riemannianos irreduci-
bles compactos de tipo clasico que recogemos en la Tabla de la pagina 35.

Una herramienta que ha mostrado ser muy 1til a la hora de estudiar funciones
de Morse en espacios simétricos (veanse, por ejemplo, los trabajos de S. Ramanujam
[69] o H. Kadzisa y M. Mimura [49]) es el modelo de Cartan. Nos permite embeber
el espacio simétrico G/K = M en el grupo G al interpretar la variedad M = {h €
G: h=go(g)~', g € G} como una subvariedad de G, de hecho la componente conexa
del neutro de N = {g € G: 0(g9) = g~ '}. Este modo de trabajar con un espacio
simétrico sera imprescindible para establecer la carta local del Teorema 6.2.1.

Funciones de Morse. La teoria de Morse proporciona técnicas que permiten
analizar de modo eficiente la estructura homotépica de una variedad diferenciable
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estudiando las propiedades de determinadas funciones diferenciables sobre esa varie-
dad. Nos permite encontrar la estructura celular de un CW-complejo [60] y obtener
informacién sobre su cohomologia [12].

Como puede verse en los trabajos de T. Frankel [23] y S. Ramanujam [69], las
funciones de este tipo que se han considerado clasicamente en los grupos de Lie y
espacios homogéneos han sido las funciones altura o distancia. Consideremos h la
funcion altura en relacién a un hiperplano tanto en un grupo de Lie G inmerso en un
espacio euclideo como en el modelo de Cartan de un espacio simétrico M embebido
en (. Puede probarse que, salvo desplazamientos, h es la parte real de la traza,
hx(A) = RTr(X A). Calcularemos el gradiente grad hy; esto nos permitird afirmar
que un punto A € G es critico para la funcién altura en el grupo h§ si y sélo si
X* = AX A. También obtendremos el hessiano para este tipo de puntos.

Veremos que la transformacion de Cayley permite dar una carta local del con-
junto de puntos criticos a partir del nicleo del hessiano de estas funciones. Esto es
importante porque el conjunto de puntos criticos esta relacionado con la categoria
LS de la variedad. De hecho, M. Reeken [71] prueba que cat M < cat ¥, donde X
denota el conjunto de puntos criticos de una funcién diferenciable en la variedad M.

Resultados
Transformacion de Cayley

Al comienzo del Capitulo 4 recogemos brevemente la definicién y principales
propiedades de la transformaciéon de Cayley.

La transformacién de Cayley clasica c esta definida en el abierto €2 formado por
la matrices cuyo espectro no contiene al —1. La introdujo A. Cayley en 1846 [5] como
un modo de expresar una transformacion ortogonal en coordenadas antisimétricas.
Viene dada por

¢(X) = I-X
I+X

y es involutiva. Sera de utilidad para pasar de un grupo de Lie GG a su algebra de
Lie g y viceversa.

En principio, ¢ se define en los grupos ortogonales clasicos O(n), U(n) y Sp(n).
Denotaremos por O,,(K) a estos grupos, formados por las matrices tales que AA* = [
con K =R,C 6 H. Su algebra de Lie esta formada por las matrices antihermiticas
(antisimétricas). Es sencillo comprobar que estas matrices no tienen autovalores
reales no nulos.
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Introducimos a continuacion una generalizacién de la aplicacién de Cayley que
es apropiada para obtener un recubrimiento por abiertos categoricos de los grupos
de Lie ortogonales. Viene dada por c4(X) = ¢(A*X)A* = A*c¢(X A*) y estd definida
en el abierto Q(A) C My»,(K) de las matrices X tales que A + X es inversible.
Obtenemos para esta generalizacion propiedades andlogas a las de la transformacion
cldsica ¢ (que corresponde al caso A = I). En particular veremos que la inversa de la
transformacion de Cayley c4 centrada en A es (c4)™' = ¢’. Esta propiedad resulta
particularmente interesante porque a partir de ella daremos el Teorema 4.3.2 por el
que ¢4 establece un difeomorfismo entre el abierto Q(A) N G y el espacio tangente
TaG.

En el método que proponemos en el Capitulo 8 para calcular la categoria LS,
siguiendo a W. Singhof [76, 77|, utilizaremos para recubrir el grupo abiertos del tipo
Q(A) formados por las matrices A tales que A — I es inversible. La transformacién
de Cayley generalizada c4 nos permitird probar que estos abiertos son contréctiles
en los grupos de Lie ortogonales.

Por otro lado, veremos que c4 nos permite linealizar el flujo del gradiente de las
funciones altura hx tanto en los grupos de Lie como en los espacios simétricos. Una
consecuencia es que permite dar una carta local para el conjunto de puntos criticos
modelada por el nicleo del Hessiano (ver Subseccién 6.2) .

En orden a obtener la categoria LS de los espacios simétricos nos planteamos si es
posible aplicar esta misma técnica en el a&mbito de estos espacios. Pasamos entonces
a demostrar que es posible extender la transformacién de Cayley generalizada a los
espacios simétricos, para lo que es esencial el Lema 4.4.1, que establece que para
todo elemento A de un grupo G en el que esté definido un automorfismo involutivo,
que es la restriccion de un morfismo de R-algebras, o, se verifica que

Ca(A) OO0 = 0 0Cy.

Teniendo en cuenta que el modelo de Cartan de un espacio simétrico del tipo G/ K
viene dado por M = {h € G: h = go(g)',g € G} y que el autorfismo o es
R-lineal para todos los espacios simétricos irreducibles simplemente conexos de la
clasificacién de E. Cartan, en la Subseccién 4.4.2 utilizaremos el Lema 4.4.1 para
probar que los abiertos (A)N M en el modelo de Cartan M de un espacio simétrico
son contractiles.

Funciones de Morse

En el Capitulo 6 analizaremos el comportamiento de las funciones altura hY en
el modelo de Cartan de un espacio simétrico M. S. Ramanujam establecié en [69]
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un estudio caso por caso de la funcién h; en determinados espacios homogéneos. Sin
embargo, el Lema 4.4.1 nos permitira estudiar al mismo tiempo todas las funciones
altura en los espacios simétricos.

Describiremos en primer lugar el espacio tangente Ty M y calcularemos el gra-
diente grad h¥. La dificultad a la hora de obtener el gradiente de estas funciones
altura es que, salvo en algunos casos particulares como los que recogen A.P. Dynni-
kov e I.A. Veselov en [84], el gradiente de h! no es simplemente la restricciéon a M
del gradiente de la funcién en el grupo h§. De hecho, en la Subseccién 6.2.4 desarro-
llaremos un ejemplo de una funcién para la que X (h§) N M = @) y sin embargo, esa
misma funcién altura en el modelo de Cartan si tiene puntos criticos, X (k%) # 0.

Obtendremos que

(erad ) (A) = }1 (%~ 40(%)4),

donde X = X* + o(X), expresiéon que nos permite caracterizar los puntos criticos y
comprobar que para un espacio simétrico M = G/K, A € M es un punto critico de
la funcién altura en el modelo de Cartan k%! siy solo si es un punto critico de hUG( )
(ver Teorema 6.1.7).

Calcularemos el operador Hessiano de hY en la Subseccién 6.1.3 y veremos que
la transfomacién de Cayley generalizada c4 nos permite “linealizar” el flujo del
gradiente de h}!. Para grupos de Lie y para el caso particular A = I esta idea
aparece en K. Volchenko y A. Kozachko [86]. En concreto, es posible integrar la

ecuacion diferencial del gradiente,

~

4o/ = X — ao(X)a,

convirtiéndola, mediante Cayley, en una ecuacion diferencial
B = (—1/4) (5)?,4* + A*)?ﬁ)

en el dlgebra de Lie, que es posible resolver explicitamente. Lo haremos en la Sub-
seccién 3.3.4.

Todos estos resultados unidos a que el automorfismo o es compatible con la
transformacion de Cayley generalizada c nos permitirdn dar cartas locales X (k)N
Q1 (A) para el conjunto de puntos criticos, modeladas por el nicleo del Hessiano

SMA) = {By € TaM : A* XS5 + B X A* = 0}
Con el objeto de establecer en la Seccién 5.2 la caracterizacién en un grupo de
Lie de las funciones altura que son de Morse, comprobaremos en 5.1 que para una

funcién altura hy se tiene
B(h§) = B(h§)U™,
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siendo X = US la descomposicion polar de X. Asimismo, si tenemos la descompo-
sicion en valores singulares X = UDV™, se verifica que

Y(h§) = V*B(hG)U.

Un resultado andlogo se prueba para la diagonalizacion de matrices. Ademas, es-
tas descomposiciones no sélo transforman difeomorficamente el conjunto de puntos
criticos sino que conservan el caracter no degenerado. Es por ello que los Lemas 5.1.1
y 5.1.3 y el Teorema 5.1.2 nos permiten reducir el estudio de las funciones altura hx
al caso en el que la matriz X es diagonal real no negativa.

Podemos establecer entonces el Teorema 5.1.5 que nos da la estructura del con-
junto de puntos criticos de cualquier funcién altura. Se prueba que para una matriz
arbitraria X € M,,«,(K) tal que 0 < t; < --- < t son los autovalores reales no nulos
de X X* (valores singulares de X) con multiplicidades nq, ..., ng, y ng la dimensién
de su nucleo, se tiene

Y(hS) 22 O,y (K) x B(ny) X -+ x 2(ny)

donde ng+mny+---+ny, = n. Los espacios 3(n) son uniones disjuntas de Grassman-
nianas X(n) = Gy UGY U... UG, con G = RIORCC=R Una consecuencia de este
Teorema es que una funcién altura en un grupo de Lie G, h§ es de Morse si y s6lo

si X X* tiene todos sus autovalores distintos y no nulos, resultado que es conocido.

Nos gustaria poder obtener también en el ambito de los espacios simétricos una
caracterizacion similar de las funciones altura que son de Morse. Sin embargo, el
método de reduccion a las diagonales que establecimos en el caso de grupos de Lie
no se puede extender tal cual. El problema estd en que, como el flujo del gradiente
en el modelo de Cartan M no es simplemente la restriccién a M del flujo en el grupo
G, al hacer la descomposicién polar (o la SVD) de una matriz X € M,,.,(K) ya
no tenemos por qué permanecer dentro del modelo de Cartan. La idea consistiria
en construir alguna descomposicién polar generalizada del tipo de la que proponen
autores como J.D. Lawson [56] o la de H.Z. Munthe-Kaas et al. [63]. En concreto,
estos autores consideran la descomposicion polar usual X = US de una matriz como
el resultado de tomar el subgrupo K = U(n) en un grupo mas amplio, por ejemplo
G = GL(n,C), y pensar en las matrices simétricas como una subvariedad transversa,
exactamente el modelo de Cartan del espacio simétrico G/K. Sin embargo, esta
teoria no estd suficientemente desarrollada como para garantizar en el caso general
una descomposicién X = US donde se cumpliese que o(U) = U y o(S) = S, 1o
que nos permitiria avanzar.
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Autovalores por la izquierda

Como ya hemos dicho, la posible generalizacion al caso simpléctico del método
de Singhof para calcular la categoria LS del grupo unitario requiere de un estudio
de los autovalores por la izquierda de las matrices cuaternionicas. Recogemos en el
Capitulo 7 los resultados que hemos obtenido en este tema.

En primer lugar, probaremos en la Subseccién 7.1.1 de un modo nuevo el resul-
tado de Huang y So que establece el posible niimero de autovalores por la izquierda
de una matriz 2 x 2. La demostraciéon de Huang y So estd basada en las férmulas
recogidas en la Subseccion 1.4.2 para hallar las raices de un tipo concreto de polino-
mio de grado dos, féormulas establecidas previamente por estos mismos autores. La
prueba que desarrollamos nosotros utiliza otro método para resolver ecuaciones po-
linémicas unilaterales, introducido por de Leo et al. en [54], que reduce el problema
a encontrar los autovalores por la derecha de una matriz asociada a la ecuacién a la
que llaman matriz companera; lo explicamos brevemente en esa misma Subseccion.

Utilizamos estos resultados previos para obtener en 7.1.2 una caracterizacion de
las matrices simplécticas 2 X 2 cuyo espectro por la izquierda es infinito. Tendremos
que los tinicos elementos de Sp(2) con infinitos autovalores son producto A = L,0 Ry
de una traslacién izquierda por un cuaternio unitario ¢ y de una rotacién de angulo
0 tal que senf # 0. Asimismo proporcionamos una expresion explicita para los
autovalores por la izquierda de estas matrices. A partir de esta expresién podemos
comprobar que dados cuatro cuaternios de norma 1 siempre hay matrices en Sp(2)
cuyo espectro por la izquierda los contiene. Serd precisamente este resultado el que
nos permitira mostrar en el Capitulo 8 que el método de Singhof ya no proporciona
la categoria LS en el caso del grupo Sp(2).

Como se puede observar en la Seccion 1.3, los tinicos resultados sistematicos sobre
el espectro por la izquierda conocidos hasta ahora son de naturaleza algebraica y
dificilmente generalizables a érdenes superiores a tres. El propio Wood afirma en
[90] que “desafortunadamente, no parece haber una funcién determinante adecuada
en el caso cuaterniénico para reducir el problema de los autovalores al teorema
fundamental (del dlgebra)”. Proponemos en la Seccién 7.2 utilizar el determinante
de Study para construir una funcién caracteristica en el &mbito cuaterniénico. Antes
de establecer esta teoria comentamos brevemente los principales intentos que ha
habido de extender la idea de polinomio caracteristico a My, (H). El tnico caso
que podria considerarse completamente satisfactorio es el de las matrices hermiticas,
pues tienen todos sus autovalores reales y, por tanto, conmutan con los coeficientes
de cualquier polinomio con coeficientes en H.

Recordemos que un cuaternio A es un autovalor por la izquierda de una matriz
M € M,x,(H) si y sélo si la matriz M — A es singular o, equivalentemente,

XXV



Sdet(M — M) = 0, donde Sdet es el determinante de Study. Diremos que una
aplicacién p: H — H es una funcién caracteristica para la matriz M € M., (H) si,
salvo una constante, |u(A)| = Sdet(M — AI). De este modo, A estard en el espectro
por la izquierda de M si y solo si la funcion p se anula en A. Esta idea de funcién
caracteristica generaliza el polinomio caracteristico usual en el caso complejo.

Para las matrices 2 x 2 se obtiene una funcion caracteristica polindomica que
coincide con la que propone Wood [90] (ver Def. 7.2.6). Por otro lado, los expre-
siones explicitas obtenidas para orden 3 concuerdan completamente con resultados
anteriores de So [79].

Probamos que si una matriz A de orden 3 tiene alguna entrada nula fuera de
la diagonal, entonces podemos escoger una funcion caracteristica polinémica p de
grado tres. Pero en el caso general esta p es una funcién racional con un punto de
discontinuidad al que llamaremos polo. El modo de obtener estas funciones carac-
teristicas se recoge en la Subseccion 7.2.4.

A partir de esta p y utilizando la teoria del grado realizamos en las Subseccio-
nes 7.3.3 y 7.3.4 un estudio del espectro por la izquierda. Para ello recogemos muy
brevemente en 7.3.1 las principales ideas sobre el grado topolégico de una aplicaciéon
continua y establecemos en 7.3.2 las reglas de derivacion en el &mbito no conmutati-
vo. La idea fundamental consiste en calcular la diferencial de la funcién caracteristica
[y, una vez linealizada, estudiar su rango. Pensamos que esta manera de abordar
el estudio de los autovalores sera mas facil de generalizar para las matrices de orden
n > 3.

En el caso 2 x 2 comprobaremos que p puede extenderse de manera continua
a toda la esfera S*. Asi, tendremos que p y el monomio A% son hométopas y por
tanto tienen el mismo grado topoldgico, dos. Podemos afirmar entonces que para
una matriz genérica A € Myyo(H) el espectro por la izquierda o;(M) estéd formado
exactamente por dos autovalores. Caracterizamos también los casos especiales en
los que hay uno o infinitos autovalores segun el rango de la diferencial p,; nuestros
resultados coinciden con los de Huang y So [33] pero tienen una interpretacién
geométrica clara, con lo que el estudio para las matrices 2 x 2 queda completamente
cerrado con este nuevo método.

El método que recogimos en la Subseccion 1.5.3 nos permitira ahora calcular el
rango de la diferencial pu,, para cada uno de los autovalores de una matriz de orden
3. A lo largo de 7.3.4 calcularemos cudles son las ecuaciones que se obtienen al
linealizar, tanto en el caso polinémino como en el no polinémico, y daremos algunos
ejemplos de calculo.

Aunque no guarda relacion directa con la categoria LS, una cuestién que nos
planteamos de manera natural al estudiar la funcién caracteristica p fue la posibi-
lidad de extender el teorema de Cayley-Hamilton. Aparentemente, ninguna de las
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pruebas desarrolladas en el ambito conmutativo puede adaptarse al caso cuater-
niénico. Ademads, no hay una extension obvia de una funcién cualquiera con variable
en H a las matrices M,,«,(H). Sin embargo, como nuestra funcién caracteristica
es un polinomio o una funcién racional, si podemos extenderla de modo natural.
Comprobaremos que con la extension en este sentido de las funciones definidas en
Def. 7.2.6 y 7.2.9 se verifica el teorema de Cayley-Hamilton, es decir, ps(A) = 0.
Cierran el Capitulo 7 las demostraciones correspondientes.

Categoria LS

Los resultados recogidos en los bloques anteriores los aplicaremos en el Capitulo
8 para discutir un nuevo método de obtener recubrimientos categéricos explicitos de
algunos espacios simétricos y grupos de Lie clasicos; pensamos que podria adaptarse
también a las variedades de Stiefel.

La categoria de Lusternik-Schnirelmann de un espacio topolégico X fue introdu-
cida en 1934 en el contexto del calculo de variaciones [57]. Se define como cat X = k
si k4 1 es el menor nimero de abiertos contréctiles en X (llamados abiertos ca-
tegdricos) que se necesitan para recubrir X. La definicién de abierto categdrico y
categoria de un espacio asi como sus primeras propiedades quedan recogidas en la
Seccion 8.1.

Este invariante homotdpico ha sido intensamente estudiado desde diferentes pun-
tos de vista, como puede verse, por ejemplo en los resimenes que hace I. M. James
en [43] y [44] o en el libro de O. Cornea et al. [8]. En la actualidad es un campo de
investigacion muy activo, debido a su interés y aplicaciones en temas tan diversos
como pueden ser sistemas dinamicos, topologia simpléctica, teoria de foliaciones o
complejidad topoldgica y robotica.

En una variedad diferenciable, cat X + 1 es una cota inferior para el nimero de
puntos criticos de cualquier funcién real, pues el gradiente permite asociar a cada
punto critico un abierto categérico. Por otra parte, una cota inferior (de Eilenberg)
para la categoria LS es la longitud del cup producto en cohomologia reducida (ver
Prop. 8.2.4). Pero pese a estas cotas, el cilculo de la categoria LS es, en general, muy
dificil. Como recordamos al principio de la introduccion, el primero de la famosa lista
de problemas que propone T. Ganea [26] es precisamente calcular la categoria LS de
los grupos de Lie compactos y las variedades de Stiefel. Este tema sigue siendo central
y se aborda mediante el uso de invariantes homotopicos, acotaciones cohomologicas
y otras herramientas propias del ambito de la topologia algebraica. Por ejemplo,
recientemente H. Kadzisa y M. Mimura [50] han usado el gradiente de funciones
de Bott-Morse para determinar la longitud en conos, que es una cota superior para
la categoria LS. Otros autores como N. Iwase, .M. James o W. Singhof se han
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ocupado del problema, cuya importancia ha estimulado el desarrollo de herramientas
topologicas y algebraicas.

En la Seccion 8.4 hacemos un elenco de los avances mas significativos en el
calculo de la categoria de grupos de Lie y espacios homogéneos. El método que nos
inspira es el que establecié W. Singhof en 1975 [76]. Calcul la categoria de SU(n),
dando un recubrimiento explicito por n abiertos categdricos cuya contractibilidad
probé usando la aplicacién exponencial. Para los grupos ortogonales SO(n) sélo se
conoce la categoria de los de baja dimensién. I.M. James y W. Singhof calcularon
en 1999 la categoria de SO(5) [45] y N. Iwase, M. Mimura y T. Nishimoto llegan
en 2005 hasta SO(9) [42]. La de SO(10) esté calculada también por N. Iwase, K.
Kikuchi y M. Miyauchien [38] mientras que la categoria de Spin(9) aparece en [39)].

En el caso simpléctico, el problema se presenta aun mas dificil. La categoria de
Sp(3) la calcularon por primera vez en 2002 L. Fernandez-Sudrez, A. Gémez-Tato,
J. Strom y D. Tanré en [20]; de manera independiente, N. Iwase y M. Mimura [40]
llegaron al mismo resultado con técnicas distintas y probaron que cat Sp(n) > n+2 si
n > 3. Es de destacar que desde el cdlculo de la categoria de Sp(2) por P. Schweitzer
en 1965 [74] no se habia producido ningin otro avance significativo.

Entre los resultdos recientes relativos a la categoria LS de los espacios ho-
mogéneos senalamos el de J. Korbas [53] para algunas Grasmannianas O(n)/O(k) x
O(n — k); el trabajo de T. Fukaya [24] sobre SO(n + 3)/SO(n) x SO(3) y el de T.
Nishimoto [66] sobre la categoria LS de las variedades de Stiefel O(n)/O(n — k) que
cumplan que n > 2k. A.L.Mare [59] ha calculado la categoria LS de algunas varie-
dades bandera como Sp(n)/ (U(ny) x U(ng)), n1 + -+ - + nk = n. Si nos centramos
en los espacios simétricos compactos es de destacar el trabajo de M. Mimura y K.
Sugata [61], en el que prueban por el método de Singhof que cat(U(n)/O(n)) = n
y cat(U(2n)/Sp(n)) = n. Otros casos se han resuelto usando la longitud del cup
producto, por ser variedades kahlerianas. La estructura celular de estos espacios fue
estudiada por H. Kadzisa y M. Mimura en 2008 [49]; en 2011 los mismos autores la
usan para obtener la longitud en conos de algunos casos ya conocidos [50].

Recogemos al final de esta seccién una tabla de Mimura y Sugata [61] con la
categoria LS de casi todos los espacios simétricos de tipo clasico.

Veremos en la Secciéon 8.5 que la transformacion de Cayley generalizada nos
permite obtener de un modo sencillo la categoria de U(n) usando los mismo abiertos
que Singhof.

En cuanto a la categoria de los espacios simétricos U(n)/O(n) y U(2n)/Sp(n)
el método que propusimos para U(n) es también efectivo para estos espacios. La
demostracién sigue en parte el trabajo de Mimura y Sugata [61] en el que calculan
la categoria extendiendo el método de Singhof y utilizando el modelo de Cartan de
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ambos cocientes. Pero cuando comprueban que la contraccién no se sale del modelo
de Cartan aparecen las mismas complicaciones técnicas que en Singhof. Ademas, en
el caso de U(2n)/Sp(n) parece haber una imprecisién en su demostracion, ya que la
variedad M es conexa (modelo de Cartan) mientras que N = {g € G: o(g9) =g~ '}
no lo es. De nuevo, utilizando el modelo de Cartan y la transformacion de Cayley
generalizada obtenemos rapidamente en las Subsecciones 8.6.1 y 8.7.1 abiertos ca-
tegoricos que recubren ambos espacios simétricos. Este método, mas sencillo, tiene
la ventaja de que no necesitamos construir una contracciéon en cada caso sino que,
por el Corolario 4.4.3, tenemos que los abiertos del tipo Q,,(A) son contréctiles en
el modelo de Cartan de cualquier espacio simétrico clésico.

Estudiamos a continuacién el grupo simpléctico de orden dos. Recordemos que
P. Schweitzer habia obtenido en 1965 [74] la categoria de este grupo, cat Sp(2) = 3,
pero no proporcioné un recubrimiento explicito. La teoria de Morse estudiada en
los Capitulos 3 y 6 nos permitird ahora obtener cuatro abiertos categoricos para
este grupo. En concreto, en la Subseccion 8.8.1 veremos que el conjunto de puntos
criticos de la funcién de Morse h§ con X = diag(1,2) es (h§) = {&I, £P}, donde
P = diag(—1,1), y que los cuatro abiertos asociados a estos puntos nos dan un
recubrimiento por abiertos contractiles. Este resultado completa la demostracion
abstracta dada por Schweitzer.

En un principio, pensamos que el método de autovalores de Singhof podria ex-
tenderse a los grupos simplécticos. Sin embargo, veremos en la Subseccién 8.8.2 que
ni siquiera en el caso de Sp(2) nos da la categoria. En efecto, los abiertos de Singhof
estan formados por las matrices tales que A — A es inversible y, como sabemos, esta
condicién es equivalente a que el cuaternio A no sea un autovalor por la izquierda de
la matriz A. La caracterizacién de las matrices simplécticas con infinitos autovalores
(ver Teorema 7.1.7) asi como la expresién obtenida en la Proposicién 7.1.8 para
los autovalores de este tipo de matrices nos permitieron dar en la Subseccién 7.1.2
un método para construir matrices cuyo espectro contenga unos autovalores fijados.
Asi, comprobaremos (Teorema 8.8.2) que nunca cuatro abiertos asociados a auto-
valores pueden recubrir todo Sp(2). Por otra parte, en 8.8.4 damos cinco abiertos
contractiles de este tipo que si recubren el grupo.

Los resultados obtenidos en los capitulos anteriores seran de utilidad también
para estudiar la categoria de algunos espacios simétricos con una métrica Kéhler.
La cota inferior que se usa en este caso es la longitud del cup producto [61], ya que la
existencia de una forma simpléctica no degenerada hace que sea l.c.p = dim X /2. Por
otra parte, la cota superior es también dim X /2 si el espacio es simplemente conexo.
Por ejemplo, consideremos Sp(2)/U(2). Este espacio simétrico es difeomorfo a la
Grassmaniana real SO(5)/(SO(2) x SO(3)), de dimensién 6, con lo que tenemos
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que cat(Sp(2)/U(2)) = 3. En 8.10.1 obtendremos que {Q(+11), Q2 (£E)}, donde
E = diag(i, —1), forma un recubrimiento categérico explicito del modelo de Cartan
de Sp(2)/U(2).

En el caso de Sp(3)/U(3), que también posee una estructura hermitica, la cate-
goria es cat Sp(3)/U(3) = 3(3 +1)/2 = 6. Esta vez sélo podemos proporcionar un
recubrimiento por ocho abiertos contréctiles que recubren el modelo de Cartan de
este espacio simétrico. Tanto en este caso como en el anterior la comprobacion de
que se tiene un recubrimiento utiliza las expresiones para el determinante de Study
de las matrices de orden 2 y 3 obtenidas en 7.2.3 y 7.2.4.

Otro resultado importante de este Capitulo es el siguiente. Supongamos que en
Sp(n) (andlogamente en otros grupos ortogonales) tenemos una funcién altura hx.
Sabemos que las componentes conexas del conjunto critico son de la forma

E[il, R ,Zk] = Sp(no) X Gch X - x G

11

0 S ’ij S ng,
donde G! denota la grasmmanniana

Sp(p)/(Sp(q) x Sp(p — q)).

Podemos entonces utilizar un refinamiento de la acotacién del nimero de puntos
criticos debida a Rudyak [73] para concluir que

cat Sp(n) +1 < Z (catg X[it, ..., 0] + 1).

Este resultado generaliza un teorema reciente (2009) de M. Hunziker y M.R.. Sepanski
[35] que relaciona la categoria de Sp(n) con la de las drbitas de la accién adjunta.
En efecto, éste se deduce del nuestro tomando el caso particular de la funcién h;.

Al final de la Memoria recogemos otras posibles aplicaciones, fuera del ambito de
la categoria LS, de los resultados obtenidos. La primera de ellas (Subsecc. 8.11.1),
establece un método sencillo para calcular los autovalores por la izquierda de las
matrices simplécticas de orden 2 usando la transformacion de Cayley; proporciona
también los autovectores asociados. La segunda, establece la forma de las matrices
2 x 2 antihermiticas con infinitos autovalores (ver 8.11.1).

Particularmente importante seria poder aplicar nuestro estudio de las funciones
de Bott-Morse a la descomposicion polar generalizada de la Subseccion 8.11.2. En
efecto, en los grupos de Lie es bien conocido que la parte unitaria U de la descom-
posicién polar X = HU corresponde al valor minimo en el grupo unitario de la
funcion altura hx. De este modo, varios métodos numéricos basados en el “descenso
del gradiente” sirven para calcular U dada X. En nuestro caso, al resolver explicita-
mente las ecuaciones del gradiente parece posible generalizar ese método a cualquier
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espacio simétrico. Por otra parte, seria de gran utilidad obtener resultados generales
para una descomposicién de este tipo compatible con el modelo de Cartan, puesto
que, conforme a lo estudiado en el Capitulo 6, nos permitiria dar una caracterizacion
general de las funciones altura en un espacio simétrico que son de Morse.
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Preliminares






Capitulo 1

Algebra lineal cuaternionica

El algebra lineal sobre los cuaternios no es una simple generalizacion del caso
complejo. Si se considera la estructura de H-espacio vectorial por la derecha hay
muchas analogias. Por ejemplo, podemos extender descomposiciones clésicas como
son la descomposicién en valores singulares o la descomposicion polar. Sin embargo,
la no conmutatividad de los cuaternios hace que surjan algunas dificultades; de
entre ellas, las mas senaladas son la ausencia de determinante y el hecho de que
los autovectores asociados a un autovalor por la derecha no forman un subespacio
vectorial.

Los autovalores por la derecha estdn muy estudiados [2] y su célculo es sencillo.
Dada una matriz cuaterniénica M diremos que un cuaternio ¢ € H es un autovalor
por la derecha de M si existe algiin vector no nulo v € H" tal que Mv = vq. El
comportamiento de este tipo de autovalores es analogo al caso complejo; de hecho,
podemos diagonalizar matrices normales.

En nuestro caso, el estudio de los autovalores cuaterniénicos se debe a la in-
tencién de extender al grupo simpléctico Sp(n) el método que utiliza W. Singhof
[76, 77] para calcular la categoria LS del grupo unitario U(n). Este método utiliza
abiertos contractiles formados por matrices A que verifican una condicién del tipo
A — A inversible. Sin embargo, esta condicién no guarda ninguna relacién con los
autovalores por la derecha sino con los autovalores por la izquierda. Un cuaternio A
es autovalor por la izquierda de M € M,,«,,(H) si y solo si M — Al es no inversible.

A diferencia del espectro por la derecha, el espectro por la izquierda no es sen-
cillo de estudiar y, por ahora, se tienen muy pocos resultados. En este caso, los
autovectores si forman un subespacio vectorial. Su estudio es complicado y, como
veremos, el comportamiento de los autovalores por la izquierda es muy diferente al
caso complejo. En 1985 R. M .W. Wood probé que el espectro por la izquierda de
cualquier matriz cuaterniénica es no vacio [90]. Esta demostracién utiliza métodos
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4 I.1 Algebra lineal cuaterniénica

homotépicos y por el momento no se conoce ninguna prueba mas sencilla. En cuanto
al nimero de autovalores, solo tenemos un resultado de L. Huang y W. So segun el
cual una matriz cuaternionica de orden 2 puede tener uno, dos o infinitos autovalores
por la izquierda [33]. Para 6rdenes superiores ni siquiera se sabe si una matriz de
orden n puede tener un espectro finito formado por mas de n elementos. Otra de
las dificultades es que el espectro por la izquierda no es invariante por semejanza, es
decir, las matrices M y UMU* pueden tener autovalores distintos. Ademas, los es-
pectros por la izquierda y por la derecha, en principio, no guardan ninguna relacion,
a no ser que la matriz o los autovalores sean reales.

En este Capitulo recogemos las principales nociones del algebra lineal (por la
derecha) cuaterniénica. La mayor parte de estos resultados serdn necesarios a lo
largo de la Memoria. En otros casos serviran para hacer ver la dificultad del estudio
de los autovalores por la izquierda.

1.1. Resultados basicos

1.1.1. Cuaternios

Los cuaternios H forman un algebra no conmutativa sobre R, asociativa y con
uno. Es un anillo de divisiéon

H={t+xi+y]+zk:t 2,92 €R},
donde
iP=j3?=k*=-1, ij=—-ji=k, jk=-kj=1i, ki=-ik=j.

Siq=t+zi+yj+ 2k € H denotaremos

Definicién 1.1.1. Se dice que ¢, ¢ € H son similares si existe algin cuaternio no

nulo u tal que ¢’ = uqu=".



1.1.2 El espacio cuaterniénico H" )

Teorema 1.1.2. Dos cuaternios son similares si y solo si tienen la misma norma
y la misma parte real. En particular,

1. todo cuaternio q es similar a su conjugado Q;
2. todo cuaternio ¢ € H es similar a un complejo, R(q) £ |S(q)|i.

Denotaremos por Hy = R3 el espacio vectorial real de los cuaternios con parte real
nula. Aqui el producto escalar viene dado por (£, &) = —R(£¢’). Una base ortonormal
para este producto es {i,j,Kk}. Si ¢ € Hy tenemos que £ = —€ y &2 = —|¢)%
El conjunto de los vectores de Hj con norma 1 coincide con el de los cuaternios
similares a la unidad imaginaria i.

1.1.2. El espacio cuaterniénico H"

Si queremos obtener en este ambito los resultados habituales para matrices aso-
ciadas a una aplicacion lineal, es necesario considerar el espacio cuaterniénico H"
como un H-espacio vectorial por la derecha.

El producto hermitico que utilizaremos en H" es (u,v) = u*v.

1.1.3. Matrices cuaternionicas

Dada una matriz M € M, (H), denotaremos por M a su conjugada, M7” a la

matriz traspuesta de M y M* = (M)T.

Definicién 1.1.3. Diremos que M € M, ,(H) es normal si MM* = M*M,
hermitica si M* = M, antihermitica si M* = —M y simpléctica o unitaria si
M*M = I; donde I denota la matriz identidad de orden n.

F. Zhang recoge en [92] las principales propiedades de las matrices cuaternionicas.

1.1.4. Forma compleja de una matriz cuaterniénica

Dada M una matriz cuaterniénica de orden n X n puede expresarse de forma
tnica como M = X +jY con X, Y € M,,,(C).

Definicién 1.1.4. Llamamos forma compleja de M € M, (H) a

(1.1) o(M) = ( )}f _X_? ) € Manyon(C).
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La base de C** = H" como C-espacio vectorial que aqui se utiliza es

{e1,...,en,jer, .., jen}

con {ey,...,e,} los vectores de la base canénica de H".
Este modo de expresar las matrices de M,,,,(H) es bastante efectivo pues per-
mite aprovechar muchas de las propiedades de las matrices complejas.

Proposicién 1.1.5. Sean M, N € M,,.,(H), entonces:

1. ¢«(M+ N)=c(M)+c(N);

2. c(tM) = te(M) para t € R;

3. ¢(M-N)=c(M)-c(N); en particular, c(M) es inversible sii M es inversible;
4o e(M¥) = e(MY";
5

. (M) es unitaria, hermitica o normal sii M es unitaria, hermitica o normal
respectivamente;

6. detc(M) > 0 es un nimero real no negativo.

1.1.5. Awutovalores por la derecha

La teoria de autovalores por la derecha de matrices cuaterniénicas esta bien esta-
blecida, como puede verse, entre otros, en [2, 4, 92]. La existencia de estos autovalores
se prueba algebraicamente pero, recientemente, A. Baker [2] ha proporcionado un
argumento topolégico basado en el teorema del punto fijo de Lefschetz.

Definicién 1.1.6. Se dice que un cuaternio ¢ € H es un autovalor por la derecha
de la matriz M € M,,,,(H) si existe un vector v € H", v # 0, tal que Mv = vq.

Proposicién 1.1.7. Sea ¢ € H un autovalor por la derecha de M € M, (H).
Entonces, cualquier cuaternio similar a q es también autovalor de M. En concreto,
si v es un q-autovector, dado x € H no nulo, vx es un (x~*qx)-autovector de M.

Demostracién. M(vx) = (Mv)z = vqgr = (vo)r 'qx. O

Queda claro pues que, con esta definicién, el conjunto ¥(q) de autovectores aso-
ciados a un autovalor ¢ no es un subespacio vectorial pues, dados v,v" € ¥(q), la
suma se mantiene dentro de 3(q) pero el producto por escalares no.

La siguiente proposicion, consecuencia de las propiedades vistas hasta ahora,
muestra que el calculo de los autovalores por la derecha de una matriz cuaternionica
es bastante sencillo.
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Proposicién 1.1.8. Los autovalores por la derecha de una matriz M € M, (H)
son los cuaternios similares a los autovalores complejos de su forma compleja c¢(M).
X Y
Y X
2n X 2n cada vez que aparece un autovalor aparece también su conjugado, de modo
que, como mucho, tendra n autovalores no conjugados.

Nétese que para una matriz compleja del tipo ¢(M) = de orden

Corolario 1.1.9. M no puede tener mds de n autovalores no similares.

. 0 -1 .
Ejemplo 1.1.10. Sea M = (1 0/ Se comprueba directamente que sus auto-
valores cuaternidnicos son las soluciones de la ecuacién ¢?> = —1, es decir, todos los

elementos de H similares a ¢ = i, que son los cuaternios de médulo 1 en (i, j, k).

Teorema 1.1.11. Sean M, N € M, (H) matrices semejantes, es decir, tales que
N = BMB™! con B una matriz cuadrada inversible. Entonces M y N tienen los
mismos autovalores por la derecha.

1.1.6. Diagonalizacion de matrices normales

Veamos ahora que toda matriz normal puede diagonalizarse. Utilizaremos la
siguiente generalizacién del lema de Schur.

Lema 1.1.12. Toda matriz cuaternionica es triangularizable por una matriz sim-
pléctica.

Este resultado fue probado por J.L. Brenner en [4, p.331].
Teorema 1.1.13. Una matriz cuaternionica es diagonalizable si y solo si es normal.

Demostracion. Sea M € M.y, (H) tal que MM* = M*M. Por el Lema 1.1.12, exis-
ten matrices T' triangular superior y U unitaria tales que M = UTU*. Despejando
T en la igualdad anterior, T'= U*MU y asi,

TT* = (U*MU)U*M*U) = U*MM*U =
U*M*UU*MU = (U*MU)*(U*MU) = T*T.

Es decir, T' es una matriz normal. Ademas, como T es triangular superior, de
esta igualdad obtenemos para i =1,...,n que

til? = [tul? + [tia* + -+ - + [tin]?

por tanto, t;; = 0 siempre que j > i, luego 7' es diagonal. O
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Se deduce de los resultados que hemos recogido sobre los autovalores por la
derecha que las matrices cuaterniénicas normales no sélo son diagonalizables sino
que se pueden diagonalizar a una matriz compleja. También pueden extenderse al
ambito cuaternionico las siguientes descomposiciones clasicas de matrices.

1.1.7. Descomposicién polar

Es facil comprobar que los autovalores de una matriz hermitica son reales. Cuan-
do éstos son no negativos decimos que la matriz es semidefinida positiva.

Teorema 1.1.14. Dada M € M,,x,,(H) existen una matriz cuaterniénica hermitica
semidefinida positiva H y una matriz cuaternionica unitaria U tales que

M = HU.
Ademds, si M es de rango mdzimo, estas matrices son unicas.

Zhang prueba este teorema en [92]. Utiliza que M M* es una matriz normal y, por
tanto, diagonalizable a una matriz cuyas entradas son los cuadrados de los valores
singulares de M. Después aplica el teorema de descomposicién polar en Mo, «2,(C)
a la forma compleja de M,

c(M)=AB

con A, B € My, x2,(C) tales que A es hermitica semidefinida positiva y B uni-
taria. Finalmente, comprueba que A = ¢(H) y B = ¢(U) para H y U matrices
cuaternidnicas tales que H es hermitica semidefinida positiva y U unitaria.

1.1.8. Descomposicién SVD

Para cualquier matriz cuaterniénica M en M, (H) la matriz M*M es hermitica
y todos sus autovalores son reales no negativos. Ademéas, M*M y M M* tienen los
mismos autovalores.

Definicién 1.1.15. Sea M € M,,,,(H). Las raices cuadradas no negativas de los
n autovalores de M*M son los valores singulares de M.

Lema 1.1.16. Para M € M, ,(H), t € R es un valor singular de M sii existen
vectores u,v # 0 tales que Mv = tu, M*u = tv.

De la extension del teorema de descomposicién polar a los cuaternios se deduce
la descomposicién en valores singulares para matrices cuaternionicas.
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Teorema 1.1.17. Sea M € M,,y,,(H) una matriz de rango r. Entonces existen dos
matrices U,V € My xn(H) unitarias tales que

c (D, 0
UMV_<0 o)

donde D, = diag(dy,...,d,) con d; los valores singulares positivos de M.
En particular, si M es de rango méximo, podemos tomar
D = diag(dy, ..., d,),

U una matriz unitaria cuyas columnas sean autovectores de M M* y V una unitaria
cuyas columnas sean autovectores de M*M . Entonces

M =UDV™.

1.2. Determinante de Study

No es facil extender a H la nociéon de determinante debido a la no conmutatividad
de los cuaternios. El primero en proponer un funcional andlogo para las matrices
cuaterniénicas fue A. Cayley en el ano 1845, pero no logré generalizar las propiedades
del determinante usual. Hasta 75 anos después no hubo ningtin avance significativo.
En la segunda edicién del Elements of Quaternions de W.R. Hamilton, de 1889, el
editor anadié un apéndice sobre este tema pero no era mas que una reelaboracion
del articulo de Cayley. Diez anios més tarde aparece un articulo de J.M. Pierce que,
de nuevo, no pasa de una cuidada estructuracion de la teoria del determinante de
Cayley. Por fin, en 1920, E. Study propone transformar una matriz cuaterniénica
n X n en una compleja 2n x 2n y a ésta ultima hacerle el determinante complejo.

Se observa, sin embargo, que no es posible generalizar a los cuaternios la nocién
de determinante ya que, necesariamente tomara valores en R. Si se puede generalizar
el médulo del determinante, | det | (es decir, con valores reales), y esto es lo que hizo
Study. En [1] y [7] H. Aslaksen y N. Cohen respectivamente resumen la teorfa general
de los determinantes cuaternionicos.

1.2.1. Definicién y propiedades

Definicién 1.2.1. Dada M € M,,,,(H) se define el determinante de Study de M
€omo

Sdet(M) := (det c(M))z,
donde ¢(M) es la forma compleja de M que hemos definido en 1.1.4.
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Noétese que salvo el exponente 1/2; este determinante es el mismo que el del
Teorema 8.1 de [92]. Aqui normalizamos el exponente para que Sdet(M) = |q; . . . gn|
cuando consideramos una matriz diagonal M = diag(q, ... ).

Proposicién 1.2.2. El determinante de Study verifica las siguientes propiedades:

1.

Sdet(MN) = Sdet(M) Sdet(N);

2. Sdet(M) > 0 si y sdlo si M es inversible;

3. si la matriz M es compleja Sdet(M) = | det(M)]|;

4.

si M, N son matrices semejantes, entonces Sdet(M) = Sdet(N).

Puede probarse que es el unico funcional que verifica estas propiedades (véase

7))

Ademas de las que acabamos de ver estas otras facilitan mucho su calculo.

Proposicién 1.2.3. Dada M una matriz cuaternionica de orden n se tiene que:

1.

st I;, 1 # j, es una matriz elemental con todas las entradas nulas excepto un
1 en la posicion (i,7), entonces Sdet(I + qE;;) =1, Vg € H;

Sdet(M) no cambia si a una columna se le suma un multiplo (por la derecha)
de otra columna,

Sdet(M) no cambia si a una fila se le suma un miltiplo (por la izquierda) de
otra fila;

. para las matrices permutacion de filas y columnas P;j,

Sdet(P;; M P;) = Sdet(M),

donde llamamos P;; a la matriz resultante de intercambiar en la matriz iden-
tidad las filas 1, j;

Sdet(M*) = Sdet(M); en particular, si M es una matriz simpléctica entonces

Sdet(M) = 1.

Aunque no las hemos encontrado explicitamente en la literatura, también nos
haran falta las siguientes propiedades.
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‘1'12 T Tin

q
0
Propiedad 1.2.4. Sea X = ) € M xn(H) con q € Hi;
0
entonces,
Sdet(X) = |q| Sdet(M).

Demostracion. Si ¢ = 0 es trivial. Si ¢ # 0, podemos suponer que ¢ = 1. En este
caso, si 1 = a1x + jbiy vy M = A+ jB, al desarrollar el determinante de la forma

compleja ¢(X) por la primera columna obtenemos

0
A | B
det(c(X)) = det by - by 1| @ ain,
0
B : A
0

A -B
_ _1)\2n+1 -
= (-1) det <B i > . O

Teorema 1.2.5. Dada una matriz formada por cajas M, N de érdenes m y n res-
pectivamente, se verifica que

M 0
Sdet ( . N) = Sdet(M) Sdet(N).

Demostracion. Una matriz de orden 2 de este tipo solo puede ser
a 0
c d

y por la Propiedad 1.2.4 sabemos que su Sdet es |ad)|.
Para orden 3, los dos tinicos casos posibles son

* ¥ |
QSO
o o|lo
<
¥
* | & o
oo o
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En el caso de la primera matriz basta aplicar la Propiedad 1.2.4 a M*. Si en la
segunda matriz intercambiamos las columnas 1 y 3 y las mismas filas, por 1.2.3
estamos también en las condiciones de 1.2.4.

Veamos qué ocurre para orden 4. Cuandom = 1,n = 3 é m = 3,n = 1 se verifica
el resultado por la Propiedad 1.2.4. El tinico caso que queda entonces por estudiar
es n = m = 2. Podemos suponer que el elemento mss no es nulo, si no se reduciria
al caso anterior. Haciendo las transformaciones permitidas para el determinante de
Study por filas tenemos:

a Z 0
Sdet ¢ =
. | P
r s
a— l;d_lc 2 0
Sdet =
« P q
r s
da| 0
la — bd'c| Sdet J| P a =
r s

lad — bd*cd| Sdet (p q) =
T S

b
Sdet (“ ) Sdet (p q> .
c d r s
Anélogamente para orden n. Por transformaciones de columnas siempre podemos
hacer que los elementos de la primera fila de la matriz M sean todos nulos excepto

el mq;. Al hacerlo por columnas, estas transformaciones no interfieren en la matriz
N y obtenemos asi lo que buscabamos. O

Corolario 1.2.6. Si T = (t;;) es una matriz triangular entonces
Sdet(T) = |t11 tee tnn|-

En particular, por el Lema 1.1.12, si M es una matriz con autovalores por la derecha
Q1 - Qn, entonces Sdet(M) = |q1 - - |-
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1.2.2. Relacidon con otros determinantes cuaternionicos

H. Aslaksen resume en [1] diversos determinantes que se han ido proponiendo
para las matrices cuaterniénicas.

El primero de ellos fue el de A. Cayley. Se basa en el desarrollo por una fila o
columna. Como el resultado depende de la fila o columna que se escoja, fija una de
ellas, la primera. Asi, su determinante consiste en desarrollar por la primera columna
tanto la matriz inicial como todos los menores.

Basédndose en las ideas de Cayley, Moore define otro determinante pero solo para
las matrices hermiticas. Un poco mds adelante (Secc. 1.2.3) lo veremos con detalle
pero basicamente se define como sigue.

Consideremos ¢ una permutacién de I, = {1,...,n} expresada como producto
de ciclos disjuntos de manera que en cada ciclo el elemento menor sea el primero.

o= (nu--ny)(Nor -+ o) - (Ne1 -+ Ny,
donde para cada i tenemos que n;; > n;; para todo j > 1y nyp > ngy > -+ > Ny

Definicién 1.2.7. Dada una matriz hermitica M € M,,.,,(H) el determinante de
Moore es
Mdet<M) = Z ‘U‘mmmu © Mgy ma Mingings * " Mgy ng -
O'ESTL

Para las matrices reales simétricas y las complejas hermiticas coincide con el
determinante usual.

Para cualquier M € M, (H) la matriz M*M es hermitica. Haciendo uso del
funcional de Moore se define el doble determinante,

ddet(M) = Mdet(M*M).
Por 1ltimo, utilizando la forma compleja, se define el ¢-determinante
qdet(M) = det cc(M).

Las diferentes formas de calcular el determinante cuaterniénico guardan mucha
relacion.

Proposicién 1.2.8. Para M € M,,y,(H) una matriz cuaternionica de orden n, se
verifica que:

1. qdet(M) = ddet(M) y
2. Sdet(M)? = Mdet(MM*) = ddet(M).

Finalmente, J. Dieudonné propone una definiciéon de determinante para el caso
no conmutativo recogida en [10]. Puede probarse que coincide con Sdet(M)*.
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1.2.3. Determinante de una matriz hermitica

Como hemos visto, para una matriz cuaterniénica de orden n X n no tenemos un
determinante que tome valores en H. En el caso particular de una matriz hermitica,
los autovalores son todos reales y esto nos permite encontrar un polinomio carac-
teristico de M.

Inspirandose en el caso complejo, en el ambito de las matrices cuaternionicas
pueden definirse el desarrollo por una fila o por una columna. La extensién de estos
conceptos a H es reciente (2011) y se debe a I. Kyrchei [51].

Definicién 1.2.9. Para una matriz M = (m;;) € M, (H) se define el determi-
nante por la fila i-ésima como

— J— n—r .. . . DY . s e e . . “ .. . .
rdetiM - E :( 1) allklalkllk1+1 alk1+zll Qi gy 11 Qi y1y i
g

para todo i =1,...,n donde

0 = (0 0k kg1 Oyt (kg g1+ Tgrta) (i Tt~ i, )

es una permutacion del conjunto de indices I, = {1,...,n}. El indice ¢ abre el
primer ciclo y los demds verifican que iy, < iy, < -+ < ik, ¥ i, < ik, Para todo
t=2,....,rys=1,...1.

Definicién 1.2.10. Para una matriz M = (m;;) € M, «,(H) se define el determi-
nante por la columna j-ésima como

P J— n-—r . . . .. . . .« .. .. .« .. . . . .
cdet; M = § (=D)" " jiyiry " W1 Ajjry iy " Uiy 1 1ky Ly 3
T

para todo 5 =1,...,n donde

T = (Jeotty " kot 1 Jhr) =+ (Thotte == JR2 + 1 ky) Gyt =+ ka1 Jia J)

es una permutacién del conjunto de indices I,, = {1,...,n}. El indice j abre el
primer ciclo y los demds verifican que ji, < jr, < -+ < J, ¥ Jk < Jkes, Para todo
t=2,....,rys=1,...,1.

Estos determinantes verifican propiedades que pueden considerarse analogas a las
del determinante complejo. Kyrchei recoge en [51] todas las propiedades que verifican
estos determinantes asi como algunos lemas que permiten desarrollar rdet; M por
cofactores a lo largo de la fila i-ésima y cdet; M a lo largo de la columna j-ésima.
De todas esas propiedades se deduce el siguiente teorema que permite definir de
manera univoca un determinante para las matrices cuaternionicas hermiticas que
toma valores reales.
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Teorema 1.2.11. Si M € M,,,(H) es tal que M = M*, entonces
rdet {M =--- =rdet,M =cdet M =--- =cdet,,M € R.

Definicién 1.2.12. Dada M € M,,y,,(H) hermitica, se define el determinante de
M como det M = cdet; M =rdet; M coni=1,...,n.

Este determinante coincide con el determinante de Moore dado en la Seccién
1.2.2.

Autovalores de las matrices hermiticas

Es sencillo demostrar la siguiente proposicion que recogen varios autores como
D. Farenick, I.I. Kyrchei o el propio F. Zhang [19, 51, 92].

Proposicién 1.2.13. Si M € M, «,(H) es hermitica, M tiene exactamente n au-
tovalores por la derecha reales.

En particular, una matriz hermitica M es normal asi que, por los resultados de
la Seccion 1.1.6, observamos que M se puede diagonalizar a una matriz real.

Kyrchei [51] extiende, en este caso, la definicién de polinomio caracteristico real
como sigue.

Definicién 1.2.14. Dada M € M,,,(H) un matriz cuaterniénica hermitica, lla-
mamos polinomio caracteristico de M al polinomio en variable t € R,

py(t) = det(t — M).

Las raices de este polinomio caracteristico py/(t) son los autovalores por la dere-
cha de M. Ademas, se tiene una expresién explicita de los coeficientes [51].

Lema 1.2.15. Sea M € M,,y,(H) hermitica. Su polinomio caracteristico viene dado
por

pu(t) =tn — dit" 7t + dot™ % — - 4 (=1)"d,,

donde d, es la suma de los menores principales de M de orden r para 1 <r <n vy

d, = det M.
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1.2.4. Quasideterminantes

Los quasideterminantes para matrices con entradas en un anillo de divisiéon no
conmutativo fueron introducidos por I. Gelfand y V. Retakh en los anos 90 y son
una herramienta util en dlgebra no conmutativa (ver por ejemplo [27, 89]). Estos
autores no se limitan a definir un determinante cuaterniénico sino que desarrollan
una teorfa mucho mas general en la que tratan de dar algtin funcional que extienda
el determinante usual sobre un anillo de division.

Denotemos por M*/ la submatriz de orden (n—1) x (n—1) resultante de suprimir
en M € M, (H) la fila ¢ y la columna j. Entonces, para cada 1 < i,j < n se define
inductivamente el quasideterminante |M|;; € H como sigue.

Definicién 1.2.16. Dada M € M,,,,(H), para cada par (i,5) con 1 <i,j <mn, se
define el (i, j)-quasideterminante de M como

|M iy =mi; — Zmiq(’Mij‘pqylmpjv
donde la suma se toma sobre los p,q € {1,...,n} tales que p # i,q # j.

Nota—. La definicién de quasideterminante que dan I. Gelfand et al. en [27] no es
del todo correcta. La expresion recogida en este articulo es

|M|;; = my; — Zmii'(|Mij|j’i’)_1mj’j
coni el —{i},jeJ—-{j}

La definicién correcta es la que habian dado trece anos antes, en 1992 [28], que
hemos recogido en la Definicién 1.2.16.

Ejemplo 1.2.17. Para una matriz de orden 2 hay cuatro qdets. Sea M = (:nhl Zu) .
21 22

La expresién para cada uno de sus qdets es:

| M|y = myy — m12m2_21m21, | M |12 = myy — m11m2_11m22,

| M1 = mgy — m22m1_21m11> | M |29 = Mmoo — m21m1_11m12-

Ejemplo 1.2.18. Para una matriz de orden 3 hay nueve qdets. Por ejemplo, el
(2,1)-qdet es

|Mla1 = ma1 — maa(miz — magmyz ma)”'myy — mag(mas — mazmiz miz) 'may

-1 -1 -1 -1
- m23(m13 — M12Mgy m33) mi — mzs(m33 — M32M 9 m13) msj.
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Puesto que esta definicién involucra los inversos de los quasideterminantes de
orden menor, es necesario dar una definicién para cuando alguno de ellos se anula.
La siguiente Proposicion lo aclara (ver Prop. 1.5 de [28]).

Proposicién 1.2.19. Dada M € M,,y,,(H) el quasideterminante |M|,, estd defini-
do si al menos uno de los qdets de la matriz MP? estd definido y no se anula. En
este caso,

| M |pg = mipg — Zmpj’Mp’q ;jlmiQ7
donde la suma la tomamos sobre todos los pares (i,7),1 # p,j # q, para los que el

determinante |[MP1|;; estd definido y no se anula.

Este modo de hacer los quasideterminantes nos proporciona la inversa de la
matriz. De hecho, cuando M es inversible, las entradas de la matriz inversa m% son
precisamente los inversos de los qdets traspuestos, |M lj_ll En particular, cuando los
elementos de la matriz M conmutan, tenemos que

|M\J_z1 = (—1)"" det M7/ det M.

Veamos un ejemplo:

i 0 0
Ejemplo 1.2.20. M =| k j 0
-3 2k k

Al calcular los quasideterminantes obtenemos:

Ml =i |M g2 = j
|M|33 =k (M2 =1
’M‘li’) - —i(—3i+2j)_1k ’M’Qg - —%j

En cambio, |M |21, |M|s1 y |M]32 no existen ya que en estos casos los |M?9];; o no
estan definidos o se anulan.

La matriz obtenida con los inversos de los qdets es, efectivamente, la matriz
inversa de M:

—i 0 0
M= 1 -j 0
—2-3k 2j -k

La siguiente proposiciéon generaliza el caso complejo y establece la relacion entre
los quasideterminantes y el determinante de Study.



18 I.1 Algebra lineal cuaterniénica

Proposicién 1.2.21. Para toda matriz M € M, (H) se verifica que, siempre que
exista | M|,
Sdet(MP?) || M|,,| = Sdet(M)

donde MP es la matriz resultante de suprimir en M la fila p y la columna q y || M |,,|
es el médulo del (p, q)-qdet.

Esta Proposicion es un caso particular de la llamada identidad de Jacobi que
comprobaremos a continuacion.

1.2.5. Identidad de Jacobi

La llamada identidad de Jacobi del determinante (a pesar de que en 1882 se
atribuyé a Kronecker [64]) es una generalizacién de la férmula

(1.2) (M) = (=1)"* det M7"/ det M.

Sea C € Mxm(C) una matriz compleja cuadrada de orden m. Sean I =
{ir,...,ipy vy J ={j1,...,Jp} subconjuntos de {1,...,m} del mismo tamano p. De-
notamos por C; ; la submatriz formada por las filas con indice en / y las columnas

con indice en J. Reciprocamente, denotamos por C!+/ la submatriz complementaria
obtenida suprimiendo las filas en [ y las columnas en J.

Lema 1.2.22. Supongamos una matriz compleja C' inversible. Entonces
det (C1); 5 = (=1)"" det C7/ det C,
donde I + J significa i1 + -+ +1p + j1 + -+ + Jp.

Utilizamos el determinante de Study para establecer un teorema analogo en el
caso cuaternionico.

Teorema 1.2.23. Supongamos una matriz cuaternionica M inversible. Entonces
Sdet (M~1);.; = Sdet M / Sdet M,

para cualesquiera subconjuntos de indices I y J del mismo tamano.

Demostracion. Si I = {iy,...,i,} denotamos

I'=I+n={i1+n,...,i,+n};
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analogamente para J' = J 4+ n. Como

(M Yr) =M r o = (C(M)il)zup,‘]uf

C(MJ’I) _ C(M)JUJ/,IUI’
el resultado se sigue del caso complejo, Lema 1.2.22. O

Con todo esto encontramos el modo de generalizar la formula (1.2) a los cuater-
nios; basta tomar p=1,1 ={i} y J = {j}.

Corolario 1.2.24. Sea M € My, (H) una matriz cuaternionica inversible. Sea
m¥ la entrada (i,7) de la matriz inversa M~1. Entonces su norma viene dada por

|m"| = Sdet(M?")/ Sdet(M).
Ejemplo 1.2.25. Sea
2i—j 3 i—-3k
M=1i+2k i—k 2i
-Jj 3k J
Calculando los quasideterminantes obtenemos que su matriz inversa es

—27 4+ 121+ 17j + 42k 18 + 361 + 18j — 39k —28i + 42j — 42k
—16 —24i — 13§ —15+5i427j + 22k 28 — 7i+ 189j — 7Tk
45— 36i+17j+3k 3 —0i — 48j + 42k 21 + 561 — 14j

1

M 1=_—
7

Por ejemplo, el quasideterminante (3,1) de M es

1 3. 3
L 9L 9y
| M |31 5! 4J+4 )
y la norma de su inverso es
41 6 6k 8
Migll=l-=+5 1=\
IMlal=1=7+ 71— 1 11

mientras que

Sdet M"3 = 2i + 3j + 2k| = 214 = V/56

Sdet M = V77.
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Tomemos ahora, por ejemplo, I = {1,2} vy J = {1,3}. Entonces M”’! = (2i) y
Sdet A7 = 2, mientras que

1 1 [(=27T+ 121+ 17j+ 42k  —28i +42j — 42k
(M)

7T\ —16-24i—13) 28— 7i+ 189j — Tk

2

Sdet (M_l)IJ = ﬁ

1.3. Autovalores por la izquierda

La teoria de autovalores por la izquierda de matrices cuaterniénicas esta muy
poco desarrollada. Un resultado de R. M .W. Wood [90] garantiza su existencia pero,
en general, no se sabe cuantos autovalores por la izquierda puede tener una matriz
cuaterniénica de orden n x n. L. Huang y W. So probaron que una matriz cuadrada
de orden 2 puede tener uno, dos o infinitos autovalores (pertenecientes a diferentes
clases de similitud) y caracterizaron este ultimo caso [33].

F. Zhang recoge en [92, 93] sus principales propiedades y algunos ejemplos pa-
tolégicos; puede verse también [32]. El propio Zhang plantea como cuestién abierta
cuantos autovalores por la izquierda puede tener una matriz cuaterniénica cuadrada
y sugiere investigar su espectro por la izquierda.

1.3.1. Autovalores de una matriz

Definicién 1.3.1. Sea M una matriz cuaterniénica de orden n. Se dice que A € H
es un autovalor por la izquierda de M si existe un v € H", v # 0, tal que

Muv = \v.
Llamamos o;(M) al espectro por la izquierda de la matriz M.

El interés de esta definicion radica en que es equivalente al hecho de que la matriz
M — X sea singular, es decir, para esto no sirven los autovalores por la derecha (en
el caso conmutativo no se da esta sutileza). De acuerdo con las propiedades del
determinante de Study tenemos

Proposicién 1.3.2. Los autovalores por la izquierda de M € M x,(H) son las
raices de la ecuacion Sdet(M — \I) = 0.
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Proposicion 1.3.3. El conjunto de los autovectores asociados a un autovalor por
la izquierda \ forma un subespacio vectorial (por la derecha).

Demostracion. Sean A\ un autovalor de la matriz M € M,,(H), v,v" dos -
autovectores y ¢ € Hj; se verifica entonces que

M(vq) = (Mv)q = (Av)g = A(vg),
M@w+v")=Mv+ M/ =\v+). O

Proposicion 1.3.4. El espectro por la izquierda de una matriz cuaternionica M €
Mn(H) es compacto.

Demostracion. De acuerdo con la Proposicion 1.3.2, o;(M) es cerrado por ser la
imagen reciproca de un cerrado por una aplicacién continua ya que la aplicacién
forma compleja, el determinante complejo y la raiz cuadrada del valor absoluto son
aplicaciones continuas.

Ademads, o;(M) es acotado. Sea A € g;(M), entonces

AU Muw
A= 2y By o
0] T =1 Wl

Recogemos aqui el teorema de existencia de Wood [90].

Teorema 1.3.5 (Wood, 1985). Toda matriz cuaternionica de orden n X n tiene al
menos un autovalor por la izquierda.

Demostracion. La prueba es topolégica. En primer lugar, si M € M,,(H) es
singular, 0 € o;(M). Asi que tomamos M inversible. Suponemos que M — X\ €
GL(n,H),VA # 0 y llegamos a una contradiccién.

En efecto, si M — Al es inversible para todo A € H, podemos construir dos
homotopias en GL(n,H) :

g(A) = tM — A

Como fo(A) =M, fi(A\) =M — X = g1(\) y go(A) = —AI, las aplicaciones fo vy go
son homoétopas. Sin embargo, si las consideramos como aplicaciones de la esfera S3
en GL(n,H), en el tercer grupo de homotopia w3 GL(n, H) = Z corresponden a los
enteros 0 y n [80], luego no pueden ser hométopas. O
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Matrices 2 x 2

En cuanto al nimero de autovalores solo tenemos el siguiente Teorema de Huang
y So para matrices 2 x 2 probado en 2001 [33].

Teorema 1.3.6. Una matriz M = (CI 2 € Mayo(H) tiene uno, dos o infinitos
autovalores por la izquierda. Este ultimo caso se da si y solo si ag,a; € R, ag #0 y

A =a?—4ag <0, donde ag = —b"'c ya; =b""(a—d).

La demostracién de este teorema se basa en la resolucion de polinomios de grado
dos que hicieron los mismos autores en [34] y que discutiremos més adelante.

Para estas matrices, podemos calcular explicitamente el espectro por la izquierda.
Sila matriz M es triangular (es decir, be = 0), los autovalores de M son los elementos
de la diagonal. Para una matriz M no triangular Huang y So [33] obtuvieron el
siguiente resultado que nosotros probamos de manera diferente.

Proposicion 1.3.7. Si be # 0, los autovalores por la izquierda de M = (CCL Z)

son de la forma \ = a + bp, donde p es cualquier solucion del polinomio cuadrdtico
unilateral

(1.3) p2—|—a1p+ao =0,

con a; =b"Ya—d) yay=—b""c.

Demostracion. Los autovalores de M vienen dados por Sdet(M — AI) = 0. En este
caso, si A es un autovalor por la izquierda de M, A # a,d. Entonces, utilizando las
propiedades de Sdet podemos transformar la matriz M — Al de manera que

Sdet(M — AI) = Sdet (a o A (@) - i’(a B A)—lb) .

Esta matriz sera no inversible si y solo si
(d—X) —cla—N)"b=0

es decir,

(d=Mb a—N\) =c

Si ahora hacemos el cambio p = b~' (A —a) nos da el polinomio cuadrético unilateral
que buscabamos
—bp*+(d—a)p—c=0. O
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Nota—. Llamaremos esférico al caso en el que hay infinitos autovalores porque, en
ese caso, el espectro

(1.4) o1(A) ={(1/2)(a+d +bq): ¢* = A}

es difeomorfo a la esfera S? C Hy = (i, j, k).

Matrices 3 x 3

Para orden 3 W. So hizo un estudio caso por caso segun las relaciones entre las
entradas de la matriz [79]. Obtuvo diferentes polinomios cuaterniénicos de grado
menor o igual que 3 tales que sus raices son los autovalores por la izquierda.

1.4. Polinomios cuaternionicos

No es sencillo hallar las raices de un polinomio cuaterniénico. Uno de los primeros
problemas que nos encontramos es que un polinomio bilateral puede tener varios
términos del mismo grado. Ademas, ya no se verifica que un polinomio tenga tantas
soluciones como indica su grado; por ejemplo, la ecuacién 22 = —1, que en R no tiene
solucién y en C tiene dos, tiene infinitas soluciones en el caso cuaterniénico, toda una
esfera S2. Esto nos lleva a plantearnos tanto si todos los polinomios cuaterniénicos
tienen raices como, en el caso de tenerlas, cuantas hay.

1.4.1. Teorema fundamental

En 1941 I. Niven prueba [65], basdndose en el algoritmo de la divisién, que toda
ecuacion del tipo
2" +a" !+ +a, =0

tiene alguna solucién. En ese mismo articulo proporciona un método (poco practico)
para obtener las raices de polinomios de este tipo, discute el nimero de soluciones
y da una condicién necesaria y suficiente para que tenga infinitas soluciones.

Tres anos mas tarde, S. Eilenberg y el propio Niven [14] extendieron el teorema
fundamental del algebra a los cuaternios para polinomios bilaterales pero en el caso
particular de que el polinomio solo tenga un término de mayor grado.

Teorema 1.4.1 (Eilenberg y Niven, 1944). Sea f(x) = apzaix . .. za, + ¢(x) donde
ag, Ay, ...,a, € H no nulos y ¢(x) es la suma de un nimero finito de monomios
boxbix ... xby con k < n. Entonces la ecuacion f(x) = 0 tiene al menos una solucion.
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En este caso la demostracién es topoldgica. Extienden f a toda la esfera S*
haciendo f(oo0) = co. Esta extensién es continua precisamente porque solo tenemos
un monomio de mayor grado. Construyen una homotopia entre f(z) y el monomio
g(z) = 2™ en S*. Por tltimo, verifican que la funcién g es de grado n comprobando
que i es un valor regular (ya que 2" = i tiene exactamente n soluciones).

Gordon y Motzkin probaron en 1965 que un polinomio ménico estdndar (unila-
teral) de grado n, o tiene infinitas raices o tiene como mucho n raices distintas.

El teorema fundamental no puede extenderse a todos los polinomios cuaternioni-
cos ya que, por ejemplo, el polinomio z"a — az™ — 1 no tiene ninguna raiz en H.

1.4.2. Raices de un polinomio cuadratico

L. Huang y W. So [34] proporcionan férmulas explicitas para hallar las raices de
un polinomio moénico unilateral de grado 2 del tipo

22+ bx + c.

Esto es de utilidad para encontrar autovalores por la izquierda (cf. Prop. 1.3.7). El
siguiente teorema recoge dichas férmulas.

Teorema 1.4.2. Las soluciones de la ecuacion cuadrdtica x> +bx+c = 0 se pueden
obtener mediante las siguientes formulas.

1. Sib,c € R yb* < 4c entonces

1
=5 (=b+ Bi+7j+ k)

para todos 3,7,6 € R tales que 3% +~2 + 6% = 4¢c — b?;

2. sib,c € R yb? > 4c entonces
1
T = —5(—1) + Vb2 — 4o);

3. sibe R peroc ¢ R entonces
b

r= -0+ 0L B By

2.2 p p”op

donde ¢ = cy + c1i + cj + csk y

1
p= E\/b2 —deo + \/<b2 — 4co)? +16(cf + & + 3);



1.5 Ecuaciones lineales cuaterniénicas 25

4. por ultimo, si b & R,
z=—R()/2) - (V' +T)7(d = N)

donde
V=Sb y d=c—(Rb)/2)(b—R(D)/2)

y el par (T, N) se elige como sigue:
sean B = |b/|2 + 2R(¢), E = |¢|? y D = 2R(V)¢,

a) T=0y N =1/2(B++B?—4F) cuando D =0 y B*> > 4F.

b) T=4vV—-B+2VE y N =+VE cuando D =0 y B> < 4E.

¢c) T =4z yN = 5+(T°+ BT + D) cuando D # 0 donde z es la tnica
raiz positiva del polinomio real 23 + 2B2* + (B? — 4E)z — D?.

1.5. Ecuaciones lineales cuaterniénicas

En el mismo volumen del Bull. Amer. Math. Soc. de 1944 en que esta recogido
el articulo de Eilenberg y Niven, se publicé un articulo de R.E. Johnson [48] en el
que explica como resolver la ecuacién xa = yx + 3 sobre un anillo de division. Este
autor obtiene condiciones necesarias y suficientes para que una ecuacion de este tipo
tenga solucién y en ese caso da un método sencillo para calcular explicitamente al
menos una de las soluciones.

A continuacién veremos con un poco mas de detalle cémo se resuelve en el
caso cuaternionico ésta ecuacion, conocida hoy en dia como ecuacion de Sylvester,
ecuacion que usaremos mas adelante.

1.5.1. La ecuacién de Sylvester az + 28 = v

Una ecuacion del tipo
(1.5) ar +zf =7

tal que la variable y los coeficientes estan sobre un anillo no conmutativo, recibe el
nombre de ecuacion de Sylvester.

El método de Johnson para resolverla puede resumirse como sigue. Dada la
ecuacién (1.5) multiplicamos toda la ecuacién a la izquierda por @ y a la derecha
por J,

|a*2B + aw|f* = @y,
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Volvemos a la ecuacién inicial y la multiplicamos por el médulo de « al cuadrado
(podria hacerse andlogamente con el de f3):

la*az + |afzf = |af*y.
Sumando ambas expresiones obtenemos
oz (2R(8)) + (I8 + |af*a) = a8 + |af*y,
es decir,

(2]a*R(B) + |B]*a + |a*a) 2 = ayB + |al*y

que se resuelve sencillamente.

1.5.2. Meétodo de Janovska y Opfer

El método anterior permite calcular explicitamente las soluciones de la ecuacién
(1.5). Para estudiar la existencia y el nimero de soluciones D. Janovskd y G. Opfer
[46] la identifican con una matriz real 4 x 4, puede verse también [29]. Estos articulos
son de 2008 y 2009 respectivamente. Hemos adaptado sus resultados.

Dado un polinomio cuaterniénico del tipo ax 4+ xf con «,8 € H, podemos
asociarle un aplicacién R-lineal de R* en R*. Basta considerar los cuaternios como
vectores de R*,

o = (al7a2aa3aa4>T

/B = (6175%63’/84)T'

Si desarrollamos el producto ax + xf8 con a y 8 expresados de este modo tenemos
que la matriz asociada es

a1+ B —ag— P —az— 3 —au— By
ay+ By o+ —as+ By ag— B3
az+ B3 ag—B1 ar+B —as+ P
ay+ By —az+f3 ar—Fr o+ B

M:La—i-R/g:

donde denotamos por L, la matriz asociada a la traslacion izquierda por el cuaternio
a'y Rg la asociada a la traslaciéon derecha por (.

Proposicién 1.5.1. Dados «, 8 € H la matriz M = L, + Rg verifica que:

1. M+ MT =2R(a+ B)I;
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2. det(M) = 2R(a + B)2 (IS(e)]> + [S(B)2) + R(e + B)" + (IS(a) [ = [S(B)2)*
3. los cuatro autovalores de M son

A =R+ ) £ (IS(@)[ £ [3(B)]) -

Proposicién 1.5.2. Consideremos la ecuacion lineal cuaternionica ax + x5 = 7.
Sea M = L, + Rs su matriz asociada. Se verifica entonces que:

1. el rango de M es par;
2. rang(M) < 4 sii |a] = |B| y R(a+ ) =0, es decir, sit « y —f son similares;
3. rang(M) =0 sii o es real y f = —av.

Demostracion. Por la proposicién anterior tenemos que los autovalores de M son
conjugados dos a dos, luego su rango siempre es par.

De la expresion del determinante dada en la Proposicién 1.5.1 se deducen las
otras dos afirmaciones. ]

1.5.3. Resolucién de una ecuacion lineal arbitraria

Aunque H es un anillo no conmutativo la asociatividad nos permite reducir una
ecuacion lineal del tipo

(]‘6> szx(b =T, con p;, q;, T € Ha

a un sencillo sistema de ecuaciones escalares.

Proposicién 1.5.3. Sean p =t+zi+yj+ 2k y ¢ = s+ui+vj+wk dos cuaternios.
Entonces,

1. la matriz asociada a la traslacion izquierda por p es L, = R(p)I + A(p) donde

0 -z —y —=z
lr 0 -z y |.
A<p)_ Yy = O —r )
z

-y x 0
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2. andlogamente, R, = R(q)I + B(q) es la matriz asociada a la traslacion derecha

por q, donde

B(q)

g 2 2 o

—u —v —w
0 w o —v

—w 0 U

v —u 0

En cuanto a los términos bilaterales, como p(rq) = (px)q, las matrices L, y
R, conmutan. Por tanto, ®(p)I + A(p) v R(¢)I + B(q) conmutan, luego A(p) y
B(q) conmutan. Asi, resolver la ecuacién (1.6) es equivalente a resolver el sistema

matricial

Mz =c¢

donde # denota el cuaternio x visto como vector de R* y M es la matriz real 4 x 4

siendo q;

R(pi), bi = R(@:) y Ai = Api), B; = B(q,).

En general, los coeficientes de la matriz asociada M ya no guardan ningin tipo
de simetria, de modo que el rango ya no tiene por qué ser par.

Ejemplo 1.5.4. La matriz real asociada a la ecuacion lineal bilateral

kr+x(2—1) —2jzj=0

€s

que es de rango 3.

S = O =



Capitulo 2

Espacios Simétricos

A grandes rasgos, un espacio simétrico es una variedad diferenciable cuyo grupo
de simetrias tiene una inversién de simetria para cada punto. Estos espacios podemos
estudiarlos o bien a partir de la geometria de Riemann o bien con la teoria de Lie; en
este caso, la definicién es mas general y mas algebraica. Los puntos fundamentales
de la teorfa de espacios simétricos pueden verse en el libro de S. Helgason [31] o en
el de S. Kobayashi y K. Nomizu [52].

En geometria de Riemann, las inversiones son simetrias geodésicas que se les pide
que sean isometrias; tenemos asi un espacio simétrico Riemanniano.

En general, un espacio simétrico es un G-espacio homogéneo G/H para algun
grupo de Lie G, tal que el estabilizador de un punto, H, es un subgrupo abierto del
conjunto de puntos fijos de una involucién de G. Esta definiciéon incluye tanto los
espacios globalmente simétricos Riemannianos como los pseudo-Riemannianos y los
dotados de una conexién afin.

Recordaremos qué es un espacio simétrico, tanto desde el punto de vista geométri-
co como desde el algebraico y explicaremos en qué consiste el modelo de Cartan.

2.1. Un punto de vista geométrico

La nocién de conexion se define como sigue.

Definicién 2.1.1. Sea M una variedad y x(M) el dlgebra de sus campos de vectores.
Una conexion afin es una aplicacion

V(M) x X(M) = x(M)
verificando que

29
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1. VfX+hyZ == fVXZ + thZ;
2. Vx(fY) = fVxY + (X[)Y.

Ejemplo 2.1.2. Para las superficies embebidas en R3, la métrica es la primera forma
fundamental y la conexién V corresponde a los simbolos de Christoffel. Estd dada
localmente como

0 o,

o0 i~ £

Se dice que VxY es la derivada covariante de 'Y en la direccion de X .
Definicién 2.1.3. La torsion de una conexion afin se define como
T(X,)Y)=VxY —-VyX — [X,Y]
y la curvatura como
R(X,Y)=VxVy —VyVx — Vixy]

Definicién 2.1.4. Dada una variedad M dotada de una conexién afin, un difeo-
morfismo ¢ de M es una transformacion afin si se cumple que

Vix(0.Y) = ¢.(VxY).
Es la generalizacion de la nocion de isometria.

Definicién 2.1.5. Dada una variedad M con una conexién afin, una curva 7 es una
geodésica si el campo tangente 7' es paralelo a lo largo de ~.

Resolviendo la ecuacién V. = 0 vemos que dado cualquier v € T,M no nu-
lo con norma suficientemente pequena existe una tnica geodésica maximal ~, con
Y(0) =py v, (0) = v, i.e., una curva en M que arranca en p con velocidad v.

Consideremos una bola Uy = B(0,r) C T,M y la llamada aplicacién exponencial
exp, : v € T)M — (1) € M. Para un radio r suficientemente pequeno es un
difeomorfismo con su imagen N,; se dice entonces que tenemos un entorno normal
de p. De hecho, puede conseguirse que N, sea entorno normal de todos sus puntos.

Definicién 2.1.6. Sea N, = exp(Up) un entorno normal. Dado ¢ € N, existe una
unica geodésica v tal que y(0) = p y 7(1) = ¢. Consideremos el punto simétrico
¢ = v(—1), la aplicacién s, que lleva ¢ en ¢ se llama simetria geodésica respecto de
.

Claramente su diferencial es (s,). = —1 en T,M.

Definicién 2.1.7. La variedad M se dice localmente simétrica si todas las simetrias
geodésicas s, : N, = N, son transformaciones afines.

Teorema 2.1.8. Un espacio (M, V) es localmente simétrico si y solo si la conexion
es sin torsion y la curvatura es paralela.
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2.2. [Espacios globalmente simétricos

En un espacio localmente simétrico (M, V) las simetrias geodésicas locales son
transformaciones afines. Cuando podamos extenderlas a toda la variedad hablaremos
de un espacio globalmente simétrico.

Definicién 2.2.1. Un espacio (M, V), donde M es una variedad y V una conexién
afin, es un espacio globalmente simétrico si para cada p € M existe una transforma-
cién afin global s, : M — M involutiva (3]20 = id pero s, # id) y para la que p es un
punto fijo aislado.

Es decir, la simetria global conserva a p y “levanta” las geodésicas pasando por
p; si v es una geodésica tal que v(0) = p, entonces s, (y(t)) = y(—t).

Proposicién 2.2.2. Para todo p € M, M globalmente simétrico, la simetria s, es
la simetria geodésica en un entorno de p.

Nos referiremos a partir de ahora solo a espacios simétricos Riemannianos, aun-
que algunos de los resultados son validos para el caso general de una conexién afin.
El siguiente teorema y su corolario clarifican la relacién entre local y global.

Teorema 2.2.3 (Lichnerowicz). Un espacio localmente simétrico Riemanniano com-
pleto y simplemente conexo es globalmente simétrico.

Corolario 2.2.4. La cubierta universal de un espacio localmente simétrico Rieman-
niano completo es globalmente simétrica.

2.2.1. Pares simétricos

Cuando en un espacio localmente simétrico podemos extender las simetrias geodé-
sicas locales a toda la variedad tendremos un espacio globalmente simétrico. A cada
uno de estos espacios le asociamos un par simétrico (G, K,o). Veamos como se
construye este par para una variedad de Riemann (M, g) globalmente simétrica.

Definicién 2.2.5. Dado un grupo de Lie conexo G, un par simétrico es (G, K, o)
donde ¢ es un automorfismo involutivo de G, o # id, y K C G es un subgrupo

cerrado intermedio entre el grupo G de puntos fijos y su componente conexa de la
identidad, (G%). C K C G“.

La condicién sobre K nos dice que es uniéon de componentes conexas de G.
Sea pues (M, g) una variedad de Riemann globalmente simétrica. El par simétrico
asociado se construye de la siguiente forma.
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a) Consideramos el grupo de isometrias Isom(M, g). Es un grupo de Lie con la
topologia compacto-abierto.

b) Como automorfismo ¢ tomamos o : G — G dado por
o(p) = spopo sy

c) Para escoger el subgrupo K, fijamos un punto p € M y tomamos su isotropia
G)p = K, es decir, las isometrias que dejan fijo al punto p. Asi, de acuerdo con el
teorema fundamental, M = G/K.

Sea un grupo de Lie G compacto y conexo y o un automorfismo involutivo.
Entonces, si denotamos por K = G, el espacio homogéneo GG/K con la métrica
Riemanniana generada por la métrica biinvariante de G' es un espacio simétrico.

2.2.2. Descomposicién

Como 0% = id, sus autovalores son 1. Esto nos permite descomponer el dlgebra
de Lie g en vectores horizontales y verticales, g = h & m,

h = {Xeg:o(X) =X}
m = {Xeg:o.X)=-X}.

Considerando M = G/K, se tiene que, como espacios vectoriales, T,M = m,
donde denotamos por o = [e]. Ademads, utilizando que o, es un morfismo de édlgebras
de Lie, tenemos que [h,h] C b, es decir, h es subdlgebra de Lie; [h,m] C m y
[m, m] C b.

2.2.3. Ejemplos

Ejemplo 2.2.6 (Grupos de Lie compactos). Todo grupo de Lie compacto y conexo
H es un espacio globalmente simétrico Riemanniano. Consideremos el siguiente par
simétrico (G, K, 0):

(a) Como grupo de Lie tomamos el producto directo G = H x H.

(b) Como automorfismo
c: HxH — HxH
(h,h') +— (b h)
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(c) El conjunto de puntos fijos K = G es el subgrupo diagonal isomorfo a H,
imagen de

he Hw— (h,h) € Hx H

que se denota H*. Tenemos el difeomorfismo

(H x H)/JH* — H
[(h, )] = h(R)™

correspondiente a la accion transitiva de H x H sobre H dada por

(HxH)xH — H
((h,h/),h//) — hh//(h/)fl

Las geodésicas son los subgrupos uniparamétricos. Finalmente, la simetria involutiva
correspondiente al neutro es la isometria s.(g) = ¢g~'. Para otro punto p € G es

sp(9) = pg~'p.

Los siguientes ejemplos son los tres primeros tipos de espacios simétricos com-
pactos que da E. Cartan en su clasificacion.

Ejemplo 2.2.7. (A I) Tomamos como G el grupo especial unitario,
G=5SU(n)={X € Mpun(C): XX* =1 det X = 1}.

El automorfismo es la conjugacién, o(X) = X. Asi, el conjunto de puntos fijos es
K = 50(n), las matrices ortogonales reales con determinante 1.

La variedad M = SU(n)/SO(n) es difeomorfa a las matrices unitarias especiales
simétricas (ver Ejemplo 2.4.2).

Ejemplo 2.2.8. (A II) G = SU(2n) con el automorfismo o(X) = —JX.J, donde
0 1
-1 0

J es la forma simpléctica J = ( ) . El conjunto de puntos fijos es exactamente

la imagen del morfismo

Sp(n) — SU(2n)

. A -B
A+jB +— (B Z)

donde Sp(n) es el grupo simpléctico formado por las matrices n x n cuaterniénicas
tales que X X* =1

En este caso, la variedad M = SU(2n)/Sp(n) es difeomorfa a las matrices uni-
tarias antisimétricas.
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Ejemplo 2.2.9. (A III) Tomemos G = SU(p + ¢) y el automorfismo o(X) =

I,,XI,, donde
-1, 0

es una forma simétrica de signatura (p, ¢). El conjunto de puntos fijos es el subgrupo
imagen del morfismo

Up) xU(g) — Ulp+q)

(X,Y) o <)0(YO>

que ademds cumplen det X detY = 1. Lo denotamos S(U, x U,).

La variedad M = SU(p+q)/S(U, x U,) es la Grassmanniana compleja formada
por los subespacios de dimensiéon p de CP*9. En efecto, G actia transitivamente
ya que un isomorfismo lineal conserva la dimension y, si conserva un subespacio,
conserva su ortogonal para el producto hermitico.

2.3. Clasificacion de los espacios simétricos irre-
ducibles, compactos, clasicos

Para obtener una clasificacion de los espacios simétricos riemannianos asociamos
a cada uno un par simétrico (G, K,0) y a éste sus algebras de Lie y el morfismo
inducido (g, b, s). Reciprocamente, toda la informacién queda codificada en el alge-
bra de Lie g y en el automorfismo s pues b son los puntos fijos de s y, si tomamos
los grupos de Lie simplemente conexos G y K correspondientes a g y 0, es posible
integrar el morfismo de dlgebras de Lie s: g — g y recuperar el cociente G/K y el
automorfismo o.

Esta descripcion algebraica permitié a E. Cartan obtener en 1926 una clasifica-
cion completa de todos los espacios simétricos.

Definicién 2.3.1. Un par simétrico (g, b, s) de dlgebras de Lie se dice irreducible si
g es semisimple y h no contiene ideales no nulos de g y h es una subalgebra maximal
propia.

Diremos que un espacio simétrico es irreducible si lo es el par simétrico asociado.

Se puede ver que cualquier espacio simétrico Riemanniano simplemente conexo
es producto de irreducibles. Como la cubierta universal de un espacio simétrico es
un espacio simétrico, podemos reducirnos a estudiar, sin pérdida de generalidad,
los M simplemente conexos. Por tanto, basta con clasificar los espacios simétricos
Riemannianos irreducibles y simplemente conexos.
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2.3.1. Clasificacion

Con todas estas herramientas pasamos a dar la clasificacion de los posibles espa-
cios simétricos Riemannianos irreducibles, compactos y simplemente conexos clasi-
cos. Seguimos la clasificacién que dan A.T. Fomenko y Helgason [21, 31].

Tipo Modelo Cartan dim o(X)
Al SU(n)/SO(n) (n—1)(n+2)/2 X
Al SU(2n)/Sp(n) (n—1)2n+1) | —JXJ

AIIL | SU(p+q)/SU(p) x SU(q) 2pq Ly X Ipq
BDI | SO(p + q)/SO(p) x 5O(q) pq Ly X Iy
DIII | SO(2n)/U(n) [n > 4] n(n —1) —JXJ
CI Sp(n)/U(n) [n >3] n(n+1) —iXi
CIL | Sp(p+q)/Sp(p) x Sp(q) 4pq IpaX Ipq

M. Mimura anade a esta lista SO(n + 1)/SO(n), que no es mas que una esfera
[61].

2.4. Modelo de Cartan

Una cuestion que surge de manera natural es la de si es posible embeber el espacio
simétrico M =2 G/K en G. Si G/H fuese un espacio homogéneo en general no seria
posible, pero al ser un espacio simétrico si.

El modelo de Cartan nos permite afirmar que cualquier espacio simétrico M pue-
de interpretarse como una subvariedad de GG. Este modo de ver un espacio simétrico
sera muy util para tratar de calcular su categoria LS; es la herramienta que utilizan

M. Mimura y K. Sugata en su articulo de 2008 [61].
Proposicién 2.4.1. La aplicacién de G/K en G que lleva [g] en go(g)™" es un

difeomorfismo con la imagen.

Es inmediato ver que es inyectiva. Notese que mientras que los puntos de K son
fijos, M estd contenida en N = {g € G : o(g9) = g~ '}. En efecto, si n = go(g)7},
entonces

Asi pues, si llamamos

M = {heG:h=go(g) ' gecG}
N = {geG:alg) =g},
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tenemos que
G/K = M C N.
Maés atn, M es precisamente la componente conexa de N que contiene al neutro,
M = N, [21, cap. 4].
Describimos ahora el modelo de Cartan de algunos espacios simétricos clasicos
para los que calcularemos la categoria LS. Todas las demostraciones las hace S. Ra-
manujam en [69], también H. Kadzisa y M. Mimura en [49].

Ejemplo 2.4.2. U(n)/O(n). En este caso el automorfismo es la conjugacion, o(X) =
X. El conjunto de puntos fijos es O(n) y las variedades M y N coinciden [49, Teor.
3.1]. Por tanto, podemos identificar el espacio simétrico U(n)/O(n) con las matrices
simétricas unitarias,

Un)/On)={Y eUn): Y =Y"}L
Ejemplo 2.4.3. SO(2n)/U(n). Para este espacio tomamos o(X) = —JX.J, con

-1 0
A+ Bicon A, B € M, «,(R), podemos considerarlas como las matrices de SO(2n)

I : . .
J = < 0 . Puesto que las matrices complejas de U(n) son matrices de la forma

del tipo (_AB i) Asi, el conjunto de puntos fijos de o es U(n) y tenemos que

M = {Ye€SO2n):Y=-XJX"J X € SO(2n)}
N = {Xe€S02n): JX = X"J}.

Con el embebimiento de U(n) en SO(2n) se puede probar que SO(2n)/U(n) = M
es difeomorfo a las matrices antisimétricas de SO(2n).
Ejemplo 2.4.4. Sp(n)/U(n). La involucién es o(X) = —iXiy

N ={X € Sp(n): X =—-iX"i}.
Mediante un embebimiento de las matrices cuaternidnicas en las complejas se obtiene
que este espacio es difeomorfo a

Sp(n)/U(n) ={Y € Sp(n): Y =YT}.
Ejemplo 2.4.5. U(2n)/Sp(n). Como vimos en el Ejemplo 2.2.8, o(X) = —JXJ
es el automorfismo. Para este espacio simétrico la variedad
M={YeU@2n):Y=-XJX"J X ecU(2n)}

mientras que

N={XeU2n): JXT =XJ}.

Se prueba que
U(2n)/Sp(n) 2{Y € U(2n): Y = YT},



Capitulo 3

Funciones de Morse

El comienzo del estudio de la categoria LS se sitia en el intento de acotar el
nimero de puntos criticos de una funcién diferenciable. De hecho, la categoria LS
(més uno) de una variedad compacta es una cota inferior para el nimero de puntos
criticos de cualquier funcion diferenciable, sea de Morse o no. A grandes rasgos, esto
se debe a que el flujo del gradiente determina, para cada punto critico, un abierto
categdrico. Nuestro interés en las funciones de Morse estd en que para un grupo de
Lie este flujo puede pasarse el algebra de Lie mediante la transformacion de Cayley
estudiada en el Capitulo 4. Mas adelante veremos que este resultado también puede
extenderse a los espacios simétricos clasicos.

La diferencia entre la teoria de Morse y la de Lusternik y Schnirelmann radica
en que la primera exige que los puntos criticos sean no degenerados. Esto no siempre
nos da los resultados més precisos, como ocurre por ejemplo en el toro T2, para el
que podemos obtener funciones diferenciables con sélo tres puntos criticos, mientras
que toda funcién de Morse tiene como minimo cuatro puntos criticos.

3.1. Funciones de Morse

J.W. Milnor hace un resumen preciso y completo de la teoria de Morse en [60].

Definicién 3.1.1. Sea M una variedad diferenciable. Dada una funcién con valores
reales, f : M — R diferenciable, se dice que un punto p € M es un punto critico de
[ st la diferencial f,, : T,M — Ty R se anula.

Las imagenes por f de los puntos criticos se denominan wvalores criticos.

Si p no es un punto critico de f se dice que p es reqular.

Dado p un punto critico de f, a partir de la matriz formada por las derivadas
segundas de f en p, podemos definir una forma bilineal simétrica H, f en el tangente,
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el Hessiano de f en p.

Definicién 3.1.2. Un punto critico p es no degenerado si el Hessiano de f en p es
no singular.

Definicién 3.1.3. Para referirnos al indice de H, f en el T, M hablaremos del indice
de f en p. Es la mayor dimension de un subespacio de V en el cual H es definida
negativa.

El indice es el nimero de autovalores negativos de la matriz Hessiana en p.
Intuitivamente, la informacion que nos da es el nimero de direcciones independientes
en un entorno de p en las que f decrece.

Conviene senalar que los conceptos de punto critico, indice y ser no degenerado
son independientes de la eleccion de las coordenadas locales que tomemos.

Definicién 3.1.4. Una funcién f : M — R es una funcion de Morse si todos sus
puntos criticos son no degenerados. En particular, son aislados.

Teorema 3.1.5. Sip € M es un punto critico no degenerado de una funcion dife-
renciable f, existen coordenadas locales (x1,...,x,) centradas en p de manera que

F@r, o m) = fp) — o} = o= a2 b,

donde r es el indice de f en p.

3.2. Funciones de Bott-Morse

La teoria clasica de Morse considera sélo funciones cuyos puntos criticos son
no degenerados y por tanto, aislados. En muchas situaciones, sin embargo, nos en-
contraremos que los puntos criticos forman subvariedades de M. Por ejemplo, si
ponemos un toro en horizontal sobre un plano, entonces la funcién altura respecto
de dicho plano tendra dos subvariedades criticas; la circunferencia inferior sobre la
que el toro esta apoyado en el plano y la superior.

Debemos a R. Bott la extensién de la teoria de Morse a estas situaciones.

Definicién 3.2.1. Se dice que una wariedad critica N es no degenerada si para
cualquier punto critico p de N la Hessiana de f restringida al espacio normal de N
es no singular.

Definicién 3.2.2. Una funcion de Bott-Morse es una funcién diferenciable cuyos
puntos criticos forman una subvariedad cerrada y la Hessiana es no degenerada.

Equivalentemente, podemos decir que el ntcleo del operador Hessiano en un
punto critico es el espacio tangente a la subvariedad critica.
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3.3. Teoria de Morse en los grupos de Lie

Sea G = O, (K) un grupo de Lie ortogonal embebido en el espacio euclideo de las
matrices M, (K). La métrica euclidea en este espacio viene dada por el producto
escalar parte real de la traza, (A, B) = RTr(A*B). Clasicamente, las funciones de
Morse que se consideran en los grupos de Lie son las llamadas funciones altura o
distancia. Las primeras miden la altura del grupo G con respecto a algin hiperplano;
fueron estudiadas, entre otros, por I.A. Dynnikov y A.P. Veselov en [84] y A.N.
Kozachko y K.Y. Volchenko en [86]. Las segundas miden la distancia a un punto
dado y las estudié H. Duan en [12]. Veremos que ambos tipos de funciones son, salvo
una constante, de la forma hx(A) = RTr(X*A) (ver Prop. 3.3.2).

El primero en estudiar este tipo de funciones fue T. Frankel en 1963 [23]. Escoge
como X la matriz identidad (el estudio que hace sirve para cualquier matriz X = t/
con t € R\ {0}). Con esta eleccién la funcién altura es invariante por la accién
adjunta, de modo que para calcular el conjunto de puntos criticos nos llega con
estudiar los puntos criticos de un toro maximal; todos los demas son las orbitas
de éstos. Ademas, como el gradiente grad h; es tangente a cada punto de un toro
maximal dado 7', los puntos criticos de h; en T" son los puntos criticos de la restriccion
de hyaT.

En [23] Frankel prueba que el conjunto de puntos criticos $(h¢) estd formado
por todas las matrices en G tales que A? = I. As{ pues, los puntos criticos ya no son
aislados sino que forman subvariedades, de hecho, son Grassmannianas. Es decir, h;y
no es estrictamente una funciéon de Morse sino de Bott-Morse.

Después de estudiar detalladamente el comportamiento de esta funciéon en los
grupos de Lie cldsicos, T. Frankel lo generaliza a variedades de Stiefel [23].

Pocos anos después de este estudio, en 1969, S. Ramanujam [70] obtuvo una
expresion explicita para las subvariedades criticas de h; en los grupos de Lie or-
togonales. Generalizé también esta funcién a los espacios simétricos U(n)/O(n),
Sp(n)/U(n), U(2n)/Sp(n) y SO(2n)/U(n) obteniendo de nuevo que un punto A de

uno de estos espacios simétricos M es un punto critico de h; si y solo si A% = 1.

Recientemente, H. Kadzisa y M. Mimura han utilizado la funcién parte real de
la traza para construir la descomposicién en conos de variedades de Stiefel y de
algunos espacios simétricos Riemannianos y asi obtener la categoria LS de estos
espacios [49].

3.3.1. Funciones altura y distancia en los grupos ortogonales

La funcién h; en un grupo G' = O, (K) no es propiamente una funcién de Morse
pero basta modificarla con un coeficiente para que si lo sea. K. Volchenko y A. Ko-
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zachko [86] estudian en los grupos de Lie clésicos la funcién altura
hSG(A) = 2R Tr(X A)
con
X =diag(zy,...,zn), B, ERy 0 <z < -+ < 2.

Prueban que los puntos criticos de h§ son las matrices diagonales
diag(eq,...,en), & = =£1,

con indice

(indh$)(A4) = Z 8-,1 ((dimg K)i — 1)

Utilizando las desigualdades de Morse obtienen que h§ es una funcién de Morse
perfecta, es decir, con el menor niimero posible de puntos criticos.
Después generalizan estos resultados a variedades de Stiefel.

Esta misma funcién la estudian I. Dynnikov y A. Veselov en grupos de Lie y en
algunos espacios simétricos embebidos en los grupos de Lie cldsicos [84]. Prueban
que el conjunto de puntos criticos para h§ es

Y(hG)={AcG: XA=(XA))

Describen explicitamente el flujo del gradiente y obtienen asi una descomposiciéon
celular para la variedad.

Todas estas funciones son casos particulares del Teorema 5.1.5, que proporcio-
na una descripcion general del conjunto de puntos criticos de una funcién altura
arbitraria h§.

3.3.2. Espacio tangente y ortogonal

En la Seccién 4.1.2 recogimos una descripcion del espacio tangente de los grupos
de Lie clasicos. A partir de ella se obtiene una caracterizacién de las matrices que
estan en el espacio perpendicular al tangente de una X € G dada, vxG, donde G
denota al grupo O, (K).

Lema 3.3.1. Para X € G,

1. El espacio tangente a la variedad en X estd formado por:

TG = {U € Mpyn(K) : X*U = —U*X}.
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2. En consecuencia, el espacio normal es:

vxG = {U € Myyn(K) : X*U = U*X}.

En particular podemos expresar cualquier matriz como suma de una antihermiti-
ca y otra hermitica:

1 1
A= §(A — A" + §(A + A%)
donde el primer sumando pertenece al T;G y el segundo a v;G.

Proposicién 3.3.2. Toda funcion altura en G es de la forma
hSG(A) = RTr(X A).

Demostracion. Sea X € M5, (K) un vector arbitrario no nulo. Podemos suponer
que el hiperplano desde el que vamos a calcular la distancia pasa por el origen (en
otro caso la funcién resultante diferiria solo en una constante), de manera que el
hiperplano es simplemente X*. Supongamos también, sin pérdida de generalidad,
que ||.X| = 1.

Tomamos un elemento del grupo A € G que puede expresarse como

A=hG(A)X +V, conV € X,

asi

(X, A) = h§(A)(X, X) + 0 = h§(A)

pues || X|| = 1. Entonces, como el producto escalar con el que trabajamos es preci-
samente la parte real de la traza,

hG(A) =RTr(X*A). O

3.3.3. Gradiente y Hessiano de las funciones altura

Lema 3.3.3. Sea h§ : G — Mxn(K) una funcion altura. El gradiente de h§ en
un punto A € M, (K) viene dado por:

grad h§(A) = 1/2(X* — AX A).

Demostracién. Sea hy la funcién altura en M50 (K). Entonces gradh§(A) en G
es la proyeccion del gradiente de h x en en el espacio tangente T4 G. Por definicion,
para todo V € T1G,

(grad G (1), V) = (h§)-1(V)
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de modo que, tomando W en el ortogonal,

(grad h§ (1) + W, V) = (h§)-1(V).
Pero como h§(A) = RTr(X A) es lineal,

(h$)1(V) = RTr(XV).

Por otro lado, si llamamos Y = grad h§(I) + W, se verifica que

RTe(Y'V) = (Y, V) =RTr(XV),
luego Y* = X es decir,

grad h$(I) = X* =W  con W € ~,G.

Ademas, como las traslaciones son isometrias y en el tangente en el neutro tenemos
la descomposicion

ATIX = (XA) = %[(XA)* — XA+ %[(XA)* + XAl

entonces

gradh$ (A) = A%[(XA)* — XA] = %(X* —AXA). O

Corolario 3.3.4. Un punto A es critico para la funcion altura h§ si y solo si
X*=AXA.

Lema 3.3.5. Sea A € G un punto critico para la funcién altura h§ y U € Ta(G),
entonces el operador Hessiano viene dado por

(HRG)A(U) = —1/2(AXU + UXA).
Demostracion. Por definicién

m S [orad(A + tU) — grad(A)]

1i
t—0 t

(Hh§)a(U) =

1
= —5(AXU+UXA). O
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3.3.4. Flujo del gradiente

Recogemos a continuacién un resultado de K. Volchenko y A. Kozachko que per-
mite transformar el flujo del gradiente de la funcién altura en GG en un flujo en el
dlgebra de Lie mediante la transformacién de Cayley [86]. Utilizando la expresién
de los autores denominamos “linealizacién” a este proceso. Mas adelante generali-
zaremos este resultado a espacios simétricos y para cualquier punto critico.

Lema 3.3.6. Una solucion de
1
(3.1) X’:§(B*—XBX)

en un entorno de I es la imagen por la transformacion de Cayley de la solucion de
la ecuacion diferencial:

(3.2) d(X) = —2(Bc(X) + ¢(X)B).
Demostracion.
d(X) =
(I -X)I+X)7Y) =
X'+ X)7+ ([ -X)[-(I+X)"'X'(I+X)7"] =
—X'(I+X)' —e(X)X'(I+X)" =
([ +e(XNX'T+X)™" =
2(I+c( (B — XBX)(I—i—X)*1

Ahora bien, como (I + X)™ ' = 2(I 4 ¢(X)) tenemos

—(I +¢(X) (B~ XBX)(I +¢(X)) =

(I +e(X)[B = (I + ())%I—dX»
B(I = (X)) +c(X))™! )

c(X)B(I — (X))
(

(1 +c(X)B(I + (X)) = (I -
—2(Be(X) + ¢(X)B). O

Proposicién 3.3.7. La ecuacion (3.1) puede resolverse explicitamente para la con-
dicion inicial X (0) = Xo. La solucidn es de la forma:

X(t) = (sinh(tA) + cosh(tA)Xy) - (cosh(tA) + sinh(tA) X)) ™
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Lineas de flujo de la funcién de Morse con B # [

Sea B una matriz diagonal real positiva, con sus autovalores ordenados en orden
creciente. Consideremos las lineas de flujo () = c(e P! Xe B") que pasan por un
cierto punto P € QNG de la funciéon R Tr(BP). Para t = 0 sabemos que X = ¢(P).
La curva e~*Z tiende a cero cuando t — oo. Por tanto

Y(+oo) = lim (t) = c(0) = 1.

t—+o0
Por otra parte, ¢(—o0) = th’m $(t) = —I. Para probarlo usamos la regla de
——00
L’Hopital:
Jim (1 — e PXeP) (I + e PXe ) =
——00
m (—(—=Be "PX)e "’ —e P X(—Be ")) x
t——o00
(—Be’tBXe*tB + e*tBX(_BeftB))—l _ g

pues B y e P conmutan.

Es decir, las lineas de flujo de los puntos de 2 van de [ a —1.
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Capitulo 4

Transformacion de Cayley

4.1. La transformacién de Cayley clasica

La transformacién de Cayley cldsica fue introducida en 1846 [5] como un modo de
expresar una transformacién ortogonal en coordenadas antisimétricas. Viene dada
por ¢(X) = (I — X)(I + X)™! y estd definida en el abierto Q de todas las matrices
que no tengan como autovalor al —1. Es involutiva, ¢ = id, y se puede pensar como
una generalizacién de la proyeccién estereogréafica. Sus principales propiedades se
recogen en [67]; puede verse también el libro de Weyl [87].

Como veremos mas adelante esta aplicacion lleva un grupo de Lie de tipo ortogo-
nal G en su algebra de Lie g. Asi, la propiedad de ser involutiva resulta especialmente
interesante porque nos permite traducir la contraccion radial del espacio vectorial g
en una contraccion del abierto ).

4.1.1. Definicion y propiedades

Para pasar de un grupo de Lie ortogonal a su algebra de Lie utilizaremos la
transformacién de Cayley c: €2 — Q tal que
I - X
X)=——+
donde
Q={X € Myun(K): existe (I + X)'}.

Notese que tiene sentido escribir la expresion de ¢ como un “cociente” de matrices
porque
IT-X)I+X)'=I+X)I-X).

47
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Ademas, como

(I +e(X) ™ = S+ X),

tenemos que la aplicacion c: €2 — Q esta bien definida.
Recogemos a continuacion algunas de la propiedades de esta aplicacion que nos
seran utiles a la hora de generalizarla.

Proposicion 4.1.1. Sea A € Q, se verifica entonces que:

1. A€ Q yc(A*) = c(A)*;

2. si A es inversible, A7t € Q y c(A™!) = —c(A);

3. si—A €, c(—A)=c(A)7Y

4. 8i B € Myyn(K) es inversible, BAB™! € Q y ¢(BAB™') = Bc(A)B™L.
Demostracion. 1. (I + A*)L= (I +A)™";

2. (I+ A" = A(I + A)Y;

3. utilizando el apartado anterior es inmediato comprobar que ¢(A)c(—A) = I;

4. basta escribir [ + BAB™! como B(I + A)B™!.
O]

Proposicién 4.1.2. La aplicacion c es involutiva, es decir, c™! = c.

Demostracién. Consideremos A € Q, entonces c¢(c(A)) = (I — c¢(A))(I + c(A))~".
Al comprobar que la transformacién de Cayley estaba bien definida obtuvimos que
(I +c(A))™t = 3(I + A). Ademas, tenemos que

I—c(d) = I—(IT-A)T+A)"!
= (I+AI+AT—T-AIT+A)
= 2A(I+A)~".

Por tanto, ¢(c(A)) = 0. O

Nota—. Supongamos que A es una matriz unitaria o simpléctica. Recordemos que en
este caso A se puede diagonalizar a una matriz compleja diagonal, A = UDU?*, con
D = diag(z1, ..., 2,) (ver Subsecc. 1.1.6). Entonces,

c(A) = Udiag (m(z1),...,m(2,)) U™,

1—2

donde 7 es la proyeccion estereogréfica w: S'\ {—1} — iR, m(2) = 3=
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Con la siguiente Proposicién establecemos la relacién entre los autovalores de
una matriz y los de su imagen por la transformacién de Cayley.

Proposicién 4.1.3. Si g es un autovalor por la derecha de A € Q, entonces +=< es

11q
un autovalor por la derecha de c(A).

Demostracion. Fijemos ¢ un autovalor por la derecha de A. Necesariamente g # —1,
yva que si —1 fuese autovalor I + A no seria inversible. Asi, para algtin v # 0 tenemos
que
(I+Av=v+Av=v(l+q),

por tanto,

I—A v— Av 1—q
= v = = :

I+ A 14+4¢ 1+4¢

c(A)v

4.1.2. Grupos ortogonales clasicos

Consideremos K = R, C 6 H. Decimos que una matriz A € M,,,,(K) es ortogonal
si AA* = I. Estas matrices se pueden identificar con una aplicacién K-lineal (por la
derecha) K" — K™ que conserva el producto hermitico (u,v) = u*v. Denotaremos
por O, (K) el grupo de Lie de las matrices ortogonales,

On(K) = {A € Muxn(K): AA* = I},

Este grupo corresponde al grupo ortogonal O(n), al unitario U(n) o al simpléctico
Sp(n) dependiendo de que K sea R, C 6 H respectivamente.

Vamos a ver que la transformacién de Cayley clésica lleva los grupos de Lie
ortogonales clasicos en su algebra de Lie g formada por las matrices antisimétricas
(o antihermiticas).

Proposicién 4.1.4. g = {X € M, ,(K): X + X* = 0}.
Proposicién 4.1.5. c¢: QNG — QN g es un difeomorfismo.
Demostracion. Es un caso particular del Teorema 4.3.2. O

Como espacio vectorial g = TG, de modo que el espacio tangente en cualquier
otro punto A € G viene dado por

TAG = LA<T[G) = {Y c Mnxn(K) AYY + Y A = 0}

La Proposicién que enunciamos a continuacién sera clave para poder establecer
un difeomorfismo entre el espacio tangente T4+G y el abierto Qg(A) (ver Subseccién
4.3.1) y probar asi que este tipo de abiertos son contractiles.
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Proposicién 4.1.6. Sea X € g una matriz antisimétrica (antihermitica). Entonces
X no tiene autovalores reales no nulos.

Demostracion. Supongamos que existe un t € R tal que Xv = vt para algin v €
K", v # 0. Entonces v*Xv = v*vt = |v|*t es un niimero real y, en consecuencia,

v Xv=WX)" =v' X0 =0v"(-X)v=—v"Xv.
Por lo tanto, v*Xwv se anula, i.e., [v|*t = 0, luego t = 0. O]

Ejemplo 4.1.7. Consideremos Sp(1) = {¢ € H : |¢| = 1} = S*. Su élgebra de Lie
es
sp(l) ={weH:w+w=0}=(ijk).

En este caso el abierto €2 esta formado por todos los cuaternios excepto ¢ = —1.
Observamos entonces que la aplicacion de Cayley es de nuevo la proyeccion este-
reografica de 5%\ {—1} en R:

c: S\ {-1} = (i,j, k) = R®

qclg) = —
Pero B B
l-qg_(1-9¢(+7 _ d-4
I+q (I+q+7 [1+4]
es decir, expresando ¢ como ¢ =t +xi+yj+ zk con t,x,y,z € R,

olg) =~

Nota—. Consideremos el grupo SO(3) de rotaciones de R? o, equivalentemente, las
rotaciones de la 2-esfera S2. Mediante la proyeccién estereogrifica estas rotaciones
pasan a transformaciones lineales de variable compleja de la forma

gj;g, con |a|2 + |5|2 =1.

Z

El grupo de matrices complejas de orden 2 determinadas por estas transformaciones
(salvo el signo) forman el grupo SU(2). Tenemos pues que Sp(1) = SU(2) y el
isomorfismo de grupos de Lie es

Sp(1) — SU(2)
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. a —pf
a+js— (6 a), a, B e C.

Por otro lado, SU(2) es un subgrupo de U(2) y en el grupo unitario tenemos la
aplicacién de Cayley ¢: QN U(2) — u(2). De hecho, ¢(SU(2)) C su(2), es decir, ¢
lleva las matrices de determinante 1 en matrices de traza 0. En efecto, evaluemos ¢
sobre un elemento A € SU(2). Tenemos

(1 +a« —B
I+A_( B 1+a>’

luego
det(I +A) =2(1+ R(a)).

Por tanto, como

2(1+ R()) e(A) =
(1__; 1@) (1_? 1_?@) _

a—a 28
-20 a—a
queda Trc(A) = 0. Concluimos pues que el isomorfismo Sp(1) = SU(2) conmuta
con la aplicacion de Cayley.

1R

U(2) =——5U(2) Sp(1)

u(2) =——su(2) —;—sp(1)

A

R

4.2. La transformacién de Cayley generalizada

Recordemos que en una variedad compacta la categoria LS (mds uno) es una cota
inferior para el niimero de puntos criticos de cualquier funcién diferenciable, sea de
Morse o no. A grandes rasgos, esto se debe a que el flujo del gradiente determina,
para cada punto critico, un abierto categérico. En nuestro contexto, obtenemos que
para las funciones altura, tanto en los grupos de Lie como en los espacios simétricos,
este flujo viene dado por la contraccion asociada a la transformacion de Cayley.
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La generalizacién de la transformacion de Cayley que hacemos a continuacién
permite establecer un método que sirva para dar abiertos contractiles. Modifica-
mos asi la definicién de ¢ para obtener un recubrimiento por abiertos categoéricos
de los grupos de Lie ortogonales. A continuacién, veremos que los resultados obte-
nidos para los grupos pueden adaptarse de modo natural a los espacios simétricos
clasicos sin mas que verificar que todas las construcciones son compatibles con el
automorfismo o.

Ademas, veremos que para las funciones de Bott-Morse, la contraccion de Cayley
proporciona un modelo local de las variedades criticas.

4.2.1. Definicion y propiedades de cy

Sea A € O,(K) una matriz ortogonal, unitaria o simpléctica segin K sea R, C
o H. Definimos el abierto Q(A) C M x,(K) como el conjunto formado por las
matrices X tales que A + X es inversible.

Definicién 4.2.1. La transformacion de Cayley centrada en A se define como la
aplicacion
ca: QA) = QAY)
dada por
ca(X) = c(A"X)A* = A"c(X A).

La transformacion de Cayley clasica ¢ corresponde al caso A = I. Como veremos
en la siguiente Proposicion, la aplicacion cy esta bien definida, ya que si X € Q(A)
entonces c4(X) € Q(A*), y es inversible con ¢! = c4-.

Proposicién 4.2.2. Si X € Q(A) entonces,
L caX)=(A+X)"{(I - XA)= (1 - AX)(A+X)!
2. la inversa de la matriz A* + ca(X) es (1/2)(A+ X);
3. s1 X € Q(A), entonces ca(X) € Q(A*);

4. ca es un difeomorfismo con (ca)™' = ca-.

Demostracion. Las dos primeras afirmaciones se deducen de las propiedades de la
transformacién de Cayley clasica. La tercera afirmacién se deduce de la segunda.
Haciendo uso de ésta obtenemos que

casca(X) = cas (c(A"X)AY)
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Necesitaremos también las siguientes propiedades.
Proposicién 4.2.3. Sea X € Q(A). Entonces

1. X* € Q(A*) y cas(X*) = ca(X)*;

2. UXU* € QUUAU") para cualquier matriz U € O,,(K) y

cuvav-(UXU") = Uca(X)U™;

3. si la matriz X es inversible, entonces X' € Q(A*) ya que
(A + X H 1 =AA+ X)X,
Mds atn,
ca- (X7 = —Aca(X)A.
4.3. Abiertos categoricos en un grupo de Lie
La transformacion de Cayley generalizada c, establece un difeomorfismo entre
Qc(A) v TaG; esto nos permitird obtener abiertos contréctiles en el grupo como

imagen difeomorfica de un espacio vectorial. A partir de las propiedades de c4 que
hemos visto y de la Proposicién 4.1.6 obtenemos el siguiente interesante resultado.

4.3.1. Un difeomorfismo entre T4-G y Qs(A)

Proposicién 4.3.1. FEl espacio vectorial real Tx+G estd contenido en Q(A*).

Demostracion. Supongamos que existe algin Y € Ty-G tal que A* + Y no es in-

versible. Entonces, existe algiin v # 0 tal que A*v = =Y, luego —v = AYw. Es
decir, —1 seria autovalor de la matriz antisimétrica AY, lo que contradice la Prop.
4.1.6. O

Sea G = O0,,(K), denotaremos por Q¢(A) al subconjunto abierto Q(A)NG C G.

Teorema 4.3.2. La aplicacion cy lleva difeomérficamente Qg(A) en el espacio vec-
torial real Tx-G de las matrices X tales que AX + (AX)* = 0. Ademds, ca(A) = 0.
En consecuencia, Qg(A) es un abierto contrdctil.
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Demostracion. En primer lugar, veamos que ¢4 envia Qg(A) en TaxG C Q(A*).
Sea B € Qg(A), entonces B™! = B* luego, por la Prop. 4.2.3

CA(B)* = CA*(B*> — Cap* (B_l) = _ACA(B)A
Llamemos X* a c4(B), entonces
—AX"A =X,

es decir X*A es antisimétrica, que es la condiciéon buscada.

Reciprocamente, sea X* en T4-G, es decir X*A antisimétrica. Debemos probar
que c4+(X*) es ortogonal. De nuevo, por la Prop. 4.2.3

cae(X*) = ea( X)),

Asi que basta ver que ca(X)*ca(X) = 1.

En primer lugar, como c4(X) = (A + X)7}(I — X A*) tenemos que c4(X) es
inversible si y solo si I — X A* lo es. Pero si I — X A* no fuera inversible, existiria
algin v # 0 tal que X A*v = v y por tanto, 1 serfa un autovalor real de la matriz
antisimétrica X A*, en contradiccién con la Prop. 4.1.6.

Ahora bien, como

A X =—-X"A
tenemos que
—ATXA* = X"
Pero, por las propiedades de la transformacién de Cayley generalizada,
—AXAT = A (caX)) A" =ca(ca(X)) y
X = ca(cy(X7)) = cale ( )").
Como cy4 es inyectivo, se sigue que ca(X)* = ca(X)™! O

Nota—. De hecho Q(A) = LA(Q2(I)) = Ra(2(])), y como
Ty (G) = La<(T1G) = Ra-(T7G),

tenemos ¢4 = R« 0co Lyx«.
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4.3.2. Contraccion de Cayley generalizada

Sea A € (G. La contraccion radial que sale de este punto podemos parametrizarla
como ca«(tX), con t € [0,00), para algin X del tangente Tx+G. Es decir AX =
—X*A*. Como AX € T;G es antisimétrica, es normal y por tanto diagonalizable,
AX = UDU*. Entonces

O(t) = ca-(tX) = ca- (tA*UDU*) = c(AtA*UDU*) A,

esto es
o(t) = c(tUDU*)A = Uc(tD)U* A.
Veamos donde termina esta linea. Sea D = diag(\y, ..., A,). Primero calculamos
lim ¢(tD) = lim diag((1 — t ) /(1 +tAg)) = —1,
t—o00 t—o00
por tanto

lfm ¢(t) = U(—D)U*A = —A.

t—o0

Es decir, los radios de la contraccién van de A a —A.

4.4. Contraccién de Cayley en los espacios simé-
tricos

Anélogamente al caso de los grupos de Lie, para buscar abiertos contractiles en
los espacios simétricos G/K usaremos la transformacién de Cayley generalizada,
ca, en el modelo de Cartan correspondiente M. Para ello comprobaremos que cx4
es compatible con la aplicaciéon o definida en 2.2.1. Esto nos permitira tratar de
manera simultanea y unificada todos los espacios simétricos. Recordemos que para
G/K con automorfismo o, la variedades M y N son como siguen:

M = {heG:h=go(9) ' geGl,
N = {geG:a(g)=9g"'}.

Como vimos en la Seccién 2.4, G/K es difeomorfo a M y M C N. En general,
M # N, de hecho, M = N, es la componente conexa de N que contiene al neutro.
Lo que haremos entonces sera contraer mediante c4 en M o, al ser M = N,, basta
con que lo hagamos en V.
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4.4.1. Compatibilidad

Lema 4.4.1. Sea 0: Myn(K) = M,y (K) un automorfismo involutivo, o* = id,
y de R-dlgebras. Entonces, para todo A € G,

Ca(A) © 0 = 0 O Cy,

0, equivalentemente,
00 Cu(p) = C4 00.

Demostracion. Como A es una matriz ortogonal, o(A) también lo es. Entonces, al
ser o de R-algebras,

o(A") =c(A™) =a(A) = o(A)".

Por otro lado, sea X € Q(A), es decir, A + X inversible, entonces, o(A + X) =
0(A) 4+ o(X) sigue siendo inversible, luego o(X) estéd en el abierto que nos interesa,
o(X) € Q(a(A)).

Podemos entonces hacer la composicién sin problema y tenemos que

o) (@(X)) = (I —0(A) (X)) (o(A) +0(X))"

(

(I —o(A*X))o(A+ X)7!
= oI - A X)o(A+X)™?
= o(ca(X)). O

Nota—. Estas hipdtesis se cumplen en todos los casos que hemos visto en los Ejemplos
de la Subseccion 2.2.3

4.4.2. Abiertos categoricos en espacios simétricos

Las propiedades de la transformaciéon de Cayley generalizada, en particular 0;11 =
c4+, nos permitiran pasar al modelo de Cartan la contracciéon del espacio tangente
Ty G.

Teorema 4.4.2. Fijada A € N, para cualquier X € N N2, el camino
V(t) = ca=(tca(X))
permanece en N para todo t € [0, 1].

Demostracion. 1. En primer lugar, como A, X € Ny A € G, al ser ¢ de R-
dlgebras tenemos que o(A) = A7l = A* y o(X) = XL,
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2. Puesto que ca(X) € Qg(A*), se verifica que y(t) = ca«(tca(X)) € Qa(A), por
tanto, y(t)~t € Qg(A*).

Por otro lado, v(t) € Qg(A) implica que o(y(t)) € Qg(a(A)) = Qg (A*).

3. Por 1ultimo, utilizando las propiedades de la transformacion de Cayley genera-
lizada (Prop. 4.2.3) y el Lema 4.4.1 tenemos que

ca(v(t)Y) = —Acaly(t)A
= —AtCA(X)A
= f}CA* (Xil)

Se verifica entonces que

car (V1)) = tea (X7
y

ca-(o(7(t)) = tea (X7,
Por tanto, y(t) € N para cualesquiera A, X € N.

Corolario 4.4.3. Sea el modelo de Cartan M C G y A € M. Denotamos por
Qp(A) = Qa(A) N M.
Entonces, el abierto Qy(A) es contrdctil.

Demostracion. Sabemos que Q;(A) es contractil por la contraccién (t). Basta en-
tonces comprobar que 7(t) permanece en M para todo t.

Por el Teorema 4.4.2 tenemos que la contraccién permanece en la variedad N,
pero al ser M = N,y A € M, se verifica que la contraccién no se sale de la variedad
de Cartan M. O

Veremos en el Capitulo 8 como dar, a partir de estos resultados, recubrimientos
categdricos explicitos minimos de los espacios simétricos U(n)/O(n) y U(2n)/ Sp(n).
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Capitulo 5

Subvariedades criticas en grupos
de Lie

5.1. Estudio del conjunto de puntos criticos de las
funciones altura

Recogemos en esta seccion una serie de propiedades que verifica el conjunto de
puntos criticos de una funcién altura en un grupo de Lie, ¥(h$). Estas propiedades
nos permitiran simplificar la caracterizacion de las funciones altura en G que son de
Morse.

5.1.1. Compatibilidad con la descomposicion polar

En primer lugar, veamos que basta estudiar el comportamiento de las funciones
del tipo h% con D una matriz diagonal. Los siguientes resultados suponemos que
son conocidos, aunque no hemos encontrado ninguna demostracion explicita en la
literatura.

Lema 5.1.1. Sea X € M,,»,(K) una matriz cualquiera y X = US, con U ortogonal
y S hermitica, su descomposicion polar. Se verifica entonces que:

S(h%) = B(h§)U™.
Ademds, el conjunto de puntos criticos no degenerados de la funcién altura h$,
YH(RE), es tal que
SH(hS) = S (hG)U™.

99
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Demostracion. Sea A € $(h§), es decir,

X*=AXA
esto es,
SU* = AUSA
pero como U es ortogonal,
S =AUSAU

y por tanto, AU € X(hE). Entonces, al ser A un elemento del grupo, A € S(h§)U*.
Andlogamente, si B € %(h§), S = BSB y por tanto

SU* = BSBU*
pero, de nuevo por ser U ortogonal,
SU* = BU*USBU™,

es decir, BU* € X(h§).

La afirmacién referida a los puntos criticos no degenerados se debe a que, segin
la expresién obtenida en el Lema 3.3.5, tenemos el siguiente diagrama:

T\G (HRS) A

|RU
(HRSG

TAUG s)AU

TAG

lRU

TAUG

que como se ve es conmutativo ya que, para V € Ty G:
(HRS) ap (V) = —1/2(AUSV + VSAU)
pero si V = Ry(W) para algin W € T4(G) entonces

(HhS) 4w (V) = —1/2(AUSWU + WUSAU)
= —1/2(AXW + WXAU.

Esto es:

Ry o (Hh) 4 = (HhS) av 0 Ry

Concluimos pues por ser las traslaciones isomorfismos. O]
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5.1.2. Compatibilidad con la descomposicion SVD

La obtencion de los valores singulares de la matriz X y la extensiéon de la des-
composicion SVD al ambito cuaterniénico que recogimos en la Subseccién 1.1.8 nos
permitiran ahora reducir el estudio de cualquier funciéon altura en un grupo de Lie
ortogonal al estudio de las funciones altura con respecto a una matriz diagonal real.

Teorema 5.1.2. Un punto A € G es un punto critico de la funcién altura h$ sii
V*AU es un punto critico de h$,, donde X = UDV* es la descomposicién SVD de
X. Ademds

(Ly- o Ry) o (HRS) 4 = (HRS)y-ap.

Demostracion. La condicion de ser critico establece que
X*=AXA.

Entonces

D=D*=V*"AUDV*AU.

El resultado referido a los operadores hessianos se prueba analogamente al del Lema
5.1.1 ya que

1
(Ly+ o Ry) o (HR$)A(Z) = —§V*(AUDV*Z + ZUDV*A)U

y el diagrama correspondiente entre los tangentes es conmutativo. O]

5.1.3. Compatibilidad con la diagonalizacion de matrices

En la linea de los resultados anteriores comprobamos ahora que la diagonalizacion
de matrices en G también respeta el conjunto de puntos criticos de las funciones
altura.

Lema 5.1.3. Sea X € M, «,(K) una matriz diagonalizable, X = UDU*. Se verifica
que:

Y(hS) = US(RG)U*.

Ademds, el conjunto de puntos criticos no degenerados viene dado por:
SRS = UST (AU,
Demostracion. Sea A € X(h$), es decir,

X*"=AXA
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esto es,
UD'U*=AUDU*A

luego
D* =U"AUDU* AU

y por tanto, U*AU € ©(h$) o, equivalentemente, A € US(hG)U*.

Ademas, el siguiente diagrama es conmutativo:

HRS
T\G (Hh) A .G
LU* ORU LU* ORU
HRE) =
TU*AUG( Gl STy avG

es decir,
(Lu- 0 Ry) o (Hh§)a = (HhB)u-av © (Ly~ © Ry). O

El siguiente lema prueba que, una vez diagonalizada la matriz, podemos cam-
biarla de signo por bloques.

Lema 5.1.4. Sea la matriz real diagonal por bloques
D = diag(t11,...,t.I,pI,...,psl)

I, 0

0 | I

A e X(h%) sii CA € S(hG.). Esto reduce el estudio al caso positivo. Ademds
D DC

conti<0ypj>Opam1§z’§r,1§j§sy0=( ).Entonces

Lo o (HhG)a = (HhEp)ca o Le.
Demostracion. Supongamos A € G tal que D* = ADA, es decir,
(DC)*=CD =CADA =CADCCA.

La afirmacion referida a los hessianos se prueba de la misma manera que en el
Lema 5.1.3. O

Concluimos pues que si buscamos caracterizar las funciones altura en un grupo
de Lie ortogonal que son de Morse podemos reducirnos a las funciones altura con
respecto a una matriz diagonal, real y no negativa, h$,.
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5.1.4. Descomposiciéon del conjunto de puntos criticos

Consideremos una funcién altura h§ con X € M,,,(K) arbitraria. Para estudiar
el conjunto de sus puntos criticos, aplicando los Lemas 5.1.1 y 5.1.3, nos llega con
analizar sélo el caso de las matrices diagonales reales con todos sus elementos no
negativos.

La ventaja de poder reducirnos a este tipo de matrices es que, como veremos,
podemos obtener la estructura de $(h%) a partir del comportamiento de cada uno
de los bloques de la diagonal.

1. Cuando X es la matriz nula, los puntos criticos son todo el grupo G = O, (K).
La funcién no es de Morse.

2. El caso X = tI con t € R es andlogo al caso estudiado por Frankel en [23].
Y (h) estd formado por los elementos del grupo que cumplen A2 = I, es decir,
las orbitas por la accion adjunta de todos los que tienen 41 en la diagonal.
Para una matriz de orden n de este tipo denotamos el conjunto de puntos
criticos por

S(hip) = X(n).

3. Consideremos ahora X una matriz diagonal cualquiera. Por el Lema 5.1.4
podemos reordenarla de manera que

t+I| 0] 0

0|0 |tl
Es decir, los elementos de la diagonal van por bloques ¢11,. .., %/, de dimen-
siones nq, ..., ny tal vez completados antes por un bloque nulo de tamano ny,
con ng + ny + --- + ng = n de manera que los autovalores estén ordenados
vy 0 <t <--- <t El estudio de este caso lo haremos por induccién en el

nimero de bloques.

Teorema 5.1.5. Sea X € M, ,(K) una matriz arbitraria. Sea ng la dimension
de su nicleo y 0 < t; < -+ < tg los autovalores reales no nulos de X X* con
multiplicidades ny, ... ,ng. Entonces el conjunto de puntos criticos de la funcion
altura h§ es difeomorfo a

Y(hS) =2 0,y (K) x B(ng) x - -+ x 2(nyg)

donde ng+ny+---+ng =n.
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Demostracion. De acuerdo con lo que acabamos de ver basta estudiar el caso de la
matriz X diagonal por bloques

tel

En primer lugar, supongamos que la matriz no tiene ceros en la diagonal. Si k = 1,
estamos en el segundo caso, X = tI. Sea entonces

(S, 0
S_(O tk])’

Para estudiar los puntos criticos de h§ escribimos las matrices del grupo también
por bloques:

Ay U
A:(VO Al)’ Ay € My, s, (K).

Al imponerle la condicién A € X(h§)

A VN (So 0\ _[(So 0\ (A U
U As)\o 1) \o 1) \Vv A

obtenemos

(5.1) AjSo = SoAo
(5.2) .V = SU
(5.3) U*Sy = .V

Por otro lado, como A esta en el grupo,
(AO U) (Ag V*) _ (A;; V*) (AO U) _ (I 0)
Vo A ) \U* A U A VA 0 I
de donde, como A; es hermitica, VV* = U*U. Tenemos asi que
(V) (V) = 2V V* = U,

luego, por la condicion (5.2)
U*SgU = tU*U.
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Para la matriz de la primera parte de la igualdad, de orden n; X ng, obtenemos
que el elemento i-ésimo de la diagonal es de la forma:

LTt e [ R TP S TA] Lot S A (/M WET] o S 7y ]
mientras que para la segunda:
ti(|u11|2 + |U2i‘2 + ...+ ‘uk1‘2)
Por tanto, de la igualdad de los dos primeros elementos de la diagonal obtenemos
(e — ) (Juaal* + - A e [?) + (6 = ) (ung e[ + - [y [F)
o = ) (tmenge 4P+ F ) = 0

y analogamente para todos los deméas. Entonces, al ser todos los autovalores positivos
y distintos deducimos que U es la matriz nula y por tanto, también V = 0. Asi, los
puntos criticos seran de la forma:

(4 0
A= (7 4)

donde Ay es ortogonal y Ay € ¥X(hg,) (ver condicién 5.1) y Ay es también ortogonal
y punto critico de fy, ;.

Finalmente, si hubiese un bloque de ceros de tamano ng en la diagonal,

(0L, O
(% 5),
volviendo a considerar las matrices del grupo por bloques,

Ay M
A — ( ]\}) Al ) ) AO S MTLOXRO(K)

la condicién de ser punto critico se reduce a Ay € G, M = N = 0y A; ortogonal
tal que S* = A1 SA;. Entonces

B(h%) = On(K) x B(h). O

Ejemplo 5.1.6 (Una funcién altura hx definida en U(2) = S3 x S1). Si denotamos
por G} la Grassmanniana U(n)/(U(k) x U(n — k)), la funcién hx puede tener los
siguientes conjuntos criticos:

ng = 2: ¥ = U(2), ya que, en este caso, hy serfa la funcién constante nula;

no=1,n =13 =0U(1) x (1) = S*U S, unién disjunta de dos circunferencias
porque (1) = G} U G} son dos puntos;

no=0,n1 =1,ny =1: X =3(1) x 3(1), es decir, cuatro puntos;

no=0,n; =2: ¥ =3(2) = G2 G? UG, dos puntos y una esfera S? = 53/S1.
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5.2. Caracterizacion de las funciones de Morse

5.2.1. Prueba mediante la descomposicién polar

Del estudio de la estructura del conjunto de puntos criticos y del resultado para
la descomposicién polar (Lema 5.1.1) se deriva la siguiente caracterizacién de las
funciones altura en un grupo de Lie ortogonal G que son de Morse.

Teorema 5.2.1. Dada X € M,,,(K) la funcion altura h§ es de Morse si y solo si
X X* es inversible y tiene todos sus autovalores distintos.

Demostracion. Dada X € M, x,(K) arbitraria podemos escribir
X=US

con U = U* y S simétrica (ver Teorema 1.1.14). Basandonos en el Lema 5.1.1
podemos afirmar que h§ es de Morse sii lo es h§. Pero como S es simétrica, todos
sus autovalores son reales, luego

S=VDV~

para alguna D = diag(ty,...,t,) con t; € R. De nuevo, nos reducimos a estudiar
s6lo el caso de las matrices diagonales ya que, segtin el Lema 5.1.3, que h$ sea de
Morse es equivalente a que lo sea h%,.

Si X X* es inversible y tiene todos sus autovalores distintos, entonces los elemen-
tos distinguidos de DD* = D? = diag(t7, ..., ;) verificardn que t; # 7 para i # j
yt; #0, parai,j € {1,...,n}. En consecuencia, cuando i # j, |t;| # |t;|, por tanto,
h$ es de Morse.

Anslogamente, cuando h$ sea de Morse, reordenando y cambiando el signo si
fuese necesario, tendremos que 0 < t;... < t,,. Se verifica entonces que D es inver-
sible y por tanto, también X. Ademads, como todos los ¢; son positivos y t; # t; si
i, 12 A t? para i # j. Es decir, todos los autovalores de X X* son distintos. [

Nota—. Este resultado es equivalente a la afirmacion que hacen I. Dynnikov y A.
Veselov, segtin la cual una funcién h$ en los grupos de Lie cldsicos es de Morse si y
solo si los autovalores de la matriz hermitica definida positiva S de la descomposicion
polar X = SU son diferentes dos a dos [84].
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5.2.2. Prueba mediante la descomposicién SVD

De manera analoga puede obtenerse este mismo resultado utilizando la descom-
posicién en valores singulares (ver Teorema 5.1.2) en vez de la descomposicién polar.

Teorema 5.2.2. Dada X € M,,,(K) arbitraria, la funcién h§ es de Morse sii los
valores singulares de X son distintos y no nulos.

Demostracion. Sea X = UDV™* la descomposicion SVD de X. Por el Teorema 5.1.2
tenemos que

V*(grad h$)(A)U = (grad h$)(V* AU)

VI(HRG)a(Y)U = (HhE)v-au(Y).

Ademads, como U y V' son matrices ortogonales, se verifica que la dim S(A*) para la
funcién h§ es la misma que dim S(V*A*U) para h. O

5.3. Estructura local del conjunto de puntos criti-
cos

El siguiente resultado nos permite dar, a partir de la transformacion de Cayley
generalizada, una carta local del conjunto de puntos criticos de una funciéon de Bott-
Morse en un grupo de Lie. Se prueba con la misma técnica que emplearemos para
espacios simétricos (ver Teor. 6.2.1) o bien deduciéndolo como un caso particular de
este mismo Teorema.

Sea h§ una funcién altura arbitraria en un grupo de Lie G = O(n,K) y 3(h§)
el conjunto de puntos criticos de h§. Si A € £(h§) es un punto critico, denotamos
por SY(A) al espacio vectorial real

SY(A) = {By € Ta-G: XABy+ ByAX = 0}.
Podemos dar entonces la siguiente carta local para el conjunto de puntos criticos.
Teorema 5.3.1. La transformacion de Cayley generalizada establece un difeomor-

fismo ca«: S€(A) = B(h§) N Qe (A).

5.3.1. Ejemplos

Ejemplo 5.3.2 (Una funcién altura en un grupo ortogonal). Supongamos X = [
y K = C. Entonces el conjunto de puntos criticos de la funcién altura h; son las
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matrices unitarias A € U(n) tales que A> = I. Una matriz de este tipo, hermitica,
se puede diagonalizar a una D = diag(ey,...,&,) con g = £1.

Por otro lado, se verifica que 5y € T'4G si y solo si la matriz AfS, es antihermitica,
ABy = —B§ A, mientras que 5y € S(A) siy solosi ABy+ A = 0. De donde se deduce
que [y también tiene que ser hermitica.

Asi, por ejemplo, la I y su opuesta, —I son puntos criticos y son aislados ya
que S(£I) = 0. Por otro lado, si tomamos A = diag(/,, —1,), entonces para que [y
esté en el tangente T4G debe ser de la forma

0o v
ﬂoz(v 0)7

lo que implica que dim S(A) = 2pq. De hecho, ésta es la dimensién de la érbita
(critica) de A que es difeomorfa a la Grassmaniana compleja U(p+q)/(U(p) X U(q)).

Ejemplo 5.3.3 (Una matriz diagonal de rango méximo). Consideremos ahora X =
diag(q, - - -, ¢,) una matriz diagonal con g # 0 y supongamos que |qi| < ... < |qy|-
En este caso, la condicién del gradiente A*X* = X A implica que los puntos criticos
sean de la forma

A = diag(£|q1|/q15 - - - Elanl/qn)-

Ahora bien, como
XA =AX =diag(e1|q],- - - enlqnl), con e ==£1,

tenemos que S(A) = 0, es decir, todos los puntos criticos son aislados.



Capitulo 6

Funciones de Bott-Morse en los
espacios simétricos

En el Capitulo 3 recogimos cémo calcular los puntos criticos de funciones altura
en un grupo de Lie G de tipo ortogonal, unitario o simpléctico; ahora tratamos de
analizar qué puntos criticos tienen estas funciones cuando las estudiamos en un espa-
cio simétrico M. La dificultad esta en que estos puntos criticos no son simplemente
los puntos criticos de la funcién en el grupo que estan en el modelo de Cartan del
cociente.

Como vimos en 3.3, T. Frankel aplico la teoria de Bott-Morse a los grupos de Lie
clasicos y a las variedades de Stiefel tomando la representacion matricial de estos
grupos y usando la aplicacién traza como funcién de Morse [23]. S. Ramanujam
obtuvo en [69] una descomposicién de Morse de ciertos espacios simétricos G /K
usando una técnica similar a la de Frankel. Un poco més tarde, el propio Rama-
nujam [70] propuso un método alternativo basindose justamente en el modelo de
Cartan de modo que identifica cada espacio simétrico con las matrices que verifican
determinadas condiciones. Asi, muestra que las subvariedades criticas del cociente
G/K son, en su caso concreto, la interseccién del espacio G/K con las subvarieda-
des criticas de G. Obtiene a partir de éstas tltimas los indices de las subvariedades
criticas del cociente.

El estudio que proponemos aqui incluye los resultados de Ramanujam y Frankel
como casos particulares, pero es mucho més amplio pues se establece para una
funcién altura arbitraria.

Los resultados que veremos en este Capitulo los aplicaremos en el Capitulo 8
para calcular rapidamente la categoria LS del grupo unitario U(n) y de los espacios
simétricos compactos de tipo Al — SU(n)/SO(n)— y AIl — SU(2n)/ Sp(n)—, que
han sido estudiados recientemente por M. Mimura y K. Sugata en [61]. En el caso

69
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del grupo simpléctico Sp(2) proporcionaremos a partir de la teorfa de Morse un
recubrimiento explicito por cuatro abiertos contractiles.

6.1. Funciones altura en el modelo de Cartan

Necesitamos ver quién es el tangente al espacio simétrico en cada punto, calcular
el gradiente de estas funciones en el cociente y ver cuando se anula la expresion
obtenida. Asimismo, para comprobar qué puntos criticos son no degenerados, es
preciso obtener también el operador Hessiano.

6.1.1. Espacio tangente

Recordemos que en un espacio simétrico G/K = M el grupo G actia transitiva-
mente sobre M C N mediante la accién g - m = go(g)~!, siendo

M={heG: h=go(g9)"'}
la componente conexa que contiene al neutro de
N={geG:g=o0a(g) '}

Buscamos una expresion que caracterice las matrices del tangente en un punto
arbitrario.

Lema 6.1.1. Dado M el modelo de Cartan de un espacio simétrico,

1. el tangente en el neutro a la variedad M viene dado por

TiM ={X € Mpn(K): X+ X*=0,0(X) = —-X};

2. luego, para una matriz cualquiera A € M,

TaM ={X € M;n(K): X + X"A=0,0(X)=-A"XA"}.

Demostracion. 1. Como M = N,, TtM = TN y al ser ¢ lineal, derivando en la
construccién de N = {X € G: X! = ¢(X)}, se tiene que

T[N: {X S T[GZ - X :O'<X>}
es decir,

TIN = {X € Mpyn(K): X + X* =0, o(X) = —X}.
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2. Sea Ae M, ie, AA* =1y tal que A=Yo(Y)™! para algin Y € G; como G
actia transitivamente en M mediante I3 (m) = Ymo(Y)~! entonces

TaM = (B, (TrM).

Luego X € TaM sii (IM)/(X) € TyM. Pero la accién I (m) es lineal en m
de modo que
X € TyM sii (BN ™Y(X) € TiM,

es decir,
Y*Xo(Y) € T/ M.

De la expresion obtenida para el tangente en el neutro y utilizando que el
automorfismo o es involutivo se deduce la condicién que buscabamos.

]

La métrica en el espacio de las matrices M,,«,,(K) nos da un producto escalar en
el espacio tangente al grupo T,G. Ademés, para U € G las traslaciones en el espacio
simétrico inducido son de la forma I} (m) = Umo(U)™*.

Lema 6.1.2. Para un grupo ortogonal G C M., (K) se verifica que

1. la métrica inducida es bi-invariante para las traslaciones de G;

2. para U € G las traslaciones I} son isometrias.

Demostracion. 1. Para toda U del grupo

(UA,UB) = RTr(A*U*UB) = RTr(A*B) = (A, B)

(AU, BU) = RTr(U*A*BU) = RTr(A*BUU") = (A, B).
2. Como T,,M C T,,G,

(It (A),17/(B)) = (UAa(U)" ,UBa(U)™)
RTr (o(U)A*U*UBo(U)*) = (A, B). O

Lema 6.1.3. La proyeccién candnica p: G — M C G tal que p(g) = go(g)™" es

una submersion riemanniana.
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6.1.2. Gradiente

Dada la funcién altura h x(A) = RTr(XA) en el espacio vectorial de las matrices

M = M, (K), su gradiente viene dado por (grad hx)(A) = X*. Para obtener el
gradiente en un espacio simétrico M basta con proyectarlo al Ty M.

Lema 6.1.4. Dado Z € T; M, la proyeccion de Z en'T;G es 5 (Z Z*). La proyeccion
de éste en m =T M corresponde a la parte de Z antzmvamante por o,

i (Z— 2% —o(Z - 7).

Demostracion. Podemos descomponer el tangente a M en el neutro como
TM=TIGog-=mdhdg".

Asi, dado Z € T; M, su descomposicion en parte antihermitica y parte hermitica es

1 1
Z=-(Z-7)+z(Z+2Z7).
2 2
Llamemos X = $(Z — Z*) al sumando antihermitico. Entonces, X = A+ B donde
A=-A"0(A) = —-Ay B=—-B*0(B) = B. Utilizando que o es de algebras se

obtiene

X = S [(X — (X)) + (X +0(X)],
de modo que
7= % %(z _ 72— %a(z _ Z*)} +% B(Z _ 79+ %a(z _ Z*)} +%(Z+Z*). 0

Proposicion 6.1.5. Dada una funcion altura en el modelo de Cartan M de un
espacio simétrico, hx: M — R, el gradiente en un punto A € M wviene dado por

(grad W) (A) = i ()? . Aa()?)A> ,

donde X = X* + o(X).
Demostracion. Por el Lema 6.1.4, tenemos el gradiente en el neutro

(grad M) (1) = [(X° = X) = o(X* = X)].

Es inmediato comprobar que ((grad hY)(I))* = —(grad hi)(I) = o ((grad hY)(1)) .
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Como las traslaciones son isometrias (véase Lema 6.1.2), para calcular el gra-
diente en A = Yo (Y)™!, basta hacer la traslacién por (¥ de la parte tangente de

B ((gradhix)(4) ) = B (x7),

es decir,
Y i(YlX*U(Y) —o(Y)'XY —o(Y ' X*0(Y) —a(Y)'XY)) | o(Y)" =
i[(x* +o(X)) — A(X + o(X)")A]. 0

Corolario 6.1.6. A € M es un punto critico de hY sii X = Ao(X)A.

~

Noétese que o(X)* = X , de modo que de la condicion del gradiente en grupos de
Lie (Lema 3.3.3) se deriva el siguiente teorema.

Teorema 6.1.7. Dado un espacio simétrico M = G/K se verifica que A € M es

un punto critico de h! sii es un punto critico de hf()?).

6.1.3. Hessiano

A partir de la expresion que hemos obtenido para el gradiente podemos obtener
una expresion explicita del Hessiano de una funcién altura en un espacio simétrico.

Proposicién 6.1.8. Dada una funcién altura hy su Hessiano (Hh3!)a: TaM —
TAM en un punto A € M, viene dado por

HMWAU) = —}1 (Aa()?)U + UU(J?)A) :

donde X = X* + o(X).
Demostracion.

lim + [(grad hY)(A + 1) — (grad b M)(4)] =

t—0

lim — —Ao(X)A — Ao(X)tU — tUo(X)A — tUa(X)tU + Aa()?)A} =

t—0 4¢

h’m% [—Aa()?)U — Us(X)A— tUa()?)U} .

t—0
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Comprobemos que la expresién obtenida efectivamente estd en el Ty M:
[AU(J?)U + Ua()?)A} A+ A [U*)?A* + A*)?U*] -
Ac(X)UA* + Uo(X) + AU XA* + XU* = 0
ya que, como U € TyM y A es un punto critico,

AUXA* = —Uo(X) vy Ac(X)UA* = —XU".

Ademas, utilizando que 0(A) = A* y que A es un punto critico es inmediato
comprobar que

o(H(hx)a(U)) = —A"(H(hx)a(U))A". O

6.1.4. Linealizacién de la ecuacién diferencial del gradiente

Analogamente al caso de los grupos de Lie, la transformacién de Cayley generali-
zada nos permite “linealizar” el flujo del gradiente de las funciones altura en espacios
simétricos. Este resultado generaliza el de Volchenko y Kozachko que recogimos en
la Subseccion 3.3.4, véase también [84].

Teorema 6.1.9. Sea hY una funcién altura arbitraria en un espacio simétrico M
y A un punto critico. La solucion de la ecuacion del gradiente

~

1o/ = X — ao(X)a,
con condicion inicial a(0) € Qp(A), es la imagen por ¢ de la curva
t * v t v *
B(t) = eXp(—ZA X)BO eXp(—ZXA ),

donde X = X* + o(X) y Bo = ca(a(0)) € Ty M.

Demostracion. En primer lugar, veamos que ((t) € T A*M Noétese que por ser A
una matriz normal y un punto critico, las matrices A*X = X A* son hermiticas.

Utilizando que para una matriz A unitaria o simpléctica se verifica que A exp(X A) =

exp(AX)A tenemos que

B(t)A+ A*B(t) =
(exp(—%A*)A()ﬂo exp(—fl)?A*)) A+ <exp(—-A* JA* B2 exp(——A*X))
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pero como [y esta en T« M, esto es igual a
t oo to . t oo t o
<exp(—1A X)fo exp(—leA )) A+ (exp(—ZA X)(—BoA) exp(—ZA X)> =
exp(—iA*)?)Bo [exp(—;l)?A*)A - Aexp(—%A*)A()]

que se anula utilizando de nuevo que Aexp(XA) = exp(AX)A.

Ademads, como o es de grupos, o(f(t)) es
(6.1) - (exp(—;lA*)?)) o(By)o <exp(—§l)/(\'A*))

y utilizando de nuevo la linealidad de o y que /3y estd en T4« M y por tanto, o(fy) =
—ABpA, tenemos que (6.1) es igual a

exp (-%(A*)?)) (— AByA) exp (—%0(5@4*)) _
—exp (-%(A*)a(f()) ABoA exp (—ia()?)a(fl*)) .
Pero como A € M C N, 0(A) = A~ = A es igual a
—exp (—%A()?)*) ABoAexp (—%()?)*A)

lo que, aplicando que Aexp(XA) = exp(AX)A y que (X)*A y A(X)* son matrices
hermiticas, equivale a

~

—Aexp (—i(X )*A) Bo exp (—EA()?)*) A =
Af(-ir8)sem(-50)] -
—AB(t)A.

Ahora tiene sentido comprobar que c4«(/3) es solucién de la ecuacién diferencial.
Derivando en la definicion de beta tenemos que

B = (~1/4) (BX A"+ A*X3) .
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Sea
a=cpof=(—AB)A + ),
entonces
a(A"+6)=1- Ap.
Derivando
o/ (A" + B) +af = -Ap,
es decir,

A+ P)=—-(A+a)p".
Por la Proposicién 4.2.2, la inversa de A* + 3 es 3(A+ca+(8)) = 3(A+ ), entonces

o =

(62 A+ (A+a) =
A+ Q)(BXA + A'RB)(A+ a).
Ahora bien,
B=cala)=(I—Aa)(A+a)" = (A+a) (I — ad)
implica que

BA+a)=1-Aa

(A+a)B =1 — aA”.
Asi que por la Ecuacién (6.2) tenemos que
8a’
(A+ )BXA (A4 ) + (A+ ) A XB(A + a)
(I — aA" XA (A+a)+ (A+ ) A X (I — A*a)
2(X — aA* X A%a) =
O

~

2(X — ao(X)a).

Nota—. De hecho, cuando X = A = I, 5(t) = exp(—t)fy es la contraccién radial a
Bo.
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6.2. Estructura local del conjunto de puntos criti-
COoS

Otra de las aplicaciones de la transformacién de Cayley generalizada es que nos
permite dar una carta local para el conjunto de puntos criticos de una funcion de
Bott-Morse.

Sea hif(A) = RTr(XA) una funcién altura arbitraria en el espacio simétrico
M. Dado A € X(h¥) un punto critico denotamos por SM(A) al siguiente espacio
vectorial

SMA) = {By € Ta-M: A*X By + fo X A* = 0}

Teorema 6.2.1. La transformacion de Cayley generalizada establece un difeomor-
fismo, cax: SM(A) — S(RY) N Qur(A).

Demostracion. Veamos que la curva ((t) del Teorema 6.1.9 es constante si y solo si
By € SM(A). En efecto, derivando en la definicién de 3,

B = —}l(A*)?ﬁ + BXAY).

Entonces, de nuevo por el Teorema 6.1.9, ca+(5y) es un punto critico si y solo si
p'(t) = 0 para todo t, o equivalentemente,

A*XBo+ B XA*=0. O

Nétese que el espacio vectorial SM(A) es justamente el nticleo del operador Hes-
siano H(hY) 4. Es decir, una funcién hY serd de Morse si todos sus puntos criticos
A verifican que dim SM(A) = 0.

6.2.1. Ejemplos

Con las técnicas desarrolladas en este Capitulo es sencillo obtener los resultados
de Ramanujam relativos a los puntos criticos de la funcién altura h}. Recogemos
dos de los casos que estudia este autor como ejemplo.

Ejemplo 6.2.2. La funcién altura h}’ en el espacio simétrico SU(n)/SO(n). Su
modelo de Cartan es (difeomorfo a) M = {X € SU(n): X = X*}. En primer lugar,
identificamos los tangentes,

TIM = {Y e Mpun(C): Y +Y*=0,0(Y)=-Y},
TaM = {Y e Mpun(C): AY +Y"A=0,0(Y)=—-AxY A"}



78 I1.6 Funciones de Bott-Morse en los espacios simétricos

Como en este caso el automorfismo o es la conjugacion, el Ty M esta formado por
las matrices complejas simétricas con todos los elementos complejos puros y T4 M
por las Y simétricas complejas tales que Y = —A*Y A*,

Como

(arad 1)(A) = 5(1 — A%)

el conjunto de puntos criticos estd formado por las matrices involutivas de M, es
decir, por las matrices ortogonales simétricas. Ademds, dado A € X(h}), para
UeTlyM,

(W) a(U) = —5(AU +UA),

de modo que todos los puntos criticos son degenerados ya que el niicleo del operador
hessiano estd formado por todas las matrices reales simétricas del T4 M.

Ejemplo 6.2.3. El modelo de Cartan del espacio simétrico U(2n)/ Sp(n) es difeo-
morfo al conjunto de las matrices antisimétricas de U(2n). El espacio tangente en el
neutro viene dado por

TiM ={Y € Mapxon(C): Y +Y*=0,JY = -Y J}

y Ty M es el trasladado correspondiente.
Consideramos de nuevo la funcién altura h y tenemos que

(rad BY)(A) = S(1—A?)

(HRM)A(U) = —%(AUJrUA).

De modo que los puntos criticos, todos ellos degenerados, son las matrices unitarias,
antisimétricas con todos los elementos complejos puros. Todas las matrices hermiti-
cas estan en el nucleo del hessiano

Ejemplo. Sea la esfera U(2)/(U(1) x U(1)) 2 S? c U(2) = 583 x S'. Su modelo de
Cartan esta formado por los puntos (s, z) € R x C con s* + |z|> = 1.

Si tomamos la funcién altura hx con X = (8 (1)) entonces X = (g (2)> y

los puntos criticos son los dos polos. Lo mismo ocurre cuando X = [ es la matriz

identidad o cuando X = ((1] g)
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6.2.2. Relacién entre los flujos de los gradientes en el espacio
simétrico y en el grupo

A partir del caso X = I podria parecer que los puntos criticos de una funcién
altura h¥ en el modelo de Cartan M de un espacio simétrico no son mas que los
puntos criticos de esa misma funcién en el grupo que estén en M. Sin embargo, los
teoremas que acabamos de probar nos muestran que no es asi. El siguiente ejemplo
lo ilustra.

Ejemplo 6.2.4. Consideramos la funcién altura hx con X = (i+j+k)I en el
espacio simétrico Sp(1)/U(1). El automorfismo es o(X) = —iXi, de donde se obtiene
que el modelo de Cartan M estd formado por los cuaternios unitarios ¢’ tales que
¢'1 = qig para algin ¢ € H, |¢| = 1. Se puede ver que los elementos de M siempre
verifican que R(¢'i) =0

1. Si estudiamos la funcion altura en el grupo, por el Lema 3.3.3 tenemos que los
puntos criticos de h§ son los elementos g € Sp(1) tales que

i+j+k)* =q(i+j+k)g

0, equivalentemente

—(i+j+kjg=q(i+j+k).
De esta ecuacién se deduce que g = t + i + yj + 2k es critico para h§ siy
solo si

rT=1y=2z.

Pero como ¢ es unitario se tiene que los unicos puntos criticos en G = Sp(1)
son

1
N(hS) ={x—=>1(+j+k)}
(hx) =A{ \/g( J+k)}
Estos dos puntos no estdan en M porque R (i\/ig(ijtj +k)i) = :F\/Ag- Sin
embargo, veamos que si hay puntos de M que son criticos para la funcién
altura restringida al modelo de Cartan.

2. Pasamos entonces a calcular los puntos criticos de esta misma funcién altura
en el modelo de Cartan de Sp(1)/U(1). Esta vez, segin la Proposicién 6.1.5, la
condicién para que un punto ¢’ en M sea critico para hi! es que X = qo()? )¢
donde X = X*+0(X). Para esta eleccién de X, tenemos que X = —2(j+k) y
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A~

o(X) = 2(j+k). Asi, utilizando que los puntos ¢’ de M verifican que R(¢'i) = 0,
de la condicién
—2¢(+k) =2( + k)¢
se obtiene que .
B(hy) = {iﬁ(j +k)}.
Nota—. Segin Ramanujam [69], el flujo del gradiente de la funcién altura h¥ que
pasa por un punto A € M se mantiene dentro de M. Esto es cierto porque es-
te autor estudia tunicamente el caso de Frankel, la funcion altura con respecto a
la identidad h;. En [84] Dynnikov y Veselov afirman que los espacios simétricos
U(2n)/ Sp(n), Sp(n)/U(n) y U(n)/O(n) permanecen invariantes por el flujo del gra-
diente de las funciones altura en los grupos de Lie correspondientes.
Sin embargo, por el Teorema 6.1.7, esto unicamente podemos asegurarlo cuando
el automorfismo o es tal que X = o(X), caso en el que podria reformularse 6.1.7
como sigue:

Teorema 6.2.5. Dado un espacio simétrico M = G/K y una X € M,,x,(K) tal que
o(X) = X entonces, los puntos criticos de la funcién altura h¥ restringida a M

verifican que
S(hY) = 2(h) N M.

Para las funciones altura que escogen Dynnikov y Veselov la matrix X es siempre
una matriz diagonal real, pero en general el resultado no es cierto.

Para los espacios simétricos tales que el automorfismo o verifica que o(D) = D
para cualquier D diagonal real, tenemos el siguiente resultado.

Lema 6.2.6. Un punto A € M es un punto critico de h si y solo si U*AV es un
punto critico de h¥, donde D es la matriz diagonal de la descomposicién SVD de

)?, X =UDV*. Ademds,
1
U*(grad hi)(A)V = 5((grad Y (U*AV))

Demostracion. Por la Proposicion 6.1.5 tenemos que

(grad h)(A) = i ()? - Aa()?)A> ,

donde X = X* + o(X). Luego, como 0()?) = X,

grad hY)(A) = Ywpve— avpura ,
X 4



6.2.2 Relacion entre los flujos de los gradientes 81

es decir,
1

U*(grad By ) (A)V = Z(D — U*AVDU*AV).
Por otro lado, como nos hemos restringido a los casos en los que (D) = D, tenemos

que D =2D. Asfel gradiente para la funcion altura con respecto a la matriz diagonal
D es precisamente (grad h}y)(B) = 3(D — BDB). O

Esto se verifica para todos los espacios simétricos de tipo cldsico recogidos en la
Tabla de la Subseccion 2.3.1 excepto para U(2n)/ Sp(n) y SO(2n)/U(n).

A la vista del Lema 6.2.6 podria pensarse que en orden a obtener una carac-
terizacion andloga a la del Teorema 5.2.2 bastaria ahora estudiar la dimension del
subespacio vectorial SM(A) para la funcién altura h¥ . Sin embargo, en el dambito
de los espacios simétricos esto carece de sentido pues en general, el TAM y el Ty ay
no guardan relacion (inicamente podrian relacionarse si las matrices U y V' de la
descomposicion SVD de X y el automorfismo o verificasen que V' = U ). Por tanto,
en principio, el caracter degenerado o no de los puntos criticos de h} no tiene que
ver con el de los de la funcién h¥.

Si buscamos una caracterizacién analoga a la que obtuvimos en el ambito de los
grupos de Lie (ver Teorema 5.2.1), la dificultad mayor radica en que la descomposi-
cién polar no es compatible con la estructura del modelo de Cartan. De nuevo, esto
nos impide reducirnos a la funciones altura del tipo A% con D diagonal. Pensamos
entonces que seria interesante investigar si es posible obtener una descomposicién
polar generalizada del tipo de la que proponen autores como H.Z. Munthe-Kaas et
al. [63] o J.D. Lawson [56] en el &mbito de los espacios simétricos. Si pudiésemos
construir tal descomposicién, podria permitirnos reducir una matriz X de M a una
diagonal sin salirnos del modelo de Cartan. De hecho, la descomposicién polar gene-
ralizada en un grupo de Lie guarda relacién estrecha con el automorfismo involutivo
y la descomposiciéon que éste induce en el grupo. En el &mbito de los grupos de Lie,
esta descomposicion permite expresar un elemento del grupo como producto de un
factor en un espacio simétrico por otro en un subgrupo de Lie del grupo dado. En
el articulo de Lawson citado este autor caracteriza los grupos de Lie en los que se
tiene la existencia y unicidad de dicha descomposiciéon. Los trabajos de Munthe-
Kaas et al. proponen una prueba alternativa para la existencia (y unicidad) local
de la descomposicién polar y obtiene explicitamente series en el algebra de Lie que
determinan de manera tnica los dos factores de la descomposicién para matrices
cercanas a la identidad.
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Capitulo 7

Autovalores cuaternionicos por la
izquierda

En este capitulo desarrollamos los resultados que hemos obtenido en el &mbito de
los autovalores por la izquierda de matrices cuaterniénicas. En particular, proporcio-
namos una nueva demostracién del resultado de Huang y So (Teor. 1.3.6) asi como
una caracterizacion de las matrices 2 x 2 simplécticas cuyo espectro por la izquierda
es infinito. Este resultado nos permitira discutir al final de la Memoria, en la Seccion
8.8, la posibilidad de recubrir el grupo Sp(2) por abiertos asociados a autovalores.

Los estudios conocidos hasta el momento para autovalores por la izquierda son de
naturaleza algebraica y dificiles de generalizar para matrices de orden n > 3. Propo-
nemos aqui una nocién de funcion caracteristica p para las matrices cuaterniénicas
tal que las raices de la ecuacién pu(A) = 0 son los autovalores por la izquierda de
la matriz. En general, esta p serda una funcién racional y nos permitira realizar un
estudio topoldgico del espectro por la izquierda de las matrices de érdenes dos y
tres calculando su diferencial y utilizando la teoria del grado. Aparentemente, este
nuevo método es mas facil de generalizar para las matrices de orden n > 3.

Un tema que ha surgido de manera natural al estudiar esta funcion caracteristica,
aunque no tiene relaciéon directa con la categoria LS, es la posibilidad de extender
el teorema de Cayley-Hamilton. Comprobamos que para matrices de érdenes dos
y tres esta funcion caracteristica lo verifica, es decir la extensién natural de u a
las matrices cumple que pp (M) = 0. Es de esperar que este resultado sea cierto
para cualquier orden mayor que tres pero no hemos podido comprobarlo ya que
ninguna de las demostraciones de este teorema en el ambito conmutativo parecen
poder aplicarse en el caso cuaterniénico.
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7.1. Autovalores por la izquierda

Los autovalores por la izquierda de una matriz cuaterniénica estan muy poco
estudiados. Es obvio que no pueden extenderse de manera sencilla los métodos pro-
pios del ambito conmutativo y hasta hoy no hay un método sistematico que permita
acometer su estudio. Como afirmaba T. Suzuki en el afio 2008 [82],

“para una matriz con entradas no conmutativas, no estan definidos el
determinante o la funcién caracteristica por el problema del orden. Por
lo tanto, los “autovalores” usados en la descomposicién espectral no estan
definidos y, hasta ahora, no tenemos un método sistematico para calcular
una funciéon de una matriz con entradas no conmutativas.”

De la definicién de autovalor por la izquierda (Def. 1.3.1) se deriva que A € o;(M)
si y s6lo si M — AI no es inversible. La idea que aqui proponemos es utilizar el
determinante de Study (ver Seccién 1.2) para estudiar el espectro por la izquierda.

En principio, la ecuacién Sdet(M — AI') = 0 no tiene por qué ser un polinomio y
en general no se sabe resolver. En [7, 33] pueden verse dos métodos diferentes para
resolverla en el caso 2 x 2. No esta claro que todos los autovalores de una matriz
cuaternionica de orden n x n puedan hallarse resolviendo polinomios cuaterniénicos
de grado menor o igual que n. Por ahora, solo se ha podido comprobar que hasta
orden 3 si es posible pues en 2005 W. So obtuvo férmulas explicitas para orden 3
recogidas en [79]. Como ya hemos visto, al margen de estos célculos especificos, en
el ano 1985, R.M.W. Wood [90] probd, usando métodos homotépicos, que cualquier
matriz cuaternionica tiene al menos un autovalor por la izquierda.

7.1.1. Autovalores de las matrices 2 x 2

Para n = 2, L. Huang y W. So dieron en [33] una caracterizacién de las ma-
trices con infinitos autovalores por la izquierda. Su resultado (ver Teorema 1.3.6)
estd basado en una serie de férmulas explicitas para resolver algunas ecuaciones
cuadraticas obtenidas previamente por los mismos autores (ver Teorema 1.4.2) [34].
Mis tarde, De Leo et al. propusieron en [54] un método alternativo de resolver ecua-
ciones polinémicas unilaterales que reduce el problema a encontrar los autovalores
por la derecha de una matriz asociada a la ecuacién (matriz companera). Propone-
mos aqui un modo nuevo de probar los resultados de Huang y So basdndonos en el
método de De Leo et al.

A lo largo de toda la secciéon A denota una matriz cuaternionica 2 x 2,

A= (ﬁ Z) € Moo (H)
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y a1, ag los coeficientes a; = b~'(a — d) y ap = —b"le.

Nueva demostracién del teorema de Huang y So

El Teorema 1.3.6 de Huang y So caracteriza completamente las matrices de
orden 2 x 2 con infinitos autovalores. La prueba original consiste en ir estudiando
qué ocurre en cada caso utilizando las férmulas que habian obtenido en [33] para
resolver ecuaciones del tipo (7.1). En particular probaron que, en el caso de que haya
infinitos autovalores, éstos vienen dados por la expresién (a + d + b€)/2, donde & es
un cuaternio sin parte real, £ € (i, j, k), tal que el cuadrado del médulo es |£]? = |A]
con A = a? — 4ay.

Es facil ver que las condiciones del Teorema 1.3.6 son suficientes. De hecho, si
ag = S, ap = t, s,t € R, entonces, la definicién de autovalor nos da la expresiéon
A2 +tX + s = 0, que, después de hacer el cambio p = A + /2, nos da la ecuacién
p? = A/4 < 0 que tiene infinitas soluciones del tipo

p=(VA/2w, we ik lwl=1

En cuanto a la necesidad de las condiciones daremos una prueba alternativa. La
construimos basandonos en un método elegante para resolver ecuaciones, propuesto
por De Leo et al. en [54], como mejora de un algoritmo previo de Serodio et al. [75].
Veamos explicitamente en qué consiste este algoritmo.

Algoritmo de De Leo
Sea
(a1 —ao
v=( )
la matriz companera de la ecuacion

(7.1) P>+ a1p+ ag = 0,

/Q)-()-()-()

lo cual nos muestra que, si queremos encontrar soluciones de (7.1) debemos buscar
autovalores por la derecha p de M correspondientes a autovectores de la forma (p, 1).
Siguiendo a [54] llamaremos a p autovalor por la derecha especial.

Luego, para resolver la ecuacién (7.1) necesitamos, en primer lugar, encontrar
los autovalores por la derecha de la matriz companera M. Segin la Proposicion
1.1.8, éstos se corresponden con la clase de similitud de los autovalores de su forma
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compleja 4 x 4, ¢(M), y se pueden calcular resolviendo la ecuacién caracteristica
det(c¢(M) — qI) = 0. Como ya habifamos visto, debido a la forma de ¢(M) sus
autovalores aparecen en pares qi,q1, q2, G2

Autovectores por la derecha.

Para calcular los autovectores, consideremos el C-isomorfismo
(7.2) (#,2) € C*— 2/ +jz € H.

Proposicién 7.1.1. (v/,u,v’,v) € C* es un z-autovector de la forma compleja c(M)
si y solo si (u' + ju',u+ jv) es z-autovector por la derecha de M.

Soluciones de la ecuacion.

Pasemos entonces a calcular las soluciones de (7.1). Una vez que hayamos en-
contrado un autovalor complejo ¢ de la matriz companera M y algin g-autovector
(u',u) observamos que, debido a la forma especifica de M, u' = ug. Por tanto, por

la Proposicion 1.1.7 el vector
/ —1
(-
U 1

es un uqu~'-autovector, esto es p = ugqu~' es un autovalor especial de la clase de

similitud de [g] y por tanto, es la solucién deseada.

Noétese que, por la Proposicién 1.1.7, dos autovectores H-linealmente dependien-
tes dan lugar al mismo autovalor especial
it J

Ejemplo 7.1.2. Tomamos A = (—1—j P12

> € Msyo(H). La matriz com-

paifiera del polinomio p? +ap+ag es M = (1 _1O+ J) cuya forma compleja viene
dada por
1 -1 0 1
1 0 0 0
“M=1o 1 1 2
0 0 1 O

Los autovalores de ¢(M) son {1+1,1—1,1i, —i} con autovectores asociados los subes-
pacios de C* generados por (—1 +i,i,1 +1i,1),(=1 —1i,—i,1 —1,1),(1,—i,i,1) y
(1,1, —1i, 1) respectivamente. Entonces, los autovalores por la derecha de M son to-
dos los cuaternios de la clase de similitud de ¢ =1 +1iy de ¢ = i.

Tenemos pues que ¢ = 141 es un autovalor por la derecha de M con autovector
asociado (—14+i+j—k,i+]j) (Prop. 7.1.1), luego p; = 1+j es un autovalor especial
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de la matriz companera M. Andlogamente, (1 —k, —i+ j) es un i-autovector por la
derecha, a partir del cual obtenemos el autovalor especial p, = —j.

Es decir, p; = 1+j y p» = —j son las soluciones de la ecuacién p* —p+(1+j) =0
y por tanto, Ay = =1 +1i+4+2jy Aa =1 +1i+ j son los autovalores por la izquierda
de la matriz A.

Numero de autovalores de las matrices 2 x 2.

Estamos ahora en condiciones de discutir el niimero de soluciones de la ecuacién
(7.1). Esto es lo que nos dard una nueva prueba del Teorema 1.3.6. Daremos una
forma topoldgica de ver este resultado en la Subseccion 7.3.3.

Cada uno de los autovalores ¢ de la forma compleja ¢(M) € Myuy(C) tiene
asociado un espacio vectorial complejo de autovalores al que denotaremos por V' (q) C
C*. Sabiendo que sus dimensiones complejas suman 4 podemos ver cudles son las
posibles dimensiones de V' (¢x) vy V(qr), 1 < k < 2.

1. Silos cuatro autovalores ¢, 1, g2, G2 son diferentes, entonces cada V' (gy) tiene
dimension 1. Es el caso en el que nos dan dos complejos diferentes y sus
conjugados. Los espacios de autovectores V(q1),V(g2) son rectas y nos dan
dos autovalores especiales p; y po. Las rectas de sus conjugados nos daran los
mismos autovalores especiales, por tanto, M tiene exactamente dos autovalores
especiales, es decir, hay exactamente dos soluciones.

2. Si algin autovalor es real, por ejemplo ¢; € R, entonces los Unicos cuaternios
similares vg;v™! son él mismo y p; = ¢, independientemente de la dimensién
de V(q1). Entonces habra una o dos soluciones dependiendo de que ¢; = ¢3 0
no.

3. El tnico caso en el que pueden aparecer infinitos autovalores especiales es
cuando los autovalores son iguales y complejos no reales, ¢; = ¢2 € R, lo que
lleva consigo que dime¢ V' (q1) = 2 = dime V(q@).

Nos fijamos entonces en el tercer caso, el inico en el que M puede tener infinitos
autovalores por la izquierda, cuando ¢(M) sélo tiene como autovalores un complejo
y su conjugado ¢;,q;. La siguiente proposicion prueba que en este caso tenemos
realmente un nimero infinito de soluciones (nétese que ¢; ¢ R).

Proposicion 7.1.3. En el tercer caso todos los cuaternios similares a ¢ son auto-
valores especiales por la derecha de M.
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Demostracién. Tomemos una C-base @, del espacio de autovectores V(q;) C C*y
los correspondientes vectores v, w en H? por el ismorfismo (7.2). Como éstos dltimos
son de la forma (ug, q), se tiene que las segundas coordenadas vy, we de v y w son
C-independientes en H y por tanto, una C-base. Esto significa que los autovalores
especiales p = uqu~', donde u es una C-combinacién lineal de v, y wy, recorren
todos los posibles cuaternios de la clase de similitud de g¢;. ]

Las condiciones de Huang y So.

Queda ahora comprobar que en el caso 3 se verifican las condiciones del Teorema
1.3.6 de Huang y So.

Sea q1 = z+iy, y # 0, uno de los dos autovalores complejos de ¢(M) y sea p € [qi]
cualquier autovalor especial de M. Como R(p) = R(q1) v [p| = |q1], podemos escribir
p =2+ |ylw, donde w € Hy = (i, j, k) con |w| = 1.

Pongamos a; =t+ &, con t € Ry & € Hy. Si escribimos la ecuacién (7.1) de la
forma ag = —(p + a1)p podemos deducir que

R(ao) = zt + 2 — |y|* + |y|R(&w).

Por tanto, |y|(&1,w) no depende de w. Como y # 0, el siguiente Lema 7.1.4 afirma
que & =0, i.e. a; € R.

Lema 7.1.4. Sea & € Hy verificando que para cualquier par de vectores w,w’ € €2,
se anula el producto (,w — w') = 0. Entonces £ = 0.

Demostracion. Sea & = xi + yj + zk # 0. Podemos suponer que = # 0 (los otros
casos son analogos). Tomemos cualquier w € Q ortogonal a £ y ' = i. Entonces
(E,w—w)=1a#0. O

Una consecuencia de la Proposicién 7.1.3 es que p = ¢; es un autovalor especial
de M, de manera que, por la ecuacién (7.1), ap es un nimero complejo. Como g
es también una solucion, deducimos que ay = @ es un nimero real. Finalmente, de
que ¢} + a1qi + ag = 0 se sigue que a? — 4ag < 0 porque ¢; ¢ R.

Esto completa la verificacién de las condiciones de Huang y So dadas en el
Teorema 1.3.6.

7.1.2. Autovalores por la izquierda de las matrices simpléc-
ticas

Proposicion 7.1.5. Los autovalores por la izquierda de una matriz simpléctica
tienen modulo 1.
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Demostracion. Sea A € Sp(n), es decir, A*A = 1. Si Av = v entonces
0 < [v]? = (Av, Av) = (A, \) = v A\ = v*|A\2v = Ao O

Usamos ahora la clasificacion general de las matrices de orden 2 segtin el nimero
de autovalores para caracterizar las matrices de Sp(2) cuyo espectro por la izquierda
es infinito. Asimismo, damos la forma explicita de los autovalores de estas matrices.
Con esta caracterizacién probaremos que dados cuatro cuaternios arbitrarios de
norma 1 siempre hay alguna matriz de Sp(2) para la cual estos cuaternios son
autovalores por la izquierda. Este resultado no es trivial y nos sera de utilidad para
estudiar la categoria LS de Sp(2), como veremos en el Capitulo 8.

Forma general de las matrices de Sp(2)

Consideremos el grupo de Lie 10-dimensional Sp(2) formado por las matrices
simplécticas 2 X 2, es decir, matrices cuaterniénicas A tales que A*A = I. Des-
de el punto de vista geométrico, estas matrices corresponden a los endomorfismos
H-lineales por la derecha de H? que conservan el producto hermitico (u,v) = u*v.
Asi, una matriz es simpléctica si y solo si sus columnas forman una base ortonormal
para este producto hermitico.

Buscamos una expresion general de una matriz simpléctica cualquiera.

Proposicién 7.1.6. Una matriz simpléctica A € Sp(2) o bien es diagonal o bien es
de la forma

Az(% ﬁ@%ﬁﬂﬁ]Q)’cona’ﬁeH’ B#0, laf*+|87=1, |y =1

Demostracion. Por definicién, las dos columnas A;, As de A forman una base orto-
normal de H? para el producto hermitico. Sea la primera

A= (5). apem laPelar-t

Si 8 =0, A es una matriz diagonal diag(«, d) con |a| =1 = |d|.

Si B # 0, consideremos la aplicacién H-lineal por la derecha (A;, —): H? — H,
que es sobre porque |A;] = 1. Entonces su nicleo K = (A;)! tiene dimensién
dimyg K = 1. Claramente, el vector

[ B
v <565/I512) 70
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con |u| =1, es ortogonal a A;, de manera que cualquier otro vector en K debe ser
un multiplo cuaterniénico de u. Ademas, como A, tiene norma 1, tenemos

_ _ :B’Y _
AQ—U’}/— <ﬂ557/|5|2) ) 7€H7 |7| L0

Matrices simplécticas con infinitos autovalores

Pasamos entonces a aplicar el Teorema 1.3.6 a las matrices simplécticas.

Teorema 7.1.7. Las unicas matrices simplécticas A € Sp(2) con infinitos autova-
lores por la izquierda son de la forma

cos) —qgsent
A:(Zsenﬁ qqcose)’ geH,|qgl=1, 0€R senf #0.

Es decir, A es la matriz correspondiente a la composicion L, o Ry de una rotacion
real de dngulo 0, Ry # I, con una traslacion por la izquierda L, por un cuaternio
unitario, |q| = 1.

Demostracion. Claramente, este tipo de matrices cumplen las condiciones de Huang
y So recogidas en el Teorema 1.3.6. Reciprocamente, teniendo en cuenta la forma de
estas matrices (Prop. 7.1.6), tenemos que comprobar estas condiciones para

a = «, b= _377
c=p, d=pay/|BP,

con 3 # 0. Como
a = —0"'c=78%/|F%| = s €R,

tenemos que s = |y| = 1 (nétese que la condicién a; — 4ay < 0 implica ay > 0).

Entonces )
_ ﬁ)
! <|ﬁ| |

Sustituyendo ~y obtenemos b = —3 y d = Ba3/|5|*. Por tanto,
ap=—blce=-p"1p=1.

Si ahora calculamos a; queda

__1_

a =b"'(a—d)=—-p" (o~ Bap/|p*) = |5|2(ﬂa —ap).
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De donde (o) = 0, de modo que la condicién a1 € R implica a; = 0. Luego Baes
igual a su conjugado, @f, i.e. es un nimero real, fa =r € R.

Por otro lado, como |a|?*+|3]> = 1y 8 # 0, se verifica que 0 < |3| < 1. Tomamos
un angulo cualquiera 6 tal que |5| = senf,senf # 0 y definimos ¢ = 5/|5] de
manera que 5 = gsenf con |g| = 1. Por otro lado, las relaciones |a| = [cosf| y
|r| = |B]|| implican que 7 = #sen  cos . Podemos asumir, cambiando el dngulo si
fuera necesario pero sin cambiar sen 6, que r = sen 6. Entonces,

a=r(B)"" =r3/|B|* = qcosé.
Finalmente, como d = BaB/||> = qcosf, queda completa la prueba. ]

Proposicién 7.1.8. Dada A = L,o Ry € Sp(2) sus autovalores por la izquierda son
de la forma
A = q(cos 0 + sen bw)

con w € <i7j7k> = H07 ’w’ =1 Y |Q‘ = 1.
Demostracion. El polinomio compaifiero de A es 72 +1 = 0 de manera que sus

autovalores A son de la forma A\ = gcosf — gsenfw, donde w € H es raiz de
r24+1=0. O
Corolario 7.1.9. Un cuaternio A € H es autovalor por la izquierda de A = Ly o Ry
sty solo si [N\ =1 y R(G\) = cos¥.

Demostracion. Los autovalores por la izquierda de una matriz simpléctica tienen

modulo 1 (ver Proposicién 7.1.5).
Si A es un autovalor de A, por la Proposicién 7.1.8 se verifica que

R(G\) = Gq(cosf + senbw)
= |q|*(cos ) + sen fw),
luego R(GA) = cos 6.
Reciprocamente, si tenemos que R(gA) = cos entonces
g\ = cosf + v, con v € Hiy,.

Asi
A = qg\ = q(cosf +v), con v € Hy.

Como |A] = 1y |g] = 1, entonces |cosf + v| = 1 donde el primer sumando es
real y el segundo esta en Hj, de manera que

1=|cosf+v|* = |cosf* + |v]* = cos® O + |v|?,
luego |v|? = sen? § y por tanto, v = sen fw, con w € Hy, |w| = 1. O
Corolario 7.1.10. Los autovalores por la izquierda de A = L, 0 Ry son todos los A

tales que g\ es similar a €.
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Matrices simplécticas cuyo espectro contiene al menos cuatro cuaternios
independientes

Recogemos a continuacion dos lemas que necesitaremos para probar que da-
dos cuatro cuaternios unitarios arbitrarios siempre podemos encontrar una matriz
simpléctica para la cual dichos cuaternios sean autovalores por la izquierda

Lema 7.1.11. Si «; son las filas de una matriz « € M, (R), para todo w € R”

se verifica que
n

la(w)] =) _{w,af)]",

=1

donde | - | denota la norma euclidiana.

n
Demostracion. Siw = ) w;e; donde e; denotan los vectores de la base candnica y
Jj=1
a = (wy;) tenemos que, con la norma euclidea,

law| = !&(ijejﬂ
= !ijoé(ejﬂ - |ij(z a;j€;)|
= Y O wiag)el = DO wia)

j=1 =1 i=1 j=1
n

= D (w,a)V? O

i=1

Corolario 7.1.12. Si a € M,,«,(R) tiene rango mdximo y sus filas son unitarias,
para todo w € R™ w # 0, se tiene

law| < v/n|w|.
Demostracion. En este caso

(w,a;) = |wl||ay] cos <t(w, a;)

= |w|cos<(w, ;) < |wl.

La igualdad sélo se da si w € {(a;). Como los a; son independientes, w # 0 no puede
estar en la direccion de los cuatro a; al mismo tiempo. Entonces hay algin 1 <17 < 4
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tal que w ¢ (a;) por tanto,

n

jaw| = [ (w, )2 < (njw|)'? = Valw|. O

=1

Teorema 7.1.13. Dados cuatro cuaternios Xg, ..., A3 € H con |As|] = 1 siempre
podemos encontrar una matriz A € Sp(2) tal que Xg, ..., A3 € 0y(A).

Demostracion. Considerando A = L, o Ry € Sp(2), fijado cosé y escribiendo

qg = t+zxi+yj+zk
)\s = t8+x3i+ysj+zsk

podemos expresar la condicion del corolario 7.1.9 mediante el siguiente sistema

to o Yo 2o
. . . . :(COSQ)

N e 8y o+
— = =

ls X3 Ys 23
Si denotamos por « la matriz cuyas filas son las coordenadas de los Ay vy u =
(1,1,1,1)T, el sistema se escribe

aq = cos Qu.

(a) Si0 < ranga < 4, podemos tomar cosf = 0 de manera que tenemos un sistema
lineal homogéneo. Este sistema es compatible y el conjunto de soluciones forma
un espacio vectorial, en el que tenemos siempre alguna solucién ¢ de modulo
1. En este caso, una matriz tal que tiene a A, ..., A3 como autovalores es, por
ejemplo, A = L, 0 Ry /5.

(b) Cuando A,..., A3 son independientes a es de rango maximo y, por tanto, in-
versible, luego
q = (cosf)a tu.

Por el lema 7.1.12 tenemos que 2 = |u| = |aa™ u| < 2|a™tu| luego |a™lu| > 1y
asi podemos escoger 6 tal que

1
|cosf] = —— < 1
oty

de manera que
lq| = | cosf||a u| = 1.
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Hemos obtenido entonces que A, ..., A3 son autovalores por la izquierda de A.
O

Ejemplo 7.1.14. Escogemos el conjunto formado por {—1,1i, —i, —k}. Fijamos en-
tonces cos = 0 el sistema es

oS = O

OO O
N e 8] o+

-1

o O OO
O = O O
o O OO

con solucién ¢ € (j). Es decir, las matrices

0 —j
Azi(J. 0 ) = Lijo Ry
tienen a 1,1, —1i, k por autovalores.

Autovalores por la derecha

Un problema interesante planteado por Zhang recientemente (en 2007) [93] con-
siste en comparar el espectro por la izquierda y por la derecha de una matriz cuater-

niénica. Los siguientes lemas nos dan los autovalores por la derecha de las matrices
Lq e} Rg.

Lema 7.1.15. Los autovalores por la derecha de L, o Ry no dependen mds que de
la clase de similitud de q.

Lema 7.1.16. Los cuatro autovalores por la derecha de la forma compleja de la
matriz A = Ly o Ry con ¢ = a + jb quedan completamente determinados por las
ecuaciones

R(p1) + R(p2) = 2%R(a)c
R(p1)R(p2) = R(a) — s
donde s = senf),c = cosf y p1 # P2 son dos de los autovalores por la derecha de A.

Recordemos que los autovalores de ¢(A) son conjugados dos a dos y unitarios, de
manera que con saber la parte real de dos no conjugados ya quedan completamente
determinados todos.



7.1.2  Autovalores por la izquierda de las matrices simplécticas 95

Demostracion. Por el Lema 7.1.15 podemos suponer
ac —as 0
as  ac

c(A) =

ac —as
as ac

con a € C, |a] =1 de manera que

det(c(A) —pl) =
(p* = 2acp + a®)(p” — 2acp + a°)
p* — 2acp® + a’p* — 2acp® + 4la|*c*p? — 2|al*acp + a*p? — 2|alfacp + |a|*
b — AR(a)ep® + (@ + Ao’ + @)y — (2lafc + 2aPackp + |al* =
p' — 4R(a)cp® + (4R(a) + 2¢* — 25*)p* — AR (a)cp + 1.

Por otro lado, por la forma que tiene en este caso ¢(A), sus cuatro autovalores
son conjugados dos a dos luego,

det(c(A) —pl) =
(p—p1)—D1)(P—p2)(p— Do)
p' = 2(R(p1) + R(p2)p® + (2 + AR(p1)R(p2))p” — 2(R(p1) + R(p2))p + 1.

de donde

—4R(a)e = —2(R(p1) + R(p2))
4R(a) + 2¢% — 25% = 2+ AR(p1)R(py) O

Ejemplo 7.1.17. Matrices de la forma (_Ow CE))) con |w| = 1,w € Hp.

En este caso tenemos cosf = 0,senf = —1 y w = a+jbcon a,b € C, a imaginario
puro. Sean pq, po dos autovalores por la derecha, entonces:

R(p1) + R(p2) = 0,
%(Pl)%(]?z) = -1,

luego 1 = R(p1) = —R(p2), de manera que estas matrices sélo tienen dos autovalores
por la derecha y son reales, p; = 1,p, = —1.
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7.2. Funciones caracteristicas de las matrices cua-
ternionicas

Al final del articulo [90] al que nos referfamos al introducir los autovalores por
la izquierda, Wood hace notar que

. b : :
“en el caso 2 x 2 de la matriz (CCL ) hay un determinante parcialmente

d
definido b — ac™'d y una funcién caracteristica parcialmente definida

(7.3) A PA=Aetd —ac' A — b+ [ac™ld] =0

que reduce el problema de los autovalores al teorema fundamental [del
algebral. Las dificultades empiezan con las matrices 3 x 3”.

Wood dice también que

“desafortunadamente, parece no haber una funcion determinante adecua-
da en el caso cuaterniénico para reducir el problema de los autovalores
al teorema fundamental del algebra.”

7.2.1. Antecedentes

El problema es encontrar una funcién caracteristica para matrices cuaterniénicas
de orden n que proporcione los autovalores por la izquierda. En el caso particular de
las matrices hermiticas, como todos sus autovalores por la derecha son reales (ver
Prop. 1.2.13), los espectros por la izquierda y por la derecha coinciden, de modo que
puede construirse un polinomio caracteristico con variable real

p(t) = det(M —tI), cont € R,

donde det es el determinante de las matrices hermiticas definido en la Subseccion
1.2.3. Las raices de este polinomio son los autovalores (por la izquierda y por la dere-
cha) de M. Este polinomio caracteristico coincide con la nueva funcién caracteristica
que propondremos en la Subseccion 7.2.2.

Zhang propone utilizar el polinomio caracteristico complejo para obtener una
nueva funcién en C x C a partir de la cual se pueden obtener los autovalores por la
izquierda. En [92] utiliza que un cuaternio A\ es un autovalor por la izquierda de la
matriz M € M., (H) si existe algtin v € C*", v # 0, tal que

c(M — X)v =0,
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yva que la forma compleja de la matriz cuaterniénica M — AI es singular. Si expre-
samos M = X +jY, con X,Y € M;;;n(C) y A = x +jy, con 2,y € C, X es un
autovalor por la izquierda de M siy solo si es raiz de la funcién o: C x C — R dada
por

B X -zl Y +7lI
(7.4) o(x,y) = det (Y—yl Y—El)'

Otra aproximacién a la nocién de funcién caracteristica cuaternionica es la de
. Gelfand et alii. Estos autores utilizan los quasideterminantes para construir fun-
ciones caracteristicas de matrices cuaternidnicas [27]. Para cada matriz cuadrada de
orden n definen n? funciones caracteristicas como sigue.

Definicién 7.2.1. Sea A € M,,,,(H), se definen las GR-funciones caracteristicas
de A como
fij(A) = |[AM — Al;; paral <i,j <n,

donde | - |;; es el (¢, j)—quasideterminante.

A partir del teorema que generaliza la identidad de Jacobi al caso cuaterniénico
(Teor. 1.2.23) podemos afirmar que estas GR-funciones caracteristicas verifican que
todas sus raices son autovalores por la izquierda. Sin embargo, ninguna de ellas nos
da todos los autovalores por la izquierda. Veamos algunos ejemplos.

i 0 0
Ejemplo 7.2.2. Tomamos la matriz triangular B = k j 0. Su espectro
-3i 2k k

por la izquierda estd formado por los elementos de la diagonal, es decir, o;(B) =
{i,j,k}. Sin utilizar la Proposicién 1.2.19, la tinica GR-funcién caracteristica que
podemos calcular es

fuN) =i—A\
Utilizando 1.2.19 obtenemos
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y las funciones fo1(A), f351(A) v f32(A) no existen.
Se ve claramente que ninguna de las f;; tiene a todos los elementos del espectro
por la izquierda como raiz.

Ejemplo 7.2.3. Las GR-funciones caracteristicas no proporcionan los autovalores
por la derecha. Sea

i -1 0
D=|0 k i
0 k j

La unica GR-funcién que existe para esta matriz es :
Su(A) =i—A

Sin embargo, el polinomio caracteristico de la complexificada de D es 2+ 2x + 42?% +
223 + 32* 4+ 25. Puede comprobarse que ninguna de sus raices es similar a i.

7.2.2. Definicién

Con estos antecedentes pasamos a introducir la nocién de funcién caracteristica
para una matriz cuaterniénica, que generaliza el polinomio caracteristico usual de los
casos real y complejo. En particular, sus raices son los autovalores por la izquierda.
Como veremos, esta definicién concuerda de manera natural con la ecuacién para
orden 2 que da R.M.W. Wood (7.3), asi como con el método propuesto por W. So
en [79] para calcular los autovalores de matrices de orden 3. Ademds muestra que,
en contra de lo que dice Wood en [90], s hay una funcién que permita acometer el
estudio de los autovalores.

En el caso 2 x 2 esta funcidén caracteristica nos permitira probar de un modo
geométrico el resultado de Huang y So (Teorema 1.3.6).

Definicién 7.2.4. Una aplicacion p : H — H es una funcion caracteristica de la
matriz M € M, (H) si, salvo una constante, su médulo |p(\)| = Sdet(M — AI)
para todo A € H.

Nétese que A es un autovalor por la izquierda de M siy solo si u(\) = 0.

Nota—. Como ya dijimos, es un hecho conocido que el espectro por la izquierda no es
invariante por semejanza. Sin embargo, por la Proposicién 1.2.2, si P es una matriz
real inversible,

Sdet(M — AI) = Sdet(PMP~' — XI).

Es decir, M y PM P~ tienen las mismas funciones caracteristicas.
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Ejemplo 7.2.5. Matrices diagonales y triangulares. Si

D = diag(qi, - .-, qn)

entonces
p(A) = (g1 = A) -+ (o — A)

es una funcién caracteristica para D. Analogamente para una matriz triangular.

7.2.3. Una funcién caracteristica para orden dos

El determinante de Study nos permite dar, para orden 2, una funcién caracteristi-
ca polinémica de grado 2. El comentario de Wood citado en 7.2 puede reformularse
asi:

a b

Teorema 7.2.6. Toda matriz A = (c d) € My(H) tiene una funcion caracteristi-

ca polindmica pu(N).
= S5ib =0 viene dada por
p(A) = (d=A)(a—A).

. SibA0,
p(A) =c—(d—X)ba—N\).

Demostracion. Si b= 0, A — Al es una matriz triangular,
a—X O
Sdet( . d_)\> = |(d— X)(a—N)|.

Si b # 0, por las propiedades de Sdet podemos hacer la siguiente transformacion

a b\ 0 by 1
Sdet (c d) = Sdet (c—dbla d) = |b||c — db™"al.

luego Sdet(A — AI) = 0 equivale a que

c—(d=MNba-N)=0. O
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Nota—. L. Huang [32] propone otra ecuacién caracteristica para las matrices de orden
2. Separa el caso ¢ = 0 y para ¢ # 0 dice que A € g;(A) si y solo si:

A—a)c ' A—d)—b=0.

Este polinomio se obtiene también de manera inmediata sumandole (A — a)c™' fy a
la fila f; en la matriz A\ — A. Esta expresion es equivalente a

b—(a—Nc ' (d—)\) =0,

que es la expresién que da Wood al final de [90] (hay un error tipografico en el
original).

7.2.4. Funcion caracteristica para matrices 3 x 3

Recordemos que lo tnico que se sabe para las matrices de tamano 3 x 3 se lo
debemos a W. So [79]. Lo que So ofrece es un estudio caso por caso, segin las
relaciones entre las entradas de las matrices, en el que da una familia de polinomios
cuaternionicos de grado menor o igual que tres cuyas raices son los autovalores por
la izquierda. Las ecuaciones resultantes no se saben resolver.

Desarrollamos ahora un método similar al que hemos visto para orden 2. De
nuevo nos basamos en que los autovalores por la izquierda de una matriz A €
Msy3(H) son las raices de Sdet(A — M) = 0. En general, la funcién caracteristica
que obtenemos es una funcién racional. Sin embargo, en el caso de que la matriz
tenga alguna entrada nula fuera de la diagonal, es posible obtener una funcion
caracteristica polinomica. Podria emplearse un algoritmo similar al que veremos
a continuacién para calcular el Sdet(A) para cualquier orden n > 3.

Consideramos a lo largo de todo la seccion la matriz cuaternionica

€ Msys3(H).

= S0

a b
A=1f g
P q

Casoc=0

Comenzamos estudiando el caso més sencillo, cuando algiin elemento no diagonal
de la matriz se anula. Las propiedades de Sdet y en particular la Prop. 1.2.2 nos
permiten ir haciendo transformaciones de filas y columnas hasta situar el cero en
el puesto ay3. La ventaja de este caso es que sus autovalores son las raices de un
polinomio cuaterniénico de grado tres.



7.2.4 Funcion caracteristica para matrices 3 x 3 101

Partimos de

a— A b 0
Sdet(A — AI) = Sdet f g—A h

P q r—A
1. En primer lugar, si b, h = 0, tenemos una matriz triangular asi que podemos
tomar
(7.5) n(A) = (r=A)(g — A)(a—A).

2. Sib=0peroh # 0, el Lema 1.2.5 permite reducirnos al caso 2 x 2 y obtenemos
(7.6) pA) = (g—(r=2h" g =N)) (a—N).

3. Finalmente, si b # 0, procedemos como sigue. Hacemos un cero en la primera
fila restando a la primera columna C la Cyb™!(a — \),

0 b 0
Sdet(A) =Sdet | f—(g—Nb"(a—A) g—X h
p—qbta—N\) q r— A\

y permutamos la segunda y la tercera columna para reducirla al caso 2 x 2.
Tomamos entonces como funcién caracteristica:

pA) =p—ab~(a=A) = (r=Nh"" (f = (g=Nb" (a = N)).

Nota—. Alternativamente, podriamos simplemente permutar en la matriz ini-
cial las filas y las columnas segunda y tercera para obtener una matriz PAP ™1
con la misma funcién caracteristica. Esta nueva matriz verifica que ¢ # 0y
podriamos obtener su funcién como veremos a continuacién (Prop. 7.2.7). Sin
embargo, nétese que con este iltimo método, en lugar de obtener un polinomio,
obtenemos una funcién racional.

Caso ¢ # 0

En la situacién mas general, cuando ¢ # 0, utilizando las propiedades de Sdet
(Prop. 1.2.3) podemos hacer ceros en la primera fila,

0 0 c
f—hcta g—he b h

p—rcta q—rcth 7

Del Lema 1.2.5 y los resultados de orden 2 x 2 se sigue:
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Proposicién 7.2.7. Sic # 0, entonces Sdet(A) viene dado:
1. cuando g — hc™1b # 0, por

el - lg = he 0] - [p —re™a — (¢ —re™'b)(g — he'0)TH(f — hela);

2. cuando g — he™ b =0, por
el g = e8] - |f = he™lal.
Definicién 7.2.8. Dada la matriz A € Mjy3(H) llamamos polo de A al punto
Ao = g — hc=1b.

Aplicando la Proposicion 7.2.7 a la matriz A — A\ obtenemos la siguiente funcién
caracteristica de A.

Proposicion 7.2.9. Sea A una matriz de orden 3 x 3 tal que ¢ # 0. Se puede definir
una funcion caracteristica para A como sigue:

1. si g =g — hc'b es el polo de A,
p(ho) = (¢ = (r = Ao)e™'d) (f = he™Ha— o)) ;

2. en otro caso

p) = Mo =N) [(p=(r=Ne(a=N) -
(4= (r=2e78) Qo= V)" (f = heHa=N))].

Esta funcion esta bien definida y cumple que:
1. Sdet(A — AI) = |u(N\)| para todo A € Hj
2. u(X) =0 siy solo si A es autovalor por la izquierda de A.

Nota—. Como recordamos antes, en [79], W. So probé que los autovalores por la
izquierda de estas matrices son las raices de ciertos polinomios cuaterniénicos de
grado < 3. A pesar de que nuestro método es totalmente diferente del suyo, obte-
nemos que la funcion de la Proposicién 7.2.9 es exactamente la formula que da So
en [79, p. 563]. Este es el motivo por el que hemos elegido hacer los calculos de los
determinantes comenzando por la esquina superior derecha.
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Nota—. El polo A\g puede tanto estar como no estar en el espectro de la matriz. Los
siguientes ejemplos nos lo muestran.

Ejemplo 7.2.10. Una matriz para la que el polo es autovalor.

0 —j i
A= (=145 j x|,
p q T

con p,q,r € H cualesquiera. Para esta matriz el polo toma el valor \y = 1 +j. Su
imagen por la funcién caracteristica de la Prop. 7.2.9 es

(o) =(g—(r—=1=jk)(-1+j+j(-=1-j)) =0.

Ejemplo 7.2.11. Matriz para la que el polo no es autovalor.

0 i 1
A= 31—k 0 1
k —1+j+k 0

En este caso, \g = —iy

o) = (—1+j+k+1)(Bi—k—i)=1—1i+2j— 2k

Continuidad en el polo

El médulo de la que hemos definido como funcién caracteristica es exactamente
el determinante de Study de la matriz A — AI. Como Sdet es una funcién continua
podemos afirmar que

[1(Xo)| = Im |u(N)],

A—})\o

es decir, el médulo del limite existe y es finito.

Sin embargo, el mismo ejemplo 7.2.11 nos muestra que a pesar de que la norma
|it| de la funcién caracteristica de la Proposicién 7.2.9 es continua, 1 puede no serlo
en el polo A.

Sea

0 i 1
3i—k 0 1
k -1+j+k 0

Como hemos visto, su polo es A\g = =iy pu(Xo) = (j+k)(2i—k) = 1—i+2j—2k.
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Pero tomando limites restringidos se comprueba facilmente que el valor del limite
que buscamos depende de por dénde nos acerquemos al polo. De hecho, el limite

lim pu(—i+eq) = —q(j + k)g ' (2i — k)
depende de ¢ € H, luego no existe /\hrg\l ().
—A0

Si es 0 no posible encontrar siempre, aparte del caso polinémico, una funcién
caracteristica que sea continua es una cuestion abierta.

7.3. Estudio mediante el grado de una funcién ca-
racteristica

En [33] Huang y So probaron que una matriz 2 x 2 puede tener uno, dos o
infinitos autovalores. En la seccién 7.1.1 propusimos una nueva prueba de ese mismo
resultado. Ambos métodos, aparentemente, son dificiles de generalizar para orden
n > 2.

Frente a estos estudios, ambos de naturaleza algebraica, proponemos aqui una
vision mas topoldgica. La idea fundamental consiste en estudiar el grado topolégico
de las funciones caracteristicas 7.2.6 y 7.2.9 y el rango de sus linealizadas. El caso
de la matrices 2 x 2 queda completamente cerrado ya que podemos discutir las
ecuaciones cuaternionicas que obtenemos al linealizar. Para orden 3 x 3 no obtenemos
tanta informacion pero si podemos decir cuales son las ecuaciones que habria que
discutir.

7.3.1. Teoria del grado

Veamos a continuacién algunos resultados topolégicos que necesitamos para nues-
tro estudio.

El grado topolégico (también llamado grado de Brouwer) de una aplicacién con-
tinua puede definirse utilizando técnicas o bien de topologia algebraica [11] o bien
del analisis funcional [9, 68]. Nuestra intencién es aplicar los siguientes resultados
conocidos (ver, por ejemplo, [58, pag 101]).

Definicién 7.3.1. Dada una aplicacién diferenciable ente variedades, p: M — N
con dim M = dim N, diremos que r € N es un valor regular de p si la diferencial
Peq i TyM — TN es de rango mdximo para todo g € p~(r).

Lema 7.3.2 (de Sard). El conjunto de valores requlares es denso en N.
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Teorema 7.3.3. Sea M una variedad orientable conexa y cerrada yv: M — M un
aplicacion diferenciable de grado k. Sea m € M un valor reqular tal que la diferencial
Vix conserva la orientacion para cualquier X de la fibra v='(m). Entonces, la imagen
reciproca v (m) es un conjunto finito con k elementos.

En el libro de Eilenberg-Steenrod se puede encontrar una prueba rigurosa del
siguiente resultado [15, pags 304-310].

Proposicion 7.3.4. Dos aplicaciones continuas en la esfera S™ — S™ son homdto-
pas si y solo si tienen el mismo grado.

7.3.2. Derivacion en espacios de Banach

La existencia de una norma multiplicativa |¢| = (¢g)'/? en H garantiza que la
prueba usual de la regla de Leibniz sigue pudiendo aplicarse en este contexto. Vea-
mos con detalle como obtener las reglas de derivacion en el &mbito no conmutativo.
Observemos que, siempre que respetemos el orden, en el caso cuaterniénico se con-
servan las reglas de derivacion del producto y del cociente:

Lema 7.3.5. Sean A, B: R — M,«,(H) diferenciables. Entonces

d

E[A(t)B(t)] = A'(t)B(t) + A(t)B'(t).

Demostracion.

d
SIAWB()] =

Ifm %[A(t +h)B(t+h) - A{t)B(t)] =

lim %[A(t +R)B(t+ ) — A(8)B(t + k) + A()B(t + h) — AW)B(t)] =
lim = [(A(t + ) — AW)B(t + h) + AD(B(+ 1)~ BO)] =
A'(t) ,1151% B(t+h)+ A(t)B'(t) =

A'(t)B(t) + A(t)B'(t). O

A partir de esta propiedad podemos establecer una férmula para la diferencial
del producto de aplicaciones cuaternionicas.

Lema 7.3.6. Sean f,g: H — H dos aplicaciones diferenciables. Entonces, la dife-
rencial del producto viene dada por

(f9)x(X) = fux(X)g(A) + f(A)gar (X).



106 II.7 Autovalores cuaterniénicos por la izquierda

Lema 7.3.7. Sea B: R — GL(n,H) C M, x,(H), entonces

d -1 _ —1 7 -1
%B(t) =—B(t)" B'(t)B(t)"".
Demostracion.
d -1 _
1 %B(t) =
lim E[B(t +h) T =Bt)] =
lim %[B(t +h)'B(t)B(t)"' = B(t+h)"'B(t+ h)B(t)™"] =
tiw MB(¢-+ ) (BOBO) "~ Bt + B0 )] -
lim %[B(t +h) Y (B(t) = B(t+h))B(t)™"] =
lim B(t + h)‘l(B<t) — f<t = )B(t)™h =
lim B(t + hH=B'()]Bt) =
—B(t)"'B'(t)B(t)™". O
Linealizacion

Consideramos el espacio vectorial H como una variedad diferenciable difeomorfa a
R*. Entonces, para una aplicacién p: H — H diferenciable, su diferencial en cualquier
punto A € H, p,,: H — H, puede calcularse con la siguiente féormula

d , 1
po(X) = G PN IX) = lim 2 (A -+ £X) = (V).
7.3.3. Estudio topoldgico del caso 2 x 2

A continuacion desarrollamos con detalle el caso 2 x 2, interpretando los resul-
tados conocidos desde un punto de vista geométrico. Sea la matriz cuaterniénica de

orden dos
a b
A ( d).

El caso b = 0 estd completamente cerrado, A es una matriz triangular y sus au-
tovalores son Ay = a y Ay = c¢. Asi que, a partir de ahora podemos suponer,
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sin pérdida de generalidad, b # 0 ya que para cualquier matriz real inversible P,
0 (PAP™) = 0y(A), lo que permite permutar filas y columnas.

Como habiamos visto en la Seccion 7.2.3, calcular el espectro es equivalente a
encontrar las raices de la funcién caracteristica

(7.7) p(A) =c—(d—X)b"a—N\).

Notese que, como veremos a continuacion, esta funcién caracteristica polinémica
p: H — H se puede extender de manera continua (e incluso diferenciable) a una
aplicacién p: S* — S en la esfera S* = HU{oo}. Esto se debe a que lim |p(\)| = oo
cuando |A| = 0.

Para este caso puede reformularse la Proposicién 7.3.4 como sigue.

Proposicién 7.3.8. Una aplicacion polinémica como p y la aplicacion N\* son
hométopas en la esfera S*, por tanto, tienen el mismo grado topoldgico, 2.

Demostracion. Probamos que podemos extender la funcion caracteristica a
p:HU{oo} — HU{oo}.

En efecto,
(N = [(d = N~ (a = A)] = |e|

pero
[(d =20 a=N)|=[(d=N]-[b7"] - [(a =N

y como a, d son constantes,

lim |[d—A =00 y lim |a—A =00
[A]—o00 [A| =00
por tanto,
lim |p(N)| = oo.
[A| =00

Veamos ahora que p es hométopa a —A2. Podemos tomar en H los caminos
a(t) = at, c¢(t) = ct y d(t) = dt que llevan a, c y d en 0 respectivamente. Asi,

() =~ ct — (dt — )b~ (at — ),

de modo que nos queda solo el término de mayor grado, —Ab~!\. Ahora bien, como
H — {0} es conexo por caminos, podemos encontrar un camino ~(¢) de b=! a 1 sin
pasar por 0, por tanto, i(\) ~ —\? y la homotopia conserva el punto del infinito. [
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Como consecuencia, teniendo en cuenta que el determinante de la matriz asocia-
da a la aplicacién diferencial es siempre mayor o igual que cero (ver Prop. 1.5.1),
obtenemos el resultado que queriamos.

Corolario 7.3.9. Si 0 es un valor regular de p, entonces

pH(0) = ou(A)

esta formado por dos puntos.

Linealizacién

Dada una funcién caracteristica p clasificaremos las matrices en funcién de que
0 sea o no un valor regular para p. Hacemos la diferencial de p para calcular su
rango.

Proposicion 7.3.10. Para cualquier autovalor izquierda A de A = <Z Z) ,b#£0,

la diferencial de su funcion caracteristica p : H — H wviene dada por
(7.8) (X)) = Xb"Ha— N+ (d— b ' X,

La prueba es una aplicacion directa de las reglas de derivacién del producto y
del inverso en el caso cuaterniénico vistas en la Subseccion 7.3.2

La expresion obtenida es un polinomio cuaternionico lineal tipo ecuacion de
Sylvester. Utilizando algunos resultados conocidos recogidos en la Seccion 1.5.1 para
calcular el rango de esta aplicacién podemos clasificar los posibles espectros de una
matriz 2 X 2 segun los valores que tome dicho rango. El método es completamente
nuevo; la clasificacién que damos coincide con la de L. Huang y W. So [33].

Clasificacion

Sea A un autovalor de A, es decir u(\) = 0 para la aplicacién p en (7.7). Siguien-

do la notacién que hemos usado para la ecuacién de Sylvester en la Seccion 1.5.1
llamaremos o = (d — A\)b™ 'y B =0b"1(a — \).

Proposicién 7.3.11. Sirang u,, = 0, entonces ag, a; son numeros reales y A = 0.
Mas aiin, A = (a+ d)/2 y la matriz tiene un unico autovalor

Demostracion. Sea A € o;(A) y supongamos rang pi., es nulo. Por la Proposicién
1.5.2, esto se da cuando y solo cuando

(d—\b'=seR
b~ l(a—)\) = —s.

(7.9)
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Como ) es autovalor, ¢ = (d — Ao~ (a— \) = —bs®. Ademds, de (7.9) se deduce que
—2sb=a —d y por tanto, A = £(a — d) es el tinico autovalor. O

Lema 7.3.12. Sean qi,qy dos cuaternios similares que no conmutan. Entonces, la
ecuacion A2 — (q1 + @)\ + q1q2 = 0 tiene una tinica solucién \ = qo.

Demostracion. Si X\ # g9 es una solucién, de la igualdad (A — g2)A = ¢1(A — ¢2) se
sigue que A y ¢ son similares, entonces, ®(\) = R(q1) = R(q2) v |A| = |¢1| = |g2]-
Sustituyendo en la ecuacion, se van las partes reales y las normas, asi que podemos
suponer que ¢i, g2, A son imaginarios puros unitarios. Esto es, ¢1, g2, A € S? C H. Por
tanto, A> = —1 = ¢3, de manera que la ecuacién se reduce a (q; + @)\ = (q1 + ¢2)¢o
es decir, A = ¢o, pero esto es una contradiccion. O

Proposicion 7.3.13. Si rang p., = 2 pueden ocurrir dos cosas:
1. El espectro es esférico tipo (1.4) y todos los autovalores de A son de rango 2;
2. 0 la matriz A solo tiene un autovalor.

Demostracion. Usando el difeomorfismo a + bo;(A’) = 0,(A) podemos sustituir A
por su “matriz companera”
0 1
(o )

Como el rango es 2, por el Teorema 1.5.2 tenemos que

a = t+w,
B = —t+ws
con wy,wq € Hy = (i,j, k), |wi| = |ws| # 0. Entonces
ap = —2t 4+ wy — wy.
La primera posibilidad es que ws = wy, entonces a; = —2t. Como los autovalores

anulan la funcién caracteristica, p(A) =0,

ag = 17+ |wa|* #0,
A = —4w*<0.

Entonces, tenemos el caso esférico (1.4). En particular,

2/\:—a1+q
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con ¢ = —2ws. Los otros autovalores son de la forma
(—a1+4q)/2
con q? = —4|wy|?, entonces la diferencial de p verifica que

a = t—q /2,
B = —t—q/2

de modo que todos los demds autovalores también tienen rango 2.

La segunda posibilidad es que wy # w;. Entonces

ap = —2t+ wy — wi,
apg = (t + wl)(t — WQ)
y el Lema 7.3.12 nos muestra que el tnico autovalor es A =t — w». O]

Proposicién 7.3.14. El rango de la diferencial es mdximo, rang ., = 4, si y solo
st la matriz tiene exactamente dos autovalores.

Demostracion. Como para un autovalor A la diferencial es de rango maximo, la
matriz A no puede estar en las condiciones de las Proposiciones 7.3.11 o 7.3.13, por
lo tanto, todos sus autovalores son de rango maximo.

Entonces, por el teorema de la funcién inversa, la fibra p=!(0) es discreta (de
hecho, compacta) y por el Teorema 7.3.3, su cardinal es igual al grado de la aplicacién
i, que es 2 (Prop. 7.3.4). O

Obsérvese que en el caso particular en el que la matriz sea triangular, es decir,
be =0, 0,(A) = {a,d}. Como

pan(z) = z(a — X)) + (d — Nz,

El rango de la diferencial solo puede ser 0 6 4. rang(p.,) = 4 sii a # d. Luego
rang(fi.,) = 0 sii 0;(A) = {a}.

Nota—. En [47], Janovskd y Opfer consideran polinomios cuaterniénicos y muestran
que hay varios tipos de ceros seguin el rango de ciertas matrices reales de orden 4 x 4,
pero su procedimiento no parece tener ningun significado geométrico evidente.
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Ejemplo 7.3.15. Una matriz con un solo autovalor para la que la diferencial de la
funcién caracteristica es de rango 2.

1 ., ;L
Sea M = (‘] i) Tomamos como funcién caracteristica

k
() = =A%+ A\j + i

La ecuaciéon pu(A) = 0 tiene como tnica raiz A = 0, es decir, o;(M) = {0}. La
diferencial es ji.o(z) = zj + iz con matriz asociada
0 -1 -1 0
1 0 0 -1
1 0 0 -1
0 1 1 0
Ejemplo 7.3.16. Una matriz con infinitos autovalores.
Sea M = (_11 1) . Entonces,

p(A) = iA+ - 22
() = x(i—N)+({i-Na.

En este caso b'c = —1, b (a—d) =0 € Ry A = —4 < 0. El conjunto de sus
autovalores por la izquierda estd formado por una esfera centrada en i de radio 2.

(M) = {i+1 : R(q) =0, ]l = 4}.

Si fijamos A € 0y(M), X =i+ £ con ¢ = qii + ¢2j + g3k, la matriz real asociada a
fan () es

0 —2¢1 —2¢2 —2¢3

2q, 0 0 0

2qs 0 0 0 ’

% 0 0 0

que es siempre de rango 2, ya que ¢ + g5 + ¢ = 4.

Ejemplo 7.3.17. Una matriz cuya diferencial es de rango 4 y, por tanto, con dos
autovalores.
Sea M = (‘: D . Esta vez
p(A) = i+ — i =),
pan(z) = —x—x= -2z

Tenemos que el espectro por la izquierda es oy(M) = {i+j, —i+j} y es inmediato
que la diferencial es de rango 4.
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7.3.4. Estudio topoldgico del caso 3 x 3

Para matrices de orden 3, al hacer la diferencial de la funcién caracteristica 7.2.9,
obtenemos de nuevo una ecuacion lineal que podemos discutir con el método visto
en 1.5.3. Por ahora no podemos establecer una clasificaciéon completa pero el método
nos permite hallar el rango de la diferencial p,) para cada uno de los autovalores
por la izquierda de una matriz cuaternionica de orden tres arbitaria.

Una vez mas estudiamos separadamente el caso en el que la matriz tenga alguna
entrada nula fuera de la diagonal. Recordemos que en este caso la funciéon carac-
teristica es continua de modo que el comportamiento es andlogo al de las matrices
2 x 2.

Caso polinémico

Comenzamos tomando matrices con ¢ = 0, de modo que su funcién caracteristica
i sea un polinomio de grado 3. Para este tipo de matrices podemos extender u de
manera continua a la esfera S*.

Proposiciéon 7.3.18. La funcion p definida en la Subseccion 7.2.4 verifica que
lgm\MM%=w-
—00

Demostracion. 1. Sib=h=0, u(A) = (r —A)(g — A)(a — ) pero

Iim [r—Al= lim |g— A= lim |a— A| = o0.
|A|—00 |A| =00 |A| =00

2. Sib=0,h # 0, lafuncién caracteristica u(A) = (¢ — (r — \)h ™' (g — \)) (a—N)
se extiende de manera continua a la esfera por el resultado obtenido para el

caso 2 x 2 (Prop. 7.3.8) y porque ‘>\l|1'm la — A\| = o0.
— 00

3. Por tltimo, si b # 0, la expresion de u es
pA) =p—gb~(a=A) = (r = NI f 4+ (r = Nh7H (g = A)b7 (@ = A)

de modo que

N [ =Nh g =Nb " a =N [=p+ab(a=N+ (=N 'f]
A2 A2 A2
Pero

_ 1y \\p—1(n —
HmIU MNh™ (g =N a =N _
IA| =00 |A|2

o [T Allg = Al
A—oo || IA

IR0 e — A = oo
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mientras que el limite del sustraendo es cero. Por tanto, l‘im
[A] =00

asi también |/\1‘1m l(N)] =

En este caso tendremos siempre grado topolégico 3, por ser o un polinomio con
un tnico término de mayor grado, de modo que p ~ A3

Linealizacién

De nuevo, calculamos la diferencial de la funcién caracteristica para calcular su
rango y poder estudiar si el 0 es o no un valor regular.

Proposicion 7.3.19. Para cualquier autovalor izquierda X de una matriz del tipo

a b 0
A=\ f g h|, ladiferencial de su funcion caracteristica j : H — H viene dada
p g r
por
1. sib,h =0,

paa(X) = =X(g = M@= A) = (r = A)(g = N X = (r = A)X(a = );

2. sib=0h+0,

pan(X) = X0 (g=A)(a=XN) = (g — (r = Nh (g = X)) X+(r—=A)h™ X (a=N);

3. en otro caso,

pan(X) = (b = (r=Nh (g =N X
+ X' (f=(g=Mb""(a=N) = (r=Nh'Xb (a— ).

La prueba es una aplicacion directa de las reglas de derivacién del producto y
del inverso en el caso cuaterniénico vistas en la seccién 7.3.2

La expresion obtenida es una ecuacién Px +x(Q) + RxS = 0, cuyo rango podemos
calcular segiin el método visto en la Subseccién 1.5.3.

Ejemplo 7.3.20. Matrices triangulares A =

=N -
QI O
= O O
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Su espectro por la izquierda estd formado por \y = a,A\s = g y A3 = r. La
funcion caracteristica es

p(A) = (r=A)(g—A)(a—A),
con diferencial
pea(X) = =X(g=ANla=A) = (r=N)(g =X = (r—=N)X(a—A).

La diferencial en cada uno de los autovalores es o bien una traslacion izquierda,
o bien una traslacién derecha, o bien una composiciéon de ambas:

pea(X) = Lia-r)g-a) (X)),
peg(X) = Lig-r) 0 Ria—g)(X),
per(X) = Lip—g)a—r)(X)-

Luego, en general, una matriz diagonal tiene tres autovalores distintos, todos ellos
con diferencial de rango maximo. Si hay dos autovalores iguales y uno distinto, para
el que se repite la diferencial es idénticamente nula y para el otro de rango méximo.
Por tltimo, si todos los elementos de la diagonal fuesen iguales, la diferencial seria
de rango nulo para este tinico autovalor.

Notese que, como se observa en este caso, a diferencia de lo que ocurre para
matrices 2 X 2, no todos lo autovalores tienen por qué ser del mismo rango.

Nota—. Los siguientes ejemplos estan calculados usando Mathematica.

Ejemplo 7.3.21. Una matriz con tres autovalores distintos, todos ellos de rango
k 0 0
maximo. Sea A= [ 3i—j —i 1 |.Su funcién caracteristica es
1-2k j —j

PN = (=1 —k+ M)Ak — \)

y por tanto o;(A) = {k,0, —i—j}. La diferencial de p en cada uno de los autovalores
es siempre de rango maximo,

pa(X) = (-1 —-i+k)X;
po(X) = —(1+k)XKk;
pomicy)(X) = =X(-1—-i+j)+X(i+j+k).
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Ejemplo 7.3.22. Una matriz con dos autovalores, uno de ellos de rango nulo y otro
—-i—j 0 O
de rango maximo. Sea A = k —i i |. Esta vez,
=i §
pA) =1+ EkE—=A)Ai+j+ N

de modo que 0;(A) = {0, —i — j}. En cuanto a la diferencial, para el autovalor nulo

es de rango maximo y para A = —i — j se anula.
pao(X) = (L+k)X([+j);
pa-i-(X) = 0.
-1 1 0
Ejemplo 7.3.23. La matriz A = j 0 —1|. Para esta matriz, u(\) =
1—j -1 1

—A(2 +j) + A? y sus autovalores son exactamente tres, A\; = 0y

= _m—m—(mh
Az = m+m+(\/7\/5)j

La diferencial es
(X)) = X(=2—j+ M)+ XX +IAX\ =
Ly2 + R_o sy + LaR),

que en \; es simplemente una traslaciéon derecha, pq(X) = —X(2+j) y para Ay y
A3 tiene como matriz asociada

5 0 -5 0
0O 7 0 1
M = 5 0 5 0]’
0 -1 0 0
que también es de rango maximo.
j 1 0
Ejemplo 7.3.24. Sea A = 2i -k 1 . La matriz A es del

2-1-2j -1-j+k —-i—k
tipo be # 0 y su funcion carcteristica es

pAN)=2—-i-2j+(1+j-k)(G-—-N+G+k—NQi+k+N{G—N).
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Se comprueba que A = 0 es un autovalor por la izquierda de A. En este punto, la
expresion de la diferencial es f1.0(X) = kX + Xi+ (i+k)Xj con matriz real asociada
de rango 3,

0 -2 0 0
0 0 =20
M= 0 0 0 0
2 0 =20

Caso no polinémico

En el caso en el que ninguno de los elementos no diagonales se anule, la funcién
caracteristica de la Prop. 7.2.9 es racional con un punto de discontinuidad, el polo
Ao, de modo que no puede extenderse de manera continua a la esfera. Asi, para poder
hacer un estudio topologico andlogo al del caso polinémico es necesario emplear la
teoria del grado local (véase, por ejemplo el libro de K. Deimling [9]). En este caso
nos limitamos simplemente a dar la expresion de la diferencial.

Proposiciéon 7.3.25. Para una matriz 3x 3 con ¢ # 0 la diferencial de la la funcion
caracteristica p de la Prop. 7.2.9 es

X[=p+ =N a=X)+(g=(r=Nec )Xo =N (f = he” (a—A))
+(Ao = M) XeHa =) = (Ao = )X DA = A)H(f —heHa = A)
—(XNo — )\)( (r =N )Xo —A) T X Ao = N)Hf —he Ha—N)

+ [()\0 N =Nt =N =N(g—(r—=Nec ')A — ) 1hc_1] X.

7.4. Teorema de Cayley-Hamilton

Discutimos a continuacién la posible extension del teorema de Cayley-Hamilton
para funciones caracteristicas de autovalores por la izquierda de matrices cuater-
nionicas. Para orden dos es sencillo pues se trata de un polinomio. Para n = 3,
en general, y serd una funcién racional del tipo P(\) — Q(A\)(A\g — A)"1F(\) don-
de P, @, F son polinomios, definida salvo en un punto de discontinuidad A = \g.
Comprobaremos que el teorema de Cayley-Hamilton se verifica en todos los casos.

Dos son los principales problemas con los que nos encontramos. El primero, es
que en el caso conmutativo, tenemos polinomios caracteristicos en variable compleja
que se extienden de manera natural a un polinomio con una matriz como varia-
ble. Sin embargo, en el ambito cuaterniénico, no hay una extension obvia para una
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funcion caracteristica cualquiera. Afortunadamente, hemos encontrado funciones ca-
racteristicas que son polinomios o funciones racionales, que se extienden de manera
natural a una aplicacion p: M, (H) = M, ., (H).

El segundo problema, es que ninguna de las demostraciones conocidas para el
caso conmutativo parece poder adaptarse a nuestro ambito, de modo que hemos
tenido que probarlo directamente.

Es interesante tratar de extender este teorema a M, ., (H) pues su multiples
aplicaciones facilitan mucho los cédlculos de las funciones exponencial y logaritmica,
tan utiles en el ambito de la robdtica [25, 85]. Por ejemplo, dada una matriz A
de orden n sobre un cuerpo, el teorema de Cayley-Hamilton permite reducir un
polinomio en A de cualquier grado a un polinomio de grado menor o igual que n — 1;
en general, cualquier funcién analitica puede expresarse en términos de polinomios
de grado menor o igual que n — 1, en particular, esto se verifica para la exponencial.
En principio, estas aplicaciones no se extienden al ambito cuaternionico, ya que
ni siquiera tenemos una “buena expresion” de una serie de potencias, pero podria
estudiarse como extender la serie de la exponencial exp(At) ya que, en este caso, los
coeficientes pueden obtenerse a partir de los autovalores de la matriz A [72].

Nota—. Para matrices 4 x 4 puede construirse de modo analogo una funcion carac-
teristica racional. En el caso de que la matriz tenga dos entradas nulas fuera de la
diagonal puede probarse que esta funcion verifica el teorema de Cayley-Hamilton.
Para todos los ejemplos (arbitrarios) de matrices sin entradas nulas que hemos pro-
bado, hemos obtenido el mismo resultado pero no tenemos ninguna prueba genérica.

7.4.1. Cason=2
Hemos visto que para orden dos podemos encontrar una funcién caracteristica
polinémica p(\) para la cual es facil probar que p(A) = 0.

Teorema 7.4.1. Sea A = (CCL Z) € Mayo(H) y u(A) =c— (d—Nb"Ha—N) la

funcion caracteristica definida en el Teorema 7.2.6. Entonces u(A) = 0.
Demostracion. Tenemos que
(c 0)_(d—a —b)(b‘1 0)(0 _b>:(0 O) 0
0 ¢ — 0 0 b')\—c a—d 0 0)°
Nota—. Se sigue que
Ac'A=Ac'd+ac ' A+ (b—ac I,

que es una generalizacién de la férmula A? = Tr(A)A — (det A)I en el dmbito
conmutativo.
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7.4.2. Orden tres. Caso polinomial

Como vimos anteriormente, para n = 3, si la matriz tiene algiin cero fuera de la
diagonal, también podemos escoger la funcién caracteristica p de modo que sea un
polinomio cuaternidnico (bilateral) de grado 3. En este caso, un calculo directo nos
muestra que se verifica el teorema de Cayley-Hamilton.

Teorema 7.4.2. Sea A una matriz cuaternionica 3 X 3 con alguna entrada nula

fuera de la diagonal. Entonces existe una funcion caracteristica polinomica p tal que
pu(A) = 0.

Lo probaremos primero para las matrices con ¢ = 0.

a b
Proposicion 7.4.3. Sean A = (f g
p q
en la Subseccion 7.2.4. Entonces ju(A)

I <= >0

) y () la funcion caracteristica definida
0.

Demostracion. Si b, h = 0, tomamos la férmula (7.5), de modo que p(A) es

r—a 0 0\ fg—a 0 0 0 0 0 000
—f r—g 0 —f 0 0 —f a—g 0 =10 0 0
-»  —q 0 -» —q g—r) \-p —q a-—r 000

Sib=0, h # 0, tomamos la férmula (7.6), y comprobamos que

r—a 0 0 g—a 0 0 0 0 0
—f r—g —=h|bh| —f O —h —f a—g —h =
-p —q 0 -p —q (9-7)) \=p —q¢ a-—r

0 0 0

q(—f a—g —h [,
-p —q a-—r
es decir,

(rl — A)h~ (gl — A)(al — A) = q(al — A),
por tanto p(A) = 0.
Si b # 0, tenemos que
0 0 b
Sdet(A— M) =Sdet [ f—(g—Nb" a=X) h g—A],
p—qb a—N) r—X\A ¢

de manera que, por el Lema 1.2.4, estamos en el caso 2 x 2.
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En primer lugar, asumamos que h = 0 y tomemos

pA) = (r =) (f = (g =207 (a = N)).

Comprobamos que

r—a —b 0 g—a —b 0 —b 0
—f r—g 0 —f 0 0 bl —f a—g O =
-»  —q 0 -» —q g-—r -» —q a-—r
r—a —b 0
_f r—g 0 f7
-» —q 0
esto es,
(rl — A)(gI — Ao (al — A) = (rI — A)f,
por tanto, p(A) = 0.
Por otro lado, si h # 0 tomamos
(120)  p)=p—ab (@A)~ (= N~ (g~ b (a— X)),
calculamos
pl —gbHal —A) — (rI — A 'f =
p—(r—a)h™f q+bhtf 0
@' f+ [ p—gbia—g)=(r—gh'f @ 'h+ f
gb~'p+ph7'f gb~tq+qh7' f p—aqb~Ha—r)

y comprobamos que es igual a

r—a —b 0 g—a —=b 0 0 —b 0
— -f r—9g =h|R'| —f O —h |b'|—f a—g -h =
-»  —q¢ 0 P —q g-—r P —q a-—r

—(rl — AR~ (gl — Ao (al — A),
luego u(A) = 0. O

Lema 7.4.4. Sea A una matriz cuaternidnica tal que u(A) = 0 para algin polinomio
cuaternidnico p(N). Sea B = PAP™', con P una matriz real. Entonces p(B) = 0.

Demostracion. Basta observar que si v(A) = ¢1A@A - - @xAgr+1 €8 un monomio,
entonces v(B) = Pv(A)P~L. O
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Noétese que se verifica el mismo resultado cuando p(\) es una funcién racional.

Permutando consecutivamente filas y columnas, se deduce el Teorema 7.4.2.

1 i i
Ejemplo 7.4.5. Consideremos la matriz A = (i j k) . Es similar via una matriz
0 —1 j

.

j 10

real a (k j 1), cuya funcién caracteristica viene dada por la funcién (7.10), es
i i1

decir,

pA) =i+i(G—A)+ (1= Ni(k+([G—N)?).

Entonces se verifica la siguiente ecuacion:

AiA% = AiAj+ AKA +iA% —iAj+ Ali+j) — i+ k) A+ (k—j)I.

7.4.3. Orden tres. Caso no polinomial

Cuando todas las entradas fuera de la diagonal son no nulas, la funcién ca-
racteristica es una funcién racional con un polo (ver Proposicién 7.2.9). Podemos
extenderla de manera natural al espacio de matrices como sigue.

Sea A9 = g — hc¢™1b el polo de A. Sean

fo=f—hcHa =),
qo=q— (r—Xo)c .
Lema 7.4.6. La matriz \gI — A es inversible si y solo si fy,qo # 0.
Demostracion. Por la Proposicién 7.2.7, Sdet(Agl — A) = |¢| - |q0.fol- O

Definicién 7.4.7. De acuerdo con la Proposicién 7.2.9, definimos p: M, (H) —
M n(H) como sigue:

1. si Ao — B no es inversible, entonces pu(B) = qofol;
2. en otro caso,

w(B) = (Mol —B)|[(pI —(rI —B)c '(al — B)) —
(¢ — (r1 = B)c™'b) (Ao — B) ™' (fI — h¢™'(al — B))] .

Proposicion 7.4.8. La aplicacion p de la Definicion 7.4.7 satisface el teorema de
Cayley-Hamilton, es decir, (A) = 0.
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Demostracion. Si \gI — A no es inversible, entonces, p(A) = qofol = 0 por el Lema
7.4.6. En otro caso basta probar que

(7.11) pl — (rI — A)c™al — A)
es igual a
(7.12) (qf = (rI —A)c'b) (Mol — A)7' (fI — he ' (al — A)).

Lema 7.4.9. Un cdlculo directo muestra que el primer término (7.11) es igual a

—bc L f —q+ (r—a)c b+ b (a—g)
(r—g)c'f=hclp p—felb—helg—(r—g)c ' (a—g)
—qc' f —pc b +qc i (a—g)
—bcth
—f+(r—g)cth+hct(a—7)
—qcth

Calculemos ahora el término (7.12).
Comenzamos calculando (Aol — A)~! por eliminacién Gaussiana. Sea

1 0 0 1 0 0
P = 0 1 0), P=10 1 0
ctN—a) 0 1 0 —c'b 1
Entonces
0 0 —c
(713) ()\0[ - A)P1P2 - —f() 0 —h 5
—Po —Qo Ao —T
donde

po=p— (Ao —71)c (N — a).
La inversa de la matriz (Ao — A)P, P, en (7.13) es

fo the? —fot 0

B=|-q' (pofath‘lir(Ao—r)C‘l) @' 'pofyt —ap
—c~ 0 0



122 II.7 Autovalores cuaterniénicos por la izquierda

Se sigue que (Aol — A)7! es igual a

fo the™
PP,B = | ¢t (pofo_lhcfl + (Ao — T)Cfl)
—c Vet (o —a)fy the 4 ¢ logy ! (pofy the Tt + (Mo — )t

~fi! 0
&% pofet  —a
—c Ao —a)fot = Tbgg tpofy b ¢ Mbgg
Maés aun,
F he b h
F=fl—hctal —A) = [he'f f—hecta—g) heth ,
hetp hc™'q f—=hcHa—r)
mientras que
q—(r—a)c'h be b b
Q=ql —(rI —A)c b = fetb q—(r—g)c v heb
pc b qgc b q

Si ahora calculamos (P, P,B)F', tenemos que es igual a

0
—q5 " (Ao —r)e™ ' f + he™'p)
¢ (bgy " (Mo — 1) f + he'p) — f)
1
qal (po — (Mo — 1) the b — he™lq)
—c gy (p— (Mo —r)e g —a) —heTlq) + ¢ Ha—g)

0
—q¢; (Mo —7)e th+ f —het(a—T))
—cth4c gyt (Mo — 1) th+ f — he Ha — 1))

Finalmente, el (7.12) es Q(P1PBF), obtenemos asi el resultado que querfamos.
[
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1 i —j
Ejemplo 7.4.10. Sea A= |i -1 k |.Elpoloes A\g = —2 y su imagen p(Xg) =
1 —1 j

—4 — 4i + 8j. Para A # —2, la funcién caracteristica es
pA) = =24+ X) 2+ A=1+)) = AA+ (-1+i-2k)2+ 1) 72— X)) .
Con la notaciones de la demostracién de la Proposicién 7.4.8, tenemos que
-3 3i 0

(Nl —A)'=(1/12) |2i—j—k —8+2i+j+3k 2+2i+4k |,
l+i—j -3-i+2j+k —-4+2j+2k

—j 1—-i+3k 1
P=|-k 3-i-3j —i|,
~k —2j+k i

—1+i-k j i
Q= j —1+i+k 1
—k k ~1
y
i 1 k
F=(1 31 j
i i 2i-k

Se verifica que P — Q(\l — A)"'F = 0.

Ejemplo 7.4.11. Si en la matriz del ejemplo polinomial 7.4.5 no consideramos
1 i i

ninguna transformacion de filas y columnas, tenemos que la matriz A = (i j k)

0 -1 j
también verifica la ecuacion

A%A=—(1+1)] —iAd+ Al + k) + (k — j)Ai + A% + (j — k) AiA — AKA.

Ademas, considerando que los autovalores por la derecha de A son las clases de
similitud de los autovalores de la forma compleja ¢(A) y que ésta anula su propio
polinomio caracteristico también se da la siguiente igualdad.

—A% = (2 —4i)] + (4 — 81)A + (10 — 6i) A% — 8A4% + (5 + 2i)A* — 2A°.
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7.4.4. Una nota final

Planteamos en esta tultima secciéon qué sentido tiene hablar del teorema de
Cayley-Hamilton si escogemos un enfoque distinto de la definicién de funciones ca-
racteristicas para autovalores por la izquierda.

En cuanto a la funcién (7.4) de la pag. 97, podria pensarse en enunciar el teorema
de Cayley-Hamilton como o(X,Y) = 0, suponiendo que esto tenga algin sentido.
Sin embargo, tenemos el siguiente contraejemplo para una matriz de orden 2.

0 i

Ejemplo 7.4.12. Sea A = (j 0). Sean r = 1 + ixg, y = y; + iys. Entonces

o(z,y) =14 (2 + 23 + yi + 13)° — 4z

Sin embargo, tenemos que X = 8 (l)) eY = (1) 8), de modo que X; = 0,

0 1 0 0 -3 0
XQ—(O 0),3/1—(1 O)ng—O.Entoncesa(X,Y)—<O 1)7&0.

Entonces, aunque o(z,y) es igual al cuadrado de la norma de la funcién carac-
teristica pu(A) que satisface el teorema de Cayley-Hamilton, la extensién de o a las
matrices no estd relacionada con la extension de .

Segun Gelfand et alii, las funciones caracteristicas obtenidas a partir de los qua-
sideterminantes también verifican el teorema de Cayley-Hamilton [27].

Teorema 7.4.13. ﬁ»j(A) = 0 para todo i,j = 1,...,n, donde fij se construye
sustituyendo cada coeficiente a;j por a;; = a;;1.

Sin embargo, este teorema no es cierto para matrices que tengan alguna entrada
nula, tanto para las f;; que se pueden obtener directamente como para las que es
necesario utilizar la Proposicion 1.2.19.

i 0 0
Ejemplo 7.4.14. Se ve claramente con la matriz B = k j 0].El (1,1)-
-3i 2k k

qdet, que involucra by, es |B — AM|;; =i — A de modo que

0 0 0

fuB)=|-k i—-j 0 | #0.
3i -2k i—k
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El (1,2)-qdet es |B — M |12 =k + (i— AM)k(j — A) de modo que

k 0 0

fr2(B) = 0 k 0 £ 0.
343i—2k 2i—2k 1+i+]

Nota—. Aunque un polinomio con variable en K se extiende de modo natural a
M,n(K), hay que hacer la extensién con cuidado ya que una eleccién incorrecta
puede dar lugar a demostraciones falsas. Por ejemplo, en el articulo [30] se obtiene
una generalizacion del teorema de Cayley-Hamilton que podria servir para obtener
Cayley-Hamilton en el caso cuaterniénico, pero esta generalizacion es falsa.

Se afirma que si A y B son dos matrices que conmutan se verifica la férmula

(7.14) (adj(B — A)) (B — A) = xa(B) = (B — A)adj(B — A),

donde y 4(t) es el polinomio caracteristico de A y adj(A) la matriz adjunta de A (es
decir, la matriz tal que en la entrada a; ; es el determinante de la matriz resultante
de suprimir en A la fila 7 y la columna j).

A partir de esta formula se tiene que () = adj(t] — A) es un polinomio ménico
de grado n — 1 cuyos coeficientes son polinomios en la matriz A. De este modo, si
B es una matriz que conmuta con A, entonces B conmuta con todos los coeficientes
de Q y se obtiene el siguiente “teorema”.

“Teorema” Sobre un anillo conmutativo arbitrario, si las matrices A vy
B conmutan, entonces

Xa(B) =0 modB— A
donde x a(t) es el polinomio caracteristico de A.

Sin embargo, los coeficientes del polinomio () son coeficientes en los adjuntos de
la matriz A y no en A y la férmula (7.14) no es cierta; basta comprobarlo para las

. 1 2 3 1
matrices A = (0 _1> y B= (0 2> donde x4(t) = t* — 1.

En cuanto a los autovalores por la derecha, recordemos que no son mas que
los cuaternios de la clase de similitud de los autovalores de la forma compleja
c(A) € Mayx2,(C). A partir de la versién compleja del teorema de Cayley-Hamilton
podemos enunciar el siguiente resultado.

Teorema 7.4.15 ([92]). Sea p(z) = det (¢(A) — 2I) = 33" ex2®, e € R, el poli-
nomio caracteristico de ¢(A). Entonces p(A) = S it e AF = 0.
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Capitulo 8

Categoria de
Lusternik-Schnirelmann

Un problema clésico en el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales es
relacionar la forma de las posibles soluciones con la complejidad topolédgica de la va-
riedad subyacente. En este aspecto, uno de los primeros pasos fue estimar el nimero
de puntos estacionarios para el caso particular del flujo de un gradiente, i.e, el me-
nor numero de puntos criticos de una funcién en la variedad. A finales de los anos
20, Morse desarrolla estas ideas para un tipo concreto de funciones, aquellas cuyos
puntos criticos son no degenerados, hoy conocidas como funciones de Morse. Es bien
conocido que los numeros de Betti proporcionan una cota inferior para el niimero
de puntos criticos de este tipo de funciones. En efecto, si f es una funcién de Morse
en una variedad M, entonces el nimero de puntos criticos de indice r es siempre
menor que f3,, donde 5, = dim H,(M;A) y Aes R,Z 6 Z, con p # 2 primo [21].

Sin embargo, cuando permitimos que f sea un funcion diferenciable cualquiera,
pudiendo tener puntos criticos degenerados, la situacion es mucho mas complicada.
Este es el marco en el que L.A. Lusternik y L.G. Schnirelmann desarrollaron su in-
variante homotdpico, que relaciona andlisis, dlgebra, geometria y topologia [57]. De
hecho, Lusternik y Schnirelmann utilizaron sus resultados para probar la existencia
de tres geodésicas cerradas en la esfera. Es precisamente la categoria de Lusternik-
Schnirelmann o categoria LS la que nos da una cota inferior para el nimero de
puntos criticos de una funcién diferenciable arbitraria. Este resultado fue generali-
zado por M. Reeken [71] de la siguiente forma: sea M una variedad y f una funcién
diferenciable en M, entonces cat M < cat 3(f), donde X(f) es el conjunto de puntos
criticos de f.

En su articulo de 1978, .M. James recoge las principales propiedades de la
categoria LS asi como la definicién de categoria de una aplicacion [43]. Més tarde,

127
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en 1995, vuelve a dar las ideas mas importantes sobre este invariante y su relaciéon
con otras variantes como la categoria seccional, la categoria punteada o la categoria
polar [44]. La principal monografia sobre este tema escrita hasta el momento es la
de O. Cornea, G. Lupton, J. Oprea y D. Tanré [8].

En 1941 R.H. Fox [22] redefini6 este invariante homot6pico para un espacio to-
polégico X como el menor entero n tal que existen n + 1 abiertos contractiles en
X que lo recubren. La categoria LS aporta mucha informacién topoldgica sobre la
variedad pero es dificil de calcular. Un método usado con frecuencia para hallar la
categoria de un espacio topoldgico dado es tratar de acotarla. Por ejemplo, como
veremos en la Seccion 8.2, la longitud del cup producto en cohomologia nos da una
cota inferior, mientras que la longitud de conos o la dimensién son cotas superiores.
Hasta este momento el célculo de la categoria sigue siendo, en general, un problema
abierto que se aborda mediante el uso de invariantes homotopicos, acotaciones coho-
moldgicas y métodos de geometria diferencial. La importancia del problema radica
no solo en si mismo, sino en que ha revitalizado temas clasicos y ha estimulado el
desarrollo de herramientas cohomoldgicas muy potentes.

Asimismo, los avances en el campo de la categoria LS pueden aplicarse a la
robotica. Para estudiar uno de los problemas centrales de la robdtica, el calculo de
la complejidad topoldgica de un espacio de configuraciones X de un sistema dado,
TC(X), se utilizan técnicas analogas a las de la teoria de Lusternik y Schnirelmann
[16, 17].

Buscar explicitamente abiertos contractiles que recubran suele ser una tarea ar-
dua y en pocos casos se logra encontrar dichos abiertos directamente. Nuestra idea
inicial para calcular la categoria LS de los grupos simplécticos consiste en conside-
rar su representacion matricial y aplicar el método clasico que desarrolld6 W. Singhof
para U(n). Lo que proponemos aqui es utilizar este método pero probando que
los abiertos son contractiles con la transformacién de Cayley. Esto nos ha llevado a
establecer una nueva técnica para el calculo de la categoria LS. Como veremos a con-
tinuacion, esta técnica nos permitira calcular rapidamente la categoria LS del grupo
unitario U(n) y de los espacios simétricos compactos de tipo Al —SU(n)/SO(n)—y
AIl — SU(2n)/ Sp(n)—, proporcionando una demostracién més sencilla que la dada
recientemente por Mimura y Sugata [61].

Los abiertos categoéricos en los que esta definida la transformacién de Cayley del
grupo unitario U(n) estdn asociados a autovalores en el sentido de que, dado un
z € C de moédulo |z| = 1, una matriz X € M,,»,,(C) estda en (z) = Q(z-I) si y solo
si X — z[ es inversible, es decir, z no es un autovalor de X. La dificultad en el caso
cuaterniénico radica en que la condicién para que A € M., (H) esté en Q(N), A—\I
inversible, es equivalente a que A no esté en el espectro por la izquierda de A, pero no
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guarda ninguna relaciéon con los autovalores por la derecha. Sin embargo, conforme
al estudio establecido en la Seccion 1.3, el tinico caso en el que los autovalores por
la izquierda de una matriz cuaterniénica estan completamente estudiados es para
matrices 2 X 2. De ahi nuestro interés en caracterizar las matrices simplécticas 2 x 2
con infinitos autovalores (7.1.2). Este resultado nos permitird probar que, aunque
cat Sp(2) = 3, hacen falta al menos cinco abiertos asociados a autovalores para
recubrir el grupo.

Finalmente, nuestro estudio de las funciones de Bott-Morse nos permitira acotar
la categoria de Sp(n) mediante las categorias relativas de las componentes conexas
del conjunto de puntos criticos de cualquier funciéon altura, generalizando asi un
resultado de M. Hunziker y M.R. Sepanski de 2009 [35].

8.1. Definicion

Siguiendo a R.H. Fox [22]| definimos la categoria utilizando conjuntos abiertos,
aunque inicialmente se establecié esta teoria con subconjuntos cerrados.

Definicién 8.1.1. Dado un espacio topolégico X diremos que un abierto U de X es
categorico si es contractil en X. Un recubrimiento {U;} de X formado por abiertos
de este tipo es un recubrimiento categorico.

Definicion 8.1.2. La categoria de Lusternik-Schnirelmann o categoria LS de un
espacio X es el menor entero n tal que existe un recubrimiento categérico de X
formado por n 4 1 abiertos, Uy, ..., U,. La denotaremos por cat(X).

Si no existe un recubrimiento de este tipo diremos que la categoria de X es
infinito.

Definicién 8.1.3. Analogamente, se define la categoria relativa de un subespacio
A C X, catx(A), como el menor entero n tal que existe n + 1 abiertos contractiles
en X que cubren A.

Podemos afirmar que en un cierto sentido la categoria es subaditiva.

Proposiciéon 8.1.4. 51 X =Y U Z donde Y y Z son subespacios abiertos de X,
entonces
cat X <catY +catZ + 1.
Andlogamente, si X =| | X, donde X, son las componentes conexas del espacio

6%
X localmente conexo por caminos, entonces

cat X +1< Z(catXa—i— 1).
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También se verifica que la categoria de un producto es menor o igual que la suma
de las categorias [43].

Proposiciéon 8.1.5. Sean X e Y espacios topologicos conexos y paracompactos,
entonces
cat(X x Y) < cat X + cat Y.

Hay algunos ejemplos en los que la desigualdad es estricta. Ganea conjeturé la
igualdad en esta relacién si uno de los espacios era un esfera, es decir, cat(X x S™) =
cat X + 1 [26]. Sin embargo, N. Iwase obtuvo un ejemplo de un espacio de categoria
dos tal que al multiplicarlo por la esfera sigue teniendo categoria dos [36].

8.2. Acotaciones

Como comentamos al principio del presente capitulo, buscar explicitamente abier-
tos contractiles que recubran una variedad no es tarea facil. Las siguientes acotacio-
nes son utiles para delimitar la categoria.

Proposicion 8.2.1. Para una variedad diferenciable M coneza,
cat(M) < dim M.

Si trabajamos sobre grupos de Lie tenemos una cota superior en funcién de sus
toros maximales.

Proposicién 8.2.2. Sea G un grupo de Lie compacto y conexo y j: T — G la
inclusion de un toro maximal en el grupo. Entonces

1
cat(G) < (cat(y) + 1)[§(dimG —rango G) + 1] — 1,
donde, como j es la inclusion, cat(j) = catg(T).

8.2.1. Una cota inferior

Dado un espacio X, para un anillo conmutativo R, la cohomologia reducida es
una R-algebra graduada con el cup producto

H*(X:R)® H*(X; R) — H*(X;R).

Definicién 8.2.3. La longitud del producto no trivial més largo en H*(X;K) es la
longitud del cup producto ( l.c.p.).
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A partir de la cohomologia podemos obtener informacién sobre la categoria; de
hecho, la longitud del cup producto proporciona una cota inferior clasica para la
categoria de un espacio.

Proposicion 8.2.4. La K-longitud del cup producto de un espacio topologico X es
menor o igual que la categoria de todo el espacio:

Lepg(X) < cat(X).

Usando operaciones en cohomologia de orden superior, P. Schweitzer y W. Sing-
hof [74, 78] proporcionaron nuevos métodos con los que obtener todavia mas infor-
maciéon de las clases de cohomologia. Un estudio méas reciente es el que presenta J.
Strom en [81].

En el caso de los grupos ortogonales puede verse, por ejemplo en [62, p. 119],
que sus cohomologias viene dadas por:

H*(U(n)) = Aler,es,...,eam1),
H*(Sp(n)) = Ales,er,...,e4m_1).

De manera que la longitud del cup producto correspondiente es:

lep.(Un) = n
Le.p.(Sp(n))

8.3. Categoria LS y puntos criticos

Enunciamos a continuacién uno de los teoremas principales en la teoria de la
categoria LS, el teorema de Lusternik y Schnirelmann (1934).

Teorema 8.3.1. Sea M una variedad compacta y f: M — R una funcion diferen-
ciable sobre M. Entonces, el niumero de puntos criticos de f es mayor o igual que
cat(M) + 1. Es decir, si denotamos por X(f) al conjunto de puntos criticos de f,

cat(M) + 1 < #X(f).

El resultado ya citado de Reeken [71] relaciona la categoria de la variedad am-
biente con la del conjunto critico. Este resultado ha sido refinado por Y.B. Rudyak
en [73] de la siguiente forma.
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Proposicion 8.3.2. Sea f una funcion diferenciable en una variedad cerrada M,
sea {ag,...,a,} el conjunto (finito) de niveles criticos de f y sea ¥ el conjunto de
puntos criticos de f. Entonces

cat M +1 < i (catpr (SN f M ag)) +1).
k=0

Noétese que la definiciéon de categoria que usa Rudyak es la no reducida, por lo
que hemos adaptado el enunciado.

Ejemplo 8.3.3. De acuerdo con el Ejemplo 5.1.6, podemos tomar en G = U(2) la
funcion altura hx con X = I, de modo que

cat G + 1 < 2(catg(*) + 1) + (catg(G3) + 1),

es decir, cat U(2) < 2 ya que catg G3 = 0.
. ., . 1 .
En efecto, G2 = S? es la érbita por la accién adjunta de (0 _01> , que estd con-
tenida en Qg(i).

8.4. Grupos de Lie y espacios homogéneos

El primero en la lista de problemas de la teoria de invariantes homotodpicos
numéricos de T. Ganea es “calcular la categoria de variedades familiares: variedades
de Stiefel, grupos de Lie, etc.” [26]. La pregunta de Ganea es de 1970 y, sin embar-
go, aun no se ha podido responder completamente pues en este ambito los avances
son lentos y dificiles. La dificultad del calculo directo ha tratado de paliarse intro-
duciendo aproximaciones algebraicas como la categoria LS racional en homotopia
racional.

En 1976, I. Berstein [3] estudi6 la longitud del cup producto de las Grassmannia-
nas reales O(n)/O(n — k) x O(k). Para los grupos ortogonales SO(n) solo se conoce
la categoria de los de baja dimensién. .M. James y W. Singhof [45] calcularon la
categoria de SO(5) y en [42] se llega hasta SO(9). La de SO(10) esté calculada en
[38] mientras que la categoria de Spin(9) se ha obtenido en [39].

En 1975, W. Singhof [76] calculé la categoria de SU(n), dando un recubrimiento
explicito por n abiertos categdricos; se tiene entonces que cat U(n) = n, ya que U(n)
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es homeomorfo a S x SU(n). Para obtener el recubrimiento considera abiertos aso-
ciados a autovalores del siguiente modo: dado z € C un complejo unitario toma el
abierto (z) formados por la matrices complejas n X n tales que A— zI es inversible.
Utiliza la aplicacion exponencial para probar que estos conjuntos son contractiles.
Ademas, dado que una matriz unitaria n X n no puede tener mas de n autovalo-
res distintos, obtiene que los abiertos €(z1),...,(z,41) con todos los z; distintos
recubren el grupo. Utilizando la cota inferior cohomolégica queda determinada la
categoria de todos los grupos unitarios.

En el caso simpléctico, el problema se presenta ain mas dificil. La categoria de
Sp(2) fue calculada por P. Schweitzer en 1965 [74]. Hubo que esperar al ano 2002
hasta que L. Fernandez-Suarez, A. Gémez-Tato, J. Strom y D. Tanré obtuvieron
la categoria de Sp(3) [20]. De manera independiente, N. Iwase y M. Mimura [40]
llegaron al mismo resultado con técnicas distintas y probaron que para n > 3,
cat Sp(n) > n + 2 (recuérdese que Singhof habia probado en [77] que para n > 2,
cat Sp(n) > n+1). El caso de Sp(4) ha sido estudiado por J. Strom. Recientemente,
M. Hunziker y M. Sepanski [35] han conjeturado que cat Sp(n) < L%J —1 puede
ser una cota superior.

En cuanto a la categoria LS de los espacios homogéneos, el primero en dar algin
resultado fue Singhof; en [77] establece la categoria de las variedades de Stiefel
complejas, cat U(n)/U(n —m) = m+ 1. Entre los resultados més recientes podemos
citar los de J. Korbas [53] para algunas Grasmannianas O(n)/O(k) x O(n — k), el
trabajo de T. Fukaya [24] sobre SO(n + 3)/SO(n) x SO(3) y el de T. Nishimoto
[66] sobre la categoria LS de algunas variedades de Stiefel.

Para los espacios simétricos compactos es de destacar el trabajo de M. Mimura y
K. Sugata [61], en el que prueban por el método de Singhof que cat(U(n)/O(n)) =n
y cat(U(2n)/Sp(n)) = n. Otros casos se han resuelto usando la longitud del cup
producto, por ser variedades kahlerianas. La estructura celular de estos espacios fue
estudiada en [49] por H. Kadzisa y M. Mimura. Recientemente, estos mismos autores
han usado el gradiente de funciones de Bott-Morse para determinar la longitud
en conos de algunos casos ya conocidos [50]. M. Mimura y K. Sugata recogen la
categoria LS de todos los espacios simétricos Riemannianos irreducibles, compactos
y simplemente conexos cldsicos (excepto la de algunas grassmannianas y otros casos
particulares) [61].
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Tipo Modelo Cartan dim LS cat
Al SU(n)/SO(n) (n—1)(n+2)/2 n—1
All SU((2n)/Sp(n) (n—1)(2n+1) n—1
AlIL | SU(p+q)/SU(p) x SU(q) 2pq Pq
BDI | SO(p +q)/5SO(p) x SO(q) Pq ?
DIII | SO(2n)/U(n) [n > 4] n(n —1) n(n—1)/2
CI Sp(n)/U(n) [n >3] n(n+1) n(n+1)/2
CIL | Sp(p+q)/Sp(p) x Sp(q) 4pq Pq

Para probar su resultado utilizan el siguiente teorema de Ganea.

Teorema 8.4.1. Sea X un CW complejo (r — 1)-conexo (r > 1), entonces
cat X < dim X/r.

Este teorema unido a la Proposicién 8.4.2 permite a M. Mimura y K. Sugata
obtener la categoria LS de los espacios simétricos que tengan una métrica Kéahler.

Teorema 8.4.2. Sea V' una d-variedad compleja simplemente conexa tal que admite
una métrica Kahler, entonces

catV =d.

S. Helgason [31] probé que la métrica hermitica de un espacio simétrico hemitico
es kahleriana. De modo que, como un espacio simétrico hermitico puede verse como
una variedad compleja, obtienen la categoria de los espacios simétricos de tipo AIII,
BDI (para q # 2), BDII (con n # 2), DIII y CI.

Ahora, tnicamente falta calcular la categoria de la Grassmanniana simpléctica
Sp(p+q)/Sp(p) x Sp(q). En este caso, la cota superior proporcionada por el Teorema
8.4.1 y la cota inferior cohomolégica coinciden.

8.5. Categoria de U(n): nueva demostracién

En [76] W. Singhof utiliza la aplicacién exponencial para probar que los abiertos
Q(z) formados por la matrices complejas n x n tales que A — zI es inversible son
contractiles. Pasa del grupo al dlgebra de Lie mediante la exponencial y una vez en
el espacio vectorial escoge una contraccion. Este método tiene el inconveniente de
que es necesario elegir una rama de logaritmo para poder volver al grupo, lo que
lleva consigo complicaciones técnicas que dificultan su extension a otros grupos de
Lie.
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Con la transformacién de Cayley tenemos en cada punto A € G = U(n) un
abierto contractil Qg(A) difeomorfo al dlgebra de Lie u(n) (ver Teorema 4.3.2). Es
entonces sencillo encontrar un recubrimiento categérico explicito del grupo formado
por n + 1 abiertos.

Teorema 8.5.1. catU(n) = n.

Demostracion. Sea X € U(n) una matriz unitaria y sea z - I € U(n) la matriz dia-

gonal diag(z, ..., z), donde z € C es un complejo arbitrario con |z| = 1. Recordemos
que X € Q(z) si y solo si la matriz zI + X es inversible.
Tomemos pues n+ 1 complejos diferentes zg, . . ., z,, con |z;| = 1. Como cualquier

matriz X € U(n) tiene a lo sumo n autovalores diferentes, entonces siempre podemos
encontrar algin —z; que no sea autovalor de X, es decir, X € Q(z;). Esto prueba
que

U(’I’L) = U QG(Zk>7
k=0
por tanto
catU(n) < n.

Por otro lado, la cota cohomoldgica de [8, p. 273], nos dice que n = lLe.p. <
catU(n). O

8.6. Categoria de U(n)/O(n)

En el afio 2008 M. Mimura y K. Sugata [61] probaron utilizando una adaptacién
del método de W. Singhof para U(n) que

cat(SU(n)/SO(n)) =n — 1.

8.6.1. Nueva demostracion

Proponemos aqui un nuevo método para calcular la categoria de este espacios
simétricos utilizando el modelo de Cartan y la extension de la transformacion de
Cayley generalizada a este tipo de espacios que hicimos en la Seccién 4.4.

Teorema 8.6.1. cat U(n)/O(n) = n.

Demostracion. Como vimos en la Seccién 2.4, el modelo de Cartan de este espacio
simétrico esta formado por las matrices unitarias simétricas,

Un)/On)=2{X e€Un): X =X"}.
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Al considerar el modelo de Cartan M podemos considerar U(n)/O(n) como una
subvariedad de U(n) de modo que los Q(z) son abiertos. Sabemos que recubren M
porque una matriz de U(n) no puede tener mas de n autovalores distintos y ademés,
en el Corolario 4.4.3 obtuvimos que los abiertos del tipo §2,/(A) son contréctiles.
Tenemos entonces que, dados n + 1 complejos unitarios distintos zg, ..., z,, los
abiertos Q(zg - I),...,Q(z, - I) forman un recubrimiento categérico de U(n)/O(n).
Recordemos que, en este caso, la cota cohomoldgica de la pag. 131 nos dice que

n<catM. O

8.7. Categoria de U(2n)/ Sp(n)

De manera andloga al caso anterior, Mimura y Sugata probaron en [61] que
cat(SU(2n)/ Sp(n)) =n — 1.
Nota—. En el articulo que acabamos de citar, [61, Lema 1.2, pag 324], para poder

construir abiertos asociados a autovalores prueban el siguiente Lema.

Lema 8.7.1. SU(2n)/Sp(n) = {X € SU(2n) : XT = —JXJ'}, donde J = (?’ _OI)

Sin embargo, al construir el modelo de Cartan del espacio simétrico SU(2n)/Sp(n)
vemos que esto no es del todo cierto. Esto es importante porque no queda claro si,
a pesar de ello, la contraccién que construyen queda dentro del espacio simétrico.

En efecto, sea G = SU(2n) y el automorfismo o: G — G tal que, para cada
X € G o(X) = —JXJ. El conjunto de puntos fijos de o es Sp(n) de modo que

SU((2n)/ Sp(n) = {Y € SU(2n): Y = X(—JXJ)™, X € SU(2n)}
{Y e SU2n): Y = -XJXTJ, X € SU(2n)},

ahora bien, como M J es difeomorfa a M tenemos que
SU(2n)/ Sp(n) 2 {Y € SU(2n): Y = XJX', X € SU(2n)}.
Por otro lado, la variedad N es
N = {XeSUu@2n): —JXJ=X""}
= {X eSUu@2n): JXT = XJ},

que no es conexa, mientras que la variedad M si. Basta verlo, por ejemplo, para
n = 1; en este caso, las Unicas matrices J-antisimétricas son N = {£I} mientras
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que la variedad M = N, = {I}. El problema que esto lleva consigo es que, en general,
el conjunto de las matrices J-antisimétricas de SU(2n) no tiene por qué ser conexo,
luego, en principio, ain cuando cada componente conexa de los abiertos Qg (—z,)
sea contractiles, no podemos afirmar que el propio (2(—z,) también lo sea.

Para ver que, en general, SU(2n)/Sp(n) = {X € SU(2n) : XT = —JXJ'}
no tiene porqué ser conexo basta tomar, por ejemplo, n = 1. En ese caso se ve
facilmente que las tinicas matrices J-antisimétricas son N = {41} mientras que la
variedad M = N, = 1.

8.7.1. Nueva demostracion

Teorema 8.7.2. cat U(2n)/ Sp(n) = n.

Demostracion. Si utilizamos la forma compleja de una matriz cuaterniénica (Sub-
secc. 1.1.4) para identificar el grupo simpléctico Sp(n) con el subgrupo de U € U(2n)
0 -1
I 0

Cartan nos dice que el espacio simétrico U(2n)/Sp(n) es difeomorfo a

formado por las matrices tales que UJU? = J, donde J = , el modelo de

M={X cU(2n): X + X" =0},

las matrices unitarias antisimétricas (ver Subsecc. 2.4).
Consideremos ahora la variedad

M =JM={Y e€U@2n): Y =—-JYJ}

que es difeomorfa a M porque J? = I.

SeaY € M’y zA € C con |A| = 1. Entonces Y € Q(z-I) siy solo si —z no es
autovalor de Y. Pero, por el Lema 8.7.3, Yv = —vz implica que Y (Jv) = —(Jv)z,
luego Y se puede diagonalizar como

D 0\, e
Y—U(O D)U’ donde D = diag(z1, ..., 2n),

entonces

D+ zI 0 .
Y+ZI—U< 0 D—l—zI)U’
lo que nos muestra que el maximo ntimero de autovalores diferentes de Y es n. Esto
implica que si tomamos n+1 complejos diferentes zo, . . ., z,, con |z;| = 1, los abiertos

Q(zy, - I) cubrirdn M’.
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Ademas, de nuevo por 4.4.3 tenemos que estos abiertos son contractiles. Por
tanto,
cat U(2n)/Sp(n) < n.

Por otro lado [62, p. 149],
H(U(Qn)/sp(n)) - A(xh L5, L9, - - - 7x4n—3>
luego n = l.c.p. < catU(2n)/Sp(n). O

Hemos usado la siguiente relacion entre los autovectores de las matrices de M’
que probaron Mimura y Sugata [61]:

Lema 8.7.3. Sea Y € M'. Si v es un z-autovector entonces Jz también es un
z-autovector, linealmente independiente del anterior.

Demostracion. Yv = vz implica v = Y*vz implica v = Y9z = —JY JvZ por tanto
Jv =Y Jvz y como |z| =1 se sigue Juz =Y Jo. O

8.8. El grupo simpléctico Sp(2)

La categoria LS de Sp(2) fue calculada por primera vez por P. Schweitzer en [74];
obtuvo que cat Sp(2) = 3 pero no da un recubrimiento explicito.

8.8.1. Un recubrimiento explicito minimo

Utilizaremos ahora la teoria de Morse establecida en el Capitulo 5 para obtener
de modo sencillo un recubrimiento explicito por cuatro abiertos categoricos del grupo
simpléctico de orden 2. Este resultado completa la demostracion abstracta dada por
Schweitzer.

Consideremos los cuatro puntos criticos de la funcién altura h$, con G = Sp(2) y
X = diag(1,2). Por el Lema 3.3.3 tenemos que X(h¥) esta formado por la identidad
+17 y las matrices P = diag(—1,1) y —P.

Teorema 8.8.1. {£Q¢ (1), £Q¢(P)} es un recubrimiento categorico de G = Sp(2).

Demostracion. Recordemos que la condicién de pertenencia X € Qg(A) es que la
matriz A + X sea inversible.

En primer lugar, tenemos que la unién de los abiertos Q¢(1) y Q¢(—1) recubren
todo el grupo excepto la érbita por la accion adjunta UPU* de la matriz P. En
efecto, al diagonalizar tenemos que esta Orbita estd formada por las matrices que
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tienen al 1 y al —1 como autovalores y es difeomorfa a las esfera S*, de modo que
puede cubrirse mediante la proyeccion estereografica.

Veamos ahora que dada X = (x;;) = UPU" en la 6rbita de P, o bien P + X es
inversible o bien lo es —P 4 X.
Como P? = X2 = [ tenemos que

(P+ X)* =21+ PX + XP = 2diag(1 — z11, 1 + 7).

Entonces P + X es inversible si y solo si 17 # 1 y x99 # —1. Supongamos
que x1; = 1. La condicion X*X = [ significa que las columnas de X forman una
base ortonormal del espacio vectorial H? para el producto hermitico (v, w) = v*w.
Entonces, x1; = 1 implica que x5 = 97 = 0. Pero como X esta en la orbita
de P, entonces x99 = —1. Por tanto, X = —P. Se obtiene la misma conclusién
para z92 = —1. Luego Q¢(P) cubre toda la 6rbita de P, excepto —P. Pero como
—P € Qg(—P) obtenemos el recubrimiento que querfamos. O

Nota—. La cohomologia del grupo simpléctico es [62, p. 119]
H(Sp(n)) = A(I37 Lryenn ax4n—1)

de manera que el producto no nulo mas largo es x3 A x7 A --+ A x4,_1 vy por tanto
l.c.p. Sp(n) = n. Sin embargo, W. Singhof [77] demostré que

cat Sp(n) > n+ 1 paran > 2.
Ademads, N. Iwase y M. Mimura [41] probaron que

cat Sp(n) > n+ 2 paran > 3.

8.8.2. Extension del método de Singhof

Para estudiar la categoria del grupo complejo U(n) [76] y de los espacios simétri-
cos SU(2n)/Sp(n) y SU(n)/SO(n) [61] se ha aplicado la técnica estandar que vimos
para el caso de U(n) iniciada por Singhof [76]. Consiste en considerar abiertos del ti-
po Q(—zI) formados por las matrices A tales que A —zI es inversible, para z € C un
complejo unimodular. Como hemos visto, se prueba que estos abiertos son contracti-
les y recubren. Este recubrimiento junto con la cota cohomoldgica nos permite dar
el valor exacto de la categoria LS de estos espacios.

En el contexto cuaternidnico, si queremos trabajar con este tipo de abiertos
debemos considerar autovalores por la izquierda ya que la condiciéon A— I inversible,
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para A € H, es equivalente a que A no sea un autovalor por la izquierda de la matriz
A. Como vimos en la Seccién 4.4.2, los abiertos del tipo

Q(=A) ={A € Sp(2): A— A es inversible}

se pueden contraer mediante la transformacion de Cayley generalizada.

Para los grupos simplécticos el método de W. Singhof ya no es tan efectivo ya
que, por ejemplo, como veremos en este apartado, aunque la categoria de Sp(2) es
tres, cuatro abiertos de este tipo nunca recubren todo el grupo. De todas formas,
si podemos encontrar un recubrimiento categérico formado por cinco abiertos asocia-
dos a autovalores. La dificultad a la hora de extender este método al caso simpléctico
radica en el peculiar comportamiento de los autovalores por la izquierda de matrices
cuaternidnicas (ver Capitulo 7); de hecho, ya no se verifica que una matriz de orden
n pueda tener a lo sumo n autovalores distintos (Teorema 1.3.6).

8.8.3. Cuatro abiertos asociados a autovalores no recubren

Dado A € H denotamos por Q(\) C Sp(2) al abierto Q(AI) formado por las
matrices simplécticas que no tienen a —\ como autovalor por la izquierda. Entonces,
el Teorema 7.1.13 puede reformularse asi.

Teorema 8.8.2. Dados cuatro cuaternios Ao, ..., A3 € H con |A\s| = 1, los cuatro
abiertos Q(As) no forman nunca un recubrimiento de Sp(2).

Recordemos que las unicas matrices de Sp(2) con infinitos autovalores por la
izquierda son composicién de una rotacién con una traslacion izquierda, A = L,0 Ry
con ¢ un cuaternio unitario y # € R tal que sen # 0 (ver Teorema 7.1.7). Para este
tipo de matrices, segin el Corolario 7.1.9, A € H es un autovalor por la izquierda de
Asiysolosi A =1, R(g\) = cosé.

En la Secciéon 7.1.2 habiamos visto un ejemplo de dos matriz cuyo espectro por la
izquierda contiene a {—1,1, —i, —k}. Recogemos ahora el caso de dos matrices para
la que {1,1,j,k} son autovalores por la izquierda.

Ejemplo 8.8.3. Tomamos —\g = 1,—\; = i,—Ay = j,—A3 = k. Estos cuatro
cuaternios independientes dan lugar al sistema

Ig = cosbu,

luego
t=x=y=2z=cosb,

es decir,
g=-cosf(1+i+j+k).
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Como |g| = 1,cos0 = £1/2 luego § = £7/3 6 § = +2x/3. Si denotamos por
¢ =1+4+1i+j+k, las dos tnicas matrices que quedan sin recubrir son entonces

1 -3
Al:LqORW/S:Z(\/%f \5/_£>

A2:quR2w/3:}l(_§§€ \/55)

Nota—. Obsérvese que tampoco podemos obtener un recubrimiento por cuatro abier-
tos categoricos de este tipo obteniendo alguno como unién disjunta de dos abier-
tos Q(\;) distintos. En efecto, para cualesquiera A;, Ay € H, [\| = |Xo| = 1,
Q(A1) N Q(A2) # 0. Esto se debe a que siempre podemos escoger un tercer A3 € H
unitario no conjugado a —A; ni a —\y de manera que la matriz

A:()(‘)?’ %)ES}?@)

es tal que A € Q(A1) NQ(Ag).

8.8.4. Un recubrimiento por cinco abiertos asociados a au-
tovalores

En el apartado anterior queda claro que el método de W. Singhof no propor-
ciona una cota superior minima para la categoria LS de los grupos simplécticos.
Sin embargo, la demostracién de que cuatro abiertos no recubren nos ha llevado
a encontrar cinco abiertos contractiles en si mismos que forman un recubrimiento
categorico de Sp(2). Este método resulta interesante pues, en la medida en que se
vaya avanzando en el estudio de los autovalores cuaterniénicos por la izquierda para
matrices de érdenes superiores, puede permitir encontrar recubrimientos explicitos
de los grupos simplécticos.

Por la demostracién del Teorema 7.1.13, tenemos que la uniéon de los abiertos
Q(—1),2(—1), 2(—j), 2(—k) sdlo deja fuera dos matrices que pueden ser recubiertas
por 2(—\,) donde )\, es el cuaternio unitario Ay = %(1 +3j).

En efecto, el ejemplo 8.8.3 vimos que las tinicas matrices que quedan fuera son

Al = Lq o Rﬂ'/37 CON q = (1/2)§
Ay = Lgo Ryqyz, con g =—(1/2)¢.
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Por el corolario 7.1.10 sabemos que los autovalores de estas matrices son todos los
A € H de la forma A = ¢(cos 6 + sen fw) tales que g\ es conjugado a

1
&= 5 %1 para A;
1
& = —5 —\g_l para As.

Tomamos pues \; = %( , de manera que |\s] = 1y g4 no es conjugado ni

i+j)
a & nia & pues R(gp) = % #* j:%. Hemos obtenido entonces que

donde cada uno de los cinco abiertos es contractil.

8.9. Sobre la categoria de Sp(n)

8.9.1. Categoria LS y orbitas distinguidas

Recientemente, M. Hunziker y M.R. Sepankski [35] han probado que la cate-
goria LS de un grupo de Lie simple, compacto, conexo y simplemente conexo G
esta acotada superiormente por la suma de las categorias relativas de ciertas clases
de conjugacién en GG (determinadas por la accién del grupo de Weyl en un toro maxi-
mal). Para G = SU(n) se obtiene el resultado de Singhof. Para el grupo simpléctico
la desigualdad es

Teorema 8.9.1. Sea G = Sp(n). Entonces

catG+1< Z (cata(Ok) + 1)

k=0

donde Oy, 0 < k <n, son las orbitas por la accion adjunta de las matrices

(=L, 0
Ek_(o HM).

Estas subvariedades son Grassmannianas

Sp(n)
Sp(k) x Sp(n — k)’
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Veamos que es posible dar una demostracion mas sencilla de este resultado. En
primer lugar consideremos la funcién altura h; en G. Como sabemos, sus puntos
criticos son las matrices A € G que cumplen A? = I. Al diagonalizarlas observa-
mos que sus autovalores deben ser +1, por lo que el conjunto de puntos criticos es
exactamente

S(hi) = OgUO; LU+ U O,

Entonces el Teorema 8.9.1 es un corolario inmediato del resultado de Rudyak
citado en la Seccién 8.3

Nota—. En una versién previa del articulo [35] se probaba que catg(Of) = min{k, n—
k}. Sin embargo, la demostracién contenia un error consistente en confundir los
autovalores derecha con los izquierda, por lo que ahora esa igualdad es solamente una
conjetura, sin demasiado apoyo, en opinién de N. Iwase (MR2546946 (2010j:55002)).

8.9.2. Categoria LS y componentes del conjunto critico

Aplicando el resultado de Rudyak y nuestra descripcién del conjunto critico de
las funciones de Morse (Teorema 5.1.5), tenemos que el teorema de Hunziker y
Sepankski es un caso muy particular del siguiente

Teorema 8.9.2. Sea G = Sp(n) y ¥ = Sp(ng) x X(ny) x -+ x X(ng) el congunto
critico de la funcion altura hx. Sean sus componentes conezas

ir, ... ix) = Sp(ng) X Gk x - x G

21 )

0 <1i; < ny,
donde GP denota la grassmanniana Sp(p)/(Sp(q) x Sp(p — q)). Entonces

cat Sp(n) +1 < Z (catg Xliy, ..., i) + 1).
Ejemplo 8.9.3. Tomando ny = n — 1 se obtiene

cat Sp(n) < 2catgpm) Sp(n — 1) + 1.

Contando el numero de niveles criticos de una funcion de Morse se obtiene

Teorema 8.9.4.

cat Sp(n) < (”; 1).
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8.10. Estudio de algunos espacios simétricos kah-
lerianos

8.10.1. Recubrimiento explicito de Sp(2)/U(2)

Las propiedades del determinante de Study (Secc. 1.2), la funcién caracteristica
obtenida para las matrices cuaterniénicas de orden dos (Secc. 7.2.3) y la expre-
sién explicita de la matrices de Sp(2) (Secc. 7.1.2) nos permiten dar un recubri-
miento explicito minimo del espacio Sp(2)/U(2). Su categoria es cat Sp(2)/U(2) =
cat (SO(5)/(SO(2) x SO(3))) = 3 y podemos encontrar cuatro abiertos contractiles
que lo recubren.

Sea M el modelo de Cartan del espacio Sp(2)/U(2). Tomamos en M los abiertos

Qar(£iD) y Qu(£E), donde E = (6 El)

Proposicién 8.10.1. Q(+il), Q(£E) recubren Sp(2)/U(2)

Demostracion. Dada una matriz A € M, la condicién A € Q,,(X) es equivalente a
que Sdet(A + X) # 0. Veamos si puede haber alguna matriz de Sp(2)/U(2) que no
esté en Q(£il) U Q(LE)

(a) Supongamos, en primer lugar, que A es una matriz diagonal, A = <g 2) :

Entonces,

Sdet2(A+1iI) = [(a+1i)(8+1)
Sdet*(A —il) = |(a—1i)(8—1)
Sdet>(A+E) = |(a+1)(3—1i)
Sdet?(A—FE) = |(a—1i)(B+1)

De modo que la unica diagonal que deja sin cubrir Q,/(il) es —il y viceversa y
la inica diagonal que deja sin cubrir Q,,(FE) es —F y al revés. Por tanto, quedan
cubiertas todas las diagonales.
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(b) Sea entonces A una matriz no diagonal, A = (g ﬁ;§‘1>' Esta vez,
Sdet*(A+1I) = [=f|-[|8— (Bap™ +1)(=B)" (a +1)]
Sdet*(A—il) = |-§|-|8— (Bas™" —i)(=F) " (a — 1)
Sdet*(A+ E) = |-8|-[8—(Bas™ —1)(=B) " (a +1)|
Sdet*(A-E) = [-f]-[8—(Bap™" +1)(=F) " (a —1)|

Como todos tienen que anularse, prescindiendo del coeficiente no nulo —f3|3|?, tiene
que verificarse

Blaf* — Bai +iBa — ifi

Blaf* + pai — ifa —ipi =
Bla|? — Bai — iBa +ipi
Blaf* + pai + ifa +ipi

Pero esto es incompatible; en efecto, de la igualdad entre las dos primeras ecuaciones
por un lado y las dos ultimas por otro tenemos

—fai+ifa = 0

—pai —ifa =
luego ifar = 0, fai = 0, y como B # 0, a = 0 y por tanto, sustituyendo en el Sdet
tenemos —ifi = ifi, es decir, g = 0.

Ademas, la contraccién de Cayley nos permite probar que estos abiertos son
contractiles (Corol. 4.4.3), luego

cat(Sp(2)/U(2)) <3. O

8.10.2. Recubrimiento de Sp(3)/U(3)

Andlogamente al caso Sp(2)/U(2) podemos dar un recubrimiento explicito del
cociente Sp(3)/U(3), aunque en este caso no es minimo, ya que cat(Sp(3)/U(3)) = 6
pero necesitamos ocho abiertos ,,(A) para cubrir todo Sp(3)/U(3).

Teorema 8.10.2. Los ocho abiertos contractiles
Q (diag(=i, £i, £1))
forman un recubrimiento de Sp(3)/U(3).
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Demostracion. Utilizando el modelo de Cartan de este espacio simétrico podemos
identificar Sp(3)/U(3) con las matrices simplécticas de orden 3 antisimétricas. De
esta condicién, para

N
I
" - R
Qe o
= 0
m
N
=
=
~
=

y las relaciones

—ab+bg+ch = 0,
—ac+bh+cr = 0,
—fc+gh+hr = 0.

Ademsds, al ser una matriz simpléctica, sabemos que las columnas (y las filas) son
unitarias.

Es sencillo comprobar que cada €(FE,) cubre todas las matrices triangulares
excepto las triangulares cuya diagonal sea como la de las E's restantes, con s # r,
donde E, = diag(e,1,&r2,6r3) con g,; = £1

En cuanto a las no triangulares, estudiamos separadamente cada caso.

(a) Cuando ¢ = 0y b = 0, segin la expresién (7.6) de la Subseccién 7.2.4, las
ecuaciones que se obtienen para que una matriz A € Sp(3)/U(3) del tipo

A=

o O R
= SO

0
g_
—h
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con R(a) = RN(g)

I
=
—~
=
~—

I

0 no esté en ninguno de los abiertos Qy,(E,) son

(A4 (r—i)h ' (g—1)) (a—1i) = 0
(h+(r+i)h ' (g+1)) (a+1) 0
(h+ (r—i)h (g +1)) (a+1) 0
(h+ (r+1i)h (g —1i)) (a +1i) 0
(h+ (r+i)h " (g+1)) (a—1i) 0
(ﬁ+(r—i)h_1(g—i)) (a+i) = 0
(h+(r—i)h " (g+1)) (a—1i) 0
(h+(r+i)h " (g—1) (a—i) = 0
Estudiando estas ecuaciones se comprueba que, si a =i 6 a = —i necesitamos

seis abiertos /() para cubrir. Si a # +i pero g = +i é r = =i, entonces nos
llegaria con cuatro y, por ultimo, en el caso en el que ninguno de los elelmentos
de la diagonal fuese =+i, solo dos abiertos bastarian para cubrir. Puede verse que
para cubrir todas las matrices con ¢ = 0 y b = 0 necesitamos los ocho Q/(E,).

(b) Andalogamente se estudia el caso ¢ = 0,b # 0 (Subsecc. 7.2.4).

(c¢) En el caso genérico, ¢ # 0, lo primero que vemos es qué ocurre cuando el polo
Ao = =i y es autovalor. Es sencillo comprobar que bastan tres abiertos pa-
ra cubrir este tipo de matrices. Cuando el polo \g # =i, siguiendo la expresion
obtenida para la funcién caracteristica en la Proposicién 7.2.9, se obtienen ecua-
ciones andlogas a las del caso (a) que, de nuevo, muestran que son necesarios
los ocho abiertos. O

El siguiente ejemplo nos muestra que podemos mejorar la desigualdad anterior,
aunque no de forma éptima.

Ejemplo 8.10.3. Tomamos una funcién altura h§ en G = Sp(3) con X de manera
que ng = 1, n; = 2. Se tiene

cat Sp(3) + 1 < 2(cat Sp(1) + 1) + (cat Sp(1) x G5 +1).

Como, haciendo el modelo de Cartan, G3 = S* y cat S® = 1, cat §% x S* = 2, se
sigue que cat Sp(3) < 6.

8.11. Otras aplicaciones

Ademas del calculo de la categoria LS las construcciones que hemos desarrollado
en la memoria pueden tener otras aplicaciones.
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8.11.1. Calculo de autovalores de matrices simplécticas me-
diante la transformacion de Cayley

Recordemos que, segtin lo visto en la demostracién del teorema 8.8.1, Sp(2)
puede ser recubierto por los cuatro abiertos contréctiles Q(£1), Q(+P) donde P =
diag(—1,1). Esto nos permite calcular los posibles autovalores por la izquierda de
las matrices de Sp(2) de un modo mas sencillo. Dada A € Sp(2), A estard en alguno
de estos cuatro abiertos. Supongamos, por ejemplo, A € Q([I), entonces A = ¢(X)
para alguna X € Q([/) tal que X + X* = 0.

Teorema 8.11.1. Un cuaternio A € H es un autovalor por la izquierda de A con
autovector asociado v sii ¢(\) es un autovalor por la izquierda de X = c(A) con
autovector asociado (1 + A)v.

Demostracion. Como A = ¢(X) la condicién Av = Av es equivalente a
(I+X)'(I - X)v=DNv,
es decir,
(I -—X)w=({I+X)\

luego
(I—=XNv=X((1+ M)
pero como A € Q(I), 1 + X # 0, luego
1—A
1+—A(1 +AMv = X((1+A)v)
c(AN((T+Nv) = X(1+A)v). O

Asi, estudiar los autovalores de las matrices A € Sp(2) N Q(I) es equivalente a
hacerlo para las ¢(A) € sp(2) NQ(I) = sp(2).

Autovalores de las matrices antihermiticas

Sea X = ( CCL 2 ) € My (H) antihermitica. De la condicién X + X* = 0 se tiene

que X = ( o Z) con R(a) = R(d) = 0.

Proposicion 8.11.2. Las matrices cuaternionicas antihermiticas 2 X 2 con infinitos
autovalores son de la forma

Xz( ’ t) cont e R, t#0 yR(o)=0.

—t o
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Demostracion. Para que una matriz de este tipo tenga infinitos autovalores no puede
ser triangular y, segtin el Teorema 1.3.6 debe verificarse:

(8.1) ay=b"a—d) eR
(8.2) ag = —b"*(—b) € R
(8.3) A=a—4ay<0

De la segunda condicién se obtiene b € Ry ag=10b= —by ay = —1, pero este
tltimo caso no puede darse porque sino el discriminante serfa A = a? + 4, positivo
siempre. Por (8.1) tenemos que a = d y automaticamente se cumple (8.3). O

Ademas, la transformacion de Cayley respeta las matrices con infinitos autova-
lores.

Proposicién 8.11.3. Sea A € Sp(2) de la forma A = L,Ry, entonces la matriz
antihermitica X = c(A) también tiene infinitos autovalores.

8.11.2. Descomposicién polar generalizada

Es bien conocido el siguiente resultado (vedse por ejemplo el articulo de Dynnikov
y Veselov [84]).

Teorema 8.11.4. El flujo gradiente de la funcion altura hx en el grupo G resuelve
el problema de la descomposicion polar de la matriz X.

En efecto, sea X = HU la descomposicién polar de X. Entonces, para cualquier
matriz Y € G puede probarse:

RTr(HY) < RTr(H)
y entonces

hy(A) = RTe(XA) = RTe(HUA) <
RTH(XU") = hy(U*) = RTr(H),

luego U™ es el maximo de la funcién hy en G.

Nuestro interés en obtener una descomposicién de este tipo en el ambito de los
espacios simétricos se debe a que, como vimos al final del Capitulo 6, pensamos que



puede permitirnos obtener una caracterizacién de las funciones altura en el modelo
de Cartan de un espacio simétrico que son de Morse.

La generalizacion de la descomposicion a los espacios simétricos esta intimamen-
te relacionada con la descomposicién en subespacios que induce el automorfismo
involutivo o (ver Subsec. 2.2.2). La existencia y unicidad de esta descomposicién
polar generalizada en un entorno de la identidad depende del automorfismo elegido.
Para determinados grupos de Lie la prueba Lawson en [56]; en [63] Munthe-Kaas et
al. proponen una prueba alternativa.

Uno de los principales problemas que se plantea al trabajar con esta descompo-
sicion es como obtener los factores. Munthe-Kaas et al. dan una expresion explicita
a partir de una serie de potencias para algunos casos [63].
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