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Introducion

Unha foliacion é unha descomposicion dunha variedade en subvariedades cone-
xas que se chaman follas por estaren dispostas localmente como un produto. Non
obstante, a sta topoloxia e comportamento global pode ser moito mais complexo.
Dende o punto de vista da dindmica topoldizica, o estudo das foliaciéns pode
reducirse ao caso dos subconxuntos minimais, é dicir, aqueles que son unién de
follas densas. Ao seren saturados, estes conxuntos posuen unha estrutura foliada
natural, mais en xeral carecen da regularidade transversa, pois o espazo ambiente
xa non é en xeral unha variedade, senén un espazo métrico localmente compacto.
Surxe asi de maneira natural o concepto de laminacion. A menor regularidade do
espazo ambiente permite unha dindmica moito mais rica, impensable no caso de
variedades foliadas. Unha maneira usual de construir exemplos é a partir de acciéns
de grupos de Lie sobre espazos métricos. As laminacions definidas por mosaicos
atépanse entre os exemplos obtidos desta maneira e o estudo das sias propiedades
resulta relevante en fisica do estado sélido, na teoria de case-cristais.

Mosaicos aperiédicos. Un mosaico do plano é unha descomposicién de R? en
subconxuntos chamados teselas, que son xeralmente poligonos dispostos lado con
lado, obtidos por translacién (ou mediante un subgrupo de isometrias que contena
as translacions) a partir dun conxunto de teselas modelo ou prototeselas. Dende o
punto de vista das laminaciéns e os sistemas dinamicos, o interese polos mosaicos
céntrase nos mosaicos aperiodicos, aqueles que non son conservados por ningunha
translacién (de igual maneira se denomina aos conxuntos de prototeselas que forzan
a aperiodicidade, é dicir, os que s6 permiten construir mosaicos aperiédicos). En
xeral, o interese por este tipo de mosaicos nace nos anos 60 dos traballos do l6xico
H. Wang sobre as maquinas de Tiiring [77]. Wang preguntédbase pola existencia
dun algoritmo para decidir se un conxunto de cadrados coas arestas coloreadas
a modo de regras de adxacencia, denominados dominds, pode teselar o plano de
xeito coherente ou non. Probou que tal algoritmo existe se suponemos que calquera
conxunto de prototeselas dun mosaico aperiédico tamén o é dalgin periddico (tal e
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como sucedia coas teselas dos mosaicos aperiddicos que J. Kepler ilustrara en [47]).
E dicir, probou que o algoritmo existiria se non existisen conxuntos que teselan o
plano s6 de forma aperiddica e conxecturou entén a inexistencia de prototeselas

aperiodicas.

Figura 1. Conxunto aperiédico con 13 teselas de Wang.

Figura 2: Mosaico aperiédico de Kepler.

Non obstante, en 1966, o seu alumno R. Berger demostraba na sta tese que o
problema de Wang pode reducirse ao problema da detencion para unha mdquina
de Thring, ao mostrar que toda maquina de Turing pode expresarse en funcién dun
conxunto de teselas de Wang. Probaba daquela que non existe un algoritmo de
decision para ese problema, o que suxeria que a conxentura de Wang era falsa. En
efecto, o propio Berger atopou un conxunto con 20.426 prototeselas que teselaban
o plano sé de xeito aperiédico [11]. Mais tarde chegou a reducir o nimero a 104
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e a raiz do seu traballo irfan aparecendo novos conxuntos aperiédicos compostos
dun ntumero considerablemente menor de teselas. Moitos deles poden verse en
[35]. R. M. Robinson fixou o niimero en 6 en [7(] e, de maneira independente,
R. Ammann atopou outro conxunto formado por seis teselas aperiédicas (descrito
en [35]). En 1974, R. Penrose presenta por primeira vez o seu exemplo con duas
teselas aperiddicas, o dardo e o papaventos [60].

Figura 3: Teselas de Robinson; Mosaico de Robinson.
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Figura 4: O dardo e o papaventos; Mosaico de Penrose.

A pesares de teren surxido no contexto das matematicas recreativas, os mosaicos
de Penrose cobrarian pronto celebridade por outro motivo. En 1982, o equipo do
profesor D. Shechtman do Departamento de Enxeneria de Materiais do Israel Insti-
tute of Technology-Technion descubriu unha aliaxe de aluminio e manganeso coas
caracteristicas fisicas propias dun cristal, pero cun patron de difraccién icosaédrico
que era imposible para un cristal [74], segundo o teorema de clasificacién dos gru-
pos cristalograficos demostrado por A. Bravais, E. S. Fedorov e A. M. Schonflies
(véxase [49]). Tratdbase do primeiro caso de sdlido case cristalino, un tipo de
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aleacion metalica na que a disposicion dos atomos é regular, coma nun cristal,
pero aperiddica. E resultou que o seu patrén de difraccién tina como modelo a
discretizacién dun mosaico de Penrose por dardos e papaventos. Dende enton ten
tomado pulo o estudo tedrico dos mosaicos aperidédicos como modelos para este novo
tipo de sodlidos, con boas propiedades fisicas como baixa conductividade eléctrica
ou excelente resistencia térmica.

Figura 5: Patrén de difraccion dunha aleacién MnAl cunha simetria decagonal.

Laminaciéns definidas por mosaicos. O conxunto T(P) de todos os mosaicos
construidos a partir dun conxunto finito de prototeselas P pode dotarse dunha
topoloxia natural, chamada topoloxia de Gromov-Hausdorff, suponiendo que dous
mosaicos son préximos cando coinciden nunha gran bdla centrada na orixe, agas
pequenas translaciéns [9, 26]. Con esta topoloxia T(P) é un espazo metrizable
compacto, que pode dotarse dunha estrutura de laminacién definida pola accién
natural de R?. A folla dun mosaico 7 € T(P) estd composta por todos os seus
trasladados e resulta homeomorfa ao cociente de R? polo grupo das traslaciéns que
deixan invariante o mosaico 7. Esta construcion pode facerse para calquera con-
xunto finito P, aperiédico ou non. Se P permite construir un mosaico periédico,
enton a folla correspondente é compacta. Por exemplo, se consideramos o conxunto
Py composto unicamente polo cadrado unidade, entén T(Pp) rediicese ao cociente
T? = R?/Z? como tnica folla. Pero se P é un conxunto aperiédico, entén todas as
follas son homeomorfas a R2.

A eleccién dun punto base en cada prototesela determina puntos distinguidos
en cada unha das teselas de calquera mosaico, que conforman un conzunto de
Delone D+, é dicir, un conxunto uniformemente discreto e relativamente denso
do plano. Os mosaicos T coa orixe do plano situada nalgtiin punto distinguido
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dalgunha tesela forman un subconxunto pechado e totalmente disconexo T que
corta a todas as follas e conforman polo tanto unha transversal completa. A
laminacién F = {L7}7erp) induce sobre T unha relaciéon de equivalencia étale
R={(T,T —v) € X x X |v € Dy} que garda case toda a informacién dindmica
(e de feito toda se os mosaicos considerados son aperiddicos). As clases de equi-
valencia de R estan dotadas dunha estructura natural de grafo que, a efectos do
estudo dinamico, permite substituir as laminaciéns definidas por mosaicos por es-
pazos foliados por grafos.

Para cada mosaico 7 € T(P), denominase envoltura de T & clausura X = Ly
da sua folla. Como no caso das variedades foliadas, o estudo dinamico dos mosai-
cos redicese a aqueles con envolturas minimais. Tratase dos mosaicos repetitivos,
nos que podemos atopar unha copia por translacion de calquera motivo nunha
béla de radio uniforme centrada en calquera punto. Se 7 é un mosaico repetitivo e
aperiddico, a sia envoltura X é unha laminacion minimal e sen holonomia modelada
transversalmente polo conxunto X = X N 7T homeomorfo ao conxunto de Cantor. A
trivialidade da holonomia garantizanos que a dindmica transversa esta totalmente
determinada por R.

As propiedades dinamicas e ergddicas destas laminaciéns son fundamentais no
estudo dos espazos non conmutativos asociados aos case-cristais, os analogos dos
observables clasicos no caso dos cristais. O obxectivo principal desta memoria é
caracterizar a sia dindmica transversa nun sentido medible e topoléxico.

Antecedentes. En [72], L. Sadun e R.F. Williams probaron que a envoltura dun
mosaico repetitivo e aperiédico é un fibrado localmente trivial de fibra Cantor.
De feito, J. Bellisard, R. Benedetti e J.-M. Gambaudo demostran en [9] que estas
laminaciéns son limites inversos de variedades ramificadas planas (véxase [78]),
un resultado que garda parte da informacion dinamica. A sta proba baséase nun
proceso de inflacion que permite substituir cada tesela por un motivo que a contén.
Mais isto non é suficiente para determinar a dinamica transversa da laminacion.

Para isto convén introducir outra perspectiva complementaria, que imos ilustrar
con dous exemplos cldsicos. Grazas a unha idea de R. M. Robinson [35], sébese que
calquera mosaico de Penrose por dardos e papaventos pode codificarse por unha
sucesion {x, }pen de 0 e 1 tal que z, = 1 = 11 = 0. Unha idea similar permitiu ao
propio Robinson mostrar que os mosaicos que levan o seu nome poden construirse
a partir de sucesions formadas por 00, 01, 11 e 10. Estes exemplos ilustran os
resultados citados, mais as ideas de Robinson permiten decribir a sua dinamica
medible. En efecto, nos dous casos, a modificacién dos primeiros termos dunha
sucesion de 0 e 1 tradicese en mover a orixe dunha tesela a outra no mosaico. Isto
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permite probar que a dindmica transversa medible da envoltura de calquera mo-
saico de Penrose e calquera mosaico de Robinson repetitivo esta representada polo
automata de Fibonacci e unha méaquina de sumar binaria respectivamente. Noutras
palabras, a dinamica transversa medible dos dous exemplos esta representada por
un sistema dindmico clasico sobre o conxunto de Cantor.

/
OsCm OaCe0
(a) (b)
Figura 6: Autémata de Fibonacci; Méquina de sumar binaria.

Relaciéns afables. En [30], T. Giordano, I. Putnam e C. Skau proban que cal-
quera relacién de equivalencia definida por un sistema dinamico deste tipo é afable.
Unha relacién de equivalencia sobre un espazo totalmente disconexo dise afable se é
union crecente dunha familia numerable de relacions de equivalencia compactas. A
relacion cofinal sobre o espazo de caminos infinitos dun determinado tipo de grafos,
chamados diagramas de Bratteli, é o exemplo prototipo. De feito, segundo un
resultado probado por T. Giordano, I. Putnam e C. Skau en [31] e J. Renault en [69],
estes son os unicos exemplos, pois toda relacion afable é isomorfa & relacién cofinal
sobre o espazo de caminos dun determinado diagrama de Bratelli. E mais, calquera
relacién afable estd dada esencialmente por un sistema dinamico clasico, que se
denomina sistema de Bratelli-Vershik, de maneira que a stia dinamica topoldxica
esta representada por unha accién minimal de Z.

Nestes termos, o obxectivo preciso do noso traballo consiste en probar o seguinte
resultado:

Teorema 1. A envoltura de calquera mosaico repetitivo e aperiodico do plano €
afable.

En [33] xa probamos que a dindmica medible da envoltura dun mosaico repetitivo e
aperiodico do plano esta representada por un sistema dindamico de Bratteli-Vershik.
A idea era empregar o proceso de inflacién de [9] para definir unha subrelacién afa-
ble R, de R orbitalmente equivalente a esta en sentido medible. Continuando esa
lina, o presente teorema foi anunciado en [4], ainda que a proba era incompleta.
O resultado foi demostrado posteriormente nun contexto equivalente por T. Gior-
dano, H. Matui, I. Putnam e C. Skau en [27], probando que toda accién libre e
minimal de Z? sobre un conxunto de Cantor é afable (e estendendo asi un resul-
tado anterior de H. Matui para un tipo de mosaicos de substitucién [54]). Na sia
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demostracién usan o teorema de absorcion de [28], unha importante ferramenta de
extensién de relacions afables, e para iso precisan empregar fortes argumentos de
convexidade. En [29], os mesmos autores estenden o resultado s acciéns de Z?,
obtendo asi unha extension do teorema 1 para o caso dos mosaicos de RP.

O noso proposito é presentar unha demostracion diferente, baseada no esquema
de [], que segue a usar o teorema de absorcién. A vantaxe da nosa proba é que
non vai precisar de ningin argumento de convexidade. Para isto, imos introducir
un novo proceso de inflacién que garanta as condiciéns que necesitamos e que
denominaremos inflacion de Robinson, por estar inspirado na inflacién natural dos
mosaicos de Robinson. A proba pode adaptarse ademais ao caso dos mosaicos de
R? (ainda que os detalles apareceran nun traballo posterior).

A pretensiéon é avanzar na extensién dos teoremas de T. Giordano, H. Matui,
I. Putnam e C. Skau probando a seguinte conxectura formulada en [31]:

Conxectura 1. Calquera accion libre e minimal dun grupo promediable sobre un
espazo totalmente disconexo compacto define unha relacion afable.

Laminaciéns transversalmente Cantor. Como no caso dos mosaicos, a nocion
de afabilidade é facilmente trasladable do contexto discreto das relaciéns de equiva-
lencia definidas sobre o conxunto de Cantor ao contexto continuo das laminaciéns
transversalmente Cantor. De feito, o enunciado literal do teorema 1 responde a
esta definicién se obviamos o paso (que en realidade é innecesario) da envoltura
dun mosaico & sua discretizaciéon. Do mesmo xeito, a conxectura 1 admite unha
traducién continua, que agora xa non é equivalente, mais parece razoable formular
unha conxectura intermedia:

Conxectura 2. Calquera laminacion transversalmente Cantor con crecemento
polinomial é afable.

O esquema da proba do teorema 1 permitenos neste momento avanzar na proba
da conxectura 2 describindo a dinamica transversa medible das laminaciéns trans-
versalmente Cantor con crecemento polinomial:

Teorema 2. Sexa (M,F) unha laminacion transversalmente Cantor, minimal e
sen holonomia con crecemento polinomial. A sia dindmica transversa medible estd
representada por un sistema dindmico de Bratteli- Vershik.

Como xa dixemos, en [9], prébase que a envoltura de calquera mosaico repeti-
tivo e aperiddico do plano é un limite inverso de superficies ramificadas. O mesmo
argumento permite despois estender en [I0] a R. Benedetti e J.-M. Gambaudo ese
resultado a G-solenoides, isto €, a laminaciéns transversalmente Cantor minimais
definidas por unha accién libre dun grupo de Lie G. En [6], F. Alcalde, A. Lozano



Introducién 9

e M. Macho adaptan este proceso de inflacion para mostrar que toda laminacion
transversalmente Cantor de clase C'', minimal e sen holonomia é un limite inverso
de variedades ramificadas compactas. Para isto demostran que calquera laminacion
transversalmente Cantor de clase C' admite unha descomposicion simplicial, o que
fai posible “teselar” as follas a modo de mosaico e trasladar as ideas a este caso. Este
resultado permite aplicar as primeiras etapas da proba do teorema de afabilidade
ao caso das laminaciéns transversalmente Cantor minimais e axuda a describir a
sta dinamica medible.

A memoria organizase da seguinte maneira:

No capitulo [I] sentamos as bases para a nosa investigacion. En primeriro lu-
gar, lembramos a definicién de laminacién e os tépicos mais relevantes que imos
precisar: a existencia de bos atlas foliados con placas xeodésicamente convexas e
os aspectos relacionados co estudo da dinamica transversa dunha laminacién. A
continuacion particularizamos este estudo no caso das laminaciéns definidas por
mosaicos euclidianos. Por tltimo, analizamos algins exemplos relevantes que mo-
tivan e ilustran a un tempo o noso resultado principal. Tratase concretamente
dos citados exemplos de Penrose e Robinson, e dun exemplo menos conecido de
Penrose descrito en [62] (véxase a figurd7) e que presenta unha dindmica algo madis
complexa.

O capitulo [2| céntrase na solucién do problema plantexado. Comezamos lem-
brando o proceso de inflacion das laminacions transversalmente Cantor descrito en
[6], que é unha xeneralizaciéon do proceso empregado en [9] para as laminacions
definidas por mosaicos. En segundo lugar, revisamos a nocién de relacién afable
e as suas propiedades, para fixar a continuacion a definicién de laminacion afable.
Finalmente, ocupdmonos da proba do resultado principal. Como vimos de dicir,
consiste en introducir un novo proceso de inflacién que garanta as condicions que
precisamos para completar o esquema de [4].

No apéndice [A] ampliamos os contidos do capitulo [2| lembrando a construcién
dunha estrutura de limite inverso para calquera laminacién transversalmente Can-
tor minimal e sen holonomia.

Por 1ltimo, co animo de facer a lectura mais comoda, a proba do teorema 2
incliiese no apéndice
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1. Laminacions e mosalicos

Neste primeiro capitulo pretendemos introducir o contexto no que se aborda o noso
traballo. Comezamos lembrado a definicién de laminacion e os topicos maéis rele-
vantes que se empregaran, nomeadamente a existencia de bos atlas foliados con
placas xeodésicamente convexas e os aspectos relacionados co estudo da dinamica
transversa dunha laminacion.

1.1 Laminacions

Unha foliacion é unha descomposicion dunha variedade en subvariedades conexas
da mesma dimensién denominadas follas, que estd modelada localmente por un
produto RP x R? ainda que a sta topoloxia e disposicién global poden ser moi
complexas. A nocién de laminacion xeneraliza o concepto de foliacion para espazos
metrizables, localmente compactos e separables, substituindo a parte transversa por
un espazo do mesmo tipo.

Para unha revisién mais exhaustiva da teoria de foliaciéns poden verse [16], [40].

Definicién 1.1.1. Sexan M e T dous espazos métricos localmente compactos e
separables. Unha laminacion F de dimension p e clase CF, 0 < k < oo ou k = w,
sobre M modelada transversalmente por T esta definida por medio dunha cobertura
por abertos U;, que chamaremos abertos distinguidos, dotados de homeomorfismos
h; : U; — P; x T; onde P; é un disco aberto de R? que contén & orixe e T; un aberto
de T'. As fibras da proxeccion m; = pooh; : U; — T; denominanse placas e dise que
T; (identificado con h; ({0} x T;)) é unha transversal local. Os cambios de carta
deben ser compatibles con esta estrutura, polo que se expresan como

hjohzl(xat) - (Qpij(x)vryij(t)% (11)

de xeito que as aplicaciéns 7;; son homeomorfismos dun aberto de 7; nun de 7j e
as gpﬁj son C*-difeomorfismos locais de placas de P; en placas de P; que dependen
continuamente de ¢ na topoloxia C*.

11
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Dise que A = {h; : U; — P; X T;}ier é un atlas foliado da laminacién F.
Chamase folla L 4 unién dos caminos de placas Pi,..., P, con P, N Py # 0.
A unién disxunta | |, 7; é unha transversal completa, que corta a todas as follas,
denominada eizo de A.

Un subconxunto X C M é saturado se é unién de follas de F. Dise que X C M
é minimal se é un subconxunto pechado e saturado non trivial que é unién de follas
densas.

Observacion 1.1.2. A definicion de atlas foliado garante que cada folla da lami-
nacién poste unha estrutura natural de variedade de dimensién p e clase CF.

Exemplo 1.1.3. O exemplo mais sinxelo é o dunha laminacion horizontal. Se N é
unha variedade de dimensién p e clase C* e T un espazo métrico localmente com-
pacto e separable, é obvio que H = {Nx{t}};er é unha laminacién de dimensién
p e clase C* de M = NxT modelada transversalmente por 7.

Exemplo 1.1.4 (O shift de Bernoulli). Sexa C = {0,1}% o espazo de sucesiéns
binarias nas duas direcciéns, que é un conxunto de Cantor dotado da topoloxia
produto da discreta sobre {0, 1}. A aplicacién o : C — C que asocia a cada sucesién
a = (o) € C a sucesion o(a) tal que o(a); = «a;41 ¢ asi un homeomorfismo
denominado shift de Bernoulli, que pode verse coma un desprazamento cara a
dereita:

d_9 (_1 (%)) a1 Qo

o

a_1 Qp (03] Qo (O3

A laminacién horizontal H sobre R xC induce unha laminacién F, sobre o conxunto
cociente M = R x C/(xz,a) ~ (z 4+ 1,0(r)) que estd modelada transversalmente

polo conxunto de Cantor C (figura [1.1)).

Exemplo 1.1.5 (Suspensién dun homeomorfismo). O exemplo anterior pode xene-
ralizarse para calquera homeomorfismo dun espazo en si mesmo. En efecto, sexa
f X — X un automorfismo dun espazo métrico localmente compacto e separable.
Consideremos o espazo produto R x X xunto coa laminacién horizontal H. O
grupo Z acttia sobre R x X por medio da accién diagonal n- (¢, ) = (t+n, f"(x)),
que é libre e propiamente discontinua. A proxeccién ¢ sobre o espazo cociente
M =Z\(R x X) ¢ logo un revestimento. Tense o seguinte cadrado conmutativo

Rx X2 -R

M ——5"
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(0,0(a))s

Figura 1.1: O espazo M =R x C/~.

onde 7 é a aplicacién inducida pola primeira proxeccién p;. A terna (M, S') ¢é
un fibrado de fibra X sobre S! con grupo estrutural o grupo de homeomorfismos
xerado por f. A laminacién horizontal H presérvase pola accion de Z, e induce asi
unha laminaciéon F de dimension 1 sobre M modelada transversalmente por X.

Nos exemplos anteriores, para obter un atlas foliado chega con tomar un atlas do
fibrado trivial e restrinxilo de maneira que poida proxectarse sobre M (trivializando
as cubertas ¢). Mais o feito de fixar o atlas non adoita ser relevante. En efecto, dise
que dous atlas A e A’ de dimensién p e clase C* son equivalentes, é dicir, definen
a mesma laminacion, se AU A’ é tamén un atlas de dimensién p e clase C*. Como
no caso clasico das variedades diferenciables, calquera atlas foliado A esta contido
nun unico atlas maximal A" equivalente a A.

Neste contexto, chdmase funcion diferenciable de clase C* a unha familia de
funciéns diferenciables sobre as placas dos abertos U; que dependen continuamente
do parametro transverso t e que son compatibles sobre as intersecciéns destes aber-
tos. Tratase dunha aplicacion continua definida sobre M que é diferenciable de
clase C* en restriccién a cada folla.

1.1.1 Bos atlas foliados e laminaciéns de clase C!

Non obstante, na maioria dos casos vai interesar considerar atlas con boas propie-
dades de finitude local (véxase a figura . E doado probar que para calquera
atlas foliado existe un equivalente que cumpre as condiciéns da seguinte definicién
(véxanse [40], 52]):

Definicién 1.1.6. Dise que un atlas foliado A é un bo atlas foliado se:

B1. A cobertura {U,};e; é localmente finita (e daquela finita se M é compacto);
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—_— ~
\NU
P ————— Y ]
7 7 . > A
T
T | [
T )
L r
4
F.y ¥
N\ D F | i
. N — F
e Fo==s

Figura 1.2: @ Unha placa pode cortar a outra unha infinidade de veces; @ Nun
bo atlas foliado unha placa de U; corta ao sumo a unha de U;.

B2. O atlas A é un refinamento doutro atlas A’ de maneira que U; C U/, para
cada v € I;

B3. Para cada par de abertos distinguidos U;, U;€A non disxuntos, existe un
aberto foliado en produto U;; (non necesariamante en A) tal que U; N U; C U;;
(véxase a figura [1.2(b))). Isto implica que unha placa de U; corta ao sumo a
unha de U;.

Mais a maiores destas propiedades os bos atlas non engaden ningunha restricion
sobre a xeometria das placas. Porén, coma no caso das variedades, vai ser posible
definir atlas con placas xeodesicamente convexas tomando métricas de Riemann
sobre as follas [6, 52]. Supofiamos que (M, F) é unha laminacién de clase C*.
Cada aberto distinguido U; admite unha métrica de Riemann ¢, = h}gy de clase
C*> ao longo das follas inducida pola métrica usual gy sobre RP. Sexa T'F o fibrado
tanxente & laminacién, definido localmente por T'F |,= T'P; x T; de maneira que
TF |= TL para cada folla L de F. Segundo a Proposicién 2.8 de [56], podemos
empregar particiéons da unidade C*-diferenciables para pegar as métricas locais g;
e obter unha métrica de Riemann foliada sobre M, isto é, unha aplicacién continua
g:TF xTF — F(M) tal que cada unha das aplicacions restrinxidas g|7 ¢ unha
métrica de Riemann no sentido clasico. Cada folla é asi unha variedade de Riemann
completa.

De querermos asegurar a existencia e unicidade de xeodésicas ao longo das
follas, a priori necesitariamos supoiier que a laminacién en cuestién é de clase C?.
Non obstante, grazas ao seguinte teorema de [6], no noso contexto sera suficiente
para isto con clase C:
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Teorema 1.1.7 ([6]). Se (M, F) é unha laminacién de clase C* equipada cun atlas
foliado A, enton existe un atlas foliado de clase C*° que é C'-equivalente a A.

Proba. Polo lema de Zorn, existe un subconxunto aberto V' C M xunto cun atlas
foliado Ay de clase C*° que induce unha laminacién C'-equivalente a F|y, e tal
que o par (V, Ay) é maximal. Noutros termos, as cartas da laminacién F|y de
clase C* son cartas da laminacién F de clase C'. Queremos probar que V = M.
Se V' # M, existe unha carta h: U — P xT de (M, F) tal que UNV # () e
UZV. Sexa W=UnNVeW = h(W). Temos entén definidas sobre W duias
estruturas foliadas: a de clase C'"™ inducida por V e a de clase C’i inducida por
h. De podermos substituir a carta h: U — P X T por outra carta h: U — P x T
tal que hly : W — W’ sexa un difeomorfismo foliado de clase C*°, poderiamos
engadila ao atlas Ay e (V. Ay) non serfa entén maximal.

Para definir /2, comecemos indicando como obter unha vecifianza A~ de ﬁ|W en
CY(W,W'"). Por paracompacidade, existe unha cobertura localmente finita {K;}
de W por compactos foliados en produto. A compacidade de K; implica que existe
g; > 0 tal que d(y, U — W) > ¢; para cada y € K;, onde d é unha distancia sobre
U. Sexa entén N o conxunto de funciéns f € CHW, W’) tales que, para cada
y € Ki, [If(y) = hlw@)|l < & e |ldf(y) — d(hlw)(y)|| < e E dicir, f é proxima
a hly en cada compacto. Ademais, cada f € N pode estenderse a unha funcién

T(f): U — P x T definida como

sobre W,
(=47’
h  sobre U — W,

e a correspondente funcién T : N — CH(U, P x T) é continua (véxase o lema 2.8
de [42]). E como T'(h|w) = h é un difeomorfismo foliado de clase C*, existe unha
vecinanza Ny C N de h|y cuxas imaxes son difeomorfismos de clase C! de U en
P x T. Finalmente, polo teorema 2.11 de [56], existe un difeomorfismo foliado
ho : W — W de clase C™ ¢ a carta requerida serd T'(hy). O

1.1.2 Atlas con placas xeodesicamente convexas

Como vimos de dicir, para ter un control sobre a xeometria das placas podemos
tomar unha métrica de Riemann foliada e definir atlas con placas xeodesicamente
convexas. Suponamos que (M, F) é unha laminacién de clase C! e tomemos g unha
métrica de Riemann foliada.

Cada folla é entén unha variedade de Riemann completa, e podemos definir
para cada x € M a aplicacion exp, : 1T,L =T, F — L, que é un difeomorfismo en
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restricion a unha boéla suficientemente pequena arredor de 0 € T, L. Definese enton
o radio de inzectividade en x como

inx(z) = sup{e > 0 | exp, : Br,1(0,e) = Bp(z,e) é un difeomorfismo }

que ¢ obviamente positivo e pode tomar o valor +o0o0. Pddese asegurar tamén
que as bélas suficientemente pequenas nas follas sexan converos reodésicos, isto
é, que dous puntos da béla poidan unirse por un tnico segmento xeodésico (unha
xeodésica que minimiza a distancia) contido na béla. E de forma andloga ao radio
de inxectividade definese o radio de convexidade en x como

conv(z) = sup{e > 0 | B(z,€) ¢ un convexo xeodésico}.

Poden definirse asi de maneira natural os radio de inzectividade e convezxidade
dunha laminacion como

inx(F) = inf{inx(L) | L € F} = inf{inx(z) | z € M},
conv(F) = inf{conv(L) | L € F} = inf{conv(z) | z € M}.

As aplicaciéns inx:M — (0,+00] e conv:M — (0,400] non son continuas,
mais se M é compacto é posible acotalas inferiormente a fin de obter atlas con
placas xeodesicamente convexas. En efecto, para cada x € M, podemos tomar,
como dixemos, vecinanzas nas follas que sexan bélas xeodesicamente convexas e
por continuidade da métrica podemos levantalas en abertos distinguidos con placas
xeodesicamente convexas. Non obstante, vexamos como fixar cotas explicitamente
(véxase [52]):

Proposicién 1.1.8 ([52]). Se M é compacto, inx(F) e conv(F) son positivos.

Proba. Para toda variedade de Riemann N conécense as seguintes desigualdades

T
\/? Y 2 )
m  inx(N)
2 /K ) 2 Y
onde K > 0 é unha cota superior para a curvatura seccional de N e [ a lonxitude

do lazo xeodésico mais curto. Bastara probar entén que a curvatura seccional esta
limitada superiormente e a lonxitude dos lazos xeodésicos inferiormente.

inx(N) > min

conv(N) > min
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Para o segundo, lembremos que sec(7,7s) s6 depende do plano xerado polos
vectores ¥ e ¥. Se denotamos T'F = {& € TF | ||| = 1} o fibrado tanxente
unitario, enton a aplicacién curvatura seccional é unha aplicacién continua definida
sobre a suma de Whitney T'F @ T'F. Como a base M e a fibra S? x SP son
compactas, existe K > 0 tal que sec(v, W) < K.

Para ver que a lonxitude das xeodésicas pechadas esta limitada inferiormente,
suponamos por reducién ao absurdo que existe unha familia de xeodésicas {7, }nen
tal que inf,ey lonx(y,) = 0. Denotemos z,, = 7,(0) e 7, = 7,,(0), e supofiamos que
as xeodésicas estan parametrizadas pola lonxitude de arco, logo ||U,|| = 1 e pola
compacidade de T'F podemos supotier que {(z,, U, ) }nen é converxente. Mais por
outra franxa sabemos que as xeodésicas son soluciéns de ecuacions diferenzais que
dependen continuamente da métrica. Polo tanto, a xeodésica por x na direccién
de ¥ é y(t) = x, co que temos unha contradicién. O

[sto permite asegurar a existencia de atlas foliados con placas xeodesicamente
convexas:

Proposicién 1.1.9 ([52]). Seza (M,F) unha laminacion compacta. Eziste un bo
atlas foliado para F tal que as placas son bolas reodesicamente convezas.

Proba. Dado x € M, podemos tomar unha transversal T, que pasa por x e tal
que 0 < ¢ < infyer, {conv(y)}, de xeito que o aberto U, = |J,cr, Br,(y,¢) sexa
un aberto foliado en produto. Temos entén un atlas A = {h, : U, — P, x T}
cuxas placas son convexos xeodésicos. A partires de A podemos construir agora de
maneira habitual un bo atlas que siga tendo placas xeodésicamente convexas. [

Observaciéon 1.1.10. Podemos esixir a maiores que o aberto U;; da condicién
da definicién tena placas xeodesicamente convexas. En efecto, neste caso a
interseccién de duas placas é un aberto xeodesicamente convexo na folla, e polo
tanto contractil. Por outra banda, se modificamos o argumento da proba anterior
e tomamos ¢ < g infyer, {conv(y)}, obtemos un bo atlas foliado A con placas
xeodesicamente convexas que cumpre ademais que, para cada x € M, a union
de todas as placas de A que contefien a x, que se denomina estrela de x e denota

Star(x, A), estd contido nun aberto xeodesicamente convexo da folla que pasa por x.

1.1.3 Atlas adaptados a unha métrica foliada

As laminaciéns que nos van interesar principalmente son as definidas por mosaicos
aperiodicos. Son un tipo particular das laminacions modelas transversalmente por
un conxunto de Cantor. Neste caso interesara definir atlas con transversais locais
compacto-abertas. Para isto debe evitarse que placas disxuntas contidas en dous
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abertos distinguidos poidan cortarse de repente ao seren desprazadas transver-
salmente. Con este propdsito poden refinarse os bos atlas proporcionados pola
proposicién e a observacién anteriores [6, [52]:

Lema 1.1.11 ([6, 52]). Sexa (M,F) unha laminacion compacta dotada dunha
métrica de Riemann foliada g. Existe un bo atlas foliado A tal que:

Al. Para cada x € M, Star(z, A) estd contida nun convexo zeodésico;
A2. As placas que se intersecan fano de maneira transversa dias a duas.

Proba. Seguindo os argumentos da observacién [1.1.10| podemos tomar un bo atlas
foliado A = {h; : U; = P, x X;}I", que satisfaga a condicién (Al). A idea para
obter enton o atlas desexado consiste en eliminar os puntos de tanxencia. Para isto
poden substituirse as placas por outras maiores (véxase a figura|l.3(a)|) seguindo o
método descrito por A. Phillips e D. Sullivan na proba da proposicién 4.1 de [64].
Sen pérdida de xeneralidade, podemos suponer que A é un refinamento dun atlas
do mesmo tipo co mesmo nimero de cartas b} : U/ — P/ x X! tal que U; C U,
Ry, = hiy, X; C X/, e P! é un disco concéntrico a P; de radio 2r. Como o
atlas A satisfai a condicion , deberemos modificar por recorrencia os abertos
distinguidos U; ata que cumpran a condicién (A2). Evidentemente o atlas parcial
A; = {U;} satisfai ambas condiciéns. Suponamos logo que hai un atlas foliado
A, 1 = {Wy,...,W;, _,} coas propiedades do enunciado e que cubre o conxunto
U;:ll U;. Vexamos que existe un atlas que cumpre os mesmos requisitos e que cubre
ao conxunto J;_, U;.

Para cada y € X, existe unha béla PY contida na placa de U] que pasa por
y cuxo bordo interseca transversalmente ao das placas de A,,_;. En efecto, se o
bordo da placa de U, que pasa por y interseca de forma transversa aos bordos
das restantes placas de A,_1, definimos P¥ = . '(P, x {y}). En caso contrario,
podemos eliminar a tanxencia expandindo P, x {y} nunha béla de radio r < v’ < 2r,
contida en P’ x {y}. Tomemos agora C,, C C, C X/, unha vecifianza de y tal que os
bordos dos discos o', ' (PY x {z}) intersecan transversalmente aos bordos das placas
de A,_, para cada z € Cy. Como X, ¢ relativamente compacto en X, podemos
recubrilo cun ndmero finito de tales abertos C,,,C,,,...,C,, e temos entén unha
familia de abertos foliados en produto A;, ;= h’, = (P¥ xCy.),conj=1,2,... 1
Os bordos das placas destes abertos poderian intersecarse tanxencialmente, pero
neste caso necesariamente P% = P% e C, N C, # 0 para j # k, e poderiamos
eliminar novamente as tanxencias expandindo P¥% lixeiramante. Polo tanto, o atlas
foliado A, = A,—1 U{A;, 11,41, 42..., A, 1} cubre ., U; e a interseccién
dos bordos das stas placas é sempre transverso. Como as placas estan contidas en
bédlas xeodésicas de radio 2r, entén calquera estrela Star(z,.4,) estd contido nunha
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(a) (b)
Figura 1.3: Supresion das tanxencias; Eleccién de PY.

béla xeodésica de radio < 8r < conv(F). Nun ndmero finito de pasos obtemos o
atlas buscado. ]

Se na proba anterior tomamos bolas de radio r < 1—16c0nv(]: ), podemos substituir
a condicién pola condicién (A1]) do seguinte lema, mais forte. E no caso de
laminaciéons modeladas transversalmente por un conxunto de Cantor (cuxas parti-
cularidades comentaremos no capitulo 2) isto asegurard ademais que as transversais

locais poidan tomarse compactas:

Lema 1.1.12 ([0 52]). Sexa (M,F) unha laminacion modelada transversalmente
por un conzunto de Cantor, dotada dunha métrica de Riemann foliada g. FEwiste
un bo atlas foliado A tal que

A1’. Para cada v € M, Star(Star(z, A), A) estd contida nun convezo zeodésico;
A2’ As placas que se intersecan fano de maneira transversa dias a dias;
A8’ As transversis locais son espazos compactos;

A4’ As transformacions de holonomia v;; estan definidas sobre compacto-abertos.

Nas condiciéns do lema anterior, dirase que A é un atlas foliado de (M, F) adaptado
ag.

1.1.4 Dinamica transversa e holonomia

A pesares de estar modelada localmente por un produto, a disposicién global
das follas dunha foliaciéon ou laminacién pode ser moi complicada. A nocién de
holonomia aporta informacién sobre esta complexidade. Pode dicirse que informa
sobre como se enrolan unhas follas con outras, de forma similar & aplicacién de
primeira volta para fluxos. Todo isto exprésase por medio do pseudogrupo de
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holonomia, que permite precisar o concepto de dindmica transversa da laminacion.

Definicién 1.1.13. Un pseudogrupo de transformacions I' sobre un espazo topo-
loxico X é unha familia de homeomorfismos de abertos de X en abertos de X que
¢ pechada para a composicion, a restricion e a inversion, e que contén a identidade
e a calquera homeomorfismo que pertenza localmente.

Definicién 1.1.14. Sexa A = {h; : U; — P; x T;};c; un bo atlas foliado dunha
laminacién (M, F). Os homeomorfismos +;; entre abertos das transversais locais
asociados aos cambios de carta definen por restricion, composicion e inversién un
pseudogrupo de transformaciéns do eixo do atlas que se denomina pseudogrupo de
holonomia de F. E dicir, o pseudogrupo de holonomia é o menor pseudogrupo I'
que contén & familia de homeomorfismos {v;;}. Dise que I' é o pseudogrupo de
holonomia de F reducido & transversal completa 7' = | |, T; e os seus elementos son
transformacions de holonomia.

Se M é compacto, a familia {v;;} constitie un sistema finito de xeradores
I'y C T" que permite realizar as 6rbitas do pseudogrupo coma o conxunto de vértices
dun grafo localmente finito e conexo por caminos. En efecto, de xeito analogo
& construcion dos grafos de Cayley, o conxunto de vértices serd a propia orbita
I(z) = {y(z) | v €T, z € dom~} e dous vértices y,z € ['(x) estardn unidos por
unha aresta orientada se existe v € I'y tal que z = v(y). Se a lonxitude lonxp(7y)
dun elemento v € I' é o nimero minimo de xeradores necesarios para escribir 7, a
métrica natural sobre o grafo definese como

dr(y,z) =minfn e N| I~y e T, :y(y) = 2}
onde I',, denota o conxunto dos elementos de lonxitude < n. Dise asi que (I',T';) é
un pseudogrupo grafado.

Observacién 1.1.15. Dado que cada punto de 7' é un vértice dun grafo, é natural
considerar a aplicacion de valencia, valp,, que asocia a cada vértice o nimero de
arestas que inciden nel. Podemos escribir asi a valencia dun punto como

valp, (t) = #{y €1 |t € dom~} + #{y €\ |t € im~}

ou de maneira mais practica como

valr, (1) = D (Xdom~ (#) + Xim~ (1)) (1.2)

vel'r

Posto que o dominio e a imaxe de cada homeomorfismo v son abertos en 7', as
aplicacions caracteristicas correspondentes son semicontinuas inferiormente. Logo
valr, é semicontinua inferiormente. Obviamente sera continua se e s6 se os dominios
e as imaxes dos homeomorfismos pertenecentes a I'; son abertos pechados de T
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Nos termos anteriores, definese a dindmica transversa da laminaciéon como a
clase de equivalencia do seu pseudogrupo de holonomia. A equivalencia de pseu-
dogrupos, introducida por A. Haefliger en [37, 38|, estd modelada polo exemplo
seguinte: se I' é un pseudogrupo de transformaciéns dun espazo topoldoxico X e Y
un aberto de X que corta a todas as ¢érbitas de I', o pseudogrupo I'jy reducido a Y’
é equivalente a I'. En efecto, todo punto x € X pertence ao dominio dun elemento
v € T con imaxe contida en Y. Denotando I'Y ao conxunto de todos estes elementos
de T eT'Y = U,cx Ty, o conxunto & = I'} U F§_1 define unha equivalencia de
pseudogrupos entre I' e I'jy. En xeral, dous pseudogrupos reducidos I'jy e I'jy» dun
mesmo pseudogrupo I' son equivalentes.

Definicién 1.1.16. Dous pseudogrupos I' e IV sobre X e X’ son equivalentes no
sentido de Haefliger se I' e I son a restricién a X e X’ dun pseudogrupo I'” que

opera sobre a sia suma topoldxica de maneira que X e X’ cortan a todas as rbitas
de I'".

Proposicién 1.1.17 ([36]). Se I' e I son dous pseudogrupos de holonomia de dous
atlas foliados A e A" dunha laminacion (M, F), enton T e T son equivalentes.

Rematemos a seccién lembrando a nocién de grupo de holonomia dunha folla.
Sexa L unha folla de F que pasa por x € L NT. Consideremos o subgrupo de
isotropfa I', = {y € I' | (z) = x}. Chdmase grupo de holonomia de L ao grupo
de xermes H; dos elementos de I', en x, que non depende de x senén s6 de L . En
efecto, para calquera outro punto y € LNT, existe un homeomorfismo v € I" tal que
v(z) = y, que define por conxugacién un isomorfismo entre os grupos de xermes
correspondentes H, e H,. Se H, ¢ trivial, dise que a folla L non ten holonomfa.

1.1.5 Relacions medibles discretas

As relaciéns de equivalencia medibles discretas xurden de maneira natural se consi-
deramos a relacién que induce unha foliacion ao restrinxirmonos a unha transversal
completa. No caso particular de foliaciéns sen holonomia, a dinamica transversa
esta fielmente representada por medio desta relacion de equivalencia, xa sexa en
sentido medible ou topoléxico. O propdsito das seguintes seccidns é precisar isto.

Sexa X un espazo boreliano estandar, é dicir, dotado dunha o-alxebra isomorfa
4 o-alxebra dos borelianos dun espazo polaco (i.e., completamente metrizable e
separable). Unha relacién de equivalencia R sobre X dise medible se o grafo de
R ¢é un subconxunto boreliano de X X X e discreta se as clases de equivalencia son
numerables. Denominase transformacion parcial de R a un isomorfismo boreliano
¢ : A — B entre subconxuntos borelianos de X tal que o seu grafo

G(p) ={(7,y) € AXB |y =p(z)} CR.
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Unha medida boreliana p sobre X dise invariante por R se é invariante por calquera
transformacion parcial de R, ¢ dicir, se p,u(B’) = u(¢~1(B')) = u(B’) para cada
boreliano B’ C B. Dise case-invariante se calquera transformacion parcial de R
conserva alomenos os conxuntos de medida nula. Unha medida case-invariante p é
ergodica se calquera conxunto boreliano saturado por R ten medida nula ou total.

Exemplo 1.1.18. 1) Toda accién libre T" x (X, u) — (X, p) dun pseudogrupo
numerable sobre un espazo de probabilidade induce unha relaciéon de equivalencia
medible discreta sobre X. En xeral, toda relacion de equivalencia medible discreta
estd definida pola accién dun pseudogrupo medible [24].

2) Relacion de equivalencia inducida por unha laminacion boreliana. A relacién
inducida por unha laminaciéon sobre unha transversal completa é unha relacion
de equivalencia medible discreta e, como imos lembrar, pode dotarse ademais
dunha estrutura de grupoide topoléxico. En xeral, a relacién inducida por unha
laminacion boreliana ao restrinxirmonos a unha transversal completa é unha re-
lacién medible discreta. As laminacions borelianas xeneralizan o concepto de la-
minacion esixindo unicamente medibilidade transversa no lugar de continuidade
[12]. Definese un atlas foliado boreliano de dimensién p sobre M por medio dunha
familia numerable de cartas A = {h; : U; — P; x T;} onde os U; forman unha co-
bertura localmente finita de M, cada P; é un aberto de R? contendo & orixe e cada
T; un boreliano do intervalo [0, 1]. Os cambios de cartas hioh; ' supéniense medibles
e as sudas restricions as placas fj homeomorfismos locais. Dise igualmente que A
é un atlas de clase C* se os cambios de placa son homeomorfismos de clase C*.
Deste xeito, o atlas boreliano induce de maneira natural sobre M, via identifica-
cién dos U; coas stas imaxes h;(U;) C RPxT;, unha estrutura boreliana estdndar,
a produto das de RP e Tj, e unha estrutura topoldxica, a inducida por RP, nas
follas. A relacion R que definen as follas é deste xeito un conxunto boreliano de
M x M. Unha transversal para (M, F) é neste caso un subconxunto boreliano que
corta a cada folla nun conxunto discreto e pechado. A traza dunha transversal
T sobre as follas de M induce asi unha relacién de equivalencia medible discreta
RlT =RnN (TXT)

O concepto de dinamica medible pode precisarse neste contexto por medio das
nociéns de equivalencia orbital e equivalencia orbital estable [30]:

Definicién 1.1.19. Sexan R e R’ duas relaciéns de equivalencia medibles discretas
definidas sobre dous espazos borelianos estandar X e X’. Sexan u e i/ dias medidas
finitas sobre X e X' invariantes por R e R'. As relaciéns de equivalencia R e R’
dinse:
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i) orbitalmente equivalentes se X e X' contefien subconxuntos borelianos Y e Y,
saturados por R e R’ e de medida total, para os que existe un isomorfismo boreliano
0 Y = Y’ tal que p(R[z]) = R'[p(z)] para p-casi todo x € Y e p.u ~ i';

ii) establemente orbitalmente equivalentes se X e X' contenien subconxuntos bore-
lianos Y e Y’ tales que as suas saturaciéns por R e R’ son de medida total e
de xeito que as relaciéns de equivalencia inducidas R|y e R'|y+ son orbitalmente
equivalentes.

En particular, se X’ é un boreliano de X que corta a p-case toda clase de equi-
valencia R[z], a inclusién natural de X’ en X define unha equivalencia orbital
estable entre a relacién de equivalencia inducida R’ = R|x» e R. Dirase que
R e R’ representan a mesma dindmica medible se son establemente orbitalmente
equivalentes.

Se as relacions de equivalencia medibles discretas consideradas estan definidas
sobre dous espazos polacos, pode darse unha versién puramente boreliana, cf.[20]:

Definicién 1.1.20. Sexan R e R’ duas relaciéns de equivalencia medibles discretas
definidas sobre dous espazos topoléxicos polacos X e X'. Dise que R e R’ son:

i) orbitalmente equivalentes se X e X' contenen subconxuntos Gy densos Y e Y,
saturados por R e R/, e tales que existe un isomorfismo boreliano ¢ : Y — Y’
compatible con R e R’ ;

ii) establemente orbitalmente equivalentes se X e X' contefien subconxuntos bore-
lianos Y e Y’ tales que as stas saturaciéons por R e R’ son conxuntos G5 densos e
as relaciéns de equivalencia inducidas R|y e R’'|ys son orbitalmente equivalentes.

Neste caso, dirase que R e R’ representan a mesma dinamica boreliana.

1.1.6 Medidas transversas invariantes e case-invariantes

Vimos de lembrar a definicion de medida invariante e case-invariante para unha
relacion de equivalencia medible discreta. En funcién disto, denominase medida
transversa invariante ou case-invariante dunha laminacién (M, F) a unha me-
dida p sobre unha transversal completa 7' que ¢é invariante ou case-invariante para
a relacion de equivalencia inducida R, ou equivalentementemente invariante ou
case-invariante pola accion do pseudogrupo de holonomia I'.

Se 1 é unha medida sobre T', podemos integrar a medida de contar respecto
de p para definir unha medida sobre R. Integrando a medida de contar sobre as
fibras da proxeccién f : (z,y) € R — x € T contra a medida u, obtemos unha



24 1. Laminaciéns e mosaicos

medida du(x,y) = du(z). Analogamante, usando a segunda proxecciéon obtemos
a medida du~*(z,y) = du(y, ) = du(y). As medidas /1 e i~! son equivalentes se
e sO se a medida p é case-invariante, e neste caso a derivada de Radon-Nikodym
§(x,y) = dp/dp*(x,y) dise o cociclo de Radon-Nikodym de (T, u, R). Para cada
boreliano B C R, esta medida i exprésase logo como

fi(B) :/|Bx|du(x)
:/XB(%ZJ)dﬁ(x’y)
_ / X (@, y)8(x, y)dfi(y, x)

— [ 18"l duty)

onde B, = {y € T|(z,y) € B}, BY = {x € T|(x,y) € B} e ||, denota a medida
sobre R|x] definida como |y|, = 0(y, x).

Exemplo 1.1.21. E claro que unha medida i ¢ invariante se e s6 se o cociclo de
Radon-Nykodym é trivial, § = 1. Esta é unha condicion forte, e non sempre existen
medidas invariantes. No caso de codimension 1, a existencia de medidas invariantes
non triviais sobre conxuntos minimais equivale & trivialidade da holonomia (véxase
o teorema 2.3.7 de [41]). En xeral, como lembraremos brevemente na seccién [2.2.1]

un método habitual para construir medidas invariantes ¢ empregar sucesions de
Folner (véxase [34]).

1.1.7 Relacions de equivalencia étales

Toda relacion de equivalencia R definida sobre un espazo boreliano ou topoldxico
X pode dotarse dunha estrutura natural de grupoide, caracterizada por:

i) ainclusion € : x € X — (x,2) € R do conxunto das unidades X en R;
ii) as proxecciéns B : (z,y) E R—z € Xea: (r,y) E R—y€E X;

iii) o conxunto das parellas componibles

R+*R = {((xay)7 (xlay,)) ERXR | O‘(Iay) =Yy= 7’ = 5(1”,?/)}
e a multiplicacién parcial p : ((z,y), (2/,y")) € R* R — (z,9y') € R;
i) a inversion ¢ : (z,y) € R — (y,x) € R;

que verifican os axiomas analogos aos de grupo: asociatividade, existencia de
unidades e existencia de inversos.
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Definicién 1.1.22. Suponamos que R esta definida sobre un espazo topoldxico
X. Dise enton topolozica se o é como grupoide, isto é; se o grafo de R esta dotado
dunha topoloxia coa que as proxecciéns a, 3 : R — X e a multiplicacién parcial
i R+ R — R son continuas e a inversion ¢ : R — R é un homeomorfismo. Como
¢ habitual, X e R supdnense sempre localmente compactos e Hausdorff. Unha
relacién de equivalencia topoldxica R dise [-discreta se o espazo de unidades X é
aberto en R. Se R é Hausdorff, tamén é pechado. Isto equivale a suponer que R
é étale, é dicir, as proxeccién «,  : R — X son homeomorfismos locais [66].

A nocién de dindmica topolozica formulase nestes termos de xeito evidente:

Definicién 1.1.23. Sexan R e R’ duas relaciéns de equivalencia S-discretas sobre
XeX.

i) R e R’ dinse orbitalmente equivalentes se existe un homeomorfismo ¢ : X — X’
tal que p(R|z]) = R'[p(z)], para todo x € X, e daquela ¢ x ¢ define un isomorfismo
de relaciéns de equivalencia entre R e R'. Se o isomorfismo ¢ x ¢ : R — R’ é
un homeomorfismo de relaciéns de equivalencia topoldxicas, dirase que R e R’ son
1somorfas.

ii) R e R’ son establemente orbitalmente equivalentes (establemente isomorfas), se
X e X’ contenen abertos Y e Y’ que cortan a todas as clases de equivalencia de R e
R’ e tales que as relaciéns de equivalencia inducidas R|y e R'|ys son orbitalmente
equivalentes (respectivamente isomorfas).

Dirase entén que R e R’ representan a mesma dindmica topoldzica.

A relacién inducida por unha laminacién sen holonomia sobre unha transversal
completa pode dotarse dunha topoloxia étale formada polos grafos dos elementos
do pseudogrupo de holonomia. Tratase dunha topoloxia mais fina que a inducida
pola topoloxia produto sobre T x T', que fai de R un espazo polaco localmente
compacto.

Analogamente, o grupoide de holonomia de F reducido a T, isto é, o conxunto
de xermes de I'
H={(7)|v €l 2 €domn}

dotado da estrutura de grupoide definida pola inclusién e(z) = (idr)., as proxec-
ciéns a((y)z)=z e B((7)s)= 7(z), o conxunto das parellas compoiiibles

HxH ={({(Ma, (V)ar)€ H X H [ (x) = 2"}

coa multiplicacién parcial 1 ((7)s, (V)a)= ((v'o7)2) e ainversion ¢ ((7)s)= (™)),
é un grupoide topoldxico [-discreto ao dotalo da topoloxia natural correspondente.
A aplicacion

0=(,): (Vs € H > (x,7(x)ER



26 1. Laminacions e mosaicos

é deste xeito un homomorfismo de grupoides topoloxicos e o seu nicleo

IT={:€eH|[(x) =z}

¢ un fibrado de grupos no que a fibra de x é o grupo de isotropia I',. E dicir, temos
unha sucesion exacta curta de grupoides

R (1.3)

Segundo un resultado de G. Hector (véxase [39]), obtido independentemente por
D.B.A. Epstein, K.C. Millet e D. Tischler en [23], o conxunto das follas sen
holonomia dunha laminacién é un Fjs de interior baleiro. Como consecuencia disto,
o grupoide de holonomia H é esencialmente principal, pois o morfismo 6 : H — R
¢ un isomorfismo en restriciéon a un Gs denso. En particular temos:

Proposicion 1.1.24. Se (M, F) é unha laminacion sen holonomia, a sia dindmica
transversa topolozica esta representada pola relacion de equivalencia inducida sobre
calquera transversal completa.

Non obstante, a equivalencia de grupoides, introducida para grupoides de ho-
lonomia transversos por A. Haefliger [36] e de maneira xeral por J.Renault [67]
(véxase tamén P.S. Muhly, J.Renault e D.P. Williams [57]), permite definir a nocién
de dindmica transversa no contexto dos grupoides.

1.2 Laminacions definidas por mosaicos

Centramos agora o contexto nun tipo particular de laminaciéns que seran ob-
xecto do noso estudo, as laminacions definidas por mosaicos. Comezamos lem-
brando brevemente algunhas propiedades béasicas dos mosaicos de RP, describindo
a relacion entre elas e mostrando a suia traducién discreta (véxanse [9], [35], [75]).

1.2.1 Mosaicos euclidianos

Denominase prototesela a calquera subconxunto de R? homeomorfo ao disco pechado
DP e definese asi un mosaico de R?P do seguinte xeito:
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Definicién 1.2.1. Un mosaico T é unha familia numerable de subconxuntos de
RP chamados teselas, que verifican as seguintes condicions:

i) existe unha subfamilia P C T tal que cada tesela P € T ¢ isométrica a unha
prototesela de P,

ii) a familia 7 é unha cobertura de R?,
iii) duas teselas distintas tefien interiores disxuntos.

Neste caso, dise que T é un mosaico de tipo P e escribese T € T(P). As prototeselas
de P chamanse tamén teselas modelo.

Cada prototesela P € P define unha clase de tesela salvo isometria e unha
clase de tesela salvo translacion. De maneira explicita, duas teselas P e P’ son
equivalentes salvo isometria, e denotamos P ~ P, se existe unha isometria de R?
que envia unha na outra. Analogamente, a clase salvo translacién dunha tesela P
estd formado polas teselas P’ tales que P ~, P’ < Jv € RP | P’ = P+ v. Tense asi
o seguinte diagrama:

—-Y

|

P/~

Sen pérdida de xeneralidade, podemos suponer que prototeselas distintas repre-
sentan distintas clases salvo translacién, o que permite identificar P e P/~, (cf.
[9]). Chamaremos motivo dun mosaico T a calquera subfamilia finita de T, que
identificaremos acotio coa sua union, e patron & sua clase salvo translacion. Ainda
que un motivo non ten que ser necesariamente conexo, sera suficiente para os nosos
propositos considerar motivos conexos.

Imos introducir agora unha restricién importante que verificaran todos os mo-
saicos considerados nesta memoria agas nesta subsecciéon e na seguinte:

Definicién 1.2.2. Un mosaico T de RP é poliédrico se as prototeselas son poliedros
en RP. Os seus bordos descompédnense logo en poliedros convexos de dimension
n — 1, chamados lados. Pour outra banda, denominase aresta & interseccién de
duas teselas e dise que T ¢é lado a lado se verifica as duas condiciéns seguintes:

i) calquera lado esté contido nunha aresta e calquera aresta ¢ unién de lados,

ii) a interseccién de duas teselas é un conxunto conexo.
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En [35], definense mosaicos do plano aresta a aresta impofiendo unha condicién
algo méis forte c& condicién (i): calquera lado dunha tesela é aresta do mosaico e
viceversa. A condicién (ii) adoita esixirse na definicién de mosaico normal [35]. O
mosaico da figura 1.4/ é un mosaico poliédrico e verifica (i), pero non (ii).

O

Figura 1.4

Este exemplo permite aclarar a diferenza entre lado e aresta. Obsérvese que AB e
BC son lados de duas teselas distintas contidos nunha mesma arestas do mosaico,
ABC, que non ¢ lado de ningunha tesela.

Definicién 1.2.3 ([9], [35]). Un mosaico 7 € T(P) é de tipo finito se sé ten un
nimero finito de prototeselas salvo translacion, o que significa que P ¢é finito, pois
supuxemos que P se identifica con P/~,.

Definicién 1.2.4 ([9]). Un mosaico T ten un nidmero finito de patrons locais
se para cada r > 0 s6 hai un numero finito de motivos de didmetro < r salvo
translacion, é dicir, un nuimero finito de patrons de diametro < r.

Se suponienmos que 7 é un mosaico lado a lado, entén 7 ten un nimero finito
de patréns locais se para cada r» > 0 s6 hai un ntimero finito de prototeselas de
diametro < r, xa que as teselas son motivos e calquera motivo de diametro < r é
unha unién finita de teselas de didmetro < r. E evidente logo a xerarquia entre as
duas definicions:

Proposicién 1.2.5. Un mosaico lado a lado de tipo finito ten un nimero finito de
patrons locais. O
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Logo nun mosaico cun numero finito de patréns locais o didmetro das teselas
estd limitado inferiormente. Non obstante, pode non estalo superiormente e polo
tanto non ser de tipo finito, coma no exemplo da figura [1.5] no que a medida que
nos afastamos da orixe as teselas son cada vez maiores.

Figura 1.5

Necesitamos engadir esa condicion para termos o reciproco:

Proposicion 1.2.6. Se un mosaico ten un nimero finito de patrons locais e o
didmetro das teselas esta limitado superiormente, enton € de tipo finito. Il

Definicién 1.2.7 ([35]). Un mosaico 7 de RP dise localmente finito en x se existe
e > 0 tal que a béla B(z,¢) s corta a un nimero finito de teselas de 7. En tal
caso, dise que x é un punto reqular de T e chdmase puntos singulares aos que
non son regulares. Dise que T é localmente finito se todos os puntos z € RP son
regulares.

Exemplo 1.2.8. O mosaico da figura , descrito en [35], ten un dnico punto
singular na orixe. Calquera béla centrada na orixe corta a infinitas teselas.

En xeral, para cada x € RP, cada ntimero real € > 0 e cada prototesela P € P,
o numero de teselas coa mesma clase salvo translaciéon que PP que cortan & bodla
B(z,¢) ¢ finito. As seguintes condiciéns garanten que o nimero de clases salvo
translacién dun mosaico é finito [32]:
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Figura 1.6

Proposicion 1.2.9. Un mosaico cun numero finito de patrons locais e didmetro
das teselas limitado superiormente € localmente finito. Il

Se suprimimos a segunda condicion, é dicir, se o diametro das teselas non esta
limitado superiormente, a implicacién non é certa, véxase a figura
A pesares de que ningtin dos exemplos anteriores é lado a lado, esta non é unha

condicion suficiente para que un mosaico sexa localmente finito, véxase a figura|l.8

Figura 1.8

Se engadimos a condicién de que o mosaico tefia un nimero finito de patrons
locais, entén si é necesariamente localmente finito:
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Figura 1.7

Proposicion 1.2.10. Todo mosaico lado a lado cun numero finito de patrons locais
¢ localmente finito.

Proba. Suponamos por reducién ao absurdo que, dado 7 un mosaico lado a lado
cun numero finito de patréns locais, existen z € RP e > 0 tales que o conxunto
{P e T |PnNnB(x,r) # 0} é infinito e postie unha enumeracién {P, | n € N}
con P, # P,, se n # m. Tomando unha sucesién de puntos z, € P, N E(m, r) e

substituindo {z,} por unha subsucesién se é preciso, temos que x,, — y € B(z, 7).
Temos agora tres casos posibles:

1) Se y pertence ao interior dunha tesela P, existe un enteiro N > 0 tal que
P, NP # ) e polo tanto P,, = P para n > N, o que contradi a suposicion.

2) Se y pertence ao interior dunha aresta do mosaico, por hipétese, tratase da
unién dalgunhas caras dunha tesela P. Existe entén outra tesela P’ tal que P U P’
¢ unha vecinanza de y. Logo ten que verificarse que P,, = P’ ou P, = IP para unha
infinidade de naturales, polo que chegamos novamente a contradicion.

3) Por ultimo, supofiamos que y é un vértice do mosaico e denotemos U & unién
de todas as teselas que contenien a y. Para cada tesela P € U, cada aresta de P
que non contén a y é aresta doutra tesela P’ contida na clausura de R? — U. No
caso contrario, a sia interseccion con P non seria conexa, pois conteria un vértice
e un lado disxuntos, e o mosaico non seria lado a lado. A aresta comun separa
P U en dias componentes conexas e a clausura da unién de todas esas arestas é
un pechado conexo F' contido na fronteira de U. O punto y ¢ F' pois non pode ser
un punto fronteira, xa que se o mosaico ten un nimero finito de patréns locais e
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é lado a lado, a lonxitude das arestas esta limitada inferiormente e y pertence ao
interior de U.

Consideremos agora un enteiro N > 0 tal que =, € U para cada n > N.
Daquela a tesela PP, esta contida en U e contén a y como vértice. Fixemos ¢ > 0
tal que B(y,¢) esta contida no interior de U. Para cada n > N, sexa ¥, 0 punto
de interseccién de dB(y,e) cunha das arestas de P, que saen de 3. A existencia
do punto y, provén de que P, ¢ B(y,¢). Pola compacidade de B(y, €), podemos
supofier que y, — z € dB(y, ). Logo z pertence ao interior ou a algunha aresta
dunha tesela de U e reducimos asi o caso (3) aos casos (1) e (2). En particular,
temos probado que U é unha unién finita de teselas. O]

1.2.2 Conxuntos de Delone e mosaicos de Voronoi

Dado P un conxunto de prototeselas, a elecciéon dun punto base en cada prototesela
de P determina por translacién en cada mosaico 7 € T(P) unha familia Dy de
puntos base zp das teselas P € 7. Diremos que Dy é un conzunto de puntos base
de T ou conzunto base de T. As condicidns anteriores sobre os mosaicos tenen
evidentemente a sia traducién ao conxunto base (como pode verse en [32]):

Proposiciéon 1.2.11. Un mosaico T € localmente finito se e so se calquera con-
zunto de puntos base D ¢ discreto e pechado. O

Definicién 1.2.12 ([48]). Un conzunto de Delone é un subconxunto D C RP que
verifica as dias condicidns seguintes:

i) D é uniformemente discreto, i.e. existe r > 0 tal que calquera béla B(x,r) contén
ao sumo un punto de D;

ii) D é relativamente denso, i.e. existe R > 0 tal que calquera béla B(x, R) contén
alomenos un punto de D.

Proposicién 1.2.13. Calquera mosaico de tipo finito posie un conzunto base que
é un conxunto de Delone. [

Notese que condicién da proposicion non é unha condicién necesaria,
véxase a figura [1.9]
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B+ X

Figura 1.9

De feito, neste exemplo, o conxunto D — D = {zp —ap € R? | P, € T} dos
vectores de R? entre puntos de D é tamén un conxunto discreto e pechado, xa que
calquera bdla s6 contén a un nimero finito de elementos de D — D. Ainda mais, é
uniformemente discreto e relativamente denso, é dicir, un conxunto de Delone.

Definicién 1.2.14 ([48]). Sexan D un conxunto de Delone, D — D o conxunto dos

vectores interpuntuais de D e (D — D) o grupo aditivo xerado polos elementos de
D — D. Dise que:

i) D é finitamente zerado se (D — D) é finitamente xerado;

ii) D é de tipo finito se D— D é localmente finito ou de maneira equivalente pechado
e discreto;

iii) D é un conzunto de Meyer se D — D é conxunto de Delone.

E claro que todo conxunto de Meyer é de tipo finito e todo conxunto de tipo finito
¢ finitamente xerado.

Para rematar este breve repaso as principias propiedades dos mosaicos euclidia-
nos que se teran en conta, lembramos a nocion de mosaico de Voronoi:

Definicién 1.2.15. Sexa D un conxunto de Delone de R?. Para cada punto z € D
definese a celda de Voronoi de x como

Ve ={y e R” | d(y,z) < d(y,z), Va' € D—{x}}.
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E evidente que V, é un politopo convexo, pois é interseccién de semiespazos que
contenen a x limitados por hiperplanos que equidistan de x e doutro punto de D.
E claro tamén que duas celdas de Voronoi de dous puntos distintos do conxunto de
Delone se intersecan ao sumo nun dos seus lados. Pode definirse entén o mosaico
de Voronoi V dun conxunto de Delone D como o mosaico que ten por teselas as
celdas de Voronoi V, dos puntos x € D.

Proposicién 1.2.16 ([9]). Se D é un conzunto de Delone de tipo finito, o mosaico
de Voronot correspondente seque sendo de tipo finito. O

A partir deste momento, todos os mosaicos considerados nesta memoria supo-
ranse poliédricos e lado a lado, de maneira que calquera mosaico de tipo finito tera
un numero finito de patréns locais.

1.2.3 Topoloxia de Gromov-Hausdorff

O conxunto T(P) de todos os mosaicos de tipo P pode dotarse dunha topoloxia na-
tural, chamada topolozia de Gromov-Hausdorff, na que dous mosaicos son proximos
se coinciden nunha gran béla centrada na orixe, agas pequenas translaciéns (véxanse
[9] e [26]). O propodsito agora é describir esta topoloxia:

Antes de nada, insistamos no feito de que dous mosaicos de T(P) que se dife-
rencian nunha translacién son distintos a priori. Para ilustrar o que queremos dicir
con isto, consideremos o caso trivial no plano no que o conxunto de prototeselas P
consta unicamente dun cadrado unidade. Dados un mosaico regular por cadrados
T € T(P) e un vector v € R?, entén T + v é distinto de T agds no caso v € Z*.
Neste exemplo, T(P) é o conxunto cociente R?/Z? = T2,

Definicién 1.2.17. Dados dous mosaicos 7,7 € T(P), consideramos o conxunto
A={R>0:Br(0,R) = By(0,R)}, onde Br(0,R) é a traza do mosaico 7 na
bola B(0, R) en RP, e definimos

sup A se A #0,

R(T.T) = { 0 se A =1().

Obsérvese que R(T,T') = +oo se e s6 se T = T'. Agora, para cada T € T(P),
cada par 0 < g,¢’ < 1 e cada R > 0, podemos definir o seguinte conxunto:

U r(T)={T" € T(P) | v, e R?: 0| <&, ||Vf|| <&, R(T+v,T'+v") > R}.
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Estes conxuntos forman base dunha topoloxia metrizable. En efecto, a topoloxia
de Gromov-Hausdorff pode definirse directamente a partir dunha métrica (véxase
[9]): para cada par T, 7" € T(P), denotando

B={e€(0,1)]| Fv,v" € B(0,e): Bri4(0,%) = Byr4»(0,1)}

definese a distancia
inf B se B#10,

d(T7T,)_{ 1 se B =1{.

Exemplo 1.2.18. O mosaico regular por cadrados T e o seu trasladado 7' = T +u

polo vector u = (3,0) estén a distancia 1.

T T

Figura 1.10: Os puntos distinguidos sinalan a orixe do plano.

En efecto, para cada 1 < & < 1 os vectores v = (1,0) e v/ = (—1,0) cumpren que
Br4v(0,2) = Byriy(0,1). Pero se w,w’ son tales que [|wl], [|w'|| < e <, entén en

calquera caso By (0, 1) # Brriw (0, 1).

Proposicién 1.2.19. Para cada T € T(P), cada par 0 <e,e’ <1 e cada R > 1,
o conzunto U. o r(T) € un aberto da topoloxia definida pola métrica d. Ademais,
calquera bola By(T ,€) € igual ao conzunto U__1(T).

Proba. A segunda afirmacién é evidente, logo basta probar que para calquera
mosaico 7' € U, g(T) hai unha béla centrada en 7" contida en U, g(T). Por
definicién, existen v, v' con ||[v|| < e, ||v'|| < & tales que Br44(0, R) = Brr4v(0, R).
Se ¢’ = % e R =R+¢&"+ |V, entén Uor ov g/ (T") C U r r(T). En efecto,
se T" € U en p(T'), existen vectores w',w” con ||w'| ,|w”|| < &” tales que
By (0, R') = Byuiw (0, R'). Isto implica que

BT+v(O7 R) — BT/_H/(O, R) — BT”+w”—w’+v’(07 R)
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onde [[w” —w' +" || < 2" + ||| = €. Tomando r < min{e”, %, \%}, temos que

Bd(T/,T) C Ua”,a”,R’ (T/) C Ua,a’7R(T)~ O

Mais notoria € a seguinte propiedade:
Teorema 1.2.20. Se o conzunto de prototeselas P € finito, enton T(P) € compacto.

Proba. Imos comprobar que T(P) é secuencialmente compacto empregando un
argumento diagonal cldsico. Sexa {7, } unha sucesién en T(P). Fixemos un nimero
d > max{d(P) | P € P} e observemos que a béla B(0,J) s6 contén un nimero finito
de patréns, isto é, de motivos agds translacién. Logo {7,} contén unha subsucesién
{Tn1} tal que as bélas By, (0, ) contefien algiin trasladado dun mesmo motivo Mj.

E dicir, para cada 7, ; hai un vector v, con ||v, | < ¢ tal que a béla B, ,(0,6) contén
ao motivo M; + v, e polo tanto a imaxe pola translaciéon v, dunha mesma bdla
B, (0, ¢) para algin € > 0. Ademais, por compacidade da béla B(0,¢), a sucesién
dos v, converxe a un vector v. Por recorrencia, obtemos unha subsucesion {7, ., }
de {Tnm—1} tal que as bélas By, (0,md) contefien aos trasladados M,, + v, dun
mesmo motivo M, e polo tanto as imaxes polas traslaciéns v,, dunha mesma béla
By, (0,€,,), onde lim,, 1 €, = 4+00. Construimos asi unha sucesién exhaustiva
de motivos

My CMyC---CM, CM,C-C UMm:RP

que define un mosaico 7 de RP. Agora a subsucesién {7} de {7,} converxe a
T +v, xa que por construcion R( T, m+v—"0m, T +v) = &, € limy, o [[v—v|| = 0,
para todo m > 1. O

Na literatura sobre mosaicos, adoita afirmarse que a envoltura dun mosaico
cun numero finito de patréns locais é compacta. Agora ben, segundo probamos en
§ [1.2.1) para que un mosaico con esa propiedade sexa necesariamente localmente
finito é preciso engadir a hipdtese de que sexa lado a lado.

1.2.4 A laminacion do espazo de Gromov-Hausdorff

O grupo de translaciéns R? actiia de forma natural como grupo de transformaciéns
de T(P). Por definicién, a accién natural

(v, T) eRP X T(P) — T +v e T(P)

é continua. Ademais, se o conxunto de prototeselas P é finito, entén a accién é lo-
calmente libre, é dicir, calquera grupo de isotropia Iso(T) ={v e R | T +v =T}
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é discreto. Isto implica que a accién define unha foliacion de T(P) de maneira que
as follas son as orbitas da accién.

Polo seu interese, imos probar directamente a existencia dunha estrutura foliada
sobre T(P) no caso de mosaicos de RP. Para iso, comezamos construindo o que
sera unha transversal completa. Como xa dixemos, un conxunto de puntos base D
das prototeselas de P determina un conxunto de puntos base Dy = {xp | P € T}
para calquera mosaico T € T(P).

Definiciéon 1.2.21. Fixado un conxunto D de puntos base das prototeselas de P,
chamaremos transversal candnica ao conxunto 1" = T'(D) formado por todos os
mosaicos T € T(P) tales que 0 € D7.

Proposicion 1.2.22. Se o conzunto de prototeselas P € finito, T € un subespazo
compacto e totalmente disconexo de T(P).

Proba. Para probar que 7' é un subespazo compacto, procédese coma no caso de
T(P). Para amosar que é totalmente disconexo, basta comprobar que a topoloxia
inducida esta definida por unha ultramétrica. Ante todo, é sinxelo mostrar que a
expresion:

dr(T,T') = e BT

define unha ultramétrica sobre T. O seguinte é verificar que a topoloxia inducida
sobre T' pola topoloxia de T(P) estd xerada polas bélas métricas

By (T, e ={T" €T |dr(T, T")<e ™y ={T" €T | R(T,T') > R}.

Para probar que calquera aberto bésico U. o r(7T) N'T é un aberto da topoloxia
definida por dr, consideramos 7' € U.. g(7)NT e tomamos €” y R’ como na
proposicion [1.2.19, Deste xeito:

T' € By, (T, e ™) C Uatr e o (T") C Uz 1(T).

Reciprocamente, By, (T,e %) = Uz » p(T)NT, sendo r > 0 unha constante tal que

2727
toda bdla con ese radio contén ao sumo un punto do conxunto de Delone Dy. [

Teorema 1.2.23. A accion do grupo de translacions RP induce unha estrutura de
laminacion sobre T(P).

Proba. A idea é simple, xa que a topoloxia de Gromov-Hausdorff fai precisamente
que os interiores das teselas se apilen en abertos foliados en produto. De maneira
explicita, comecemos observando que a topoloxia de T" estd xerada polos conxuntos
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abertos e pechados B); formados polos mosaicos 7 que contenien a un determinado
motivo M arredor da orixe. Para cada prototesela P € P, a aplicacién

o: (v, T)YEPXx Bp —> T'+veT(P)

¢ unha identificacién sobre a stia imaxe. Agora ben, a sta restricién a P x Bp é
inxectiva e define un homeomorfismo

¢:PxBp = T(P)

sobre a sta imaxe, un aberto distinguido de T(P). Do mesmo xeito, para un punto
que pertenza a interseccion de dias ou mais teselas, se chamamos M ao motivo
obtido unindo todas estas teselas, a aplicacion

o: (v, TYeEMx By — T +veT(P)

¢ unha identificacién sobre a stia imaxe. Neste caso, non basta con substituir M
polo seu interior para facela inxectiva. Non obstante, sabemos que a isotropia
Iso(T) de calquera mosaico T ¢é discreta de maneira uniforme, é dicir, existe r > 0
tal que calquera mosaico T verifica 7 +v # T se 0 < |[v| < r. Agora, se x
pertence & interseccion de duas ou mais teselas, podemos substituir 7" por unha
nova transversal T}, para que x pertenza ao conxunto de Delone dalgin elemento
de T,,. Denotemos Bj,; ao subconxunto aberto e pechado de 7, determinado por
M. Se ademais substituimos M por B(0,r), entén a aplicacién

0:(v,T") € B(0,r) x By, — T +veT(P)
¢ un homeomorfismo sobre un aberto distinguido de T(P). Por tltimo, cada cambio

de carta estda dado por unha translacion. [

1.2.5 Dinamica transversa

Explicitamos agora no caso da laminacion de Gromov-Hausdorff a descripcion xeral
da dindamica transversa dunha laminacién feita en §[1.1.5]e §[L.1.7}

A accién natural de R? induce sobre a transversal canénica 7" unha relacion de
equivalencia medible discreta R, que como adoita ser habitual identificaremos co
seu grafo R = {(T,7T —v) € T x T | v € D7}. En efecto, as clases de equivalencia
son numerables, pois cada conxunto de Delone D+ é numerable. Por outra banda, T'
é a unién dun niimero finito de abertos-pechados By, (T, e~ ) para R > 0 calquera.
Se tomamos

R > 2max{§(P) | P € P}
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onde 6(PP) é o didmetro da prototesela P, entén cada v € By (0, R) N Dy define un
homeomorfismo local

T € By (T,e By =T —0veT

O seu grafo é un subconxunto pechado de T' x T contido en R. Polo tanto, R é un
boreliano de T' x T en tanto que é unién de grafos destas transformacions parcias
e das suas composicions.

De feito, cada elemento v pertencente a un conxunto D7 dun mosaico T,
define unha translacién 7, : 7 € T — T — v € T sobre un aberto-pechado
D,={T €T |ve Dsr}deT. Os grafos

OU,v)={ (T, T—v)eR|TeUND,}

das translaciéns 7, restrinxidas a abertos U de T' xeran unha topoloxia sobre R,
mais fina que a inducida pola topoloxia produto sobre T' x T, que fai de R un
espazo metrizable, separable e localmente compacto. As translaciéns 7, asociadas
aos xeradores v dos conxuntos de Delone D7 xeran de feito o pseudogrupo de
holonomia de F reducido a T

Proposicién 1.2.24. R é unha relacion de equivalencia étale.

Proba. Para todo aberto U de T, o conxunto

BHU)={(T,TYeR|TeU}= |J O

veDy,TeU

é a unién dos abertos O(U,v) onde v € Dy con T € U. Polo tanto, 371 (U) é
aberto en R e a proxeccion [ é continua. Por outra banda, a inversién ¢ é un
homeomorfismo, pois ¢ 1(O(U,v)) = { (T —v,T) | T € U } = O(U — v,—v)
para todo aberto U de T e todo elemento v dun conxunto de Delone de Dr. A
proxeccién o = tof é entén continua. A continuidade de @ R xR — R séguese
da continuidade da aplicacién (8,a) : R — T x T. Por ultimo, para todo par
(T,T") € R, existe v € Dy tal que 7' = T — v, e daquela (7,7") € O(U,v) se
T € U. A proxeccién  envia homeomorficamente o aberto bésico O(U, v) sobre o
aberto U. O

Analogamente, o grupoide de holonomia de F reducido a T pode expresarse
neste caso coma o conxunto

H={(T.v,T)|T.TeT,veDr, T'=T —v}

dotado da estrutura de grupoide seguinte:



40 1. Laminacions e mosaicos

i) a inclusién € : T'— H dada por (T) = (7,0, 7T);
ii) as proxecciéns «, 8 : H — T dadas por o(T,v,T) =T e B(T,v,T") =T;

iii) o conxunto das parellas componibles
HxH={((T,v,T)),(T2,v2,T5)) EHXH|T/ =T }
e a multiplicacion parcial p: H * H — H, dada por:
p((T, o1, T, (Toyv2, T3)) = (Tivn + 02, T3);
iv) a inversién ¢ : H — H dada por «(T,v,T") = (T',—v,T).

Tamén esta dotado da topoloxia xerada polos abertos basicos
OWU,v,U)={ (T, 0, TYeH | (T, TYeUxU, T'=T —v },

onde U e U’ son abertos de T e v pertence en cada caso ao conxunto base Dy
de 7. Cada un destes abertos é o grafo da translaciéon 7, na que o dominio e o
rango son restriciéns de U e U’ respectivamente. Obtense asi un isomorfismo entre
o grupoide de holonomia H e o grupoide dos xermes de I'.

1.2.6 Mosaicos aperiddicos e follas sen holonomia

Interesémonos agora pola caracterizacion dos subconxuntos saturados sen holono-
mia:

Definicién 1.2.25. Un mosaico T dise:

i) periddico se existen p vectores linealmente independentes vy, ...,v, € RP tales
que T—|—U1 — ... :T+Up:T,

ii) aperiddico se T + v # T para todo v € RP non nulo.

Evidentemente hai mosaicos que non son nin periddicos nin aperiédicos. Dende
o punto de vista do tipo de follas que definen, resulta obvio que a o6rbita dun
mosaico periodico é compacta, mentres que a dun aperiodico ten holonomia trivial.
Os mosaicos que non son nin periddicos nin aperiddicos dan lugar a follas non
compactas con holonomia non trivial. Como o conxunto das follas con holonomia
trivial é un G5 denso, os mosaicos aperiddicos forman un subconxunto residual de

T(P).

Por outra banda, convén observar que as follas compactas poden ser illadas ou
non. Consideremos por exemplo o conxunto P formado polas tres prototeselas da

figura [1.11]
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Figura 1.11

Sexa T o mosaico periédico por cadrados e 7, 0o mosaico obtido substituindo cada
cadrado pola unién dos dous triangulos féra dun bloque de lado n. E evidente que
a sucesién de mosaicos 7, converxe ao mosaico 7, e polo tanto 7 é un punto de
acumulacion de calquera transversal T' determinada pola eleccién dun punto base
en cada prototesela. Mais se modificamos os tres lados dun dos triangulos con
lingilietas e os do outro coas ranuras complementarias, obtemos un novo conxunto
de tres prototeselas P’ e agora T é illado en calquera transversal 7" (pois neste

caso By, (T,e ) =T,VR > 1).

En calquera caso, a periodicidade é unha condicion necesaria para que o mosaico
sexa illado:

Lema 1.2.26. Calquera mosaico illado en T € periddico.

Proba. Se 7 é illado en T, entén L+ NT é unién de mosaicos illados, polo que
coincide coa sua clausura. Deste xeito L+ ten que ser compacta, e para isto 7 debe
ser periddico. [

1.2.7 Envoltura dun mosaico repetitivo e aperiédico

A laminacién de Gromov-Hausdorff T(P) e a sia transversal completa 7' poden
ser extremadamente grandes. Como é habitual, compre logo caracterizar os seus
subconxuntos minimais. Lembremos que un subconxunto pechado e saturado dise
minimal se todas as follas que contén son densas.

Definicién 1.2.27. Dado un mosaico 7 € T(P), chdmase envoltura de T &
clausura X = L7 da sta folla Ly = {T —v | v € RP}.

Definicién 1.2.28. Un mosaico T dise:

i) repetitivo [9] (ou posie a propiedade de isomorfismo local [65]) se para cada
motivo M, existe unha constante R = R(M) > 0 tal que calquera béla no mosaico
de radio R contén unha copia por translacion de M, i.e.

VeeR, JveR: M+vC Bz, R);
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ii) uniformemente repetitivo se dado r > 0, existe unha constante R = R(r) > 0
tal que calquera bdla de radio R contén unha copia por translacion de calquera
motivo M de didmetro < r.

Teorema 1.2.29. Para calquera mosaico T € T(P), as sequintes condicidns son
equivalentes:

i) T € repetitivo;

i) T € uniformemente repetitivo;

iii) X € minimal.

Proba. Basta probar (i) < (iii) e (#ii) = (i), pois (ii) = (i) é evidente:

(1) = (iii1) Debemos probar que a 6rbita de cada mosaico 7' € X é densa en X, é
dicir, X' = Ly = X. Como X’ C X, chega con probar 7 € X’ e polo tanto X C X'.
Fixemos r > 0 e tomemos un motivo M que contena & béla B (0, ). Por hipdtese,
existe R = R(M) > r > 0 tal que para cada punto z € RP existe un vector v € R?
tal que:

BT(O,T) +v = BT(U,T’) CM+vC BT(ZE,R)

Por outra banda, como 7' C X existe z € RP tal que:
B7(0,R) = By_,(0,R) = Br(x, R) — x.
En particular:
B7r(0,7)+v —x = By(v,r) —x C Br(z,R) — x = By_,(0, R) = By(0, R),
de onde se deduce:
Br(0,r)+v—x = By(v,r) —x = By_,(v—a,7) = By(v—x,7).
Denotando w = v — x, podemos escribir:
B7(0,7) = Br(w,r) —w = Bpr_,(0,7).

Atopamos logo un mosaico 7' — w € Ly tal que d(7,T" —w) < e ". Isto proba
que T € X' = Ly

(7i1) = (i) Fixado r > 0, definimos o conxunto

Us={T' €eX|3veRl: Br(0,r)+v=Bp(v,r) C Br(0,9)}
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para cada S > r. Estes conxuntos forman unha cobertura aberta de X. Antes de
probar que os Ug son abertos, observemos que os conxuntos

U.r(T)={T'€T(P) | JveRr: ||| <e, R(T, T +v) >R}

forman unha base de vecinanzas de 7. Basta aplicar argumentos similares aos
empregados en §1.2.3. Agora, se 7' € Ug, existe v € RP tal que

BT(07T) tv= BT/(U,T) - BT’(OJT + ||Ul|> - BT’(O7 S)

Tomando S" =r+||v|| e ¢ < S -5, temos que T’ € U, s/(T") C Us. En efecto,
se T" € U.s(T"), existe v" € R? con ||[v”|| < ¢ tal que

BT/(U,’/’) C B7'1<0, S/) = BTHH,//(O, S/)
Logo:

BT(O, ’I") +v= BT’ (U, 7“) = BT”+v” (U, 7") = BT” (’U - ’UH, 7”) + V" C BT”—H}”(Oa S/)

BT” (U — U//, T) C BT”+v”(07 S/) - UN = BT//<—U”, S/>
Asi, se w = v — 0", temos que:
BT(O, 7“) +w = BT//(U),T) - BT//(—U”, S/) - BT//(O, S),

e deste xeito T” € Ug. Por outra franxa, calquera mosaico 7' de X pertence a
algiin aberto Ug. Por hipétese, X é minimal, logo 7 € X'. Polo tanto, para cada
r > 0, existe x € R? tal que:

BT(07T> +r= B’T’(l‘ﬂﬂ) - BT'(Ov S)a

para S =7+ ||z||, e temos que T’ € Us.

Observemos que a cobertura {Us}gs, € mondtona crecente, asi pois, por com-
pacidade, existe R > r tal que Ur = X. Para cada x € RP, existe entéon v € R? tal
que:

B7(0,7) +v = By_,(v,7) C By_.(0, R).

Mediante a translacién por x deducimos:
Br(0,7)+v+x = Br_,(v,r)+ 2 C Br_.(0,R) + 2 = By(z, R).
O vector w = v + x € RP verifica logo:

BT(O, T) +w C BT(iL‘, R)
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Como calquera motivo M esta contido nunha béla centrada na orixe de radio r > 0
suficientemente grande, probamos que 7T é repetitivo.

(731) = (i7) Na proba de (7i7) = (7) atopamos unha constante R = R(M) > 0 que
depende de cada motivo M. Intésanos agora unha constante valida para calquera
motivo M de didmetro < r. Dados r > 0 e x € R”, para cada S > § definimos o
conxunto

Use = {T'€X|30veER” : Br(z,5)+v=Bp(z+v,%) C Br(0,5)}.

Coma antes, deducimos que existe R = R(x) tal que para todo y € RP, existe
v € RP verificando:
BT(J/’, g) +vC BT(yv R)

O mesmo ocorre para cada motivo M contido en By(x,5). Agora ben, como T
é de tipo finito, sabemos que s6 hai un numero finito de motivos de didmetro
< r agéas translacion. Fixemos representantes de tales clases por translacién
My, - -+, M, contidos en bolas de radio 5 centradas en puntos zy, - - - , z,. Para cada
i€{l,...,n} e cada punto y € R?, existe v; € RP tal que M; + v; C By (y, R(x;)).
Como calquera motivo M de diametro < r pode obterse por translacion a patir
dalgin motivo M;, tomando R = max{R(z1), -, R(x,)}, temos:

M +v; —v = M; +v; C Br(y, R(x;)) C Br(y, R)
onde v € R? é o vector tal que M = M; + v. [

Observacién 1.2.30. O enunciado da equivalencia (i) < (ii7) pode verse en [9] e
[65]. Un resultado similar pode verse en [5], [13] e [50] nun contexto algo diferente.

Grazas & proposicién [1.2.22 6 lema e 4 proposicién seguinte, se o con-
xunto de prototeselas P non permite teselar o plano de maneira periddica, calquera
transversal da laminacién de Gromov-Hausdorff T(P) é homeomorfa ao conxunto
de Cantor. Dirase que a laminacién é transversalmente Cantor.

Proposicion 1.2.31. A envoltura dun mosaico repetitivo e aperiodico so contén
mosaicos aperiodicos.

Proba. Razoemos por reduciéon ao absurdo suponendo que a envoltura X dun
mosaico aperiddico e repetitivo T € T(P) contén un mosaico 7' tal que 7' = T'+v
para algun v € R? non nulo. Como X é minimal, entén 7 € X'. Logo, para cada
R > ||v|| > 0, existe x € R? tal que:

Br(0, R) = By_,(0, R) = Bir1)—o(0, R).
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Mais enton:
Br10(0, R = [[v]]) = B7r40)-2(0, R — ||[v]]) = B7(0, R — ||v]]).

Polo tanto, en contra do suposto, 7 non seria aperiodico. [

Combinando isto co teorema [1.2.29] obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.32. A envoltura de calquera mosaico repetitivo e aperiddico T € T(P)
€ un conzxunto minimal, transversalmente Cantor e sen holonomia. ]

1.3 Exemplos

Nos exemplos mais relevantes de conxuntos de mosaicos aperiodicos, o proceso de
construcién dos mosaicos en cuestion permite describir de maneira directa a sia
dindamica medible. Imos analizar algiins destes exemplos co propodsito en mente de
obter un resultado xeral que permita describir a dinamica transversa das lamina-
ciéns definidas por mosaicos.

1.3.1 Os mosaicos de Robinson

En [70], R. M. Robinson describiu un interesante conxunto de 6 teselas que forza a
aperiodicidade. Tratase basicamente de cadrados con modificaciéns nos seus lados e
esquinas que evitan a periodicidade, véxase a figura[[.12] As duas primeiras teselas
denominanse cruces, respectivamente con esquinas e sen esquinas, e as restantes

brazos.

Figura 1.12: As seis teselas de Robinson




46 1. Laminacions e mosaicos

Para describir os mosaicos de Robinson, todos os que se constrien a partir deste
conxunto de teselas, hai outra representacion mais comoda por cadrados decorados
[35], [70], véxase a figura [1.13]

A

A

Yy

~‘V \J

— |

—|—
\J

Figura 1.13: Representacién por cadrados decorados (nomeados, de arriba cara
abaixo e de esquerda a dereita, a, b, ¢, d, e, f).

Cémpre observar que as teselas dos mosaicos de Robinson poden obterse a partir
destas 6 prototeselas por translacién, pero tamén mediante xiros de 90°, 180° e
270° ou por reflexién respecto do eixo de ordenadas. E dicir, estamos falando dun
conxunto P con 32 clases de teselas salvo translacion. Por outra banda, a maioria
dos mosaicos de Robinson son repetitvos, pois poden construirse por medio do
seguinte proceso (véxase [32]):

e Partese dun cruce con esquinas, o que aparece na anterior figura ou algunha
das suas imaxes polos xiros de 90°, 180° e 270°.

e Replicase a peza inicial mediante xiros de 90°, 180° e 270°.

e Engadese un motivo formado por 5 teselas en forma de cruz. Para isto elixese
a peza central, que debe ser un cruce sen esquinas, e as restantes, necesaria-
mente brazos, quedan entén determinadas. Obtense asi un bloque de 3 x 3
teselas.
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Figura 1.14: Bloque 3 x 3

N e

e De xeito andlogo, constriiense bloques de lado 2"t — 1 a partir de bloques
de lado 2™ — 1.

A eleccién dos cruces sen esquinas determina a rexién do plano que se tesela.
Obtemos un cuadrante se fixamos, salvo un nimero finito de cruces, as duas orien-
tacidns: dereita ou esquerda e arriba ou abaixo. Se s6 fixamos unha orientacion,
cara a esquerda ou a dereita, ou cara arriba ou abaixo, e alternamos a outra unha
infinidade de veces, obtemos un semiplano. E o plano completo se non fixamos
ningunha orientacion, e alternamos polo tanto as catro orientaciéons unha infinidade
de veces. Nos dous primeiros casos tamén é posible teselar todo o plano “pegando”
axeitadamente os cuadrantes e semiplanos obtidos cos seus replicados segundo imos
indicar a continuacién (véxase [32] para mais detalle).

Deste xeito, podemos codificar os mosaicos de Robinson repetitivos identifican-
do cada cruce sen esquinas cunha parella de elementos do conxunto {0, 1}, como
na figura [1.15] Cada sucesién o = {a,} € {0,1}" determina unha sucesién de
bloques e polo tanto un mosaico de Robinson, agas no caso das sucesion periddicas
de periodo 00,01, 10, 11, que definen s6 un cuadrante, e doutras que definen s6 un
semiplano. No primeiro caso, asocidmoslle & sucesion a o mosaico obtido pegando
as réplicas do cuadrante mediante unha cruz infinita que ten como tesela central o
mesmo cruce sen esquinas que corresponde ao periodo (véxase a figura . Por
outra banda, se chamamos paridade de 00,01,10 e 11 & suma dos seus elemen-
tos, as sucesions que determinan s6 un semiplano son aquelas que contenien unha
infinidade de veces duas parellas de distinta paridade e s un niimero finito de pare-
llas coa mesma paridade. Neste caso, asociamoslle & sucesién « un mosaico obtido
pegando o semiplano e a sia réplica por medio dun brazo infinito formado por
teselas coa mesma clase salvo isometria que (f) cunha determinada orientacién. Se
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10<—> - > < > <—>OO

11 <« - > «—> Ol

Figura 1.15: Codificacion dos cruces

o semiplano codificado é o dereito (resp. o superior) asocidmoslle o mosaico obtido
pegando cun brazo infinito de teselas coa mesma clase que (f) apuntando cara
arriba (resp. cara a dereita), e se é o esquerdo (resp. o inferior) asociamoslle o mo-
saico obtido pegando con teselas da mesma clase pero apuntando cara abaixo (resp.
cara a esquerda); véxase a figura Obtemos asi unha aplicacién inxectiva ® do
conxunto S = {0, 1} no subespazo X dos mosaicos de Robinson repetitivos. Coma
sempre, a eleccion dun punto base nas seis prototeselas de Robinson determina un
conxunto de Delone en calquera dos mosaicos. Nos correspondentes aos elementos
de &, a orixe esta situada no punto base dalgin cruce sen esquinas e pertence ao
conxunto de Delone. Se chamamos 7' ao conxuntos formado por estes mosaicos,
temos que calquera elemento de X é translacién dun elemento de T'; é dicir, T é
unha transversal completa contida na transversal canonica definida polo conxunto
de Delone. Temos daquela unha aplicacién bixectiva

d:S={0,1} = XnNT.

Estes argumentos mostran a relacién (descrita en [70]) entre os mosaicos de
Robinson e os enteiros 2-adicos, e permitennos precisala dende un punto de vista
dindmico:

Definicién 1.3.1. Sexa {0, 1} o espazo das sucesién binarias dotado da topoloxia
produto da discreta sobre {0, 1}, xerada polos cilindros

Cﬁomﬁn = {O./ S {O, 1}N | @ = Po, -, = Bn}

determinados polas sucesions finitas fy - - - 5, coa que é un conxunto de Cantor.
Dtas sucesions «, § dinse cofinais se os seus termos coinciden a partir dun certo
indice, é dicir, se existe m > 0 tal que «,, = B,, V n > m. Coniécese como mdquina
de sumar binaria ao sistema dinamico clasico xerado pola transformacion

T:{0,1}" — {0,1}"
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A

A

Yy

Figura 1.17: Mosaico obtido a partir dun semiplano replicando e pegando por
medio dun brazo infinito.



1.3. Exemplos 51

Ol e

Figura 1.18: Autémata que representa 4 maquina de sumar binaria.

definida por

T(a)y=1;T(a), =ay, se ap =0
T(a)OZ"':T(a)m—lzo7T(a)m:1;T(a)n:an Seoé():]_7

onde o : {0,1} — {0,1}" é o shift de Bernoulli e m = inf{n € N | a,, = 0}.
A denominacién de maquina de sumar binaria débese a que a transformacién T
coincide coa suma de 1

S:zx€Zly — x+1€7Zy

no anel Z, dos enteiros 2-adicos. A orbita por 1" dunha sucesién « coincide coa sia
clase de cofinalidade, agas no caso das clases de cofinalidade de 000... e 111...,
contidas na mesma orbita. En particular, temos duias relaciéns medibles discretas
sobre {0, 1}V que son esencialmente orbitalmente equivalentes.

Nestes termos, satisfaise:

Lema 1.3.2 ([32]). Dous mosaicos codificados ®(a)) e ®(B) dan lugar ¢ mesma
orbita se e so se a e 3 son cofinais.

Lema 1.3.3 ([32]). A aplicacion de codificacion ® : S — X NT € unha bizeccion
boreliana e aberta.

Lema 1.3.4 ([32]). O mosaicos da imaze de ® construidos sen pegar forman un
subconzunto residual de XN'T.

Podemos enunciar logo a seguinte proposicién en termos borelianos (segundo a

definicién |1.1.20)):

Teorema 1.3.5 ([32]). A dindmica transversa boreliana da envoltura dun mosaico
de Robinson repetitivo esta representada por unha mdquina de sumar binaria, €
dicir, hat unha equivalencia orbital estable entre a suma de 1 nos enteiros 2-adicos
e a relacion de equivalencia inducida sobre a transversal completa T.
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Por outra banda, a relacién cofinal R s sobre & pode dotarse da medida ps
que fai equiprobables todos os cilindros da mesma lonxitude, isto é, a definida por
42 (CBO...Bn) = 2% Como as transformacios parciais de R ¢ estan xeradas polos
homeomorfismos asociados a un par de sucesiéns cofinais que verifican 7(a) = S,

definidos do seguinte xeito

(7); = {ﬁi set<n

. Y
Yi se1>mn

onde n é o indice ao partir do cal a e 8 coinciden, temos que po € invariante por Reof.
De feito, Reor € tunicamente ergodica, € dicir, us é a tinica medida de probabilidade
invariante. En efecto, de existires outra u, dous cilindros da mesma lonxitude
Cag...an_1 € Cay..5, , deben ter a mesma medida, pois unha destas transformaciéns
parciais leva un noutro. Da descomposicién § = |_|ai {01} Cop...0r,, dedticese entén

que ((Cay...an 1) = 3 = 112(Cag.cn )5 1080 1 = pio.
Asf mesmo, non é dificil probar o seguinte resultado (véxase [32]):

Proposicién 1.3.6 ([32]). A relacion de equivalencia inducida pola laminacion do
espazo dos mosaicos de Robinson repetitivos sobre a transversal X N'T € de tipo
11y, isto €, posie unha medida de probabilidade invariante .

Como consecuencia da construcién da aplicacion @, temos entén que:

Proposicién 1.3.7 ([32]). A aplicacion de codificacion ® define unha equivalencia
orbital estable entre a relacion de equivalencia cofinal Reor sobre o espazo S dotado
da medida ps € a relacion de equivalencia inducida pola laminacion do espazo dos
mosaicos de Robinson repetitivos sobre a transversal X N'T' dotada da medida 1.

E daquela:

Teorema 1.3.8 ([32]). A dindmica transversa medible da envoltura de calquera mo-
saico de Robinson repetitivo estd representada pola suma de 1 nos enteiros 2-ddicos.

De feito, empregando as propiedades topoldxicas da apliacién de codificacion &
podemos comprobar que:

Corolario 1.3.9 ([32]). A envoltura de calquera mosaico de Robinson repetitivo é
unicamente ergodica. Il
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1.3.2 Os mosaicos de Penrose por dardos e papaventos

O maéis célebre conxunto aperiédico de prototeselas é o que componen o dardo e o
papaventos de R. Penrose [61], véxase a figura [1.19]

VA

Figura 1.19: O dardo e o papaventos.

Ainda que a literatura sobre os mosaicos de Penrose é abundante, é precisamante
unha idea de R. M. Robinson a que permite construilos de maneira explicita e des-
cribir a sia dindmica global [35]. Todo mosaico de Penrose por dardos e papaventos
correspondese cun mosaico construido a partir de duas teselas triangulares, obtidas
cortando o dardo e o papaventos polos seus eixos de simetria, con certas regras de
pegado (que se poden expresar por exemplo coloreando os vértices).

e

//’////;\\\\\\\

Figura 1.20: Descomposicion en teselas triangulares.

Pegando os dous tridngulos como se mostra na figura[I.2I] obtense un tridngulo
semellante ao pequeno. Cada mosaico correspéndese asi cun mosaico inflado que
se constrie a partir do novo tridngulo e do grande (obtido eliminando no mosaico
as arestas correspondentes a este pegado). Facendo agora que a nova tesela xogue
o papel do triangulo grande, podemos repetir o proceso para obter un novo par
de triangulos que definen un novo mosaico inflado, obtido eliminando as arestas
correspondentes no mosaico inflado anterior.
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Figura 1.21: Inflacién das teselas de Penrose.

Iterando este proceso, describimos un procedemento natural de inflacién no que
se obtén para cada mosaico 7 unha sucesién {T,},en de mosaicos inflados por
triangulos grandes e pequenos. Podemos asociar a cada mosaico unha sucesion
binaria {z, },en tal que z, = 0 se o tridngulo que contén & orixe no mosaico 7, é
o triangulo grande ou z,, = 1 se é o pequeno. E dicir, o termo n-ésimo da sucesion
indica como estd incluida a tesela de 7,, que contén & orixe na tesela de 7,1 na que
estd contida. Como neste proceso recurrente un triangulo pequeno sempre forma
parte dun tridngulo grande na etapa seguinte, estas sucesions non pode conter dous
termos consecutivos iguais a 1.

10001

Figura 1.22: Exemplo dos primeiros pasos da codificacion.
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Pode ser que algunha destas sucesiéns non determine un mosaico de todo o
plano, senén simplemente dun sector, pero podemos obter un mosaico do plano

reflexando e replicando por medio de xiros, véxase a figura |1.23|
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Coma no caso dos mosaicos de Robinson, os mosaicos construidos replicando
forman un conxunto magro de medida nula. Polo tanto, a dindmica medible do
espazo foliado dos mosaicos de Penrose por dardos e papaventos esta representada
pola relacién cofinal sobre o espazo &’ de sucesiéns binarias {z, },en que satisfan

Tp=1= 2,41 =0, cf.[18 35].

Teorema 1.3.10. A dindmica transversa da envoltura dun mosaico de Penrose
por dardos e papaventos estd representada en sentido medible polo automata de
Fibonacci, € dicir, hai unha equivalencia orbital estable entre o espazo de sucesions
S’ e a relacion de equivalencia inducida sobre a transversal completa T.

Equivalentemente, a dindmica medible da envoltura de calquera mosaico de Penrose
esta representada polo autémata da figura [1.24]

@o@bo

Figura 1.24: Autémata de Fibonacci

1.3.3 Os mosaicos de Penrose por poliominés

En [62], R. Penrose describe un conxunto de tres poliominds, pezas compostas por
cadrados unidade pegados lado a lado, ideados a partir dun conxunto aperiédico
de teselas descrito por R. Ammann (véxase [35], paxina 555), e que constitiien
de igual maneira un conxunto aperiddico, véxase a figura O seu propésito é
mostrar que “existen modelos de universo completamente deterministas, con regras
precisas de evolucion, que son imposibles de simular computacionalmente”, como
parte do seu argumento xeral para probar que “a nosa mentalidade consciente non
pode ser completamente entendida en termos de modelos computacionais 7.

L [ ]
Figura 1.25: Os tres poliominés de Penrose, de clase A, B e C.
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E preciso aclarar novamante que se falamos de clases salvo translacién, o con-
xunto aperiodico esta composto por 20 prototeselas: as da figura [1.25, méis as
sias imaxes por unha reflexién e as imaxes polos xiros de 90°, 180° e 270° de
todas elas. Por outra banda, as teselas de clase A actian unicamente a modo de
“grampa”, é dicir, calquera mosaico construido con estas teselas queda determinado
pola disposicién das teselas de clase B e C. Podemos dicir en certo modo que o
conxunto de teselas se reduce as de clase B e C.

A forma de combinar os poliominés de clase B e C' para teselar o plano da lugar
a un conxunto de teselas infladas, que forman xunto coas de clase A un conxunto
de prototeselas equivalente ao de partida.

o
e T

(a) (b)

Figura 1.27: Poliominés inflados; |(b)| Tesela de clase C' da segunda inflacion.

Os poliominds inflados de clase B e C' combinanse de xeito recurrente, obténdose
novas teselas infladas de clase B e C que contenen &s anteriores e que constitiien
novamente coas de clase A un conxunto de prototeselas equivalente. Iterando este
proceso, podemos codificar cada mosaico de Penrose por poliominds da seguinte
maneira:
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e En primeiro lugar, asociamoslle un 0 se a tesela que contén a orixe é de clase
C,eun 1 se é de clase B.

e A continuacién, indicamos como esta incluida esta tesela na tesela inflada
que a contén, segundo o esquema da figura [1.28

101
101 100
010
011 oot 110

000

Figura 1.28: Esquema da codificacién

Observarase que no caso do esquema de clase C', non hai ambigiiidade posi-
ble se tomamos como referencia a orientacién da peza central , pois nin os
poliominés inflados nin os de partida presentan simetrias. Por outra banda,
a terceira das tres entradas de cada un destes codigos indica se a seguinte
tesela é de clase B ou C.

e Dado que o proceso ¢ recurrente, 0 mesmo esquema permite indicar como se
inclie a n-ésima tesela inflada na (n + 1)-ésima tesela inflada que a contén.

Coma no caso dos exemplos anteriores, se modificamos un numero finito de
termos da sucesién, estamos movendo o punto base no mosaico, véxase a figura[1.29|
A dindmica medible estd asi representada pola relacién cofinal no espazo S” das
sucesién binarias coas seguintes restricions:

T3 = 1 => X341 T3n42T3n43 7 111

111

T3n = 0 = T35,11T3n42%3n43 7 § 011
110

Unha vez méis algunha destas sucesiéns poderia non determinar directamente
un mosaico de todo o plano. Por exemplo, a sucesién periddica 0000000000... si o
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fai, mais a 0010010010... s6 determinaria un cuadrante. Non obstante, reflexando
este convenientemente e “grampando” con teselas de clase A onde fora necesario,
podemos obter un mosaico de todo o plano, véxase a figura[l.30] En xeral, podemos
proceder de maneira similar nestes casos para obter un mosaico de todo o plano.

Figura 1.30: Mosaico obtido a partir dun cuadrante

Teorema 1.3.11 ([33]). A dindmica transversa medible da envoltura dun mo-
saico de Penrose por poliominds estd representada polo espazo de sucesions 8" coa
relacion cofinal.

Neste caso, a diferenza dos exemplos anteriores, non resulta inmediato asociarlle
un sistema dindamico clasico que represente a dinamica medible. Non obstante, no
capitulo [2] veremos que isto é posible para calquera mosaico repetitivo e aperiédico
do plano.
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1.3.4 Un exemplo non unicamente ergédico

A relacién cofinal sobre o espazo {0, 1} das sucesién binarias ¢ unicamente ergédica.
En consecuencia, en cada un dos casos ilustrados, a envoltura dun mosaico repe-
titivo e aperiédico admite unha tnica medida ergddica invariante por translacion.
Cabe preguntarse logo se isto sucede en xeral, é dicir, se a envoltura de calquera
mosaico repetitivo e aperiédico do plano é unicamente ergddica.

En [58], J. C. Oxtoby constrie unha sucesién de 0 e 1 nas ddas direccidns
aperiddica e repetitiva @ = (ay, )nez € {0, 1}2 que dd lugar a un minimal de {0, 1}Z
non unicamente ergédico. En [63], S. Petite define un mosaico do plano hiperbélico
con envoltura non unicamente ergddica decorando un mosaico de Penrose do plano
hiperbdlico cunha xeneralizacion da sucesion de Oxtoby. Seguindo esta idea pode-
mos definir un mosaico do plano repetitivo e aperiédico que cumpre a mesma
condicién:

Sexa Ty un mosaico regular por cadrados e sexa ax 8 = (@, Bim)nmez 0 produto
de duas sucesions binarias nas duas direcciéns do minimal de Oxtoby. Identificando
un conxunto de Delone Dy, con Z x Z podemos decorar Ty cos elementos (cv,, Bp,)
do produto o x 3. O mosaico T asi obtido é repetitivo e aperiédico. En efecto, se
To non fose aperiddico, existirfa entén v = (n,m) € Z x Z tal que Ty = To + (n, m).
Pero isto implicaria que 0" (a) = o e 0™() = /3, polo que as sucesiéns « e [3 non
serian aperiodicas e temos unha contradicion.

Para probar que é repetitivo, tomemos un motivo cadrado M de radio < r
e vexamos que existe R = R(r) tal que calquera motivo cadrado de radio < R
centrado en calquera punto (n,m) € Z x Z contén unha copia de M por traslacién.
Suponiamos sen pérdida de xeneralidade que M esta centrado na orixe, logo pode
representarse como

Baxs((0, 0),r) = (az‘,ﬁj)i,j:—r,...,r-

Como « ¢ repetitiva, sabemos que existe B; = Ry(r) tal que a bdla B,(ay, R)
contén unha copia por traslacién de B,(0,7) = a_, ---aq - - - @, centrada nalgin n’
tal que |n —n’| < R;. Analogamente, existe Ry = Ry(r) tal que a béla Bs(B,,, Ra)
contén unha copia por traslacién de Bg(0,7) = 3_,--- - - - 3, centrada en m’ tal
que |m —m/| < Ry. Tomando agora R = max{R;, Ry}, temos que Bayxs((n,m), R)
contén unha copia por traslacion de Bays((0,0),7) centrada en (n',m’). Logo
T é un mosaico repetitivo e aperiédico do plano e a sua envoltura admite mais
dunha medida invariante: calquera das medidas obtidas como medida produto das
distintas medidas invariantes do minimal de Oxtoby.



1.3. Exemplos

63

a_2B2 a_1B2 oo B2 a1 82 g B2
a_2fB1 a_161 apB1 a1 B1 azfB1
a_2f0 a_1f80 aoBo a1 B0 azBo
a_2f_1 a_1B8-1 apgB-1 a1y azfB_1
oa_2B_o a_1B_2 apB_2 1Bz a2

Figura 1.31: O mosaico decorado con duias sucesiéns de Oxtoby arredor da orixe






2. Afabilidade

Unha relacién de equivalencia sobre un espazo totalmente disconexo dise afable
se é unién dunha familia numerable e crecente de relaciéns de equivalencia étales
compactas. A nocién ten sido introducida por T. Giordano, I. Putnam e C. Skau,
[30, 31] e de maneira independente J. Renault [69] como versiéon topoldxica da
nociéon clasica de hiperfinitude. O exemplo prototipo de relacion afable é o da
relacion cofinal sobre o espazo de caminos infinitos dun determinado tipo de grafos
dirixidos, chamados diagramas de Bratteli. De feito, segundo un resultado de [31] e
[69], toda relacién de equivalencia afable é deste tipo, no sentido de que é isomorfa &
relacién cofinal sobre o espazo de caminos dun diagrama de Bratelli. Esta relacion
vén dada esencialmente por un sistema dindmico clasico, denominado sistema de
Bratelli-Vershik, de xeito que calquera relacion afable é orbitalmente equivalente a
unha accion de Z.

O noso obxectivo aqui é demostrar que a envoltura dun mosaico repetitivo e
aperiodico (que suporemos sempre de tipo finito) do plano é afable. Isto quere dicir
que a relacion de equivalencia inducida sobre calquera transversal completa é afable.
Lembremos que en [33] xa probamos que a dindmica medible deste tipo particular
de laminaciéns estd representada por un sistema dindmico de Bratteli-Vershik. O
noso resultado fundamental foi anunciado en [4] (ainda que a proba era incompleta),
e demostrado por T. Giordano, H. Matui, I. Putnam e C. Skau nun contexto
diferente, ainda que equivalente. Concretamente, en [27] proban que toda accién
libre e minimal de Z? sobre un conxunto de Cantor ¢ afable. Neste capitulo imos
presentar unha demostracién diferente. Baseada no esquema descrito en [4], a nosa
proba usa o teorema de absorcién de [28], un importante resultado de extensién
de relaciéns afables clave na proba de [27], mais a diferenza desta non requeriré de
ningiin argumento de convexidade.

Imos comezar precisando o contexto no que traballaremos para a continuacién
lembrar o proceso de inflaciéon das laminaciéns transversalmente Cantor. Na se-
gunda seccién ocuparémonos da nocién de relacion afable e na terceira fixaremos
a nocién de laminacién afable. Finalmente, describiremos un tipo particular de
inflacién que nos permitira demostrar o teorema na tltima seccion.

65
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2.1 Laminacions transversalmente Cantor

Comezamos destacando algunhas particularidades das laminaciéns transversalmen-
te Cantor, un tipo de laminacions que engloba as definidas por mosaicos euclidianos
e no que cobrard sentido a nocién de laminacién afable.

2.1.1 Definicion e dinamica transversa

Sexa (M, F) unha laminacién compacta. Diremos que (M, F) é unha laminacidn
transversalmente Cantor se a sua estrutura transversa estd representada por un
pseudogrupo de transformacions I' do conxunto de Cantor. O seguinte lema implica
de feito que toda laminacién transversalmente Cantor posie unha transversal com-
pleta homeomorfa ao conxunto de Cantor:

Lema 2.1.1 ([52]). Seza I un pseudogrupo de transformacions sobre un conzunto
de Cantor. Se existe un aberto relativamente compacto Y que corta a todas as
['-orbitas, enton existe un aberto compacto que corta a todas as I'-orbitas.

Proba. Se X ¢ un conxunto de Cantor, existen vecinanzas abertas e compactas
arredor de calquera punto de X e é posible recubrir a clausura de Y por unha
familia finita de abertos compactos. A union desta familia finita é un conxunto
aberto e compacto que contén a Y, e polo tanto corta a todas as I'-orbitas. [

Por outra banda, a compacidade de M garante a existencia dun sistema de
xeradores que coa propiedade de zeracion compacta de Haefliger:

Definicién 2.1.2 ([37, B38]). Un pseudogrupo I' de transformaciéns dun espazo
localmente compacto e Hausdorft X dise compactamente zerado se

i) existe un aberto relativamente compacto Y C X que corta a todas as drbitas de
L

ii) existe I'; un sistema finito de xeradores de I'|y tal que cada v € I'y ¢ a restricién
dun elemento ¥ € I' tal que dom~y C dom#.

Dise que o sistema de xeradores I'; é un sistema de xeracion compacta para'Y .

Coémpre lembrar que esta propiedade é invariante por equivalencias de Haefliger,
segin pode verse en [37, [3§].

Observacion 2.1.3. Para probar que o pseudogrupo de holonomia reducido ao eixo
dun atlas dunha laminacién compacta é compactamente xerado chega con refinar o
atlas tomando cartas relativamente compactas, empregando un argumento similar
ao da proba de existencia de bos atlas foliados (véxanse [40] 52]).
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O seguinte resultado describe unha propiedade interesante destes pseudogrupos:

Teorema 2.1.4 ([52]). Seza I' un pseudogrupo compactamente zerado sobre un
conzunto de Cantor X. Se 'Y € un aberto compacto que corta a todas as orbitas de
I', enton calquera sistema de xeracion compacta para Y define unha estrutura de
grafo con funcion de valencia continua.

Proba. Sexa Y un aberto compacto que corta a todas as I'-6rbitas, e sexa I'; un
sistema de xeracién compacta para Y. Por definicién, para cada v € I'y, existe
7 €T tal que dom~y C dom# € J|qgom~- = 7. Temos asi que dom~y C Y é relativa-
mente compacto e podemos cubrilo por unha cantidade finita de abertos compactos
contidos en dom . A unién desta familia finita serd un aberto compacto de X que
denotaremos por X,. Deste xeito, dom~y C X, C dom+, e temos que

dom~y =Y Ndomy =Y NX,.

E dicir, podemos escribir dom v coma unha interseccion de dous abertos compactos
de X. Logo dom~ é un aberto compacto, e en particular pechado. Agora, xa que
a funcién de valencia pode exprésarse como

valp, () = Z (Xdom’y(x) + Xim’Y(x))

yel'r

e dom~y e im~ son conxuntos abertos e pechados, as aplicaciéns caracteristicas
correspondentes son continuas. De maneira que valp, é a suma dun nimero finito
de aplicacions continuas, e polo tanto continua. O]

O feito de que a funcién de valencia sexa continua é unha condiciéon moi restri-
tiva. Tanto é asi, que implica que a dinamica do pseudogrupo é a dunha accion
dun grupo:

Teorema 2.1.5 ([52]). Un pseudogrupo de tipo finito cuza funcion de valencia é
continua € equivalente no sentido de Haefliger a unha accion dun grupo finitamente
xerado. O

Este resultado permite realizar estes pseudogrupos como restriciéns a un Cantor
de pseudogrupos de transformacions sobre a esfera de dimensiéon 2. Para isto chega
con lembrar que calquera homeomorfismo do Cantor en si mesmo pode estenderse
4 esfera bidimensional (véxase o capitulo 13 de [55]):

Corolario 2.1.6 ([52]). Un pseudogrupo de transformacions sobre un conzunto de
Cantor compactamente xerado estd inducido (salvo equivalencia de Haefliger) por
un pseudogrupo de transformacions sobre a esfera bidimensional. O
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Os resultados anteriores permiten demostrar a conxectura de Haefliger no caso
transversalmente Cantor:

Teorema 2.1.7 ([52]). Sexa I' un pseudogrupo de transformacions sobre un con-
zunto de Cantor compactamente zerado. FExiste unha laminacion compacta por
superficies de Riemann (M,F) cuzo pseudogrupo de holonomia € equivalente no
sentido de Haefliger a T.

Por 1ltimo, tendo en conta o corolario [2.1.6]e aplicando os mesmos argumentos que
conducen ao teorema [2.1.7 obtense:

Corolario 2.1.8 ([52]). Calquera pseudogrupo de transformacions sobre un con-
zunto de Cantor compactamente xerado € realizable como un pechado saturado
dunha foliacion de codimension 2 sobre unha variedade compacta.

O espazo de Gromov-Hausdorff descrito na seccién §1.2| e calquera dos seus

minimais son exemplos de laminaciéns compactas transversalmente Cantor. En
[3], [26] e [53] poden verse outros exemplos definidos a partir de grafos repetitivos
e aperiodicos.

2.1.2 Descomposicion por caixas

Como dixemos, o noso proposito é probar que dindmica transversa da envoltura
dun mosaico aperiddico e repetivo do plano esta representada por unha accion
de Z. A. M. Vershik probou en [76] que toda accién minimal de Z sobre un
conxunto de Cantor é un limite inverso de grafos dirixidos. En [9], J. Bellisard,
R. Benedetti e J.-M. Gambaudo demostran que a envoltura de calquera mosaico
aperiodico e repetitivo do plano é un limite inverso de superficies ramificadas planas.
A proba baséase nun proceso de inflacién que permite substituir cada tesela por
un motivo que a contén. En [I0], o mesmo argumento permite a R. Benedetti e
J.-M. Gambaudo estender o resultado a G-solenoides, i.e. laminaciéns transver-
salmente Cantor minimais e sen holonomia definidas por unha accién libre dun
grupo de Lie G. En [6], F. Alcalde, A. Lozano e M. Macho adaptan o proceso
para mostrar que toda laminacién transversalmente Cantor de clase C'*, minimal e
sen holonomia é un limite inverso de variedades ramificadas compactas (véxase o
apéndice . Para aplicar o proceso de inflaciéon neste caso, comezan por estender
o teorema de existencia de triangulaciéns para variedades diferenciables de clase
Ct.

Definicién 2.1.9 ([6]). Sexa (M, F) unha laminacién transversalmente Cantor de
dimensién p e T unha transversal completa. Dise que unha familia de cartas locais
compactas B = {y; : B;—P; x C;}", é unha descomposicion por caizas de M se
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D1. M =%, B;;
D2. Cada transversal C; é un aberto-pechado de T

D3. Se 7 # j, a interseccién de duias caixas B; N B; estd contida na interseccion
dos seus bordos verticais 0,B; = ¢; 1 (OP; x C;) e 0,B; = goj’l(&]P’j x Cj);

D4. Cada placa dunha caixa IB; corta ao sumo a unha placa doutra caixa B;;
D5. O cambio de coordenadas escribese como

B;NB; (z,y) = (Oéij(x)aaz‘j(y))a (1.1)

isto ¢, B; e B; € B intersécanse ao longo de aberto-pechados nas respectivas
transversais.

®i © %-_1

Se as placas de B son p-simplices, a interseccion de duas placas redicese a unha
cara comun. Neste caso, podemos suponer que as aplicacions «;; son bixecciéns
afins e dise que B é unha descomposicion por caizas simpliciais (ou simplemente
unha descomposicion simplicial) de (M, F).

Teorema 2.1.10 ([6]). Toda laminacién transversalmente Cantor de clase C*
admite unha descomposicion simplicial.

O teorema [2.1.10|mostra a similitude do caso xeral co caso dos mosaicos, no que
a descomposicién en caixas vén dada de maneira canoénica en virtude da topoloxia
de Gromov-Hausdorff. Por outra banda, permite aplicar o esquema da proba do
teorema de afabilidade (que imos debullar na seccién ao caso das laminacions
transversalmente Cantor con crecemento polinomial. O obxectivo desta subseccion
serd polo tanto lembrar a proba destes dous teoremas de [6].

Comecemos suponiendo que a laminacién (M, F) esta dotada dun bo atlas fo-
liado A tal que:

Para cada x € M, Star(Star(z,.A), A) estd contida nun convexo xeodésico;

As placas que se intersecan fano de maneira transversa dias a duas;

As transversis locais son espazos compactos;

As transformaciéns de holonomia ;; estan definidas sobre compacto-abertos;

o que temos garantido polo lema [1.1.12] Denotaremos U & cobertura subxacente
formado polos abertos distinguidos U; onde 1 <7 < n.

Para probar o teorema de existencia de descomposicions simpliciais pddese
adaptar unha das probas do teorema de triangulacién de variedades de clase C':
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i) Nervio foliado dun atlas foliado: Se dotamos a M da topoloxia das follas,
temos unha variedade M dotada dun atlas V inducido polo foliado A. O nervio
N (V) da cobertura V é a unién disxunta dos nervios das coberturas por placas
das follas. Lembremos que A/ (V) é un complexo simplicial formado polos simplices
[0, - - -, jk] asociados a sucesiéns finitas jo < --- < ji tales que P;, N---NP;, # 0.
No caso de laminacions transversalmente Cantor, estes nervios son as follas dun
espazo foliado por conxuntos simpliciais Nz(A) e a aplicacién II : N (V) — M
correspéndese cunha aplicacién foliada I1x : Nx(A) — M.

Definicién 2.1.11 ([0, 52]). Sexa A = {p; : U; — P; x X;}", un atlas foliado
de (M, F) adaptado a g. Denominase nervio foliado de A ao espazo foliado por
complexos simpliciais N7(A) definido a partir dunha descomposicién en caixas
B(A) = {A x XA}, onde A = [ig, i1, ...,ik] € N(U) corresponde a unha sucesién
finita 79 < i1 < -+ < 15, tal que ﬂf:o U, # 0 e Xa = ﬂf:o doma;,;,. O espazo
N7z(A) détase da topoloxia feble, de maneira que A C Nx(A) é aberto se e s se
AN(A X Xa) é un aberto para cada A € N'(U). Se dotamos a Nz(A) da topoloxia
das follas, recuperamos o nervio N (V).

Observacion 2.1.12. No caso transversalmente Cantor, podemos suponer que
as transversais locais X; e os dominios das transformaciéns de holonomia o;; son
compactos. Isto implica que Nx(A) é un espazo foliado por complexos simpliciais.
Para comprobar que B(A) é unha descomposicién en caixas simpliciais basta ver
que a estrutura simplicial non varfa nun entorno dos vértices ([0 52]). Fixemos
un vértice x pertencente ao conxunto [i| x X; (identificado con X;) e unha caixa
Ax Xa. Se XX = X;N(A X Xa) = 04:/(XaNdomoy,,), entén A x {y} pertence a
Star(y,.A), para cada y € XX. Aseguramos asi que Star(z, A) x {y} C Star(y,.A)
para y € [ AeStar(z,A) XX. Agora ben, non podemos garantir que estas estrelas non
contenan novos simplices (figura . Para subsanar isto chega con restrinxir a
vecinanza de x tomando

X'= (] XX - U X%,

A€Star(z,A) AEeN (U)—Star(z,A)

Como a cobertura U é finita, o nimero de simplices de N () tamén, e X é asi un
conxunto compacto e aberto en X;. Temos agora que Star(y,.4) = Star(z, A) x {y}
para cada punto y € X,, é dicir, a estrutura simplicial local non varia transver-
salmente.
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Figura 2.1: Estrutura local; Emerxencia de novos simplices

ii) Realizacion do nervio foliado: No caso foliado a aplicacién IT : N (V) — M
provén efectivamente dunha aplicacién foliada Iz : Nz(A) — M continua e sobre-
xectiva [6, 52]:

0-simplices: Para cada vértice [i] x {y} € [i] x X;, definese I1x([7] x {y}) = z; como
o centro z; = ¢; *(0,y) € M da placa o; *(P; x {y}). Obviamente IIr é continua
en restricién ao 0-esqueleto de Nz(A).

1-simplices: Fixemos un punto (z,y) do simplice [¢, j] x {y} C [i,j] X dom 0;; con
i < j. Como Star(Star(x;(y),.A),A) estd contida nun convexo xeodésico, sabe-
mos que existe unha tunica xeodésica minimizante parametrizada proporcional-
mente & lonxitude de arco 7y : [0,1] — M que une I£([i] x {y}) = x;(y) con
I#([7] x {0:;(y)}) = (04 (y)). Definimos entén

Hr(z,y) = 7 (1 = to(2)) = 75 (t(2)),

onde t;(x) é a i-ésima coordenada baricéntrica de x. Obviamente IIx estd ben
definida e é continua sobre o 1-esqueleto de Nxz(A).

k-simplices: Suponamos que Iz estd definida sobre os (k—1)-simplices de maneira

continua, e fixemos un k-simplice A x {y} = [io,?1,...,0] X {y} T A x XA con
ip < i3 < ... < ix e un punto (z,y) # [ig] X {y}. A tnica recta que une [ig]
con z en A corta & 0-ésima cara A = [iy, ds, ..., 9] de A nun tinico punto 2’ de

coordenadas baricéntricas

(0,t1(z)/1 = to(z), ta(2) /1 — to(x), ..., ti(z)/1 — to(x)),

con t;(x) a i-ésima coordenada baricéntrica de x, véxase a figura 2.2l Como
(2, 0445, (y)) pertence ao (k — 1)-simplice JyA X {04yi, (y)} C OA x (), dom 7y,
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[i0]

Figura 2.2: Definiciéon dos k-simplices.

a sta imaxe [Ix(2, 05y, (y)) estd definida. Existe ent6n unha tnica xeodésica mini-
mizante v; ; :[0,1] = M que une ITz([io] x {y}) con IIx(2', 0iy, (y)) € definimos
como antes

r(z,y) =%, 5, (1= to(2)).

Novamante a aplicacién IIx estd ben definida e é continua sobre o k-esqueleto de

Nr(A).

Obtemos asf por inducién a pretendida aplicacién continua Iz : Nz(A) — M.
E claro que se dotamos a Nz(A) e M da topoloxias das follas, a aplicacién Iz
define unha aplicacién continua IT : N (V) — M. Isto gardntenos que IIx é unha
aplicacion foliada sobrexectiva, pois a aplicacion IIx segue sendo sobrexectiva en
restriccion ao p-esqueleto, xa que a imaxe dun simplice de dimensién p+1 é igual &
unién das imaxes das stas caras propias. E dicir, o espazo M esta recuberto polas
imaxes dos simplices de dimensién p.

iii) Construcién da descomposicién simplicial: Imos completar a proba
do teorema mostrando que é posible construir unha aplicacion Il coa seguinte
propiedade:

Lema 2.1.13 ([0, 52]). A aplicacion x : Nr(A) — M € inzectiva en restricion

a cada p-simplice. A imaxe por x de cada caiza simplicial A x X de Nz(A) €
enton unha caiza simplicial de M.

Proba. Chega con examinar o caso dunha caixa A x X do nervio foliado Nz(A)
con A = [ig,i1,...,1,] un p-simplice de N'(U). A proxeccién Il : A x Xp — M
pode levantarse nunha aplicacién afin T : A x X — T(F) que fai conmutativo o
seguinte diagrama:

A X Xp—2F T(F)

\ lexp
IIx
M
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Figura 2.3: Caso dunha restricién non inxectiva.

En efecto, como Star(x,.A) estd contido nunha bola xeodésica de radio suficien-
temente pequeno, podemos definir unha seccion local da aplicacion exponencial.
Para cada y € Xa, a imaxe T(A x {y}) é a envoltura convexa das imaxes por T
dos vértices de A x {y}, con Y([ig] x {y}) = 0. Sexa Ba o conxunto compacto
dos puntos y € X, tales que IIz|axqy) non é inxectiva, ou de maneira equivalente
os vectores Y([i1] x {y}),...,Y([iy] x {y}) non son linearmente independentes.
Cada y € Ba admite unha vecinanza X¥ C Xa tal que Star(z,.A) = Star(y, .A)
para todo z € X¥. Podemos substituir entén os centros I z([i] x {z}) = z;(y)
e as transversais IIx([i]] x XX) C {z;(y)} x X; por puntos Z;(y) e transversais
X; C P; x X, (proxectables sobre XV) tales que Y ([i1] x {z}),,?([zp] x {z})
son linearmente independentes. Pola finitude de N (U) e a compacidade de Ba,
podemos reducir Ba ao conxunto baleiro nun nimero finito de pasos. O

Teorema 2.1.14 ([6, 52]). Toda laminacion transversalmente Cantor de clase C*
admite unha descomposicion en cairas con placas xeodésicamente convexas.

Proba. Como consecuencia do lema anterior, a aplicacién Iz : Nz(A) — M per-
mite realizar a descomposicién en caixas simpliciais de Nz(A) como unha descom-
posicion de M en caixas con placas que son politopos xeodésicamente convexos.
En efecto, se A x Xa e A’ x Xas son dias caixas simpliciais de Nz(A), o lema
anterior permite identificar cada unha delas coa sua imaxe por IIz. En xeral, a
interseccién das imaxes destas caixas non esta foliada en produto, xa que o niimero
de vértices do politopo obtido como intersecciéon dunha placa de IIx(A x Xa) e
unha placa de IIx(A’ x X\ ) pode medrar na vecifianza dun punto. Non obstante,
empregando novamente a invarianza da estrutura simplicial nunha vecinanza dun
vértice da observacion podemos descomponer a intersecciéon nun nimero
finito de compacto-abertos foliados en produto. O

Proba do teorema Segundo o teorema anterior, o espazo M descomponse
na unién dunha familia finita de caixas cuxas placas son politopos xeodesicamente
convexos. Dada unha destas caixa, podemos triangular as sias placas (a0 mesmo
tempo) fixando unha tranversal local formada polos seus centros de gravidade e
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Figura 2.4: Divisién en caixas simpliciais.

unindo estes mediante xeodésicas coas caras de codimension un (que cubren o
bordo vertical). A caixa descomponse asi nunha unién de caixas con placas sim-
pliciais. Para asegurarmos que os cambios de carta sexan afins, basta redefinir 11
reparametrizando cada unha das novas caixas simpliciais. O]

2.1.3 Inflacion

O resultado anterior vai permitir mostrar que o proceso de inflacién descrito por
J. Bellisard, R. Benedetti e J. M. Gambaudo en [9] segue sendo valido para calquera
laminacién transversalmente Cantor, minimal e sen holonomia (véxase [0, 52]):

Definicién 2.1.15. Sexa (M, F) unha laminacién transversalmente Cantor. Unha
descomposicion por caixas B’ obtense por inflacion a partir doutra descomposicion

B se

[1. Para cada punto x pertencente a intersecciéon dunha caixa B € B e unha caixa
B’ € B', a transversal local de B’ que pasa por x esta contida na transversal
local de B que pasa por x;

12. O bordo vertical dunha caixa B’ € B’ esta contido no bordo vertical de B, é
dicir, 0,B" C Upep 0uB;

I3. Para cada caixa B’ € B, existe unha caixa B € B tal que BN B # ) e
d,B' N o,B = 0.

Teorema 2.1.16 ([6,52]). Sexa (M, F) unha laminacion transversalmente Cantor,
minimal e sen holonomia, e sexa B unha descomposicion por caizas de M. Existe
enton outra descomposicion B' que se obtén por inflacion a partir de B.

Proba. Podemos dividir a proba en catro etapas:

1) Eleccion natural dunha métrica: Sexa C = | [|;", C; o eixo da descomposicién
B = {B;}!",. Para cada folla L € F, a traza D = L N C identificase co 0-esqueleto
da correspondente folla no espazo foliado por complexos simpliciais Nz(B). E
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pode dotarse da métrica natural definida por medio da lonxitude dos caminos
no l-esqueleto de Nx(B), isto é, a que corresponde coa métrica natural sobre o
pseudogrupo de holonomia de F reducido a C. Neste caso, para cada par de
puntos z,y € D, a distancia d(z,y) pode expresarse como o minimo nimero de
placas Py,..., P, de B tales que x € P, y € P, e P, NPy # 0 para 1 < i < k.
Ademais, como F é minimal, D é un conxunto de Delone.

2) Reducion da transversal completa: Sexa C' un aberto-pechado contido nun
aberto-pechado C; do eixo C. A minimalidade de F implica de novo que a traza
D’ = LN de calquera folla é un conxunto de Delone. Ademais, tomando C’
suficientemente pequeno podemos suponer que D’ é r-discreto, con r € N tan
grande como sexa preciso.

3) Descomposicion de Voronoi e inflacion: Para cada x € D', sexa V, o conxunto
dos y € D tales que d(x,y) = d(z,D). Como V, # {z} é finito, o conxunto
P = UerI P, é un subconxunto compacto da folla L, que non se reduce & placa
P,. A trivialidade da holonomia de F garante que para cada x € D’ existe unha
vecinanza C’, tal que a inclusion de C! en L, pode estenderse a un mergullo de
P/ x C? en M que define unha caixa B/. Deste xeito, podemos descomponer C’
nunha unién disxunta C] U --- U C} de abertos-pechados e obter unha cobertura
B ={B,....B.} de M por caixas compactas.

4) Eliminacion das interseccions problemdticas: Por construcién, a familia 5’
satisfai as condicions da definicion (e obtense por inflacién de B, sen mais
precauciéns que tomar C’ suficientemente pequeno como para que se cumpra a
condicién , salvo que os interiores de dias caixas B; e B’ poden cortarse. De
darse o caso, existirfa unha transformacién de holonomia ~;; entre B; e B de xeito

que C! poderia descomporierse en dous aberto-pechados C;l e C’;Q tales que:

. ! , .
i) as placas P, que pasan por puntos de C;! non cortan 4 caixa B’;

ii) as placas P} e P}, que pasan por puntos y; € C? e y; = 7i;(yi) € C; cortanse en
placas P, asociadas a puntos y € V,, NV, que equidistan de y; e y;.

., onde IB%;l esta composta das placas
que pasan por puntos de C’;l e ]B%;z das que pasan por puntos de C’;Z pero nas que
se eliminou o interior das placas PP, asociadas a puntos y € V,, NV, (véxase a
figura . Nun nimero finito de pasos chegariase asi unha nova descomposicion
por caixas B = {B,...,B]} obtida por inflacién de B. ]

Poderiamos substituir logo B, por B! e B;?

Corolario 2.1.17 ([0, 52]). Seza (M,F) unha laminacion transversalmente Can-
tor, minimal e sen holonomia. Para calquera descomposicion por caizas B de M,
existe unha sucesion de descomposicions por caivas {B™},en tal que BY = B
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7
B :B/7 B

J i J

Figura 2.5: Recorte das caixas.

e BUHY obtense por inflacion de B™. Ademais, é posible tomar a sucesidn de
descomposicions B™ para que a interseccion dos eizos C™ se reduza a un tinico
punto. ]

2.2 Relacions afables

O concepto de relacion hiperfinita aparece por vez primeira no traballo de J. Feld-
man e C. C. Moore [24], ainda que esta xa implicito nos anteriores de H. A. Dye
[21, 22] e V. A. Rohlin [71] no contexto dos sistemas dindmicos clésicos. As nociéns
de relacién aprorimadamente propia e aprorimadamente finita, versions topoldxicas
da hiperfinitude, foron introducidas mais recentemente por J. Renault [69] e, de
maneira independente, T. Giordano, I. Putnam e C. Skau [30, B1]. O propdsito
desta seccion é recapitular as propiedades deste tipo de relacions, que imos consi-
derar no contexto das laminaciéns transversalmente Cantor. Para comezar, expli-
citemos a definicién de relacién hiperfinita.

2.2.1 Relaciéns hiperfinitas

Unha relacion de equivalencia medible discreta R sobre un espazo boreliano estandar
X dise finita se as stas clases de equivalencia R|[x] son finitas, ou de maneira
mais xeral se fixada p unha medida de probabilidade case-invariante, isto sucede
para pu-case toda clase. Neste caso, R poste un dominio fundamental, é dicir,
un subconxunto boreliano DCX que corta a cada clase de equivalencia nun tnico
punto. En efecto, dotando a X dunha orde, podemos definir D coma o conxunto
formado por cada un dos puntos minimos de cada clase, que asi definido é neste
caso un subconxunto boreliano.

Definicién 2.2.1. Unha relacion de equivalencia medible discreta R sobre X dise
hiperfinita respecto dunha medida de probabilidade case-invariante y se existe unha
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sucesion de relaciéns de equivalencia finitas
RiCRy,C---CR,C---CR

tal que R[z] = iR, [z] para p-case todo € X. De maneira equivalente [19, 24],
R ¢é hiperfinita se existe unha transformaciéon medible ¢ : (X, u) — (X, ) tal que

R ={(z,¢"(x)) | x € X,n € N}

salvo nun conxunto p-nulo.

Un remarcable resultado de A. Connes, J. Feldmann e B. Weiss establece que a
hiperfinitude dunha relacién de equivalencia medible discreta é equivalente a sia
promediabilidade [19]:

Definicién 2.2.2 ([19]). Un sistema de medias locais para unha relacién de equi-
valencia medible discreta R é un sistema m = {m,},cx de medias m, sobre as
clases de equivalencia R[z] (onde cada media m, é un funcional lineal positivo e
unitario en [*(R[z])*) tal que:

i) m é invariante: se (z,y) € R, entén m, = m,;

ii) m é medible: se f: R — R é unha funcién medible, entén tamén o é a funcién
m(f) : X — R definida por m(f)(z) = m,(f(x,")).

A relacion de equivalencia R dise promediable cando poste un sistema de medias
locais.

No seguinte enunciado recopilanse esta e outras equivalencias [8, [19, [44), [45]:

Teorema 2.2.3. Sexa R unha relacion de equivalencia medible discreta sobre X.
As sequintes condicions son equivalentes:

i) R € hiperfinita;
it) R € promediable;

i11) Eziste unha sucesion {\, }nen de sistemas medibles de medidas de probabili-
dade Nt sobre as clases de equivalencia R|x], tal que |N2 — Ne||y — 0 para
p-case todo x € X e todo y € R[z|;

iv) Existe unha sucesion {\, }nen de sistemas medibles de medidas de probabilida-
de \- sobre as clases de equivalencia R[x], tal que fDom(’y)”A'le_)\,TyL(x)Hldlu —0
para cada transformacion parcial .
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A equivalencia (i) < (i7) é o nomeado Teorema de A. Connes, J. Feldmann e
B. Weiss [19]. As condiciéns (iii) e (iv) conécense indistintamente como criterio
de Reiter, por analoxia cos grupos finitamente xerados [59]. Para relaciéns de
equivalencia medibles discretas foron introducidas por V. A. Kaimanovich (véxanse
por exemplo [44] [45]). Destaquemos que se R ¢é hiperfinita, ¢ doado concluir que é
promediable vendo que cumpre o criterio de Reiter. En efecto, podemos definir a
sucesion { A, fnen dos sistemas das medidas de probabilidade obtidas normalizando
a medida de contar sobre as clases das relacions finitas R,,, i.e. as dadas como

|B N Rol]]

M) =R

para cada boreliano B C R, [z]. Asi definido o sistema é obviamente asintéticamente
invariante. Ademais é medible, pois a funcion

M(f) 12 € X — M(f)(2) = N2(f /fcw—

¢ medible calquera que sexan n € N e a funcién f : R — R. Partindo desta idea,
Y. Carriere e E. Ghys proban en [I7] que, no caso anterior, p-case toda clase de
equivalencia é Folner. Dada entén f : X — R unha funcién intregrable, para cada
n €N, a funcién f : X — R definida por

f@)

ij

yERn[w]

satisfai [ fdu = [ fdu. En efecto,

[T = [ o 3w = [ e 3 w)in

YER 2]
R ) = [ £t

Deste xeito, denotando OR,, = |J, .y ORn[x] e considerando a sucesién das funciéns
fn = Xor,,, temos que

< oy _ H#ORu[z]

e polo tanto

/ Fodp = / Xor.di = (OR,).
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E como lim,, o #(0R,) = 0, polo lema de Fatou tense que liminf,, iﬁ?g} =0

para p-case todo z € X, o que implica que p-case toda clase é Folner.

O reciproco non é certo, en virtude dos contraexemplos construidos por Kai-
manovich [45]. Non obstante, F. Alcalde Cuesta e A. Retchman proban en [7] que
se ten o reciproco se engadimos a condicién de minimalidade.

2.2.2 Relaciéns étale compactas

O primeiro paso para introducir a nocién de relacion afable consiste en fixar o
analogo das relaciéns finitas no caso topoléxico (véxanse [31), [69]). Sexa R unha
relacion de equivalencia étale sobre un espazo X localmente compacto, Hausdorff e
segundo numerable. Suponamos, como ¢ habitual, que R tamén ¢é localmente com-
pacto e Hausdorff. A diagonal A C X xX é entén un subconxunto aberto-pechado
de R.

Definicién 2.2.4. Dise que R é étale compacta (REEC en abreviatura) se o con-
xunto R — A C X xX é compacto. Se X é compacto, R é compacta se e s6 se o
seu grafo R C X xX é compacto.

Lema 2.2.5 ([31]). Se R ¢é unha REEC sobre X, entén cumpre as seguintes
propiedades:

i) R € un subespazo topolézico de X x X ;
ii) R € un pechado de XxX e X/R é Hausdorff;

iii) R € uniformemente finita, i.e. existe N > 1 tal que #R[z] < N, Vx € X.

Proba. (i) Por compacidade, a inclusién ¢t = f x a : R — A — XxX ¢é unha
identificacién pechada. Logo (i) séguese de que as topoloxias inducidas por R e
X x X sobre A son a mesma.

(74) En particular, R é pechado en X xX. Por outra banda, a proxecciéon canénica
m: X — X/R é aberta. En efecto, para cada aberto U de X, o saturado
71 (m(U)) = a(B~H(U)) é aberto en X /R, xa que as proxecciéns a e 3 son abertas.
O espazo cociente X/R é entén Hausdorff por ser R pechado.

(7i1) Para todo par (z,y) € R, a proxeccién 3 : R — X restrinxese nun homeomor-
fismo dunha vecinanza de (x, y) en R nunha vecifianza de z en X. Por compacidade,
o conxunto R — A pode recubrirse por un numero finito N’ de tales vecifianzas.
Para todo x € X, tense daquela que #R[z] < N'+1=N. ]
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Proposicion 2.2.6 ([5]). Se R é unha relacion de equivalencia étale nas condicions
fixadas, as sequintes condicions son equivalentes:

i) R € unha REEC;

ii) R € propia no senso de [69] (i.e. X/R € Hausdorff e a prozeccionm: X — X/R
¢ un homeomorfismo local) e trivial fora dun compacto;

iii) B: R — X € propia e R € trivial fora dun compacto.

Proba. Probemos (i) < (i) e (i) < (ii1):

(i) < (i) En primeiro lugar, polo lema precedente X /R é Hausdorff. Consideremos
Xo=a(R—A) =F(R—A) o compacto obtido como a unién das clases de equiva-
lencia que non se reducen a un punto. Evidentemente, a proxeccién 7 : X — X/R
envia homeomorficamente X — X sobre a sta imaxe. Podémonos reducir logo
ao caso no que X é compacto. Como os grafos das transformacions parciais de
R son abertos de R en restricién aos cales as proxeccions « e  se convirten en
homeomorfismos, por compacidade o grafo de R estda recuberto por un nimero
finito de tales biseccions. Todo punto de X pertence entén a un aberto U tal que
71 (7(U)) é unién das imaxes ¢(U) de U por un ntmero finito de transformacién
parciais ¢. Por analoxia coas acciéns de grupos finitos, substituindo U por unha
vecinanza mais pequena, podemos suponer que as imaxes ¢(U) son disxuntas. A
proxeccion 7 é pois un homeomorfismo en restricién a U.

Para probar o reciproco, notemos que R — A C Rﬁg = a HXy) N B Xp) se
R é trivial féora dun compacto Xy, polo que podemos restrinxirnos de novo ao caso
no que X é compacto. Agora, se X/R é Hausdorff, R é pechado en X x X logo
compacto.

(1) & (4i1) Se R — A é un subespazo compacto de X x X, para cada compacto K
de X tense que S71(K)NR — A é compacto, logo
BHUE)= B K)NR—-A)U(KxKNA)

é un compacto. Reciprocamente, se 5 : R — X é propia e trivial féra dun compacto
X, entén S71(Xp) = R — A é un espazo compacto coa topoloxia coa que R é unha
relacion de equivalencia étale, que non é necesariamente a topoloxia relativa de
X xX. Non obstante, a topoloxia de R ¢é necesariamente mais fina que a relativa de
X x X, polo que temos entén que R — A é compacto como subespazo de X x X. [

2.2.3 Relaciéns afables e diagramas de Bratteli

A nocion de relacion de equivalencia afable formulase agora como segue:
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Definicién 2.2.7 ([31],[69]). Unha relacién de equivalencia R definida sobre un
espazo totalmente disconexo X dise afable se existe {R,, } nen unha sucesién crecente
de REEC’s tal que R = |J,,cy Rn- Se dotamos a R da topoloxia limite inductivo
(de maneira que U é aberto en R se e s6 se U NR,, é aberto en R,), entén
R = ligan ¢ unha relacién de equivalencia §-discreta aprozimadamente finita (AF
en abreviatura).

Evidentemente, se unha relacion de equivalencia é afable, enton é hiperfinita respecto
de calquera medida case-invariante. O exemplo prototipo de relacion afable é a
relacion cofinal sobre o espazo de caminos dun determinado tipo de grafos, os
diagramas de Bratteli.

Definicién 2.2.8. Un diagrama de Bratteli [30,31] é un grafo orientado B = (V, E)
tal que os conxuntos de vértices V e arestas E admiten sendas descomposicions
V=_l,50Vn € E =|],5¢ En como uniéns numerables de subconxuntos finitos V,,
e E, non baleiros tales que, para toda aresta e € E,, a orixe a(e) € V;, e o extremo
B(e) € Vyy1. Esixese ademais que non existan vértices v tales que a~*(v) = (). Por
outra banda, chamase vértice de partida de B a un vértice v tal que S (v) = 0.
Se o diagrama de Bratteli non poste mais ca un vértice de partida vy € Vj dise
estaindar. Un diagrama de Bratteli estandar é simple se para cada n € N existe
m > n tal que se contraemos telescopicamente o diagrama entre os niveis m e n,
cada vértice v € V,, estd conectado a un vértice w € V,,.

Sexa v € V,, un vértice de partida de B e

Xy ={ (ens ent1,€ni2,...) | alen) = v, alei1) = Ble;), Vi=n }

o conxunto de caminos infinitos de B que nacen en v. E un espazo compacto e to-
talmente disconexo coa topoloxfa inducida pola topoloxia produto de ' = | |, E;
xerada polos cilindros aberto-pechados da forma
Coronim =1 (e eriq,) €EXy | € =€nyis€in = €nim }

nos que «(e,) = v. Chamase espazo de caminos infinitos de B 4 suma topoldxica
X = | | X, dos espazos de camifios infinitos de B que nacen en vértices de partida
de B. Esta dotado da relacién de equivalencia cofinal Rz que identifica dous
caminos (e, ent1,...) € (e, €. .1,...) se existe un enteiro N > m,n tal que
e; = €, para todo i > N. A relacién de equivalencia Rp ¢ afable, pois é a unién
das relacions de equivalencia compactas

Ry ={ ((en, i1, ), (€€ 1,...)) | mn<Nee =é paratodoi > N }.

m’ “m+1

O seguinte resultado mostra que de feito toda relacion de equivalencia afable é
deste tipo:
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Teorema 2.2.9 ([31, 69]). Sexa R unha relacion de equivalencia AF sobre un
espazo totalmente disconexo X. FExisten un diagrama de Bratteli B e un homeo-
morfismo ¥ : X — Xg que define un isomorfismo entre R e Rg. Se X é compacto,
B pode suponerse estandar.

Proba. Imos reproducir a proba de [69] para o caso compacto. A proba do caso
xeral, que difere en certos detalles técnicos pero segue o mesmo esquema, pode
verse en [31]. En primeiro lugar, lembremos que se 7 : X — Y é unha aplicacién
sobrexectiva, s C X ¢é unha seccién de 7 se a restricién de 7w a s é inxectiva. Unha
particion § de X por seccions de m dise unha particién de 7 se para cada par
de secciéns s,8' € S, ben 7(s) N w(s’) = 0, ou ben 7(s) = w(s’). A proxeccién
.S = {7n(s) | s € S} é entén unha particién de Y. Se X é compacto e totalmente
disconexo e m un homeomorfismo local, dada unha particién de X por abertos
pechados, existe sempre unha particién de m que a refina.

Centrandonos no noso caso, sexa R unha relacién AF sobre X compacto e total-
mente disconexo. Por definicién, existe { R, },en unha sucesion crecente de REEC’s
tal que R = hﬂRn Para cada n € N, denotemos X,, = X/R,enm,: X — X, a
aplicacion cociente. Consideremos tamén as proxecciéns

Tn—1,n - Xn—l — Xn

tales que m, = m,_1,0m,—1. Para cada n > 1, existe unha particién S, do grafo
de m,_1, por seccidns aberto-pechadas s, definidas sobre abertos de X,,_; (cos
que se identifican) e que refina & particion (m,-2,-1)+«Sn—1. A sucesién de parti-
ciéns {8, }nen define un diagrama de Bratteli B = (V, E) do seguinte xeito: sexa
Vo = {vo} un tnico vértice e para cada n > 1, V,, = (m,—2,-1)+Sn—1, £, = S, € se
Sp € Sy, a orixe a(s,,) é o elemento de (m,—2,-1)+Sp—1 que contén a s, e o extremo
B(sn) = Tpn-1(5n). Sexa agora Rp a relacién cofinal sobre o espazo de caminos
infinitos Xz do diagrama de Bratteli B. Cada elemento de Xz é unha sucesion
(Sn)nen tal que, para cada n € N, s, é un aberto-pechado de X, 1 e s,41 estd
contido en 7, ,—1(s,). A aplicacién ¥ : X — X que asocia a cada x € X sucesién
(Sn)nen tal que s, € S, e contén a m,_1(z). Tomando {S,},en de maneira que
{(7mn_1)71(8,) }nen sexa unha base para a topoloxfa de X, ¥ induce un isomorfismo
entre as relacions de equivalencia R e Rp. O

Observacion 2.2.10. Como se puido observar, a proba do teorema [2.2.9| é cons-
trutiva e pon de manifesto que o diagrama de Bratteli correspondente contén in-
formacion sobre como se van incluindo as R,-clases nas R, i-clases. Os exemplos
da seccién tamén ilustran este feito.
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2.2.4 Sistemas de Bratteli-Vershik

Un diagrama de Bratteli ordeado [30] é un diagrama de Bratteli xunto cunha
relacion de orde parcial en F tal que dudas arestas e, e’ son comparables cando
B(e) = B(e'). Noutras palabras, temos unha orde total para cada conxunto 37!(v)
dos caminos que rematan nun mesmo vértice v € V — V. Un diagrama de Brattel:
ordeado simple é un diagrama de Bratteli simple, ordeado de maneira que existe
un unico camino infinito v,,.. € Xp no que todas as arestas son maximas para a
relacion de orde e un tinico camino infinito v,,;, € Xz con todas as arestas minimas.

Se Xz é o espazo de caminos infinitos dun diagrama de Bratteli ordeado simple,
definese un homeomorfismo Az : X — Xpg, denominado aplicacion de Vershik, do
seguinte xeito. Para vmaz, definese Ag(Vmaz) = Ymin. Para v = (e1,€2,...) # Ymaz,
considérase k o menor natural tal que e, non é unha aresta maxima de F, e f; a
aresta inmediatamente maior que ex. Témase (fo, f1,. .., fx) 0 Gnico elemento en
Egyo---oFE,_1 que conecta vy con a(fk) € Vi e no que todas as arestas son minimas,
e definese entén

As(7) = As((er, ez, ...)) = (fo, fio oo fro €ra1s €rgas oo )

A aplicacién de Vershik define deste xeito un sistema dinamico minimal sobre Xz,
denominado sistema dinamico de Bratteli- Vershik.

As 6rbitas do sistema dindmico de Bratteli-Vershik (X, Ag) estan determinadas
polas clases de equivalencia da relacion cofinal, agas no caso das clases de cofinali-
dade de Yimaz € Ymin, que se “pegan” pola accion de Ag. Un exemplo clasico desta
situacion é unha mdquina de sumar binaria, isto é, o sistema dindmico cldsico sobre
o espazo de sucesiéns binarias {0, 1} xerado pola aplicacion suma de 1 (definida
como a conxugada da suma de 1 no anel dos enteiros 2-adicos), no que as érbitas
coinciden coas clases de cofinalidade, agéds para as sucesions 000... e 111..., que
pertencen a unha mesma Orbita pero representan distintas clases de cofinalidade.

Teorema 2.2.11 ([31]). Sexa Xp o espazo de caminos infinitos dun diagrama de
Bratteli simple B. Sexan v e ' dous caminos infinitos non cofinais. Eziste unha
relacion de orde parcial en E que fair de B un diagrama de Bratteli ordeado simple,
de maneira qQue Y = Ymaz € Y = Ymin- Deste xeito, a correspondente aplicacion de

Vershik preserva as clases de cofinalidade, agds A\g(y) = 7'

2.3 Laminacions afables

Antes de abordar o teorema de afabilidade, imos fixar a nocién de afabilidade no
contexto das laminacions transversalmente Cantor. Temos dias posibilidades, ben
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en funcién da relacién inducida sobre unha transversal completa, ou directamente
por medio da relacién que definen as follas.

2.3.1 Laminaciéns transversalmente afables

Como dicimos, en primeiro lugar podemos definir o caracter afable por medio da
relacion de equivalencia inducida sobre unha transversal completa:

Definicién 2.3.1. Sexa (M, F) unha laminacién transversalmente 0-dimensional
compacta e sen holonomia. Diremos que (M, F) é afable se postie unha transversal
completa T' tal que a relacion de equivalencia R inducida sobre ela por F é AF.

Observacion 2.3.2. Esta definicién pode estenderse empregando grupoides e gru-
poides locais no lugar de relacions de equivalencia para eliminar a condiciéon de
trivialidade da holonomia. Non obstante, isto non sera necesario para o proposito
desta memoria.

A definicion de laminacion transversalmente afable é coherente, é dicir, non depende
da eleccién da transversal:

Teorema 2.3.3. Se a relacion de equivalencia R inducida por F sobre algunha
transversal completa T é AF, enton tamén o € a relacion R’ inducida sobre calque-
ra outra transversal completa T'.

Proba. Por hipétese, existe unha sucesién crecente de REEC’s R,, sobre T' tales
que R = limR,,. Vexamos como definir a partir desta unha tal sucesién para R’'.
Para maior claridade, distinguiremos tres casos:

1) T" € unha transversal completa aberto-pechada en T': A relacién de equivalencia
R =Rlp =RN(T'xT")

¢ o limite indutivo das REEC’s R,,|7» = R, N (T"xT").

2)T' é unha transversal completa compacta: Existe ® equivalencia de pseudogrupos
de (I",T") en (I',T) formada por unha familia finita {¢1,..., ¢} de transforma-
ciéns con dominios e rangos aberto-pechados contidos en 7" e T respectivamente
de maneira que 17" = |_|f:1 dom ;. Logo, para cada n € N, podemos definir sobre

T" a REEC seguinte
k

R, = | (eixe;) " (Ra).

1,j=1

Por construcidn, a sucesion {R], }nen é crecente e R’ = th;L
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3)T" € unha transversal completa: Pola o-compacidade de T", existe { K,,, } sucesion
crecente de compactos tal que 7" = | J,, .y Km- Sexa ® unha equivalencia de pseudo-
grupos de (IV,T") en (I',T). Podemos suponer novamente que os elementos de
® posten dominios e rangos aberto-pechados. Existe agora unha familia finita

{o1,- -, ok, } C ® tal que K7 = f;l dom ¢;. Neste caso, definimos en primeiro
lugar
k1
Ry = (| (pixey) H(R1) U A,
ij=1

que segue sendo unha REEC sobre T’. Empregando os mesmos argumentos,
podemos tomar unha nova subfamila finita {@1, ..., Ok, Ok 41, -- -5 Pk, + tal que
Ky, = |_|fi1 dom ;. Definimos a continuacién

ko
Ry = (| (pixe) ' (Re)) U AL

3,j=1

que por construcién é unha REEC sobre 7" e satisfai R} C R). Por inducién,
obtemos coma nos casos anteriores unha sucesién crecente de REEC’s {R] },.en tal
que R = limR;,. O

Observacion 2.3.4. O teorema anterior mostra que a afabilidade é unha propie-
dade transversa.

2.3.2 Relacions e laminacions AC

Outra posibilidade para decidir se unha laminacién (M, F) ¢é afable consiste en
facelo en funcién da relacion de equivalencia definida polas follas sobre o espazo
total M. E dicir, tratase de dar unha version topoloxica da nocién de laminacion
hipercompacta de [12].

Definicién 2.3.5. Sexa R unha relacién de equivalencia topoldxica sobre un espazo
localmente compacto e Hausdorft M, que suporemos sempre localmente compacta e
Hausdorff. Diremos que R é compacta se é trivial féra dun compacto e a proxeccion
B : R — M é propia.

Lembremos que unha aplicacién entre espazos topoléxicos f : X — Y é propia [14]
se ¢ unha aplicacién pechada e a fibra f~!(y) de cada punto y € Y é un compacto
en X. Se X e Y son Hausdorff e Y é localmente compacto, entén f é propia se e
s6 se a imaxe inversa f~1(K) de cada compacto K C Y é un compacto en X.

Lema 2.3.6. Se M ¢é compacto, a relacion R € compacta se e sO se € un espazo
topoloxico compacto.
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Proba. Se 3 : R — M é propia, entén 3~'(M) = R ¢é un compacto. Recipro-
camente, para cada compacto K en M, $71(K) é un pechado en R, logo com-
pacto. ]

Observacion 2.3.7. Nétese que no lema anterior R é un espazo compacto coa
topoloxia que a convirte nunha relacién de equivalencia topoloxica, que non € ne-
cesariamente a topoloxia relativa de M xM. E dicir, que R sexa un compacto
de M xM coa topoloxia relativa non é condicién suficiente para que R sexa unha
relacion compacta. Non obstante, como xa observamos na proba da proposicion
[2.2.6] si é condicién necesaria, pois a topoloxia de R é mais fina que a relativa de
Mx M.

Como consecuencia do lema [2.2.6] a definicion [2.3.5|é unha extension da defini-
cion E dicir, se R é unha relacién de equivalencia étale, entéon R é compacta
se e s6 se ¢ unha REEC. A definicion de relacion AF esténdense agora como cabe
esperar:

Definicién 2.3.8. Diremos que R é unha relacién aprozimadamante compacta (AC
en abreviatura) se existe unha sucesion crecente de relaciéns compactas R,, tales
que R = ImR,.

A relacion de equivalencia R inducida polas follas dunha laminacion sen holono-
mia (M, F) pode dotarse dunha topoloxia que a convirte nunha relacién topoléxica.
De maneira explicita, dados dous abertos distinguidos U = P x T e U' = P' x T’
e un elemento do pseudogrupo de holonomia v : T — T’, definese un aberto
basico O(U,U’,~) coma o conxunto das parellas (z,z') de M x M tales que se
x € U pertence & placa de zg, entén 2’ € U’ pertence & placa de y(xp). Podemos
introducir daquela a seguinte definicion:

Definicién 2.3.9. Sexa (M, F) unha laminacién sen holonomia. Diremos que é
aprozimadamente compacta (AC) se o é a relacién de equivalencia R inducida por
F sobre M.

Observacion 2.3.10. Novamente, como no caso da definicion poderiamos
eliminar a condicién de trivialidade da holonomia empregando grupoides e grupoi-
des locais no lugar de relaciéns de equivalencia.

Esta definicién é en efecto unha extensiéon da definicion .31k

Lema 2.3.11. Sexa (M, F) unha laminacion transversalmente 0-dimensional com-
pacta e sen holonomia. Se (M, F) é AC, entdn € afable.
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Proba. Sexa R a relacién de equivalencia inducida por F sobre M e {R, }nen
a sucesion crecente de relacions compactas sobre M tales que R = hgan Dada

calquera transversal completa aberto-pechada T, temos que R|r = R N (T'xT)
¢ unha relacién de equivalencia étale sobre T'. Para cada n € N, a subrelacién
Rulr = R, N (TXT) segue sendo étale. Ademais, o grafo R, N (T'xT) é un
subconxunto compacto de T'xT', xa que R, é compacto en M x M e T é un
compacto. Logo R coincide co limite inductivo das REEC’s R, |r e polo tanto é
unha relacion afable. m

E en virtude do teorema de existencia de descomposiciéns simpliciais de [6, 52], no
caso dunha laminacién de clase C! temos o reciproco:

Lema 2.3.12. Sexa (M, F) unha laminacion transversalmente 0-dimensional com-
pacta e sen holonomia de clase C'. Se (M, F) ¢ afable, entén é AC.

Proba. Sexa T o eixo dunha descomposicién simplicial B = {p; : B; — P; x C;}™,
de (M, F) e sexan R e R|r as relaciéns de equivalencia inducidas por F sobre M
e T respectivamente. Por hipétese, existe {R,}neny unha sucesién crecente de
REEC’s tal que R|p = thn Para cada n € N e cada z € T, consideremos
Py = UyeRn[x] P,, onde P, é a placa da descomposicién B que pasa por y € T,
e tomemos U,, unha %—Veciﬁanza do bordo vertical de B en M. Podemos definir
agora a relacion de equivalencia sobre M dada por

Roa] = Pr—U, sex¢U,
) 2 sexel,

coa topoloxia inducida pola topoloxia de R. Por construcién, as ﬁn son relaciéns
compactas e R = hérﬂ/én En efecto, de existir x € M tal que R[z]| # hﬂﬁn ],
entén necesariamente Rlr[a’] # limR,[2'] para algin 2’ € R|r[z]. Probamos asi
que (M, F) é unha laminacién AC. O

Combinando os dous resultados anteriores obtemos o seguinte:

Teorema 2.3.13. Seza (M, F) unha laminacion transversalmente 0-dimensional
compacta e sen holonomia de clase C*. Entén, (M,F) é afable se e s6 se é AC.

2.4 Afabilidade da envoltura dun mosaico aperio-
dico e repetitivo do plano

Sexa X a envoltura dun mosaico plano 7 € T(P) aperiédico e repetitivo, dotada
dunha estrutura de laminacion transversalmente Cantor, minimal e sen holonomia.
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Fixemos 7" unha transversal canénica de T(P) (definida pola eleccién dun punto
base en cada prototesela de P) e sexa R a relacién de equivalencia inducida sobre
a transversal completa X = XN 7T. Como xa se dixo, o seguinte resultado foi
anunciado en [4], ainda que a proba era incompleta:

Teorema 2.4.1 (Teorema de afabilidade [27]). A envoltura dun mosaico repe-
titivo e aperiodico do plano € afable.

Imos presentar agora unha demostracién baseada no esquema de [4] que non
precisara de ningin argumento de convexidade. Comecemos describindo o esquema
xeral de [4]:

i) O primeiro paso consiste en empregar o proceso de inflacion ilustrado en §2.1.3)
para construir unha sucesién crecente de REEC’s R,, que defina unha subrelacion
AF R, = thn aberta en R.

ii) A continuacién introducimos a nocién de bordo de R, para estudar o subcon-
xunto de X no que R non coincide con R.,. Tratase dun subconxunto magro cuxa
saturacion contén todos os puntos con R..-clase distinta da sia R-clase.

iii) Para concluir aplicando o teorema de absorcién de [28], debemos probar que
o bordo é R..-fino. Pero tamén que toda R-clase se divide ao sumo nun nimero
finito uniformemente limitado de R..-clases.

Precisamos agora con mais detalle as distintas etapas. Na proxima seccién imos
describir un novo proceso de inflacién, que denominaremos inflacion de Robinson
por estar inspirado no proceso de inflacién natural dos mosaicos de Robinson, que
nos pora en condiciéns de aplicar o teorema de absorcion.

2.4.1 Construcion dunha subrelaciéon AF mediante inflacion

No caso da envoltura dun mosaico, o proceso de inflacién foi descrito orixinalmente
por J. Bellissard, R. Benedetti e J. M. Gambaudo en [9]. Neste contexto dise que
unha descomposicién por caixas B = {B; ~ P; x C;}7, de X é adaptada a P se as
transversais C; son aberto-pechados na transversal completa X e as placas P; son
motivos compostos a partir das prototeselas de P. A existencia de descomposiciéns
por caixas adaptadas a P vén garantida pola definicion mesma da laminacién do
espazo de mosaicos de Gromov-Hausdorff T(P), que fai que os os mosaicos que
posten un mesmo motivo arredor da orixe poidan apilarse en caixas compactas
foliadas no produto do motivo por un aberto-pechado, véxase o teorema [1.2.23]

Os seguintes resultados son un caso particular do teorema [2.1.16| e do corola-

rio 2. T.17
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Teorema 2.4.2 ([9]). Para toda descomposicion por caizas B de X adaptada a P,
existe outra B' que se obtén por inflacion de B.

Corolario 2.4.3 ([9]). Para cada descomposicion por caizas de X adaptada a P,
eriste unha sucesion {B(”)}neN de descomposicions por caizas de X adaptadas a P
tal que:

ii) B+ obtense por inflacion a partir de B™;

iii) B"HY determina un conzunto finito de prototeselas PEHD - que son motivos

de P, e un mosaico en T(P")) de cada folla de X;

w) cada tesela de PV contén alomenos unha tesela de P™ no seu interior.

Se X™ ¢ o eixo da descomposicién B, dada unha sucesién crecente de niimeros
naturais N, podemos suponer que cada conxunto de Delone Dg? ) = LrnX® ¢
N,,-discreto.

Definicién 2.4.4. Para cadan € N, definese unha relacion de equivalencia R,, C R
sobre X da seguinte maneira: a R,-clase de equivalencia dun mosaico 7 € X é a
placa discreta P, = P, N X definida pola placa P,, da descomposicién B™ que pasa
por T, é dicir,

RulTI={T € RIT]| T' € P},

Lema 2.4.5. A relacion de equivalencia R, € unha REEC sobre X aberta en R,
para cada n € N.

Proba. Dotando a R,, da topoloxia inducida por R, o espazo de unidades 7" é un
aberto de R, e polo tanto R,, é S-discreta. Para comprobar que R,, é aberta en R,
consideremos un par (7,7") € R,. Sabemos que T contén un motivo P,, arredor da
orixe representado por unha prototesela de P™ e o conxunto P, = D7 NP, contén
un vector v tal que 7' = T — v. Tomando o aberto-pechado Xp, de X formado por
todos o mosaicos que contenen ao motivo IP,, e o aberto

O(Xp,,v) ={(T", T" —v) | T" € Xp, }

de R, temos entén que (7,7") € O(Xp,,v) C R,. Por ultimo, observemos que R,,
é a unién finita dos abertos O(Xp,,v) asociados aos pares (P,,v) con P, € P™
ev € P,. Cada un destes abertos é tamén pechado, pois coincide co grafo da
translacién 7”7 — T" — v definida sobre Xp_ . Polo tanto, R, é compacta. O
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Proposicion 2.4.6. O limite indutivo Re = lian € unha subrelacion AF aberta
e minimal de R.

Proba. Polo lema anterior, R, é unha subrelaciéon AF aberta en R. Por outra
banda, como R é minimal, a traza de calquera aberto A de X coa drbita Ly
segue a ser un conxunto de Delone que ¢ case-isométrico a folla Ly e a clase R[T].
Pero ademais, cada clase Ro.[7] contén unha sucesion crecente de placas discretas
P, = P, N X definidas polas placas IP,, da descomposiciéon B™. Existe logo ng € N
de maneira que ANP,, = AN P,, # 0 para algunha placa P,,. Polo tanto, R..[T]
corta a calquera aberto e daquela R, é tamén minimal. O

2.4.2 Bordo da subrelacion AF

Interésanos estudar agora o subconxunto de X no que R # R.,. Con este proposito,
introducimos a nocién de bordo de R:

Definicién 2.4.7. i) Para cada n € N e cada T € X, o bordo da clase R,[T] é o
conxunto

ORAT] = {T' €RAT] | 31 €Ty :n(T) =T —v ¢ RA[TI},

onde I'; é un sistema simétrico de xeradores do pseudogrupo de holonomia de F
reducido a X. Noutros termos, OR,[T] é o conxunto dos mosaicos 7' = T — v
tales que v é punto base dalgunha tesela da placa P, que corta a OP,.

ii) Definimos o bordo de R,, como o aberto-pechado

R, = |J oR.[TI= | 0.B.

Tex ™ BB

onde 0,8, é o bordo vertical da caixa discreta B, = B,, N X.

iii) Finalmente, denominaremos bordo de R ao subconxunto pechado

ORo = ﬂ OR.,.

neN

Obsérvese que a relaciéon R, non é maximal, nin sequera no caso de que R
sexa unha relacién AF, pois o bordo OR, serd sempre distinto do baleiro (como
interseccién decrecente de compactos non baleiros). Para cada mosaico T € 0R .,
a sua clase R[T] descomponse en alomenos dias R..-clases.
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Definicién 2.4.8. Se substituimos os elementos das R..-clases polas correspon-
dentes teselas, obtemos unha descomposicién da folla . = Ly que pasa por T
en distintas rexions que tenen un bordo comin I' = I'; que é unién de lados de
teselas. A union destes bordos é un subconxunto pechado 9,R., de X, chamado
bordo continuo, que ven dado por

ORw=() U 9B..

neNB, cB(n)

Para cada n > 1, a traza do subconxunto pechado Uy cpm 9B, corta 4 folla
L nun grafo infinito I',, tal que cada aresta separa duas teselas distintas de T.
Pola propiedade [I3| dunha descomposicién inflada (segundo a definicién ,
I' = N,enI'n é unha arbore infinita sen arestas terminais. Por construcién, o
numero de componentes conexas de L — I' é igual ao nimero de R..-clases en

RIT].

Se remplazamos X por outra transversal completa X que pase polo bordo de
cada tesela, podemos supoiier que o correspondente bordo discreto OR . é igual a
9:R NX. Non obstante, cada punto no novo bordo 9R, determina varios puntos
(no interior das diferentes teselas adxacentes) no bordo orixinal OR .

Proposicion 2.4.9. O bordo continuo 0. Re € un subconzunto pechado de X que
admite unha particion por drbores infinitos sen vértices terminais e tal que OR o, €
unha transversal completa.

Chegados a este punto, a idea é empregar o teorema de absorcién de [27] para
“facer desaparecer” o bordo. Para isto, en primeiro lugar, necesitaremos probar
que cumpre a seguinte propiedade:

Definicién 2.4.10 ([31]). Sexa R unha relacién de equivalencia étale sobre X.
Un pechado non baleiro F' C X dise R-fino se u(F) = 0 para calquera medida de
probabilidade p sobre X invariante por R.

No caso que nos ocupa, o dos mosaicos de R?, podese suponer que as clases de
cada relacion R,, estan definidas a partir de descomposicions por caixas con placas
convexas que contenen bélas da radio V,, cada vez maior que satisfan a desigualdade
isoperimétrica L(P,)/A(P,) < 1/n (véxase o apéndice [Blou [33] para os detalles).
Isto permite tomar unha sucesion de descomposicions por caixas con placas que
definan sucesiéns de Folner para probar de maneira directa que OR, é Roo-fino.
Non obstante, no apéndice [B] damos unha proba alternativa, valida nun caso mais
xeral, que se deriva do tipo de crecemento das follas (véxase tamén [4, 33]). O que
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se fai é probar un teorema de tipo Rohlin, seguindo un argumento similar ao que
emprega C. Series en [73] para demostrar que calquera foliaciéon con crecemento
polinomial é hiperfinita respecto de calquera medida invariante.

Aqui probaremos directamente o seguinte resultado como consecuencia da rela-
cion isoperimétrica que van satisfacer as placas obtidas por inflacion de Robinson

(véxase §[2.5).
Proposicion 2.4.11. O bordo OR . € Ro-fino.

2.4.3 Absorcién

A derradeira etapa da proba do teorema de afabilidade consiste en empegar o
teorema de absorcién de [28] para eliminar o bordo conservando o cardcter afable.
Antes de nada, enunciemos este resultado:

Teorema 2.4.12 ([28]). Sexa R unha relacion AF minimal sobre un conjunto de
Cantor X e sexa Y un pechado R-fino de X tal que R|y seque sendo étale. Sexa
K unha REEC sobre Y que € transversa a Rly (i.e. RNK = Ay e existe un
homeomorfismo de grupoides topolozicos ¢ : Ry x KK — K *x Rl|y tal que Sop =
e o = ). Existe entdn un homeomorfismo h : X — X tal que

i) h define unha equivalencia orbital entre a relacion RV K zenerada por R e IC,
e a relacion R;

i) Rlny) € étale e h(Y) é R-fino;
i) hly define un isomorfismo entre Rly VK e Rlny).

En particular, RV K ¢é afable.

Lembremos que R * KC é o conxunto dos pares (x,y) € R e (2/,y") € K tales que
a(z,y) =y =12 = p(2',y") dotado da topoloxia inducida por R x K.

Tendo en conta as proposiciéns [2.4.6} 2.4.9] e [2.4.11], a relacién R, satisfai as
hipétesis iniciais do teorema de absorcién. Por outra banda, o grafo de R|gr_, é
a unién dunha familia numerable de bisecciéns aberto-pechadas GG; obtidas como
grafos de transformaciéns parciais ¢; : A; — B; entre aberto-pechados disxuntos A;
e B; de OR . Deste xeito, cada biseccién pechada G; = G; — R é 0 grafo dunha
transformacion parcial @; : A; — B; entre pechados disxuntos A; e B; de 0R .
Se suponemos que todas as R-clases se descomponen ao sumo en dias R..-clases,
entén @; define un isomorfismo entre R|4, € Roolp, € 0 seu grafo G, determina
unha REEC transversa a Roo|i,,5,. Temos entén unha descomposicién global
OR~ = AU B e unha transformacion global ¢ : A — B cuxo grafo determina
unha REEC K transversa a Ro|or.,. De feito, neste caso podemos usar unha
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version anterior do teorema de absorcién (teorema 4.18 de [31]) para concluir que
R = Rs V K é orbitalmente equivalente a R.,. Non obstante, en xeral, non
podemos dividir o bordo R+ en subconxuntos pechados co mesmo numero de
Roo-clases. Isto obriganos a introducir un proceso de inflaciéon particular que nos
permita aplicar o teorema de absorcion.

2.5 Inflacion de Robinson

Imos definir un proceso de inflaciéon para mosaicos do plano inspirado no proceso
de construcién dos mosaicos de Robinson que describimos en §1.12] Para comezar,
imos substituir o conxunto de prototeselas dado por un conxunto equivalente de
cadrados decorados, en virtude dun resultado de L. Sadun e R. F. Williams [72]. A
continuacion construiremos unha familia de caixas cuxas placas sexan cadrados de
lado fixado, que non sera exhaustiva pero si maximal nun certo sentido. Finalmente,
a partires desta descomposicién parcial imos definir unha auténtica descomposicién
por caixas sobre a que seguiremos tendo un control da razén isoperimétrica das
placas e as posibles configuraciéns locais. Deste xeito, obteremos un proceso de
inflacion recurrente que nos proporcionara unha subrelacion AF R, de maneira que
cada R-clase se divida ao sumo en catro R.o-clases diferentes. O seu bordo OR
poderda dividirse entén nunha familia numerable (finita ou infinita) de subconxuntos
R o-finos dotados de sendas REECs transversas a R |or., -

2.5.1 Reducion de Sadun-Williams

En [72], L. Sadun e R. F. Williams demostran que a envoltura dun mosaico repeti-
tivo e aperiédico do plano ¢ un fibrado localmente trivial sobre o toro T? con fibra
un conxunto de Cantor. Para isto, proban previamente:

Teorema 2.5.1 ([72]). A envoltura dun mosaico de plano de tipo finito é orbital-
mente equivalente d envoltura dun mosaico cuzas teselas son cadrados con decora-
cions a modo de regras de adracencia. ]

No noso caso, fixado un mosaico repetitivo e aperiddico 7 obtido a partir dun
conxunto finito de prototesela P e grazas a este teorema, podemos suponer que
o conxunto de prototeselas P é un conxunto finito de cadrados decorados. Isto
permitenos ter maior control sobre a transversal completa inicial e tomar de partida
unha descomposicién por caixas B con placas cadradas. Suporemos ademais que
todas as follas da envoltura X estan dotadas coa distancia do méximo.
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2.5.2 Descomposicion parcial

A nosa idea é facer unha inflaciéon que force as propiedades desexadas. Para isto,
comezamos tomando unha transversal suficientemente pequena e inflando as teselas
de partida da maneira mais natural:

Lema 2.5.2. Existe unha familia finita By de caizas By ; =P ;xCh,, i =1,...,ky,
tal que as placas Py ; son motivos cadrados de lado Ny e a transversal Cy = Uf;l Ci
asociada € Ny-densa en X (con respecto d distancia do mdzximo).

Proba. Tomemos C; unha transversal completa suficientemente pequena para
permitirnos definir un compacto foliado en produto B; ; = P ; x (4 ; tal que, para
cada T € (1, a placa que pasa por T é a béla Br(0, %) coa distancia do maximo
(suporemos, unicamente por cuestiéns de notacién, que N; € N é par). A traza
de B ; con calquera folla L ¢ entén unha familia numerable de cadrados de lado
Ni. Definamos By = B; ;. Se L — By non contén ningunha bdla cadrada de lado
N1, entén By cumpre as propiedades requeridas. En caso contrario, existe outra
caixa B1o = P19 X (12 coas mesmas propiedades que B;; e redefinimos entén
Bi = B11 UBys. Por inducién, nun nimero finito de pasos obtemos unha familia
maximal B; que satisfai as condiciéns desexadas. [

Tmos denominar descomposicion parcial By = {B;;}i, a esta familia e denotaremos
P, ao conxunto das placas Py ;. O seguinte paso agora é substituir B; por unha
descomposicién por caixas B] de X. Para isto necesitamos algunha notacién:

Definicién 2.5.3. Sexan P e Q duas placas de B; contidas na mesma folla de X.
Diremos que Q é vecina de P se a distancia ortogonal dun lado de P a Q é o minimo
das distancias dese lado de IP a calquera outra placa, véxase a figura . A unién
dos segmentos ortogonais que realizan a distancia entre P e Q denominarase brazo
(do complementario da traza de B coa folla), véxase a figura Chamaremos
eizo ao segmento paralelo e equidistante a cada un dos lados de P e Q que divide
ao brazo en dous semibrazos. Obsérvese ademais que a relacién ser vecino non é
simétrica, é dicir, IP non é necesariamente vecino de Q por ser QQ vecino de P, véxase
de novo a figura [2.6(a)

Lema 2.5.4. A lonxzitude dos lados dun brazo estd limitada por Ny.

Proba. E obvio que a lonxitude dos lados do brazo que cortan as placas de B;
estd limitada por N;. Por outra banda, se a anchura dun brazo (entre dias placas
P e Q) fora maior que Nj, entén haberia sitio na folla (entre dias placas P e Q)
para un motivo cadrado de lado Nj, polo que Cj non serfa Nj-denso (véxase a

figura [2.6(c))). O
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P’ -

Q Q Q

(a) (b) ()

Figura 2.6: Brazos e eixos

(a) Cruce regular (b) Cruce irregular

Figura 2.7: Cruces con 4 saidas

Lema 2.5.5. Para cada mosaico T € X, consideremos a union das placas das
caizas da descomposicion parcial By e os brazos do seu complementario. Cada
componente conexa do complementario desta union é un rectangulo con lados de
lonzitude menor ou igual que 2N .

Proba. Como cada placa de B; ten ao sumo 4 vecinos, o bordo de cada componente
conexa corta a 3 ou 4 placas de By e a 3 ou 4 brazos entre estas placas. En calquera
caso, a componente conexa é un rectangulo con lados de lonxitude menor ou igual

que 2Ny, como pode verse nas figuras 2.7 e [2.8] O

Observacién 2.5.6. Poden aparecer casos dexenerados como os que se amosan na

figura 2.9
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(a) Cruce regular (b) Cruce irregular

Figura 2.8: Cruces con 3 saidas

Definicién 2.5.7. i) Cada unha destas componentes conexas denominarase cruce.
ii) Chamaremos punto de saida dun cruce ao punto medio da interseccién de cada
brazo co cruce. Cada lado dun cruce contén a sumo 1 punto de saida e cada cruce
non dexenerado (resp. dexenerado) postie alomenos 3 (resp. de 1 a 4 incluindo a
multiplicidade) puntos de saida, véxanse as figuras , , e . Correspondense
con puntos fronteira positivos ou negativos do eixo (con respecto & orientacién
positiva usual).

iii) Unindo o centro de masa dun cruce cos seus puntos de saida obtemos un grafo
que chamaremos decoracion do cruce. No caso non dexenerado, a decoracién separa
o cruce en 3 ou 4 rexions. No caso dexenerado, o cruce redicese a un lado comin
de dous brazos adxacentes (decorado co punto medio contido nos dous eixos) ou a
un unico punto (que é a interseccién de dous brazos dexenerados). Chamaremos
sector a cada unha destas partes do cruce.

2.5.3 Descomposicions completa e inflada

Usando os cruces e os brazos podemos definir a partir de B; unha verdadeira des-
composicion por caixas B] e modificando lixeiramente esta descomposicion pode-
mos obter outra Bf que sexa ademais unha descomposicién inflada da descom-
posicién B de partida:

Definicién 2.5.8. Sexa P unha placa da descomposicién By. Denotaremos P’ &
unién de P cos semibrazos e os sectores de cruce adxacentes e P’ & unién das
teselas de P que cortan a [, de maneira que se unha tesela corta a varios sectores
(resp. semibrazos) convimos incluila sempre no sector (resp. semibrazo) colocado
4 sua dereita e arriba. Deste xeito, P’ (resp. P”) é unha tesela dun mosaico 7’
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(a)

) 3 puntos de saida (b) 2 puntos de saida
) 1 punto de saida (d) 1 punto de saida

Figura 2.9: Cruces e brazos dexenerados
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do plano (resp. dun mosaico 7" obtido por inflacién de 7 € X) e unha placa
da descomposicién B (resp. da descomposicién B obtida por inflacién de B).
Chamaremos a este proceso inflacion de Robinson, noutros termos, diremos que
B"” obtense a partir de B por inflacién de Robinson.

Lema 2.5.9. Cada tesela P' e cada tesela inflada P” contenen un cadrado de lado
N e estan contidas nun cadrado de lado 3Ny. As sias dreas A(P') e A(P”) estdn
comprendidas logo entre N? e 9N?. Ademais, se P’ e P estdn asociadas d mesma
placa P de By, enton

AP") > A(P') — L(OP)A(B,) = A(P) — L(OP)

L(OP") < L(OP')L(9B,) < 64N,

onde Py € a prototesela cadrada de T .

Proba. En primeiro lugar, como obtemos P” a partir de P’ engadindo ou quitando
teselas de P, temos que

AP") > A(P)) — L(OP') A(OP)) e L(OP") < L(OP') L(Py)

onde A(Py) = 1 e L(OPy) = 4. Por outra banda, cando substituimos P por P’
incrementamos ao sumo a lonxitude de cada cara en 2v/2N; < 3N, onde 22N,
¢ o produto do niimero méaximo de cruces non dexenerados que cortan a cada lado
de P (igual a 2) e a metade da diagonal do cadrado de lado 2N; (igual a v/2N;) .
Concluimos polo tanto que L(0P') < 4(Ny 4+ 3N;) = 16/V;. O

Por inducién, podemos enunciar agora o seguinte teorema:

Teorema 2.5.10. Ezxiste unha sucesion de descomposicions por caizas Bl tal que
By = B e B, obtense por inflacion de Robinson a partir de B;,. O

Denotemos por P! (resp. P!) ao conxunto finito das clases de placas de B/, (resp.
B!). A descomposiciéon B), (resp B;) induce un mosaico 7, € T(P),) (resp. 7, €
T(P))) en cada folla de X. Cada placa P, (resp. P7.,) da descomposicion
por caixas B],,, (resp. da descomposicién por caixas inflada B, ;) é un P, -motivo
(resp. P/-motivo) que se constrie a partir dun cadrado de lado N, ;1 e estd contida
nun cadrado de lado 3N,,41. O mosaico 7., € T(P,,) inducido por B], ; obtense
por inflacién de Robinson do mosaico 7, € T(P)) inducido por B),. Como na

proba do lema temos que

A(PZH) > A( ;7,—‘,—1) - L(8P;L+1)An S L(C?PZH) < L(G]P);H-l)[/n
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onde
A, =max{A(P)) | Pl € P/} e L,=max{L(P))|P! P}

Ademais,
A<P:1+l) > N2+1 € <8P/n+1) S 16Nn+1.

Finalmente, se n é suficientemente grande, podemos asegurar que L, < A,,.

Proposicion 2.5.11. Eziste unha sucesion de naturais N, tal que

lim 2P0

n—00 A(IP’”) =0.

Proba. Tendo en conta as desigualdades anteriores e tomando, por exemplo,
N,+1 = N2, a razén isoperimétrica satisfai

LOPY,) _  LOP,)L,
ABL) — AP) — LOP ) Ay
< L<8Pn+l)

- (PLH) L(OP;, 1) An

A(P;'H—l) 1 1
“L(OP)) An
1
S ———
Nugr 1 _ 4
16N, 1 9N2
144 N2

© Npy1 — 144N2

e polo tanto converxe a 0 cando n — oo. [

2.5.4 Propiedades do bordo na inflacion de Robinson

Imos susbsituir a sucesién de descomposicions por caixas B™ da seccién §2.4

definida de forma usual pola descomposiciéon por caixas B], que proporciona o

teorema m definida por inflacién de Robinson, mais mantendo a notacién xa in-

troducida. E dicir, reproducindo novamente os mesmos argumentos, obtemos unha

subrelacion R, = hﬂ R, de R que é unha relacién AF minimal (proposic@.
11

A primeira cuestion que resulta sinxela agora é a proba da proposicion [2.4.1
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Proba da proposiciéon 2.4.11] Sexa p unha medida de probabilidade sobre X
invariante por R,. Para cada caixa discreta B! = P” x C! definida por B!, temos
que

w(By) = #P/u(Cy) e u(0,Bn) = #0P,/ u(Cy)

onde #P) e #0P) denotan o nimero de elementos da placa discreta P, e o seu
bordo OP!. Deste xeito, para cada n > 1, séguese que

1(OR,) = Z 1(0,By,)

B eB;,

= > #OPu(Cy)
By EBY]
oy #apﬂ B
BBy,

#GP,Q’
= Pr’?eaé{ #P! } Z H(By)

" BjeBy

_ {#813,2’} (X) = {#GP/{}
“wery Ugpr SN T i \gpr

A proposicion [2.5.11] implica agora que

- #0P)
e =0

para cada P! € P. En efecto, substituindo a distancia do méximo sobre as follas
pola métrica discreta (definida como a lonxitude minima dos camifios de P-teselas
que unen dous puntos), podemos supofier que L(OP") = #0P! e A(P!) = #P".
Temos entén que

OR) = lim p(OR,) =

e polo tanto IR, é Ru.-fino. O

A segunda propiedade importante do bordo que debemos probar para poder
aplicar o teorema de absorcion é a seguinte:

Proposicion 2.5.12. Cada R-clase descomponse ao sumo en catro Ro.-clases.

Probaremos de feito que cada arbore da particion do bordo continuo 9,R ., separa
a correspondente folla da envoltura X en ao sumo 4 componentes conexas. Para
isto precisamos introducir algunhas definicions. Lembremos que temos considerado
unha sucesién de descomposiciéns por caixas B/, de X con placas obtidas a partir
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de cadrados P,, de lado N,,. Denotaremos A, e C,, aos correspondentes brazos e
cruces, € no que segue, suporemos sempre que todos estes elementos pertencen a
mesma folla L de X.

Cidy
l Cy Ay
N
| .
(a) Primeira inflacién (b) Segunda inflacién

N3

(c) Terceira inflacién

Figura 2.10: Brazos e cruces virtuais

Definicién 2.5.13. Denominaremos brazo virtual (resp. cruce virtual) do proceso
de inflacién a unha sucesién de brazos A, (resp. cruces C,) cuxos eixos a, (resp.
centros de masa ¢,) estdn contidos nunha franxa horizontal ou vertical de ancho
constante (resp. nun cadrado de lado contante). Obsérvese que os eixos e os centros
de masa poden oscilar no interior destas franxas ou cadrados, véxase a figura [2.10}
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Proba da proposiciéon [2.5.12 Para probar o resultado, imos analizar os distintos
casos posibles:

1) Non ezisten nin cruces nin brazos virtuais. Neste caso, a folla L non interseca
ao bordo continuo 0, R, 0 que implica que R[T] = R[T] para cada T € LN X.

2) Eziste un brazo wvirtual, pero non cruces virtuais. Por definicién, hai unha
sucesién de brazos A, cuxos eixos a, permanecen no interior dunha franxa de
ancho constante. Temos entén tres posibilidades:

2.1) Os puntos fronteira dos eixos a, non permanecen no interior dun cadrado de
lado constante. Deste xeito, cando substituimos cada eixo a,, por a,,1, 0 eixo crece
en dous sentidos opostos determinados polo eixo da franxa. Podemos suponer que
a, crece cara a dereita e cara a esquerda no caso da direccion horizontal e cara
arriba e cara abairo no caso da direccion vertical. Nos dous casos, como as arbores
de 0,R non tenen arestas terminais (proposicién , o bordo continuo 0. R
separa a folla L en dias componentes conexas, e polo tanto R[7T] queda dividida
en duas R.-clases.

2.2) Os puntos fronteira positivos ou negativos dos eizos permanecen no interior
dun cadrado de lado constante. Suponamos primeiro que s os puntos fronteira dun
lado, ponamos o negativo, satisfan esta condicién. Neste caso, como por hipdtese
non hai cruces virtuais na folla L, a tnica posibilidade é que exista unha sucesion
de cruces (), cada vez maiores tales que un dos seus puntos de saida coincide co
punto fronteira negativo do eixo a,,. As decoracions dos cruces C,, deben crecer logo
4 esquerda (i.e. en sentido negativo do eixo se a franxa é horizontal) ou cara abaixo
(i.e. en sentido negativo do eixo se a franxa é vertical). Agora, componendo o eixo
a, co correspondente bordo da decoracién do cruce C,,, reducimos este subcaso ao
anterior. O mesmo argumento é valido se suponemos que son os puntos fronteira
positivos os que satisfan a condicién. Por ltimo, se tanto os puntos fronteira
positivos coma os negativos permanecen no interior dun cadrado de lado constante,
a tnica situacién posible é que o brazo virtual (definido por unha sucesién de brazos
de lonxitude limitada) conecte dias sucesiéns de cruces cada vez maiores C,, e C/,
que tenen necesariamente tres saidas e crecen en sentidos opostos. Neste caso basta
combinar os argumentos dos casos anteriores para obter a mesma conclusion.

3) Eziste un tunico cruce virtual. Temos agora unha sucesion de cruces C,, cuxos
centros de masa ¢, pertencen a un cadrado de lado constante. Como antes, podemos
distinguir dous subcasos:

3.1) Os cruces tenen catro saidas (incluindo a multiplicidade). Os puntos de saida
dos lados dereito e esquerdo dos cruces C), son puntos fronteira negativos e positivos
de eixos a,, de brazos A, que definen respectivamante brazos virtuais 4 dereita e
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esquerda do cruce virtual. Analogamente, os puntos de saida dos lados superior
e inferior dos cruces son puntos fronteira negativos e positivos de eixos de brazos
que definen brazos virtuais enriba e debaixo do cruce virtual. Temos logo 4 brazo
virtuais (do tipo descrito no subcaso 2.2) asociados ao cruce virtual, véxase a
figura2.11} Logo é claro que neste caso a traza de 9. R separa L en 4 componentes
conexas e a correspondente clase R[T] queda dividida entén en catro R..-clases.

(a) Primeira inflacién (b) Segunda inflacién

Figura 2.11: Cruce virtual con 4 saidas

3.2) Os cruces tenen tres saidas (incluindo a multiplicidade). A situacién é analoga
a do caso anterior. Agora podemos asociar ao cruce virtual 3 brazos virtuais cuxos
eixos crecen en tres sentidos distintos (i.e. & dereita e & esquerda, pero s6 ou cara
arriba ou cara abaixo; ou cara arriba e cara abaixo, pero s6 ou a dereita ou a
esquerda, véxase a figura . Temos entén que a traza de 0, R, separa & folla
L en 3 componentes conexas e a correspondente clase R[T] queda dividida en tres
R o-clases.
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(a) Primera inflacién (b) Segunda inflacién

Figura 2.12: Cruce virtual con 3 saidas

4) Eziste mdis dun cruce virtual. Como o tamano das placas da descomposicién
parcial B, tende a oo, a uUnica posibilidade é que haxa exactamante dous cruces
virtuais con tres saidas conectados por un brazo virtual de lonxitude limitada e de
maneira que os demais brazos virtuais (verticais e horizontais) que definen os dous
cruces crecen en sentidos opostos, véxase a figura[2.13] Ainda asi, neste caso 9. R«
separa a folla L en 4 componentes conexas (e R[T] dividese en catro R..-clases).

— —
111 J
Y - ,
— —
(a) Primeira inflacién (b) Segunda inflacién

Figura 2.13: Dous cruces virtuais conectados por un brazo virtual
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Para rematar, observemos que nos sucesivos pasos da inflacién poderian darse
distintos tipos de configuracions. E dicir, a sucesion de configuraciéns non ten que
ser necesariamente constante. Tampouco estacionaria, xa que as descomposicions
B! non son infladas. Podemos ter o caso, por exemplo, dun cruce virtual definido
por unha sucesién de cruces con 3 e 4 saidas que se alternan indefinidamente. Non
obstante, nestes casos o nimero de partes nas que se divide a folla (e polo tanto
o nimero de R.-clases nos que se divide a correspondente clase R[T]) estard
determinado pola configuracién que separa no menor nimero de partes, pois as
decomposicién B! que determinan o bordo real si son infladas, o que implica que
as partes que “se pegan” permanecen unidas nas sucesivas inflacions.

(a) Primeira inflacién (b) Segunda inflacién
Figura 2.14: Cruce virtual con catro saidas dexenerado

Por outra banda, nos casos descritos poderiamos ter cruces ou brazos virtuais
dexenerados (definidos por sucesiéns de cruces e brazos dexenerados, véxase a
figura [2.14]), mais a andlise nese caso é totalmente analoga. O

A discusion anterior pode resumirse na seguinte proposicion:

Proposicion 2.5.14. Sexa X a envoltura dun mosaico repetitivo e aperiodico do
plano cuzxas teselas son cadrados decorados. Sexa R a relacion de equivalencia
étale inducida sobre unha transversal completa X pola laminacion natural de X,
e Roo a subrelacion AF definida pola inflacion de Robinson. O bordo OR. € un
subconxunto pechado, magro e Roo-fino de X tal que as R-clases representadas por
puntos de OR, estan divididas ao sumo en catro Rso-clases. O]



106 2. Afabilidade

2.5.5 Filtracion do bordo

Tendo en conta a proposicién [2.5.14] para poder aplicar o teorema de absorcién de
[28] e completar entén a proba do teorema de afabilidade, temos que descomponer
o bordo nunha unién de subconxuntos pechados dotados de REEC’s transversas &
subrelacién R... Imos considerar a seguinte particiéon natural do bordo

4 4
OR oo = U OiRoo = U{T € X | R[T] é unién de i R-clases}
i=2

1=2

para definir unha familia numerable de subconxuntos pechados que cumplan esta
condicién. En primeiro lugar, observemos a seguinte propiedade:

Lema 2.5.15. O subconzunto Hs = 2R, de X € pechado.

Proba. Suponamos que 7,, é unha sucesion de mosaicos en 0, R, que converxe a
un mosaico 7 € X. Por hipétese, para cada n € N, a clase R[T,] esta dividida
en dias Re-clases diferentes e sabemos entén que hai dias P)-teselas diferentes
que se intersecan en 'y, a drbore da particién do bordo continuo 0. R+ que pasa
por T,. Por definicion da topoloxia de Gromov-Hausdorff, para R = N, con n
suficientemente grande, podemos deducir que o limite 7 contén un motivo que é a
unién destas dias P;/-teselas coa mesma propiedade (véxase a figura2.15(a))). Isto
implica que T € 02R oo O

Pola contra, os subconxuntos 03R. € 0,R. non son pechados. Mais imos
mostrar como obter dominios fundamentais pechados. Comecemos lembrando a
sua definicién:

Definicién 2.5.16. Sexa R unha relacién de equivalencia sobre X. Diremos que
un subconxunto A de X é un dominio fundamental para a relaciéon inducida sobre
a sua R-saturacion, se interseca a cada R-clase da R-saturacion en exactamente
un punto.

Para maior simplicidade, imos comezar por substituir os subconxuntos 03R
e O4Rs de OR,, C X polos correspondentes subconxuntos D3R o € O4Ro de
ORoo = O:Roo N X. Lembremos que X é unha transversal que pasa polo bordo
de cada tesela e que o bordo continuo 0.R. admite unha particién en arbores
infinitas sen aristas terminais con 2, 3 ou 4 finais. Por outra banda, cada mosaico
T € 337300 U4 R contén unha sucesién de cruces C,, con 3 ou 4 saidas que definen
cruces virtuais. Pola definicién de cruce e brazo virtual, estes cruces estan contidos
na unién de franxas horizontais e verticais cuxos eixos se cortan exactamante nun
punto, véxanse as figuras [2.15(b)|, [2.16| e [2.17]
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(a) Dous finais (b) Tres finais

Figura 2.15: Bordos virtuais e reais

Definicién 2.5.17. Chamaremos bordo virtual e raiz virtual dunha folla L 4 union
destes eixos e ao seu punto de interseccién respectivamente. Asi mesmo, unha raiz
real dunha arbore I" de 0, R, sera calquera vértice de valencia maior ou igual que
3. Se a arbore ten tres finais s6 ten unha raiz, mais se ten 4 finais pode ter unha
Unica raiz de valencia 4 ou duas raices de valencia 3.

Para cada enteiro R > 0, aumentando o tamano das anteditas franxas se fora
preciso, podemos supoiier que a arbore I' = I'r que pasa por T esta contida
nunha vecinanza do bordo virtual dentro dunha gran béla de radio R, véxanse
as figuras [2.15(b)|, [2.16| e [2.17. Por outra banda, as pequenas vecinanzas da raiz
virtual no plano decoradas coa arbore inducida son homeomorfas &s da raiz real.
Lembremos que I' é interseccién de grafos infinitos I',, obtidos a partir de arestas
das P/ -teselas dos mosaicos inflados 7', e a stia raiz real ten valencia 3 ou 4 cando
se considera como vértice de T',,.

Definicién 2.5.18. Sexa I' a traza do bordo continuo cun mosaico T que pertence
a 537300 U9, Re. Para cada n > 1, hai tres ou catro P/-teselas distintas que se
cortan nunha vecinanza en I',, da raiz real de I'. Forman un P/-motivo M,,(T"), que
imos denominar P)-motivo bdsico arredor da raiz real. Asi mesmo, denotaremos
por D(M,,(I')) o nimero de P} -teselas de M, (T).

Lema 2.5.19. A relacion de equivalencia étale inducida sobre a R-saturacion de
03Ro admite un dominio fundamental Hz que € union numerable dunha familia
de pechados diszuntos Hs .
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Proba. Sexa 7 un mosaico de d3Ro. Tendo en conta a proba da proposicién ,
sabemos que neste caso os P)-motivos bésicos arredor da raiz real M, (I") crecen
alomenos en tres sentidos distintos. Pero observemos que poderiamos atopar un
destes motivos bdsicos nunha folla da saturacién dun mosaico de 4R~ que tefia
exactamente dous cruces virtuais, véxase a figura[2.17 Non obstante, se supofiemos
que M, (T") contén unha béla de radio n centrada na raiz real e que n é maior que a
distancia [ entre os dous cruces reais, necesitamos catro P/ -teselas diferentes para
cubrir a béla. Noutras palabras, para n suficientemente grande, os P -motivos
basicos arredor dos dous vértices reais tenen interseccién non trivial, e podemos
substituir cada un dos P)-motivos béasicos orixinais (formados por tres P, -teselas
diferentes) pola stia unién (que constard de catro P/’-teselas diferentes). Seguiremos
denotando M,,(I") ao novo P/-motivo basico arredor da raiz real. Agora, como a

raiz real de I" pertence a 3R, existe un natural m = m(I') > 0 minimo tal que
D(M,,(T)) = 3 para todo n > m.

Consideramos logo X,,(I") o subconxunto aberto-pechado de X formado polos
mosaicos que contenen ao motivo M, (I") arredor da orixe. Cada aberto-pechado
X, (T)NOR 4 da transversal IR, é un dominio fundamental para a REE inducida
no bordo continuo 0.R«. De feito, ainda no caso de que X,(I") N OR corte a
unha folla da saturacién de T € 0, R~ que tefia exactamente dous cruces virtuais,
cortard a un deles exactamante unha vez, véxase de novo a figura[2.17 Mais X,,(T")
non ¢ un dominio fundamental para a REE inducida na R-saturacién de N
Non obstante, a interseccion

Hsr = () Xa(D)

n>m

é un subconxunto pechado de 3R que corta a todas as R-clases ao sumo nun
punto. Pero a sta R-saturacién poderfa ser mais pequena que a de 3R € as
arbores I' con 3 finais que poderian estar contidas no bordo 0.R., forman unha
familia que non é numerable. En calquera caso, podemos definir unha familia
numerable de subconxuntos pechados coa mesma propiedade tales que a sia union
sexa un dominio fundamental para J5R .

En efecto, consideremos o subconxunto pechado

Hsr, = () U X0

n>m I =I'mp

onde I" representa calquera darbore contida no bordo continuo 0.R ., e que contena
ao motivo Il =I"NM,,(I'') = 'NM,,(I') =I',,. Como, para cada m € N, s6 hai
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Figura 2.16: Bordo con 4 finais

un ndmero finito de arbores finitas I',,, a unién Hs ., de todos estes subconxuntos
pechados Hsp,, segue a ser un subconxunto pechado de d3Ro.. A stia unién

7:[3 = U 7-23,771
meN

¢ un dominio fundamental que corta a cada R-clase da saturacién de 3R nun
unico punto: a sua raiz real. [

Observacién 2.5.20. Se volvemos considerar agora a transversal candnica X,
temos que Hj determina 3 dominios fundamentais disxuntos para a R-saturacion
de 03R o que estan relacionados por transformacions parciais de R. Denotaremos
por Hjz indistintamente a cada un deles, que esta dividido igualmente nunha familia
numerable Hs ,,.

A construcién dun dominio fundamental para a R-saturacién de Oy R vai ser
lixeiramante diferente. Unicamente no caso de que os grafos contidos nas follas
tenan unha tnica raiz real de grado 4 (véxase a figura podemos argumentar
como no caso anterior. Mais pode haber follas con dous vértices reais de grado 3
(como na figura que deben recibir outro tratamento.

Ivlema 2.5.21. Euxiste un subconzunto pechado 7:[4,0 C 547200 do bordo continuo
ORs que interseca a todas as R-clases ao sumo nun punto: a unica raiz real de
grao 4 da correspondente drbore de 0. Ro. [l

Observacion 2.5.22. Coma no caso anterior, o lema proporciona 4 dominios fun-
damentais disxuntos para a R-saturacion de 04R, relacionados por transforma-
ciéns parcias de R, que denotaremos por Ha .
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Figura 2.17: Bordo con 4 finais e 2 vértices

En xeral, cada mosaico 7 do complementario de 7:[4,0 en 347300 contén duas
sucesions de cruces C,, e C] con 3 saidas que definen sendos cruces virtuais co-
nectados por un brazo virtual de lonxitude limitada. Sen pérdida de xeneralidade,
suporemos que estes cruces son do tipo descrito na figura[2.13] Os correspondentes
brazos estan contidos logo na unién dunha franxa horizontal e dias semifranxas
verticais que crecen cara arriba e cara abaixo e de maneira que o eixo horizontal
corta aos eixos verticais en dous puntos diferentes. Temos un bordo virtual con
dous vértices virtuais. Tratase dun grafo con 4 finais onde todos os vértices tenene
grado 2 excepto os dous vértices virtuais, de grado 3. Este segue a ser o modelo
para a arbore I' = I'r na particién de 9., R+ que pasa por T, véxase a figura [2.17]

Definicién 2.5.23. Para cada natural [ > 1, definimos H4; como o conxunto dos
mosaicos T € 04R+ con orixe nunha das duas raices reais de I tales que a distancia
(coa métrica discreta) & outra raiz é igual a .

Lema 2.5.24. A REE inducida sobre a R-saturacién de O, R admite un dominio
fundamental Ha que € union dunha familia numerable de pechados diszuntos Ha,.

Proba. Fixemos [ > 1, e sexa T € 0,Ro un mosaico tal que existe un camifio
xeodésico v de lonxitude [ que une as duias raices reais de I' = I'y. Para n > 0
suficientemente grande, hai catro P//-teselas distintas que se cortan nunha vecinanza
de v en I'. Como na proba do lema [2.5.19] conforman un P/-motivo bésico arredor
de cada raiz real de v que seguiremos denotando M, (I"). Asi mesmo, imos seguir
denotando X,,(T") ao conxunto dos mosaicos en X que tefien este motivo arredor da
orixe (que podemos suponer que é un dos vértices de 7). Neste caso, como todos
os puntos de 7 pertencen a 94 R, existe un natural m = m(7y) > 0 minimo tal que
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D(M,,(T")) = 4 para todo n > m. Polo tanto, se I" é unha drbore contida en 9:Ro
e tal que M,,(I"") = M,,(I"), entén

gv477 = ﬂ U Xn(rl)

21 My (1) =My (T)

é un subconxunto pechado de 9,Ro que corta a todas as R-clases ao sumo en
[ + 1 puntos. Agora, como hai un ntimero finito de caminos de lonxitude < [ que
parten da orixe, a union g4,l de todos estes subconxuntos pechados QVM de 4R
é tamén un subconxunto pechado de 94Ro coa mesma propiedade. Por outra
banda, cada pechado (.;'477 dividese nun nimero finito de pechados que intersecan
a todas as R-clases en ao sumo un punto. Denotaremos por ”7'-2477 ao subconxunto
pechado correspondente ao vértice inicial de v. Coma antes, a unién 7:[471 de todos
os pechados ’;‘-2477 segue cumplindo a mesma propiedade. Temos logo que

#a =T,
1>0
¢ un dominio fundamental para a R-saturacién de D4R oo [l

Observacién 2.5.25. Unha vez méis o dominio fundamental #, para a R-satura-
cién de 4R o proporcionan 4 dominios fundamentais disxuntos en X relacionados
por transformacién parciais de R. Cada un deles, que denotaremos Hy, esta divi-
dido nunha familia numerable Hy.

2.5.6 Absorcion do bordo

Estamos finalmente en condiciéns de aplicar o teorema de absorcion para completar
a proba do teorema de afabilidade:

Proba do teorema Podemos aplicar agora o teorema de absorcion (teo-
rema aos subconxuntos pechados Ro-finos Ha, Hszm € Hay; do bordo OR
(véxase a proposicion . Primeiro, observemos que a relacion de equivalencia
R induce REECs sobre Ha, Hs,m € Hyy que son transversas as correspondentes
relaciéns inducidas por R... Para H,, xa explicamos como obter unha descom-
posicién de Hy en dous subconxuntos aberto-pechados A e B e unha transforma-
cién ¢ : A — B cuxo grafo determina unha REEC Ky transversa a R |g,z.,. Neste
caso, a primeira versiéon do teorema de absorcién de [31] permitenos deducir que
Reo V Ko é orbitalmente equivalente a R. Para cada Hs,,, temos duias transfor-
maciéns parciais de Hs,, nos outros dous dominios fundamentais da R-saturacién
de 03R4 que cortan a cada R-clase en ao sumo un punto (véxase o lema .
Xeneran asi unha REEC K, que ¢ transversa a Roo|a,z.. . Do mesmo xeito, polos
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lemas [2.5.21]e[2.5.24] obtemos outra familia de REECs K4, coa mesma propiedade.
Polo tanto, aplicando inductivamente o teorema de absorcién de [27], podemos fil-
trar R por unha familia crecente numerable de REEs

Roo VoV K31 VooV K Vi VeV Ky

orbitalmente equivalentes a R, e concluimos entén que R ¢é afable. O

Observacion 2.5.26. En [27], T. Giordano, H. Matui, I. Putnam e C. Skau proban
en realidade un resultado algo mais forte, pois conclien que a subrelacion AF R,
obtida é orbitalmente equivalente a R. Isto é posible no seu caso porque o proceso
de inflacién que empregan implica que toda clase de R se divide ao sumo en 3
Ro-clases e permitelles descomponer o bordo nunha unién finita de subconxuntos
pechados R .-finos dotados de REEC’s transversas a subrelacién R.,. E polo tanto
s6 precisan aplicar o teorema de afabilidade un nimero finito de veces.



A. Limites inversos de variedades
ramificadas

A aplicacién f : S' — S! definida por f(z) = z? induce un sistema proxectivo

St <i St <i S'... e o seu limite inverso

X = @n(gljf) ={(z) € 108 ‘ Y1 = 21}

¢ un fibrado localmente trivial de base S' con fibra homeomorfa a un conxunto
de Cantor, dotado dunha laminaciéon minimal transversa &s fibras e definida por
una accién libre de R. Esta construcién pode xeneralizarse substituindo S! por
variedades compactas de dimensién p e f por submersiéns entre elas (véxase §11.3.A
de [16]).

Os limites inversos foron empregados por R.F. Williams en [7§] para modelar
atractores expansivos de difeomorfismos de variedades. Neste contexto, o espazo
foliado X = @(M , f) esté determinado por unha inmersién expansiva f : M — M
dunha variedade ramificada M en si mesma. Noutro contexto, como xa se dixo,
A. M. Vershik probou que toda accién minimal de Z sobre un conxunto de Cantor é
un limite inverso de grafos dirixidos [76]. Pola sia banda, J. Bellisard, R. Benedetti
e J.-M. Gambaudo demostran en [9] que a envoltura de calquera mosaico aperiédico
e repetitivo do plano é un limite inverso de superficies ramificadas planas, resultado
extendido posteriormente en [10] a G-solenoides.

Por tltimo, o teorema de existencia de descomposicions simpliciais e o proceso
de inflacién descritos en permiten probar en [6] a F. Alcalde, A. Lozano
e M. Macho que toda laminacién transversalmente Cantor é un limite inverso de
variedades ramificadas. Dada unha laminacién transversalmente Cantor (M, F), a
idea ¢ tomar unha sucesién de descomposiciéns simpliciais B™ e colapsar as caixas
en placas para obter unha sucesién de CW-complexos S,, con boas propiedades
[0, 52]. Neste apéndice engadimos a proba deste resultado.

113
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XN 2

Figura A.1: Variedades ramificadas

Teorema A.l. Toda laminacién compacta de clase C* e dimensién p transver-
salmente 0-dimensional, minimal e sen holonomia € limite inverso de variedades
ramificadas de dimension p.

Comecemos lembrando a definicién de variedade ramificada introducida por R.
F. Williams en [78]. Intuitivamente, tratase dun CW-complexo que ten espazo
tanxente en todo punto, como se mostra na figura [A.1]

Definicién A.2 ([78]). Unha variedade ramificada de dimensién p e clase C” é un
espazo localmente compacto, metrizable e separable S dotado de

R1. unha familia de subconxuntos pechados {U;} tal que S = |, U;;
R2. unha familia finita de subconxuntos pechados D;; de U; tales que |J D;; = U;;

R3. unha familia de aplicacions v; : U; — DP tales que as stas restriciéns
Yi|p,;; + Dij — DP son homeomorfismos e os cambios de cartas ¢iow;1 son
difeomorfismos de clase C".

Denominase parte singular de S ao conxunto Sing S dos puntos que non posuen
unha vecinanza homeomorfa a un disco. Ao igual que as variedades usuais, as
variedades ramificadas posien espazo tanxente ben definido. Para cada x € D;;, o
espazo tanxente T, (D;;) indentificase con Ty, () (DP) via o isomorfismo (¢;|p,, )xz- O
fibrado tanxente T'(S) ¢ entén o cociente da unién disxunta | |;; T'D;; pola relacién
de equivalencia

U E Tm(Dzj> ~ W E Ty(Dkl) — =Yy e (Qﬂzol/)k_l)*(ﬂ_)’) =17.

Definicién A.3. Unha aplicacién continua f : S — S’ entre duas variedades ram-
ificadas S e S’ de clase C" dirase de clase C" se

. . (wle)il le..mf—l(U/) ’(/}k ,
1. as aplicaciéns fF : DP D, i INySY . D7 son de clase
p ij /

v
T.
cr
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k

2. os xermes das [ en calquera punto de D? non dependen de j.

A ltima condicién garante que f se comporta da mesma maneira nas diferen-
tes ramas arredor de calquera singularidade de S. E como no caso usual, f in-
duce unha aplicacién linear f,, : T,(S) — T,(S’) para cada = € S, definida por
(fea)3(0) = i’}*x(ﬁ), se f(x) € Ug. A condicién 2 e a diferenciabilidade dos cam-
bios de coordenadas garanten que esta definicién é coherente (véxase [7§]).
Definicion A.4. Unha aplicacién f : S — S’ de clase C" entre duas variedades
ramificadas é unha inmersion (resp. submersion) se

f*x : TxS — Tf(x)S

¢ un monomorfismo (resp. epimorfismo) para cada x € S. A aplicacién f é unha
aplicacion celular se Sing S C f~(Sing S").

Proba do teorema [A.1] Polo teorema [2.1.10] e o corolario 2.1.17] a laminacién
(M, F) admite unha sucesién de descomposiciéns simpliciais B™ tal que, para
cada n € N, B"*D obtense por inflacién de B™. A proba complétase agora en
tres etapas:

i) Construcion dunha sucesion de variedades ramificadas S,. Para cada n < 1,
denotemos S,, = M/ ~, ao espazo cociente de M pola relacién de equivalencia
que colapsa cada caixa B de B a unha placa, isto é, © ~, 2’ se e s6 se x
e 2/ pertencen a unha mesma caixa B de B™ e as stas imaxes pola aplicacién
pioyw: B — P x (C — P son iguais. Denotemos por m, : M — S, a proxeccién
canénica. Podemos definir tamén S,, da seguinte maneira:

a) o espazo cociente S, = | |gcgm B/~n da unién disxunta de todas as caixas de
B™ pola relacién de equivalencia inducida por ~,, sobre cada caixa;

b) o espazo cociente S, = M /~, da variedade M de clase C' e dimensién p pola
relacién de equivalencia ~,,.

A primeira destas duas definicions garante que S, é un espazo compacto Hausdorff.
A segunda mostra de maneira inmediata que S, é unha variedade ramificada de
clase C! e dimensién p. Cada estrela Star(z, B™) contén un pechado homeomorfo
ao disco D? e a stia descomposicién como unién finita de placas de B™ determina
unha descomposicién de cada pechado nunha familia finita de pechados que satisfan
as condiciéns da definicién [A2l

ii) Construcion do limite prozectivo. Como as placas de B Y son unién de placas

de B™ a proxeccién canénica m, : M — S, induce unha aplicacién sobrexectiva
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W0 Sht1 — S, de clase C'. E evidente que ambas aplicaciéns son inmersiéns
+
celulares e o limite proxectivo

Soo = @n(sm fn) = {(@)| fulzn) = 21} C HSn

é un espazo compacto Hausdorff.

iii) Construcion dun homeomorfismo foliado entre M e S.,. Pola propiedade uni-
versal do limite inverso, existe unha aplicacion 7, : M — S, que fai conmuntativo
o seguinte diagrama:

S R Y SRR SN I
Pn
Soo/ - n Po

onde p, : Seo — S, € proxeccién canodnica. A imaxe da aplicacion 7., é densa en
Ss, Xa que cada aplicacién , é sobrexectiva. Pero como M é compacto, a imaxe
de 7, tamén é compacta e daquela m,, é sobrexectiva. Polo tanto, se vemos que 74,
é inxectiva, teremos que é un homeomorfismo, xa que sera unha bixeccion continua
dun espazo compacto nun Hausdorff. Para iso podemos suponer que a interseccion
dos eixos eixos C™ se reduce a un punto, de maneira que para calquera par de
puntos distintos x,y € M, existe un enteiro n > 1 tal que m,(x) # m,(y). Logo T
¢ inxectiva.

Finalmente, se dotamos a M e S, das topoloxias das follas, podemos ver que
T € un homeomorfismo foliado que preserva as respectivas laminaciéns. Para cada
x € M e cadan > 1, podemos identificar

Cr = {(:zrn) € Seo ! fn(Tm) = 25 = mp(x), VM > n} =, H(xn)

co conxunto de Cantor C, onde f,,, = fino---of,. Se x pertence ao interior dunha
placa P de B™ para algin n (e daquela z,, ¢ Sing(S,,), para cada m > n),
entén a identificacion entre C e C exténdese a unha vecinanza V' de x. Noutros
termos, para cada y € V, existe unha unica sucesién (y,) € CY tal que x,, e
Ym pertencen ao interior da mesma placa de S,,, para cada m > n. Se pola
contra z pertence ao bordo dunha placa de B™ (e entén z, € Sing(S,)) para
cada n > 1, a identificacién entre C e C' tamén se extende a unha vecinanza V'
de x, pero que neste caso corta a un nimero finito de placas de B™. Podemos
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definir asi unha aplicacién ¢ : M x C' — S,. A aplicacién m, : M — S esta
inducida por ¢, e como ¢ envia homeomorficamente cada conxunto V' x C' nun aberto
U={(n) € S | frun(Um) € m(V),¥Vm > n} de S, a laminacién horizontal de
M x (' induce a laminacién de S.. n






B. Laminacions transversalmente
Cantor con crecemento
polinomial

O teorema de existencia de descomposiciéns simpliciais e o proceso de inflacién
das laminaciéns transversalmente Cantor descritos en fan posible adaptar as
primeiras etapas da proba do teorema de afabilidade. En concreto, pédese describir
a dinamica transversa medible de calquera laminacién transversalmente Cantor con
crecemento polinomial:

Teorema B.1. Sexa (M, F) unha laminacion transversalmente Cantor, minimal
e sen holonomia con crecemento polinomial. A sia dindmica transversa medible
estd representada por un sistema dindmico de Bratteli- Vershik.

En efecto, se R ¢ a relacion inducida sobre calquera transversal completa 7', en
virtude do teorema [2.1.10f e o corolario [2.1.17] e seguindo os mesmos argumentos
de podemos definir unha sucesién crecente de REEC’s R,, que defina unha
subrelacién aberta AF R, = limR, de R. Para probar o teorema chega
agora con mostrar que o bordo OR . é R-fino. Como é habitual, as R s Ry
provefien de descomposiciéns por caixas B, pero neste caso non podemos recorrer
as propiedades de convexidade ou de enlosetado dos espazos euclidianos para com-
probar que as placas das decomposicions tenen boas desigualdades isoperimétricas.
Non obstante, imos poder demostrar que 0R ., é R-fino empregando un argumento
similar ao que usa C. Series en [73] para probar que calquera foliacién con cre-
cemento polinomial é hiperfinita. A relaciéon de equivalencia R e a subrelacién
aberta AF R, son daquela orbitalmente equivalentes en sentido medible (véxase
a definicién e temos o seguinte resultado:

Corolario B.2. Calquera laminacion transversalmente Cantor, minimal e sen
holonomia con crecemento polinomial € establemente orbitalmente equivalente (en
sentido medible) a un sistema dindmico de Bratteli- Vershik.
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Evidentemente, o argumento é aplicable ao caso da envoltura dun mosaico repe-
titivo e aperiédico do plano. Non obstante, nese caso é mais doado concluir. Antes
de ocuparnos do teorema [B.1, imos mostrar brevemente como probar nese suposto
que o bordo é Ru-fino mediante un argumento de convexidade (véxase [33] para
mais detalle).

Lembremos en primeiro lugar algunhas propiedades elementais da xeometria
plana:

i) Se V' é un poligono convexo que contén unha béla B(x,r), entén
AV) =2 ri(V) (B.1)

onde A(V) e §(V') denotan a area e o didmetro de V.

ii) O perimetro dun poligono convexo V' é menor que o perimetro de calquera béla
que o contena. En particular,

L(V) < 2m8(V) (B.2)

onde L(V') denota o perimetro de V.

iii) Sexa {V, }n>0 unha sucesién de poligonos convexos que contefien unha sucesién
de bélas B(x,,r,) C V, tal que r,, — oo cando n — co. Entdén a razén isoperimétrica
da sucesion de poligonos V,, tende a cero, é dicir,

L
lim (Va)

Sexa {B™},cy unha descomposicién por caixas de X adaptada a P. Convén
lembrar que, se X™ é o eixo da descomposicién B™, dada unha sucesién cre-
cente de numeros naturais /N,, podemos suponer que cada conxunto de Delone
Dg—l) =Ly NX®™ é N,-discreto. Tendo en conta a proba do teorema , as
celdas de Voronoi V,, a partir das que se definen as placas das descomposiciéns
B verifican:

L
lim (V2)

n—-+oo A(Vn) =0

Mediante un proceso de inflacion axeitado, podemos asegurar logo que as placas
P,, € P™ das descomposiciéns B™ verifican que
L, 1

AP, " n
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para cada n € N e cada placa P, € P . En efecto, para cada n € N, sexan

A, = max A(P,), L,= max L(P,).
P,eP(n) )

Tendo en conta como se definen as placas de P a partir das celdas de Voronoi

en cada etapa da inflacién, e mailas desigualdades (B.1)) e (B.2)), obtemos:
L(P,) < 278(V,,) L1

A(P,) = Nad(V,) — 21 Ay 6(V,,)

para cada n € N e cada placa P, € P, Aplicando a desigualdade isoperimétrica
4m A, < L7 4 segunda inecuacion:

Temos logo que

L(]P)n) 27 Ln—l 5<Vn> —9 Ln—l
AP = (Nu— 2 )0(Ve)  (Na— L2

Polo tanto, tomando o eixo X ™ da descomposicién B™ suficientemente pequeno
para que
N, > L2 | +2mn L, (B.3)

aseguramonos que

L(P,)
(Pn)

para cada n € N e cada placa P, € P™.

SRS

<

b

Empregando un razonamento andlogo, podemos tomar X ™ suficientemente pe-
queno para que N, > L2 | +2mn A,_1 L,_1 en lugar de (B.3)), e garantir daquela
tamén que

An—l

< % (B.4)

para cada n € N e cada placa P, € P . Isto permitenos demostrar o resultado
esencial:

Lema B.3. Calquera sucesion de placas discretas P, = P, N X é unha sucesion de
Folner.
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Proba. Sen pérdida de xeneralidade, podemos suponer que todos os lados das
prototeselas de P tenen lonxitude > 1. Temos daquela que calquera prototesela
P,, € P™ satisfai:

Polo tanto,

]

Grazas a este resultado, procedendo da mesma maneira que na proba feita en
§2.5.4) podemos probar o resultado anunciado:

Proposicion B.4. O bordo OR., € Rso-fino. O]

Proba do Teorema B.1]

Proponémonos agora demostrar a proposiciéon anterior nun contexto moito mais
xeral. Como dixemos, a idea neste caso consiste en probar un teorema de tipo
Rohlin, seguindo un argumento similar ao que emprega C. Series en [73] para
demostrar que calquera foliacién con crecemento polinomial é hiperfinita respecto
de calquera medida invariante. Antes de fixar as hipdteses, precisamos lembrar
algunhas definicions:

Definicién B.5. Dadas f, g : N — N duas funcions mondétonas crecentes, dise que
g estd dominada por f, e dendtase g < f, se existen constantes \,p > 1eng € N
tales que g(n) < Af(pn) para cada n > ny. Duas funciéns f e g estan mutuamente
dominadas se g < f e f < g. Esta relaciéon define un preorde no conxunto das
funciéns mondtonas crecentes con rango e imaxe en N e a clase de cada funcion f
denominase tipo de crecemento de f.

O tipo de crecemento dunha folla L dunha laminacién (M, F) definese por
medio da funcién de volume da érbita do pseudogrupo de holonomia I" nun punto
xrde LNT:

Definicion B.6. Chéamase tipo de crecemento de L ao tipo de crecemento da
funcién de volume v, : N — N definida por v,(n) = #Br(x,n).

O tipo de crecemento de L non depende do punto elixido: se z,y € Led = dr(x,y),
temos entén que Br(y,n) C Br(z,n + d) C Br(y,n + 2d) para cada n € N, o que
implica que v, e v, estdn mutuamente dominadas.
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Definicién B.7. Dise que unha laminacién ten crecemento polinomial se v, < n?,
para cada x € M, é dicir, se o crecemento de todas as suas follas esta dominado
por un mesmo polinomio.

Isto permite probar no noso caso a seguinte version global do lema de Jenkins
que emprega C. Series en [73] (a versién primitiva do lema de Jenkins pode verse
en ([43]):

Lema B.8 (cf. [4, 33, 52]). Sexa (M,F) unha laminacion transversalmente Can-
tor, minimal e sen holonomia con crecemento polinomial. FExiste unha sucesion de
funcions continuas ng : T — N e unha constante M > 0, tales que:

Uy (2nq(x))
Vg (nq (x))
)

fim Uy (nq(m - 7")

g0 v, (ng(w))

<M (B.5)

=1 (B.6)

para cada x € T e cada r € N.

Proba. Para cada + € T, a funciéon de volume v, ten crecemento polinominal,
logo estéd dominada por unha funcién polinomial p(n) = n?, i.e. existen constantes
Ap > 1emng €N tales que v,(n) < Ap(pn) = A(pn)?, para cada n > ny. Se
denotamos por M & razéon

p(n) ’
temos enton que
2
lim inf v=(2n) < M.

noo Up(n)

En efecto, cimprese que liminf,_ U;z((2:)) < aM, para cada a > 1. En caso

contrario, existiria N > ng tal que v,(2n) > aMv,(n) para cada n > N. Logo
v.(2"n) > a* M*v,(n)
para cada k > 1, e daquela
a® M*v,(n) < M*X(pn)™.

O que implica que A(pn)? > a*v,(n) > a* e chegamos asf a unha contradicién.
Polo tanto, para cada x € X, existe unha sucesién crecente de naturais n,(x) tales
que

Uy (2nq(x))
valmg(@) =
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Por outra banda, polo crecemento subexponencial, calquera sucesién de bdlas
contén unha subsucesion de Folner que satisfai

o Uy (nq(:v) — r) _

g0 vy (ng(z))

para cada x € T. Por ultimo, como a funcién de volume v : T' x N — N dada
por v(z,n) = v,(n) é continua, é posible tomar funciéns n, : T — N localmente
constantes. [

A proba do caracter R-fino de R, consta agora dunha serie de lemas analogos
aos de [73]. Todas as caixas B = P x C que imos considerar e as placas P
correspondentes estan directamente discretizadas. De maneira explicita, temos a
seguinte definicion:

Definicién B.9. Unha caiza de anchura 2n en T é unha caixa B = P x C' con
placas P x {z} = Br(x,n). Para cada r < n, o bordo vertical r-ésimo de B é o
conxunto
0B = | &Br(x,n)
zeC

onde

0" Br(x,n) = {2’ € Br(x,n) | 3y € I,lonxp(y) <7 : v(2') ¢ Br(x,n)}.

1 k .- .
A unién B = |J,_, B; dunha familia de caixas By, ..., By de anchura < 2n con
interiores disxuntos e eixos C1,...,C, denominarase pila de anchura 2n e eixo
k
= |_|z'=1 Ci.

A necesidade de introducir esta nocién mais xeral esta xustificada pola proba
do seguinte resultado:

Lema B.10. Sexa A un subconzunto aberto-pechado de T'. Suponiamos que v,(2n) <
Muv,(n) para cada v € A. Eziste entdn unha pila B de anchura 2n e eizo C C A

tal que
1

wB) > 7ru(4)

para calquera medida jv sobre T invariante por R.

Proba. Para cada x € A, existe unha vecinanza aberta-pechada C, de x en A tal
que para dous elementos distintos 7,7’ € I' ctimprese que

V(@),7'(x) € Br(z,n) = v(C;) N7 (Ca) =0 (B.7)
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En efecto, como sé hai un numero finito de elementos y(z) para v € I' con
lonx, () < 2n, podemos elixir C,, suficientemente pequeno para asegurarmos (B.7)
e poder definir asi unha pila (en realidade unha caixa) B, = P, x C, de anchura
2n.en T

Sexa C' o aberto maximal que satisfai a anterior condicién (B.7)). Temos entén
unha pila B de eixo C' de maneira que A estd contido na unién das imaxes y(C')
por elementos v € I' con lonx,(y) < 2n. Se supofiemos pola contra que ex-
iste ' € A con dr(z’,C') > 2n, podemos tomar unha vecinanza aberto-pechada C’
de 2’ en A satisfacendo . Restrinxindonos a unha vecinanza mais pequena
se fose preciso, podemos asegurar que C’ é o eixo dunha caixa B’ coa seguinte
propiedade: para cada par de elementos 7,7 € I' tales que y(x) € Br(z,n) e
7/ (2") € Br(a',n), ctimprese que v(C) N ~+'(C') = (. Mais daquela B U B’ serfa
unha pila coa propiedade requirida e C' non seria maximal. Ademais, como A é
un aberto-pechado na transversal T', que é homeomorfa ao conxunto de Cantor, é
posible tomar C' aberto-pechado.

Finalmente, pola invarianza da medida e pola condicién (B.5) da funcién de
volume, a pila B de anchura 2n e eixo C' satisfai:

u(B) = / ve(m)p(C) die) > / we(20)u(C) du(x) > -p(A). (BS)
]

Lema B.11. Sexa B unha pila de anchura 2n e eizo C. Suponamos que existe
e > 0 tal que vz(n) < (1 +¢&)vy(n — 1) para cada x € C. Entdn

(0" B) < ep(B)
para calquera medida invariante ji.

Proba. Como

OB = U aTBF(x’n) C U(Bp(x’n) — Br(l',n — 7'))

zeC zeC
e por hipdtse
Vz(n) —vz(n —1) < evg(n—1) < evg(n),

daquela

WO B) = [ 40 Belwm(C) du(w) < [ (valm) = walon = 1)ulC) dita)

<e / 0s(n)u(C) dpa(z) = ep(B).
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Lema B.12. Sexa A un subconzunto aberto-pechado de T'. Para cadar > 1 e cada
e > 0, existen N = N(r,e) > 0 e unha pila B de anchura 2N e eizo C C A tal
que:

u(B) > ~n(4) (B.9)
pu(0"B) < eu(B) (B.10)

para calquera medida invariante .

Proba. Para cada x € X, existe unha sucesién n,(x) — oo tal que
Uz (2ng(2)) < Mu, (ng(z)) e v(ng(z)) < (L+e)vy(ng(z) —r), (B.11)

se ¢ > qo. Denotemos N (z) = ng,(z) ao menor dos termos da sucesién. Como as
funciéns n, e a funcién de volume son localmente constantes, podemos descomponer
T nun numero finito de aberto-pechados Xi, Xs,..., X, con constantes asocia-
das Ny, Ng,..., N, > 0 verificando para cada x € X; e cada n, > N,.
Suponiamos que N, > N,_; > --- > N;. Polos lemas e[B.11] existe unha pila
B, de anchura 2N, e eixo C), C A, = X, N A, tal que

1(Ay) € 1(0"B,) < ep(By)

para cada r > 1. Ademais, se denotamos Von,(C) = U,co B(y,2N,), de (B.8)
despréndese que

MN(BP) > N(VZNP(OP)) > N(Ap)~

Consideremos agora o aberto-pechado A,_; —V; Np(Cp) e observemos que a medida
de Ap_1NVap, (Cp) C Vap, (Cy) estd limitada por Myu(B,). Aplicando os lemas
e de novo, existe unha pila B,_; de anchura N,_; e eixo C,_; contido en
A1 — Vo, (Cp) tal que

Mp(By-1) = M(VQNP_1(CP—1)) > l’“(Ap—l - VQNP(CP))‘

Por recorrencia, podemos tomar pilas B; de anchura V; e eixo C; C A;—J
tales que

‘/QNJ' (CJ>

J>1

Mu(Bi) > u(Van, (Ci)) > (Ai -U VzNj(Cj))

j>t

Agora, como por construcién

cin (U Vzm(@)) =0,

J>i
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temos que Vy,(C;) N Vi, (C;) = 0 se i < j. Pero Vy,(C;) non é mais que a pila B;,
logo B; N B; =0, para i < j. Polo tanto, tendo en conta que A; N A;_; =0, a pila
B=B UByU---UB,deecixoC =C,UC,U---UC, C A e anchura 2N = 2N,
verifica

p(A) = M(Ap) + :U(Apfl N VQNp(Cp)) + N(Apfl - VZNp (Cp)) +oe

—|—/L(Al N U‘/QNJ(O])> +,U<Az - U‘/2NJ<C])) +
+u<A1ﬂUV2N )—i—u(z‘h UVQN >

7j=2

< Mu(Bp) + -+ + Mp(By) = Mp(B).

Por outra banda,

O B) =3 0 Bi) <) p(By) = ep(B),

polo que temos probado o resultado. O]

Lema B.13. Para cada r > 1 e cada ¢ > 0, existen N = N(r,e) > 0 e unha pila
B de anchura 2n e eizo C C A tal que:

u(B)>1—e¢ e u(0"B) < eu(B)
para calquera medida invariante ji.

Proba. Fixemos § > 0 e m € N tales que:

(1" <o

0
——<e, (1-6)*>1—¢
s (1—9)
Aplicando a proposicién [B.12] existen enteiros positivos

leN(r,(S) s N1>7“

N; = N(N;_1,0) , N; > N;_4
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Ny = N(Nm—laé) ’ Ny 2 Nyt

e pilas B; de anchura 2N; e eixo C; C T — .., B; tales que

7>t

1 Ni_1
1(B;) >M” -UB)) e udVB) <ou(B).

J>i

Asi definidas, as pilas By, ..., By, satisfan B; N B; C 9"i-'B; se j > i, pois do
contrario B; cortarfa a C;. Podemos definir entén unha nova familia B’ de pilas
disxuntas B} = B; — ONi-1B;, que identificaremos coa stia unién. Por construcién

m

WB) > (1 —0u(By) e UB <(-)u(r- | B)

i=j+1

o que implica que

M(T—ZulBi) < (1_M> )
e daquela
i=1
Polo tanto,

p(B) = u(B) > (1= 8 u(B) > (1 —ou(JB) > (1 -7 > 1=

Por outra banda,

WOB) =Y w0 B <63 u(B) < o ulB) = sl B) < (B,

Concluimos pois tomando N = N,,. [

Proposiciéon B.14. Eriste unha sucesion {R,}nen de REEC’s abertas en R e
unha sucesion mondtona crecente de enteiros positivos { Ny }n>o tales que para cada
n € N:

i) Rolx] C Rpyalz] C Rlz] para cada x € T';
i) se ¥’ € Ry[z], entén 2’ € Br(z, N,,);
iti) p({ # € T'| Br(x, Nyo1) € Ralz]}) < 5= para calquera medida invariante pu.
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Proba. Aplicando o lema m para € = % e r = Ny = 1 existe unha pila B; de
anchura N, tal que

1 1
uB)>1-5 e p(0™By) < SH(B1) <

N | —

Suponamos enton definidas as relaciéns R; e o enteiros N; para ¢ < n. Aplicando
de novo o lema para € = # er =2N,, existen N € N e unha pila B de
anchura 2N tal que:

. 1 . - 1
u(B) >1— IS e w(0*"B) < 2n+2,u(B) < Gnpa-
Se definimos agora B = B — V"B, temos que
1 1 1
Ny _
wB) — (0 B)>1_2n+2_2n+2_1_2n+1

e podemos definir entéon N,;1 = 2N e R, 41 como

TRy

/
TR 11T & )
2Ry, 'Ryx” e a”, 2" pertecen & mesma placa P de B

A relacién de equivalencia R, satisfai evidentemente (i), (i) e (iii). Por outra
banda, empregando argumentos andlogos aos da proba do lema [2.4.5] comprébase
que as relacions R,, son REEC’s abertas en R. O

Proposiciéon B.15. Nas condicions anteriores, o bordo ORs € R-fino.

Proba. Pola proposicion anterior, o limite indutivo R, = lim,,_,o R,, € unha sub-
relacién AF aberta en R. Ademais, o conxunto

{zx €T | Rulz] #Rlz]} ={z €T |3F 2 € Rlz|: 2’ ¢ R,[z], Vn €N}

esta contido en

({z €T | Br(z,Noo1) € Raf2]}.

Logo
pl{a €T | Rucle] # Rlal}) < lim u({a € T| Br(a, Noma) € Ralal}) =0

para calquera medida R-invariante . O]
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