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Introduccion

Antecedentes

El objetivo de este trabajo es el estudio de la categoria LS en el marco de la
teoria de foliaciones.

La categoria LS de un espacio topoldgico fue introducida por L. Lusternik
y L. Schnirelmann [21] en 1934 en el contexto del célculo de variaciones.

Se trata de un invariante homotdpico que ha sido intensamente estudiado
desde entonces y que continta siendo un campo muy activo de investigacion
en diferentes contextos y desde distintos puntos de vista.

La categoria LS de un espacio X, catX, es esencialmente el minimo nimero
de subespacios de cierto tipo contractiles en X necesarios para cubrir X. Si
bien en el trabajo original de Lusternik y Schnirelmann se requeria que los
subespacios fuesen cerrados consideraremos la definicién moderna introducida
por R. Fox [12] en 1941 que usa recubrimientos abiertos.

El principal resultado obtenido por Lusternik y Schnirelmann tiene que ver
con la existencia de puntos criticos. Prueban que en una variedad compacta
M una funciéon diferenciable tiene al menos catM puntos criticos.

En el camino hacia el calculo de este invariante en una variedad apare-
cen muchos resultados parciales, acotaciones en términos de invariantes ho-
motopicos o cohomoldgicos y calculos explicitos de categorias de variedades
particulares (ver por ejemplo [36], [37]).

Muchas variaciones sobre la idea basica de la categoria LS han sido discu-
tidas en la literatura matematica. Ya en el articulo de Fox se propone cierta
generalizacién que serd retomada en lo anos 60 por I. Berstein y T. Ganea
[2] y desarrollada como la categoria de una aplicacién continua. En la misma
década A. Schwarz [35] introduce el concepto de género de una fibracién (que
nosotros llamaremos categoria seccionaria siguiendo la terminologia de 1. M.
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James en [19]). Poco después K. Varadarajan [39] obtiene una relacién entre
las categorias LS del espacio total, de la base y de la fibra de una fibracién y
K. A. Hardie [15] la generaliza para la categoria de una aplicacion.

En los ultimos anos han aparecido distintas generalizaciones como la cate-
goria equivariante de Fadell [10], la A-categoria de M. Clapp y D. Puppe [5] y
la categoria fibrada de I. M. James y J. R. Morris [20].

En linea con estas generalizaciones desarrollaremos en este trabajo una
nocion de categoria adaptada a una foliacion.

La teoria de foliaciones surge como tal en los anos 40 con el trabajo de C.
Ehresmann y G. Reeb y se desarrolla desde multiples enfoques y puntos de
vista hasta nuestros dias.

Una foliacion es esencialmente una particion de una variedad en subvar-
iedades de la misma dimension, llamadas hojas, que localmente estan bien
colocadas como una pila de placas pero que globalmente pueden tener una es-
tructura mas complicada. La teoria geométrica de foliaciones intenta describir
esa estructura global y sus propiedades.

En los distintos tipos de estudios juega casi siempre un papel fundamental
la dindmica transversa de la foliacién, es decir, el comportamiento dinamico
de una transversal a lo largo de las hojas.

Aunque podemos situar antecedentes de la teoria de foliaciones en el anélisis
cualitativo de las soluciones de ecuaciones diferenciales, el primer impulso al
desarrollo como teoria independiente viene dado por la cuestion planteada por
H. Hopf en los anos 30 acerca de la existencia de una foliacion de codimensién
uno en S3. Esta pregunta fue respondida afirmativamente por G. Reeb en su
tesis con la construccién de su conocido ejemplo.

En 1959 B. Reinhart [31] introduce un tipo particular de foliaciones, las
riemannianas que esencialmente son las que localmente mantienen constante
la distancia entre sus hojas (para una cierta métrica que se diréd casi-fibrada).

Dentro de las foliaciones riemannianas aparecen las foliaciones de Lie intro-
ducidas por R. Hermann en 1960 [17] y estudiadas inicialmente por E. Fedida
[11] en los afios 70. Estas foliaciones aparecen como una generalizacion de las
definidas por una forma cerrada y juegan un papel fundamental en la teoria
de foliaciones riemannianas gracias a los trabajos de P. Molino [26], [27]. Si
bien la estructura de las foliaciones de Lie es conocida quedan aun muchos
problemas interesantes abiertos [22].

En la misma década aparecen muchos articulos sobre las foliaciones con
todas las hojas compactas (ver por ejemplo [8], [7], [9]). Se dan condiciones



equivalentes a que el espacio de hojas sea una variedad Hausdorff, condiciones
que involucran de manera decisiva a los grupos de holonomia definidos por
C. Ehresmann. Estas foliaciones con todas las hojas compactas en que el
espacio de hojas es Hausdorff son llamadas foliaciones compactas-Hausdorff.
Su espacio de hojas se caracteriza por ser localmente el cociente de un subgrupo
finito de O(n) actuando sobre D™, o sea el espacio de hojas de una foliacién
compacta-Hausdorff tiene estructura de V-variedad o variedad de Satake. Esta
nociéon de V-variedad fue introducida por I. Satake en 1956 [33] como una
generalizacion del concepto de variedad y enriquecida en los anos 70 a partir
del aporte de W. P. Thurston [38].

En la teoria cuantitativa de foliaciones han aparecido varias generaliza-
ciones de los grupos de cohomologia de una variedad. A finales de los 50
comienza a ser estudiada la cohomologia basica de De Rham de una foliacion,
definida por B. Reinhart [32]. Desde el punto de vista de la geometria transversa,
las formas bésicas son las formas diferenciales localmente invariantes a lo largo
de la hojas. La cohomologia bésica coincidira en el caso de una foliacion simple
con la cohomologia de De Rham de la variedad cociente.

A partir de los anos 70 surgen diversos trabajos sobre otras cohomologias
asociadas a una foliaciéon en general ligados a una sucesion espectral que gen-
eraliza la de Serre de una fibracién ([34], [25], [23]). Para nosotros sera de
especial interés la cohomologia de una variedad foliada con valores en un haz
de gérmenes de funciones localmente constantes sobre las hojas, sera la coho-
mologia foliada estudiada por A. El Kacimi-Alaoui [6].

Objetivos

Una nueva categoria adaptada a una foliaciéon debera ser invariante de ho-
motopia para alguna de las homotopias compatibles con la foliacion. Es im-
portante también que los abiertos foliados sean categoricos y que la nueva
categoria pueda ser comparada con la categoria LS de las hojas y del espacio
de hojas. Para obtener una acotacion inferior de la categoria adaptada a una
foliacién a partir de una teoria de cohomologia, tenemos que poder compararla
con la nilpotencia de alguna de las cohomologias asociadas a una foliacion.
En este trabajo proponemos por un lado la categoria tangente que en el
caso en el que la foliacion es un fibrado producto coincide con la categoria LS
de las hojas y por otro la categoria transversa y la transversa saturada que,
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esta ultima, en el caso de un fibrado localmente trivial coincide con la categoria
LS de la base.

Los abiertos foliados serdn tangente y transversalmente categdricos con lo
que las variedades compactas tendran categoria tangente y transversa finita.

Las categorias tangente y transversa seran invariantes homotoépicos para
las homotopias integrable y foliada respectivamente definidas en una variedad
foliada.

Comparamos la categoria tangente con la categoria LS de las hojas y la
categoria transversa saturada con la categoria LS del espacio de hojas.

Acotaremos ambas categorias en términos de invariantes cohomoldgicos
relacionados con las cohomologias basica y foliada de una foliacion.

Finalmente daremos una generalizacién del resultado original de Lusternik
y Schnirelmann acerca del ntimero de puntos criticos de una funcion real en una
variedad compacta. Probaremos que, bajo ciertas hipétesis (4.11), el ntimero
de hojas criticas de una funcién basica en una variedad compacta esta acotado
por la categoria transversa de la foliacion.

Resultados

Describiré mas detalladamente el contenido de este trabajo que esta dividido
en cinco capitulos.

El primer capitulo nos introduce en la teoria de foliaciones y consta de tres
secciones.

En la primera seccién se dan las definiciones de los conceptos fundamentales
y propiedades elementales de la teoria de foliaciones que utilizaré después y se
fijan las notaciones.

En la seccién 2 se resenan una serie de casos particulares de foliaciones
que tendran una importancia capital en los dos ultimos capitulos. En el caso
de las foliaciones compactas-Hausdorff se prueba en esta seccion la existencia
de particiones basicas de la unidad, de lo que como corolario tenemos que las
foliaciones compactas-Hausdorff son riemannianas.

En la dltima seccién introducimos las dos nociones usuales de homotopia
compatibles con la foliacién: la homotopia foliada y la integrable. En cada caso
estudiamos las consecuencias sobre el espacio de hojas de tener el mismo tipo



Vil

de homotopia. Concretamente veremos que si dos foliaciones tienen el mismo
tipo de homotopia foliada entonces los espacios de hojas tienen el mismo tipo
de homotopia y si las foliaciones tienen el mismo tipo de homotopia integrable,
los espacios de hojas son homeomorfos. En particular para el caso de folia-
ciones de Lie demostramos que tener el mismo tipo de homotopia integrable
implica que los grupos transversos tienen que ser difeomorfos y los grupos de
holonomia isomorfos.

En el capitulo 2 considero un producto en la cohomologia de De Rham
relativa que serd determinante en la acotaciéon por un invariante cohomoldgico
de las categorias adaptadas a la foliacién. Utilizo la definicién de complejo de
formas relativas dada en [3] y defino en ese complejo un producto que inducira
el producto en cohomologia de De Rham relativa.

Luego introducimos las definiciones de cohomologia bésica ([32]) y foliada
([6]) y definimos de manera analoga las correspondientes cohomologias relati-
vas.

Tendremos un producto inducido en la cohomologia foliada relativa mien-
tras que en la basica relativa estara bien definido sélo en algunos casos partic-
ulares.

El capitulo 3 nos introduce en la teoria desarrollada en torno a la categoria
LS.

En la primera seccion se da la definicion de categoria LS de un espacio
topoldgico X, catX, asi como algunas de sus propiedades mas importantes, en
particular la acotacién por la nilpotencia de cualquier cohomologia reducida
de X ([19)).

En la siguiente secciéon damos una definicion de categoria diferenciable para
variedades y probamos que la categoria topoldgica y diferenciable coinciden en
una variedad.

La seccion 3 es una breve resena sobre la categoria seccionaria definida por
A. Schwartz [35].

El resto del capitulo esta dedicado al estudio de la categoria fibrada de
James y Morris [20] que se sitia como uno de los antecedentes de la categoria
tangente que luego definiremos.

El contexto donde se define la categoria fibrada serd el de los espacios
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fibrados sobre un espacio topoldgico B, es decir espacios (X, p) donde p: X — B
es una aplicacién continua. Las aplicaciones entre dos espacios fibrados seran
las que conmutan con las proyecciones. Una aplicacién fibrada c: (X,p) —
(X’;p’) serd una constante fibrada sobre B si existe una seccién global s: B —
X’ tal que ¢ = sp. Un subconjunto U de X serd categorico fibrado sobre B
si la inclusiéon U C X es hométopa fibrada a una constante fibrada sobre B
y la categoria fibrada, catgX, serd el minimo ntmero de abiertos categoricos
fibrados necesarios para cubrir X.

La categoria fibrada es un invariante de homotopia fibrada y coincide con
la categoria de la fibra en el caso de un fibrado producto.

Se obtiene para esta categoria la acotacion [20]:

)
catgX > nil [ H (B))”

Damos también de esta categoria una version diferenciable. Redemostramos
la acotacion anterior para el caso de variedades reinterpretando la cohomologia
del cilindro de una aplicacién de la demostracion de James y Morris en términos
de la cohomologia de De Rham de una aplicacién definida en [3]. Més adelante
adaptaremos estas ideas al caso de una variedad foliada.

Finalmente y tratando de evitar la necesidad de restringirnos a espacios fi-
brados que tengan seccién global, proponemos el concepto de categoria fibrada
local, catpX, y su version diferenciable, cat’X. Estas categorias solo requieren
la existencia de secciones locales lo que nos permitira por ejemplo calcular la
categoria de cualquier fibrado localmente trivial. Comparamos estas categorias
con las categorias definidas antes y damos algunas acotaciones y condiciones
en las que coinciden. También probamos que es necesario que las fibras sean
cerradas para que cualquiera de las categorias fibradas en una variedad sea
finita lo que motiva un siguiente paso en la bisqueda de una nocién que se
adecue mejor al contexto de una foliacion.

En el cuarto capitulo comenzamos haciendo algunas consideraciones so-
bre la categoria LS de las hojas y luego definimos la categoria tangente y la
transversa.

En la seccién 2 introducimos la categoria tangente, cati(M, F). En una
variedad foliada (M, F) diremos que un abierto U de M es tangentemente
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categérico si la inclusion U C M es homoétopa integrable a una aplicacién
constante en cada hoja de la foliacién inducida por F en U, Fy.

Se trata de deformar el abierto U a lo largo de las hojas de manera que la
homotopia restringida a cada hoja de JFi, sea una contraccion en la hoja de F.

La categoria tangente es un invariante de homotopia integrable y es finita
en las variedades compactas.

Si consideramos la foliacién por una sola hoja coincide con la categoria LS
de la variedad y si consideramos la foliacién por puntos, la categoria tangente
es 1.

Comparamos también esta categoria con las categorias diferenciables definidas
hasta ahora y con la categoria de las hojas, obteniendo:

catL < cat((M, F) < catay M

para toda hoja L de la foliacién.

Utilizando la teoria desarrollada en el capitulo 2 probamos que la nilpoten-
cia del anillo de cohomologia foliada en grado positivo es una cota inferior para
la categoria tangente. La nilpotencia de este anillo es un invariante del que no
disponemos de calculos explicitos ya que no se ha estudiado nunca antes.

Por 1ultimo proponemos la nocién mas restrictiva de T-categoria que exige
ademas que la imagen de la aplicacion constante en las hojas de JFy esté
contenida en una transversal T. Es decir, que la inclusion factorice por una
transversal salvo homotopia integrable.

En la seccién 3 definimos la categoria transversa, cat (M, F). Diremos
que un abierto U de M es transversalmente categorico si la inclusion U € M
es homotopa foliada a una aplicacion cuya imagen esté contenida en alguna
hoja.

Se trata de deformar el abierto transversalmente hasta una hoja de la fo-
liacion, es decir la inclusién factoriza por una hoja salvo homotopia foliada.

La categoria transversa es un invariante de homotopia foliada y es finita en
las variedades compactas.

Si consideramos la foliacion por puntos coincide con la categoria LS de
la variedad y si consideramos la foliacién por una sola hoja, la categoria
transversa es 1.

Comparamos la categoria transversa con la categoria LS del espacio de
hojas obteniendo algunos resultados parciales.

Damos una generalizacion del teorema de Varadarajan [39] sobre fibraciones
para el caso de una foliacién cualquiera y obtenemos la siguiente relacion en-



tre la categoria de una variedad M y las categorias tangente y transversa de
cualquier foliacién definida en M:

catM < cati(M, F) cat ) (M, F).

Sik: QF (M) — Q*(M) es la inyeccién de la subdlgebra de formas bésicas
en la de todas las formas diferenciales sobre M, tenemos que

cat (M, F) > nilk"Hy(M)

donde k* es la aplicaciéon inducida en cohomologia.

Notamos que si F y F’ son foliaciones transversas en general no es cierto
que la categoria transversa de F coincida con la categoria tangente de F'.

Luego comparamos la categoria transversa de una foliacion dada por una
accion localmente libre de un grupo de Lie compacto G sobre M con la G-
categoria estudiada por varios autores (ver por ejemplo [10], [24]).

Dedicamos la siguiente seccién al estudio de la categoria tangente y transversa
en las foliaciones compactas-Hausdorff. Sabemos que toda hoja de una fo-
liacién compacta-Hausdorff admite un entorno L xgD donde G es el grupo de
holonomia de la hoja, L una cubierta de L y D una bola en R™. Probamos que
L xg D es un abierto transversalmente categérico y que puede recubrirse con
catL abiertos t-categoricos. Obtenemos sendas acotaciones de las categorias
tangente y transversa en funcién del nimero de abiertos de trivializacion del fi-
brado de Seifert dado por la foliacién. En particular concluimos que toda hoja
de una foliacién compacta-Hausdorff admite un entorno saturado transver-
salmente categdrico. Retomaremos este resultado en el dltimo capitulo.

Finalmente damos acotaciones para las categorias tangente y transversa
de la suspensiéon de un homomorfismo en funciéon de las categorias LS de las
variedades que intevienen en la construccién de una suspension.

Terminamos el capitulo calculando explicitamente algunas categorias de
foliaciones particulares. Utilizamos los resultados obtenidos para calcular la
categoria tangente de las foliaciones en el toro, probamos que la categoria
tangente de cualquier flujo en el toro es 2; calculamos también la categoria
tangente y transversa de sendas foliaciones en la cinta de Moebius y en S3
dadas por un fibrado de Seifert. Comparamos estos resultados con las otras
categorias diferenciables definidas para variedades y para aplicaciones.
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En el dltimo capitulo mostramos cémo puede ser utilizada una categoria
en foliaciones para acotar el nimero de hojas criticas de una funcién baésica.

Introducimos en la primera seccién las notaciones y algunas propiedades
del conjunto de puntos criticos K de una funcién basica.

Definimos luego la categorfa transversa saturada, cat M, agregando a la
definicion de categoria transversa de antes la exigencia de que los abiertos sean
saturados. La categoria serd una cota inferior para la cantidad de hojas criticas
por lo que con esta modificacién obtendremos una acotaciéon mejor.

Daremos una version en términos de deformacion transversa del método
de Lusternik y Schnirelmann. Seguiremos con algunas modificaciones la ex-
posicién de R. S. Palais en [29]. Establecemos condiciones restrictivas sobre
la variedad y sobre la funcién basica. Decimos que una variedad foliada es
M -localmente contractil si toda hoja admite un entorno saturado transver-
salmente categorico y que una funcién basica cumple las condiciones de defor-
macion transversa de Palais-Smale si:

1. Vc € R valor regular de f, 3¢ > 0 tal que M¢ e es () -deformable en
Mc—e

2. Vc € R valor critico de f, VU entorno saturado de K., de > 0 tal que
Mcie — U es M -deformable en M.,

donde M, = f'(—o0,c]l y Kc = KN f(c).

Finalmente probamos que bajo estas condiciones una funcién basica en una
variedad compacta tiene al menos cat M hojas criticas.

En la seccién 3 probamos que toda foliacién compacta-Hausdorff esta en las
hipétesis del teorema anterior. Para eso utilizamos de manera determinante
la existencia de particiones basicas de la unidad en una foliacién compacta-
Hausdorff.

Ademas como aplicacién de este resultado obtenemos una generalizacion del
resultado clasico de Lusternik y Schnirelmann en variedades para las variedades
de Satake que son espacios de hojas de alguna foliacién compacta-Hausdorft.

En la ultima secciéon probamos que toda foliacién de codimensiéon uno tiene
al menos cat {M hojas criticas.

De hecho probamos mas: si hay alguna hoja no cerrada en la foliacidn,
entonces cualquier funcién bésica tiene infinitas hojas criticas. En esta seccion
nos basamos sobre todo en los resultados de G. Hector [16] sobre conjuntos
minimales en foliaciones de codimensién uno.
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Chapter 1

Cohomologia de De Rham

Sea M una variedad diferenciable de dimension m +n, Q"(M) el espacio de
r-formas diferenciales sobre M y d: Q"(M) — Q™ 1(M) la diferencial exterior.
Se tiene que d es una antiderivacién, d? = 0 y tenemos el complejo diferencial:

s QTM) S QT M) — -

donde w € QT(M) es cerrada si dw = 0 y es exacta si In € Q™ (M) tal que
dn = w. La cohomologia de este complejo en grado T,

; {r — formas cerradas}
HDR(M) =

~ {r —formas exactas}

es el r-ésimo grupo de cohomologia de De Rham de la variedad M, y

Hpr(M) = @ Hpr(M)

o<r<dimm

es un &lgebra graduada (anti)conmutativa con el producto inducido por el
producto exterior de formas.

1.1 Cohomologia de De Rham relativa
Sea f: N — M aplicacién diferenciable entre variedades. Definimos [3]

Q () =Q" (M) e Q" '(N)

xiil
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con diferencial dada por
d(w,0) = (dw, f*w — dO).
Vemos que d? =0 y tenemos el complejo diferencial:

Q™) S Q) — -

Llamamos H"(f) a la cohomologia en grado r de este complejo. A partir de la
sucesion exacta corta:

0 — o '(N) =%~ or(f) B~ o) — o
donde «(n) = (0,1) v B(w,0) = w, tenemos:
Proposicién 1.1
S HTYND S () S HT M) S HT(N) — -
es una sucesion exacta larga en cohomologia.

Definicién 1.2 Si U es abierto en M, H'(M,U) = H"(1) es la cohomologia
de De Rham relativa en grado r, donde i: U — M es la inclusion.

1.2 Producto en cohomologia relativa

Sean U,V abiertos en M y {f, g} una particiéon de la unidad sobre U U V
subordinada al recubrimiento {U, V}. Definimos un producto

o: QP(M,U) x QI(M, V) — QPH(M, U U V)

Ccomo
(w,@) b (th) = (w/\Z>T1)

donde n € QP91 (U U V) estd dada por
Nlu = 0Az|u+(—1)? [d(g0 A tlunv) + g ((w —dO) At — (=1)PO A (z — dt)) [unv]

y
nlv = (=DPwiAt=(=1)P[d(f0 A tlurv) + T ((w —dO) At — (=T)PO A (z — dt)) funv] -
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Proposicién 1.3 n esta bien definida en UNV.
Dem:

(Mlu =1l lunv
= OAz—(—TPw At+ (—=1)Pd(6At)
+(=1)P ((w—dB) At — (=1)PO A (z — dt))]|unv
= BOAz—(—1PwAt+ (—1)PdONt—0O0Adt+ (—1)Pw At —(—1)PdO ANt
—0 Az+ 0 A dtllunv
= 0.
O

Proposicion 1.4 El producto e: HP(M, U) x HI(M,V) — HPTI(M,U U V)
estd bien definido en cohomologia relativa.

Dem:
1. Si (w,0),(z,t) € Kerd entonces dw = dz =0, w|y =d0 y z|y, = dt. El
producto (w,0) e (z,t) = (w A z,n) verifica
dlwAz)=dwAz+ (—=1)Pw Adz=0.
Ademds dn = w A z|yuv porque

dnlu
= dlOAzly+ (=1)P (d(g0 A tlunv) + g((w —dB) At — (=T)PO A (z — dt));
= d(0Az[u)
= [dOAz+ (—1)P'OAdZ|y

(w A z)lu

dnlv
= dl(-1)Pwly At

—(=1)P(d(fO Atlunv) + f((w — dO) At — (=1)PO A (z — dt))|unv)]
= d((—=1)PwlyAt)
= ((—DPdw At+wAdt)ly

(wAz)lv

Entonces (w,0) o (z,t) € Kerd.
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2. Siademss (w”,0"),(z",t") € Kerd y (w”,0")—(w, 0), (z",t")—(z,t) €

Imd, entonces:

e "
Z//

t//

w+ dw’

0+ w'|y—do’
= z+4dz
= t+2z/ly—dt’

La diferencia de los productos (w”,0”) e (z",t") — (w,0) e (z,t) es:

((U + dwlve”) hd (Z+ dZ,,t”) - ((U, 9) i (th)
= (wAz+wAdZ' +dw' Az+dw' Adz',n") — (w Azn)
= (dlw'ANz+ (-1Pw Az +w' Adz'),n" —n).

Veré que

N —n=(w Az+ (—1Pw Az +w' Adz")|uwy — d&

con & € QPTI92(U U V). En efecto

Mm" —=mlu

= 0" AZ'u+ (~1)7[d(g0" At'lum) + gl(w” — d8") AL
—(=1)70" A (2" = dt")lue
[0 Azl + (—1)7 (d(g0 A thuev) + g ((w— dO) At — (—1)P8 A (2 — b)) lunv)]

= [(0+w' —do')A(z+dz') +

—0 A zllu

(—1)Pd[g (0 + @' —dO) A (t+2' —dt') — 0 At)]

= OANdZ+w' Nz+w' Ndz' —d0' Nz—de' AdzZ/
+(=1Pd(g(ONZ' —0Adt + W ANt+ W' ANz —w' Adt' —do' At

—do’' Az’ —do’ Adt"))lly

= W Az+w Adz' +(=1)PdO N Z’
4d(—(—=1)POAZ —0' Az—0' Adz + (=1)Pg(8” At" — 08 A t))]lu

m" —nlv

= (=P WAt — (=1)PA(f" A t"[uny) + F((w” — dO”) At”
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—(=1)PO" N (2" — dt"))|unv — [(=D)Pwlvy At — (=1)P[A(fO A tlunv)
+ ((w—dO) At — (=T)PO A (z — dt)) [unvl]
DPllw+dw)A(t+z' —dt ) —wAt—d(f(0" ANt"—0 A1)y
DPlw Az —wAdt' +dw' ANt +dw' Az —dw’ Adt' —d (f(0" At”
(—1Pw Az + (=1D)Pd(w' Nt +w' AZ')+w' Adz' — (—=1)Pw A dt’
—(—1)Pdw’ A dt’ — (—1)Pd (£(8” At — 0 A))lv
= [Ww Az+ (-1Pw Az +w' Adz
—dA[(-1P(—w' At—w' AZ + (=1)Pw At + W' Adt' +f(0" At"—0/

(
=
= |

luego & deberd cumplir:

Elu=(—1PONZ +0'ANz+ 0" Adz'— (—1)Pg(0” At" — 0 At) + d

y

Elv = —(—1Pw/'At—(—1)Pw' Az + WAt +(—1)Pw'Adt'+(—1)PF(0” At"—0AL)+
con xy 3 tales que

d(OC_B”umV
= —(—1PW At + WAL — (1)POAZ — 0" Az" 4+ (—1)P(8" At — B At
= (1P A"+ WAL — (=1)POAZ —0" Az + (=1)P((6 + w' — de’)

—0At)
= (1P At"+ WAt — (=1)PONZ —O0'NZ" + (=1)P(OAt" + w At
—do' At" -0 At)

= WAt —(=1POAZ —0'Ndt" + (—T)PONAt+ (—1)POAZ — (—1)PO A «
—(=1)Pdo’ ANt" — (=1)PO Nt
= dOAt + (=P TOAdt — (—1)P(dO' At” + (—1)PO’ A dt”)
= dOAt —(—1)PO'At")
Seav=0At'—(—=1)P0’' At” € QPHI3(UNV) y {f', g’} particién de la
unidad subordinada al recubrimiento {U, V}. Definimos
x = g've QPrIT3(U)
B = —f'veQrri3(v)

luego & € QPHI2(UU V).
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3. Veremos que el producto en cohomologia no depende de la eleccién de la
particion de la unidad.

Sean {f, g} y {f’,; g’} dos particiones de la unidad sobre UUV subordinadas
a{U, V}. Como [wAz,1] = [wAz,n'] siin—m’ = d& con § € QPHI2(UU
V), y sabemos que f+g =1,f'+g’ =1, es decir g—g’ = f' —f, tenemos

Mm—n"u
0 Az+(—1)Pd(g0 A tluay) — 0 Az — (—1)Pd(g’0 A tluny)
(—=1)Pd ((g — g1 Atlunv) = d ((=1)P(f" — )8 A tlunv)

m—n')lv

(=1DPw At — (=1)PA(fO Atlunv) — (=1)Pw At + (=1)PA(f'O A tlunv)
(=1D)Pd ((—f + )0 Atlunv)
(

luego (M—m’) = d& con & = (—1)Pd ((f' — )0 A tlunv) € QPHI2(LUUV).

—1
—1
O

1.3 Cohomologia basica

Una r-forma w en M es bdsica para la variedad foliada (M, F) si
ixw = ixdw = O, VX e X(.F),

donde X(F) es el conjunto de los campos vectoriales sobre M tangentes a la
foliacion.

Designamos por Qf (M) el espacio de las r-formas bésicas. La diferencial de
una forma basica y el producto de formas béasicas son también formas basicas,
luego

QM) = O} (M)
0<r<n
es el algebra de las formas bésicas, subcomplejo diferencial de Q*(M) cuya
cohomologia Hy, (M) es el dlgebra de cohomologia béasica de (M, F). Por ejem-

plo, si F es una foliacién simple definida por la submersion f: M — B entonces
*: Hpr(B) = Hy(M) es un isomorfismo.
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Proposicién 1.5 [28/ w € QT(M) es bdsica para (M, F) sii ¥Y(U, @) carta

foliada con coordenadas locales (x',...,x™y',...,y™) tenemos
wly = Z fuon 'y yMdyt A Ady®
1 <..<ir

Proposicion 1.6 Una aplicacion foliada f: (M, F) — (M', F') induce un
morfismo en cohomologia bdsica.

Dem: Sea w € Q} (M), Xq,... X1 € X(M) y X € X(F). Entonces
ixf*w(X], .. .XT_]) = f*(U(X, X], .. .XT_]) = (U(f*X, f*X], .. .f*XT_])

y como f,X € X(F’) por ser f foliada, entonces ixf*w = 0.
Ademas ixdf*w = ixf*dw = 0. Entonces tenemos un morfismo en coho-
mologia bésica f*: Hy,(M') — Hy(M).

O

Lema 1.7 Sean ig,i1: M — M X R tales que i(x) = (x,t). Considerando
(M x R, F") la variedad foliada por L x {t}, con L hoja de F, existe

k: QL (M x R) — Q7 (M)
tal que kd — dk =17 —1i§.

Dem: codimF = n, codimF” =n+1y (x',---,x™y',---,y™t) son las
coordenadas en M x R. Si a € Q} (M X R) entonces

o = fdy" A--- Ady®

o =fdy" A---Adytr Adt

con f = f(y]> oyt
Definimos . '
K(fdy A - Ady') =0

1
k(fdy" A---Ady' ' Adt) = U fdt) dyl' A~ Adyt
0
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Se tiene
(kd — dk)(fdy" A--- A dy™)
-
= kdax—d kx

I
o~

of of . .
——dy’ + —dt) Ady" A Ady®
(( oy VT ot ) A dy Y )

0
= (—dt/\dy11 N\ - /\dy”)

1
= (J )dy” A dy®
0

(f(y, 1) — f(y,0)) dy™ A---dy™
(15 —ig) (fdy" A--- Ady™)

O)|O),—|-—h

1

en un caso, y

(kd — dk)(fdy" A--- Ady' ' Adt)

= of d
= k((Z—dy]—l—a—fdt)/\dy” A Adyt ‘/\dt)

1
J fdt)dy" /\---/\dyi~>

= k —dy Ady" A Adytt Adt
Zay y A dy y )
T ([ fdt
—(Zi(fo )>dy’/\dy”/\ ‘A dyt
= of . . .
Z—.dt dy Ady" A---Adyt!
0 4= Y
L . . .
— Zi( dt) dy' Ady'' A - A dyt!
=

= (i —1)(fdy" A--- Ady Adt).
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Proposicién 1.8 Si f~rg entonces inducen el mismo morfismo en coho-
mologia basica.

Dem: Sea w € Qu(M/) tal que dw = 0y H: (M x Ry F") — (M, F’) la
homotopia foliada tal que Hip = f y Hi; = g. Entonces

ffw—g'w = ({jH —{jH)w
= (i~ ij)H'w
— (kd — d\)H*'w

= kdH'w — dkH*w
= kH'dw — dkH*w
0 — dkH"w.

Luego f*[w] — g*[w] = [-dkH*w] =0

1.4 Cohomologia basica relativa
Sea f: (N, F') — (M, F) aplicacién foliada. Definimos
O} (f) = Oy (M) & Q' (N)

con diferencial d(w, 0) = (dw, f*w — dO).
Como antes, tenemos la sucesion exacta larga en cohomologia bésica:

c s HITTN) S HEL(F) 25 HE (M) -5 HE(N) — -
Dado U abierto en M, la inclusion i: (U, Fy) <— (M, F) es una aplicacion foli-
ada, donde Fy es la foliacion inducida por F en U. Definimos la cohomologia

bésica relativa en grado v, H (M, U) = H"(i) y llamamos sucesién exacta larga
del par (M, U) en cohomologia bésica a

e HET(U) — HE(M, U) — HI(M) =5 HE(U) — - - -



1.5 Cohomologia foliada

Sea Q*(M, F) el subcomplejo diferencial de Q*(M) definido por:
weQMF)siwe Q' M)y wXyy...,.Xy) =0 ¥VX; € X(F)coni =
...,

Pasando al cociente, definimos el complejo de formas foliadas para la var-
iedad (M, F):
O (M)
- O5(M, F)

donde la diferencial d# es la inducida por la diferencial exterior en el cociente.
La cohomologia H%>(M) de este complejo es la cohomologia foliada de
(M, F).
Como Q*(M, F) es ideal de Q*(M), tenemos un producto

Q% (M)

A: QR (M) x QEH(M) — QF9 (M)
definido en Q% (M) como W AZ = w N z.

Proposicién 1.9 Sif: (M, F) — (M', F’) es una aplicacion foliada entonces
f induce un homomorfismo en cohomologia foliada.

Teorema 1.10 /6] Si f,g: (M, F) — (M, F’) son dos aplicaciones tales que
f~ry rg entonces f y g inducen el mismo homomorfismo en cohomologia foli-
ada.

1.6 Cohomologia foliada relativa
Sea f: (N, F') — (M, F) aplicacién foliada. Definimos

O%(f) = Q%(M) & QF'(N)

con diferencial
dr(w,0) = (dFw, f*w — d0).

Como antes, tenemos la sucesién exacta larga en cohomologia foliada:

S HIEY(N) 25 HIR(F) 25 HI- (M) -5 HI (N) — - -
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Dado U abierto en M, i: (U, Fu) — (M, F), definimos la cohomologia foliada
relativa en grado r, Hx(M, U) = H%2(1) y llamamos sucesién exacta larga del
par en cohomologia foliada a

- HE (W) — HE(M W) — HE(M) == HE (W) — -+

Proposicién 1.11 El producto de formas relativas definido antes induce un
producto de formas foliadas relativas

o: Q% (M, U) x Q4(M, V) = Q¥ 9 (M,UU V)

donde B
(w> 9) b (Z> t) = ((,U /\Zaﬁ)
conn € QP YU U V) definida como antes.

Dem: Veamos que esta bien definido en el cociente.
Sean w’, 0', z" y t’ tales que

w=w/, 0=0, z=2 y t=t.

Entonces los productos (w, 0) e (z,t) y (w’,0’) e (z/,t’) coinciden sii

wAz=w' ANz ya=7q".

Por un lado w/ Az = w' Az =0 AzZ=w ANz
Por otro i’y es la clase de

0'Az'lu+(=1)P (d(g8’ A t'lunv) + g ((w" = d8 ) At — (=1)P0' A (2 — dt’)) [unv)
vy ’lv es la clase de
(—=DPW WAL —=(=1)P (d(fO' A t'funv) + f ((w’ —dO) At/ — (=1)P0' A (2 — dt’)) |un

por lo que n/ =1.

Proposicién 1.12 La diferencial
dr: Qr (M, W) — Qr(M, W)

es una antiderivacion.
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Dem: Veremos que
d]—'((w) 9) b (th)) = d}'(w) 9) L (Z) t) + (_1 )p(wve) b d]:(Z, t)

V(w,0) € QR (M,U), V(z,t) € Qr(M,V).
Por un lado tenemos que

dr((w,0) e (z,t)) = (dr(w Az), (wAz)luwy — dFn).

Llamamos Y = (w /A z)|uuv — d#n a la segunda coordenada.
Sabemos que

Nlu = 0Az|u+(—=1)P(d(gONtluv) +g((w—dz0) At—(—=1)POA (z—dt))[uv)
y
Nlv = (=DPwlyAt—(=1)P(d(fOAtlunv) +Hf((w—dr0) At—(—T1)POA(z—dt) ) [unv).

Como dr: Qr(UUV) — Qx(UUV) es una antiderivacion es un operador local
con lo que

(drFn)lu = [dr(0/Az+(=1)P(d(g0Atlunv)+g((w—d#0)At—(—1)P6/\(z—dt))lunv)llu

y

(drn)lv = [dr((=T)PwAt—=(=1)P(d(fOAtlunv)+T((w—dF0)At—(=1)P0/\(z—dt)) lu~v))]lv.
Luego

Yiu = (wAz)lu—dr(0Az+(=1)Pg((w—dr0) At—(=T)POA(z—dt))[unv]lu

y

Ylv = (wAz)[y=dz((=DPOAt+(=1)P(f((w—d#0) At—(=1)PO/\(z—dt)) funv ) lv-

Por otra parte tenemos que

dr(w,0)e(z,t) + (~1)P(w,0) e dr(z,1)
= (drw,w|y—ds0)e(z,t)+ (—1)P(w,0) e (drz,zly — drt)
(drw Az+ (=1)Pw Adrz,Y')
(dr(w Az),Y).
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Veremos que Y' =Y.
Y'lu
= (W—dr0) Az+ (=1)Pldr(g(w — dr0) A tluav) — (=1)Pg((w — dr0) A (z — di
+(=1POAN drz+ dr (g0 A (z — dt)lunv) + g((w — dz0) A (z — dt))|unv
(wAZ)lu—dr(@Az) + (=1)Pdr(g((w —dr0) At — (=1)PO A (z — dt))lunv)
Y|u.

Analogamente Y'|y = Yly.

Corolario 1.13 EI producto
o: H2.(M, U) x HE(M, V) — HE Y (M, U U V)
estd bien definido en cohomologia foliada.

Dem: Si (w”,0"), (w,0) € Kerdr € Q% (M, U) son cohomdlogos y (z”,t"),
(z,t) € Kerdr C Q%(M, V) son cohomdlogos, tenemos que

(wﬂv e”) - ((U, 9) + d]:((U/, e/)
(z",t") = (z,t) + dr(z/, 1)
dr(w,0) = dr(w”,0") = dr(z,t) = dr(z",t") = 0.

Veremos que (w”,0”) e (z”,t") y (w,0) e (z,t) son cohomdlogos.

o (z,t)+ (w,0) e dr(z',t") + dr(w’,0) o (z,t) + dr(w’,0") @ dr(z’,t')

(

(((U, ) + d]:(w,)e/)) b ((Z) t) + d}-(ll,t,))

(

( o (z,t) + dr((—1)P(w’,0") o (z/,t') + (w',0) ® (z,1) + (—=1)PdF(w’, 0') «

O

Proposicién 1.14 H%>(M,M) =0

Dem: Si [, 0] € H%(M, M) entonces dw, w —d6 € Q*(M,F) y dx(6,0) =

[@, 61.
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Chapter 2

Categoria LS

2.1 Categoria de Lusternik-Schnirelmann

Sea X un espacio topolégico. Un subconjunto U C X es categorico si U es
contractil en X.

Definicién 2.1 Llamamos categoria LS del espacio X, catX, al menor entero
k tal que X se puede recubrir por k subconjuntos abiertos categoricos. Si no
existe tal entero, catX = 0.

Por ejemplo, catX =1 si y sélo si X es contractil.
Proposicién 2.2 [19] catX es un invariante homotopico.

Dem: Sea f: X — Y una equivalencia de homotopia con inversa homotoépica g
y U abierto categérico para X. Consideramos V = g '(U) C Y. V es abierto
por serlo U y fiygly >~ 0 pues iy ~ 0. Ademids fiygly = fgiy ~ idiy = iy
con lo que iy >~ 0 y V es contractil en Y. Luego catX > catY. Invirtiendo el
razonamiento obtenemos la igualdad.

O

Decimos que un anillo A es nilpotente si existe un natural r tal que A" =
y su nilpotencia serd el ntimero:

nilA = inf{rla;---a, =0 Va; € A}

XXVvil
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Proposicién 2.3 [19] catX > nilH*(X)

Dem: Si U es un abierto categérico para X entonces i*: H*(X) — H*(U) es la
aplicacién nula y considerando la sucesion exacta del par (X, U) tenemos

HA (X, U 25 HA(X) -5 HA (W)

con lo que p* es sobre.

Sea {Uj, ..., Uy} recubrimiento por abiertos categéricos de X y Xq,...,Xn €
H*(X). Como pi: H*(X, U;) — H*(X) es sobre Vi=1,...,n, entonces Iw; €
H*(X, U;) tal que p;j(wi) = xi. Luego

wiU...Uwp, € H*(X, | Us) = H (X, X) =0

i=1
y piwi) U...Upi(wn) =0 con lo que nilH*(X) < n.
O

Se dice que la aplicacion p: X — B tiene la Propiedad de levantamiento
de homotopias (PLH) para el espacio Z si para toda aplicacién f: Z — X'y
para toda homotopia H: Z x I — B tales que Hy = pf existe una aplicacion
H:Z x I — X tal que Ho = f y pH; = H.

Diremos que p es una fibracion si tiene la PLH para todo espacio topolégico
Z.

Un fibrado localmente trivial tiene la PLH para todo espacio Z paracom-
pacto [18].

Teorema 2.4 [39] Sea p: X — B una fibracion con B conexo por caminos y
con fibra homotopica F. Entonces catX < catFcatB.

2.2 Categoria diferenciable

Sea M una variedad diferenciable. Una subvariedad U es diferenciablemente
categorica si existe una contraccion diferenciable F: U x R — M.

Veremos que la categoria topoldgica y diferenciable coinciden en una var-
iedad.
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Por el teorema de Whitney sabemos que toda variedad diferenciable de
dimensién k es una subvariedad embebida de RZ¥!. Por otra parte toda sub-
variedad M C RN admite un entorno tubular en RN, es decir, existe un abierto
W C RN y una retraccién diferenciable : W — M con (r, W, M) fibrado vec-
torial.

Lema 2.5 Sean A C U, U abierto y A cerrado en U. Sea M’ subvariedad
embebida en RN. Entonces dada h: M — M’ aplicacién continua tal que h|y
es diferenciable, para todo € > 0 existe g: M — M’ diferenciable tal que:

1. g’A - h|A;
2. |h(x) —gx)]| <e VxeM,
donde || || es la norma en RN.

Dem: Si M’ C RN, sea W el entorno tubular y 1:W — M’ la retraccién
diferenciable.

Como h es continua, tenemos que Ve’ > 0y Vp € M—A, existe U, entorno
de p con U, C M — A tal que:

|h(x) —h(p)|| <€ ¥xelU,.

Sea {@, @plpem_a particion diferenciable de la unidad subordinada al recubrim-
iento abierto {U, U,}pem-—a de M. Considero go: M — RN tal que

go(x) =@(h(x)+ >  @p(x)h(p).
PEM—-A
Estd bien definida, ||h(x) — go(x)|| < €’ Vx € My gola = hla.
Como ||h(x) — go(x)|| < €’ para todo x € M, puedo suponer go(M) C W
y definir entonces g:M — M’ como g = 1 o gy que resulta diferenciable;
gla = h|a y como 1 es continua, dado € > 0, 35 > 0 tal que ||[r(v)|| < € si
|v|| < 6. Elijo €’ =6 con lo que

Ih(x) —g(x)|| < e Vxe M.

Proposicién 2.6 Si M y M’ son variedades diferenciables, entonces:
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1.

Dem:

Toda aplicacion continua h: M — M’ es homdtopa a una aplicacion
diferenciable.

Si dos aplicaciones diferenciables f,g: M — M’ son homdtopas, entonces
existe una homotopia diferenciable F: M x R — M tal que f ~f g.

. Construyo go como en la demostracion anterior eligiendo €’ tal que el

segmento en RN entre go(x) y h(x) esté contenido en W para todo x € M.
Luego la aplicacién diferenciable g:M — M’ dada por g = 10 gg es
hométopa a h.

Si H: M x1 — M’ es la homotopia entre f y g, considero H: M xR — M’
dada por
H/(th) = H(X)'Y(t))

donde v:R — I es una aplicacién continua tal que y(t) =1sit>1—25
y v(t) =0 si t < & para algin & < %

Luego H’ es una aplicacién continua tal que si (x,t) € M x (—o0,d):
H'(x,t) = H(x,0) = f(x)

ysi(x,t) € M x (1 —205,00):
H'(x,t) = H(x, 1) = g(x).

Por lo que H’ es diferenciable en U = M x ((—o0,06) U (1 — 8, 00)).

Sea A = M x ((—o0, 0]U[1, 00)) que es cerrado en U. Por el lema anterior
existe F: M x R — M’ diferenciable tal que F|o = H’|a, es decir Fo =f y
F] =g.

O

Corolario 2.7 Un abierto en U C M es categorico sii es diferenciablemente
categorico.



XXX1

2.3 Categoria seccionaria

Sea p: X — B una aplicaciéon continua. Un subconjunto U C B es categérico
seccionario si 3s: U — X tal que ps = iy.

Definicién 2.8 [35] Llamamos categoria seccionaria del espacio X, secatX,
al menor entero k tal que B se puede recubrir por kX subconjuntos abiertos
categoricos seccionarios. Si no existe tal entero, secatX = oo.

Proposicién 2.9 Si p: X — B es una fibracion entonces secatX < catB. Si
ademas X es contractil entonces secatX = catB.

Dem: Sean V C B un abierto categorico y H: V x I — B la homotopia tal que
Ho = cte y Hy = 1iy. Sea f:V — M una aplicacién constante tal que f(b) = xo
con p(xp) = Ho(b). Luego Hy = pf. Por la PLH para V, existe H:V x1— X
tal que pI:l = H y Ho = f. Tenemos que Hy: V — M es una seccién local de
p: pHi1 = H; =1y con lo que V es categérico seccionario.

Si X es contractil, consideramos la homotopia G: XxI — X tal que Go = idx
y Gy; = cte. Si V es categdrico seccionario, sea s:V — X la secciéon local.
Consideramos F: V x I — B dada por

F(b,t) = pG(s(b), 1).

Tenemos que Fo(b) = pGos(b) = ps(b) = b y F1(b) = pGis(b) = cte con lo
que V es categorico.

O

Proposicién 2.10 secatX > nil Kerp*, donde p*: H(B) — H(M) es el mor-
fismo inducido en cohomologia.

Dem: Si U C B es abierto categérico seccionario tenemos:
H*(B) 25 H*(X) =5 H* (W)

tal que s*p* = i*. Entonces Kerp* C Keri*. Ademas considerando la sucesion
exacta

H*(B, U) 2 H*(B) - H*(U)
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tenemos que Imj* = Keri*.

Sea {Uj, ..., Uy} recubrimiento de B por abiertos categéricos seccionarios
Y X1y...yXn € Kerp* C Keri* = Imj*. Entonces Iw; € H*(B,U;) tal que
*lwy)) = x4 vi=1,...,n. Como wyU...Uw, € H*(B,B) = 0 entonces

x1U...Uxy =0y nil Kerp* <n.

2.4 Categoria fibrada

La nocién de categoria fibrada ha sido introducida por 1. M. James y J. R.
Morris [20].

Decimos que (X,p) es un espacio fibrado sobre B si p: X — B es una
aplicacién continua entre espacios topolégicos. En este contexto @: (X,p) —
(Y;p’) es una aplicacién fibrada sobre B si p’@ = p, H:X X I — Y es una
homotopia fibrada sobre B si Hy: (X,p) — (Y;p’) es una aplicacién fibrada
Vt (notacién ~g) y c: (X,p) — (Y,p’) es una constante fibrada sobre B si
ds’: B — Y seccién de p’ tal que ¢ = s'p.

Un subconjunto U C X es categérico fibrado sobre B si la inclusion U «— X
es homoétopa fibrada a una constante fibrada sobre B.

Definicién 2.11 Llamamos categoria fibrada del espacio X, catgX, al menor
entero K tal que X se puede recubrir por k subconjuntos abiertos categoricos
fibrados. Si no eziste tal entero, catgX = co.

Si B =X, p = idg, entonces catgX = 1 y si B = {b} entonces catgX = catX.
Proposicion 2.12 catgX es un invariante de homotopia fibrada sobre B.

Dem: Sea f: (X,p) — (Y,p’) la equivalencia de homotopia fibrada sobre B con
inversa homotoépica g y U abierto categdrico fibrado para Y. Consideramos
V = f71(U) abierto en X. En el diagrama

v ey

-
f

X — Y

iu
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tenemos que
fiv = iuflv, p’s’ =1idg vy tu =8 s'p'lu = s'p'iu.
Defino s = gs’. Es una seccién y ademds iy ~g ¢ con ¢ = sp|y pues
c = gs'plv = gs'piv = gs'p'fiy = gs'p'iuflv
es homoétopa fibrada a
giuflv = gfly = gfiv
que es homotopa fibrada a idxiy = iv.
O
Propiedades 2.13 Si (X,p), (Y,p’) son espacios fibrados sobre B y f, g: (X, p) —

(Y,p’) son aplicaciones fibradas sobre B, tenemos que para todo A C X y para
todo B" D B:

1. (A,pla) es un espacio fibrado sobre B y (X,igp) es un espacio fibrado
sobre B'.

2. fla: (A, pla) = (Y, p') es una aplicacion fibrada sobre B y f' = f: (X, igp) —
(Y,igp’) es una aplicacion fibrada sobre B’.

3. Si f ~g g entonces f|a ~p gla vy f' ~p g’.
Proposicién 2.14 Para toda fibra F de p tenemos
catgX > catF.

Dem: Dado V abierto categérico fibrado para X, veré que V N F es abierto
categorico para F.

Sea G la homotopia fibrada sobre B tal que Gy: V — X verifica pG = plv,
Go=1ivy Gy =c. Sea H{ = G{/vnr. Tenemos que H(V NF) C F pues

pG(VNF)=p(VNF) Cp(F)=bo= G(VNF) Cp (b)) =F.
Luego Hi: VN F — F verifica
Ho(x) = Gol(x) =x y Hi(x) = Gi(x) = c(x) = sp(x) = s(bo) = cte,

con lo que H: (VN F) x I — F es la homotopia buscada.



XXX1V

Corolario 2.15 catg(B x F) = catF.

Dem: Sea U abierto categdrico para F, veré que B x U es categérico fibrado
sobre B para la proyeccién pg: B x F — B.

Como iy =~ cte, sea H la homotopia tal que Hy: U — F verifica Ho =iy y
H;(x) = xo para todo x € U.

Sea s:B — B x F tal que b — (b,xo) vy Gi:B x U — B x F tal que
(b, x) = (b, He(x)).

Entonces G es una homotopia fibrada sobre B:

PeGe(b,x) = pa(b, Hi(x)) = b,

con

GO(b>X) = (ba HO(X)) = (b>X) - inu(bax)

Gi(b,x) = (b, Hi(x)) = (b, x0) = (b, x).
Luego catF > catg(B x F).

O

Si S es un subanillo del anillo A, llamaremos (S) al menor ideal de A que
contiene a S. Se tiene que [20]:

Proposicién 2.16 3
H*(M
catgM > nil#.
(p*H*(B))

2.5 Categoria fibrada diferenciable

Suponemos ahora que M y B son variedades y p: M — B una aplicacion
diferenciable. Decimos que (M, p) es una variedad fibrada sobre B.

Una homotopia diferenciable H: M x R — M’ entre variedades fibradas
sobre B es diferenciable fibrada si H es fibrada para todo t € R (notacion:

~%).
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Proposicién 2.17 Sean f,g: (M';p’) — (M, p) dos aplicaciones diferencia-
bles tales que f ~¥ g entonces f* = g*: H*(p) — H*(p’).

Dem: Consideramos la aplicacién lineal
k:Q"(M’ xR) —» Q™ '(M")
dada por
k(w):{o,] ' | s%w:fdxfl/\---/\dxfr (I)
(Fof) dxi A-eAdx™, s =fdxh A+ Adx Adt (IT)
Si H: M’ x R — M es la homotopia fibrada entre f y g, tenemos que
jr: QM) — Q™ (M)
dada por j, = kH* es un operador de homotopia para f y g, es decir
jrd+djr =1 —g".

Ademds como H es fibrada, tenemos que pH: M’ x R — B no depende de
t por lo que H*p*B es de la forma (I) para toda forma 3 € Q(B). Luego
jrp* = kH"p* =0.
Recordamos que
O'(p) =Q"(B) & Q" (M)

Qr(p/) — Qr(B) D QT‘—](M/).
Sean f**, g**: Q"(p) — QT(p’) las inducidas por f y g:
*(w,0) = (w, 0)
Definimos h,: Q"(p) — Q" (p’) como
hr(w) 9) = (0) _jr—19)-

Veremos que es un operador de homotopia.

(hr+1d + dhr)(w) 9) = hT—H (dw)p*w - de) + d(0> _jr—1e)

= (O> _jr(p*w —do)) + (O> djr71e)
(0, =j+p"w +j»dO + djr16)

= (0,—=jp" + (f* — g")0).
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Como j,p* = 0 tenemos que
hyy1d + dh, = f* — g™
Luego f y g inducen la misma aplicacién en cohomologia.

O

Diremos que una subvariedad U de M es C*-categdrica fibrada si existe
una seccién diferenciable s: B — M de p tal que iy ~% splu. Andlogamente
definimos la C*-categoria fibrada de una variedad fibrada (M, p) sobre B.

Proposicién 2.18 catgM < catzk M.

Proposicion 2.19 SiU es C*-categdrico fibrado sobre B entonces i{;: H*(p) —
H*(plu) es idénticamente nula.

Dem: Sabemos que existe una seccion diferenciable s: B — M tal que el dia-

grama
iy M
N/
B
conmuta salvo homotopia fibrada.

Veremos que s(B) es una subvariedad embebida en M. Como ps = idg,
tenemos que Pu ., O Si, = idt, g para todo b € B. Luego s es una inmersién
inyectiva. Ademads s es abierta en M ya que para todo V abierto en B, s(V) =
s(B) Np~ (V). Luego s(B) es una subvariedad regular de M.

Veremos que H(plsp) = 0. Como B y s(B) son difeomorfas, tenemos
que los complejos Q(B) y Q(s(B)) son isomorfos mediante los morfismos de
complejos:

u
P

aB) ™= as(B) =5 Q(B).

Sea (w, 0) € Q"(plsm) = Q"(B) & Q™' (s(B)).
Si (w,0) € Kerd, entonces dw = 0y (plsm))*w —dO = 0. Luego d6 =
(pls(s))* implica que s*d0 = w y como s* es un morfismo de complejos:

ds*0 = w.
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Entonces (s*0,0) € Q™ (pls@)) ¥
d(S*e,O) = (dS*e> (p’s(B))*S*e) - ((l),e)

con lo que (w,0) € Imd.
Consideramos ahora las aplicaciones diferenciables fibradas sobre B:

iu: (U, plu) — (M, p)

j: (s(B), plse) — (M, p)

splu: (U, plu) — (s(B), plsce))

y el siguiente diagrama:

P|u
\ /
(8))

Como iy ~% jsplu tenemos que if; = (jsplu)* = (splu)*j* = 0 ya que
H(plsm)) = 0.

O

Daremos una demostracion particular de la Proposicién 2.16 para la C*-
categoria fibrada. Su interés es que més adelante la adaptaremos para var-
iedades foliadas.

Proposicién 2.20

]:[*
catgy M > mlﬂ
(p*H*(B))

Dem: Sea {Uy, ..., U,} recubrimiento de M por abiertos C*-categdricos fibra-
dos. Para cada U;, tenemos el siguiente diagrama conmutativo, con r > 0:
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H (M, Uy)

a

Hr(B) _‘E*» H™ M)_>Hr+1 (p)

o b e

HT(B) S~ HI (U —d-H™ (ply,)
Sean Xi,...,Xn € H'(M). Entonces db(x;) =0 Vi =1,...,n es decir,
b(xi) € Kerd = Imc luego 3f3; € H'(B) tal que c(pBi) = b(xy).

Como
b(x;) = c(Bs) = cid(B:) = bp*(Bi) = p*(Bi) — X1 € Kerb =Ima,

entonces Fy; € H'(M, Wy) tal que a(yi) = p*(Bi) — xi.
El producto

x1xn = (p*(B1) —aly1)) - (p*(Bn) — alyn))

es igual a

p(B1) P (Bn) + [ [P (BUS+ (=) alyr---v)

con &; € H*(M). Y como Y1...Yn € H*(M,M) = 0 resulta xqy---x, €
(p"H*(B)).

2.6 Categoria fibrada local

El principal obstaculo para la aplicacién de la nocién de categoria fibrada de
James a variedades foliadas es la necesidad de existencia de secciones globales.
Haremos aqui una generalizacion que sélo requiere la existencia de secciones
locales lo que nos permitird calcular la categoria de los fibrados localmente
triviales. Para simplificar la notacién sélo consideraremos aplicaciones p: X —
B sobreyectivas, abiertas y con fibras conexas.
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Decimos que (X, p, B) es un espacio fibrado si p: X — B con p sobreyectiva,
abierta y con fibras conexas.

Una aplicacién (f,f): (X,p,B) — (Y,p’,B’) es fibrada si el siguiente dia-
grama conmuta:

X —f+ vy

P

B —L. p

H: X x I — Y serd una homotopia fibrada si (H,H): (X x I,p o prx, B) —
(Y,p',B’) es una aplicacién fibrada (notacién ~,,).

Por dltimo (¢, ©): (X,p,B) — (Y,p’,B’) es una constante fibrada local si
ds":p’c(X) — Y seccion local de p’ tal que ¢ = s’Cp.

Observaciones 2.21 1. Una aplicacion fibrada lleva la fibra de p que pasa
por x € X en la fibra de p’ que pasa por f(x) € Y.

2. (f,f): (X,p,B) — (Y,p’,B) es una aplicacién fibrada sii f: (X,fp) —
(Y,p’) es fibrada sobre B’

X —— x
ﬂx/

8. f~,gsiif,g: (X, p) = (Y,p’) verifican f ~p/ g

f
X — X

g
o/
‘B/

Proposicién 2.22 Si f ~, g entonces f =g.
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Un subconjunto U C X es categorico fibrado localmente si la inclusion
i (uapLh u/ N) — (Xapa B)

es homoétopa fibrada a una constante fibrada local, donde ~ es la relacién de
equivalencia dada por: x ~ y sii pertenecen a la misma componente conexa
de la fibra de p en Uy py: U — U/ ~ es la proyeccién canoénica. Es decir,
Js:p(U) — X seccién local de p tal que i ~, splu.

Proposicién 2.23 U C X es categorico fibrado localmente sii existen a y b

aplicaciones fibradas tales que el siguiente diagrama conmuta bajo homotopia
fibrada:

(U>Pu> u/ N) (}’_)) (X)P>B)

(a, @ A6,B)

(p(U),id,p(U))

Y

cona@=1yb=1i,u

Dem:

(=)

Js:p(U) — X seccién local de p tal que i ~, splu, sea a = plu:U — p(U) y
b =s. Son fibradas y verifican la condiciéon de homotopia.

(<)

b es seccién local de p por ser fibrada:

Ademis bply = bipy = ba ~, i.
O

Definicién 2.24 Llamamos categoria fibrada local del espacio X, catpX, al
menor entero K tal que X se puede recubrir por k subconjuntos abiertos categoricos
fibrados localmente. Si no ewiste tal entero, cat,X = co.
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Como en el caso de la categoria fibrada de James, podemos probar que la
categoria fibrada local es un invariante de homotopia fibrada.

Proposicién 2.25 secatX < cat,X < catgX.

Dem: Si U es abierto categorico fibrado localmente, entonces Js:p(U) — X
seccién local de p y como p es una aplicacién abierta, tenemos que p(U) es
abierto categoérico seccionario.

Si U es abierto categorico fibrado, entonces ds: B — X seccion global de
p tal que spluy ~p iu. Sea s’ = s|,u) luego splu = splu ~s iu y por la
Observacién 2.21.3, s'plu >~ iu con lo que U es abierto categérico fibrado
localmente.

Proposicién 2.26 Para toda fibra F de p tenemos
cat,X > catF.

Dem: Si U es abierto categorico fibrado localmente, es decir si FH: U x I — X
tal que Hp = iy, Hy = spluy H((FNU) x I) C F, veré que FN U es categdrico
para F.

Sea G: (FNU) x I — F dada por G = H|Fru)x1-

Go es la inclusién y G = splrnu con plr = cte con lo que Gy es la aplicacién
constante y F N U es abierto categérico para F.

O

Proposicién 2.27 Si p: X — B es un fibrado principal de fibra F, entonces
cat, X < catFsecatX.

Dem: Sea {Uy,...,U,} recubrimiento de B por abiertos categdricos seccionar-
ios.
Para todo U; existe s;: Uy — X seccién local de p que es fibrado principal
con lo que Uj es abierto de trivialidad y p~'(U;) es homeomorfo a U; x F.
Sea {W7,..., Wy} recubrimiento de F por abiertos categéricos. Entonces
cada U; x W; es homeomorfo a un abierto de p~'(U;) y veré que es categdrico
fibrado localmente para X.
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Sea H: (U x Wj) x I — X tal que H((u,w),t) = (u,G(w,t)) con G la
homotopia entre la inclusion Wj C F y la aplicaciéon constante.

Ho(u,w) = (u,w)
H, (u,w) = (ua cte)
con lo que, componiendo con la trivializacién local, podemos considerar que H

es una homotopia entre la inclusion U; x Wj C X y una aplicacion constante
fibrada local. Ademéas H es fibrada pues H(p~'(b)) = H(b x F) C b x F =

—1
p ' (b).
Por lo tanto {Uy x Wj[i=1...n, j=1...m}es un recubrimiento de X
por abiertos categéricos fibrados localmente.

Corolario 2.28 Sip: X — B es un fibrado principal, entonces
catF < cat, X < catFsecatX.
(Si el fibrado es trivial, entonces cat,X = catF)

Notese que los fibrados principales no triviales tienen categoria fibrada
infinita.

2.6.1 Espacios verticalmente conexos

Definicién 2.29 [19] Dos secciones s,s’: B — X son verticalmente homdtopas
si sp ~p s'p.

Definicién 2.30 [20] Un espacio fibrado (X, p) es verticalmente conezo si ad-
mite seccion global y todas las secciones son verticalmente homdtopas.

Diremos que (X, p, B) es verticalmente conexo localmente (v.c.l.) si para todo
abierto categérico seccionario V C B el espacio fibrado (p~! (V) ply-1v), V) es
verticalmente conexo.

Proposicién 2.31 Si (X,p,B) esv.c.l. y admite seccion global entonces cat,X =
catgX.
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Dem: Si U es categérico fibrado localmente entonces Js:p(U) — X tal que
iu ~p splu. En particular V = p(U) es categdrico seccionario, y poniendo
Xy = p (V) tenemos que (X, plx,, V) es verticalmente conexo. Consideramos
s:B — X la seccion global de p. Las secciones locales s’|y,s:V — Xy son
verticalmente homoétopas entonces:

sPlxy v 8'Plxy -

Como U C Xy y B D V utilizando las propiedades 2.13 tenemos que sply ~v
s'plu y luego splu ~g s'plu con lo que

iu B S'P|u

con s’ seccién global.

2.7 Categoria fibrada local diferenciable

En toda esta seccion M y B seran variedades y p: M — B una aplicacién
diferenciable, sobreyectiva, abierta y con fibras conexas.

Andlogamente a la categoria fibrada diferenciable definimos la categoria
fibrada local diferenciable caty’M.

Como antes tenemos que cat,M < catgo M.

Sea p: M — B un fibrado diferenciable localmente trivial. Consideramos
M y B paracompactas por lo que estos fibrados tendran la PLH para todo
abierto U C M y para todo abierto V C B.

Lema 2.32 SiV C B es contrdctil en B, entonces V es un abierto de trivial-
idad para p.

Dem: Sea H:V x R — B la homotopia entre la inclusiéon iy y una constante.
Consideramos H: p~1(V) x R — B tal que H = H(p x id), tenemos que

Ho = plp-1v)

H; = cte

A partir del siguiente diagrama conmutativo:
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p (V) x{0} i, M
P

p"(V)xI _H, B

y por la Propledad de levantamiento de homotopias para el abierto p— (V)
existe H: p~'(V) xR — M diferenciable tal que Hyp = iy pH = H. Fijamos una
métrica para la que p es una submersién riemanniana y elegimos H ortogonal
a las fibras con lo que el levantamiento es tnico.

SiH;(x) =by Vx € VyFo=p '(by) tenemos que pH;(F) = Hip(F) = by
con lo que para cada fibra F podemos considerar |:l1|F:F — Fo que resulta
diferenciable por ser todas las fibras subvariedades embebidas.

Ademas es sobre y tiene inversa diferenciable.

Luego es un difeomorfismo.

Defino h:p~'(V) — V x F como

h(z) = (p(z), Hi(2)).

Tenemos que pryoh = p. Ademds h es 1nyect1va si h(z) = h(z’) entonces
plz) = pz) vy Hi(z) = H;(2). Luego 2,2/ € Fy como Hi|lp:F — Fo es
un difeomorfismo tenemos que z = z’. Es también sobreyectiva pues lo son
p!pq(v):p_](V) - Vy H1|]D v:p (V) — Fo. Finalmente la aplicacién
inversa

(b, x) = (Hale) ™' (x)

donde F = p~1(b), es diferenciable. Luego h es un difeomorfismo.

O

Proposicién 2.33 Sip: M — B es un fibrado diferenciable localmente trivial,
entonces CatgoM < catFcatB.

En particular cat,M < catFcatB.

Proposicién 2.34 Si M es una variedad, B un espacio topologico y p: M —
B una aplicacion continua, sobreyectiva, abierta y con fibras conexas tal que
secatM < oo tenemos que

1. las fibras son subconjuntos cerrados de M;
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Dem:

1.
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si ademds M es compacta, entonces B es Hausdorff.

Sea U = p~1(V), tenemos que sply: U — U es una aplicacién continua
entre variedades y constante en las hojas. Luego sp|u(L) = cte. Como s
es una secciéon debe ser L = L.

Dados by, b, € B, by # b,, existen abiertos categéricos seccionarios
Vi C B, i=1,2 tales que b; € V;.

Los abiertos Vi, 1 = 1,2 son Hausdorff ya que son homeomorfos a
S(Vi) C M.

Sean F;, 1 = 1,2 las fibras de p sobre b; que son compactas por el
apartado anterior y porque M es compacta.

Como M es normal existen abiertos disjuntos Ui, 1 = 1,2 tales que
FLCW; C Wi c Uy ﬁp_1 (V).

Consideramos los compactos K; = Fr(W;), i=1,2, como K; C W; C
p~'(V4) tenemos que p(K;) es un compacto contenido en V; que es Haus-
dorff por lo que p(K;) es cerrado en V;i. Luego satK; = p~'(p(K;)) es
cerrado en p~'(V4).

Sean A; = W;—satK;, 1i=1,2. Veremos que son abiertos y saturados.

Por un lado tenemos que
IIltAi = V_Vi — satKi

con lo que A; es abierto.

Ademas si una fibra F C A; tenemos que F NW; # 0y FNK; = 0. Luego
como F es conexa, debe ser F C Wi, con lo que A; es saturado.

Finalmente tenemos que p(Ai), 1 = 1,2 son abiertos disjuntos tales
que b; € p(Ay).

O

Como secatM < min{cat,M, caty’M, catgM, caty’ M} tenemos que es nece-
sario que las fibras sean cerradas para que cualquiera de las categorias fibradas
definidas en una variedad sea finita.
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Corolario 2.35 Sea F una foliacion en la variedad compacta M tal que secatM <

oo para la proyeccion T: M — M/F. Entonces F es una foliacion compacta-
Hausdorff.

Sean (M, F)y (M', F’) variedades foliadas.

Proposicién 2.36 Una homotopia diferenciable H: M x R — M/ es fibrada
sii es integrable.

Dem:
(=)
Como H es fibrada, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

MxR _H, \Y¥
Ttpﬁ 17-[/
M/F  _H, M/F

Entonces H(LxR) C L’ porque w'H(L x R) = Hrpri(LxR) = Hr(L) = cte.
(<)
Defino H(7pri(x, t)) = m'H(x, t). Estd bien definida: si 7tpry(x,t) = mpry(x/, t’)
entonces 7t(x) = 7t(x’) con lo que x,x" € L. Luego (x,t), (x';t’) € LxR y como
H es integrable entonces H(x, t), H(x/,t’) € L’. Luego m'H(x,t) = w'H(x’, t’).

O



Chapter 3

Categoria LS en foliaciones

3.1 Categoria LS de las hojas

La categoria LS de un espacio topoldgico depende de la topologia, catX es
mas precisamente cat(X,T). En general se omite la topologia cuando no hay
posibilidad de confusién. En el caso de las hojas de una variedad foliada
omitiremos la topologia cuando se trate de la topologia de variedad de la hoja,
es decir la topologia de las placas: catL = cat(L,T).

Lema 3.1 Sean Tt y T’ topologias en la variedad N tales que T" C T y para
toda variedad X se cumple: f es continua sit id o f es continua

X

{f\td\,of
(N, 1) 4-(N, )

entonces cat(N, 1) < cat(N,T’).

Dem: Sea V abierto categérico para (N,T’) y sea H' la homotopia entre la
inclusion iy y la aplicacién constante. Como T/ C T se cumple que id: (V x
R,T) — (V x R,T’) es continua. Consideramos H”: (V x R, t) — (N, t’) tal
que H” = H'id, luego H” es continua.

Tenemos el siguiente diagrama con (V x R, ) variedad :
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(V x R,T)

o

(N, 1) (N, )
de donde H es continua y V es abierto categérico para (N, T).

O

Proposicion 3.2 catlL < cat(L,t;) donde T es la topologia inducida por la
topologia de variedad de M.

Observacién 3.3 Si L es una variedad tal que catL > cat(L,T), para toda
topologia T menos fina que la de L entonces L no es hoja excepcional ni local-
mente densa de ninguna foliacion.

3.2 Categoria tangente

Todas las variedades, foliaciones y aplicaciones consideradas serdan de clase C.
Sea (M, F) una variedad foliada, U abierto en M y JFy la foliacién inducida
por F en U.
Diremos que U es tangentemente categdrico (t-categérico) si dc: (U, Fy) —
(M, F) constante en cada hoja de Fy tal que ¢ ~zyx iu.

Definicién 3.4 Llamamos categoria tangente de (M, F), cat{(M, F), al menor
entero k tal que M se puede recubrir por X subconjuntos abiertos t-categoricos.
Si no existe tal entero, caty(M, F) = oco.

Proposicién 3.5 Si M es compacta entonces caty(M, F) < 0o

Dem: Como M es compacta, existe {Uy, ..., U,} recubrimiento de M por abier-
tos foliados. Veré que los abiertos foliados son t-categéricos. Si U es foli-
ado, dp:U — R™ x R™ difeomorfismo. Consideramos c:U — M tal que
c(x) = @ (0, pr2(x)). Tenemos que c(P) = cte y ¢ ~zxr iy considerando
la homotopia H: U x R — M tal que H(x,t) = @' ((1 — t)pri@(x), prap(x)).

O
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Observaciéon 3.6 Sea ny el numero de cartas foliadas de cualquier atlas fo-
liado A, entonces
cat{(M, F) < ny.

Proposicion 3.7 cati(M, F) es un invariante de homotopia integrable.

Dem: Sea f: (M, F) — (N, F’) la equivalencia de homotopia integrable con

inversa homotépica g, U abierto t-categdrico para (M, F) y c: (U, Fy) —

(M, F) constante en cada hoja de Fy tal que ¢ ~ryg iy. Consideramos

V = g~ '(U) abierto en N y ¢’ = fcgly. Entonces c’: (V, F'v) — (N, F') es

constante en las hojas de F3: si P’/ es una hoja de F7,, ¢’(P’) = fcg(P’) C fc(P)

pues gly es continua, P’ es conexo y P es una componente conexa de L N U.
Ademds 1y ~rygr ¢’

/ ] . . . .
¢’ = fegly ~rxr flugly = fgiv ~ryk idiy = iy.

Luego cati{(M, F) > cat{(N,F’). Invirtiendo el razonamiento, obtenemos la
igualdad.

O

Proposicién 3.8 U es t-categorico sit existe una homotopia integrable H: U x
R — M tal que para toda P hoja de Fu, Hlpxr €s una contraccion diferenciable
en la hoja L que contiene a P.

Dem:

(=) dc: (U, Fu) — (M, F) constante en cada hoja de Fy tal que ¢ ~ryg iu.
Sea H la homotopia integrable entre ¢ y la inclusién iy.

(H’PXR)O = Hoylp = c|p = cte
(Hlpxr)1 = Hilp=iulp=1ip

Luego H|pyxr: P X R — L es una contraccién en L que es diferenciable por
ser L una variedad débilmente embebida en M.

(&) Seac = Hp, c: U — M es constante en cada hoja de Fy: clp = Holp = cte
y es hométopa a iy considerando la propia homotopia H.



O

Por lo que en un conjunto t-categérico las componentes conexas de cada
hoja son C*-contractiles en la hoja.

Proposicién 3.9 Si cati(M,F) =1 entonces todas las hojas son cerradas y
contractiles.

Dem: M es t-categdrico, sea c: (M, F) — (M, F) tal que c(L) = p, p € L.
Considero el abierto V.= M — {p}. Por ser ¢ continua, el conjunto ¢~ '(V) =
M — L es abierto en M de donde L es cerrado en M.

Que L es contractil se sigue como corolario de la proposiciéon anterior.

Proposicién 3.10 Para toda hoja L se tiene:
catL < cat((M, F) < catayM
(Si (M, F) es un fibrado trivial, entonces catL = cat{(M, F))

Dem: Sea U abierto C*®-categdrico fibrado localmente para (M, ), ¢ la con-
stante fibrada local y s:mt(U) — M la seccién local tales que ¢ ~, iy,
s = iu) y € = sTlu.

Tenemos que ¢ es constante en las hojas de Fy pues ¢(P) = smjy(P) =
s1t(P) = cte y por la Proposicién 2.36 resulta que U es t-categdrico para
(M, F).

Sea ahora U abierto t-categérico para (M, F) y H la homotopia entre ¢ y
la inclusién iy, veré que U N L es abierto categérico para (L, T,). Escribimos
U NL como la unién disjunta de sus componentes conexas UNL = [ |Py. Se
trata de deformar cada componente conexa P, hasta un punto py € P, y luego
hasta un punto fijo p € L. Como L es conexa por caminos, para cada p, existe
un camino o: 1 — L entre po y p. Tenemos que (UNL) x I =[|(Pex 1)y
consideramos Fq: (P x I) — L tal que

H(x,2t), en P, x [0, %]
x(2t—1), en Py X [%, 1]

Foc(xv t) = {

que es continua VY por ser combinada de continuas en dos cerrados.
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Sea ahora F: (UNL) x I — L tal que F(x,t) = Fu(x,t) si (x,t) € Py x I
que también es continua por ser combinada de continuas en abiertos disjuntos
(Po x L es abierto y cerrado). Ademéds Fo=Ho=1iyy F1(x) = (1) =p Vx €
UNLcon lo que UNL es categdrico para L.

O

Proposicién 3.11 Si c: (N, F') — (M, F) es constante en cada hoja de F'
entonces la aplicacion inducida cr: Q%(M) — Q% (N) es idénticamente nula
vr > 0.

Dem:Sic(L') =cte VL’ € F’entonces para toda carta foliada (x',...,x™y',...,y™
es c(x',...,x™y',...,y") =h{y',...,y").

Si X1,.., Xy € T,Ny w € Q"(M) tenemos que c¢#: Q" (M) — Q"(N)
cumple

C#wc( )(Xh sy Xr) = wc(p)(c*pxh ceey C*pX )

Ahora, si Y es un campo tangente a la foliacion, Y = Zl T a?a con lo que

c,Y = 0. Luego c*w(Ys,...,Y;) = 0 si Yq,...,Y, son tangentes de donde
cfw e Q* (N, F) y

LY QT(N)
TOM ) QTN F)

es idénticamente nula, con cx(W) = c#(w).
O

Corolario 3.12 SiU es t-categdrico entonces el morfismo i*: H*F(M) — H*;u (u)
mducido por la inclusion es idénticamente nulo.

Dem:c* =0y c*=1*"

Teorema 3.13 cat{(M, F) > nilFljr(M).

Dem: Considerando la sucesién exacta larga en cohomologia foliada del par
(M, ), |
C— HE(M W) 5 HE (M) 25 HE (W) — ..
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tenemos que B* es sobre. Sean X1,...,X, elementos de FI*F(M) y{U, ..., Uy}
recubrimiento de M por abiertos t-categdricos. Para cada xi, coni=1,...,n
existe y; € H%:(M, U;) tal que 3*(yi) = x4. Luego el producto

X1 oo Xn =P (yro...0y,) =0
pues yieo...oy, € H-(M, M) =0. Con lo que nill:ljr(M) <n.

Como lzl}(M) = 0 para todo r > m tenemos:
Observacién 3.14 nill:l}(M) <m+ 1 donde m = dim F.

Un subconjunto U abierto en M es T-categérico si 3T transversal tal que
el siguiente diagrama conmuta bajo homotopia integrable:

(U, Fu) =

\ /o

(T, Fr)

donde F7 es la foliaciéon por puntos en T.
Analogamente definimos la T-categoria de (M, F), catt(M, F).

Proposicion 3.15 cati(M, F) < catt(M, F).

Dem: Sea U abierto T-categorico, existe T transversal y a: (U, Fy) — (T, Fr)
tal que ita >~z iy. Poniendo ¢ = iyq, si P es una hoja de Fy tenemos que
c(P) C L por ser foliada y que ¢(P) C T de donde ¢(P) C LNT y por conexién
c es constante en P.

Proposicion 3.16 1. SiF es una foliacion por puntos, entonces catt(M, F) =
cat¢(M, F) = 1.

2. Si F es una foliacion por una iunica hoja, entonces catt(M, F) = cat{(M, F) =

catM..

Dem:
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1. Consideramos como transversal T = U = M, entonces

(M, F) = (M, F)
\
(M, F)
conmuta bajo homotopia integrable y catt(M, F) = 1.

2. U es T-categorico sii existe T = {*} tal que

(LleU)(H (M)f)
i

\ /

(%, %)

conmuta bajo homotopia sii U es categdrico. Luego catt(M, F) = catM.
Ademas si U es t-categérico, entonces c(U) = x es una transversal y U
resulta T-categdrico con lo que catt(M, F) = cati(M, F).

3.3 Categoria transversa

Un subconjunto U abierto en M es transversalmente categérico () -categorico)
si existe 1: (U, Fu) — (M, F) con L(U) C L, L hoja de F y tal que |l ~7 iy.

Proposicién 3.17 U abierto en M es transversalmente categorico sii existe
a: (U, Fu) — (L, Fr) tal que el siguiente diagrama conmuta bajo homotopia
foliada:

(u>~7:u — (va)
i

a

)
(I—) -FL)
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donde L es una hoja de F y F la foliacion por una hoja en L.

Dem: Como 1(U) C Ly L es una subvariedad débilmente embebida entonces
puedo considerar a = Ll: U — L que resulta diferenciable.
Para el reciproco considero 1 =1io a.

O

Definicién 3.18 Llamamos categoria transversa de (M, F), cat fy(M, F), al
menor entero k tal que M se puede recubrir por k subconjuntos abiertos M
-categoricos. Si no existe tal entero, cat (M, F) = oo.

Proposicién 3.19 Si M es compacta entonces cat (M, F) < oo

Dem: Como M es compacta, existe {Uy, ..., U,} recubrimiento de M por abier-
tos foliados. Veré que los abiertos foliados son M -categéricos. Si U es foliado,
Jp: U — R™ x R™ difeomorfismo. Sea L D @ '(R™ x {0}) y a:U — L tal que
a(x) = ¢ (prie(x),0). a(U) C Ly ira ~# iy considerando la homotopia
foliada H: U x R — M tal que H(x,t) = @ (pri@(x), (1 — t)pr2p(x)).

Observacién 3.20 Para todo atlas foliado A,
cat h (M, F) <ng.
Proposicién 3.21 cat (M, F) es un invariante de homotopia foliada.

Dem: Sea f: (M, F) — (N, F’') la equivalencia de homotopia foliada con inversa
homotépica g, U abierto M -categdrico para (M, F) y a: (U, Fy) — (L, F)
tal que ira ~7 iy. Sea V = g~ '(U) abierto en Ny a’ = f|g o a o gly. Como
f es foliada f(L) C L’ hoja de F’ y podemos considerar f| : L — L’ con lo que
i]/_, Oﬂ[_:foi]_y

i'oa’ =1'of| oaog|ly = foioaog|y ~7 foiyogly = fogoiy ~7 idoiy = iy.

Por lo que V es transversalmente categérico para (N, F'). Luego cat (M, F) >
cat (N, F'). Invirtiendo el razonamiento, obtenemos la igualdad.

O
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Proposiciéon 3.22 1. Si F es una foliacion por puntos, entonces cat (M, F) =
catM.

2. Si F es una foliacion por una tnica hoja, entonces cat (M, F) = 1.
Dem:

1. Ues rh -categdrico sii el diagrama

(U, Fu) =

\/

conmuta bajo homotopia sii U es categorico.

2. Como L =M el diagrama

M, F) = (M, F)
\
(M, F)
conmuta bajo homotopia foliada y M es transversalmente categdrico.

Proposicién 3.23 SiV es () -categdrico y saturado entonces (V) es categorico
para M/ F.

Dem: Sea H: V x R — M la homotopia foliada entre la inclusion iy y Hy: V —
M tal que H;(V) C Ly. Consideramos H: 7t(V)xI — M/F tal que H(mt(x),t) =
mH(x, t):

V x 1 _H, M
lnxid Tt

nV)x1 _H, M/F
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La aplicacién H est4 bien definida: si 7t(x) = 7t(y) entonces x e y pertenecen
a la misma hoja de F y como V es saturado y Hy foliada, entonces H¢(x) y
H(y) pertenecen también a una misma hoja de F, con lo que mmH(x,t) =
mH(y, t). B

Es continua pues H(7txidy) = 7tH es continua y 7tx1id; es una identificacion.

Ademés Ho(7t(x)) = mHo(x) = mt(x) y Hi(7mt(x)) = H; (x) = 7t(Ly) = cte,
luego (V) es categérico para M/ F.

O
Y si V es abierto, 7t(V) también lo es.

Corolario 3.24 Si cat (M, F) =1 entonces M/F es contrdctil.

Observacién 3.25 SiV es transversalmente categorico, (V) no es necesari-
amente categorico.

Proposicién 3.26 Si M — M/F es un fibrado localmente trivial diferen-
ctable, entonces

cat h (M, F) < catM/.F.

Dem:Sea V abierto categérico para M /F, veré que 7t~ ' (V) es transversalmente
categérico para (M, F). Llamamos U = 7w (V). Sea H:V x R — M/F una
homotopia diferenciable entre la inclusién iy y la aplicacion constante. Sea
H = H(7ty x id), entonces Hy = 7|y, Hy = cte y 7ti = Hi. Por la Propiedad
de levantamiento de homotopias para el abierto U de M, existe H:UxR = M
diferenciable tal que Ho =iy y mH =H

U x {0} i M
3
UxI—eM/F
H, es foliada: si x,Y € L hoja de Fy, entonces m(x) = m(y) y

mH.(x) = Hi(x) = H(x) = Hily) = Hily) = nH(y)

de donde l:l}(x) y l:lt(y) pertenecen a la misma hoja.
Ho =iy y Hi(U) C Ly pues tH;(U) = H;(U) = cte.
Por lo que U es abierto transversalmente categérico para (M, F).
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Teorema 3.27 catM < catL cat (M, F) donde L es una hoja de categoria
mdzrima.

Dem: Sea U C M un abierto M -categérico y H: U x R — M la homotopia
foliada tal que Ho = iy y H;(U) C L’. Como L’ es una subvariedad débilmente
embebida en M tenemos que la aplicacién ¢ = H;: U — (L, Tp) es continua.
Sea V C L’ un abierto categérico para L’ y G:V x R — L la contraccion
tal que Go =1y v G7 = cte.
Consideramos W = @~ '(V) C U abierto en M. Veremos que es categérico.
Definimos F: W x R — M como

| H(x,2t), sit<
F(X’t)_{G((p(x),Zt—U, sit>

STE NTE

Esté bien definida y es continua ya que @: W — V lo es. Ademds Fy =
Holw = iw y F1 = Gro|w = cte.

Con lo que cada abierto ) -categérico U puede recubrirse por np abiertos
categoricos para M, donde ny es la categoria de la hoja en la que se deforma

U.

O

Si F esta definida por un fibrado localmente trivial de fibra F y base B,
tenemos que para toda hoja L, catL = catF y ademads cat (M, F) < catB
por la Proposicion 3.26. Luego el teorema anterior generaliza el teorema de
Varadarajan (Teorema 2.4).

Corolario 3.28 catM < cat{(M, F)cat (M, F).

Observaciones 3.29 1. Si todas las hojas de la foliacion son contrdctiles,
entonces

cat (h (M, F) > catM.
2. Sicat (M, F) =1y las hojas son contrdctiles, entonces M es contrdctil.

3. Si caty (M, F) = cat ) (M, F) = 1 entonces M es contrdctil.
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Proposicion 3.30 Si U es M -categdrico entonces i*:l:li(M) — Izli(U) es
1dénticamente nula.

Dem: (L, F1) es una variedad foliada por una sola hoja y t: L — L/Fi = % es
una foliacién simple con lo cual Hj (L) = Hr(*) = 0 y la inclusién factoriza
por cero.

O

Denotamos k: Q*,(M) — Q*(M) la inyeccién de la subdlgebra de formas
diferenciales basicas para JF en el algebra de todas las formas diferenciales
sobre M.

Teorema 3.31 cat fy(M, F) > nilk*(Hj(M)).

Dem: Consideramos el siguiente diagrama conmutativo para el par (M, U),
con U abierto  -categdrico:

HI (M, U)-B-HT7 (M, U)

a ¢

HE (M) K Hr (M)
=0

Hy (U)

cb = k*a y por exactitud a es sobre. Sean {Uy,...,U,} recubrimiento de M
por abiertos ) -categéricos y Xq,..., X, elementos de k*(l:lﬁ(M)). Para cada
x; existe y; € Hi, (M) tal que k*(yi) = x; y como a es sobre, para cada y; existe
z; € HE(M, U;) tal que a(z;) = y;. Entonces x; = k*(yi) = k*a(zi) = cb(zi)
y el producto

X1 Xn = c(b(z1) @ b(zn))-

Como b(z;) € H*(M, U;) entonces b(z ) b(z,) € H*(M,M) = 0. Con
loquex;---x, =0y nilk*(H*(M)) <n
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Proposicién 3.32 nilk*(l:li(l\/l)) <n+1 donde n = codimF.

Dem: Vr > codimF se cumple que Hj(M) = 0. Si Xq,...,Xn1 € lzlﬁ(M) su
producto pertenece a Hj, (M) con r > n+1, luego es cero y nill:lz(M) <n+1.
Ademés nilk*(Hi(M)) < nilH% (M) pues Yb; € k*(HE(M)) existe a; € Hi (M)
tal que k*(a;) = by y el producto by---b, =k*(a;---a,) =k*(0) =0.

O

Sea ahora F' otra foliacién en M de codimension m, i.e. codimF’ = dim.F.
Diremos que F' es transversa a F y denotamos F' = F M si dos hojas cua-
lesquiera L € Fy L’ € F' tales que LN L’ # ) son subvariedades transversas.

Observaciéon 3.33 En general no es cierto que la categoria tangente de una
foliacion F coincida con la categoria transversa de F'!'.

Como se verd en la seccién 3.6 la categoria tangente de cualquier foliacién en
el toro T? es 2. Y la categoria transversa del flujo lineal Fy con o« € Q es 3 por
estar acotada inferiormente por la categoria LS de T?. Considerando B € Q
tenemos que Fg = F,!' y las categorias no coinciden.

3.3.1 G-categoria

Sea G un grupo de Lie compacto y X un G-espacio. Un subconjunto G-
invariante U es G-categorico si la inclusién i: U C X es G-homdtopa a una
aplicacién a: U — X tal que a(U) esté contenido en alguna érbita G/H, con
H subgrupo de isotropia.

Definicién 3.34 [24] Llamamos G-categoria de X, catcX, al menor entero k
tal que X se puede recubrir por X subconjuntos abiertos G-categoricos. Si no
existe tal entero, catg = 0.

Proposicién 3.35 Si F estd definida por una accion localmente libre de G
sobre M entonces cat (M, F) < catg M.

Dem: Sea U un abierto G-categérico. Entonces Ja: U — X tal que a(U) C
G/H =Ly iy ~g a. H es una G-homotopia sii H; es G-equivariante sii
Hi(gx) = gH(x) para todo t. Entonces Hi(L) C L’ Vt, con lo que la homo-
topia es foliada y U es () -categdrico.

O
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3.4 Foliaciones compactas-Hausdorff

Sea LxgD — D/G un fibrado de Seifert producto, p:D—-D/Gyp”" LxD —
Lx gD las proyecciones en el cociente:

LxD P, LxgD

P2 |
D _P, DJG

Proposicién 3.36 St m: M — M/F es un fibrado de Seifert producto en-
tonces

cat¢(M, F) = catL.

Dem: Sabemos que catL < cat{(M, F). Ademas sabemos que existe un difeo-
morfismo foliado entre (M, F) y Lx gD con la foliacién dada por hojas de la
forma p’(Lxd) con d € D.

Como G actiia libremente sobre L, tenemos que catgL = catL [24]. Veremos
que cat(LxgD) < catgL.

Sea J C L abierto G-categérico para Ly H: ] x R — L la homotopia equiv-
ariante tal que Ho = 1ij, Hy = cte y H¢(xg) = H(x)g Vg € G.

Defino H: (] xg D) x R — Lx gD como

Hi(lx, d)) = [H(x), d]
(notacién: [x,d] =p’(x,d)). Estd bien definida:
Hi(lxg ™", gd]) = [Hi(xg "), gd] = Hi(x)g ", gd] = [Hi(x), d].

Ademas .
Holx, d] = [Ho(x), d] = [x, d]

Hilx, d] = [Hi(x), d] = [cte, d]

con lo que fl] es constante en las hojas de la foliacion restringida a J X g D.
Como H([x, ctel,t) = [H(x, ), cte], tenemos que H es integrable.
Luego ] xg D es t-categdrico para Lx gD y caty(LxgD) < catgL.
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Sea (M, F) una foliaciéon compacta-Hausdorff. Llamamos ns al niimero de
S-abiertos de trivialidad del S-recubrimiento S de M/ .F.

Corolario 3.37 Si F es una foliacion compacta-Hausdorff entonces
cat¢(M, F) < ng catL.

Sean H:DXxR — Dy f: LxD — LxD equivariantes y H: D/G xR — D/G,
f:LxgD — LxgD tales que pH = H(p x idg), p'f = fp’ y prpof = Hpoprp:

DxR _H, D LxD _f, 1IxD
lp x id {P {P’ P’
D/GxR _H, D/G LxcD _f. 1LxgD

Lema 3.38 En las condiciones anteriores, si Tt es un fibrado de Seifert pro-
ducto levanta la homotopia H(mt x idR) a una homotopia foliada H: (Lx gD) x
R — LxgD tal que mH = H(m x idg) y Ho = T.

Dem: Como 7t es un fibrado de Seifert producto, tenemos que 7L, d] = p(d).
Defino H([l, d], t) = [pr; o f(1,d), H(d, t)]:

[LxcDxR _H, LxgD
lnxid T
D/GxR _H, D/G

Estd bien definida: Si [l,d] = [l/,d’] entonces ' =1g~' y d’ = gd. H(gd,t) =
gH(d, t) por ser H equivariante y como f es equivariante

priof(lg™', gd) = prigf(l,d) = prig(prif(l, d), prof(l,d) = pri(f(l,d))g "

luego [pr; o f(lg~', H(gd, t)] = [pr;(f(1,d))g~", gH(d, t)].
H es diferenciable pues H(p’ x idgr) lo es y p’ x idg es una submersién
sobreyectiva. Ademaés:

nH([L, dl,t) = mlpr;of(l,d),H(d,t)] =p(H(d,t))
= H(p x id)(d,t) = H(p(d),t)
ﬁ(ﬂ“) d]vt) = ﬁ(ﬂ X ld)([l) d]vt)
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Por 1ltimo,

Flo([h d]) = [pT'f_ © f(l> d)» H(d> 0)] = [pT'f_ © f(l) d)) H(prD(l) d)) O)]
= [prif(l,d),prof(l, d)] = [f(1,d)]

— T, d.

y H es foliada: sea L = {[l,d] | p(d) = cte} una hoja de la foliacién dada
por el fibrado de Seifert 7r. Dado t € R, es Hy[l,d] = [prif(l,d), H(d)] y si
p(d) = cte entonces pH¢(d) = H(p(d)) = cte con lo que H¢[l, d] pertenece a
una misma hoja para todo [l,d] € L.

O

Proposicién 3.39 $i D/G es un S-abierto de trivialidad entonces L xgD es
M -categorico.

Dem: Sea H: D x R — D una contraccién equivariante al origen y f = id: L x
D — L xD.

Como f =1id;,p y Ho = idp tenemos que prpf = Hoprp.

Consideramos H: D/G x R — D/G como antes y por el Lema 3.38 existe
H: (L xg D) x R = L xg D foliada tal que mH = H(m x id) y Ho = id.

Ademés mtH;[1, d] = p(0) con lo que Hi[l,d] € Ly V[, d] € L xg D donde
Lo =7 '(p(0)).

O

Corolario 3.40 Cada hoja de una foliacion compacta-Hausdorff admite un
entorno saturado transversalmente categorico.

Proposicién 3.41 Si F es una foliacion compacta-Hausdorff entonces
cat (M, F) < ns.

Corolario 3.42 Si (M, F) es un fibrado de Seifert producto entonces
cat h (M, F) = 1.

Observacion 3.43 .
catL xg D = catL

ya que catL < catL xg D < caty(L xg D) cat m(f_ xg D) = catL.
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3.5 Suspensiones

Utilizaremos la misma notacién que en 77.
Proposicién 3.44 catM < caty(M xpn F, F) < catM.

Dem: Sea L una hoja de F. Por la Proposicion 3.10 tenemos que catl <
cat{(M xn F, F) y como M es una cubierta de L, catM < catL.

Sea ahora U C M abierto categérico y H: U x R — M tal que Ho =iy y
H; = cte.

Siq: M — M es la cubierta universal, sea U = qg'(U)y H:UxR > M
un levantamiento equivariante de H.

Considero en M x F el abierto U x F y la homotopia

G:(UxF)xR—>MxF

dada por G((x,y),t) = (H(x,1),y).
G es una homotopia integrable para la foliaciéon horizontal e invariante por
la accién de 711(M, xo) por lo que pasa al cociente en una homotopia integrable

para la suspensiéon (M xy, F, F):
G:VxR— Mx,F

dada por G([x,yl,t) = [G(x,1),y] y donde V es la imagen en el cociente de
U xF.

Ademds Gy = i y Gy es constante en las hojas de F.

Luego U es t-categérico para (M xy F, F).

O

Si consideramos ahora recubrimientos por abiertos () -categoricos podemos
definir la categorfa transversa saturada, cat §M, que es una cota superior de
la categoria transversa (ver Capitulo 5).

Proposicién 3.45
cat(F/ ~) < catﬁ(m xn F) < catgF

donde G = m1(M, xo) y F/ ~ es el espacio de orbitas de la accion de G sobre
F.
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Dem: Por la Proposicién 3.23 tenemos que catF/ ~< cat ﬁﬁl\~/l X F.

Sea U un abierto G-categorico para Fy H: U x R — F la G-homotopia tal
que Hp =iy y Hi(U) € G/H 6rbita de la accién.

Considero el abierto M x U € M x F y una homotopia

H:(MxU xR—MxF

dada por H((X)9)>t) - (X) H(U»ﬂ)

Como antes, H pasa al cociente y tenemos en la suspensién un abierto
-categorico y saturado.

3.6 Ejemplos de calculo de categorias tangente
y transversa

3.6.1 Foliaciones en T2

Enunciaré una serie de resultados conocidos sobre las foliaciones en el toro [16].
Sea F una foliacién de dimensién 1 en T2.

Proposicién 3.46 1. F es una suspension sii existe alguna transversal to-
tal cerrada.

2. Toda foliacion en S’ x 1 tangente al borde se obtiene pegando un nimero
finito de componentes de Reeb y un niumero finito de suspensiones.

3. Si F contiene alguna componente de Reeb entonces se obtiene de la fo-
liacion anterior identificando los bordes por un homeomorfismo que pre-
serve la orientacion.

Proposiciéon 3.47 F es una suspension o contiene una componente de Reeb.

Y ahora calculamos la categoria tangente de todas las foliaciones en el toro.
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F es una suspension

Sea f € Diff(S') tal que T2 = R x¢S" y p: R x ST — T2 es la proyeccién en
el cociente (notacién: p(s,x) = [s,x]). Sean m; = p({si} x S"), i = 1,2 dos
transversales totales con s; # 1,1 = 1,2. Los abiertos U; = T? —my, i = 1,2
seran t-categéricos considerando las homotopias Hi: U; x R — T2 tales que

Hi([S,X],t) - [3(1 _t) +t,X].

H; estda bien definida en U; x R para i = 1,2 y es integrable. Ademas
(Hi)o(ls, x]) = [s,x] y (Hi)1([s,x]) = [T,x] con lo que (Hi)o =iy, y (Hi)1 =¢,
constante en cada hoja de JFy;,. Por lo que cat(T? F) < 2.

F = Fg foliacién de Reeb en T?

La idea de este ejemplo se la debemos al Profesor Paul Schweitzer.
Sea RZ = R? — {0} y pr2: R — R la segunda proyeccion.
Definimos una accién de Z sobre R2 generada por el difeomorfismo

1
@:RZ—-R2 | v v

La submersién pr, es equivariante por esta accién, por lo que la foliacion
horizontal determinada por pr, pasa al cociente.
Consideramos el dominio fundamental

H={(x,y) €RZ|1 </x2+y2 <4y >0}

y tenemos que el cociente H/Z es homeomorfo a ST x .

Diremos que la foliacién determinada en S' x I por la restriccién a H de
pr2 es una componente de Reeb. Las hojas de la componente de Reeb son las
imagenes en el cociente de las rectas R x {y}, y > 0 y el borde S' x {t}, t =0, 1.

Llamamos foliacién de Reeb Fg en T2 a la obtenida identificando las hojas
del borde.

La aplicacién cociente p:H — T2 es un submersién sobreyectiva por lo
que si U C H es un abierto t-categérico para la foliacién horizontal en H (e
invariante por la accién) entonces V = p(U) es t-categdrico para Fr en T2, Es
decir, si existe c: U — H foliada y constante en las placas tal que ¢ ~r iy,
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tenemos el siguiente diagrama

u _¢, H
lp|u lp
v _ct, T?

con pc = ¢plu, de donde T es diferenciable y V t-categérico.

Buscaremos entonces un recubrimiento de H por abiertos t-categéricos para
la foliacién horizontal.

Consideramos coordenadas polares (1,0) en H. Sea M = {rg € H| 0 = T}
yP={reeH|r=r10}con1<ry<4.

Sea U; = H—{M U P}. Es un abierto foliado, luego es t-categdrico.

Construiremos ahora un entorno U; de M U P. Para €,8 > 0 y arbitraria-
mente pequenos definimos los subconjuntos:

s s
A:{Te|9€(§—€>z+€)}

B={rg|re (r0—98T10+ )}

Sea U, = A UB.
Definimos ¢: U, — H tal que
(0,y) si (x y)eAéy>r5
C(X>y): (£(rs —y/y(2rs —y)),y) si (x,y) GBy \/2 T5<y <rs
jE\/ 2—1)rg—y%y) silx y)EByO<y< Y2y

donde 15 = (1o — 8) cos € es la ordenada del punto (yo— 8)z .
La aplicacién ¢ es diferenciable, constante en las placas y compatible con
la accién. Ademas ¢ es homotopa foliada a la inclusién con la homotopia

G:UzxR—=H, ((xy),t) = (1 =t)(x,y) + te(x, y).

Luego {U;, U} es un recubrimiento de H por abiertos invariantes y t-
categéricos por lo que {Vi,V5} con V; = p(U;), 1 = 1,2 es un recubrim-
iento de T? por abiertos t-categéricos para la foliacién de Reeb con lo que
cat(T?, Fr) < 2.
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F contiene alguna componente de Reeb

Si F se obtiene pegando m suspensiones y n componentes de Reeb, sean
M; y P; el meridiano y el paralelo de antes en cada componente de Reeb
Ri, i = 1,---,m y Pj el paralelo dado por v = 19 en cada suspensién S;,
j=1,---,n. Consideramos

paralelo en T2 y el conjunto

A=ru(Um).

i=1

Tenemos que Vi = T? — A es un abierto t-categérico de T? por ser unién
disjunta de abiertos foliados.

Construimos ahora un entorno abierto V, del conjunto A como antes y
resulta también t-categorico.

Luego {V1, V2} es un recubrimiento t-categérico de T2 y caty (T2, F) < 2.

Categoria tangente

Sabemos que si F es una foliacién por puntos, cat¢(T%, F) =1 y si F es una
foliacién por una sola hoja, cat¢(T?, F) = 3.

Proposicién 3.48 cati(T?, F) = 2, para todo flujo F en T?.

Dem: Las hojas de la foliacién son o bien S' o bien R.

Si 3L = S! entonces L no es contractil y cat(T2, F) > 1 por la Proposicién
3.9.

Si 3L = R entonces L no es cerrada y caty(T%,F) > 1 por la misma
Proposicién.

Por lo que cat(T?, F) > 2y con la otra desigualdad probada en los aparta-
dos anteriores, tenemos la igualdad.
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3.6.2 Fibrados de Seifert
Cinta de Moebius

Considero M = S' x 7, R espacio de drbitas de la accién:
Z>x (S"xR) = STxR

dada por (1, (x,t)) — (x + %, —t) y F la foliacién determinada por el fibrado
de Seifert t: M — R/Z; tal que m[x,t] = [t], donde D =Ry L = S! cubierta
de L =S de grupo G = Z.

Es un fibrado de Seifert producto, luego cat (M, F) =T por el Corolario
3.42 y caty(M, F) = catS" = 2 por la Proposicién 3.36.

En este caso secatM = 1 ya que existe seccion global y catgM = cat,M =
2.

Fibracion de Hopf generalizada

Sea S3 = {(z1,2z2) € C?: |z1]> +|z2)> = 1} y a,b € Z tales que (a,b) = 1.
Considero S = S3/S! espacio de érbitas de la accion:

STxs3 5 s3
(W, (z1,22)) — (U1, uz))

y F la foliacién determinada por la proyeccién en el cociente 7: S3 — S2.
Considero {U, V} recubrimiento de S? por S-abiertos de trivialidad, donde
U =S%2—{ps}, V=S52—{pn} v la S-trivializacién local estd dada por:

(relt) exs) — rel(tp+sq)

con (p,q) = (—a,b)en Uy (p,q) = (b,—a)en V.

Luego cat m(S3, F) < 2 por la Proposicién 3.41 y como B = S? no es
contractil por el Corolario 3.24 tenemos que cat m(S3,.7-" ) > 1 de donde
cat m(53, F)=2.

Como catl = catS! = 2, tenemos que cat(S3, F) > 2 (3.10) y como ng = 2
para el recubrimiento anterior tenemos:

2 < caty(S3,F) <4

por el Corolario 3.37.
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Hojas criticas

4.1 Hojas criticas de una funcion basica

Recordamos que una funcién diferenciable f: M — R es béasica si Yf = 0 para
todo Y € X(F) y C¥(M) es el subanillo de C*(M) de las funciones bésicas.
Dados f € C¥ (M), ¢ € R, definimos los siguientes subconjuntos de M:

K = {peM]|df, =0}
K. KNf'(c)
M, = f’1(—oo,c]

Proposicién 4.1 Los subconjuntos K, K. y M. son cerrados en M y saturados
para F.

Dem: M y £7'(c) son cerrados y saturados pues f € C2(M). Veré que K es
cerrado y saturado, luego lo es también K.

K es cerrado: sea {pn} C K tal que limp,, = p. Considero el campo de
vectores X: M — TM.. Como p, € K entonces df, (X,,) =0y como df o X es
continua entonces

lim df o X(py) = df o X(p).

Pero df o X(pn) = 0 con lo que df,(X,) =0y p € K.

K es saturado: sea L € F tal que A =KNL#0.

A es cerrado en L pues K es cerrado en M lo que implica que A es cerrado
para la topologia inducida que es menos fina que la topologia de variedad

Ixix
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de L. Veré que A también es abierto en L. Dado p € A considero (U, @)
carta foliada en p con coordenadas locales (x',...,x™y',...,y™). Para todo
z € U tenemos que d(fo ')y = df,o d(p;EZ). Como df, = 0 entonces
d(fo Nep =0. Luego Vi=1,...,m, Va=1,...,n,

of !
oxt

(e(p)) =0y

y como fe ™' es bésica para la foliacién horizontal en ¢(U) entonces también

lo son df~'/dx y df~'/dy™ con lo cual tenemos que son aplicaciones con-
stantes en las imagenes de las placas de U. Luego

ofep™! ofp ™!
. =0
P (o(2)) y dy=

(@(z)) =0

para todo z € P, placa por Py df, =0 Vz € P. Entonces P C A con lo que
A es abierto en L que es conexo y A = L.

Definicién 4.2 Diremos que una hoja L € F es critica si L C K.

Por la proposicion anterior, basta que contenga un punto critico.

4.2 Categoria transversa saturada

Sea A un subconjunto saturado de M para F.

Definicién 4.3 Llamamos categoria transversa saturada de A, cat HA. al
menor entero k tal que A se puede recubrir por k subconjuntos abiertos satu-
rados y transversalmente categoricos para M. Sino existe tal entero, cat hA =
00.

Evidentemente, cat M > cat h(M, F).
Ejemplo: Si F, es la foliacién lineal en el toro T? con o € Q, entonces
cat ﬁ(Tz) = oo mientras que cat m(Tz, Fo) = 3.

Como consecuencia de las proposiciones 3.23 y 3.26 tenemos:
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Proposicién 4.4 Si M — M/F es un fibrado localmente trivial diferen-
ciable entonces

cat fbM = catM/F.

Definicién 4.5 Dados dos subespacios saturados A y B en M, decimos que
A es M -deformable en B si existe una homotopia foliada H: M x R — M tal
que HO’A =37\ ] H1(A) C B.

Propiedades 4.6 Si A y B son dos subespacios saturados, la categoria transversa
saturada verifica

1. monotonia: st A C B entonces cat ﬁA < cat ﬁ]B
2. subaditividad: cat § (AUB) < cat HA +cat 3B

3. invariancia: si A es M -deformable en B entonces cat MA < cat §B.

4.3 Condiciones de Palais-Smale

Definicién 4.7 Diremos que una funcion f € C(M) verifica las condiciones
de deformacion transversa de Palais-Smale (1 -PS) si se cumple:

1. V¢ € R walor regular de f, 3¢ > 0 tal que M, es O -deformable en
M _e;

2. ¥c € R walor critico de f, YU entorno saturado de K., de > 0 tal que
Mcie — U es M -deformable en M¢_e.

Definicién 4.8 Una variedad foliada (M, F) es M -localmente contrdctil si
toda hoja L € F tiene un entorno saturado y M -categdrico.

Por ejemplo, las foliaciones compactas-Hausdorff son M -localmente contractiles
3.40.

Lema 4.9 Sea (M, F) M -localmente contrdactil. Si A =1,U---UL, es unidn
de hojas entonces cat A <.

Dem: Para cada hoja Ly, existe un entorno Uy saturado y M -categérico con
loque AC U;U---UU,.
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Para todo m € N, m < cat r‘-“hM definimos
cm(f) =inf{a € R | cat ﬁDMa > m}
Lema 4.10 Si f € C(M) wverifica las condiciones th -PS entonces:
1. —00 < c(f) < 00 = cnlf) es valor critico
2. —co < cm(f) =cn(f) =c < o0 conm<n=cat hKc >n—m+1.
Dem:

1. Suponemos que ¢, (f) = ¢ es valor regular, entonces 3e > 0 tal que M
es M -deformable en M._.. Como c+¢€ > ¢ = inf{a € R| cat HMa > m}
entonces cat FMcie > m. Ademas cat MMc—e <m con lo que

m < cat ﬁMHe < cat ﬁMC,e <m
y ¢ no puede ser valor regular.

2. Podemos suponer que cat K¢ < oo, entonces Ko C UyU- - -UUy = U con
U;, i=1,...,ksaturado y () -categérico. Luego cat hKe = cat {U.

Como c es valor critico de f y U entorno saturado de K., de > 0 tal que
Mcie — U es M -deformable en M._. de donde

cat FMcete < cat FMerUU < cat Mee—Ucat U < cat ﬁchfe—l—cat HKe

(aplicando las Propiedades 4.6).

Tenemos que cat ﬁqMche >ny cat r‘-“hMcfe <mpues c—€ < c<cC+E,
entonces

cat HKe > cat FMere — cat M >n—(m—-1)=n—-m-+1
O

Teorema 4.11 Si (M, F) es h -localmente contrdactil, M compacta y f €
C® (M) werifica las condiciones (© -PS entonces f tiene al menos cat HM
hojas criticas.
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Dem: Por ser M compacta y () -localmente contréctil, cat MM =k < oo.

Se tiene que ¢1(f) = inf{a € R | cat M # 0} = inff(M) pues cat My =0
sii Mg = 0.

Ademds ¢ 1(f) < cw(f) Vm=2,...,ky

ck(f) =inf{a € R | cat HMq > cat fbM} < supf(M).

Como f estd acotada, —0o < cp(f) < oo Vm = 1,...,k y por el Lema
4.10, ¢ (f) es valor critico.

Demostraré por inducciéon sobre m que la cantidad de hojas criticas que
hay en M¢, (r) es al menos m. Para m = 1 es inmediato que existe al menos
una hoja critica L tal que f(L) = c¢¢(f). Suponemos que hay al menos m hojas
criticas en M, () para todo m = 1,...,n — 1. Como cn1 < ¢, entonces
M., , C M., y como por hipétesis de induccién en M., , habia al menos
(n—1) hojas criticas y f~'(c,) C M, tenemos la dos siguientes posibilidades.

Sicn # cno1 entonces hay en M., al menos una hoja més que no estaba
en M, ,, luego hay al menos n hojas criticas.

Sicn = Cn_1, sea 1 el primer ntimero natural tal que ¢, = ¢, = ¢. Entonces
por el Lema 4.9 tenemos que la cantidad de hojas criticas en K, es al menos
cat hKc y por el Lema 4.10

catﬁchzn—r+1.

Si r = 1 resulta que hay al menos n hojas criticas en K. y si v > 1 por
hip6tesis de induccién hay al menos (r — 1) hojas criticas en M.,. Como
cr1 #¢, M, ,NK. =0y en M, hay al menos (r—1)+ (n—r+1) = n hojas
criticas.

O

4.4 Foliaciones compactas-Hausdorff

Veremos que una foliacién compacta-Hausdorff en una variedad compacta ver-
ifica las condiciones rh -PS.

En toda la seccién F serd una foliacion compacta-Hausdorff en una variedad
compacta M, g una métrica casi-fibrada para F, | || la norma determinada
por g, f € C¥(M) una funcién basica y M* = M — K el complementario
del conjunto de puntos criticos. Podemos suponer que los puntos criticos son
aislados.
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Proposicién 4.12 Sea el campo Y = % € X(M*).

1. Si U y V son abiertos saturados tales que V.C U C U C M* existe
XeXM,F) tal que X=Y enVyX=0en M— 1.

2. Si @ es el flujo de X entonces fo, es una funcion no decreciente para
todo p € M y Vs < 0 tal que @pls,0] C V se tiene fop(t) = f(p) +t
para todo t € [s,0].

Dem:

1. Como Vf es un campo foliado (Proposicién ??), tenemos que ||Vf||? es
una funcién béasica. Luego como X(M, F) es un médulo sobre el anillo
de las funciones basicas tenemos que Y es un campo foliado en el abierto
saturado M*.

Sea k:U — R tal que k(p) = 1 para todo p € U. Como V C Uy
k € C(U, Fy) por la Proposicién ?? tenemos que existe h € C(M)
talque h=TenVyh=0en M — U.

Defino X = hY. Esta bien definido y es foliado ya que Y es foliado y h
es bésica.

—(fop(t)) = Xg,f
= <X<Pp(t)>Vfcpp(t)>
= (hop(t)Ye, 1), Vg, m)

Vf (t]
= h(Pp(t)< ||Vf (Pp(t) ||2’ Vf(PP (t)>
®p

= h(Pp(t) >0

luego h,(t) es no decreciente. Ademads Vs < 0 tal que @p[s,0] C V
tenemos que @,(t) € V.Vt € [s,0] con lo que

d

g fep(t) =hley(t) =1

luego fo,(t) —f(p) =t Vte[s, 0]
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O

Proposicién 4.13 Para todo ¢ valor reqular de f existe € > 0 tal que M¢,e
es M -deformable en M¢_.

Dem: Sea 0 < € < % tal que en [c —4e€, c + 4€] no hay valores criticos. Luego
U=f"(c—3e,c+3e)yV =7FT(c—2ec+2e) son abiertos saturados tales
que VC U C UC M*y por la Proposicién 4.12.1 existe X € X(M, F) tal que
X=YenVyX=0en M—U.

Defino H: M x R — M tal que

H(p> t) = (p(pa —t)

donde @ es el flujo de X.

H es foliada ya que @ lleva hojas en hojas por ser el flujo de un campo
foliado y Hy es la identidad en M.

Veremos que HiM¢; e C M e.

Sip € Mc_e, como f@, es no decreciente tenemos que

fHi(p) =fo 1(p) < foolp) < f(p) <c—e.

Sip € f'(c—e,c+e]entonces c—e < f(p) < ¢+ € y tenemos que probar
que fH;(p) < ¢ — e. Suponemos que no lo es, es decir, fo_¢(p) > ¢ — €.
Sabemos que f@o(p) = f(p) < c+e, luego c—e < fo(p) < c+e Vte [-1,0],
es decir @,[—1,0] C f'(c —€,c+ €] C V y por la Proposicién 4.12.2

fop(t) =f(p)+t Vte[-1,0].

En particular f@,(—1) = f(p) — 1, entonces f(p) —1 > ¢ —e. Ademas
f(p) < c+e€, con lo que

c—e<flp)—1<c+e—1

y e < %, y tenemos una contradiccion. Luego fo _1(p) <c—e Vp € Mciey
Hl(Mc+e) - Mcfe-

O

Proposicion 4.14 Sic es valor critico de f, para todo entorno saturado U de
K¢, 3 > 0 tal que Mcie — U es M -deformable en M_e.
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Dem: Sea Vi ={p € M | |[Vf(p)||* < £} con k € N.

Como [|Vf[|? € CP(M, F) y Vi = (|[VF]|*) " (—o0, 1) tenemos que Vi es
un entorno saturado de K.

Veremos que Viy C Vi. Dado P € Vi1 sea {pn} C Vi tal que
limp, = p entonces lim ||[Vf(pn)||> = [|[VF(p)||? v como ||[VE(pn)| <

T+
:
debe ser |[Vf(p)|* < o5 < 1

Sean los conjuntos saturados C = M — Vi, y W = M — V1. Tenemos que
C es cerrado, W es abierto y C C W. Como M es normal existe un abierto A
tal que C C A C A C W. Luego Ay = satA es un abierto saturado. Como
C es saturado, C C Ay. Ademas A C W implica A, C W por el Lema ?7?.1.
Con lo que C C Ay C Ax C W. Aplicamos ahora la Proposicién 4.12.1 a los
abiertos saturados W'y Ay y tenemos que existe Xy € X(M, F) tal que X, =Y
e1n Ak y Xk =0en Vk+1.

Sea ahora

1 1
Uy={peM:|f(p)—cl< x Y @p(t) € Vi para algin t € [_E’O]}'

Veremos que para todo entorno saturado U de K. existe k € N tal que
Uy € U. Dado U entorno saturado de K., suponemos que U no contiene a
ningin Uy. Entonces Vk € N puedo elegir px € Uy tal que px € U y tenemos
una sucesién {py} en la variedad compacta M. Luego tiene una subsucesién
convergente, sea {pn} tal que limp, = q € M.

Como {pn} C M —Uy M — U es cerrado entonces q € M — U.

Veremos que q € K.. Como py, € Uy, [f(pn)—c| < Tll por lo que lim f(p,) =
¢ y como f es continua f(q) = c. Ademds como @, (tn) € Vi, para algin t,, €
[—1,0] tenemos que lim @y, (tn) = @4(0) = q y || V(@p, (ta))[|* < L por lo
que lim || Vf(@p, (tn))||? =0y como ||VF||? es continua lim || Vf( @y, (tn))||* =
IVf(q)||? con lo que Vf(q) = 0. Luego q € K y como K. C U tenemos una
contradiccion.

Dado U entorno saturado de K. sea k € N tal que Uy C U y sea € > 0 tal
que k < Zie Defino H: M x R — M tal que

H(P, t) = (Pk(pv —t)

con @* flujo de Xy. H es una homotopia foliada, Hg es la aplicacién identidad
en My H; = ¢¥,.
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Veré que Hy(M¢ye — U) C M. Para todo p € M tenemos que
fHi(p) = fo*,(p) < fok1 (p)

ya que (p‘g(t) es no decreciente (4.12.2). Seap € M —U. Sif(p) <c—e
entonces

fHi(p) < fo¥, (p) < foi(p) = f(p) <c—e.

Si f(p) > ¢ — € entonces |f(p) —c| < € pues p € M¢ie. Pero p ¢ U, luego
p € Uy por lo que @p(t) & Vi, Vt e [—1k,0] y por la Proposiciéon 4.12.2

f(p‘;(—lk) = f(p) — 1. Entonces

fHi(p) < fo, (p) = f(p) —

O

Finalmente, como una foliacién compacta-Hausdorff es () -localmente contractil
(Corolario 3.40) tenemos el siguiente

Teorema 4.15 La cantidad de hojas criticas de una funcion basica para una
foliacion compacta-Hausdorff en una variedad compacta es al menos cat fM.

4.4.1 Variedades de Satake

Como aplicacién del teorema anterior obtendremos ahora una generalizacion
del resultado clasico de Lusternik-Schnirelmann acerca de la cantidad de pun-
tos criticos de una funcién diferenciable para las variedades de Satake que son
espacios de hojas de alguna foliacién compacta-Hausdorff.

Sea B una variedad de Satake de dimensién n.

Definicién 4.16 Diremos que h: B — R es S-diferenciable si V(U, @) carta
uniformizada, la aplicacion hlye: D — R es diferenciable.

Si B es una variedad, h es S-diferenciable sii h es diferenciable.

Definicién 4.17 Diremos que b € B es punto critico para la aplicacion S-
diferenciable h: B — R si A(U, @) carta uniformizada tal que b € U y para
todo d € D tal que @(d) = b se verifica que d es punto critico para hiy@.
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Proposicién 4.18 Sea F una foliacion compacta-Hausdorff, m: M — M/F la
proyeccion en el espacio de hojas y f: M/F — R una aplicacion S-diferenciable.
Entonces

1.

2.

Dem:

1.

ft e C¥(M)

7t(L) es punto critico de f sii L es hoja critica de fr.

Sea el atlas {(Ui, @) }ic1 parala variedad de Satake M/ F tal que ' (U;) =
L xg, Di. Luego Vi € I, ﬂUi(Pi es diferenciable. Tenemos el siguiente
diagrama conmutativo
LxD; P, = '(U)
P2 i

Dy @i Uy

de donde 7t 1, p’ = flu, @ip2. Luego 71, p’ es diferenciable y
como p’ es una submersién sobreyectiva tenemos que f7tl,1y,) es difer-

enciable. Por lo tanto frr es diferenciable, y como es constante en las
hojas fr € CP(M).

. Sea f = fry d = mt(L). Consideramos (U, @) carta uniformizada como

antes tal que d € U. Localmente tenemos que fp’ = fop2, luego dfpyq 0
dp/(l,d) = d(f(p)d o de(l,d) con lo que

df g =0 d(fe)a=0

con (1,d) € L x D.

Luego d = @(d) es punto critico para fe sii para todo 1 € L, [1,d] es
punto critico para f.

O

Sea B una variedad de Satake que es espacio de hojas de alguna foliacion
compacta-Hausdorff.
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Proposicién 4.19 Si B es compacta y h: B — R es S-diferenciable entonces
la cantidad de puntos criticos de h es al menos catB.

Dem: Sea M la variedad compacta tal que M/F = B y f = hm. Por la
Proposicién 4.18.1 sabemos que f € C°(M) y por el Teorema 4.15 tenemos
que la cantidad de hojas criticas de f es al menos cat M.

Por la proposicion 3.23

catM/F < cat ﬁM

y como la cantidad de hojas criticas de f coincide con la cantidad de puntos
criticos de h (4.18.2) tenemos que

# puntos criticos de h = # hojas criticas de f > cat fbM > catB.

4.5 Foliaciones de codimension uno

En toda esta seccion M sera una variedad compacta y F una foliacion de
codimensién 1 en M.

Definicién 4.20 Un subconjunto p C M no vacio es minimal si verifica:

1. u es cerrado y saturado,

2. si W C W es cerrado y saturado entonces W =0 ¢ W' = .

Por ejemplo, cada hoja cerrada de una foliacion es un conjunto minimal;
si existe una hoja densa en la foliacion, entonces el inico conjunto minimal es
M.

Proposicién 4.21 Un conjunto minimal @ C M satisface alguna de las sigu-
tentes posibilidades:

1. uw=1L, L hoja compacta

2. =M
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3. w es union de hojas excepcionales, en este caso w se dice conjunto min-
1mal excepcional.

Recordamos que dada una transversal T, una hoja excepcional se caracter-
iza por que la clausura de la interseccion LN T es un conjunto perfecto y sin
puntos interiores. En codimension 1 esto equivale a ser un conjunto de Cantor.

Proposicién 4.22 Sea F una foliacion de codimension 1 en la variedad com-
pacta M.

1. T contiene un conjunto minimal, para toda hoja L € F. ([16] parte A)

2. Para todo conjunto minimal excepcional @ C M existe un entorno sat-
urado W de w en M tal que @ C L para toda hoja L C W. ([16] parte
B)

Sea ahora f: M — R una funcién basica para F y K su conjunto de puntos
criticos (unién de hojas criticas).

Lema 4.23 Si KNL # () entonces L C K.

Dem: Sea I’ hoja de F tal que L’ ¢ KNL. Como L’ C K, tenemos que df}, =0
para todop € L. Ademads g—i =0y g—; es constante en L O L pues f € C(M).
Luego df, = 0 para todo p € L con lo que L C K.

O

Para cada p conjunto minimal, sea A, ={L € F |L D py L es no cerrada}.
Si F tiene alguna hoja no cerrada, entonces existe algiin conjunto minimal
i tal que A, # 0.

Teorema 4.24 Sea F una foliacion con alguna hoja no cerrada y p tal que
Ay #D. Sea N =Uea, L. Entonces:

1. Existe un abierto saturado W en M tal que W C N.

2. N C K.

Dem: Segtn la Proposicién 4.21 un conjunto minimal es toda la variedad, es
una hoja compacta o bien es un conjunto minimal excepcional.
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1. Si u= M entonces N = M y consideramos el abierto saturado W = M.

Si u = Ly hoja compacta, sea L C N, T transversal por x € Ly z =
TNLy. Consideramos el grupo de holonomia de Ly, hol(Ly) C Diff,(T) =
Diffy(R). Sabemos que este grupo no es finito pues Ly no tiene ningin
entorno de hojas compactas, luego existe g € hol(Ly) tal que

i g7 ==
Sean i,j € Z tales que gi(x) < x < g/(x) y sea ] = (g'(x),g'(x)) C T.
Como g es un difeomorfismo tenemos que g"g'(x) < g™(y) < g"g’(x)
para todo y € | con lo que

lim g"(y) =z

n—oo

para todoy € J.

Siy € L’ entonces g"(y) € L’ para todon € Z con lo que Ly C L. Luego
y € Nparatodoye]Jy]JCN.

Sea W = sat]. Es abierto por ser | una transversal y W C N por ser N
saturado.

Por 1ultimo, si i es un conjunto minimal excepcional la Proposicion 4.22.2
nos garantiza la existencia del abierto saturado W.

2. Por ser f basica, f es constante en N y por el apartado anterior f es
constante en un abierto saturado W. Luego df =0 en Wy W C K.

Si u=M entonces W =My N =M con lo que N C K.

Si i es una hoja compacta, entonces existe un entorno saturado W C N
de cada hojaLC Nconloque LCW CKyN CK.

Finalmente, si i es un conjunto minimal excepcional tenemos que W C N
es un entorno saturado de w por lo que u C K. Ademds para toda hoja
L C N, LD pentonces LNK # 0 lo que implica, por el Lema 4.23 que
LCcK LuegoLCcKyNcCK.

O

Corolario 4.25 Sea F una foliacion de codimension 1 en la variedad com-
pacta M y f € CP(M).
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1. Si una hoja es no cerrada, entonces es critica.

2. Si existe alguna hoja no cerrada, entonces F tiene infinitas hojas criticas.
Dem:

1. Si L es una hoja_no cerrada, como L D u tenemos que L € N. Como
N C K entonces L C K, luego L C K.

2. Como F contiene alguna hoja no cerrada, tenemos que existe un abierto
saturado W € N C K. Como W es abierto contiene infinitas hojas y
todas ellas son criticas.

O

Proposicién 4.26 [30/[14][9] Si F es una foliacion de codimension 1 con
todas las hojas compactas entonces es una foliacion compacta-Hausdorff.

Por lo que una foliacién de codimension 1 en una variedad compacta es una
foliacién compacta-Hausdorff o bien cualquier funcién basica tiene infinitas
hojas criticas. En particular, podemos enunciar el siguiente

Teorema 4.27 Si F es una foliacion de codimension 1 en una variedad com-
pacta M entonces toda funcion bdsica tiene al menos cat f (M, F) hojas criticas.
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