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Abstract

The study of the curvature is one of the most interesting topics in Differential Geom-
etry, and it is central in the study of semi—Riemannian Geometry. Jacobi operators and
Jacobi vector fields arise in a natural way in the study of geodesic variations as a measure
of the geodesic deviation. Jacobi vector fields constitute a basic tool in the study of many
geometric problems. Although it is difficult to determine them explicitly, many properties
can be obtained directly from the knowledge of the Jacobi operators.

The purpose of this Doctoral Thesis is to make a study of the Jacobi operators on
semi-Riemannian manifolds. Since such operators are self-adjoint, we carry out this
analysis from two points of view. Firstly we study the constancy of the eigenvalues of the
Jacobi operators (which is closely related to the “Osserman problem”) and secondly we
investigate the influence of the geometry of the manifold on the existence of distinguished
eigenspaces for the Jacobi operators. In Chapter 1 we review the current situation of both
problems in the Riemannian and Lorentzian framework, as a previous step to the study
of the more general semi-Riemannian case.

Chapters 2 and 3 are devoted to the study of the eigenvalues of the Jacobi operators. In
Chapter 2 we point out the existence of strong differences in the analysis of the Osserman
condition for semi-Riemannian metrics with respect to the Riemannian and Lorentzian
analogues by showing the existence of Osserman metrics of any signature (p, q), p, ¢ > 2,
which are not locally symmetric (even not locally homogeneous). These examples motivate
the study of a particular class of Osserman semi-Riemannian spaces, which we call “special
Osserman manifolds”. They may be thought, beside the spaces of constant curvature, as
the simplest semi—Riemannian manifolds from the point of view of their curvature. We
show in Chapter 3 that they are locally symmetric and that, if the dimension is different
from 16 and 32, they must be locally isometric to one of the following: an indefinite Kahler
manifold of constant holomorphic sectional curvature, an indefinite quaternionic Kahler
manifold of constant quaternionic sectional curvature, a para—Kéahler manifold of constant
paraholomorphic sectional curvature or a paraquaternionic Kéhler manifold of constant
paraquaternionic sectional curvature.

The study of the existence of distinguished eigenspaces for the Jacobi operators is car-
ried out in Chapter 4. We focus on the most unknown classes of special Osserman spaces:
para—Kéhler and paraquaternionic Kahler manifolds. We characterize the constancy of the
paraholomorphic and paraquaternionic sectional curvatures by the existence of eigenspaces
of the Jacobi operators generated by the paracomplex and paraquaternionic structures,
respectively. Finally, we point out that the information provided by the Jacobi operator
in the para—Kahler setting is different when we consider it along spacelike, timelike or null
geodesics, the last case giving a conformally invariant property.
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Introduccion

El estudio de la curvatura de variedades semi-Riemannianas constituye uno de los
aspectos mas ampliamente desarrollados en Geometria Diferencial. De hecho, citando
textualmente a Osserman [Os, pag. 731]:

“La nocién de curvatura es uno de los conceptos centrales en geometria diferen-
cial; se podria argumentar que es el central, distinguiendo la parte geométrica
del término de otros aspectos que son analiticos, algebraicos o topoldgicos. En
palabras de Marcel Berger [B, pag. 9], la curvatura es el nimero uno y mds
natural de los invariantes Riemannianos. Gauss y después Riemann se dieron
cuenta instantdneamente.

La curvatura juega también un papel fundamental en fisica. La magnitud de
la fuerza necesaria para mover un objeto a velocidad constante a lo largo de
un camino es, de acuerdo con las Leyes de Newton, un multiplo constante
de la curvatura de la trayectoria. El movimiento de un cuerpo en un campo
gravitatorio estd determinado, de acuerdo con Einstein, por la curvatura del
espacio ...”.

Debe resultar claro que el conocimiento de la curvatura proporciona una gran infor-
macién sobre la geometria de la variedad. Asi, si dos variedades semi—Riemannianas son
localmente isométricas, su tensor curvatura es necesariamente el mismo. Sin embargo, el
hecho de que dos variedades tengan el mismo tensor curvatura no conlleva su cardcter
localmente isométrico. Es, de hecho, necesario el conocimiento de las derivadas covarian-
tes de dicho tensor curvatura. El problema de determinar las condiciones minimas que
permitan garantizar que dos variedades con el mismo tensor curvatura sean localmente
isométricas estd todavia abierto y, bajo ciertas condiciones, estrechamente relacionado con
lo que se ha dado en llamar variedades curvatura homogéneas.

Por otro lado, la curvatura de una variedad influye también en la topologia subyacente
de la misma. Resultados como la teoria de clases caracteristicas o los teoremas clésicos
de Myers ponen de manifiesto dicha relaciéon. Una observaciéon mas detallada del Teorema
de Myers (véase, por ejemplo, [KN, vol. II, padg. 88]) o de la descripcién en términos
de la curvatura de la primera clase de Chern de una variedad Kéhleriana, evidencia el
importante papel desempenado por una contraccion del tensor curvatura: la curvatura de
Ricci. Esta, a su vez, no es otra cosa que la traza de los distintos operadores de Jacobi.

El operador de Jacobi aparece de forma natural en el estudio de las variaciones
geodésicas, siendo los campos de vectores de Jacobi las soluciones de la ecuacion diferen-
cial X" + R, X =0, donde R,X = R(X,~')y representa el operador de Jacobi a lo largo
de la geodésica . Los campos de vectores de Jacobi son una herramienta bésica en el
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estudio de numerosos problemas geométricos debido, especialmente, a su relaciéon con los
campos de vectores coordenados para sistemas de coordenadas normales o de Fermi. Este
hecho hace que el conocimiento de los campos de Jacobi permita describir localmente la
geometria de la variedad. Asi pues, no es exagerado decir que el conocimiento explicito
de los operadores de Jacobi (y asociado a ellos, el de los campos de vectores de Jacobi) es
un aspecto bésico en geometria semi—-Riemanniana.

Es una consecuencia inmediata de las propiedades del tensor curvatura el cardcter
autoadjunto de los operadores de Jacobi, lo que permite hablar del espectro de los mismos.
Una simple observaciéon muestra que, en variedades Riemannianas, los autovalores de los
operadores de Jacobi se corresponden con los valores extremos de la funcién curvatura
seccional, al mismo tiempo que los autoespacios asociados a ellos senalan las direcciones
donde la funcién curvatura seccional alcanza dichos valores extremos. Es, por tanto,
de especial interés el conocimiento de ambos, los autovalores y los autoespacios de los
operadores de Jacobi.

El estudio de los autovalores del operador de Jacobi esta estrechamente relacionado con
lo que se ha dado en llamar el “problema de Osserman”. Asi, una variedad de Riemann
(M, g) se dice que es Osserman si los autovalores de los operadores de Jacobi son constantes
en el fibrado esférico a la variedad. Osserman ha conjeturado que tales variedades han
de ser localmente isométricas a los espacios homogéneos dos—puntos. Dicha conjetura ha
sido probada por Chi cuando la dimensién de la variedad es distinta de 4k, (k > 1) [Chl].
Ademads, en [Ch2] y [Ch3], Chi ha demostrado la validez de la conjetura de Osserman
bajo ciertas propiedades adicionales. Recientemente Gilkey, Swann y Vanhecke [GSV] han
iniciado el estudio de dos propiedades relacionadas con el problema de Osserman. La
primera de ellas (estrictamente més débil que la propiedad de Osserman) es la llamada
propiedad de Osserman puntual, consistente en la constancia, en cada punto de la variedad,
de los autovalores de los operadores de Jacobi. La segunda (més fuerte que la propiedad
de Osserman) es la existencia de esferas geodésicas isoparamétricas pasando por cada
punto de la variedad. Esta ultima propiedad implica el caracter de Osserman, asi como
la propiedad de armonicidad de la variedad considerada. Sin embargo, atin bajo estas
fuertes condiciones, la clasificacion de las variedades de Osserman es todavia un problema
abierto.

El estudio de los autoespacios del operador de Jacobi ha sido abordado con anterio-
ridad. Asi, el llamado criterio de Cartan para la constancia de la curvatura seccional
puede ser reenunciado en los siguientes términos: si el operador de Jacobi tiene un tnico
autoespacio, entonces la variedad es un espacio de curvatura seccional constante [DN1],
[GN]. Cuando la variedad estudiada se encuentre equipada con alguna estructura adi-
cional, es légico esperar que la relacién de dicha estructura con los invariantes Riemannia-
nos de la variedad proporcione informacién importante sobre la misma. Asi, en variedades
Kéhlerianas, la curvatura seccional holomorfa (definida como la restriccién de la curvatura
seccional a planos holomorfos) permite describir de forma natural los espacios complejos
Euclideos, proyectivos e hiperbdlicos como aquellas variedades Kéhlerianas de curvatura
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seccional holomorfa constante. Nomizu [N1] ha estudiado la existencia de autoespacios
distinguidos para los operadores de Jacobi en variedades Kéhlerianas, mostrando que la
curvatura seccional holomorfa es constante si y sélo si Jx es un autovector del operador
de Jacobi R,, para cada vector z. Un resultado en cierto modo analogo es conocido en el
marco de la geometria cuaterniénica [Kn)].

El estudio de la curvatura en geometria semi—Riemanniana presenta notables diferen-
cias con su andlogo Riemanniano. En primer lugar, debe senalarse que se encuentra mucho
menos desarrollado debido, quizas, a las patologias que presenta su estudio. La funcion
curvatura seccional en cada punto p € M de una variedad Riemanniana M estd definida en
toda la Grassmanniana de 2-planos tangentes G2(T,M). Asi, la compacidad de Go(T,M)
asegura la acotacién de dicha funciéon en cada punto de la variedad. La existencia de
planos degenerados en variedades semi—Riemannianas muestra la imposibilidad de definir
la funcién curvatura seccional en toda la Grassmanniana de 2-planos, lo cual conlleva
la no acotaciéon de dicha funcién curvatura en cada punto. Es un resultado clasico de
Kulkarni [Ku] que la curvatura seccional estd acotada superior o inferiormente si y sélo si
es constante. Ademads, Dajczer y Nomizu [DN1] han mostrado que dicha funcién curvatura
seccional puede ser extendida con continuidad a toda la Grassmanniana Ga(T,M) siy
sblo si es constante en el punto p € M. Este hecho hace que la relacién existente entre
el operador de Jacobi y la curvatura seccional sea de interpretaciéon mas compleja cuando
las métricas consideradas no sean definidas positivas. Ademads, debe tenerse en cuenta
que los operadores de Jacobi no son necesariamente diagonalizables cuando las métricas
consideradas son indefinidas. Sin embargo, el estudio de los operadores de Jacobi presenta
una motivacién adicional en geometria Lorentziana, puesto que en la formulacion de la
Relatividad General dichos operadores permiten medir la aceleracion relativa de sistemas
inerciales de particulas y, por tanto, su conocimiento es esencial a la hora de construir los
modelos relativistas [O].

Motivados por este hecho, en [GK2] y [GKV] se inicia el estudio del problema de Osser-
man en geometria de Lorentz. Dicho estudio ha sido recientemente completado en [BBG],
obteniéndose, finalmente, que la propiedad de Osserman sobre vectores espaciales o tem-
porales es equivalente a la constancia de la curvatura seccional. El estudio de la propiedad
de Osserman para vectores nulos es todavia un campo abierto en geometria de Lorentz.
Dicho estudio presenta una primera dificultad a la hora de seleccionar un representante
de cada direccion nula del espacio. Esto se resuelve mediante el uso de congruencias nulas
inducidas por vectores temporales y se prueba en [GK2| que una variedad nula Osserman
en dimension cuatro es de curvatura constante o un espacio de Robertson—Walker.

El estudio de la existencia de autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi
en geometria semi-Riemanniana ha sido iniciado por Dajczer y Nomizu [DN1], quienes
obtienen una generalizacién del criterio de Cartan. Més tarde, Graves y Nomizu [GN]
senalan la posibilidad de obtener el criterio de Cartan mediante el simple anélisis de
los operadores de Jacobi asociados a vectores espaciales o temporales. El estudio de
una propiedad andloga para los operadores de Jacobi asociados a vectores nulos ha sido
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desarrollado por Kupeli [K1] quien prueba que dicha condicién es equivalente al caracter
localmente conformalmente llano de la variedad (lo que representa un invariante conforme
de la estructura). En el marco de la geometria casi Hermitica indefinida, ha sido estudiada
recientemente una condiciéon del tipo de la obtenida por Nomizu en [N1] para la constancia
de la curvatura seccional holomorfa en variedades Kéhlerianas. De igual modo a como
sucedia con la curvatura seccional, tal condiciéon proporciona distinta informaciéon cuando
se presenta sobre vectores espaciales, temporales o nulos. En el caso de estos tultimos
aparece de nuevo un invariante conforme: la anulacién del tensor de Bochner [BCGHM].

El objetivo de esta memoria es el estudio del operador de Jacobi en variedades con
métricas semi-Riemannianas en base a los dos aspectos fundamentales senalados anterior-
mente: el estudio de los autovalores y los autoespacios del mismo.

Al considerar métricas indefinidas no Lorentzianas, existen numerosos ejemplos de va-
riedades Osserman que no son de curvatura seccional constante: las variedades Ké&hler
indefinidas de curvatura seccional holomorfa constante o las variedades cuarternionicas
Kahler indefinidas de curvatura cuaterniénica constante son ejemplos claramente moti-
vados por sus andlogos Riemannianos. En ambos casos, los operadores de Jacobi son
diagonalizables con dos autovalores distintos. Sin embargo, la diagonalizabilidad del ope-
rador de Jacobi no es un hecho garantizado (al trabajar con métricas indefinidas), por
lo que dedicamos especial atencién a la busqueda de ejemplos de variedades Osserman
con operadores de Jacobi no diagonalizables. La existencia de tales ejemplos mostrara la
primera diferencia bésica a tener en cuenta en el estudio de este problema con relacién a
sus analogos Riemanniano o Lorentziano. Después de examinar en detalle varias familias
de ejemplos no localmente simétricos de variedades semi-Riemannianas de Osserman, nos
planteamos el estudio del caso méas sencillo posible de variedades de Osserman: aquellas
cuyo operador de Jacobi sea diagonalizable con exactamente dos autovalores distintos. El
estudio de estos espacios pone de manifiesto la necesidad de considerar nuevas geometrias
semi-Riemannianas sin andlogo Riemanniano: las variedades casi para—Hermiticas y para-
cuaterniénicas.

Finalmente, dedicamos especial atencion al estudio de la existencia de autoespacios dis-
tinguidos para los operadores de Jacobi en estas dos geometrias, con especial atencion a las
variedades para—Kéahler y paracuaterniénicas Kahler. Debido a la existencia de vectores
temporales, espaciales y nulos, estudiamos separadamente el significado de sus operadores
de Jacobi. Asi, la propiedad estudiada permite caracterizar las variedades para—Kahler
de curvatura seccional paraholomorfa constante cuando se examinan las direcciones es-
paciales o temporales. Sin embargo, la existencia de autoespacios distinguidos para el
operador de Jacobi a lo largo de direcciones nulas proporciona un invariante conforme en
geometria para—Hermitica. Dicha propiedad es, sin embargo, equivalente a la constancia
de la curvatura seccional paracuaterniénica en variedades paracuaternionicas Kahler.

De una forma mads precisa, el contenido de esta memoria se estructura de la forma
siguiente.
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El primer capitulo lo dedicamos a fijar la notacién béasica que sera utilizada a lo largo
de la memoria. Ademds, analizamos la situacién de los problemas que nos conciernen:
el estudio de los autovalores y el de los autoespacios del operador de Jacobi en los mar-
cos Riemanniano y Lorentziano, como situacién previa al anélisis que desarrollaremos a
continuacién.

El segundo capitulo estd dedicado al anédlisis de distintos tipos de ejemplos de varieda-
des de Osserman. Esencialmente agrupamos dichos ejemplos en dos clases, basicamente
diferenciadas por la posibilidad de diagonalizar el operador de Jacobi. Ejemplos clasicos
de variedades semi—Riemannianas de Osserman con operador de Jacobi diagonalizable son
los espacios de curvatura seccional constante, las variedades Ké&hler indefinidas de cur-
vatura seccional holomorfa constante y las variedades cuaterniénicas Kéhler de curvatura
seccional cuaternionica constante. Dichos ejemplos aparecen asociados a métricas de sig-
natura (p, q), (2p,2q) y (4p,4q), p,q > 0, respectivamente. Otros ejemplos clésicos, aunque
menos conocidos, son los proporcionados por las variedades para—Kahler de curvatura sec-
cional paraholomorfa constante. Dichas métricas han de ser necesariamente de signatura
(n,n). Ademds, estudiamos con cierto detalle las variedades paracuaterniénicas Kéhler.
Dado que el estudio de esta tiltima geometria es casi inexistente en la bibliografia, le dedi-
caremos una especial atencion a lo largo de esta memoria. Es interesante senalar que los
operadores de Jacobi correspondientes a todos los ejemplos anteriores poseen sélo dos auto-
valores distintos (excepto en el caso de los espacios de curvatura constante) presentdndose
diferencias entre ellos en los autoespacios asociados a dichos autovalores. Ademads, es
importante observar que todos los ejemplos mencionados son localmente simétricos.

La otra clase de ejemplos estudiada presenta grandes diferencias con la mostrada an-
teriormente. De hecho, pondremos de manifiesto la existencia de ejemplos de variedades
semi—Riemannianas de Osserman de cualquier signatura (p,q), p,q > 2, que no son local-
mente simétricos (ni siquiera localmente homogéneos). Para ello, construimos una familia
de métricas en R* de signatura (+,+, —, —),

9 f) = (el 2?)det @ dat 4 2t fo(2!, 2?)da® © da?
(2.2.1) +a{de' ® do® + da? © da' |

+b {d:L‘l @ dad + da® @ da! + da? @ dzt + dat @ d:L’Q}

donde (x!, 22, 23, z*) denotan las coordenadas usuales de R*. Probamos, en primer lugar,
que las métricas anteriores son Osserman si y sélo si las funciones f; y f2 verifican la

ofi  0fq

ecuacién en derivadas parciales 922 +55=0. Ademés, el cardcter localmente simétrico
x x

de dichos espacios sera equivalente a la posibilidad de resolver un cierto sistema de ecua-
ciones en derivadas parciales (Teorema 2.2.2). De esta forma, es posible mostrar la exis-
tencia de ejemplos no simétricos de espacios de Osserman. Senalemos ademas que los ope-
radores de Jacobi de dichas métricas tienen como polinomio caracteristico py(Ryx) = A,
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pero el polinomio minimo m, (R ) varfa desde my(Rx) = X hastamy(Rx) = A\3. Ademés,
el polinomio minimo puede variar de un punto a otro (lo que muestra que dichos espa-
cios no serdn curvatura homogéneos ni, por tanto, localmente homogéneos). Finalmente,
la generalizacion a dimensiones superiores se obtiene sin méas que considerar las varie-
dades producto R* x R, donde en R?* se considera una métrica 9(f1,f.) de las descritas
anteriormente y en RY la métrica Euclidea indefinida usual de signatura (k — v, v).

Debido al interés que presentan en nuestro estudio las métricas construidas anterior-
mente en R?%, nos planteamos la posibilidad de obtenerlas de un modo més geométrico.
Para ello, estudiamos el fibrado cotangente a una variedad equipada con una conexion
afin. Asi, en la seccion 2.3 introducimos de forma natural el concepto de conexién afin
de Osserman como aquella conexién sin torsién (simétrica) cuya extensién de Riemann
al fibrado cotangente es una métrica de Osserman. Utilizando un resultado de Wong
[Wo], caracterizamos localmente las conexiones afines de Osserman (Teorema 2.3.4) lo que
permite interpretar las métricas gs, f,) (cuando @ = 0) anteriores como extensiones de
Riemann a R* = T*R? de ciertas conexiones afines de Osserman.

La ultima seccién del capitulo 2 estd dedicada al estudio de otra familia de variedades
de Osserman. Para ello consideraremos el fibrado tangente TM a una variedad semi—
Riemanniana (M, g). Si ¢ denota un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) sobre M,
definimos el levantamiento completo deformado de g a T M como la métrica gy = g +4Y,
donde ¢¢ y ¢V denotan el levantamiento completo y vertical de la métrica ¢ y el campo
de tensores ¢ respectivamente. El Teorema 2.4.1 muestra que (T'M, g4) es una variedad
semi-Riemanniana de Osserman si y sélo si los autovalores de los operadores de Jacobi de
(M, g) son idénticamente nulos, lo que permite construir una amplia familia de ejemplos
sin més que partir de una variedad llana (M, g), siendo ¢ cualquier deformacién conforme
de la métrica g. En esta linea, estudiamos los dos casos mas sencillos correspondientes
a las situaciones en las que (M, g) es el plano Euclideo R? o el plano de Minkowski R2.
En ambos casos es posible equipar a T'M con ciertas estructuras adicionales, lo que per-
mite construir ejemplos de variedades Kéhler indefinidas de Osserman (Teorema 2.4.3)
y variedades para-Ké&hler de Osserman (Teorema 2.4.5). Ademas, la curvatura seccional
holomorfa o paraholomorfa de tales métricas sera no negativa o no positiva en cada punto
sin necesidad de ser constante, aiin cuando la variedad sea localmente simétrica.

El capitulo 3 de la memoria esta dedicado al estudio de una clase particular de varie-
dades de Osserman. Después de los espacios de curvatura seccional constante, la clase mas
sencilla a considerar es la dada por aquellas variedades cuyos operadores de Jacobi sean
diagonalizables con exactamente dos autovalores distintos. En este sentido, decimos que
una variedad semi-Riemanniana es de Osserman especial si satisface las dos condiciones
siguientes:

(I) Para cada vector unitario z, el operador de Jacobi R, es diagonalizable con exacta-
mente dos autovalores distintos: A\e; y peg (65 = g(z, z)).
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(IT) Si z es un vector unitario en E)(z), entonces se cumple que E)(z) = E)(z), donde
Ey\(z) = (z) @& Ker(Ry — AegId). Ademas, si y es un vector en Ker(Ry — pegld),
entonces x € Ker(Ry — peyld).

Como primer resultado, obtenemos una descripciéon de las posibles signaturas en las
que pueden ocurrir las variedades de Osserman especiales en relacién con la multiplicidad
del autovalor distinguido A:

Teorema 3.2.4 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. Entonces se cumple una
de las siguientes condiciones:

(i) La multiplicidad de X es uno y la métrica g es de signatura (2p,2q) 6 (n,n).
(i) La multiplicidad de \ es tres y la métrica g es de signatura (4p,4q) 6 (2n,2n).
(#i) La multiplicidad de X es siete y la métrica g es de signatura (16,0), (0,16) ¢ (8,8).

(iv) La multiplicidad de X\ es quince y la métrica g es de signatura (16,16).

El resultado anterior es obtenido mediante el andlisis de ciertos moédulos de Clifford
construidos a partir del autovalor A. Ademds, en los casos (i) y (ii), podemos obtener
una descripcién completa del tensor curvatura, lo que nos permite probar el siguiente
resultado:

Teorema 3.4.2 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial de dimension distinta de
16 y 32. Entonces (M, g) es localmente isométrica a una de las siguientes variedades:

(i) Una variedad Kdihler indefinida de curvatura seccional holomorfa constante,
(ii) una variedad para—Kdahler de curvatura seccional paraholomorfa constante,

(i4i) una variedad cuaternionica Kdhler indefinida de curvatura seccional cuaternidnica
constante, o

(iv) una variedad paracuaternidnica Kdhler con curvatura seccional paracuaternionica
constante.

Ademads, cuando la dimensién de la variedad de Osserman especial sea 16 6 32, pro-
bamos en el Teorema 3.5.1 que dicho espacio ha de ser localmente simétrico. En estos
momentos, es todavia un problema abierto la clasificacién completa de tales espacios que,
consideramos, han de estar estrechamente relacionados con las algebras de Cayley de
primera y segunda especie.
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El capitulo cuarto de esta memoria esta dedicado al estudio del otro problema men-
cionado: la influencia de la existencia de autoespacios distinguidos para los operadores
de Jacobi. Si (M, g, J) es una variedad para—Kéhler, la estructura paracompleja J define
una direccion distinguida asociada a cada direccion z, y estudiamos la influencia sobre
la curvatura de la variedad de la propiedad de ser Jx un autoespacio distinguido para el
operador de Jacobi R,. Debido a la existencia de vectores espaciales, temporales y nulos,
investigamos dicha condicién separadamente en cada uno de los tres casos, obteniendo la
siguiente caracterizacién de la constancia de la curvatura seccional paraholomorfa:

Teorema 4.1.1 Sea (M, g,J) una variedad para—Kdéhler conexa de dimension > 2. En-
tonces la curvatura seccional paraholomorfa es constante en M si y sdlo si se cumple
alguna de las condiciones equivalentes siguientes:

(i) Jx es un autovector del operador de Jacobi R,, para cada vector espacial x,
(ii) Jx es un autovector del operador de Jacobi R, para cada vector temporal x,

(iii) Jx es un autovector del operador de Jacobi R, con autovalor asociado cero, para
cada vector nulo x.

El distinto comportamiento de los vectores nulos cuando se comparan con los espa-
ciales y temporales motiva el estudio de la propiedad definida por el hecho de ser Ju un
autovector del operador de Jacobi R, para cada vector nulo u. Tal propiedad es estric-
tamente mas débil que la constancia de la curvatura seccional paraholomorfa y, ademas,
define una propiedad invariante conforme en geometria casi para—Hermitica. Es por ello
que abordamos su estudio, con la mayor generalidad posible, en el marco de las variedades
casi para—Hermiticas. Un primer paso es la generalizacién del resultado anterior (Teorema
4.3.1) que permite caracterizar la constancia puntual de la curvatura seccional paraholo-
morfa y obtener la expresién del tensor curvatura de las variedades casi para—Hermiticas
isotrépicas (Teorema 4.4.1). Finalmente, dicha expresién nos ha permitido obtener un
resultado de clasificacién local, que en el caso particular de las variedades para—Kéhler se
reduce a:

Teorema 4.5.2 Sea (M, g,J) una variedad para—Kdihler isotrépica de curvatura escalar
constante. Si el tensor de Ricci es diagonalizable, entonces

(i) (M,g,J) es localmente isométrico a un espacio de curvatura seccional paraholomorfa
constante, o

(ii) M es localmente isométrica a un producto My(c) x Ma(—c), donde My y Ms son
variedades para—Kdhler de curvatura seccional paraholomorfa constante ¢ y —c, res-
pectivamente.
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Ademss, en la seccion 7 del Capitulo 4 mostramos una familia de ejemplos que ponen
de manifiesto la no validez del resultado anterior cuando el tensor de Ricci no es diagona-
lizable. Dicha familia se obtiene sin mas que considerar el fibrado tangente a una variedad
para—Kahler de curvatura seccional paraholomorfa constante, equipado con la estructura
definida por los levantamientos completos de la métrica y la estructura paracompleja de
la variedad base (Ejemplo 4.7.5).

Finalmente, en la 1ltima seccién de esta memoria consideramos la propiedad anterior
en el marco de la geometria paracuaterniénica probando el siguiente resultado:

Teorema 4.8.1 Sea (M, g, V') una variedad paracuaternionica Kdhler conexa de dimension
> 4. FEntonces la curvatura seccional paracuaternionica es constante en M si y sélo st
{1z, Jazx, Jsx} define un autoespacio del operador de Jacobi Ry, para cada vector espacial,
temporal o nulo x.



Capitulo 1

El operador de Jacobi

1.1 Introduccion

Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana n—dimensional de signatura arbitraria (p, q),
p,q > 0. La métrica g determina de forma tnica una conexién simétrica, V, respecto a la
cual es paralela, la conexion de Levi Civita, definida por

29(VxY,Z) = X(9(Y,2)) +Y(9(X, 2)) - Z2(9(X,Y))
(1.1.1)
—g(X, [KZ])_Q(K [X7ZD+9(27 [X,Y]),

siendo X, Y, Z campos de vectores sobre la variedad. Asi, nos referiremos al tensor de
curvatura de dicha conexién

(1.1.2) R(X,Y)Z =VxVyZ -VyVxZ -V xy|Z,

como la curvatura de la variedad (M, g). R satisface, entre otras, las siguientes identidades:

(1.1.3) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z,
(1.1.4) R(X,Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y =0,
(1.1.5) (VxR)(Y, Z)W + (VyR)(Z, X)W + (VzR)(X, Y)W =0,

para cualesquiera X, Y, Z, W campos de vectores sobre la variedad. Nos referiremos
a (1.1.4) y (1.1.5) como la primera y la sequnda identidad de Bianchi, respectivamente.
Ademés, a menudo escribiremos el tensor curvatura de tipo (0,4)

R(X,)Y,Z,W)=g(R(X,Y)Z,W),

1
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al que generalmente denominaremos funcidon curvatura. La funcién curvatura R satisface,
ademads de las identidades anteriores, las siguientes:

(1.1.6) R(X,Y,Z,W)=—R(X,Y,W, 2),

(1.1.7) R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y).

Si bien el tensor de curvatura se introduce de forma independiente de su intuicién
geométrica, ésta queda reflejada al estudiar la funcién curvatura seccional. Asi, para cada
plano no degenerado © = {({z,y}) (9(x,2)g(y,y) — g(z,y)* # 0), se define la funcién
curvatura seccional como

. R(x,y,y,x)
(1.1.8) K(r) = 9(x,2)9(y,y) — 9(z,y)*

El concepto de curvatura seccional permite interpretar geométricamente el tensor cur-
vatura y, ademads, su conocimiento permite reconstruir el tensor curvatura en su totalidad.

A lo largo de esta memoria utilizaremos dos contracciones importantes del tensor
curvatura: el tensor de Ricci, p, definido como

(1.1.9) p(X,Y) = tr {Z~ R(Z,X)Y},

v la curvatura escalar, T, dada por
(1.1.10) T =1rp.

Si {Ey, ..., E,} denota una referencia local ortonormal de campos de vectores sobre
M, entonces el tensor de Ricci y la curvatura escalar se expresan como:

n n n
p(X,Y)=> egR(E,X,Y,E;), 7= epp(Ei,E)= > egerR(E;, E;, E; Ej),
i=1 i=1 1,j=1

donde ep, = g(Ek, E), k=1,...,n.

Un aspecto central en geometria es el estudio de la curvatura y una herramienta bésica
en dicho estudio son los llamados campos de vectores de Jacobi. Un campo de vectores de
Jacobi a lo largo de una geodésica v es una solucion de la ecuacion diferencial de Jacobi,
X"+ R(X,v')y =0, donde 7 es el campo de vectores velocidad a lo largo de 7.

Los campos de vectores de Jacobi son claves a la hora de abordar el problema de medir
el cambio en la longitud del arco de un segmento de una geodésica cuando ésta se somete a
pequenas variaciones. Una curva puede compararse con otras préximas a ella utilizando el
concepto de wvariacion geodésica. Una variacién de un segmento de curva « : [a,b] — M
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es una aplicacién z(u,v) : [a,b] x (—=9,d) — M tal que a(u) = z(u,0) para todo a < u < b.
El campo de vectores V a lo largo de a dado por V(u) = z,(u,0) se denomina campo de
variacion de x, y para § > 0 suficientemente pequetio es un modelo infinitesimal de x. En el
caso de una variacién geodésica, es decir, cuando cada curva u ~ z(u,v) es una geodésica,
el campo de variacién V' es un campo de vectores de Jacobi, y el término R,V = R(V,~')y/
es clave en la férmula de la segunda variacién. En este punto es interesante senalar que si
pensamos en la variacién geodésica x de v como una familia 1-paramétrica de particulas en
caida libre, entonces el campo de variaciéon V nos da la posicién, relativa a v, de particulas
préximas. Asi, la derivada V' proporciona la velocidad relativa y V" la aceleracion relativa.
Asignéndole a estas particulas masa unitaria, se puede interpretar la ecuaciéon de Jacobi
V" + R(V,~')y' = 0 como la segunda ley de Newton, donde el vector curvatura R(V,~')~'
juega el papel de la fuerza. Esta interpretacion resulta basica en el andlisis de la curvatura
como gravitacién en Relatividad. (Consultar [O] para més detalles).

Por otra parte, recordemos que si {e1,...,e,} es una base ortonormal del espacio
tangente a una variedad M en un punto p, entonces las coordenadas normales (z1, ..., x,)
estan dadas por

n
(1.1.11) z; | expp thej = t;,
=1

donde exp, denota la aplicacién exponencial. En [Gr] se prueba que los campos de vectores

coordenados e i =1,...,n, a lo largo de cualquier geodésica radial se corresponden
T

con ciertos campos de vectores de Jacobi. Una interpretacién similar se tiene en el caso
de campos de vectores de Fermi. (Véase [Gr| para mds detalles).

El campo de tensores simétrico Ry = R(-,7')7y' se denomina operador de Jacobi a lo
largo de vy, en geometria de Riemann, juega un papel bésico en el estudio de la geometria
intrinseca y extrinseca de las esferas geodésicas, tubos y reflexiones con respecto a pun-
tos, curvas y subvariedades ([GrV1, GrV3]). Es importante senalar que, a su vez, estas
propiedades resultan de gran importancia en la determinacién de volimenes, relacionados
con aspectos fundamentales como la caracteristica de Euler o los niimeros de Chern.

En general, la determinacion explicita de los campos de vectores de Jacobi resulta
muy complicada, excepto en aquellos casos de variedades con tensor de curvatura muy
simple. Sin embargo, muchas propiedades de la geometria de las variedades pueden ser
analizadas sin conocer explicitamente los campos de Jacobi, utilizando los operadores de
Jacobi. Todo lo expuesto anteriormente muestra la importancia del estudio del operador
R(-,7")y'. Generalizando este operador introducimos la siguiente definicién:

Definicién 1.1.1 Sea (M, g) una variedad semi—Riemanniana y x un vector tangente a
M en un punto p. Se define el operador de Jacobi asociado a x como la aplicacion lineal
R, : T,M — T,M dada por

R.(y) = R(y, )z

para cualquier vector y € T, M.
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Es inmediato comprobar, utilizando las identidades (1.1.6) y (1.1.7), que R, es autoad-
junto, es decir, g(R,y, 2) = g(y, Ryz) para cualesquiera vectores y, z € T,M. Por tanto,
cuando la métrica g sea definida positiva los operadores de Jacobi seran diagonalizables
con autovalores reales. En consecuencia, el conocimiento tanto de los autovalores como
de los autoespacios del operador de Jacobi proporcionard importante informacién sobre la
curvatura de tales variedades.

El objetivo de esta memoria es el estudio de los operadores de Jacobi en variedades
semi-Riemannianas desde dos puntos de vista. Por un lado analizaremos la constancia
de los autovalores de dichos operadores y, por otra parte, estudiaremos ciertos casos en
los que los operadores de Jacobi presentan un autoespacio distinguido. En la siguiente
seccién de este capitulo (§1.2) comentaremos los avances mas destacados realizados hasta
el momento en el primero de los problemas planteados, distinguiendo entre variedades
Riemannianas, variedades de Lorentz y variedades semi—Riemannianas. En la seccién
1.3 senalaremos algunos resultados conocidos sobre la influencia que, en la curvatura de la
variedad, conlleva la existencia de autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi.

1.2 Awutovalores del operador de Jacobi

Como indicamos en la introduccién, la primera parte de esta memoria se centra en el estu-
dio de la constancia de los autovalores de los operadores de Jacobi de una variedad semi—
Riemanniana. Este problema fue planteado inicialmente, para variedades Riemannianas,
por Osserman. Asi, en [Os], basandose en los resultados obtenidos en [OS], Osserman
planteé la siguiente conjetura: si los autovalores de los operadores de Jacobi R, de una
variedad Riemanniana M son independientes de la eleccion del vector unitario x € T,M y
de la eleccion del punto p € M, entonces M es llana o un espacio localmente simétrico de
rango uno. En esta seccién exponemos diversos resultados obtenidos en relacién con este
problema, distinguiendo entre variedades Riemannianas, de Lorentz y semi-Riemannianas
de signatura (p,q), p,q > 1.

1.2.1 El problema de Osserman en geometria de Riemann

Siguiendo la notacién introducida en [GSV], diremos que una variedad de Riemann (M, g)
es un espacio de Osserman si los autovalores de los operadores de Jacobi son constantes en
el fibrado esférico de la variedad. En lo que sigue pondremos de manifiesto los resultados
mas importantes obtenidos hasta la fecha en el estudio de la clasificacion de las variedades
de Osserman. Estos han sido obtenidos por Chi en [Chl, Ch2, Ch3], de donde entresacamos
los siguientes resultados.
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Teorema 1.2.1 [Chl, Teor. 0] Sea (M"™, g) una variedad Riemanniana de Osserman co-
nexa. Sin # 4k, k > 1, entonces M es un espacio de curvatura seccional constante o una
variedad Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante.

Las lineas esenciales de la demostracion pueden esbozarse de la siguiente forma. En
cada punto p € M, S,M denota la esfera unitaria en T,M. Asi, los autovalores del
operador de Jacobi permiten definir distribuciones sobre la esfera S,M como sigue: si A
es un autovalor del operador de Jacobi, D) : € S,M — D)(x) = Ker(R; — Ad) es
una distribucién diferenciable en S, M cuya dimensién coincide con la multiplicidad del
autovalor A. La no existencia de distribuciones continuas sobre las esferas de dimension
par permite asegurar la existencia de un Unico autovalor para el operador de Jacobi si la
dimension de M es impar. En consecuencia, en cada punto de una tal variedad el tensor
curvatura es el de un espacio de curvatura seccional constante y, por tanto, el lema de
Schur permite asegurar la constancia de la curvatura seccional en M. Para variedades de
dimension 4k+2, de nuevo obstrucciones de tipo topoldgico permiten asegurar la existencia
de dos tinicos autovalores para el operador de Jacobi, uno de ellos con multiplicidad uno.
A partir de este hecho, es posible construir una estructura casi compleja ortogonal, J, en
M y mostrar que (M,g,J) es un espacio complejo generalizado. Finalmente, el uso de
la segunda identidad de Bianchi permite obtener el resultado y mostrar que M debe ser
un espacio de curvatura seccional constante o una variedad Kéhler de curvatura seccional
holomorfa constante.

En una variedad casi Hermitica (M, g,J), un plano 7 se dice holomorfo si Jr C .
Dichos planos presentan fuertes peculiaridades cuando (M, g, J) es una variedad Kéhler de
curvatura seccional no negativa o no positiva. Restringiéndonos a este tipo de variedades,
si x es un vector tangente en un punto arbitrario p, e y es un vector ortogonal a x tal que
el plano generado por estos dos vectores tiene curvatura seccional maxima (o minima),
entonces el plano ({z,y}) es holomorfo, siendo la curvatura seccional > 0 6 < 0. Este
argumento permite a Chi probar el siguiente resultado:

Teorema 1.2.2 [Chl, Teor. 0] Sea (M,g,J) una variedad Kdhler conexa de curvatura
seccional no negativa o no positiva. Si M es Osserman, entonces la curvatura seccional
holomorfa es constante.

En [Ch2], Chi consigue generalizar, en cierta medida, el resultado del teorema anterior
para variedades cuaternidnicas. Asi, se obtiene:

Teorema 1.2.3 [Ch2, Cor. 2| Sea (M, g,V') una variedad cuaternionica Kéhler de Osser-
man compacta, conexa y simplemente conexa. Si el sequndo nimero de Betti es cero,
entonces M es el espacio proyectivo cuaternionico.

Por 1ltimo indicar que, imponiendo algunas hipétesis adicionales, en [Ch3] Chi obtiene
otro resultado relacionado con el problema de Osserman. En concreto, prueba el siguiente
teorema:
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Teorema 1.2.4 [Ch3, Teor. 1] Los espacios localmente simétricos de rango uno de cur-
vatura no constante estdn caracterizados por los dos axiomas siguientes:

1. Los operadores de Jacobi R, tienen exactamente dos autovalores distintos constantes
independientes del vector unitario x (contando multiplicidades).

2. Sean \ y p los dos autovalores. Entonces, siy € (x) @ Ker(Ry — A d) se cumple
que (y) ® Ker(R, — \d) = (z) ® Ker(R, — Ad).

El esbozo realizado anteriormente de la demostracién del Teorema 1.2.1 sugiere una
posible via en la resolucién del problema de Osserman en dos etapas. La primera de
ellas serfa la determinacion de todos los posibles tensores curvatura que pueden ocurrir
en un punto y, la segunda, consistiria en la obtencién de la curvatura de la variedad a
partir de la segunda identidad de Bianchi. Es por ello importante determinar los posibles
tensores curvatura que se pueden presentar en un punto de la variedad. Gilkey, en [Gi],
utiliza algebras de Clifford para construir ejemplos en los que el tensor curvatura no se
corresponde con el de un espacio simétrico de rango uno, mostrando que el operador de
Jacobi puede presentar mas de dos autovalores constantes.

Una estructura de Cliff(v)-mddulo real C' sobre R™ es una coleccién ¢; de endomorfis-
mos de R" tales que c¢;c; + cje; = —26;; para 1 < i,j < v. (C puede interpretarse como
una familia anticonmutativa de estructuras complejas en R™).

En [Gi] se prueba el siguiente resultado:
Teorema 1.2.5 [Gi, Teor. 2] Supongamos que existe una estructura de Cliff(v)-mddulo
sobre R™ y consideremos un conjunto de generadores {ci,...,c,} de esa estructura de

tal forma que c;cj + cje; = —20;; para 1 < 4,5 < v. Si Ao,..., A\, son nimeros reales
cualesquiera, entonces

1< .
R = X\R’+ 3 > (A — A)R%

i=1
es un tensor curvatura tal que
(121) Rxcz(x) = )‘ici(w)a R,y = Aoy,
donde x, y son vectores unitarios en R"™ ey es ortogonal a {x,c1(x),...,cu(x)}. RY es el

tensor curvatura R°(z,y)z = g(y, 2)x — g(x, 2)y, definido sobre cualquier variedad de Rie-
mann y R® estd dado por B (z,y)z = g(ci(w), 2)ei(y) — g(ci(y), 2)ea(w) + 29(ci(a), y)ei2),
siendo g una métrica c;—Hermitica. (Ndtese que siempre existen métricas de Riemann
ci—Hermiticas con respecto a todos los endomorfismos ¢; de un Cliff(v)-mddulo).

La teorfa de coordenadas normales muestra que un tensor curvatura de ese tipo puede
ser realizado en un punto como el tensor curvatura de una métrica de Riemann definida
en un entorno de ese punto.
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Recientemente se ha estudiado una condicién méas débil que la condicién de Osserman.
Asi, en [GSV] se dice que una variedad de Riemann (M, g) es de Osserman en cada punto si
los autovalores del operador de Jacobi son independientes del vector unitario considerado
en cada punto, pudiendo variar de un punto a otro. Debe resultar claro, segin se ha
comentado sobre la demostracién del Teorema 1.2.1, que la condicién de Osserman en cada
punto es equivalente a la condicién de Osserman sobre variedades conexas de dimension
impar. Sin embargo, en variedades de dimensién par tales condiciones no son equivalentes.
De hecho, los espacios complejos generalizados construidos por Olszak [Ol] son variedades
de dimensién cuatro de Osserman en cada punto que no son de Osserman. En [GSV] se
muestra que si el nimero de autovalores del operador de Jacobi es menor o igual que dos,
entonces la condicién de Osserman en cada punto conlleva la condicién de Osserman.

Teorema 1.2.6 [GSV, Cor. 2.5] Sea (M™, g) una variedad de Riemann conezxa verificando
la condicion de Osserman en cada punto. Sin > 4 y el numero de autovalores del operador
de Jacobi no es mayor que dos, entonces (M, g) es una variedad de Osserman.

1.2.2 El problema de Osserman en geometria de Lorentz

El estudio del operador de Jacobi en geometria de Lorentz presenta, independientemente
de su importancia geométrica, un interés fisico debido a la posibilidad de utilizarlo en la
medicién de la aceleracion relativa de particulas en un sistema inercial [O, Cap. 12]. Este
hecho ha motivado el estudio del operador de Jacobi en estas variedades y la consideracién
del problema de Osserman. En primer lugar ha de observarse que la existencia de vectores
espaciales, temporales y nulos no sélo motiva el estudio separado del operador de Jacobi
en cada uno de los casos, sino que hace que se presenten diferencias esenciales entre ellos.

Si 2 es un vector temporal unitario, la restriccién de la métrica a (x)* es definida
positiva. Por tanto, el operador de Jacobi R, es diagonalizable para cada vector temporal
x, y se prueba en [GKV] el siguiente resultado:

Teorema 1.2.7 [GKV, Teor. 2.1] Sea (M, g) una variedad de Lorentz. Si en un punto
p € M los autovalores del operador de Jacobi R, son independientes del vector temporal
unitario x, entonces la curvatura seccional es constante en p.

Cuando x sea un vector espacial, la restriccién de la métrica a (x)* es Lorentziana y, en
consecuencia, el operador de Jacobi asociado a un vector espacial x no es necesariamente
diagonalizable. Puesto que el tensor de Ricci es la traza del operador de Jacobi, toda
variedad espacial o temporal de Osserman serd de Einstein. Este hecho, junto con la
existencia de bases de Singer—Thorpe para variedades de Lorentz de Einstein en dimensién
cuatro, han permitido probar que:

Teorema 1.2.8 [GKV, Teor. 2.4] Sea (M, g) una variedad de Lorentz con dim M < 4.
Si en un punto p € M los autovalores (posiblemente complejos) del operador de Jacobi
R, son independientes del vector espacial unitario x, entonces la curvatura seccional es
constante en p.
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Este ultimo resultado ha sido generalizado recientemente a dimensiones superiores,
obteniéndose la siguiente equivalencia:

Teorema 1.2.9 [BBG, Teor. 1] Sea (M,g) una variedad de Lorentz. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) La curvatura seccional es constante en p € M.
(i) (M, g) es temporal Osserman en el punto p.

(iii) (M, g) es espacial Osserman en el punto p.

Debe observarse que, como consecuencia, sobre variedades conexas los problemas pun-
tual y global de Osserman son equivalentes.

El estudio de las variedades nulas Osserman presenta mas dificultades, la primera de
las cuales consiste en seleccionar un representante de cada direccién nula. Dado un vector
nulo v € T, M, denotemos con a' el espacio normal no degenerado, at =ut /{u), donde
ut es el espacio ortogonal a (u). Entonces, el operador de Jacobi R, : 4+ — @t se
define como R, (Z) = m(Ry(x)), donde 7 : ut — 4+ es la proyeccién canénica y z € u*
con m(x) = Z. Si 2, € T, M es un vector temporal unitario, se define la congruencia nula
determinada por z,, N(zp,), como el conjunto de vectores nulos

N(zp) = {u €TyM [ (u,u) =0, (u,zp) = —1}.

Es importante sefialar que N(z,) contiene un tnico representante de cada direccién
nula del espacio. Asi, se dice que (M, g) es nula Osserman en el punto p respecto a la
direccién temporal z, si los autovalores de R,, son independientes del vector nulo u € N(zp).
La esfera celestial S(z,) asociada al vector temporal unitario z, se define como

S(zp) = {.CE € zf;/(az,@ = 1}.

Nétese que la congruencia nula N (z,) es canénicamente difeomorfa a la esfera celestial
S(zp) mediante la aplicaciéon w ~ u — 2, = z. Utilizando esta identificacién, para cada
u € N(zp), ut se puede identificar con TS (2p) v, por tanto, R, puede ser usado para
definir una transformacién lineal R, : T, 5(2p) — T3S(2p) via la identificacién anterior.
Usando este hecho, en [GK2] se obtiene la clasificacién local de las variedades de Lorentz
nulas Osserman en dimensién cuatro:

Teorema 1.2.10 [GK2, Teor. 4.8] Sea M una variedad nula Osserman con dim M = 4.
Entonces, el operador de Jacobi satisface R, = cld para cada vector nulo u € N(zp).
Ademds,
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(i) Sic=0, entonces M es un espacio de curvatura constante.

(ii) Sic # 0, entonces M es localmente isométrica a un producto deformado I Xp2 N,
donde I CR y N es una variedad de Riemann de curvatura constante.

Es importante senalar que, aunque en [GKV] se obtienen algunos resultados para
variedades nulas Osserman en dimensiéon mayor que cuatro, el problema de clasificar dichas
variedades permanece aun abierto, asi como las posibles relaciones existentes entre el
caracter local y global para la condicién de Osserman en vectores nulos.

1.2.3 El problema de Osserman en geometria semi—Riemanniana

En [BBR] se ha abordado el estudio de las variedades de Osserman con métrica de signatura
(+,+,—,—). Como se pondra de manifiesto en el préximo capitulo de esta memoria,
existen numerosos ejemplos no simétricos de tales variedades. Este hecho aparece ligado
a la imposibilidad de diagonalizar el operador de Jacobi respecto a una base ortonormal.

El operador de Jacobi de una variedad con métrica de signatura (+,+, —, —) queda
completamente determinado por medio de su polinomio caracteristico y su polinomio
minimo. Asi, Blazi¢, Bokan y Raki¢, analizando las distintas posibilidades para el operador
de Jacobi obtienen el siguiente resultado:

Teorema 1.2.11 [BBR] Sea (M, g) una variedad semi—Riemanniana con métrica de sig-
natura (+,4, —,—). Para cada vector unitario x € T,M, existe una base ortonormal de
<w>J— de tal forma que el operador de Jacobi R, se expresa en dicha base de una de las
formas siguientes:

a)

si pa(Rz) = (A — a)(A = B) (A —7) y el operador de Jacobi es diagonalizable,
b)

si pA(Ryz) = (A — a)?(\ — B) y el polinomio minimo tiene una raiz doble,



10 1.2 Autovalores del operador de Jacobi
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si pA(Rz) = (A — a)? y el polinomio minimo tiene una raiz triple,

4)

a B 0
R, = -6 a 0 ) ﬂ#O,
0 0 ~n

si pa(Rz) = ma(Rz) = (A= 2)(A = 2)(A — ), donde z = a + if3,

donde p\(Rz) y mx(Ry) son el polinomio caracteristico y el polinomio minimo de R,
respectivamente.

Teniendo en cuenta que las formas anteriores pueden variar de un punto a otro, e
incluso en cada punto, en [BBR] se estudia una condicién mads restrictiva que la propiedad
de Osserman: la constancia de los polinomios caracteristico y minimo del operador de
Jacobi. Finalmente, entresacamos los siguientes resultados:

Teorema 1.2.12 [BBR] Sea (M, g) una variedad semi—Riemanniana con métrica de sig-
natura (4, +,—, —). Entonces, son equivalentes:

a) M es temporalmente Osserman con operador de Jacobi diagonalizable.
b) M es espacialmente Osserman con operador de Jacobi diagonalizable.
¢) M es localmente isométrica a uno de los siguientes espacios:

(c.1) Un espacio de curvatura seccional constante.
(c.2) Una variedad Kdhler de curvatura seccional holomorfa constante.

(c.3) Una variedad para—Kdihler de curvatura seccional paraholomorfa constante.
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Las restantes posibilidades senialadas en el Teorema 1.2.11 son también estudiadas en
[BBR], donde se muestra la imposibilidad del dltimo caso senalado, esto es, el operador de
Jacobi asociado a cada vector unitario no puede tener un autovalor complejo constante.

Finalmente senalemos que, por el momento, no se conocen otros ejemplos de variedades
semi—Riemannianas de Osserman con métrica de signatura (+,+, —, —) diferentes de los
que construiremos en el capitulo siguiente de esta memoria. Es, por tanto, todavia un
problema abierto la existencia de ejemplos no simétricos cuyo operador de Ricci no sea
cero.

1.3 Autoespacios del operador de Jacobi

En una variedad Riemanniana, los autovalores del operador de Jacobi representan los
valores extremos de la funcién curvatura seccional y, por tanto, los autoespacios asociados
a dichos autovalores indican las direcciones en las que la curvatura seccional es extrema.
Dado que el conocimiento de las soluciones de la ecuacién de Jacobi permite describir
localmente la geometria de una variedad mediante el uso de sistemas de coordenadas
normales en entornos normales de un punto, o de Fermi en entornos tubulares de una
subvariedad [Va], es importante conocer la existencia de posibles autoespacios distinguidos
del operador de Jacobi, asi como el comportamiento de éstos.

Es un hecho clasico que un espacio es de curvatura seccional constante si y sélo si no
existen direcciones distinguidas en el mismo, esto es, el operador de Jacobi es un multiplo
escalar de la identidad.

Cuando una variedad M estd equipada con alguna estructura adicional (compleja,
cuaternidnica, casi contacto, ...) dicha estructura permite asociar un subespacio W del
espacio tangente T,M a cada vector unitario = € T,M. Asi pues, el estudio del compor-
tamiento del operador de Jacobi en relacién a dicho subespacio distinguido es de especial
interés. Senalemos, a modo de ejemplo, el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1 [N1, Teor. 1] Sea (M,g,J) una variedad Kdihler de dimension > 4.
Entonces, la curvatura seccional holomorfa es constante en el punto p € M si y sélo si Jx
es un autovector del operador de Jacobi R, para cada vector x € T),M.

En geometria semi-Riemanniana, el estudio de los autoespacios del operador de Ja-
cobi presenta diferencias cuando se considera de forma separada para vectores espaciales,
temporales y nulos. Asi, si  es un vector cualquiera, denotamos con Z* el espacio normal
no degenerado, 7+ = x1/(z), donde xt es el espacio ortogonal a (z). Si u € T,M es
nulo, se define el operador de Jacobi R, : 4t — @' como R,(Z) = n(R(z,u)u), donde
x € ut con m(x) = Z, siendo 7 : ut — @t la proyeccién canénica. En [GK1] se prueba
el siguiente resultado:
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Teorema 1.3.2 [GK1]| Sea (M,g) una variedad semi-Riemanniana. Entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) (M, g) es un espacio de curvatura seccional constante c.
(ii) Ry = cld, para cada vector espacial unitario x.
(i1i) Ry = —cld, para cada vector temporal unitario x.

(iv) R, =0, para cada vector nulo u.

La condicién R, = ¢, Id (para algun ¢, # 0), denominada isotropia nula, es estricta-
mente mas débil que la constancia de la curvatura seccional. De hecho, se tiene que:

Teorema 1.3.3 Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana. Entonces, R, = c,Id para
cada vector nulo u si y solo st M es localmente conformalmente llana.

Es importante senalar que la propiedad de isotropia anterior es invariante conforme.
En el caso de variedades de Lorentz, tal propiedad permite caracterizar los modelos cos-
molégicos de Robertson-Walker [Ko], [H].

Ademsds, senialemos que un aspecto de importancia en relacién al estudio de los autoes-
pacios del operador de Jacobi es el cardcter paralelo de éstos a lo largo de geodésicas. Asi,
en [BV] se prueba que:

Teorema 1.3.4 Una variedad de Riemann (M, g) es un espacio localmente simétrico si
y solo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

(C) Los autovalores del operador de Jacobi R+ son constantes a lo largo de cada geodésica
v parametrizada por longitud de arco.

(P) Los autoespacios del operador de Jacobi R son paralelos a lo largo de cada geodésica
~ parametrizada por longitud de arco.

En vista del anterior resultado, es interesante considerar separadamente el estudio
de las condiciones (C) y (P) anteriores como generalizaciones naturales de los espacios
localmente simétricos. Ademds, debe observarse que la condicién (C) anterior se cumple
en cualquier variedad de Osserman.



Capitulo 2

Ejemplos de variedades de
Osserman semi—Riemannianas

En este capitulo analizaremos diferentes tipos de variedades semi—Riemannianas de Osser-
man distinguiendo, a grandes rasgos, entre dos posibles casos, segin el operador de Jacobi
sea diagonalizable o no. Asi, la primera parte del capitulo (seccién 2.1) se dedica al estudio
de varios ejemplos de variedades de Osserman en las que el operador de Jacobi es diago-
nalizable. Algunos de estos espacios estan bien descritos en la bibliografia e incluimos tan
s6lo un esbozo de los mismos. Otra familia de ejemplos, las variedades paracuaterniénicas
Kahler de curvatura seccional paracuaterniénica constante, no aparece convenientemente
descrita en la bibliografia. En consecuencia, realizamos un analisis mas detallado de tales
variedades, el cual se completard con el estudio realizado en el Capitulo 4 (§4.8). Es
importante senalar que todos estos ejemplos son localmente simétricos.

En las secciones 2, 3 y 4 construiremos varias familias de ejemplos de variedades semi—
Riemannianas de Osserman en las cuales los operadores de Jacobi no seran diagonalizables.
Para ello describiremos tres procesos distintos de construccién de variedades de este tipo,
cada uno de los cuales mostrard, ademas, propiedades particulares relativas a la curvatura
de las mismas.

Los ejemplos que construiremos en la segunda seccién de este capitulo ponen de ma-
nifiesto la mayor complejidad del estudio del problema de Osserman en geometria semi—
Riemanniana en comparacién con los casos Riemanniano y Lorentziano, pues muestran
la existencia de variedades semi-Riemannianas de Osserman con métrica de cualquier
signatura (p, q), p, ¢ > 2, que no son localmente simétricas (de hecho, ni siquiera localmente
homogéneas). Ademas, estos ejemplos permiten observar diferencias importantes entre el
polinomio minimo y el polinomio caracteristico de los operadores de Jacobi, diferencias
que analizamos en detalle.

La seccién 2.3 esta dedicada al estudio del problema de Osserman en variedades dotadas
de una conexién afin sin torsién, lo que nos permite, utilizando la extensién de Riemann
de una tal conexion al fibrado cotangente de la variedad, obtener una amplia familia de

13
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ejemplos de variedades semi—Riemannianas de Osserman que no son localmente simétricas.
Ademds, esta construccién permitird interpretar geométricamente algunas de las métricas
construidas en la seccion anterior.

En la cuarta y tltima seccion, partiendo de cualquier variedad semi—Riemanniana y de
un tensor (0, 2)-simétrico definido sobre ella, definimos sobre el fibrado tangente de dicha
variedad una métrica semi—Riemanniana de signatura (n,n), que llamamos levantamiento
completo deformado de la métrica de la variedad base. Esta métrica permitird obtener
una nueva familia de variedades semi—Riemannianas de Osserman con operador de Jacobi
no diagonalizable. En algunos casos particulares dotamos a estas variedades de Osserman
de una estructura Kéhler o para—Kahler, que posee propiedades excepcionales en relacién
con la acotacion de su curvatura seccional holomorfa o paraholomorfa, respectivamente,
propiedades que estudiamos en cada uno de los dos casos.

2.1 Ejemplos con operador de Jacobi diagonalizable

Las variedades semi—Riemannianas mas sencillas, desde el punto de vista de su curvatura,
son las de curvatura seccional constante. En tal caso, el tensor curvatura se expresa en
cada punto como

R(z,y)z = ¢{g(y, 2) — g, 2)y .

donde c es el valor constante de la curvatura seccional. Es inmediato comprobar, utilizando
la expresion anterior, que el operador de Jacobi de tales variedades, asociado a cualquier
vector unitario z, es diagonalizable con un tnico autovalor, R, = ce ld (e, = g(x,x)).
En lo que sigue analizamos ciertas variedades semi-Riemannianas en las que el operador
de Jacobi posee dos autovalores. Nétese que, ademds de las variedades Kéahler indefinidas
y de las variedades cuaterniénicas Kéhler indefinidas (que, como casos particulares, se
presentan en geometria Riemanniana), aparecen dos clases de variedades estrictamente
semi—Riemannianas, las variedades para—Kéahler y las paracuaterniénicas Kéahler.

2.1.1 Variedades Kahler indefinidas

Sea M una variedad diferenciable 2n—dimensional. Como es bien conocido, una tal varie-
dad se dird compleja cuando sea posible construir sobre ella un sistema de coordenadas
complejas, es decir, un atlas constituido por funciones valuadas complejas cuyos cambios
de coordenadas sean aplicaciones holomorfas. Tal condicién supone una reduccién del
grupo estructural de la variedad real subyacente al grupo lineal complejo Gi(n,C). Asi,
una variedad se dird que es casi compleja si su grupo de estructura admite una reduccién
a Gl(n,C). Tal reduccién es equivalente a la existencia de un campo de tensores J de
tipo (1,1) de tal forma que J? = —Id, al que se llamard estructura casi compleja. Nos
referiremos al par (M, J) como variedad casi compleja. La existencia de una estructura
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casi compleja no permite, en general, asegurar la posibilidad de construir una estructura
compleja sobre la variedad. De hecho, la condiciéon necesaria y suficiente para que ello
ocurra, [KN], puede enunciarse en términos de la anulacién del producto de Nijenhuis de
la estructura casi compleja, [J, J] = 0, donde

[J,J)(X,Y) = [JX,JY] - J[JX,Y] - J[X,JY] - [X,Y].

En tal caso, se dird que J es una estructura compleja sobre la variedad y que (M, J) es
una variedad compleja.

Una métrica semi-Riemanniana g en (M, J) se dird que es casi Hermitica indefinida si
es adaptada a la estructura casi compleja, es decir, si J es una isometria de cada espacio
tangente, esto es,

9(JX,JY) =g(X.,Y),

para cualesquiera campos de vectores X, Y en M. De esta forma, nos referiremos a
(g,J) como estructura casi Hermitica indefinida y al triple (M, g, J) como variedad casi
Hermitica indefinida. Notese que, entonces, la signatura de g ha de ser necesariamente
(2p,2q), p,q > 0.

De forma natural, cada estructura casi Hermitica indefinida define una 2—forma no
degenerada, llamada forma de Kdhler v dada por

QX,Y)=g(X,JY),

para cualesquiera campos de vectores X, Y en M. Se dird que (g,J) es una estructura

Kahler indefinida cuando sea una estructura Hermitica indefinida cuya 2—forma de Kahler

sea cerrada. En tal caso, nos referiremos a (M, g, J) como variedad Kdhler indefinida.
La expresién

20(VxJ)Y, Z) = —3dQUX,Y, Z) + 3dQUX, JY, T Z) + g(J X, [J, J|(Y, Z))

permite caracterizar las variedades Kéhler indefinidas mediante la propiedad VJ = 0,

donde V es la conexién de Levi Civita de la métrica y J la estructura compleja.
Mediante el uso de esta ultima caracterizacién se obtienen de forma inmediata las

siguientes identidades para el tensor curvatura de una variedad Kéahler indefinida,

R(X,Y,JZ,JW) = R(JX,JY,Z,W) = R(X,Y, Z,W),

para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z, W en M. Esta condicién impone fuertes
restricciones en la geometria de las variedades consideradas. Asi, por ejemplo, una variedad
Kahler indefinida es de curvatura seccional constante si y sélo si es llana. Este hecho
hace que el estudio de la curvatura seccional no sea de gran importancia en variedades
Kahler indefinidas. Se define la curvatura seccional holomorfa como la restriccién de la
funcién curvatura seccional a planos holomorfos no degenerados (es decir, planos 7 tales
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que Jr C 7 y donde la restriccién de la métrica es no singular), teniéndose entonces la
expresion

R(z,Jx, Jx, )
g(:C, $)Q(J$, JJ") - g(l‘, Jx)Q 7

donde {z, Jz} es una base del plano holomorfo 7.

De especial importancia son las variedades Kéahler indefinidas donde la curvatura sec-
cional holomorfa es constante. Tales variedades han sido especialmente estudiadas por
Barros y Romero [BR], de donde entresacamos los siguientes resultados.

En primer lugar, es importante observar que el conocimiento de la curvatura seccional
holomorfa de variedades Kéhler indefinidas permite reconstruir el tensor curvatura, como
muestra el siguiente resultado:

H(m)=

Teorema 2.1.1 [BR]| Sea (M, g,J) una variedad Kdhler indefinida y p € M. Entonces,
la curvatura seccional holomorfa H es constante ¢ en el punto p si y sélo si el tensor
curvatura en p se erpresa como

C

R(z,y)z = {9y, 2)2 = 9w, 2)y — g(Jw, )Ty + g(Jy, 2)Jx — 29(Jz,y)J 2}

para cualesquiera x, y, z € T,M.

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el caracter localmente simétrico
de las variedades Kéhler indefinidas de curvatura seccional holomorfa constante. Ademas,
mediante el uso de tal propiedad, se obtiene el siguiente resultado de clasificacién:

Teorema 2.1.2 [BR] Sea (M, g,J) una variedad Kdhler indefinida coneza, simplemente
coneza y completa de signatura (2p,2q), p,q > 0. Si la curvatura seccional holomorfa H
es constante c, entonces M es holomdrficamente isométrica a

(1) el espacio proyectivo complejo indefinido CP}}'(c) de signatura (2p,2q), sic >0, &
(ii) el espacio hiperbélico complejo indefinido CH!(c) de signatura (2p,2q), si c <0, ¢
(iii) el espacio Euclideo complejo indefinido C! de signatura (2p,2q), si c = 0.

Observacién 2.1.1 Los resultados anteriores permiten estudiar de forma sencilla el ope-
rador de Jacobi de una variedad Kéhler indefinida 2n—dimensional de curvatura seccional
holomorfa constante c¢. Asi, el operador de Jacobi asociado a cualquier vector unitario x
es diagonalizable de la forma

) c c
R, = diag CEay 4€as s yCa s gr = g(x, x),
con respecto a cualquier base ortonormal de <$>J‘ de la forma {Jx, z1,...,29n—2}. Es im-

portante observar que el operador de Jacobi tiene s6lo dos autovalores (que son distintos
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si la curvatura seccional holomorfa no es nula), y que uno de ellos tiene multiplicidad
uno. Ademds, el autoespacio asociado a dicho autovalor distinguido estd dado por (Jz).
Noétese también que, por ser g(Jz, Jz) = g(z,x), la restriccién de la métrica al subespa-
cio ({x,Jz}) es siempre definida (positiva o negativa segin x sea espacial o temporal,
respectivamente).

Finalmente, destacamos el siguiente criterio de caracterizacion de la constancia de
la curvatura seccional holomorfa, que serd de utilidad en el siguiente capitulo de esta
memoria. Este criterio puede considerarse una generalizacién del criterio de Cartan para
la constancia de la curvatura seccional (véanse también [DN1], [N1] y [BCGHM]).

Teorema 2.1.3 [BR] Sea (M"™,g,J) una variedad Kdhler indefinida conexa, con n > 4.
Entonces, la curvatura seccional holomorfa de M es constante si y solo si la condicion
R(z,Jx,z,Jy) = 0 se cumple para cualesquiera vectores unitarios x, y tangentes a la
variedad, con y € ({z,Jx})*.

2.1.2 Variedades para—Kahler

Una 2-forma €2 sobre una variedad 2n—dimensional M se dice casi simpléctica si es no
degenerada, es decir, si Q" # 0, y el par (M,Q) se denomina entonces variedad casi
simpléctica. Si la 2-forma Q es, ademds, cerrada (es decir, dQ2 = 0), entonces 2 se
llama simpléctica y nos referimos al par (M,Q) como variedad simpléctica. Se llama
subvariedad Lagrangiana de una variedad casi simpléctica (M?",Q) a una subvariedad
inmersa n—dimensional sobre la que €2 induce la forma cero [V].

Una wvariedad para—Kdhler es una variedad simpléctica localmente difeomorfa a un
producto de subvariedades Lagrangianas. Este hecho da lugar a una descomposicién del
fibrado tangente, T M, en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos, TM = L& L'y,
asi, se dice que una variedad casi simpléctica (M, Q) es casi para—Hermitica si su fibrado
tangente se descompone en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos.

Inducido por la descomposicién TM = L @ L', el campo de tensores J de tipo
(1,1) definido por J = mp, — 7y (siendo 7y y 7 las proyecciones de T'M sobre L
y L’ respectivamente) determina una estructura casi producto en M, de tal forma que
QJX,JY) = —Q(X,Y) para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre la variedad.
Dado que las dimensiones de las distribuciones correspondientes a los autovalores 1 y —1
asociados a J coinciden, nos referiremos a J como estructura casi paracompleja [CFG].
Definiendo ahora g(X,Y) = Q(X,JY), g resulta ser un campo de tensores simétrico de
tipo (0,2) no degenerado sobre M y, ademas,

9(JX,JY)=—g(X,Y)

para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M. Asi, diremos que (g, J) define una
estructura casi para—Hermitica en M y nos referiremos a (M, g, J) como variedad casi
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para—Hermitica. Nétese que la signatura de una tal métrica g debe ser necesariamente
(n,n).

La siguiente identidad muestra la relacion existente entre la 2—forma (2, la integra-
bilidad de la estructura casi paracompleja J y la conexién de Levi Civita asociada a la
métrica g [Cr]:

20((VxJ)Y, Z) = —=3dQUX,Y, Z) — 3dUX, JY, JZ) — g(JX,[J, J|(Y, Z))

para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z sobre M, donde [J, J] denota el producto
de Nijenhuis de J, es decir, [J, J|(X,Y) = [JX,JY] - J[JX,Y] - J[X,JY]| + [X,Y]. Tal
ecuacién permite caracterizar las variedades para—Kéahler por medio del paralelismo de
la estructura casi paracompleja J respecto a la conexién de Levi Civita de la métrica,
VJ = 0. El significado de esta condicién se ve reflejado en el tensor curvatura de la
variedad a través de las siguientes identidades:

R(X,Y,JZ,JW) = R(JX,JY,Z,W) = —R(X.Y, Z,W),

para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z, W en M. Estas condiciones imponen
fuertes restricciones en la geometria de tales variedades. Por ejemplo, una variedad para—
Kahler es de curvatura seccional constante si y sélo si es llana. Este hecho motiva la
definicién de una nueva funcién curvatura, la curvatura seccional paraholomorfa, H, que
se define como la restriccién de la curvatura seccional a planos paraholomorfos (Jm C 7)
no degenerados, es decir,

R(x,Jx,Jx, )
9(z,2)g(Jzx, Jx) — g(z, Jr)*

H(rm) =

siendo {z, Jz} una base del plano paraholomorfo considerado.

De especial importancia son las variedades para—Kéahler de curvatura seccional para-
holomorfa constante, que analizamos a continuacién. En primer lugar, nétese que el
conocimiento de la curvatura seccional paraholomorfa permite reconstruir el tensor cur-
vatura, como muestra el siguiente resultado:

Teorema 2.1.4 [GM1] Sea (M,g,J) una variedad para—Kdhler y p € M. Entonces, la
curvatura seccional paraholomorfa H es constante ¢ en el punto p si y solo si el tensor
curvatura en p se erpresa como

Cc

R(z,y)z = {9(y. 2)2 = g(@, 2)y + g(Jz,2).Ty — g(Jy, 2) T + 29( T2, y) T2}

para cualesquiera x, y, z € T, M.

Utilizando este teorema se prueba de forma sencilla que las variedades para—Kéahler
de curvatura seccional paraholomorfa constante son localmente simétricas, lo que permite
clasificar tales variedades. Gadea y Montesinos Amilibia prueban el siguiente resultado de
clasificacion:
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Teorema 2.1.5 ([CFG],|GM1]) Sea (M, g,J) una variedad para—Kdhler coneza, simple-
mente conexa y completa de signatura (n,n). Si la curvatura seccional paraholomorfa H
es constante ¢, entonces M es paraholomdrficamente isométrica a

(i) el espacio proyectivo paracomplejo P,(B) de signatura (n,n), sin>1yc#0, ¢

(ii) el espacio Euclideo R?" de signatura (n,n), sin>1yc=0, ¢

4
(iii) el espacio (R?,g,J), donde g = E(cosh2 2udr @ de —dy @ dy) y J es la estructura

1
cosh 2y88x @ dy — cosh 2y§y ®dx (siendo (z,y) las coor-

denadas usuales en R?), sin =1y c#0.

casi paracompleja J = —

Observacién 2.1.2 Los resultados previos permiten estudiar el operador de Jacobi de
una variedad para—Kéahler 2n—dimensional de curvatura seccional paraholomorfa constante
c. Asi, el operador de Jacobi asociado a cualquier vector unitario x es diagonalizable de
la forma

c c
Rx:dlag 6556715:67"'71593 ) Sx:g(x"x)v
con respecto a cualquier base ortonormal de () de la forma {Jx,z,...,22, 2}. Es

importante destacar que el operador de Jacobi tiene sélo dos autovalores (distintos si la
curvatura seccional paraholomorfa no es nula), y que uno de ellos tiene multiplicidad uno.
Ademis, el autoespacio asociado a dicho autovalor distinguido estd dado por (Jz). Nétese
también que, por ser g(Jz,Jxr) = —g(z,x), la restricciéon de la métrica al subespacio
({x, Jx}) tiene siempre signatura (4, —).

Finalmente, es interesante disponer de un criterio que permita caracterizar las varie-
dades para-Kéhler de curvatura seccional paraholomorfa constante. Asi, en [BCGHV1]
hemos probado el siguiente resultado, que serd de importancia en el desarrollo del capitulo
siguiente de esta memoria (véase también [Vz]).

Teorema 2.1.6 Sea (M?",g,J) una variedad para—Kdhler conexa, con n > 2. Entonces,
la curvatura seccional paraholomorfa es constante si y solo si R(x,Jx,z,Jy) = 0 para
cualesquiera vectores unitarios x, y tangentes a la variedad, con y € ({x, Jx})*.

2.1.3 Variedades cuaternionicas Kahler indefinidas

Una estructura casi cuaternionica V sobre una variedad diferenciable M es un subfibrado
3—dimensional del fibrado de endomorfismos End (T M), generado localmente por estruc-
turas casi complejas anticonmutativas {.Ji, Jo, J3} tales que J3 = J1Jo. Una base de este



20 2.1 Ejemplos con operador de Jacobi diagonalizable

tipo se denomina base adaptada o admisible. En este caso, nos referiremos al par (M, V)
como variedad casi cuaternidnica. Ademas, si existe una conexion sin torsién V que deja
invariante la estructura V', diremos que ésta es una estructura cuaternionica y el par
(M, V) se llama, entonces, variedad cuaternidnica.

Una métrica semi—Riemanniana g sobre M se dird Hermitica indefinida con respecto
a una estructura casi cuaterniénica V' si cumple que

g(JZXaJlY):g(X7Y)7 i:132737

para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M y cualquier base local adaptada
{J1,J2,J3} de V. En este caso, diremos que (V,g) es una estructura casi cuaternionica
Hermitica indefinida sobre M y nos referiremos a (M, g, V') como variedad casi cuaternid-
nica Hermitica indefinida. Nétese que, como consecuencia, la signatura de la métrica g ha
de ser necesariamente (4p, 4q), p, ¢ > 0. Finalmente, si V' es cuaterniénica con respecto a la
conexion de Levi Civita asociada a g, es decir, si esta conexién deja invariante la estructura
V', entonces el par (V, g) se denomina estructura cuaternionica Kahler indefinida sobre M,
y nos referiremos al triple (M, g, V') como variedad cuaternionica Kdhler indefinida.

En una variedad casi cuaterniénica Hermitica indefinida (M, g, V), el caracter inva-
riante de la estructura V con respecto a la conexién de Levi Civita asociada a g equivale
a que las condiciones

VxJi = q(X)J2 — r(X)Js,
VxJo = —q(X)J + p(X)Js,
VXJQ, = T(X)Jl — p(X)JQ,

se cumplan para cualquier campo de vectores X en M y cualquier base local adaptada
{1, J2,J3} de V, siendo p, q y r 1-formas locales sobre la variedad. La condicién Kéhler
se refleja, entonces, en el tensor curvatura de la variedad mediante las condiciones

[R(X,Y), 1] = C(X,Y)J, — B(X,Y)Js,
[R(X,Y),Jg] = —C(X,Y)Jl + A(X, Y)Jg,
R(X,Y),Js] = B(X,)Y)1 — AX,Y)Js,

para cualquier base local adaptada {.J1, Ja, J3} de V, siendo A, By C las 2—formas locales
definidas por A =2(dp+r Aq), B=2(dr+qAp), C =2(dg+pAr).

Si (M,g,V) es una variedad cuaterniénica Kéhler indefinida, se define una seccion
cuaternionica en M como un subespacio del espacio tangente a la variedad en un punto
que admite una base de la forma {z, Jiz, Jox, Jsx}, denotando entonces por Q(z) dicha
seccién. Ahora, fijado un punto p € M y analizando los planos no degenerados contenidos
en las secciones cuaterniénicas de T, M, diremos que la variedad tiene curvatura seccional
cuaternidnica constante en p si la curvatura seccional es constante en todos los planos no
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degenerados contenidos en cada seccidn cuaterniénica en p. Si esta propiedad se cumple
independientemente del punto elegido, diremos entonces que (M, g, V) es una variedad
cuaterniénica Kéahler indefinida de curvatura seccional cuaterniénica constante.

En dimension cuatro, las variedades cuaternionicas Kéahler se corresponden con las
variedades orientables y la curvatura seccional cuaterniénica es constante si y sélo si lo es
la curvatura seccional. Este hecho motiva nuestro interés en aquellas variedades cuater-
niénicas Kéhler de dimensién > 8. Cuando la dimensién es > 8, las identidades anteriores
permiten probar dos propiedades importantes: por una parte, que la variedad es Einstein
y, en segundo lugar, que la curvatura seccional de tales variedades es constante si y sélo
si es nula.

Las variedades cuaternionicas Kahler indefinidas de curvatura seccional cuaterniénica
constante han sido estudiadas por Pérez y Santos en [PS], en donde encontramos, entre
otros, los siguientes resultados.

En primer lugar, la constancia de la curvatura seccional cuaterniénica permite recons-
truir el tensor curvatura de la variedad considerada, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 2.1.7 [PS] Sea (M, g,V) una variedad cuaternidnica Kdhler indefinida, con
n>2, yp€ M. Entonces, la curvatura seccional cuaternionica es constante ¢ en el punto
p sty solo si el tensor curvatura en p se erpresa como

R($, y)Z =

>0

{g(y, e — g(w,2)y = Y {90z, 2) Ty — 9( iy, 2) Jiw + 29 (Jiw, ?/)Jiz}} :
1=1

para cualesquiera vectores x, y, z tangentes a M en p y cualquier base local adaptada

{Jl, JQ, J3} de V.

Notese que el Teorema 2.1.7 permite probar que una variedad cuaterniénica Kéahler
indefinida de curvatura seccional cuaterniénica constante es localmente simétrica. Como
consecuencia, es posible clasificar estas variedades, como muestra el siguiente resultado:

Teorema 2.1.8 [W] Sea (M, g, V) una variedad cuaterniénica Kdhler indefinida coneza,
simplemente conexa y completa de signatura (4p,4q), p,q > 0. Si la curvatura seccional
cuaternionica es constante ¢, entonces M es isométrica a

(i) el espacio proyectivo cuaternionico indefinido QP]'(c) de signatura (4p,4q), en el
casoc >0, 0

(ii) el espacio hiperbdlico cuaternidnico indefinido QH]}(c) de signatura (4p,4q), en el
caso c <0, ¢

(7ii) el espacio Euclideo indefinido R de signatura (4p,4q), si c = 0.
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Observacién 2.1.3 El teorema anterior permite determinar el operador de Jacobi de
una variedad cuaternionica Kéhler indefinida 4n—dimensional de curvatura seccional cua-
ternidnica constante c. Asi, el operador de Jacobi asociado a cualquier vector unitario x
es diagonalizable de la forma
. c c
R, = diag |cey, ceq, cEx, 1Car - G gr = g(x,x),

con respecto a una base ortonormal de (z)* de la forma {Jiz, Jox, J3z, 21, .. ., Z4n_4}.
Nétese que R, tiene s6lo dos autovalores (que son distintos si la curvatura seccional cua-
terniénica no es nula), y que uno de ellos tiene multiplicidad tres. Ademds, el autoespacio
asociado a dicho autovalor distinguido estd dado por ({Jiz, Jox, Jsx}). Nétese también
que, por ser g(Jix, Jix) = g(x,x), i = 1,2,3, la restriccién de la métrica a la seccién
cuaternidnica asociada a z, Q(z), es siempre definida (positiva o negativa dependiendo de
si x es espacial o temporal respectivamente).

Para finalizar esta subseccién destacamos un resultado de caracterizacién de las varie-
dades cuaternionicas Kéahler indefinidas de curvatura seccional cuaternidnica constante,
que serd de utilidad en el siguiente capitulo de esta memoria.

Teorema 2.1.9 [PS] Sea (M*", g, V) una variedad cuaternionica Kihler indefinida cone-
za, conn > 2. Entonces, la curvatura seccional cuaternionica de M es constante si y solo
si para cualquier base local adaptada {J1, J2, J3} de V' se cumple que R(x, Jix,x, J;y) =0,
para algin i = 1,2,3 y para cualesquiera vectores unitarios x, y tangentes a la variedad,
cony € Q(x)*.

2.1.4 Variedades paracuaternionicas Kahler

En esta subseccion utilizaremos una terminologia similar a la empleada en la anterior para
las variedades cuaternionicas.

Asi, si M es una variedad diferenciable, se define una estructura casi paracuaterniénica
V sobre M como un subfibrado 3—-dimensional del fibrado de endomorfismos End (T'M),
generado localmente por estructuras anticonmutativas {Jy, Jo, J3} tales que J; y Jo son
paracomplejas y J3 = Ji1Js. Una base de este tipo se denomina base adaptada o admi-
sible y nos referiremos al par (M,V') como variedad casi paracuaternidnica. Ademds, si
existe una conexién sin torsién V que deje invariante la estructura V diremos que ésta
es una estructura paracuaternionica y el par (M,V) se llamara en este caso variedad
paracuaternionica.

Una métrica semi—Riemanniana g sobre M se dird compatible con una estructura casi
paracuaterniénica V' si cumple que

9(J; X, ;Y)=—0i9(X,)Y), i=1,2,3, o01=02=1, 03=-1,
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para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M y cualquier base local adaptada
{J1,J2,J3} de V. Si esto se cumple, diremos entonces que (V, g) es una estructura casi
paracuaternionica Hermitica sobre M, y nos referiremos a (M, g, V) como variedad casi
paracuaternionica Hermitica. Nétese que, como consecuencia, la signatura de g ha de ser
necesariamente (2n,2n). Por tltimo, si V' es paracuaterniénica con respecto a la conexién
de Levi Civita asociada a g, entonces el par (V, g) se denomina estructura paracuaternionica
Kdhler, y nos referiremos al triple (M, g, V') como variedad paracuaternionica Kdihler.

Las variedades paracuaternionicas Kahler han sido recientemente estudiadas por Blazié¢
[B]] pero, ante la falta de referencias bibliogréficas sobre las mismas, hemos iniciado un
estudio sistematico de su curvatura. A continuacién exponemos algunos resultados basicos
que seran necesarios en el préximo capitulo. Estos se veran finalmente completados con
el estudio desarrollado en el Capitulo 4 (§4.8) de esta memoria.

En relacién con el caracter Kéhler de una variedad paracuaterniénica tenemos el si-
guiente resultado:

Proposicién 2.1.1 Sea (M,g,V) una variedad casi paracuaterniénica Hermitica. En-
tonces, el subfibrado V' es preservado por la conexion de Levi Civita de g si y solo si

VXJ1 = q(X)Jg — T‘(X)Jg,
(2.1.1) ijg = —q(X)J1 + p(X)Jg,
VxdJs = —r(X) + p(X)a,

donde {Ji,Ja2,J3} es cualquier base local adaptada de V, X es un campo de vectores
arbitrario en M y p, q, v son 1-formas definidas localmente sobre la variedad.

Demostracién. Es suficiente probar que si la variedad es Kéhler y {Ji, J2, J3} es una
base local adaptada de la estructura V', entonces se cumple (2.1.1). Para ello, ntese en
primer lugar que, por ser Kéhler la estructura paracuaternionica, se tiene que VxJ; € V
(1 = 1,2,3) para cualquier campo de vectores X, siendo V la conexién de Levi Civita
asociada a g. Es decir,

VxJi = an(X)hh + ana(X)J2 + a13(X)Js,
VxdJo = an(X)J1 + an(X)J + as(X)Js,
VxJs = a3(X)Ji + an(X)) + az3(X)Js,

donde a;;, 7,5 = 1,2,3, son 1-formas sobre la variedad. Ahora, teniendo en cuenta que
9((VxJ;))Y, J;Y) = 0 para cualquier campo de vectores Y y para i = 1,2, 3, se sigue que

VxJ1 = alg(X)Jz + alg(X)Jg,
(2.1.2) VxdJo = agl(X)Jl + a23(X)J3,
VxJ3 = agl(X)Jl + (132(X)J2.
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Por otra parte, es facil comprobar que ¢((VxJ,)X, J:X) + g(J. X, (VxJs)X) = 0
siempre que r # s. Entonces, aplicindolo para (Ji, J2) y utilizando la condicién (2.1.2) se
obtiene

0 = g((VxJ1)X, ~oX)+g(1 X, (VxJ2)X)
= alg(X)g(JgX, JQX) +CL21(X)Q(J1X, JlX)
= —alg(X)g(X,X) — agl(X)g(X,X)

= —g(X,X) {alg(X) + a21(X)}»

de donde ag;(X) = —aj2(X). Utilizando el mismo razonamiento con (Ji, J3) y (J2, J3) se
obtiene que a3y (X) = a13(X) v as2(X) = a23(X), de forma que (2.1.1) se sigue de (2.1.2)
utilizando estas tres identidades. O

En lo que sigue nos limitaremos al caso de dimension > 8. Para los siguientes resultados
serd interesante conocer la influencia del cardcter Kahler de una estructura paracuater-
niénica sobre el tensor curvatura de la variedad. Sea entonces (M, g, V) una variedad
paracuaterniénica Kahler y {.J, Ja, J3} una base local adaptada de V. Se sigue de (2.1.1)
que

[R(X,Y),J;] = C(X,Y)J, — B(X,Y)Js,
(2.1.3)  [R(X,Y),Js] = —C(X,Y)J, T AX,Y)Js,
[R(X,Y),Js] = —BX,Y)Ji + A(X,Y)J,

donde A =2(dp—qAr), B=2(dr—pAq), C =2(dg—pAr). Después de algunos calculos
se obtiene que

1
AX,)Y) = o tr JR(X,Y),
n
1
B(X,Y) = —tr JhR(X,Y),
2n
1
C(X,)Y) = —trJsR(X,)Y),
2n
siendo dim M = 4n.
Entonces, si n > 2, se tiene que
(2.14) p(X,Y)=—-(n+2AX,1Y)=—-(n+2)B(X, oY) = (n+2)C(X, J3Y),

donde p denota el tensor de Ricci de la variedad (M, g) y, por lo tanto, las expresiones en
(2.1.3) se reducen a
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R(X,Y, 1 Z,\W) + R(X,Y,Z,W)

p(X, J5Y)g(Z, W) = p(X, J2Y)g(Z, JaW)

(2.1.5)

)

R(X,Y, )22, JQW) +R(X,Y,Z,W)
{p (X, J5Y)g(Z, JsW) = p(X, 1Y )g(Z, i)},
) —

R(XYJgZ JsW
-1
Cn+2

R(X,Y,Z,W)

(X, 1Y )g(Z, JoW) + p(X, 1Y )g(Z, iW) }.

Estas identidades permiten probar el siguiente resultado:

Teorema 2.1.10 Sea (M4”,g,V) una variedad paracuaternionica Kdahler. Sin > 2,
entonces la variedad es Einstein.

Demostracién. Utilizando (2.1.5) primero con X, Y = J1 X, Z, W = J; Z, y en segundo
lugar con X = JoX,Y = J3X, Z, W = J; Z, se obtiene

1
n-+ 2

—R(X, 1 X, J2Z,J32) + R(X, 1 X, Z, 1 Z) p(X,X)g(Z, 2),

1
n-+ 2

_R(J2X7 JSX) J2Z7 ‘]3Z) + R(JQXu J3Xa Z? le) P(J2X7 JQX)g(Z) Z)7

y como (2.1.4) implica que p(Jo X, JoX) = —p(X, X), de las expresiones anteriores se sigue
que

2
(2.1.6) n+2

p(X,X)g(Z,2) = —R(X,hX,hZ J3Z)+ R(X,LhX,2,17)

+R(J2X, J3X, JoZ, J3Z) — R(JQX, J3 X, Z, le).
Ahora, intercambiando X con Z en esta ultima expresién se tiene que

2
(2.1.7) n+2

p(Z, Z)g(X, X) = —R(X, J1 X, JoZ, J3Z) +R(X, 1 X, Z, J1Z)
+R(J2X, J3X, JoZ, ng) — R(JQX, J3 X, Z, le).

Asi, (2.1.6) y (2.1.7) implican que p(X, X)g(Z,Z) = p(Z, Z)g(X, X) para cualesquiera
campos de vectores X, Z, de donde se sigue que p(X, X) = Ag(X, X) para cierto nimero
real \ y cualquier campo de vectores X. Esta ultima expresién permite obtener ficilmente
que p(X,Y) = A\g(X,Y), para cualesquiera campos de vectores X, Y, lo que prueba que
la variedad es Einstein (véanse [K4], [N2] para més detalles). O
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Observacién 2.1.4 Como consecuencia inmediata del teorema anterior y de (2.1.5), el
tensor curvatura de una variedad paracuaterniénica Kéhler de dimensién 4n (n > 2)
verifica las siguientes identidades:

R(X,}/,le, le) +R(X?KZ7 W)

= nin 53 LI )g(Z, W) = (X, 1Y )o(Z, W) |
R(X,Y, )2 Z, bW) + R(X,Y, Z, W)
2.1.8 -
(2.1.8) = D [9(X. JsY)g(Z, JsW) — g(X, Y )g(Z. W)}

R(X,Y, JsZ, JsW) — R(X,Y, Z,W)

4dn(n + 2) {

9(X, 1Y )g(Z, ]2W) + g(X, Y )g(Z, 1 W) }

donde 7 denota la curvatura escalar de la variedad (7 = tr p).

Es inmediato comprobar que una variedad paracuaterniénica Kéahler de dimensién
> 8 tiene curvatura seccional constante si y solo si la variedad es llana. Por lo tanto, el
estudio de la curvatura seccional en variedades de este tipo no resulta de interés, lo que
hace necesario definir nuevas funciones curvatura. Entre ellas, destacamos la curvatura
seccional paracuaternionica, que introducimos a continuacién.

Sea (M, g,V) una variedad paracuaterniénica Kéhler. Entonces, cualquier vector x
tangente a la variedad en un punto determina un subespacio 4—dimensional del espacio
tangente en ese punto, Q(z) = ({z, Jiz, Jazx, Jsx}), siendo {Ji, J2, J3} una base local
adaptada de V. Un subespacio de este tipo se denomina seccion paracuaternionica de
M. Diremos que M tiene curvatura seccional paracuaterniénica constante en un punto
p si la curvatura seccional es constante para todos los planos no degenerados contenidos
en cualquier seccién paracuaterniénica en T,M. Si esa propiedad se cumple en cualquier
punto de la variedad diremos que (M, g,V') es una variedad paracuaterniénica Kahler de
curvatura seccional paracuaterniénica constante.

En lo que resta de esta subseccién analizaremos ciertas propiedades relacionadas con
la constancia de la funcién curvatura introducida anteriormente. En primer lugar es
importante senalar que la constancia de la curvatura seccional paracuaterniénica permite
reconstruir el tensor curvatura de la variedad, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 2.1.11 [Bl] Sea (M*", ¢, V), n > 2, una variedad paracuaterniénica Kdhler y
p € M. Entonces, la curvatura seccional paracuaternionica es constante c en el punto p
st y solo st el tensor curvatura en p se expresa como

3

Cc

R(z,y)z = {g(y, 2z =g, 2y + Y oi {g(Jiw, 2) Ty — g(Jiy, =) Jix + 29( i, y)JiZ}} ,
i=1
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para cualesquiera vectores x, y, z € Tp,M y cualquier base local adaptada {J1,Jo, J3} de
V, siendo 01 =09 =1, 03 = —1.

Como consecuencia del teorema anterior, toda variedad paracuaterniénica Kahler de
curvatura seccional paracuaterniénica constante es localmente simétrica. Entonces, es
posible clasificar dichas variedades, de forma que se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.1.12 [Bl] Sea (M, g,V) una variedad paracuaternionica Kdhler coneza, sim-
plemente conexa y completa de signatura (2n,2n). Si la curvatura seccional paracuater-
nionica es constante c, entonces M es isométrica al espacio proyectivo paracuaternionico
P,(B), de signatura (2n,2n), donde B denota el dlgebra de los nimeros paracuaternionicos
sobre R.

Observacién 2.1.5 Los resultados anteriores permiten determinar el operador de Jacobi
de una variedad paracuaterniénica Kéhler 4n—dimensional de curvatura seccional para-
cuaterniénica constante c. Asi, el operador de Jacobi asociado a cualquier vector unitario
x es diagonalizable de la forma

C C

Zsm,...,zsx , gr = g(z, x),

R, = diag |ceq, cEy, CEL,
con respecto a una base ortonormal de (z)* de la forma {Jiz,.Jox, J3z, 21,. .., Z4n_4}.
Nétese que R, tiene sélo dos autovalores (que son distintos si la curvatura seccional para-
cuaterniénica no es nula), y que uno de ellos tiene multiplicidad tres. Ademds, el au-
toespacio asociado a dicho autovalor distinguido estd dado por ({Jix, Joz, Jsx}). Nétese
también que la restriccién de la métrica a la seccién paracuaterniénica asociada a x, Q(x),
tiene siempre signatura (+,+, —, —).

Para finalizar esta seccién caracterizaremos la constancia de la curvatura seccional
paracuaterniénica de una variedad paracuaternionica Kahler por medio de una condicién
que serd de utilidad en el siguiente capitulo. Mas concretamente, probaremos el siguiente
teorema:

Teorema 2.1.13 Sea (M4", 9, V), n > 2, una variedad paracuaterniénica Kdhler conezxa.
Entonces, la curvatura seccional paracuaternionica de M es constante si y solo si para
cualquier base local adaptada {Jyi, J2, J3} de V' se cumple que R(x, Jx,z,J;y) = 0, para
algin i € {1,2,3} y para cualesquiera vectores unitarios x, y tangentes a la variedad, con

1L
y € Q).
Para ello necesitamos varios lemas previos que probamos a continuacion.

Lema 2.1.1 Sea (M*",g,V), n > 2, una variedad paracuaternionica Kihler y considere-
mos un vector unitario x tangente a M en p. Si existe una base local adaptada {Jy, Ja, J3}
de la estructura paracuaternionica tal que



28 2.1 Ejemplos con operador de Jacobi diagonalizable

(i) K(z, hz) = K(x,Jox) = K(z, Jax),
(ii) R(z, iz, Jox,x) = R(z, J1z, Jsx,z) = R(x, Joz, Jsx,z) = 0,

entonces la curvatura seccional paracuaternionica es constante en Q(x), y su valor es
T

— , donde T denota la curvatura escalar de M.
4dn(n + 2)

Demostracién. Utilizando (2.1.8) se obtiene que

T

K(x, JLT) = R($7 leu JQ:E? Jg.’ﬂ) + m’
T

K _ -

(1’,J233) R(l’,JQ@',JgJ},JlHJ) -+ 4n(n+2)7
T

K = Anl(n - 2)

(v, Jox) = R, Jox, i, Jow) + s

por lo que sumando estas expresiones se tiene

3
Y K(z,Jix) = R(z, iz, Jox, J3z) + R(z, Jox, Jsz, J12)
=1
+R( J$J$J$)+377
T, J3T,J1T, J2 4n(n+2)'

Entonces, utilizando la condicién (i) y la primera identidad de Bianchi se sigue que
T
K(z,Jix) = ——— , para i = 1,2,3, y, por lo tanto, la curvatura seccional de los
dn(n + 2)
planos ({z, Jiz}), i = 1,2,3, es constante. Finalmente, la condicién (i7) permite probar,
después de largos calculos, que la curvatura seccional de cualquier otro plano no degene-

_ T
rado contenido en Q(x) es constante, con valor —— . O
dn(n + 2)

Lema 2.1.2 Sea (M*",¢,V), n > 2, una variedad paracuaterniénica Kihler y conside-
remos un vector unitario x tangente a M en p y una base local adaptada {J1,J2,J3} de
V. Si K(y,Jiy) es constante para cualquier vector espacial unitario y € Q(x) y algin
i €{1,2,3}, entonces la curvatura seccional paracuaternionica es constante en Q(x).

Demostracién. Podemos suponer que z es espacial y que K (y, J1y) = a para cualquier
vector espacial unitario y € Q(z) (la demostracién con Jp 6 J3 serfa similar).

Si A, 4 son niimeros reales no nulos tales que A? 4+ % = 1, como y = Az + pJ3x es un
vector espacial unitario en Q(z) se cumple que K (y, J1y) = a y, por lo tanto, se tiene que
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R(y, 1y, J1y,y) = —a. Desarrollando esta expresion se sigue que
—a = MR(z, iz, 1z, v) + piR(Jz3z, Jox, Jox, J3x)
+ 222 {R(:c, Jox, Jox,x) + R(Jsz, J1z, iz, J3x)
+2R(z, Jiz, Jox, J3z) + 2R(z, Jox, J1, Jga:)}

+2X3y {R(x, iz, Jox, x) + R(z, Jix, Jia, ng)}
+20u8 {R(J:, Jox, Jox, Jsz) + R(Jsz, Jiz, Joz, ng)} .

Entonces, utilizando (2.1.8), después de algunos célculos se obtiene

—a=—(\? = 122K (z, Jiz) — 4AN* 2K (2, Jox) + 4N — p?)R(z, Jiz, Jox, ).

Ahora bien, como la expresién anterior sigue siendo cierta si se sustituye A por —A, se
sigue que R(z, Jiz, Jox,z) = 0. Por lo tanto, la expresién anterior se reduce a

a= ()\2 - /,62)2K(3'}7 Jll') + 4)\2/1’21:(('%'7 JQ.Z'),

1 2
y, teniendo en cuenta que K(z,Jix) = a, poniendo A = ﬁ Vo= \/; esta expresién
implica que K (z, Jox) = a. Hemos probado entonces que
(2.1.9) R(z, Jiz, Jox,xz) = 0, K(z, Jox) = K(x, J1z).

Sean A y 4 nimeros reales no nulos, con A\? — ;2 = 1. Entonces, y = Az + pJox es un
vector espacial unitario en Q(z) y, por tanto, K(y, J1y) = a. Desarrollando la expresién
R(y, 1y, J1y,y) = —a, de forma andloga a la anterior obtenemos

—a=—(\ 4+ 12K (z, Jiz) + 4N PP K (2, J3z) + 4\ + p?)R(x, Jiz, Jaz, ),
de donde, de forma similar a la anterior, se sigue que
(2.1.10) R(z, 1z, Jsx,x) =0, K(z,Jsx) = K(z, Jiz).

Finalmente, tomando niimeros reales no nulos \, j, v tales que A2 +u?2—~2 = 1, se tiene
que y = A\x+pJsz+7yJox es un vector espacial unitario en Q(x) y, por tanto, K (y, J1y) = a.
Entonces, desarrollando la expresién R(y, J1y, J1y,y) = —a se obtiene, después de largos
calculos, que el coeficiente correspondiente a A2u~y coincide con 8R(z, Jox, J3x,z), y es
facil comprobar que este coeficiente debe anularse. Por lo tanto,

(2.1.11) R(z, Jox, Jsx,x) = 0.

Como se cumplen (2.1.9), (2.1.10) y (2.1.11), el Lema 2.1.1 permite concluir que la
curvatura seccional paracuaterniénica es constante en Q(x), lo que prueba el lema. O
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Demostracién del Teorema 2.1.13. Consideramos x, y dos vectores unitarios tales que
g(z,2) = —g(y,y), con y € Q(x)*, y sean A, y niimeros reales no nulos con A\ — p? = 1.
Entonces, z = Az 4 py, w = pux + Ay son vectores unitarios y, ademds, w € Q(z)*.
Por hipdtesis, se cumple que R(z,J;z,z,Jjw) = 0 para algin i € {1,2,3}. Entonces,
desarrollando esta expresién se obtiene que

0 = MR(z, Jix,z, iy) + p* Ry, Jiy, y, Jix)
+A2 2 {2R(w, Jiz,y, Jix) + 2R(y, Jix,y, Jiy) + R(x, Jiy,y, Jiy) + R(y, Jiz, x, sz)}
+A30 {R(:z:, Jix,z, Jiz) + R(y, Jiz, x, Jiy) + R(x, Jix,y, Jiy) + R(z, Jiy, x, le)}
+Au? {R(% Jiy,y, Jix) + R(y, Jiy, y, Jiy) + R(z, Jiz, y, Jiy) + R(z, Jiy, @, Jiy)} ;
y como esta expresién sigue siendo vélida si sustituimos p por —u, entonces se sigue que
0 = N\ {R(:c, Jix,x, Jix) + Ry, Jix,x, Jiy) + R(z, Jix,y, Jiy) + R(x, Jiy, z, Jiy)}
2 {R(% Jiy,y, Jix) + R(y, Jiy,y, Jiy) + R(z, Jiz, y, Jiy) + R(x, Jiy, x, Jiy)} :
Asi, los coeficientes deben anularse, y restando se tiene que
R(z, Jiw,x, Jix) + R(y, Jiw, x, Jiy) = R(y, Jiy, y. Jiy) + R(z, Jiy, y, Jix).

Ademas, es facil comprobar que R(y, Jix,z,Jiy) = R(x,J;y,y, J;x) para cualquier
i =1,2,3, por lo que de la expresién anterior se sigue R(z, J;z, Jiz,z) = R(y, Jiy, Jiy, y),
de donde K (z, J;z) = K(y, Jiy).

Esto prueba que, fijado un vector £ tangente a la variedad en un punto p, la cur-
vatura seccional de los planos ({7, Jin}) es constante para cualquier vector espacial unitario
n € Q(§). Entonces, el Lema 2.1.2 implica que la curvatura seccional paracuaterniénica

T .
es constante en Q(§), con valor —————. Finalmente, como el vector £ y el punto p
4dn(n + 2)
son arbitrarios, se concluye que la variedad tiene curvatura seccional paracuaterniénica
constante. a

2.2 Variedades de Osserman no localmente homogéneas

Esta seccion tiene como objetivo construir una amplia familia de ejemplos de variedades
semi—Riemannianas de Osserman con métrica de cualquier signatura (p,q), p,q > 2, que
no son localmente simétricas. El proceso lo dividiremos en tres partes. En la primera de
ellas (§2.2.1) construimos una familia de métricas de Osserman sobre R*, analizando el
caracter localmente simétrico de las mismas. En la §2.2.2 estudiamos determinados casos
particulares de la familia de variedades construidas anteriormente, donde el polinomio
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caracteristico de los operadores de Jacobi es A%, pero el polinomio minimo no es siempre el
mismo, analizando todos los casos posibles. Finalmente utilizamos los ejemplos obtenidos
en dimension 4 para construir ejemplos de signatura arbitraria en cualquier dimension
superior, utilizando para ello ciertas variedades producto. Esto se lleva a cabo en la

subseccion 2.2.3. Los principales resultados de esta seccién se encuentran recogidos en
[GVVz].

2.2.1 Una familia de métricas de Osserman en R*

Sea M = R* el espacio Euclideo 4-dimensional equipado con las coordenadas usuales

(x, 2% 23, 2%). Sobre este espacio definimos la familia de métricas dada por

I(fr.f2) = 2B fi(at, 2?)dat @ dat + 3t fo(zh, 2?)da? @ da?
(2.2.1) +a{ds' @ da? + do? © da' |

+b {da;l @ dzd + dad @ dot + de? @ dat + dat © dx2},
donde a, b son constantes reales, b # 0, y f1, fo son funciones diferenciables definidas
sobre R? con valores reales de tal forma que

(2.2.2) on + 0f2 =0.
or?  ox!
En lo que sigue estudiaremos detalladamente la familia de métricas dada por (2.2.1).
Comenzamos determinando el tensor curvatura. Noétese que de (2.2.1) se sigue que la
forma matricial de la métrica gy, r,) con respecto a la referencia dada por los campos

o o o 0 Loy s

coordenados { ——,——=, = ¢ asociados a las coordenadas usuales (z!, 22, 23, z%)
Oz’ 0x2’ 923’ dat T

estd dada por

23 f1(zt, 2?) a b 0
a ohfo(zt,2?) 0 b
g , =
(f1.f2) b 0 00
0 b 0 0
y, por tanto, su inversa se corresponde con
1
0 0 7 0
0 0 0 E
I = ’
(f.f2) 7 | 1 1 a
3 1,2
3 U gt Sz, z%) )
1 a 1y 1 2
0 5 _b*z _bﬁx fQ(fL' ) L )
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Con estas expresiones matriciales de la métrica y de su inversa se determinan los
simbolos de Christoffel de gy, ),

k _

1 ¢ o {39(f1,f2)” L 9911, 39<f1,f2>ij}

§l - 9(f1,f2) oI ox' - ol

obteniéndose, después de algunos calculos, que los inicos simbolos de Christoffel no nulos
son los dados por:

1 1
T = =55/ Iy = 55 f1s
L s0fi 1
F3 3 3 F - _
T 2b2 I n= gl
1 Gfl a 1 (9f1
( ) 11 2b 8372 2b2 flv 22 = 2b o2 b2f27
1 ,0f 1 df2
3 23 4 _ L4 A2
I'fy = T 92 Iy = W‘F@ f3,
1 40h
F12——27) 48 2 Iy, = f2
Las expresiones obtenidas en (2.2. 3) permlten determlnar la conexién de Levi Civita
de g(f, ), que viene dada por vaiz @ Z ij 8 —5 ¥, bor tanto, las unicas derivadas
covariantes no nulas de los campos coordenados son las dadas por:
0 0 1 30f 1 0
\v4 _Z 3¥J1 - 3 2} v
BeT O { fl} {25 et o ] 5B

]. 3 8f1 a a
+{ % 92 2wﬁ}&#’

Vai _ {1 38f1} 0 {13348]”1} 0

52T Ox2 20" 922 | 93 20" 922 ) 9zt
(2.2.4) vail;xg = {1b } B3
Vags = ~Amh) et w5 t ) o
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De esta forma, las tinicas componentes no nulas del tensor curvatura son las dadas por:

(2.2.5)

Sea ahora X = Z ai?

0 0 0
R(axlaxz)axl

0 0 0
R(aﬂaﬂ)azﬁ

=y

Juy)
NN

no [\o}
IS o

=y

o Zle

=

o %o
w

o 2o
[}

=y

Q
8
[\
Q
8
o~
Q
8
—

|
|

2y
TN TN TN TN TN /N
Q
8
=
Q
&w
A N N N N N
Q
8
=

=y
|

Q
8
[\
Q
S
=~
Q
8
o

19

Q

i=1

_{lony o (1 om0
20 0x2 | Oxl 22" a2 [ 923
_|_i {21)21,3 82f1 4 82f1

—2?
453 0202 v Ozlox?

15)
( 3fo—a'f) — 2a ) Oh _ f1f2}8$47

_ {1‘%}8_{1 4f‘9fl}3

N 20 0x2 | Ox2 2b2$ 2002 [ 924
1 2b2 45 9% f1 2,4 % f1
43 022022 Ozlox?

3 4 fi 0

( fo—w f1+2a)ax—af1f2}am37

_ _{1‘%}3

N 2b0z2 | 9x3’

_ _{15101}5

a 20 0x2 | 0x?’

- [Lomy o

o 20 0x2 | Oxt’

_ _{1‘%}8

- 2b0z2 | 9x3’

_ {1‘%}‘9

20022 92t

_ {15101} 9
- 2b0z2 | Ox3°

un campo de vectores tangente a la variedad. El operador

de Jacobi, Rx = R(-, X)X, define un endomorfismo del espacio tangente a la variedad en
cada punto. Utilizando la expresion anterior del tensor curvatura se obtiene que la matriz
asociada al endomorfismo Rx respecto a la base de campos coordenados esta dada por

(2.2.6)

A 0
RX = ;
B A
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donde A es la matriz 2 x 2

2
1 a1 —
(2.2.7) a=10h b,
2b Oz 02 —ajag

y B = (bi;) es la matriz 2 x 2 cuyos coeficientes vienen determinados por:

_ 1 2 o3 0N 2 04 0N
b11—4b3{—2ba2w82a2+2b 8:6181‘2
b 9 3 2_3 2 4 4b 9 2 8f
— ( aronx” f1 + a3z’ fo — ogx” f1 + 4bogas + aozg) 922 +aaififyy,
1 2 3 anl 2 4 82fl
blz = @ {Qb 10T 81:28:E2 —2b 1092 83318562
2.3 3 4 0f
+b (2@196 f1+ araox” fo — aroax” fi + 2baiaz + 2acan — 2ba2a4) a2
—aa1a2f1f2}7
(2.2.8)
1 2 3 0 f1 2 s 0N
b21 = 47173 {25 10T 89028902 —2b 10T 8:(}18332
-b (a1a2x4f1 + 2a%x4f2 - a1a2x3f2 — 2baras + 2acq a9 + 2ba2a4) a—g
—aoz1oe2f1fz},
_ 1 2 o3 0N 2 04 0N
b22—4b3{—2ba1$8282+2b axlax2

+b (2a1a2x4f2 + a%x4f1 - a%x3f2 + 4baiay + 2aa%) 8]2 + aa1f1f2}

Se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1 (R4,g(f1,f2)) es una variedad semi-Riemanniana de Osserman con mé-

trica de signatura (+,+, —, —). Ademds, el polinomio caracteristico del operador de Jacobi
es px(Rx) = A\*, mientras que el polinomio minimo my(Rx) verifica:
f 1

L0,

(i) ma(Rx) = A3 en cualquier punto donde
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oh

(i) En cualquier punto donde prohe 0 la funcidn
0 of df1
(2.2.9) F(zt, 2% 23, 2%) = 262@ <$38x; — x489:1> —afifa

determina el polinomio minimo de la forma siguiente:

(ii.a) (R4,g(fl7f2)) es de curvatura constante cero (mx(Rx) = A) en cualquier punto

1
donde —= y F se anulan,
az2 Y

9f

(ii.b) el polinomio minimo mx(Rx) = N> en aquellos puntos en los cuales 92 0y
x
F es distinta de cero.

Demostracién. De la expresion (2.2.6), que determina el operador de Jacobi de cualquier
campo de vectores X, se sigue que el correspondiente polinomio caracteristico viene dado
por px(Rx) = det(Rx — Mdy) = (det(A — Mdy))?. Entonces, de (2.2.7) se obtiene que
pa(Rx) = A*y, por lo tanto, todos los autovalores son nulos. Esto prueba que (R*, 9(f1,f2))
es una variedad de Osserman.

Por otra parte, utilizando de nuevo (2.2.6), se puede comprobar que

0 0 00
0 0 1 Of1\2 0 0 00

R = — 60 (53) |
X ( BA+'AB 0 ) 4b3 dx? —a% aiag 0 0
le%Le%) —oz% 0 O

y también

5 0 0
R3 = =0
(BA+'AB)A 0

para cualquier campo de vectores X.

S . 0
Entonces, el polinomio minimo es my(Rx) = A* siempre que h

da?
91

puntos en los que —= = 0 el polinomio minimo serd my(Rx) = A 6 my(Rx) = A2, seglin

# 0. En aquellos

la funcién F' definida por (2.2.9) se anule o no, pues en este caso (2.2.6) se transforma en

0 0 00

1 0 0 00

fx = 463 —a% ajag 0 0
109 —oz% 0 0
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Observacién 2.2.1 La condicién (2.2.2) impuesta sobre las funciones f; y f2 ha permi-
tido simplificar los calculos realizados hasta el momento. Sin embargo, procediendo de
forma analoga, se puede probar que dicha condicién es, de hecho, equivalente a que la
variedad (M, gy, 1,)) sea de Osserman.

Es interesante senalar que las métricas gy, r,) construidas en R* no son, en general,
localmente simétricas. De hecho, el caracter localmente simétrico de las mismas se obtiene
bajo ciertas condiciones restrictivas sobre las funciones f; y fo. Tales condiciones vienen
expresadas en el siguiente resultado:

Teorema 2.2.2 (R4,g(f17f2)) es un espacio localmente simétrico si y solo si, ademds de
(2.2.2), las funciones f1 y fo son solucion de las siguientes ecuaciones:

L 0%y ofi
(7’) axla 2 ?bfla - ;
9 f1 ofi

() 022022 7f28x2 =0,

(i) 5 (flaf1 [LOm ifffz)—x?’(%)z:&

() 5 ! (3fgaf1+flaf2+ ff2> (%)2:0.

Demostracién. Denotemos por {El,E2,E3,E4} la referencia de campos coordenados
inducida por las coordenadas (x!, 2%, 3, 21). Utilizaremos (2.2.4) y (2.2.5) para determinar
las derivadas (Vg,R)(Ej, Ex)Ey, donde i,7,k, 0 € {1,2,3,4}, j < k, por medio de la
expresion
(Ve R)(Ej, Ex)Ey = Vg (R(E), Ep)E) — R(Vg, Ej, Ep)E)
—R(E;,VE,Ey)E — R(Ej, E,)VE,E;.

En lo que sigue denotaremos por H;, i = 1,2, 3,4, las expresiones (i)—(iv) dadas en el
enunciado del teorema, es decir,

i df1
Hy = Ozxlox? 7f18 2’
O*fr of

Hz = 8x28x2 f28 2’

Hj = = <f18f1 f28£ %f f>—$3<af1>2,
1
b

0z?
H, 1 <3f28f1_|_f13f2

1hs) vt (24
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y escribiremos sélo aquellas derivadas que son no nulas.

Comenzamos analizando (Vg, R)(E1, E2)E;. Después de unos largos célculos, se ob-
tiene que

(VE,R)(E1,E2)En = Vg, (R(E1, E2)E) — R(VE Ev, Ex)Ey
—R(E1,VE E3)Ey — R(Ey, E2)VE By

- {2bH1} {222:” lel}

1 4 ]. 3 1 48H1
. H H, — —
+{ Tk f1 TR J1Ho 557 Bl
%" oat ‘zszl+sz3}E4'
De forma anéloga,
1
(Ve R)(Er, E2)Er = {2bH2}E1_{262$ f1H2}
1 1 0H;
H Hy + —2*——
+{2b2$ Jo 1+ 537 3 fo 2+2b$ 972
%" 92 a2 I)QH4}E4’
1 1
(VE,R)(E1, E2)Ey = %H1 Es — B2t 4 fy Hy
1, 1 1 ,0H,
— H Hy 4+ — 4201
+{2b2$ filh = g’ il + gt o
%" ot et sz3} Bs,
1
(VE,R)(E1, E2)Ey = {QbHQ}EQ—{ngx szz}
1 1 ,0H;
Hy 4+ — 24201
{262“" fafy = gma®faby + grat 5
Tt 92 2T>2H2+ b2 H4}E3‘

Las demads derivadas covariantes se calculan de forma mas sencilla que las anteriores.
Asi, por ejemplo, se tiene que
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(VEsR)(E1, E2) By = Vg (R(Er, E2)Er) — R(VE, B, E2) By
—R(El, VE3E2)E1 — R(El, EQ)VE3E1

1 ,0f1 1 1, 0f
- {Wf1W}E3 + {%HQ}E4 + {Wflaaﬁ}Eg

1
= —H> > Ey.
{26 2} *

Procediendo de forma anéaloga a la anterior, concluimos que

(Vi R)(Er, Ea)Er = {;ng}E4, (Vi R)(E1, E2)By = —{;bﬂl}&,
(Vi R)(E1, Es)Ey — _{;bHQ}Eg, (Vio,R)(Ev, Ba)Er = {2le1}E3,
(Vi R)(Ev, Ba)Es — —{21171{1}&,, (Vi R)(Ev, Ba)Es — —{;)HQ}Eg,
(Vi R)(Ey, Es) By = —{21bH1}E4, (Vi R)(Ey, Es) By = —{21bH2}E4,
(Vi R)(Ey, E3)Ey = {;le}bu, (Vie, R)(Er, Eg) B = {;bH2}E4,
(Vi R)(Ey, Es)Ey — {21171{1}&.}, (Vi R)(Er, Bs)Ey — {;)HQ}E&
(Vi R)(Es, E)Er = {leHl}E4, (Vio, B)(Eo, E0)Ey = {;bHQ}E4,
(Vi R)(Es, E)Ey — _{;bHI}Eg, (Vi R)(Es, E1)Ey — _{;bHQ}Eg

Teniendo en cuenta que las demas derivadas son todas nulas, de las expresiones obte-
nidas se sigue facilmente el resultado. O

2.2.2 Ejemplos con distintos polinomios minimos

Las métricas (2.2.1) descritas anteriormente, junto con los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2, nos
permiten construir ejemplos de variedades semi—Riemannianas de Osserman, de signatura
(+,+,—,—), que no son localmente simétricas. En los ejemplos que siguen mostramos,
ademas, las distintas posibilidades para el polinomio minimo de los operadores de Jacobi.
Notese que las raices del polinomio minimo pueden cambiar de un punto a otro. Sin
embargo, dichas raices son necesariamente constantes en cada punto, pues las condiciones
dadas por el Teorema 2.2.1 no dependen de ninguna direccién particular.
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Ejemplo 2.2.1 Variedad de Osserman con polinomio caracteristico px(Rx) = Xty poli-
nomio minimo mx(Rx) = A3 para todo campo de vectores X sobre la variedad.

Sea ¢ la métrica definida en R* por

g = 2%2%dx! @ dr' — rt2lde? ® da?

+a {dxl ® dz? + dz? ® dl‘l}
+b {da:l ® dz3 + da® @ da' + da? @ dat + dat ® dxz},

donde a, b € R, con b # 0.
Entonces, de (2.2.6) y (2.2.7) se sigue que el operador de Jacobi, expresado en la base
de campos coordenados, tiene la forma

1

L s

2—ba1a2 —Q—bal 0 0
la% —iOqOég 0 0
Ry — 2b 2b
b11 b12 i041042 ia%
2b 2b
ba1 ba2 —%a% _%alCVQ

4
donde X = Zai@ es un campo de vectores arbitrario en R? y bij, 1,7 = 1,2, estan
i=1

g 0 0 1 0
dad 2.2.8). C VoR)|—,=5)===—522—= #0, est i
ados por ( ). Como ( 2 ) (8361’ 3x2> 53 2% 53 # 0, este espacio no
es localmente simétrico. Adema4s, el polinomio minimo es siempre my(Rx) = A\* pues, en
0
este caso, fi(x!,2?) = 22 y, por tanto, a—f; =1 # 0 en todo punto.
x

Ejemplo 2.2.2 Variedad de Osserman con polinomio caracteristico pyx(Rx) = Xty poli-
nomio minimo my(Rx) = A? para todo campo de vectores X sobre la variedad.

Sea ¢ la métrica definida en R?* por
g = kidx' @ da! + 2tkoda® © da?

+a {d:pl ® de? + dz? @ d:vl}

+b {da:l ® dz3 + da® @ da' + da? @ dat + dat ® dazz},

donde a, b, k1, ko son constantes reales no nulas.
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Entonces, de (2.2.6), (2.2.7) y (2.2.8) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

0 0 0 0
0 0 0 0

Rx = a )
X Tbgagklk‘g 4b3 Ozloézklk‘z 0 O
4b3a1a2k1k2 4b3 alklkg 0 0

donde X = E az es un campo de vectores arbitrario en R?. Teniendo en cuenta que
ox'’

8 0 0 0
(V@R) (E)xl’ 8:52) 90l = 1 kzzkga 1 7 0, se tiene que este espacio no es local-
0
mente simétrico. Por tltimo, como fi(z!,2%) = k1 y fa(z!, 2%) = ko, se sigue que 87% =0
x
y F(zb, 22,23, 2%) = —akiks # 0, lo que implica que el polinomio minimo es siempre
my(Rx) = \2.

Observacién 2.2.2 Notese que las variedades construidas en los ejemplos 2.2.1 y 2.2.2
no son localmente simétricas, aunque tanto el polinomio caracteristico como el polinomio
minimo tienen raices constantes.

Ejemplo 2.2.3 Variedad de Osserman con polinomio caracteristico py(Rx) = A\* para
todo campo de vectores X, y polinomio minimo my(Rx) = A? é my(Rx) = A dependiendo
del punto considerado.

Sea ¢ la métrica definida en R* por
g = 232tda' ® da! + 2tkda® ® da?
+a {d:cl ® dz? + de* ® dwl}
+b {d:vl ® da3 + dao® @ dz' + da? @ dat + dat ® dx2},

donde a, b, k son constantes reales diferentes de cero.
Entonces, de (2.2.6), (2.2.7) y (2.2.8) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

0 0 00
0 0 00

Rx = 4(;3 skt e alazkm 0 0 |’
4b3 —aqagkx! 4Z3 kw 0 0
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4

0
Zaiﬁ es un campo de vectores arbitrario en R* Asi, teniendo en
; x
=1
cuenta que, en este caso, fi(z',2?) = 2! y fo(z',2%) = k, se sigue que el polinomio
minimo es my)(Rx) = A2 en cualquier punto con z! # 0 y my(Rx) = X en aquellos
of 1.2 3

=0y F(z',2%,23 2%) = —aka!. Ademds, como

ox? .
o 0 g  a (%) 0 .
(V 2 R) (8:61’ (9932> i —4—b3k {1 + b } 91 = 0, este espacio no es localmente

simétrico.

donde X =

puntos en los que z! = 0, pues

Ejemplo 2.2.4 Variedad de Osserman con polinomio caracteristico py(Rx) = A\ para
todo campo de vectores X, y con polinomio minimo my(Rx) = A3, my(Rx) = A ¢
mx(Rx) = A segin el punto considerado.

Sea ¢ la métrica definida en R* por
g = 2’rla?da! ® dxt — %%’4(:):1)26[:132 ® da?

+a {dxl ® da® + da? ® d:nl}

+b {da:l ® dad + dz® ® dot + da? @ dz* + dat @ dﬁ},

donde a, b € R, con b # 0.
En este caso, de (2.2.6) y (2.2.7) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

1
Q—balagazl —Q—ba%azl 0 0
1 1
2—604%1‘1 —2—ba1a2x1 0 0
Bx = 1 1
b11 512 — Q10T —a%xl
2b 2b
1 1
bgl b22 —%a%xl —%alagx

4

donde X = E aiﬁ es un campo de vectores arbitrario en R* y los coeficientes bij,
; T
=1

i,j = 1,2, estdn dados por (2.2.8). Asi, el polinomio minimo es my(Rx) = A? en los puntos
con x! # 0, my(Rx) = A? en los puntos correspondientes a z' = 0y 2% # 0, y my(Rx) = A
en aquellos puntos en los que z! 4 = 0 pues, en este caso, fi(z!,2?) = !

=z 2y

1 0 1
fo(zt,2?) = —=(zH? y, por tanto, a—:{; =zl y F(z!, 22,23, 2%) = —2b%2* + Za(zh)322.
1 (1
Ademas, como (VailR> <8i2’ 8(3:4) 3?:2 = 5% {Qb(xl)%;? + 1} 823 # 0, este espacio

no es localmente simétrico.
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Por tltimo, nétese que en el subconjunto abierto determinado por z* # 0 el polinomio
minimo varfa entre my(Rx) = A3 y my(Rx) = A2, segtin z! sea diferente o igual a cero
respectivamente.

Ejemplo 2.2.5 Variedad de Osserman con polinomio caracteristico py(Rx) = A\* para
todo campo de vectores X, y polinomio minimo my(Rx) = A\* 6 my(Rx) = A dependiendo
del punto considerado.
Sea ¢ la métrica definida en R* por
3
g = 22(2hH)3(2?)3d2! @ dat — 1x4(a:1)4(a:2)2dx2 ® dx?
+a {dacl ® dz? + de* ® dml}
+b {dl’l ® da® + do® @ da' + da? @ dat + dat ® de},

donde a, b € R, con b # 0.
Entonces, de (2.2.6) y (2.2.7) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

aron(a!)’(@?)? —af(z')(@?)? 0 0
P 03(z')’(@%)?  —araz(a!)’(@?)? 0 0 |
20 1 12 aron(a!)’(@?)?  ad(a)’(2?)?
21 % —af(2)*(@?)?  —ar0a(a’)’(2?)?

/

4
donde X = Z aiﬁ es un campo de vectores arbitrario en R* y los coeficientes bj;, con
x
=1

i,j = 1,2, se obtienen a partir de (2.2.8), teniendo en cuenta que b;j = ?bij' Por tanto, el
polinomio minimo es my(Rx) = A? en los puntos en los que 222 # 0y my(Rx) = ) siem-

pre que z'z? = 0, pues como f1(x!, 2?) = (21)3(2?)3 y fo(z!, 2?) = —Z($1)4(x2)2, entonces

gfé =3(z')3(2?)? y F(a!, 22,23, 2%) = 6b% (22123 — 32%2%) (2)%2? + za($1)7(x2)5. Ade-
T

/ 9 9N 9 __ 3.y 22{1 1Y4(42)3 }3
mas, (V@R) (83:2’8964) ke 2b(a:)(m) 2b(x)(x) +3 5 # 0, por lo

que este espacio no es localmente simétrico.

Observacion 2.2.3 Nétese que en las variedades de los ejemplos 2.2.3, 2.2.4 y 2.2.5 el
polinomio minimo no tiene raices constantes (cambia de un punto a otro) y, por lo tanto,
dichas variedades no son curvatura homogéneas. En consecuencia, tampoco seran local-
mente homogéneas.
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Finalizamos con un ejemplo que muestra que, ain bajo la condicién adicional de ser la
variedad localmente simétrica, el caracter de Osserman presenta fuertes peculariedades en
el caso semi—-Riemanniano frente a sus homélogos Riemanniano o Lorentziano. De hecho,
el ejemplo mostrado a continuaciéon es una variedad no llana localmente simétrica cuyo
operador de Jacobi tiene un tinico autovalor idénticamente nulo.

Ejemplo 2.2.6 Variedad de Osserman localmente simétrica con polinomio caracteristico
pa(Rx) = M y polinomio minimo my(Rx) = A% para todo campo de vectores X sobre la
variedad.

Sea M el subconjunto abierto de R* determinado por z'z? # 0. Sobre M consideramos
la métrica g definida por

b b
g = :U3—1d:v1 ® dz' + x4—2dx2 ® da?
x x
+a {dxl ® dz? + de* ® dml}
+b {dazl @ dad + dd @ dat + de? @ dat + dat © d:c2},

donde a, b son nimeros reales distintos de cero.
Entonces, de (2.2.6), (2.2.7) y (2.2.8) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

0 0 0 0
0 0 0 0
RX == a 2 1 a 1 5
@a2$1m2 _@alazwlzﬁ 00
a 1 a o 1
—4—b0z1a2$1$2 47)041 zlz? 0

4
donde X = E aim es un campo de vectores arbitrario en M. Ademds, como en este caso
; x
=1

1.2 b 1,2 b - of 1,2 .3 4 —ab’

fl('23 7$):;}If2(x ,x):?,setlenequeW:0yF(x y L 7$?$): 21r2 750
Por lo tanto, el Teorema 2.2.1 implica que (M, g) es una variedad semi-Riemanniana de
Osserman 4-dimensional con polinomio caracteristico py(Rx) = A* y polinomio minimo

ma(Rx) = A%. Por tltimo, se sigue del Teorema 2.2.2 que (M, g) es locamente simétrica.

2.2.3 Variedades de Osserman de dimensién y signatura arbitrarias

A continuacién mostraremos que los ejemplos construidos anteriormente en dimensién
4 nos permiten probar la existencia de variedades semi—Riemannianas de Osserman de
cualquier signatura (p,q), p,q > 2, que no son localmente simétricas. Para ello considera-
remos ciertas variedades producto, por lo que serd 1util el siguiente resultado:
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Lema 2.2.1 Sean (M{",g1) y (M3?,g2) dos variedades semi-Riemannianas de Osser-
man. Si los autovalores de los operadores de Jacobi en ambas variedades son todos cero,
entonces la variedad producto (My X Ma, g1 & g2) es una variedad semi—-Riemanniana de
Osserman.

Demostracién. Denotemos por RV, R(?) los tensores curvatura de las variedades M y
M, respectivamente, y por R el tensor curvatura de la variedad producto. Es inmediato
comprobar que, por ser todos los autovalores de los operadores de Jacobi nulos en ambas
variedades, entonces p)\(Rgi) = det(Rgz — Mdy,,) = (—A\)™ para cualquier campo de

vectores X sobre la variedad M; y, andlogamente, pA(Rg?)) = det(Rg?g —Ady,,) = (=)
para cualquier campo de vectores Xo sobre Mo.
Entonces, si X = (X1, X2) es un campo de vectores arbitrario sobre la variedad pro-

ducto, como

(1

RY 0

0 RY
se sigue que py(Rx) = p)\(Rg%l)) -pA(Rggg) = (=A)™*"2 lo que prueba que My x My es
Osserman. O

Observacién 2.2.4 Noétese que, en el caso Riemanniano, una variedad de Osserman en
cada punto es llana si y sélo si es localmente reducible [GSV, Lema 2.2]. Del mismo
modo, como consecuencia de [BBG, Teor. 1], se obtiene que una variedad Lorentziana de
Osserman es localmente reducible si y sélo si es llana.

Denotemos ahora por (N, gy, f,)) uno cualquiera de los ejemplos 2.2.1-2.2.5 construi-
dos en la subseccién anterior de esta seccién (por lo que N es una variedad de Osserman
4—dimensional de signatura (+,+, —, —)) y sea R{,—2 4—2) €l espacio Euclideo con la métrica
indefinida usual de signatura (p —2,q —2), p+¢ = n+4. Entonces, el Lema 2.2.1 implica
que la variedad producto R?p727q72) x N, dotada de la métrica producto, es una variedad
semi—Riemanniana de signatura (p,q) que es Osserman pero no localmente simétrica para

cualesquiera p,q > 2.

Observacién 2.2.5

1. Nétese que, en cada punto de la variedad R?p,g g—2) X N, existen vectores unitarios

cuyos operadores de Jacobi tienen diferentes polinomios minimos. Por ejemplo,
tomando X = (X1,0), el operador de Jacobi asociado se anula idénticamente y, por
tanto, el polinomio minimo es m)(Rx) = A. Sin embargo, para X = (0, X3), el
polinomio minimo de Rx serd my(Rx) = A%, s = 1,2,3, dependiendo del punto
y la métrica gy, r,) considerados en N. Esto muestra que, en un mismo punto,
el operador de Jacobi puede ser diagonalizable para algunas direcciones pero no
diagonalizable para otras.



2. Ejemplos de variedades de Osserman semi-Riemannianas 45

2. Por otra parte, si (I, 9t fQ)) es la variedad de Osserman localmente simétrica con
polinomio caracteristico py(Rx) = A* y polinomio minimo my(Rx) = A? construi-
da en el Ejemplo 2.2.6, entonces la variedad producto R?p—lq—?) X N es localmente

simétrica de Osserman. Nétese que, en este caso, las raices del polinomio minimo del

operador de Jacobi tampoco son constantes, ni siquiera en cada punto. Por tanto,
aun cuando la homogeneidad local de la variedad permitiese asegurar la indepen-
dencia del polinomio minimo con respecto al punto considerado, dicho polinomio no

tiene por qué tener raices constantes.

2.3 Meétricas de Osserman en el fibrado cotangente a una
variedad afin

El objetivo de esta seccién es construir nuevos ejemplos de variedades de Osserman semi—
Riemannianas. Esto se llevara a cabo mediante el estudio de la extensién de Riemann de
una conexién afin sin torsién al fibrado cotangente de la variedad afin (M, V) conside-
rada. Cuando la variedad base sea una superficie, las métricas construidas en el fibrado
cotangente serdan de signatura (+,+, —, —) y permitirdn interpretar geométricamente la
familia de métricas construidas en la seccién anterior. Los resultados méas importantes de
esta seccién se encuentran recogidos en [GKVVz].

2.3.1 Extension de Riemann de una conexién afin

Sea M una variedad diferenciable n—dimensional y denotemos por T*M el fibrado cotan-
gente, que es una variedad 2n—dimensional, y por m : T*"M — M la proyeccién na-

tural. Si (U, (x!,...,2™)) es un sistema de coordenadas locales sobre M, en el abierto
7Y (U) de T*M se tiene un sistema de coordenadas locales inducido por el anterior,
(zt,... 2" 2" .. 2), teniendo en cuenta el homeomorfismo 7~ 1(U) = U x (R")".

—+1

Para facilitar la escritura de las expresiones, en lo que sigue escribiremos "7 = x; para

it = 1,...,n. Dado un campo de vectores X sobre M, X = ZXiaaw se define el
i=1 r

n
. 0
levantamiento completo de X como X¢ = E X’a—.
; hi
=1 ¢

Una conexion simétrica V sobre M induce en T*M una métrica semi—Riemanniana,
que denotamos por gy, de signatura (n,n), llamada eztension de Riemann de V. Esta
métrica estda determinada por

(2.3.1) gv (X9 YY) = —4(VxY + VyX),
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donde X%, Y© son los levantamientos completos a T*M de campos de vectores X, Y

0
en M y, para cualquier campo de vectores Z sobre M, Z = Z Zl -, 7Z es la funcion
i=1
sobre T*M definida por vZ = x;Z'. En el sistema de coordenadas inducidas en T*M la

extensién de Riemann se expresa como

—2x k6!
(2.3.2) gv = S
50

0 o 0 0
Oxl’ " 0z Oxy’ T Oy
simbolos de Christoffel de la métrica g. (Consultar [YI, Cap. 7] para més detalles.)

En lo que sigue supondremos que las variedades son conexas y las conexiones sin
torsién. Comenzamos con la siguiente definicién:

(i,j = 1,...,n) con respecto a { } donde T'¢, denotan los

Definicion 2.3.1 Sea V una conexion sobre una variedad M. Se dice que V es Osserman
st los autovalores de los operadores de Jacobi son constantes (y, por lo tanto, se anulan).

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1 Sea (M,V) una variedad afin, T*M el fibrado cotangente de M y gv la
extension de Riemann de V. Entonces, (T*M, gv) es una variedad de Osserman si y sdlo
si (M,V) es una variedad afin de Osserman.

Demostraciéon. Las componentes RQBC del tensor curvatura R de (T*M,gy) estén
determinadas por las componentes RQ e del tensor curvatura R de (M, V) y su derivada
covariante, segin [YI, pdg. 270]:

Rk]l = f‘ft‘z{vthﬂ Vngh‘*‘thngi

T4 Rl + TRy, + T ngh}7

h — i
Rk]z - kjh’
h —
Rk]z - hak’
ph — _pk
Rk]z = —Ry;

0 0
Sea ahora X = Z {az + ozi} un campo de vectores sobre T*M. De las expre-
oxt 0x;

siones anteriores se s1gue que la matriz del operador de Jacobi R con respecto a la base
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0 } estd dada por

de campos coordenados { —, —
P {8;1:“ Ox;

(23.3) ; for 0
2.3.3 R v — )
X x 'Ry

donde Rx es la matriz del operador de Jacobi correspondiente al campo de vectores

- 0 0
X = Z ai% sobre M con respecto a la base {W}
i=1

n

Ahora bien, si X = E aiﬁ es un campo de vectores arbitrario en M, entonces es
, b
=1

n
- 0 1
inmediato comprobar que X = Z {oai. + } es un campo de vectores unitario
= Ox* 20y 0x;
en cualquier punto de la seccién cero de T*M vy, por lo tanto, si (T*M, gv) es Osserman
entonces (2.3.3) implica que (M, V) es afin Osserman. Por otra parte, si (M, V) es afin

Osserman, (2.3.3) muestra que los autovalores del operador de Jacobi R¢ son nulos para

cualquier campo de vectores X en T*M y, por tanto, (T%M, gv) es Osserman. O

2.3.2 Superficies afines de Osserman

En esta subseccién estudiaremos la situacion mas sencilla que se presenta en el Teorema
2.3.1, es decir, cuando M es una superficie. En tal caso, obtendremos una descripcién
local de las conexiones afines de Osserman.

Sea V una conexién en M y X un campo de vectores en M. El tensor de Ricci, p,
verifica que p(X,X) = tr(Rx), donde Ry es el operador de Jacobi asociado a X. Por
tanto, si (M, V) es una variedad afin de Osserman, entonces p(X, X) = 0 para todo campo
de vectores X y, en consecuencia, el tensor de Ricci debe ser antisimétrico. El siguiente
teorema muestra que la antisimetria del tensor de Ricci caracteriza las conexiones afines
de Osserman sobre superficies.

Teorema 2.3.2 Una conezion afin V sobre una superficie M es Osserman si y solo si el
tensor de Ricci es antisimétrico.

Demostraciéon. Sean Ré ko (i, 7, k, 1 = 1,2), las componentes del tensor curvatura de la

conexién V. Si (z!,2?) denota un sistema de coordenadas locales sobre M, entonces el
2

operador de Jacobi Ry asociado a un campo de vectores X = Z ai? tiene la forma
i=1 z
1 2 pl 2 pl 1
a1a2R121 + a2R122 _alRIQI — 041042R122
Rx =
2 2 p2 2 p2 2
a102Ryy + 03 RYy  —ajRiy — 1o Ry
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con respecto a la referencia de campos coordenados { } Se sigue entonces que

Oxl’ Ox?
el polinomio caracteristico de Rx esta dado por

pa(Rx) = det(Rx = Md) = A = {a10aRly; — 03 Ry + a3 Ripy — 100 Rg | A
y, por tanto, V es Osserman si y sélo si
R%m = R%22 =0,

(2.3.4) ) )
R121 - R122 =0.

Ahora bien, como el tensor curvatura de una superficie satisface
(2.3.5) R(X.Y)Z = p(Y. 2)X — p(X, Z)Y,

se sigue que (M,V) es Osserman si y sélo si el tensor de Ricci satisface la condicién
p(X,Y) +p(Y,X) =0. O

Observacién 2.3.1 Una conexién V es métrica si hace paralela a alguna forma bilineal
simétrica no degenerada ¢ (es decir, V¢ = 0). Dado que el tensor de Ricci de tales
conexiones es simétrico, el teorema anterior muestra que las conexiones de Osserman
sobre superficies son llanas si son métricas.

Teorema 2.3.3 Una conexion afin localmente simétrica V sobre una superficie M es
Osserman si y solo si es localmente llana.

Demostracién. Se sigue de (2.3.5) que V es una conexién localmente simétrica si y sélo
si el tensor de Ricci es paralelo. Como p es antisimétrico, es de rango cero o dos. Es
claro que V es una conexion localmente llana si y sélo si el rango del tensor de Ricci p es
cero. Supongamos entonces que el rango de p es 2. En este caso, el tensor de Ricci es una
2—forma no nula en todo punto y, por lo tanto, p define un elemento de volumen sobre M.
Entonces, existe una 1-forma 7 tal que Vxp = 7(X)p y, como

Vx(Vyp) = Vx(r(Y)p) = X(7(Y))p + 7(VxY)p + 7(Y)7(X)p,

se sigue que R(X,Y)p = 2(d7)(X,Y)p. Ademds, R(X,Y)p = —(trR(X,Y))p. Pero 7 debe
ser nula, pues la conexién V es equiafin (por ser p paralelo) y, por lo tanto, tr R(X,Y) =0
para cualesquiera campos de vectores X, Y.

Por otra parte, teniendo en cuenta que R(X,Y) = —R(Y,X), la expresién (2.3.5)
implica que p(X,Y) — p(V, X) = —tr R(X,Y).

Concluimos entonces que p(X,Y) — p(Y, X) = 0 para cualesquiera campos de vectores
X, Y. Esto significa que el tensor de Ricci es simétrico, lo que supone una contradiccién
teniendo en cuenta que rango p = 2. O
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Observacion 2.3.2 Noétese que el resultado del teorema anterior no se cumple en dimen-
siones superiores. Por ejemplo, en el espacio Euclideo 3-dimensional R? consideramos la
conexion V definida por

, 212 , 0 29 , O et 9

2.1 Ozl 20x! 522 02 Ox? 52T O3 Ox?
donde (z!,22%,23) son las coordenadas usuales en R3. Entonces, las tinicas componentes
no nulas del tensor curvatura son las dadas por

R(2 9\ 9 _ e+t 9
Oxl’ 0x3 ) Ozt Ox?

de donde se sigue que (R3, V) es una variedad afin Osserman localmente simétrica, pero
no llana. Nétese también la existencia de ejemplos de variedades semi—Riemannianas
de Osserman localmente simétricas no llanas en dimensién 4 con métrica de signatura

(+,+,—,—) (cf. §2.2).

El siguiente resultado describe localmente las conexiones de Osserman en un entorno
de un punto donde su curvatura no sea cero.

Teorema 2.3.4 Sea (M,V) una superficie afin Osserman y sea p un punto de M. En-
tonces el tensor curvatura de V se anula en p o existe un sistema de coordenadas (z*, x?)
en un entorno U de p en el que la conexion V estd dada por

v a__{%}a
5T Ozl oxl ) oz’
(2.3.6)
SR AN S
52022 |\ 0x2 ) Ox2’
donde 0 es una funcion diferenciable en U tal que _00 #0,0
Oxlox?
v, 2 _ _ {fﬂg@} 9
5T Ozl oxt | oxl’
(2.3.7)
SR T
=z ozz  Yorl 0x? | 0z’
o : dlgyp )
donde ¢ es una funcion diferenciable en U tal que ———= # 0, ¢
Ox10z?
0 olgy x2 0 { 1 } 0
Vo= = (- + T e T
82T Oz ozl 14 axlz? | Ozt (1 + xt22) | 022
(2.3.8)
g P 0 dlgp x! 0
va%?@:ﬂ N {1—1—1’11‘2}81‘1+{ Oz2 Jr14—:U1:172 0z?’
. . dlgy
donde ¢ es una funcion diferenciable en U tal que # 0.

Oxloz?
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Demostracion. Si en un punto p € M el tensor de Ricci es no nulo, entonces define
un elemento de volumen en un entorno U de p y, por lo tanto, existe una 1-forma 7 tal
que Vp = 7 ® p. Esto muestra que p es un campo de tensores recurrente en el entorno
U vy, entonces, (2.3.5) implica que V tiene curvatura recurrente. Las conexiones afines
sin torsion 2—dimensionales con curvatura recurrente han sido estudiadas por Wong quien
probd que, para cada punto, existe un sistema de coordenadas en el que la conexién esta
dada por (2.3.6), (2.3.7) 6 (2.3.8), lo que prueba el resultado (véase [Wo, Teor. 4.2]). O

Observacién 2.3.3 Noétese que la existencia de conexiones afines Osserman es una con-
dicién restrictiva cuando se consideran superficies analiticas compactas. Asi, si V es una
conexién analitica en una superficie compacta M entonces el tensor de Ricci es un campo
de tensores recurrente y, por lo tanto, es nulo o existe una 1-forma no nula sobre M, de
donde se sigue que la caracteristica de Euler es nula. (Véase [BB] para un ejemplo de
conexién compleja no llana con tensor de Ricci antisimétrico sobre el toro).

Observacién 2.3.4 Teniendo en cuenta que la variedad (T*M, gv) es localmente simé-
trica si y sélo si (M, V) también lo es [YI, pdg. 272], el Teorema 2.3.3 implica que las
variedades 4-dimensionales semi-Riemannianas de Osserman construidas por el teorema
anterior son localmente simétricas si y sélo si son localmente llanas. Por otra parte, a
partir del ejemplo indicado en la Observacién 2.3.2 se obtienen ejemplos de variedades
de Osserman localmente simétricas no llanas en dimensiéon 6 con métrica de signatura
(4, +, 4, —, — —).

Observacién 2.3.5 Sea M = R? el espacio Euclideo 2-dimensional con coordenadas
usuales (z',22), y V una conexién simétrica sobre R? determinada por los simbolos de

1 1
Christoffel T'}; = —§f1 (z',2%), Ty = —ifg(xl, 2%), siendo los demds simbolos nulos y f;

y f2 funciones diferenciables sobre R?. Entonces, la extensién de Riemann gy definida
sobre T*R? = R* coincide con la métrica 9(f..f.) dada por (2.2.1), cuando a =0y b = 1.

2.4 Meétricas de Osserman en el fibrado tangente

Como ya se ha mencionado en el Capitulo 1 de esta memoria, Chi [Chl] ha probado la
validez de la conjetura de Osserman sobre variedades Kéhlerianas con métrica definida
positiva de curvatura seccional no negativa o no positiva. Aun cuando disponemos de
numerosos ejemplos de variedades semi—-Riemannianas de Osserman no simétricas, debe
tenerse presente que la acotacion de la curvatura seccional es una condicién muy restrictiva
sobre variedades Kéhler indefinidas. Asi, Kulkarni [Ku| prueba que la acotacién superior
o inferior de la curvatura seccional en una variedad semi—Riemanniana es equivalente a su
constancia, por lo que si, ademads, la variedad es Kéhler, entonces debe ser llana.



2. Ejemplos de variedades de Osserman semi-Riemannianas o1

Por lo tanto, parece légico imponer acotaciones directamente sobre la curvatura sec-
cional holomorfa de una variedad Kéhler indefinida. En primer lugar, nétese que la cur-
vatura seccional holomorfa de una variedad Kahler indefinida estda acotada superior e
inferiormente en un punto si y sélo si es constante [BR, Teor. 6.3], [BCGH, Teor. 2.1].
Tal condicién de acotacién puede ser restringida a planos holomorfos de signatura (+, +)
6 (—,—) independientemente, siendo igualmente cierto que conlleva la constancia de la
curvatura seccional holomorfa. Ademds, se ha probado en [BCGHM, Teor. 4.1] que la
curvatura seccional holomorfa de una variedad Ké&hler indefinida estd acotada superior-
mente (o inferiormente) sobre planos holomorfos de signatura (+,4+) e inferiormente (o
superiormente) sobre planos holomorfos de signatura (—, —) en un punto p € M si y sélo
si la variedad es nula holomoérficamente llana en dicho punto. Dado que toda variedad
de Osserman es Einstein, se sigue de [BCGHM, Teor. 6.2] que toda variedad Ké&hler in-
definida de Osserman cumpliendo la condicién de acotacién anterior ha de tener curvatura
seccional holomorfa constante.

En vista de todo lo anterior, podria esperarse también que el caracter no positivo
o no negativo de la curvatura seccional holomorfa permitiese clasificar las variedades
Kahlerianas indefinidas de Osserman. En esta seccidon construiremos ejemplos no simé-
tricos (e incluso no homogéneos) de variedades Kéhler indefinidas de Osserman donde la
curvatura seccional holomorfa es no positiva o no negativa. Para ello estudiamos el fibrado
tangente a una variedad semi—Riemanniana equipado con una métrica relacionada con el
levantamiento completo de la métrica de la variedad base. Los principales resultados de
esta seccién se encuentran recogidos en [BCGHV2].

2.4.1 El levantamiento completo deformado de una métrica

Sea M una variedad diferenciable n—dimensional y denotemos por T'M el fibrado tangente
a M, que es una variedad 2n—dimensional, y por 7 : TM — M la proyecciéon natu-
ral. Si (U,(z!,...,2")) es un sistema de coordenadas locales sobre M, en el abierto
7Y (U) de TM se tiene un sistema de coordenadas locales inducido por el anterior,
(zb,... 2™ 2™ .. 2?), teniendo en cuenta el homeomorfismo 7—(U) 2 U x R™. Para
simplificar la escritura de las expresiones, en lo que sigue escribiremos z"t* = 2° para
1=1,...,n.

ey

n

Dado un campo de vectores X sobre M, X = E X im, se define el levantamiento
; x
=1

n
.0
completo de X como X = Z Xla— Ademas, si ¢ es un campo de tensores de tipo (0, 2)
=1 x

z.

con componentes ¢;; con respecto al sistema de coordenadas elegido, su levantamiento
n

vertical a TM estd dado por ¢V = Z (¢ij o m)de' @ dz’. Si g es una métrica semi-
ij=1
Riemanniana en M, su levantamiento completo g¢ es la métrica en TM definida por
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(2.4.1) g9 (X9 Y9 = g(X,Y)°,

donde X¢, Y son los levantamientos completos en T'M de los campos de vectores X, Y
de M. La métrica g¢ ha de ser necesariamente de signatura (n,n). Ademds, teniendo en
cuenta que el levantamiento completo f€ de una funcién f en M es la funcién en TM

n
definida por f¢ = Z —fxl, la métrica ¢¢ se expresa, en coordenadas locales, por

' Ot

i=1
09 %

(2.4.2) ¢ =| 0zxF Y, i i=1,....n
9ij 0

Senalemos, finalmente, que si J es cualquier campo de tensores de tipo (1,1) sobre
la variedad base, se define su levantamiento completo, J¢, por medio de la expresién
JO(XC) = (JX)C. (Consultar [YI] para més detalles.)

A continuacioén introducimos la familia de métricas en T'M en la que estamos intere-
sados. Tales métricas han sido consideradas inicialmente por Oproiu en el estudio de la
armonicidad de campos de vectores [Op].

Definicién 2.4.1 Sea (M, g) una variedad semi—Riemanniana y ¢ un campo de tensores
(0,2) simétrico sobre M. Llamamos levantamiento completo deformado de la métrica g a
la métrica semi-Riemanniana gy en TM definida por

(2.4.3) 96 =9+ 0",

donde g€ denota el levantamiento completo de la métrica g y ¢V el levantamiento vertical
de ¢ a TM.

En coordenadas locales, g4 se expresa como

99ij &
(2.4.4) go=1| 7 Oat v,
9ij 0
donde 4,5 =1,...,n,y (¢;;) es la descripcién de ¢ en las coordenadas (xt, ... 2").

El siguiente teorema pone de manifiesto la utilidad del levantamiento completo defor-
mado en la construccién de nuevos ejemplos de variedades semi—Riemannianas de Osser-
man.

Teorema 2.4.1 Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana y ¢ un campo de tensores
de tipo (0,2) simétrico sobre M. Entonces, (I'M,gy) es una variedad semi-Riemanniana
de Osserman si y solo si los autovalores de los operadores de Jacobi de (M, g) son idénti-
camente nulos.
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Demostracién. Sean (U, (2')) un entorno coordenado sobre M, (7 1(U), (2,2%)) las

~ - 0 0
coordenadas inducidas en TM y X = Z {O‘iai + aiai} un campo de vectores en
; x x

o 0
TM, donde {(‘9“ 85} es la referencia local de campos de vectores en T'M asociada a
xt Ox
los campos de vectores coordenados.
Después de largos célculos se obtienen las siguientes componentes Ri,@'y del tensor
curvatura R de (T M, gg):

Pl _pl. _pl _pl_ _ pl _
Rij Rzgk Rzgk I igk jo]:) =0,

Pl _ DI
Rl]k Rzyk Rz]k R’L]k’

. Dl o
RL, =R = R, =0,

donde R, i son las componentes del tensor curvatura R de (M, g).

Se sigue, entonces, que la matriz del operador de Jacobi R 5= R( )X en un punto
p € T'M con respecto a la base inducida por los campos de vectores coordenados esta dada
por

(2.4.5) ; o 0
245 R~ = )
X * Ry

0
donde X es el vector X = Z Aip g - tangente a M en p = w(p) y Rx representa la matriz
X

del operador de Jacobi asomado a X con respecto a la base inducida por los campos de
vectores coordenados en M.
n

0 ~
Sea ahora X = Zai—i un vector no nulo en T,M y tomemos X en T;1TM, con
ox

p = (p,0), dado por X = Z {az 0 -+ aaa,}, donde a; € R estan definidas como sigue:
xl

n
elegimos k € {1,...,n} de tal forma que Z a;gir # 0 (ndtese que siempre es posible elegir
i=1
k de esta forma, pues X es un vector no nulo) y definimos

n
1-— Z ozl-ozjqzbij
ij=1 .
. - si t=k,
t 23 igin

0 si t#k.
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Entonces, como gg( )Nf f( Z Q0T x” g” Z i Pij + 2 Z Q;Qjgij, se sigue que
4,J,r=1 4,j=1 t,j=1
X es un vector unitario en la seccién cero de T'M.

Ahora, si (T'M,gs) es una variedad de Osserman, se sigue de (2.4.5) que (M, g) es
también Osserman. Ademds, como los operadores de Jacobi deben tener autovalores
constantes independientemente del vector no nulo X elegido en M, estos autovalores son
necesariamente nulos. Por otra parte, si (M,g) es Osserman y los autovalores de los
operadores de Jacobi son nulos, entonces (2.4.5) implica que el polinomio caracteristico
p,\(R ) = det(R~ — Mdsy,) del operador de Jacobi Rf( verifica p,\(R ) = A", para

cualquier vector X tangente a TM. Esto muestra que (T'M, gg) es Osserman. O

Observacién 2.4.1 La construccion en el teorema anterior permite mostrar ejemplos de
variedades semi-Riemannianas de Osserman sin més que considerar (M, g) una variedad
llana y ¢ un cambio conforme de la métrica g.

2.4.2 Variedades Kahler indefinidas

A continuaciéon analizamos el caso mas simple del Teorema 2.4.1 estudiando el levan-
tamiento completo deformado de la métrica usual de Riemann en R2. Sea, entonces, el
espacio Euclideo real 4-dimensional R* con coordenadas (2!, 22,23, 2%) = (2!, 22, 2!, 2?),
siendo (z!,2?) las coordenadas usuales en R?. Por otra parte, sea ¢ = (¢;;) un campo
de tensores simétrico de tipo (0,2) sobre R? y consideremos el levantamiento completo

deformado g4 en R4,

2
(2.4.6) gy = da' @ da® + do? @ dx* + Z pijdr’ @ da?.
ij=1

La conexién de Levi Civita de (R?, g4) estd dada por

o (10én) 0 1 9611 am} B
Vgl = {2 Dar1 }83:3 +{ 2022 | 0al J 9xt
9 10611) 0 (1069) 0
2.4. — = - _— - v
(24.7) V% Ox? {2 Ox? } ox3 + {2 Oxl } Oxt’
v, 2 _ {_13¢22 . 8¢12} 9 {15¢22} 0
222 Ox? 2 Oxl 0x2 | 0x3 2 0x2 | 0z%’

y, por tanto, las inicas componentes no nulas del tensor curvatura son

R<6 8)6 1% 1 Phs P | 9
Oxl’ 0z2 ) Oxt 20x20x2 202192 Ozxloz? | O0z4’

(2.4.8)

<8 6) 0 1 8¢n +} Poay  Pga | 9
oxl’ 0x? ) Ox? 20x20x2  20x10x!  Oxlox? [ Ox3
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Como consecuencia tenemos el siguiente teoremas:

Teorema 2.4.2 (R%,g,) es una variedad semi-Riemanniana de Osserman con métrica
de signatura (+,4,—,—), siendo el polinomio caracteristico de los operadores de Jacobi
pa(Rx) = At El polinomio minimo my(Rx) de dichos operadores queda determinado por
la funcidn
(249) F(ZL‘I,SL‘Q) :1 82¢11 1 82¢22 _ 82¢12 :

2022022  20x10x!  OxlOx?
donde ¢;j, 1,7 = 1,2, son las componentes de ¢, de la forma siguiente:

(i) (R, gs) es de curvatura constante cero (mx(Rx) = \) en todo punto en el que F se
anula,

(ii) el polinomio minimo es my(Rx) = A% en los puntos en los que F es diferente de
cero.

Ademds, (R4,g¢) es localmente simétrica si y solo si la funcion F es constante.

Demostracién. Claramente (R?,g,) es Osserman como aplicacién del Teorema 2.4.1.

4
0
Ademas, si X = E ai? es un campo de vectores sobre R*, de (2.4.8) se sigue que el
; x
=1

1=
operador de Jacobi Ry asociado a X viene dado por la matriz

0 0

Ry — 1 Ppu | 1 Phon Pgr 0 0
X7\ 2022022 " 2021027 921022

—a% 109

o o o O

109 —Oé%

. Esta expresion

v o ) [an} )

0
respecto de la referencia de campos coordenados { ;1=1,2,3,4

oxt’
implica que el polinomio caracteristico es py(Rx) = A%, mientras que el polinomio minimo
serd my(Rx) = A 6 my(Rx) = A% segiin F se anule o no.
Para estudiar el caracter localmente simétrico de la variedad, nétese que las expresiones
(2.4.7) y (2.4.8) nos permiten calcular las derivadas del tensor curvatura, obteniéndose que
las tinicas no nulas son las dadas por:

0 0 0 oF 0

0 0 0 oOF 0
(VaizR> (81:1’8:52)8951 = {axz}w

0 0 0 oOF 0
(VailR) (WW)W = _{8331}8:1;3

0 0 0 oF 0
(VaizR> (asplax?)aﬂ = ‘{w}axa
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de donde se sigue que la variedad es localmente simétrica si y sélo si la funcién F' es
constante. O

0 0
En lo que sigue denotemos por J la estructura compleja usual en R?, J 9ol a2

x x
y sea JC su levantamiento completo a R* = TR2. Un campo de tensores ¢ simétrico
de tipo (0,2) sobre (R2, g, J) se llama Hermitico si verifica ¢(JX,JY) = ¢(X,Y), para
cualesquiera campos de vectores X, Y sobre R? (equivalentemente, ¢11 = ¢z y ¢p12 = 0).
Entonces, se sigue de (2.4.6) que g4 define una métrica casi Hermitica en (R%,.J siy

sélo si ¢ es Hermitico.
Cuando ¢ es un tensor Hermitico se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.4.3 Sea ¢ un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) Hermitico sobre
(R2,g,.J). Entonces, (R4,g¢,JC) es una variedad Kdihler indefinida de Osserman 1y,
ademdas, la curvatura seccional holomorfa de (R4,g¢,Jc) en cada punto tiene el signo
de —A¢11, donde A denota el Laplaciano en R?.

Demostracién. Como ¢ es Hermitico, ¢11 = ¢22 v ¢12 = 0. Entonces, se sigue de (2.4.7)
que (R4, 9y J C) es una variedad Kéahler indefinida. Ademas, la expresién (2.4.8) del tensor
curvatura se reduce a

o 0 0 1 0
Rl—,=—)=— = -Aé¢11—
(81:1 ’ 8x2> Oxl 2 o1 Oxt’
g 0 0 1 0
Rl—,=—)=— = —zA¢n1—=
(0331 ’ 01‘2) Ox2 2 on ox3’
0? 0?
donde A = + es el Laplaciano Euclideo en R?. Asi, la curvatura seccional

Oxtoxl 02022
holomorfa de cualquier plano holomorfo no degenerado {X, JX} estd dada por

9o
H(X): ) B g¢(X,X)

X, JX,JX, X) 1 af+a3
g¢(X7X)2 2

2
> Ad)llv
4
donde X es el campo de vectores X = Z aiﬁ. Esto muestra que la curvatura seccional
x
=1

holomorfa toma el signo de —Ad¢pq;. O

Corolario 2.4.1 Si (R4,g¢, J) es una variedad indefinida Kdhler de Osserman local-
mente simétrica, entonces la curvatura seccional holomorfa de (R4,g¢, JC) es mo positiva
0 no negativa, pero no es constante a menos que sea llana.
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Demostracién. Nétese que, si ¢ es un tensor simétrico de tipo (0,2) Hermitico sobre R?
entonces (2.4.9) se reduce a A¢q1, de donde se sigue el resultado. O

Finalizamos este apartado con algunas observaciones:

1. En primer lugar, nétese que el producto de las variedades (R, 9oy J C) v los espacios
Euclideos R}’ nos permite construir variedades Kéhler indefinidas de cualquier sig-
natura (2p, 2q), p,q > 1, con curvatura seccional holomorfa no positiva o no negativa,
que son Osserman pero no localmente simétricas, de hecho, ni siquiera localmente
homogéneas.

2. En segundo lugar, nétese que en cada punto de (R*, 9o J¢) la curvatura seccional
holomorfa es no positiva o no negativa, aunque su signo puede cambiar de un punto
a otro (segun lo haga el signo de A¢qy).

3. Finalmente senalemos que en [BR, Ejemplo 6.2] se muestra un ejemplo de variedad
Kaéhler indefinida simétrica cuya curvatura seccional holomorfa estd acotada supe-
riormente o inferiormente sin ser constante. Nétese que los ejemplos construidos en el
Teorema 2.4.2 son no simétricos (salvo que la funcién F' definida en (2.4.9) sea cons-
tante). Ademés, cuando la funcién F' se anule en algin punto sin ser idénticamente
nula, los ejemplos construidos no serdn localmente homogéneos.

2.4.3 Variedades para—Kahler

Teniendo en cuenta que la geometria para—Hermitica desempena un papel importante
en el estudio de las métricas semi—Riemannianas mostraremos que, también en los casos
mas sencillos, es posible dotar a las variedades construidas en el Teorema 2.4.1 de una
estructura para—Kahler, lo que permitira mostrar ejemplos de variedades para—Ké&hler de
Osserman cuya curvatura seccional paraholomorfa es no negativa o no positiva en cada
punto, pero no constante (incluso cuando la variedad es localmente simétrica). Para ello
realizamos un estudio similar al anterior pero, en este caso, analizaremos el levantamiento
completo deformado de la métrica de Minkowski en R?.

Denotemos por h la métrica usual de Minkowski en R? y consideremos el espacio
Euclideo 4-dimensional R*, con coordenadas (z!, 22,23, 2%) = (2!,22, 2!, 2?), inducidas
por las coordenadas (z!,2%) en R?. Si ¢ = (¢;;) es un campo de tensores simétrico de
tipo (0,2) sobre R?, entonces el levantamiento completo deformado hy en R* = TR? viene
dado por

2
(2.4.10) hy =da' ® da® —da® @ da' + > ¢ijda’ @ da’.
i,j=1
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En este caso, la conexién de Levi Civita de (R%, hy) estd dada por

v, 2 _ {16¢11}5 {13¢11 _ 6¢12} 0
5.1 Ol 2 Ozt | 023 2 0x2  Oxl | Ox%’
0 10¢11) 0 10¢22) O
2.4.11 — = - —_ !z —
( ) V% 0z {2 0x2 } oz3 {2 Ozl } ox?’
v, 0 {_18(;522 +8¢12}3_ {13¢22}3
5.2 02 2 Ox! 0x? | 0x3 2 0x% | Ox*’
y, por tanto, las tinicas componentes no nulas del tensor curvatura son
R(a 6) o _ _J1 o1 1 D% ¢aa B 02 P12 0
oxt’ 0x2) 0zt 2022022  20x'0x'  Oxlox? | Ozt
(2.4.12)
R<8 8) 9 18P 1 Pgn Phn | O
oxl’ 022 ) Oz 20x20xz2  20x'0x'  Oxlox? | 0x3

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 2.4.4 (R% hy) es una variedad semi-Riemanniana de Osserman con métrica

de signatura (+,+,—,—), siendo el polinomio caracteristico de los operadores de Jacobi

pa(Rx) = A%, El polinomio minimo my(Rx) de dichos operadores queda determinado por

la funcion

(2.4.13) Pty =L 0n 1 0%m  Odu
20x20xz2  20x'0x'  Oxldx?

donde ¢;i;, 1,5 = 1,2, son las componentes de ¢, de la forma siguiente:

(i) (R, hy) es de curvatura constante cero (my(Rx) = A) en todo punto en el que F se
anula,

(ii) el polinomio minimo es my(Rx) = A% en los puntos en los que F es diferente de
cero.

Ademds, (R*, hg) es localmente simétrica si y sélo si la funcion F es constante.

Demostracién. Que la variedad (R%,hy) es de Osserman se sigue del Teorema 2.4.1.
4

Ademads, si X = Zo‘iﬁ es un campo de vectores sobre R*, entonces (2.4.12) implica
; x
=1

que la matriz de 01_)erador de Jacobi asociado a X viene dada por

0 0 00

R 182¢11 182¢22 B 82¢12 0 0 0 0
X7\ 2022022 T 2021021 921022 —a3  ajas 0 0
—ajay a3 0 0
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0
respecto de la referencia de campos coordenados < —; ¢ =1,2,3,4,. Esta expresion
a 1

x
implica que el polinomio caracteristico es py(Rx) = A%, mientras que el polinomio minimo
queda determinado por la funcién F' de acuerdo con (i) y ().

Por otra parte, las expresiones (2.4.11) y (2.4.12) permiten determinar las derivadas
del tensor curvatura de la variedad, de forma que las tnicas no nulas son las dadas por:

o 0 0 OF) 0
(V2 2) (e 52) 31 = ~Lowt ) a7
o 0 0 OF) 0
(VaizR) (axlaxz) o {aﬂ} Frd
o 0 0 oOF) 0
(VB;LR> (axlw) 92 = {axl} pre
o 0 0 OF) 0
(V) (g 322) 2 = {502} 007
de donde se sigue que la variedad es localmente simétrica si y sélo si la funcion F' es
constante. O

(R?,h) puede ser dotado de forma natural de una estructura para-Kihler, sin més
que considerar la estructura paracompleja K definida por K 88551 = 9.7 Diremos que
un campo de tensores ¢ de tipo (0,2) sobre (R?, h, K) es para—Hermitico si verifica que
H(KX,KY) = —¢(X,Y), para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre R? (equiva-
lentemente, ¢11 = —¢22 ¥ ¢12 = 0). Entonces, es inmediato observar que, por (2.4.10), hg

es una métrica casi para-Hermitica en (R* K©) si y sélo si ¢ es para-Hermitico.

Teorema 2.4.5 Sea ¢ un campo de tensores simétrico de tipo (0,2) para—Hermitico sobre
(R2, h, K). Entonces, (R*, hg, KY) es una variedad para-Kdihler de Osserman vy, ademds,
la curvatura seccional paraholomorfa de (R*, h¢,K0) tiene el signo de —O¢11, donde O
denota el Laplaciano hiperbolico en R3.

Demostracién. Teniendo en cuenta que ¢ es para—Hermitico, se cumple que ¢11 = —¢pao
y ¢12 = 0. Entonces, se sigue de (2.4.11) que (R4,g¢, J¢) es una variedad para-Kihler.
Por otra parte, la expresién (2.4.12) del tensor curvatura se reduce a

a 0 0 1 0
Rl—, =)= = =0¢11—
((%Ul’ 81‘2) Oxl 2 ¢116m4’
a 0 0 1 0
Rl—, =)= = =0¢11=—=
<83:1 ’ 8:U2) Ox? 2 on oz3’
0? 0?
donde O = — es el Laplaciano hiperbélico en R?. Entonces, la curvatura

Ozxloxl  0x2022

seccional paraholomorfa de cualquier plano paraholomorfo no degenerado {X, KX} esta
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dada por

he(X, X)

2
he(X, KX, KX, X) 1(a?—a3
H(X) = == O

4
donde X = E aiW, lo que muestra que la curvatura seccional paraholomorfa tiene el
; :1:
1

1=
signo de —O¢q;. O

Corolario 2.4.2 Si (R4,h¢,Kc) es una variedad para—Kdhler de Osserman localmente
simétrica, entonces la curvatura seccional paraholomorfa de (R*, hg, K©) es no positiva o
no negativa, pero no constante salvo que sea llana.

Demostracién. Si ¢ es un tensor simétrico de tipo (0,2) para-Hermitico sobre R?,
entonces (2.4.13) se reduce a O¢q1, de donde se sigue el resultado. O

Observacién 2.4.2 Notese que la curvatura seccional paraholomorfa de una variedad
para—Kahler estd acotada inferior y superiormente en un punto si y sélo si es constante en
dicho punto [GB, Teor. 9]. Sin embargo, de acuerdo con el Teorema 2.4.5, dicha curvatura
puede estar acotada superiormente o inferiormente sin necesidad de ser constante, incluso
cuando la variedad es localmente simétrica. Ademas, el Teorema 2.4.4 muestra que, si la
funcién F' definida por (2.4.13) no es idénticamente nula pero se anula en algin punto,
entonces la variedad (R?, k) no es localmente homogénea (pues el polinomio minimo varfa
de unos puntos a otros).



Capitulo 3

Variedades de Osserman especiales

Los ejemplos expuestos en el Capitulo 2 muestran la mayor complejidad del problema de
Osserman en geometria semi-Riemanniana con respecto a sus andlogos Riemanniano o
Lorentziano. Motivados por los resultados de [BBR], analizaremos en detalle el problema
de Osserman bajo ciertas condiciones adicionales que exponemos a continuacion.

En la seccién 2.1 construimos ejemplos de variedades de Osserman semi—Riemannianas
con métrica de cualquier signatura (p, ¢), p, ¢ > 2, que no son localmente simétricas, todas
ellas con operador de Jacobi no diagonalizable. Teniendo esto en cuenta, parece natural
limitar el estudio del problema de Osserman a variedades en las que el operador de Jacobi
sea diagonalizable, y dentro de este caso comenzar por la situacién mas sencilla. Es
inmediato observar que si el operador de Jacobi es diagonalizable con un tnico autovalor
(que cambia de signo segtin los vectores sean espaciales o temporales), entonces la variedad
debe ser un espacio de curvatura seccional constante. Por tanto nos centraremos en el
analisis del primer caso no trivial, es decir, variedades cuyo operador de Jacobi tiene dos
autovalores distintos. Esto lo resumimos en el primer axioma:

Axioma 1. Para cada vector unitario x, el operador de Jacobi Ry es diagonalizable con
exactamente dos autovalores distintos, \ey y pey, donde e, = g(x, ), A\, p € R.

En el Capitulo 2 analizdbamos también varios ejemplos de variedades de Osserman
con operador de Jacobi diagonalizable (seccién 2.1), y todos ellos verifican el Axioma
anterior. En esos ejemplos estudiamos los autoespacios asociados a ambos autovalores
y resaltamos varias propiedades comunes a todos los casos que ahora generalizamos en
el segundo axioma. Para ello resultara ttil denotar por E)(z) el subespacio del espacio
tangente definido por

E\(z) = (x) ® Ker(Ry — e, Id).

Entonces,

61
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Axioma 2. Si z es un vector unitario en E\(x), entonces Ex\(z) = Ex(z). Ademds, si
y € Ker(Ry, — pegld), entonces v € Ker(Ry — peyld).

Notese que el segundo axioma implica que el autovalor A verifica una condicién similar
a la enunciada para p, es decir, si y € Ker(R; — AezId), entonces z € Ker(R, — Aeyld).
Sin embargo, el autovalor p no satisface una condicién andloga a la impuesta sobre A.
Esto muestra que no es posible intercambiar los autovalores A y u entre si.

Noétese ademads que, en el caso particular de ser la métrica Riemanniana, los Axiomas
1 y 2 anteriores se reducen a los considerados por Chi en [Chl].

Definicion 3.0.1 Diremos que una variedad semi—Riemanniana es una variedad de Os-
serman especial si verifica los Aziomas 1 y 2. (Ndtese que tales variedades son espaciales
y temporales Osserman).

El objetivo central de este capitulo es obtener el siguiente resultado de clasificacién:

Teorema 3.0.1 Sea (M,g) una variedad de Osserman especial. Entonces M es local-
mente simétrica y, ademds, si la dimension de M es distinta de 16 y 32 entonces dicha
variedad es localmente isométrica a una de las variedades siguientes:

(a) una variedad Kdhler indefinida de curvatura seccional holomorfa constante con mé-
trica de signatura (2p,2q), p,q > 0,

(b) una variedad cuaternionica Kdhler indefinida de curvatura seccional cuaternidnica
constante con métrica de signatura (4p,4q), p,q > 0,

(¢) una variedad para—Kdhler de curvatura seccional paraholomorfa constante con mé-
trica de signatura (n,n) ¢

(d) una variedad paracuaternionica Kdahler de curvatura seccional paracuaternidnica
constante con métrica de signatura (2n,2n).

Cuando la dimensién sea distinta de 16 y 32, la demostracién del Teorema 3.0.1 se
llevara a cabo en dos etapas. La primera de ellas consistira en la determinacién explicita
del tensor curvatura a través del estudio del operador de Jacobi, y la segunda se centrara
en la demostracion del caracter localmente simétrico de tales variedades usando, como
herramienta béasica, la segunda identidad de Bianchi. Los casos de dimension 16 6 32 son
tratados como casos excepcionales en una seccién aparte.

Hemos dividido el desarrollo de la primera etapa en tres secciones. En la primera (Pre-
liminares) obtenemos varios resultados técnicos que seran necesarios en las siguientes. La
seccion 3.2 se dedica al estudio de la multiplicidad del autovalor distinguido A. Esto se lleva
a cabo mediante la construccién de ciertos médulos de Clifford y el uso de determinadas
restricciones topoldgicas sobre su existencia. Finalmente, en la seccion 3.3 mostramos
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como la curvatura en cada punto de la variedad puede ser expresada en términos de cier-
tas funciones curvatura asociadas a los médulos de Clifford construidos.

La seccién 3.4 se dedica a probar el cardcter localmente simétrico de los espacios con-
siderados cuando la dimensién es distinta de 16 y 32, obteniéndose ademas la clasificacién
en este caso. En la seccion 3.5 analizamos las dimensiones excepcionales 16 y 32, probando
el caracter localmente simétrico de tales variedades. Sin embargo, en este momento es to-
davia un problema abierto la clasificacién en estas dimensiones que, consideramos, estd
estrechamente relacionada con las dlgebras de Cayley de primera y segunda especie. Con
esta seccion se completa la demostracién del Teorema 3.0.1.

Por ultimo, en la secciéon 3.6 mostramos que el resultado de clasificaciéon obtenido para
variedades de Osserman es también véalido para variedades de Osserman en cada punto,
siempre que la dimensién de la variedad sea estrictamente mayor que 4, probando para
ello que, en este caso, el cardcter global de Osserman es equivalente a la condicién de
Osserman en cada punto.

3.1 Preliminares

En esta seccién nos restringiremos al espacio tangente en un punto arbitrario p de una
variedad de Osserman especial (M"™, g), y utilizaremos los Axiomas 1 y 2 que satisfacen
estas variedades para demostrar una serie de propiedades y lemas técnicos que seréan de
gran utilidad en las restantes secciones del capitulo. Maés concretamente, si zg, yo son
vectores unitarios tales que yy € E,\(a:O)J-, determinaremos el operador de Jacobi R,, aso-
ciado a un vector unitario de la forma w = axg+ byg, y describiremos los correspondientes
autoespacios Ker(Ry, — Aewld) y Ker(Ry, — peywld), todo ello a partir de los subespacios
Ex(z0) y Ex(¥0)-

Comenzamos probando que el espacio tangente 7,M admite una descomposicién en
suma directa de subespacios F)(+), lo que nos permite demostrar ciertas propiedades del
tensor curvatura de la variedad.

Lema 3.1.1 Los Axziomas 1 y 2 implican las siguientes propiedades:

(i) Si x, y son vectores unitarios, con y € Ey(z)t, entonces el vector y pertenece al

autoespacio Ker(R, — pezld).
(ii) Sixz, y se eligen como en (i), entonces Ex(y) L Ey(x).

(11i) T, M puede descomponerse en suma directa ortogonal de subespacios E)(-).

Demostracién. Para probar (i) basta tener en cuenta que el espacio tangente se descom-
pone en suma directa ortogonal T,M = E\(z) ® Ker(R, — pe,ld), y que el vector y es
ortogonal a E)(x) por hipétesis.
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Para probar (i7) consideremos cualquier vector unitario z en F)(x). Por el Axioma 2
E\(Z) coincide con E)(x), y por lo tanto (i) implica que y € Ker(Rz — pezld). Entonces,
de nuevo por el Axioma 2, sabemos que z € Ker(R, — peyld), y por lo tanto z L E)(y)
para todo vector unitario z € E)(x), lo que prueba (ii).

Finalmente, (iii) se obtiene como aplicacién directa de (i7). O

Aunque el apartado (7i7) del lema anterior proporciona una descomposicién del espa-
cio tangente en términos de los subespacios E)(-) y la restriccién de la métrica a cada
uno de estos subespacios es no degenerada, su signatura puede, en principio, cambiar de
unos subespacios a otros. Mas adelante mostraremos que, esencialmente, sélo hay dos
posibilidades diferentes para la signatura de la métrica inducida en E)(-): ser definida o
de signatura (s, s).

Lema 3.1.2 Considerando la descomposicion del espacio tangente a M en el punto p dada
por el lema anterior, es decir,

TpM = E)\(.’IJ) ©® E)\(y) ©® E)\(Z) o,
se verifica que:

1
(i) R(y,z1)re = —R(y,x2)z1 = —§R(:1:1,:L"2)y, para cualesquiera vectores unitarios or-

togonales x1, xo en E\(x),
(i) R(z,y)z =0,

(iii) R(xy1,x2)xs = 0, para cualesquiera vectores unitarios ortogonales x1, xa, x3 en el
subespacio Ey(x).

Demostracién. Sean z1, xo vectores unitarios ortogonales en E)(x) y tomemos a, b

nimeros reales no nulos tales que el vector w = ax; 4 bxrs sea unitario. Por el Axioma 2,

E\(w) = Ex(z). Asi, y es ortogonal a E)(w) y por lo tanto Ry, (y) = pewy.
Desarrollando esta tltima expresiéon obtenemos

pewy = R(y,ax; + bxo)(axi + bxa)
= a’R(y,z1)r1 + V2 R(y, 22)w2 + ab(R(y, z1)x2 + R(y, 2)1)
= a’peg,y + b2ues,y + ab(R(y, x1)x2 + R(y, 29)x1)
= p(a®ey, + b%ep,)y + ab(R(y, x1)xe + Ry, x2)x1)
= pewy + ab(R(y, z1)z2 + Ry, z2)z1),

y como ab # 0 se tiene que R(y,z1)xr2 = —R(y,x2)z1. Ahora, utilizando esta tltima
relacion y la primera identidad de Bianchi se sigue que

R(y,x1)ra = —R(x1,22)y — R(x2,y)x1
= —R(x1,22)y + R(y, z2)71
= —R(x1,22)y — R(y, v1)22,
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1
de donde R(y,z1)z2 = —§R(a:1,x2)y, lo que prueba (7).

Para probar (ii), sean a, b ntimeros reales no nulos tales que w = ay + bz es un
vector unitario. Entonces, Ry (z) = peyr, pues w € E\(z)* implica que x € E)(w)*.
Desarrollando ahora esta tltima expresion obtenemos

pewr = R(z,ay+ bz)(ay + bz)
= a?R(z,y)y + b®R(x,2)z + ab(R(z,y)z + R(x, 2)y)
= a’peyr + b*ue,x + ab(R(z,y)z + R(z, 2)y)
= ula’ey + b%c,)x + ab(R(z,y)z + R(z, 2)y)
= pepx + ab(R(z,y)z + R(z, 2)y),
y como ab # 0, se obtiene R(x,y)z = —R(x, z)y. Andlogamente se puede probar que
R(y,z)z = —R(y,2)z
{ R(z,x)y = —R(z,y)z.

Con estas tres relaciones y la primera identidad de Bianchi obtenemos
R(z,y)z = —R(y,2)z— R(z,2)y = R(y, =)z + R(z, 2)y
= —R(z,y)z— R(z,y)z = —2R(z,y)z,
de donde R(z,y)z = 0.

Finalmente probaremos (iii) por medio de un argumento similar al anterior. Sean
entonces a, b nimeros reales no nulos tales que w = ax; + bry es un vector unitario.
Se cumple que Ry (x3) = Aeyr3, pues x3 es un vector ortogonal a w perteneciente al
subespacio E)(w) = E)(x). Desarrollando esta tltima expresién se obtiene

Aewrs = R(zs,ary + bxa)(axy + bxa)
= a’R(z3,71)71 + b®R(x3, 2)w2 + ab(R(x3, r1)xs + R(w3,22)21)
= a®Xegy 23 + b2 Aeg, w3 + ab(R(xs, 1) w2 + R(13, 72)21)
= Ma®ey, + b%ey,)r3 + ab(R(x3, 71)x0 + R(x3, 22)71)
= Aeyrs + ab(R(z3,x1)x2 + R(x3,x2)71),

y como ab # 0 se sigue que R(z3,z1)re = —R(x3,2)x1. Andlogamente se comprueba que
R(z1,z2)x3 = —R(x1,23)x2, R(22,23)T1 = —R(22,71)x3. Con estas tres relaciones y la
primera identidad de Bianchi obtenemos

R(xy,x2)xs = —R(x2,x3)r1 — R(x3,21)x2 = R(w2,21)23 + R(21,23)72

= —R(z1,22)13 — R(71,22)23 = —2R(21,72)23,
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de donde R(x1,x2)x3 =0, lo que concluye la demostracién del lema. O

En lo que sigue denotaremos por 7 la multiplicidad del autovalor distinguido A. Asi,
si & es un vector unitario en T,M, el subespacio Ker(Rg, — Aeg,Id) tiene dimensién
7, y por lo tanto Ey(§y) es un subespacio (7 + 1)-dimensional. Escribiremos entonces
Ey(&) = ({&,&,---,&}), donde {&1,...,&} es una base ortonormal del autoespacio
Ker(R¢, — Aeg,Id). Nétese que, como consecuencia, la dimensién de la variedad debe ser
un multiplo de 7 + 1 (basta tener en cuenta la descomposicién del espacio tangente en un
punto dada por el Lema 3.1.1).

Lema 3.1.3 Sean xq, yo vectores unitarios, con yg € E)\(:Eo)L. La relacion

T 2
A—p
ZR($i7y07x07yj)R<$kayO,x()?yj)Eyj = 62]6 ( 3 > Exo€x;Eyo
=1
se cumple para indices i,k = 1,...,7, donde d;;, denota la delta de Kronecker y, ademds,

E,\(.CU()) = <{$0,IL’1, .. '7'7:T}>7 E,\(yo) = ({y07y17 .. -7y7'}>'

Demostracion. Elegimos dos nimeros reales no nulos a, b tales que w = axg + byg es un
vector unitario. Para la descomposicién

T,M = Ex(x0) ® Ex(yo) ® (Ex(x0) ® Ex(y0))"

consideramos la base asociada {:1:0, Tlyeees Ty Y0, Ylse oo s Yry Zlye ey Zn—2(7'+1)} , v analiza-
mos a continuacién la actuacién del operador R, en cada uno de los elementos de esa
base.

Ry (o)
Se tiene
Ry(zo) = R(xo,axo + byo)(azo + byo) = abR(zo,y0)wo + b*R(xo, yo)yo
= —abpes,yo + b2 pey, o,

de donde Ry (o) = bu(bey,xo — acq,yo)-

(Ru(w), i=1,...,7|

En este caso,
Ry(zi) = R(wi,axo+ byo)(azxe + byp)
= a®R(zi, w0)z0 + b*R(xi, Y0)yo + ab(R(wi, x0)yo + R(wi, yo)zo)
= a®Aeqo i + b peyoi + ab(R(zi, z0)yo + Rlwi, yo)o)
= (aPego\ + VPeyo )i + ab(R (x4, yo)wo + R4, 70)yo).
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Ahora bien, como por el Lema 3.1.2, (i), R(z;, zo)yo = 2R (x4, yo)xo, la expresién anterior
se convierte en Ry, (7;) = (a®ez A\ + b25y0,u):z:i + 3abR(x;, yo)xo-

Por otra parte, como R(z;,yo)xo pertenece al subespacio ({y1,...,y:}), se tiene que
T

R(zi,y0)xo = ZR(%‘, Y0, 20, Yj )€y, Yj, y asi podemos concluir que
j=1

Ry(;) = (a®epo) + b2eyop) i + 3ab Z R(xi, Y0, 20, Y5) €y, Y-

j=1
Rw(yo)
Se tiene

Ru(yo) = R(yo,axo + byo)(azo + byo) = a*R(yo, o)xo + abR(yo,0)Yo

2
= a"UEzyYo — abugy,To,

y por lo tanto Ry, (yo) = —ap(bey, o — agzyo)-

(Ru(ys), i=1,....7]

Igual que en los casos anteriores,

Ry(yi) = R(yi,axo + byo)(azo + byo)

= a®R(yi, x0)xo + b* R(yi, yo)yo + ab(R(yi, x0)yo + R(yi, yo)xo)
= a’pes,yi + b Aeyoyi + ab(R(yi, w0)yo + R(yi, yo) o)
= (a%xou + b2ay0)\)yi + ab(R(yi, z0)yo + R(yi, yo)xo),

y por el Lema 3.1.2, (i), se sigue que Ry, (y;) = (a®epop + b2y N)yi + 3abR(yi, 20)Yo-

Por otra parte, como R(y;, zo)yo € ({x1,...,2}), se tiene que

T T
R(yi,$0)90 - ZR(yi,fEanO>$j)5xj$j - ZR(xj7y07x0)yi)5Ijxj7
=1 i=1

.
y por lo tanto concluimos que Ry, (y;) = 3abZR($j, Y0, 20, Yi )Ex; Tj + (aPeggpt + b2y N yi-
j=1
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(Ru(z),i=1,...,n—2(1 +1)]

Para cualquier vector z; se cumple que
Ry(zi) = R(z,axo+ byo)(azo + byo)
= a®R(zi,0)wo + b*R(zi, yo)yo + ab(R(zi, x0)yo + R(zi, yo)o)
= @’piegyzi + b ey, zi + ab(R(z, xo)yo + R(zi, y0)20)
= pla%eg, + b%ey,)zi + ab(R(zi, x0)yo + R(zi, y0)Zo)
= pewzi + ab(R(2i, 0)yo + R(2i, Y0)zo),
y como R(z;,x0)yo = R(zi,yo)ro = 0 (por el Lema 3.1.2, (7)), se sigue que Ry, (2i) = pewz;.
Resumiendo, hemos probado que el operador de Jacobi R,, queda determinado por:

xg — bu(bey,xo — agy,yo)

z; —  (aPego X+ bley,pu)Ti + SabZR(azi, Y0, T0, Y5 )€y, Yj
j=1
(3.1.1) Ry:q yo — —ap(bey,xo — acy,yo)

Y — 3abZR(xj, Y0, L0, yi)sxjxj + (a2ezou + b2ey0)\)yi
=1

Zi —— MHEwZ;

Estudiamos ahora el autoespacio de R, correspondiente al autovalor Ae,,, es decir,
Ker(Ry — Aewld). Como {beyeygTo — @Yo, T15- -+, Ty YLy -y Yry 215+ + 5 Zp—2(r41)} PIO-
porciona una base de (w)*, si &€ € Ker(Ry, — Aewld) podemos escribir

T TL—2(T+1)
(3.1.2) ¢ = abewyeyoro — ayo) + Y (viwi + 0mi) + Y Bz,
i=1 j=1
y (3.1.1) implica que
T n—2(t+1)
Rw(f) = O‘:U"C:w(ngogyoxﬂ - ayO) + Z(’Y{SCZ + 52%) + Z Bjﬂswzj-
i=1 j=1

Como ¢ es un autovector de R, para A, se tiene que R, (§) = Aey&, y por lo tanto
(3.1.2) implica que

r n—2(t+1)

Rw(f) = O‘)\gw(bgrogyox() - ayO) + Z(%’)\@w«%’i + 5z')\5wyi) + Z ﬁj)\ngj'
i=1 j=1
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Restando las dos expresiones obtenidas para R, () se sigue que

T n—2(7+1)
a(X = p)ew(beageyoo — ayo) + > (Wi + 5y + Y. Bi(A — p)ewz;
i=1 Jj=1

debe anularse. Por lo tanto tenemos una combinacién lineal de los elementos de la base
elegida para (w)® que es nula, por lo que todos los coeficientes en la expresién anterior
deben ser nulos. Asi, @« = 0y también 3; =0, j = 1,...,n —2(r + 1), y por lo tanto
(3.1.2) implica que € € ({Z1,...,Tr, Y1, -, Yr})-

Sea V el subespacio de T, M generado por {z1,...,Z+,y1,...,y,}. Hemos probado que

(3.1.3) Ker(Ry — Aewld) C 'V,

es decir, todos los autovectores de R,, correspondientes a Ae,, pertenecen al subespacio V.
Denotemos por Ry, la restriccién de R,, al subespacio V. (3.1.1) implica entonces que

la matriz de R,, con respecto a la base {x1,...,2:,y1,...,y,} estd dada por
(a%ezo A + bPeyo ) Idy 3abC
(3.1.4) Ry = :
3abB (a%ezopt + b2y N) Idy

donde By C son matrices 7 x 7 que estdn determinadas por (B;;) = (R(z;, Yo, To, Yi)ey: ),
(Cij) = (R(w4, Y0, 20, Yj)Ex;)- )
Ahora, (3.1.3) junto con los Axiomas 1 y 2 implican que el operador R,, tiene dos

autovalores, A y p, ambos con multiplicidad 7. Por lo tanto, Ker(Ry, — AeywlId) es un
subespacio T—dimensional. Para determinar este subespacio, de (3.1.4) se sigue que

—b?(\ — ey Id, 3abC

Ru — Newldyr =

3abB —a?(\ — p)eg,Idy

y por lo tanto el subespacio queda determinado por

—b2(\ — ey, + 3abC'y = 0,
(3.1.5)
3abB¥ — a®(\—pe,¥ = 0,
donde Z, ¥ son vectores en ({z1,...,2:}), ({v1,...,y-}) respectivamente (considerados

como vectores columna).
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Se comprueba directamente que la solucién de (3.1.5) estd dada por

. 3 b S
y = m;ﬁxon,
N — 2
CBi = (3“) EoEyo -

Como el subespacio es T—dimensional, y ademds Z e ¢/ son matrices 7 X 1, se sigue que la
. L (A= p)? S S :
condicion C'BZ = (3 EzoEyo® se cumple para todos los vectores Z en el subespacio

({x1,...,z;}). Entonces,
A=\ 2
(3.1.6) CB = 3 ExoEyoldr.
Finalmente, con las expresiones de las matrices B y C' podemos calcular el elemento

>
(i, k) de la matriz producto C' - B, obteniendo &, Z R(zi, Y0, 20, Y5) R(Tk, Yo, To, Yj)Ey,» ¥
j=1

N2
por (3.1.6) este elemento coincide con d;x (3”) €20Eyo- Concluimos entonces que

T 2
A—p
Z R(wza Yo, To, yj)R(lUk, Yo, To, yj)gyj = ik <3> Exo€x;Eyo
Jj=1

para i,k =1,...,7, lo que prueba el lema. O
Para finalizar esta seccién estudiamos los autoespacios correspondientes a los autova-

lores Aey v pey de Ry, donde el vector unitario w se elige como en el lema anterior.

Lema 3.1.4 Sean xg, yo vectores unitarios, con yo € Ex(x0)", y sean a, b mimeros
reales no nulos tales que w = axg + byg es un vector unitario. Entonces, los vectores
ULy oy Ur, V1, ..., U definidos por

3 b .
U; = X;— maExOR(l'o, I’i)yo, 1 = 1, ey T,
i+ —— R(zo,x)yo, i =1
v = —&y%i + ————R(xo, 2 i=1,...,7
7 a yoLi 2(>\_N) 0, 2i)Yo, ) s 1y
donde {x1,...,x:} es una base ortonormal para Ker(Ry, — ey, Id), verifican
(i) {ui,...,ur} es un subespacio T—dimensional de Ker(Ry — Aeywld), y por lo tanto
una base,
(ii) {vi,...,v:} es un subespacio T—dimensional de Ker(Ry, — pewld),

(111) Ry,v; = pg(us, ui)vj, coni,j=1,...,7.
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Demostracion. En la demostracién del lema anterior determinamos el operador de Ja-
cobi asociado al vector w. En concreto, fijando {yi,...,y,} una base ortonormal para el
autoespacio Ker(Ry, — \ey,Id), para i =1,...,7 obtuvimos que

3
(3.1.7) Ry(z;) = (a2€x0)\ + bQEyOu)xi — §abR(l‘0, i)Yo,

y también
(3.1.8) Ry(yi) = (anxou + bQEyO)\)yi + 3abR(ys, x0)yo-

A continuacién estudiamos como actia R, sobre el vector R(xg,x;)yo, @ = 1,...,T.
Teniendo en cuenta que

T

(319) R(an fEr)yD = ZR(:C(]vxT‘ayOa yj)syjyja r= ]-a sy Ty
j=1

.
se sigue que Ry, (R(xo,x;)yo) = ZR(wO,wi,yo, Yj)ey; Ruw(y;), y por (3.1.8) obtenemos
j=1

Ry (R(zo, i)yo) = (a%eqop + b2y A)D R(20, 24, Y0, Y5)Ey, Ui
j=1

+3abZR(m0, is Yo, Y5 )€y, B(Y5, 20)Yo.
j=1

-
Ahora, (3.1.9) junto con R(y;,zo)yo = ZR(yj,xo,yo,xk)exkxk implican que
k=1

Ry(R(z0,7:)y0) = (a%ezop + b2y A R(z0, 1) Yo

+3aby {ZR(QCO, i, Y0, Y5 ) R(Yj, 20, Yo, Tk )y, } €y Ths

k=1 | j=1

y como R(ﬂfo, Zi, Yo, y]) = _2R(xla Yo, Xo, y]) y R(y]a Z0, Yo, :Ek) = R(SUk, Yo, Xo, y]) la ex-
presién anterior se reduce a

Ry (R(zo,2:)y0) = (aPegop + b%eyyA)R(z0, i)Yo

T T
_6a‘bz {ZR(J;M Yo, X0, y])R(xka Yo, Zo, yj)gyj } Exp Tk
k=1 | j=1
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Entonces, por el Lema 3.1.3 se sigue que

k=1
de donde

3

T A _ 2
Ry (R(w0, 2:)yo) = (acpopt + b2eyo A\ R(20, )y — 6ab Z ik (M

) €xo€z;iCyoCuy Tk

2
(3.1.10) Ry (R(wo,2:)y0) = (aepop + b%eyo N R(20, 74)y0 — gab()\ — )% ero ey Ti-

Utilizando ahora la expresién (3.1.7) y la condicién (3.1.10) se obtiene que, para

cualquier indice i = 1,..., 7,

3 b
~ 20 Ruw(R (0, x:)y0)

Rw(ul) = Rw(l’i)—ma

3
= (aPego\ + VPey )z — a §bR(.T0, i)Yo

3 b
—(azemu + bZEyOA)mangOR(wO? .’L‘Z)y(] + (bQ«SyO)\ — b2€y0,u)l‘i
2 2 2 2 3 b
= (aegoA + beyop)x; — (%o — @ 5xo#)m55xoR($vai)yo
2 2 3 b 2 2
—(a"egop + b 5y0)‘)m58$0R(l‘0v Ti)yo + (b ey A — boey, )
2 2 2 2 3 b
= Aaez, + b7y, )z — Aa"ez, +b Eyo)ma&mR(wo,xi)yo
= >\€in,
y también
Ru(v) = “epRul@) + o Ru(R(xo, 2:)y0)
w\Vi) = q o w\Lq 2()\_'u) w Zo, Ti)Yo

b 3
= (a25wo)‘ + b28y0:u);5yoxi - (b25y0)§R(xOv$i)y0

3
+(a25x0;u + bQEyO)\) m

2

b
= (aPeg) + bPey, ,u);syoa:i — (bPeyo A — beyopt)

2(\
2 2 3
+(a“epop + b 5y0)\)2()\ .

b
= u(aey, + bQEyO)aayoxi + p(a®ey, + bPey,)

=  UEWV;.

R(x0,2:)yo — (agpo A — A€z ft)bey, x;
3
(o, Ti)yo
D) ( )
)R(:co, i)Yo — (azsxOA — a25xou)55y0xi

3
———R(xo, i)Yo
2(A = p) (@0, 1)
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Las expresiones anteriores obtenidas para R, (u;) y Ry(v;) prueban que {ug,...,u,}
y {v1,...,v;} son subespacios de los autoespacios Ker(Ry, — Aewld) y Ker(Ry, — pewld),
respectivamente.

Probaremos que la dimensién de ambos subespacios es 7. Para ello sera suficiente com-
probar que ambos son conjuntos de vectores no nulos ortogonales. Utilizando la expresion
(3.1.9) y el Lema 3.1.3, se tiene que

g(R(zo, z:)yo, R(x0,21)y0)

,
=g ZR@O, Li, Yo, yk)eykyka ZR(»”UO, T, Y0, yl)?yz?/l)
k=1 =1

3

> (—2R(zi, 5o, %o, yk)) (—2R(x, Y0, 0, Y1) ey, €49 (Wi, 1)
k=1

~

T

=4 >  R(xi,y0, %0, Yx) R(2}, Y0, T0, Y1)EyEy, OkiCy,
k=1

~

-
4ZR(:CM Yo, To, yk)R(fL'], Yo, Xo, yk)5yk
k=1

)\ o 2
= 465 (3”) €20€x;Eyo>

parat,j =1,...,7T.

Por otra parte, utilizando la expresién anterior y teniendo en cuenta ademas que los
vectores R(xo, z;)yo0, R(zo,z;)yo son ortogonales al subespacio ({z1,...,z-}), se sigue que

3 b 3 b
g(ui,u;) = g (xz - mggl‘oR(qu;xi)yOuw]‘ - QO\—MQEIOR(xO’xj)y())
3 b

2
= glewa) + (g ye) 9UR(0m. Rlzo.))m)

A—p)a
2
— 61]81,1 —+ 61']'?51’05551‘82/0

Exozi [ 2 2
= (Sz'j a2 (a Exg +b Eyo)
_ 5 Ezo€ziEw
R VPR

y, de igual forma,
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b 3 b 3
g(vi,vj) = g <a5yo$z’ + mR(xO, i)Yo, agyomj + 200 — 1) R(x(bwj)yo)
b? 32
= gg(xia%‘)‘i‘ (2()\—,“)) 9(R(zo, zi)yo, R(wo, z;)y0)

b2
= ) 0ij€z; t 0ij€zoEa;Eyo

Evun€x;
— Yo=x 2 2
= 5ij 02 : (a Exo T b €y0)

EyoEr: Ew
— 6@] Yo i

a2
lo que prueba que {uy,...,u;} y {v1,...,v;} son conjuntos de vectores no nulos ortogo-
nales. Asi quedan probados los apartados (i) y (ii).
Para probar (iii) fijamos i,5 € {1,...,7}. Como u; es un vector no nulo, podemos
"
considerar el vector unitario u; = ﬁ, que por el apartado (i) pertenece a E)(w), y
Uy

por tanto el Axioma 2 implica que los subespacios E)(w) y E\(u;) coinciden. Por otra
parte, (i7) implica que el vector v; es ortogonal al subespacio Ey(w) = E(u;) y, por tanto,
vj € Ker(Ry, — peg,Id). Entonces, Ry,vj; = peg,vj, de donde se sigue el resultado. O

3.2 Multiplicidades de los autovalores

En esta seccién definiremos ciertos tensores de tipo (1,1) actuando en cada subespacio
E\(-). El estudio de tales tensores nos permitird determinar la signatura de la restriccién
de la métrica a los subespacios F)(+), lo que, a su vez, nos proporcionard informacién
sobre la dimensién y la signatura de las variedades de Osserman especiales. Ademas,
esos tensores nos permitiran dotar a los subespacios E(-) de una estructura de médulo de
Clifford, de forma que las obstrucciones a la existencia de una tal estructura nos permitiran
finalmente probar que el autovalor A sélo puede tener multiplicidad 1,3,7 6 15.

Definicién 3.2.1 Sea zg € T,M un vector unitario, con Ex(zo) = ({zo,x1,...,2:}).

Para cada i = 1,...,7 definimos ¢; : Ex(xg)> — Ex(x0)* como

(3.2.1) ¢i& = 5 ’

WR(UCO, z;)&,

siendo & cualquier vector en Ey(wg)*.

Observacion 3.2.1 Nétese que la aplicacién ¢; estd bien definida por (iii) en el Lema
3.1.2. Ademds, si & es un vector unitario en E\(zo)*, con Ey(&) = ({&o, &1, .., 6},
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3 T
2()\—;0; R(wo, w4, 80,&5)ee; &5

Ahora bien, por el Lema 3.1.2 (i), R(xo, x4, 0,&;) = —2R(x;, &0, x0,§;), y por lo tanto

como R(xg,x;)& € ({&1,...,&}) se tiene que ¢;&y =

3 T
(3.2.2) ®ilo = —m Z R(zi, 80, w0, &5)ee; €5
j=1
En particular, esto implica que ¢; deja invariante cada subespacio Ey(-) C Ex(zo)*.

Recordemos que si V' es un espacio vectorial, una estructura compleja (resp., para-
compleja) sobre V es un tensor de tipo (1,1), J, verificando J? = —Id (vesp., J? = Id).
Ademas, si (, ) denota un producto interior en V, llamamos estructura Hermitica (resp.,
para—Hermitica) sobre V a un par ((, ),J), siendo J una estructura compleja (resp.,
paracompleja) tal que (u, Jv) + (Ju,v) = 0 para cualesquiera u,v € V.

El siguiente resultado muestra que ¢1, ..., ¢, pueden verse como una familia de es-
tructuras Hermiticas/para-Hermiticas sobre E)(x¢)" que anticonmutan dos a dos.

Proposicién 3.2.1 Los tensores definidos por (3.2.1) satisfacen:

(i) g(p:i&,n) + g(&, din) = 0, para cualesquiera vectores €,m € Ex(xg)*
(11) g(Pi&, 0;€) = bijewyex,9(&,€), para cualquier vector & € Ex(x0)t,
(111) ¢ipj + Pji = —20i5€20€2,1d,

donde i,j € {1,...,7}.

)

Demostracién. Si &, € Ey(z)",
3 3
g(@i&,n) = MQ(R(xﬂuxi)gvn) = MR@O’I%’?&W
3 3
= —MR(iﬁo,ximaf) = —mg(R($0>$i)7775)

= —g(din,§) = —g(& din),

lo que prueba (7).
Para probar (i) consideramos en primer lugar vectores unitarios en Ey(zg)*. Asf, si

& es un vector unitario en ese subespacio, con Ej (&) = ({&o,&1,---,&+}), por (3.2.2) se
tiene que
3 T
®ifo = v > R(xi, &0, 0, &k )eg, ks
k=1

®i&o = —)\BM ; R(xj,&0,0,&)ee,&0
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para i,j € {1,...,7}, de donde se sigue que

g(¢l£07¢]£0) = <)\E > Z R xl?é-O?anék‘) (xjagoax(]aék‘)efk'

Entonces, el Lema 3.1.3 implica que ¢g(¢io, ¢;&0) = 0ij€xo€z;9(£0,&0), lo que prueba la

condicién (ii) para vectores unitarios. Ahora, si { es un vector no nulo en E,\(aco)J-,

entonces £ = es un vector unitario y por lo tanto g(¢i&, $;€) = 6ijexca;9(&, ), d

£
[1€]]
donde se sigue (4i) para el vector £. Por tiltimo, si u es un vector nulo en E\(z)* podemos
aproximarlo por medio de una sucesién {&, }qen de vectores no nulos pertenecientes a ese
subespacio, de tal forma que g(¢ilqa, 9jéa) = 0ij€xE2,9(EasEa) Para cualquier o € N, y
tomando limites cuando av — +00 se sigue que g(¢iu, pju) = 6;jep,€x;9(u, u). Esto prueba
que (i) se cumple para cualquier vector en E(zq)"

Finalmente probamos (i44). Si ¢ es cualquier vector en Ej(xg)*, (i) y () implican que

Entonces, si &, 1 son vectores en FEj(xg)*, aplicando esta condicién al vector & + 7 se
obtiene g(¢i¢;(§ +1),§ +n) = —0ijexo2,9(€ +1,€ + 1), y por lo tanto

9(9:i056, &) + g(@ipin,m) + g(did;&,n) + g(Pidin, )
= _5ij5xo5xi9(§) 5) - 52‘]'59005901-9(7], 77) - 25%']'550051’1'9(57 77)7

de donde, utilizando (3.2.3), se sigue que g(¢;0;€,n) + g(Pidin, &) = —20i5€20€2,9(&, 7).
Como (i) implica que g(¢;¢;1,&) = g(¢pj$i&,n), la expresién anterior se reduce entonces
a g(¢id;i& + ¢;0i&,n) = g(—20ij€5062,€,m). Como esta ultima expresién se cumple para
cualesquiera vectores £,1 € E\(z0)", concluimos que 0i0; + Qi = —20;565064,1d, lo que
finaliza la demostracién. O

Noétese que la dimensién 7+ 1 de los subespacios E)(-) debe ser par, pues la proposicién
anterior muestra que sobre cada uno de ellos tenemos definida, al menos, una estructura
compleja o paracompleja. Por lo tanto, la multiplicidad 7 del autovalor A debe ser impar.

Una primera aplicacién de los tensores ¢; nos permitird determinar la signatura de la
restriccién de la métrica a los subespacios Ej ().

Teorema 3.2.1 Para cualquier subespacio E\(§) se cumple una de las dos condiciones
stguientes:

(i) la restriccion de la métrica a Ex(§) es definida (es decir, tiene signatura (1 + 1,0)
6(0,74+1), 0

T+ 1 T+1)

(i) la restriccion de la métrica a Ex(§) tiene signatura ( 5 g
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Demostracién. Sea zp un vector unitario ortogonal a F)(£). Este vector nos per-
mite definir las estructuras ¢, ...,¢, que dejan invariante el subespacio E)(§), y por
la Proposicion 3.2.1 estos tensores definen estructuras Hermiticas o para—Hermiticas en
dicho subespacio respecto a la métrica inducida. Si alguna de las estructuras es para—
Hermitica, entonces la restriccién de la métrica al subespacio E) (&) debe tener signatura

(TTH, TTH) Por el contrario, si todas las estructuras son Hermiticas, teniendo en cuenta
que {&, 1€, ..., 0-€} es una base ortonormal para E)(§), se sigue que la restriccion de la

métrica a ese subespacio debe ser definida. O

Observacion 3.2.2 Es importante observar que el teorema anterior no implica que la
restricciéon de la métrica a los subespacios Ey(-) tenga siempre la misma signatura. Sin
embargo, es ficil comprobar que eso si es cierto cuando al menos existen tres de esos
subespacios ortogonales entre si. Ademads, siempre que consideremos una descomposicién
del espacio tangente T, M en suma directa de subespacios E(-), entonces la restriccién de
la métrica debe tener la misma signatura en todos ellos.

Por otra parte, fijado un vector unitario ¢ € 7, M, nétese que si {zo,z1,...,2;} esuna
base ortonormal del subespacio E)(zg), la Proposicién 3.2.1 implica que ¢1, ¢, . .., ¢, son
estructuras compatibles con la métrica (es decir, g(¢;&,n)+g(&, ¢in) = 0) tales que ¢? = o,
siendo 0; = —€z,€z,, con ¢ = 1,...,7. Pero, por el teorema anterior, las constantes o; son
todas iguales a —1 6 bien se pueden ordenar los elementos de la base elegida para E)(xo)
de tal forma que o1 = --- = Or1 = -1y Oryt =+ =07 = 1. Por lo tanto, los tensores

¢; definidos en F) (a:o)l determinan sobre este subespacio 7 estructuras Hermiticas, o bien

(1 —1)/2 estructuras Hermiticas y (7+1)/2 para—Hermiticas, segun la signatura de E(x¢)
se corresponda con (i) o (i7), respectivamente.

Como segunda aplicacién de los tensores ¢; mostramos que sélo pueden existir varieda-
des de Osserman especiales en una cierta dimensién cuando la multiplicidad del autovalor
A es mayor que 3, dimension que estd determinada por dicha multiplicidad.

Teorema 3.2.2 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. Si la multiplicidad 7 del
autovalor X es estrictamente mayor que 3, entonces dim M = 2(T + 1).

Demostracién. Si g, yo son vectores unitarios, con yo € E)(xg)*, podemos considerar

los tensores ¢; : Ey(xg)t — Ex(x)*, i =1,...,7, de forma que si ¢ es cualquier vector

unitario en F)(yp) podemos usar {&, $1&,...,¢-£} como base de Ey(yo) y expresar el
T

elemento ¢;¢;€ en esa base, es decir, ¢;¢;& = a%(f)§+2afj(§)¢sf, donde 4, j son indices

s=1
diferentes elegidos en {1,...,7} y los coeficientes a;; dependen del vector &. Por ser i # j
se tiene que ¢;p;€ € ({€, ¢, ¢;€}) L, v por lo tanto la expresién anterior se reduce a

T

(3.2.4) Gipi€ = D agi(€)esE.
s=1
si



78 3.2 Multiplicidades de los autovalores

Como el espacio tangente T}, M admite una descomposicién en suma directa de espacios
E\(+), y cada uno de estos subespacios tiene dimensién 7+ 1, entonces la dimensién de la
variedad debe ser un multiplo de 7+ 1.

En lo que sigue supondremos que dim M > 2(7 + 1). En primer lugar probaremos
que, entonces, los coeficientes oj;(£) en (3.2.4) no dependen del vector unitario § elegido
en F)(yo). Para ello tomamos un vector unitario 7 ortogonal a los subespacios E)(xo),
E\(y0), y elegimos ntiimeros reales no nulos a, b de forma que w = a{+bny t = b —aceeyn
sean vectores unitarios. Para [,m,n € {1,...,7} se tiene que g(¢;Pmpnw,t) = 0, pues

Prdmdnw € Ex(w) y t € Ex(w)*. Se sigue entonces que

0="g(1dmdn(a +bn),b§ — aceenn)
= ab(g(¢l¢m¢n£> f) - 5§5n9(¢l¢m¢nn7 7])) - a25€€n9(¢l¢)m¢nga 77) =+ b29(¢l¢m¢n777 g)a
y como g(dpmdns,n) = g(10mdnn,§) = 0 (pues Ex(§) L Ex(n) y esos tensores de-

jan ambos subespacios invariantes) se concluye que g(¢10mdn&, &) = ceng(Grdmdnn,n).

Entonces, los coeficientes oj;(£) en (3.2.4) estdn dados por

Oéfj (5) = g(¢2¢]€7 ¢S£)g(¢sf, ¢S§) = 75x05xsefg(¢s¢i¢j£a 6) = 75x06x58n9(¢5¢i¢jn5 n)a

lo que muestra que son independientes del vector unitario &, y por lo tanto podemos
escribir la expresién (3.2.4) de la forma

T

(3.2.5) $i0i€ = Y ajds,
=1
stirg
véalida para cualquier vector unitario { € E)(yo). Ahora, si elegimos k € {1,...,7} de

forma que 7, j, k sean distintos dos a dos, como ¢x& es un vector unitario en Ey(yo) podemos
aplicar (3.2.5), obteniendo

T

00 (0k€) = Y 05;0s(dh) = —afjeneEa, S+ D afjdsdis,
5575:2',1]' 575'52':7]1'7’9

y, por otra parte, (3.2.5) implica también que

T T T
k
Or(0i0;6) = di | D a6 | = D afjon(6s6) = —aliennE — D ofdsié,
s=1 s=1 s=1
s#1,5 s7#1,J s#i,5,k
y como ¢;¢;(¢r) = ¢i¢jPrE = drdid;€ = dr(Pid;€), sumando las dos expresiones ante-
riores se tiene que ¢;¢;¢r§ = —0456105:%6 , expresion valida para cualquier vector unitario

& € Ex(yo). Asi, suponiendo que dim M > 2(7 4 1), hemos probado que en el subespacio
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E\(yo) la composicién ¢;¢; coincide con ¢, 0 —¢y siempre que i, j, k sean diferentes, lo
que nos lleva a una contradiccién siempre que haya mas de tres estructuras. Finalmente,
como el nimero de estructuras coincide con la multiplicidad 7 del autovalor A, se sigue que
si T es estrictamente mayor que 3 entonces dim M = 2(7 + 1), lo que prueba el teorema.O

En lo que sigue utilizaremos algunas propiedades de médulos de Clifford que intro-
ducimos a continuaciéon. Sea V™ un espacio vectorial real m—dimensional dotado de un
producto interior (, ). Una estructura de Cliff(v)-mddulo real C' en V es una coleccién
¢; de endomorfismos de V' tal que c;c; + cje; = —20;5 para 4,5 = 1,...,v. Es decir, C
determina una familia anticonmutativa de estructuras complejas sobre V.

Notese que los médulos de Clifford aparecen en el estudio de las variedades de Osserman
especiales pues, de acuerdo con la Observacién 3.2.2, en cada subespacio F)(+) los tensores
¢; determinan, bien una estructura de Cliff((7 — 1)/2)-mddulo, bien una estructura de
Cliff(7)-modulo, de acuerdo con la restriccién de la métrica al subespacio Ej(-).

Existen restricciones a la existencia de tales estructuras de Clifford sobre V, ligadas a
la existencia de ciertas distribuciones en T'.S™~!, como muestra el siguiente resultado:

Teorema 3.2.3 [St] Sea m = 2" - mg, con mg impar.
(i) V™ admite una estructura de Cliff(v)-mddulo si y sdlo siv < v(r),
(ii) TS™ 1 admite una distribucién q—dimensional, para 2q < m—1, siy sélo siq < v(r),

donde v estd dado por v(i+4) = v(i) +8 yv(i) =2 — 1 parai=0,1,2,3.

En nuestro caso nos interesa resolver la situacion siguiente.

Lema 3.2.1 Si{ci,...,cz} genera una estructura de ClLff(T )-mddulo en un espacio vec-
torial V' de dimension 27 + 2, entonces 7 € {0,1,3,7}.

Demostracién. El apartado (i) del Teorema 3.2.3 implica que existe una tal estructura
de Cliff(7)—médulo si y sélo si
(3.2.6) 7 < v(r),

donde 27 4+ 2 = 2" - mg, con mg impar.

En primer lugar, si suponemos que 7 es par (7 = 2«a/), entonces 27 + 2 = 2" - my viene
dado por 274+ 2 =4a+2=2(2a+1), y asi r = 1, myg = 2a+ 1. Por lo tanto, se sigue de
(3.2.6) que 2ae < v(1) =1, con lo que 7 debe ser 0 6 impar.

En lo que sigue supondremos que 7 es impar, y que se puede escribir de la forma
7 = 2% — 1 para algin valor de a. En este caso, 27 + 2 = 2" - mg viene dado por
27 +2=2(2% —1) +2 =21 porlo que r = a + 1, mg = 1. Entonces, de nuevo (3.2.6)
implica que existe una estructura de Cliff(7)-mdédulo sobre V' si y sélo si

(3.2.7) 29 —1<v(a+1).
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A continuacién analizamos esta desigualdad. Poniendo a +1 = 4a + b, 0 < b < 3,
tenemos v(a + 1) = v(b) + 8a, y como v(b) = 2° — 1y a = (a + 1 — b)/4, se sigue que
v(a+1) =2 —2b+2a + 1. Entonces, (3.2.7) se transforma en 2% — 1 < 2° — 2b+42a + 1,
o lo que es lo mismo,

2% — 200 <20 — 2b 4 2.

Ahora bien, como 0 < b < 3, se cumple que 2°—2b+2 < 4, y por lo tanto la desigualdad
anterior implica que
(3.2.8) 2% — 2a < 4.

Sea f(z) = 2% — 2z, con z € R. Esta funcién es estrictamente creciente en (2, +00),
con f(4) =8, por lo que 2% — 2a: > 8 para « > 4. Entonces, (3.2.8) da una contradiccién
siempre que « > 4, y por lo tanto concluimos que 7 no puede escribirse de la forma 2% — 1
sia > 4.

Finalmente supongamos que 7 satisface

(3.2.9) 2 —1 <7< 2ot 1,

con « > 4. Escribiendo 27 + 2 = 2" - mg, con myg impar, sabemos que (3.2.6) se cumple, y
ademds (3.2.9) implica que
2a+1 < 2. mo < 20c+2

de donde 7 < o+ 1, y por lo tanto
(3.2.10) vir) <v(a+1).
Por otra parte, como a > 4 la desigualdad (3.2.7) no se cumple, es decir,
(3.2.11) 29 —1>v(a+1).
Juntando (3.2.6), (3.2.9),(3.2.10) y (3.2.11) obtenemos
T<v(r) <v(ia+1) <2 -1<7,

es decir, llegamos a una contradiccién, lo que significa que 7 no puede cumplir (3.2.9).
Los resultados anteriores nos permiten concluir que 7 € {0,1,3,5,7,9,11,13}, y ana-

lizando cada uno de estos casos directamente por medio de la condicién (3.2.6) se obtiene

facilmente que 7 € {0,1,3,7}, con lo que el lema queda demostrado. O

Concluimos esta seccién con el siguiente resultado:

Teorema 3.2.4 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. Entonces se cumple una
de las siguientes condiciones:

(i) T =1y M es una variedad de dimension 2n con métrica de signatura (n,n) ¢
(2p,2q), para ciertos p,q > 0,
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(ii)) T = 3 y M es una variedad de dimension 4n con métrica de signatura (2n,2n) ¢
(4p,4q), para ciertos p,q > 0,

(i) T =7y M es una variedad de dimension 16 con métrica de signatura (8,8), (16,0)
6 (0,16), o

(iv) T =15 y M es una variedad de dimension 32 con métrica de signatura (16,16),

donde T denota la multiplicidad del autovalor \.

Demostracién. Sea yg un vector unitario en el espacio tangente T, M y consideremos
el subespacio Ey(yp). Teniendo en cuenta la Observacién 3.2.2, sobre este subespacio
podemos definir 7 estructuras complejas ¢1,...,¢s que determinan una estructura de
Cliff(7)-modulo, de tal forma que si m denota la dimensién de E)(yp), entonces se cumple
que m =7+ 1 = 27 + 2. Ademads, podemos considerar un producto interior h en E)(yo),
y definir

UEm)=hEn+>. D by 0iE bibiy - Dim).
T e

Es facil comprobar que ¥ es un producto interior en E)(yo) tal que ¢1, ..., ¢z cumplen
U(pi&,m) + V(E, ¢in) = 0, para cualesquiera vectores £,m € Ex(yo) y parai=1,...,7.

Entonces, el Lema 3.2.1 implica que 7 € {0,1,3,7}, y como 7 = 27 4 1, concluimos
que 7 € {1,3,7,15}. La demostracién se completa utilizando los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2,
teniendo en cuenta que en el caso de multiplicidad 7 = 15 la métrica no puede ser definida,
pues si lo fuese, la Observacién 3.2.2 implicaria que podriamos dotar al subespacio E)(yo),
de dimension 16, de una estructura de Cliff(15)-mddulo, lo que no es posible de acuerdo
con el Teorema 3.2.3. O

Es importante observar que el resultado obtenido en el teorema anterior es valido para
cualquier tensor F' de tipo curvatura que verifique los Axiomas 1 y 2 en un punto de
la variedad. Para finalizar esta seccién mostramos un ejemplo que pone de manifiesto
la necesidad del Axioma 2. Asi, sea V un espacio vectorial 4n—dimensional dotado de
un producto interior (, ), y sea {Ji, Ja, J3} una estructura cuaterniénica sobre (V,(, }).

Entonces, F' = —3 (R‘Jl + RJ2> es un tensor curvatura sobre V con operador de Jacobi

diagonalizable con dos autovalores, A = 1 (con multiplicidad 7 = 2) y u = 0. Por lo tanto,
para F' no se verifica el teorema. Sin embargo, nétese que, aunque se cumple el Axioma 1,
no sucede lo mismo con el segundo Axioma, pues si x es un vector unitario en V' entonces
Ei(z) = {z, iz, Jox}) v Ei1(Jix) = ({x, Jiz, J3z}), y por lo tanto Ei(Jix) # Ei(x)
aunque Jix € Eq(x).
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3.3 Expresion puntual del tensor curvatura

En esta seccion determinaremos de forma explicita el tensor curvatura en cada punto de
una variedad semi-Riemanniana de Osserman especial cuando la dimensién sea distinta
de 16 y 32. Para ello recordemos que una funcién curvatura F sobre un espacio vectorial
V es un campo de tensores de tipo (0,4) sobre V' que verifica las propiedades siguientes:

(a) F(xay7zaw) = _F(y7xasz) = _F(xavaaz)a

(b) F(xﬂ%Z?w) = F(z,w,x,y),
(C) F(:'U’ y? Z7 w) + F(y7 Z? x’ w) + F(z’ :'U’ y? w) = 07

para cualesquiera x,y,z,w € V. Ademads, si (, ) denota un producto interior en V, el
caracter no degenerado permite comprobar que existe un Unico campo de tensores de
tipo (1, 3) sobre V, que denotaremos por F'y que llamaremos tensor curvatura asociado,
verificando ﬁ'(a:,y,z,w) = (F(x,y)z,w) para cualesquiera z,y,z,w € V. A continuacién
recordamos la definicion de ciertos tensores curvatura que seran fundamentales en lo que
sigue. Asi, asociado al producto interior (, ), se define el tensor curvatura R° como

RO(z,y)z = (y,2)x — (x,2)y.

Por otra parte, si J es una estructura compleja (resp., paracompleja) tal que (V, (, ), J) es
un espacio vectorial Hermitico (resp., para-Hermitico), se define el tensor curvatura R’
como

R (x,y)z = (Jx, 2)Jy — (Jy, 2)Jx + 2(Jz,y) J 2.

El objetivo serda mostrar que el tensor curvatura de una variedad de Osserman especial
de dimensién distinta de 16 y 32 se puede expresar en cada punto como una combinacién
lineal del tensor R y de los tensores R’ asociados a ciertas estructuras definidas so-
bre el espacio tangente a la variedad en ese punto. Mas concretamente, en esta seccion
probaremos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.1 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial de dimension distinta de
16 y 32. Entonces, en cada punto p € M se cumple una de las siguientes condiciones:

(i) Eziste una estructura compleja J, de tal forma que (g,J) define una estructura
Hermitica en T, M y el tensor curvatura R viene expresado en dicho punto por

A—p
R=uR’-~=——LERJ
. 3

(ii) Existe una estructura paracompleja J, de tal forma que (g,J) define una estructura
para—Hermitica en T, M y el tensor curvatura R viene expresado en dicho punto por
1

)\f
R=ur'+ 2"

R’.
3
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(#ii) Eziste una estructura cuaternionica V', de tal forma que (g,V') define una estructura
cuaternionica Hermitica en T,M y el tensor curvatura R viene expresado en dicho
punto por

A—pu 3 ,
R=puR"— ==Y "R’
p 3 ; :
donde {J1, J2, J3} es una base candnica de V.

(iv) Eziste una estructura paracuaternionica V', de tal forma que (g, V') define una estruc-
tura paracuaterniénica Hermitica en T,M y el tensor curvatura R viene expresado
en dicho punto por

A—pu 3 .
R=pR"+ ==Y o;R7,
ure + 3 i:ZlU
donde {J1,Jo, J3} es una base candnica de V y J? = o;ld, i = 1,2,3, (07 = —1,
o9 =03 =1).

Antes de demostrar el Teorema 3.3.1 veremos algunos lemas previos (vélidos para
variedades de Osserman especiales de cualquier dimensién).

Lema 3.3.1 Sean x¢,& € T,M vectores unitarios, con & € Ey\(x0)t, y sean a, b niimeros

reales no nulos tales que axg + b€ es un vector unitario. Entonces, los vectores uq, ..., ur,
v1,...,0r definidos por
b .
u; = wi—gsxoqﬁif, 1=1,...,T,
b .
v; = Eggxi—l—(;ﬁif, 1=1,...,7,
donde {x1,...,x;} es una base ortonormal para Ker(Ry, — Neg,Id) y ¢1,...,¢r son los

tensores definidos por (3.2.1), verifican
Ry,vj = pg(us, wi)vj,
para t,j =1,...,T.

Demostracion. El resultado es una consecuencia inmediata del Lema 3.1.4, teniendo en
cuenta como fueron definidos los tensores ¢;. O

Lema 3.3.2 Sea x¢ € T, M un vector unitario. Para cualquier vector unitario £ ortogonal
a Ey\(xo) se cumple que

2 . .,
R(xzaxj)§ = _g()‘ - N)€I0¢Z¢]€7 1,] € {17 v 77-}7 7 7é Js
donde {x1,...,x;} es una base ortonormal de Ker(Ry, — Az Id) y ¢1,...,d; los tensores

definidos por (3.2.1).
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Demostracién. Fijamos i,j € {1,...,7}, i # j. Como £ es un vector unitario ortogonal
a E\(zo), ¢;€ también lo es. Por lo tanto, si a, b son ntimeros reales no nulos tales que
axo + bg;§ es un vector unitario, entonces el Lema 3.3.1 implica que

(3.3.1) Ry;v; = pg(uj, uj)vi,

b
donde, teniendo en cuenta la Proposicién 3.2.1, uj = z;+ —€5,§, vi = —€5(Ea,€¢Ti + 0iP5§.
a a

A continuacién desarrollamos el término R, ;v;. Asi,

b b b
Ryvi = R <a€xo€xj55$i + 0ipi&, x5 + aexJ{) (a:j + aafo)
3

b
= EexoaquR(xi, xj)x; + EsggoaxjegR(xi,f)f

b2
+¥€x0€5(R(xi, ;)€ + R(zi, §)z;) + R(9id;€, v5)w;

b2 b
— R(¢i9;€, )€ + g«Emj(R((Mﬁj{, z;) + R(pigi&, &)xj),
y por los Lemas 3.1.1 y 3.1.2 se sigue que
3 3 b2
Ryvi = ngogﬁ)‘xi + EE;EOE%/% 22 —5ExoEe R4, x;)€

2

b b
Few W05 + ge A o e, R(9i656,E)7;

b b3 30b
= (agwofff)\ + 6%5%“) x; + §a€ij(¢z‘¢jfyf)ij

b? 3 b2
+ 59@”"’ 5£>‘ ¢1¢]§+ 5x05§R(xzvxj)£

2
Entonces, teniendo en cuenta ademds que g(uj,u;) = €z; + —5¢¢, la expresién (3.3.1) se
a

transforma en
b2
R(¢z¢]§v§)x] + <5x],u + 55)‘> ¢z¢]£

b b3 3b
81085)\ + 53605%;1 z; + 555%

b? b b b?
2 2€$0€ER(331’ x])§ a5zo5gﬂ + Emogﬂljﬂ i+ | Exypb + ?‘gfﬂ ¢i¢j§7
de donde

b2 3 b2 b 3b
(/\ M)¢z¢]€ + EwogﬁR(mwwj)f 5556055()‘ — p)T; — iangR(Qbi(ﬁjfvé)wj
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Ahora bien, teniendo en cuenta que los vectores ¢;¢;&, R(z;, 2;)€ pertenecen a Ey(z0)t y
que, por otra parte, los vectores z;, R(¢;¢;&,&)x; € Ex(xo), la expresién anterior implica

que
2 2

b 3
ﬁgﬁ()‘ - M)¢Z¢j§ + iﬁgongR(xi, (l:])f = [)7

3
de donde se sigue que ist(xi,xj)f = —(A — p)gip;§. Podemos concluir entonces que
2
R(zj, ;)€ = —g()\ — )Exy ®i®;&, lo que prueba el lema. O
A continuacién probamos el resultado principal de esta seccién.

Demostracién del Teorema 3.3.1. Como la dimensién de M es distinta de 16 y 32,
entonces el Teorema 3.2.4 implica que el autovalor A sélo puede tener multiplicidad 1 6 3.
A continuacién analizamos cada uno de estos casos por separado.

Demostracién del Teorema 3.3.1 cuando la multiplicidad de A es 1. Sea z
un vector unitario en 7,M. Fijado un vector unitario x; perteneciente al autoespacio
Ker(Ryy — AegoId), sea ¢ : Ex(xg)t — Ex(w0)" el tensor definido en (3.2.1), de forma
que ¢? = old, siendo o = —E40€2, - Ademas, si yp es un vector unitario ortogonal a Ey(zo),
tomando y1 = —ey,¢yo se tiene E)(yo) = ({yo,¥1}), lo que permite definir, de forma

andloga a la anterior, un tensor ¢ : E)(xg) — E\(x0), dado por ¢ = 5 R(yo,v1),

3
(A=)
para el cual ¢? = —Eyoy Id = old.

Definimos ahora J : T,M — T,M como J = ¢ @ ¢, de forma que J determina
una estructura compleja o paracompleja en T, M, segiin o sea —1 6 +1, respectivamente.
En lo que sigue probaremos que la curvatura R en T,M se expresa, de acuerdo con el
Teorema 3.3.1, en términos de los tensores curvatura R® y R, este dltimo inducido por la
estructura Hermitica o para-Hermitica (g, J), donde g es el tensor métrico en T,M y J es
la estructura compleja o paracompleja construida anteriormente. Para ello, consideramos
—H

el tensor curvatura F' = R — uR® — =—=0R’ y vemos que es idénticamente nulo.

En primer lugar estudiamos el tensor F' actuando sobre vectores del subespacio E) (o).
En este caso, es facil probar que F/(E\(xo), Ex(x0))Ex(zo) C Ex(zo). Entonces, denotando
por F,R, R°, R’ las restricciones de los tensores curvatura F,R, R, R’ a vectores del
subespacio E)(xg), dado cualquier vector unitario x en este subespacio se cumple que

Ry = XegIdy, R =¢,Id), R} =30e,ld,

de donde se sigue que F, = 0, lo que implica que F se anula cuando nos restringimos al
subespacio E) ().
En segundo lugar, la restriccién de I al subespacio E(zo)" estd bien definida, ya que

F(E\(z0)*, Ex(z0)Y)Ex(z0)* C E\(xo)*. Denotemos por F, R, R, R/ las restricciones
de los tensores curvatura F, R, R, R’ a vectores del subespacio E ,\(xO)L. Entonces, si € es
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cualquier vector unitario en F )\(31:0)L y n denota la dimensién de la variedad, con respecto
a una base ortonormal {J&, 71, ...,m,_4} del subespacio (€) N Ey(zo)* se tiene que

Re = diag [\eg, peg, "4, pee), Rg = diag [e¢, "3, g¢], ]-:ig = diag [30¢e¢,0,774,0],

de donde Fg = 0. Esto prueba que F' se anula al aplicarlo a vectores del subespacio
Ex(zo)*

Por lo tanto hemos probado que, considerando la descomposicion del espacio tangente
T,M = E\(z0) ® Ex(z0)*, el tensor curvatura F se anula si nos restringimos a uno de los
dos subespacios de esa descomposicion ortogonal. Entonces, teniendo en cuenta el Lema
3.1.2, es facil observar que para probar que F' es idénticamente nulo es suficiente mostrar

que la aplicaciéon F(xg,z1) : Ex(zo)t — Ex(z0)’ es nula. Para ello, si £ es un vector
unitario en E)(x)*, se tiene que

2
(332) R(Z'(), $1)§ = g()‘ - /1’)']‘57 Ro(xov 1131)§ =

Por otra parte,

3 3
9(Jzo, 21) = s~——9(R(yo, y1)20, 1) = 57— 9(R(z0, z1)Y0, Y1) = 9(Jyo, 1),
(F0,01) = g5 0 (R0, 91)a0,20) = 555 oo, 1), 1) = (T30, 1)
y como y1 = —&y,Jyo, se sigue que g(Jxop, 1) = o, de donde
(3.3.3) R (z0, 21)& = 29(Jx0, 21)JE = 20J€.

Entonces, (3.3.2) y (3.3.3) implican que

Flao,m1)€ = 20— wJ€ ~ Lo (2076) =0,

lo que prueba que el Teorema 3.3.1 se cumple si la multiplicidad de A es 1.

Demostracién del Teorema 3.3.1 cuando la multiplicidad de A\ es 3. Sea xy un
vector unitario en T, M. Si fijamos una base ortonormal {x;,z2, 3} para el autoespacio
Ker(Ry, — AexyId), tenemos los tensores ¢; : Ey(x9)~ — Ex(20)* definidos en (3.2.1),
tales que ¢? = o;1d, siendo 0; = —e4,€4, (i = 1,2,3). Por otra parte, sea yo un vector uni-
tario ortogonal a E)(zg) y tomemos y; = —ey,¢iyo. Se tiene entonces que ({yo, y1,y2,Yy3})
determina una base ortonormal de F)(yp), lo que permite definir, de forma andloga a

2()\3_/03(!@0,%)7 de
forma que ¥? = —&yoy,ld = o;1d. Nétese que, de acuerdo con la Observaciéon 3.2.2,
01 =09 =03=—1,0bien 0y = —09 = —03 = —1.

Para ¢ = 1,2,3, sea J; : T,M — T,M definida por J; = 9; @ ¢;. J; determina una
estructura compleja o paracompleja en T,M, segiin o; sea —1 6 +1, respectivamente. En
primer lugar veamos que se puede suponer que J;Jo = J3. Considerando la descomposicién

la anterior, los tensores v; : Ex(xg) — E\(z¢), dados por ¢; =
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TyM = Ex(x0) @ Ey (mO)J—, si & es un vector unitario en cualquiera de esos dos subespacios
entonces JjJo§ pertenece a Ey(§), y como {¢, J1§, J2&, J3€} es una base ortonormal de
ese subespacio y, ademas, J1Jof € ({&,J1€, o)L, se sigue que J1of € (J3€). Esto
prueba que J;Jy = +J3, por lo que cambiando zg por —x, si fuese necesario, se tiene que
JiJo = Js.

La condicién JyJo = J3 nos permite comprobar directamente que J,Jg = J,3 para
o, = 1,2,3, donde el producto « - 3 se define como el valor v tal que fe, = eqeg,
donde {eg, e1,e2,e3} es una base estandar para la multiplicacién dada por la tabla

€0 €1 €2 €3

€0 | €o €1 €2 €3
€1 €1 01€0 €3 g1€2
€9 €9 —es3 oo€n —02€1

€3 €3 —O01€2 02€] 03€0

Tabla 3.1: Base estandar para 7 = 3

Noétese que este producto corresponde al de los cuaternios si 01 = 09 =03 = —1, y al
de los paracuaternios si 01 = —09 = —o3 = —1. Ademads, tomamos Jy = Id, y denotamos
por J_g el tensor —J,.

A continuacién probaremos que la curvatura R en T, M se expresa de acuerdo con el

A= |

Teorema 3.3.1, mostrando para ello que el tensor curvatura F = R— pR% — T,u, ZJZ‘R‘”
i=1

es idénticamente nulo. Considerando de nuevo la descomposiciéon ortogonal del espacio

tangente dada por T,M = E\(x9) ® E\(70)*, se prueba de forma analoga al caso de
multiplicidad 1 que el tensor curvatura F' es nulo cuando nos restringimos a vectores en
uno de los subespacios de esa descomposiciéon. Entonces, sera suficiente probar que las
aplicaciones F(zq,23) : Ex(20)T — Ex(z0)* son nulas para a, 8 € {0,1,2,3},a < g.

En primer lugar consideramos la aplicacion F(zg, z4), o = 1,2,3. En este caso, si § es
un vector unitario en Ey(x)* , se cumple que

2
(334) Rlzo, 2a)é = 5 (= i) Jaf, R(x0, 2a)6 = 0.
Por otra parte,
9(T520,70) = 5 (R (o, )70, 70) = 55— (R (o, 7a)yo,8) = 9(Jaio, )
L0sda) = T7v N 0,Yi)L0s L) — 577 N 0, La)Y0,Yi) — a0, Y1),
2(A —p) 2(A = p)
y teniendo en cuenta que y; = —ey,Jiyo, se sigue que g(J;xo, o) = 6ia0q, de donde

(3.3.5) R’ (20, 20)§ = 29(Jizo, o) Ji& = 20i000J0€.
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Entonces, (3.3.4) y (3.3.5) implican que

2 A—p 2 A—p
F(20,20)€ = §(>\ — 1) € — —5 > 0i(20ia0atal) = g()\ — 1) € — —52Jaf =0,

i=1

lo que prueba que F(xg,x,) es nula.

Finalmente estudiamos la aplicacion F(za,23), o, 8 € {1,2,3}, o < 3. Para ello, si
& es un vector unitario en E,\(a:O)L, entonces la relacion J,Jg = J, junto con el Lema
3.3.2 implican, por una parte,

2

(3.3.6) R(xa,l'ﬂ)f = 3

()‘ - :U’)Eaco Jaﬂfv

y, por otro lado,

3
Ji ’ = R y Y1 )
9(Jita, xp) 2(}\_,“)9( (40, Yi)Ta> )
3
= mﬂ(R(J«“a,fUﬁ)yO,yi) = —€:pog(=]aﬁy0,yi)-
Ahora, teniendo en cuenta que y; = —e&y,Jiyo, de la expresién anterior se sigue que

9(Ji%a,23) = —0; 080apEx,, de donde
(3.3.7) R (20, 28)€ = 29(Jiter, 15) Ji = —26; 080 68E 20 T

Entonces, como R%(z,23)¢ = 0, las expresiones (3.3.6) y (3.3.7) implican que

2 NS
F(za,25)6 = —3(A—p)eayJapt — Tﬂ > _0i(=20;,050 0520 Jasé)
=1
9 A—
= —S (= WeagTag + 5 F eay Jagt = 0,

lo que muestra que el resultado también se cumple si la multiplicidad de A es 3, concluyendo
asi la demostracién del Teorema 3.3.1. O

3.4 Clasificacion local

Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. En las secciones anteriores nos restringimos
al estudio de las propiedades de estas variedades en el espacio tangente en un punto
arbitrario. En primer lugar veremos que los resultados obtenidos puntualmente (més
concretamente el Teorema 3.3.1, que describia el tensor curvatura en cualquier punto de
una variedad de Osserman especial de dimension distinta de 16 y 32) son validos en un
entorno del punto fijado.
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Sea entonces p un punto de la variedad, y consideremos un campo de vectores Xy
definido en un entorno de dicho punto. Generalizando la notacién utilizada para vec-
tores tangentes a M en p, escribimos E)\(Xo) = (Xo) @ Ker(Rx, — Aex,Id). Entonces,
E\(Xo) vy Ex(Xo)* = Ker(Rx, — pex,Id) definen dos distribuciones diferenciables en
un entorno del punto p, que representamos por U,, de forma que la descomposicién
TU, = Ex(Xo) ® Ex(Xo)* nos permite definir, igual que en el Teorema 3.3.1, 7 cam-
pos de tensores de tipo (1,1), Ji, ..., Jr, que actian en el entorno U,. Nétese que dichas
estructuras son diferenciables por ser diferenciables las distribuciones Ey(Xo) y Ex(Xo)™*.
Asi, procediendo de forma anéloga al Teorema 3.3.1, se tiene que si la dimensién de la
variedad es distinta de 16 y 32, entonces para todo punto p € M se puede considerar un
entorno U, en el que el tensor curvatura viene dado por

A — .
donde
e 7 =1y J; define en U, una estructura casi Hermitica (07 = —1) o una estructura

casi para—Hermitica (o7 = 1), o

e 7 =3y {Ji,J2,J3} es una estructura cuaterniénica (o7 = oo = 03 = —1) o0 una
estructura paracuaterniénica (o1 = —1, 02 = 03 = 1) sobre U,.

Nétese que, como consecuencia de que el tensor curvatura esté dado por la expresién
(3.4.1), para cualquier campo de vectores unitario  en U, se cumple que {Ji&,..., J-£}
es una base para Ker(Re — Ae¢ld), y por lo tanto Ey(€) = ({&, i€, ..., J:&}).

A lo largo de esta seccién utilizaremos ciertas propiedades generales validas para va-
riedades casi Hermiticas y casi para—Hermiticas que recogemos en el siguiente lema:

Lema 3.4.1 Sea (M,g,J) una variedad casi Hermitica o casi para—Hermitica. Las condi-
ciones

(i) (VxJ)JY = ~J(VxJ)Y,
(it) g(VxJ)Y,Z) = —g(Y,(Vx J)Z),
(iii) g(VxJ)Y,Y) = g((VxJ)Y, JY) =0,
se cumplen para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z sobre la variedad.
Mediante el uso de (3.4.1) probaremos el caracter localmente simétrico de las variedades

de Osserman especiales cuyo tensor curvatura venga expresado de esa forma. Para probar
este resultado necesitaremos varios lemas previos que estudiamos a continuacién.
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Lema 3.4.2 Sea (M, g) una variedad semi—Riemanniana cuyo tensor curvatura estd dado
por la expresion (3.4.1). Entonces la relacion

(VAR)(B,C)D = - “Zaz{ B, JiD)(VaJ;)C + g(B, (V.aJ;) D) JiC
—g(C, J;D)(VaJi)B — g(C,(ValJ;)D)J;B
+29(B, JiC)(V aJ)D + 29(B, (V4 Ji)C)J;D }

se cumple para cualesquiera campos de vectores A, B, C, D.

Demostracién. Usando la expresién (3.4.1) para el tensor curvatura se tiene que
0, A—p : Ji
(VAR)(B,C)D = [ pVAR® + —5 > 0iVaR” | (B,C)D
i=1

y, como R es paralelo, se sigue que

(3.4.2) (VAR)(B,C)D = A%“ i o; (VaR™) (B,C)D

i=1
Por otra parte, utilizando la definicién de R’ se tiene que

(VAR™) (B.CO)D = Va{g(B. iD)JiC — ¢(C, JiD).JiB + 29(B, J;C).Ji D}
—g(VAB, J;D)JiC + ¢(C, JiD)Ji(V AB) — 29(V 4B, J;C)J: D
—g(B, J;D)J{(V 4C) + g(V AC, JiD)J;B — 2g(B, Ji(V 4C)) J; D
—9(B,Ji(VaD))VaC +g(C, Ji(VaD))J;B — 29(B, J;C)Ji(VaD),

de donde obtenemos

(VAR (B,C)D = g(B, D)V 4(J;C) + A(g(B, J;D))iC = g(C, J;D)V a(J; B)
—A(g(C, ;D)) JiB + 2¢(B, J;C)V a(JiD) + 2A(g(B, J;:C)) J: D
—g(VaB, JiD)J;,C + ¢(C, JiD)J;(V 4B) — 29(V 4B, J;C).J;D
—g(B, J;D)J(V 4C) + g(V AC, JiD)J;B — 2¢(B, VA(JiC))JiD
+29(B, (Vadi)C)JiD — g(B,V a(J;D))JiC + g(B, (VaJi)D)J;
+9(C,Va(JiD))J;B — g(C,(Vadi)D)J;B — 29(B, J;C)Ji(VaD).
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De esta expresion se sigue que

(VaR™) (B,C)D = g(B, iD){Va(1iC) = Ji(VaC)} + g(B, (V aJi) D).JiC
+{A(g(B, JiD)) — g(VaB, J;D) — g(B,Va(J;D))}J;C
—9(C, JiD){Va(JiB) = Ji(VaB)} — g(C,(VaJi)D)J: B
—{A(9(C, JiD)) = g(VaC, JiD) — 9(C,V a(Ji D))} J; B
+29(B, JiC){V A(JiD) — Jy(V aD)} + 29(B, (V 4J;)C) J; D
+2{A(9(B, J;C)) — 9(VaB, J;C) — g(B,Va(J;C))};D,
v, por tanto,
(VaR™) (B,C)D = g(B, JiD)(VaJi)C + g(B,(VJi)D)JiC
—9(C, J;iD)(VaJi)B — g(C,(Vadi)D)J;B
+29(B, JiC)(V aJ;) D + 29(B, (V 4J;)C) J:D.

Finalmente, sustituyendo esta tltima expresién en (3.4.2) se obtiene la igualdad de-
seada. )

La expresiéon para la derivada covariante del tensor curvatura que nos da el lema
anterior nos permite obtener informacién sobre las derivadas covariantes de las estructuras
J;, como vemos en el siguiente resultado:

Lema 3.4.3 Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana cuyo tensor curvatura estd dado
por la expresion (3.4.1). Entonces,

(VXJS)X S <{JZX7 1€ {17 s 7T}7 l 7é S}>7
para cualquier campo de vectores unitario X y cualquier s € {1,...,7}.

Demostracién. Sea Y un campo de vectores unitario ortogonal a F)(X). La segunda
identidad de Bianchi implica que

(VyR)(X, JY)X + (VxR)(J:Y, V)X + (Vv R)(Y, X)X = 0.

Entonces, aplicando el Lema 3.4.2 a esa expresion se obtiene facilmente que
0 = Zai {g(X7 (Vy i) X)g(J; JJsY,Y) — g(Y, (VxJi) X)g(J; JsY,Y)
i=1

+29(,Y, Y )g((Vx J)X,Y) |,
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y como g(J;Y, JsY) = —=dis0sey vy 9(JiJsY,Y) = —g(J;Y, JsY'), se sigue que
0 = oy {oevg(X, (VyJ)X) = ouevg(Y, (VxJ) X) — 2056y g((VxJs) X, V) |
= ey {9((Vy J)X, X) = 39((VxJ) X, Y) ],
de donde g((VxJs)X,Y) = 0 (pues g((VyJs)X,X) = 0 por el Lema 3.4.1, (ii7)). En-
tonces, como Y es cualquier campo de vectores unitario en Fy(X)*, se tiene que el campo
de vectores (VxJs)X debe pertenecer a Ey(X) = ({X, 1 X,...,J:X}). Asi, teniendo en

cuenta que (VxJg)X es ortogonal a X y a J;X (de nuevo por el Lema 3.4.1, (iii)), se
sigue que (VxJg)X € ({J;X; i€ {l,...,7}, i # s}), lo que prueba el lema. ]

Teorema 3.4.1 Sea (M, g) una variedad semi—Riemanniana cuyo tensor curvatura viene
dado por (3.4.1). Entonces (M, g) es localmente simétrica.

Demostracion. Para probar el caracter localmente simétrico de la variedad mostraremos
que para cualquier punto p € M se cumple que

(3.4.3) Vx,Rx, =0,

donde X es cualquier campo de vectores unitario en U, (entorno del punto p en el que el
tensor curvatura estd dado por la expresién (3.4.1)).
Entonces, si X es uno de esos campos de vectores, considerando la descomposicion

TU, = Ex(Xo) ® Ex(Yo)® - -+
para probar (3.4.3) sera suficiente demostrar que
(3.4.4) (Vx,R)(T, X0, X0, W) =0,
donde Ty W son cualesquiera campos de vectores en la referencia ortonormal inducida

por la descomposicién anterior.
En primer lugar, el Lema 3.4.2 implica que

(VXOR) (T, XO, X07 W)
)\ _ T
= TM > o {Q(T, JiX0)g((Vx,Ji) Xo, W) + g(T, (Vx,Ji) X0)g(Ji Xo, W)
i1
—9(Xo, JiX0)g(Vx, Ji) T, W) — g(Xo, (Vx,Ji) Xo)g(J;T, W)

+29(T, J;: X0)9((VxoJi) Xo, W) + 29(T, (Vx,Ji) Xo)g(Ji Xo, W) } 7
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y como X es ortogonal a J; Xy y también a (Vx,J;)Xo (esto tltimo por el Lema 3.4.1,
(i1)), se sigue que

(Vx,R)(T, Xo, X0, W)
=(A- M)iai {9(T7 JiX0)g(W, (VxoJi) Xo) + 9(T, (Vx,Ji) Xo)g(W, JiXO)} -
=1

Entonces, como (Vx,J;)Xo € ({JjXo; 7 € {1,...,7}, j # i}) (por el Lema 3.4.3), la
expresién anterior se anula siempre que al menos uno de los campos de vectores T', W
pertenece a Fy(Xo)*, y por lo tanto (3.4.4) se cumple para esta eleccién de Ty W.

Para finalizar analizamos el caso en que T'y W pertenecen a E)(Xy). En este caso, se
tiene que

(VxoR)(T, Xo, X0, W) = Vx,(R(T, X0, X0, W)) = R(Vx,T, Xo, Xo, W)
—R(T,Vx,X0, X0, W) — R(T, Xo, Vx, X0, W)
—R(T, Xo, X0, Vx,W),
pero, teniendo en cuenta que
V x, (R(T, Xo, X0, W)) — R(Vx,T, X0, X0, W) — R(T, X0, X0, Vx,W)
= Vx,(9(Rx, T, W)) — g(Rx,W,Vx,T) — g(Rx, T, Vx,W)
= Vx,(Aex,9(T,W)) — Xex,g(W,Vx,T) — Xex,9(T,Vx, W)
= dex, { Vo (9(T, W) = 9(V T, W) = 9(T, Vi, W)}
= Xex,y (Vx,9)(T, W)
=0,
se sigue que
(3.4.5) (Vo R)(T, X0, Xo, W) = —R(T, V x, X0, Xo, W) — R(T, Xo, V x, Xo, W).

Sean T'= X;, W = Xj, con i,j € {1,...,7}. Si i, j son diferentes, entonces el Lema
3.1.2, (ii) (para campos de vectores) implica que la expresién (3.4.5) se anula. Por otra
parte, si ¢ = j, de (3.4.5) obtenemos

(Vx,R)(X;, Xo, Xo, X;)
= _R(X’“ vXoXou XO) Xl) - R(Xlu X07 vXv())(O) X’L)
= —2R(X0, Xi, Xi, VXOX()) = —2g(RXiX0, VXOX()) = —2/\5Xig(X0, VXOXo),

que también se anula, pues g(Xo, Vx,Xo) = 0. Asi queda probado (3.4.4), y por lo tanto
(3.4.3) también se cumple, por lo que la variedad es localmente simétrica. |
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Al principio de este capitulo senaldbamos que uno de los objetivos del mismo era
obtener un resultado de clasificacién para variedades de Osserman especiales de dimensién
distinta de 16 y 32 (véase Teorema 3.0.1). A continuacién, utilizando los resultados previos
y los obtenidos en las secciones anteriores, obtenemos dicha clasificacion.

Teorema 3.4.2 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. Si la dimension de M
es distinta de 16 y 32, entonces dicha variedad es localmente isométrica a una de las
variedades siguientes:

(a) una variedad Kdhler indefinida de curvatura seccional holomorfa constante con mé-
trica de signatura (2p,2q), p,q > 0,

(b) una variedad cuaternionica Kdhler indefinida de curvatura seccional cuaternidnica
constante con métrica de signatura (4p,4q), p,q > 0,

(¢) una variedad para—Kdhler de curvatura seccional paraholomorfa constante con mé-
trica de signatura (n,n) ¢

(d) una variedad paracuaternionica Kdhler de curvatura seccional paracuaternionica
constante con métrica de signatura (2n,2n).

Demostracién. Por ser la dimensién de la variedad distinta de 16 y 32 el tensor curvatura

)\ _ T
estd dado, localmente, por (3.4.1), es decir, R = uR" + T'UJ Z o;R7, donde

i=1
e 7 =1y Jj determina una estructura casi Hermitica (07 = —1) o una estructura casi
para—Hermitica (o1 =1) , o
o 7 =3y {Ji,J2,J3} es una estructura cuaterniénica (07 = oo = 03 = —1) o0 una

estructura paracuaterniénica (o7 = —1, 09 = 03 = 1).

A continuacién analizamos cada uno de los cuatro casos posibles por separado. En lo
que sigue utilizaremos la siguiente expresién (que se obtiene directamente a partir de la
definicién del tensor R”),

(3.4.6) (VeR") . 7)y = 3{9((Ved)y.m) Ty + 9(n, Jin) (Ve Ti)v |
para cualesquiera campos de vectores &, 7, .

A\ —
Casol: 7=1y R=puR’ - TMR‘], siendo J una estructura casi Hermitica.

En primer lugar probaremos que J es paralela, es decir, VJ = 0. Teniendo en cuenta
que Ry es paralelo, por ser la variedad localmente simétrica la expresién (3.4.1) implica
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que VR’ = 0, por lo que, en particular, (V xR’ ) (JY,Y)Y = 0 para cualesquiera cam-
pos de vectores unitarios X, Y. Pero la expresién (3.4.6) y el Lema 3.4.1 implican que
(VXRJ) (JY, Y)Y = 3ey(VxJ)Y. Se sigue entonces que (VxJ)Y = 0, lo que prueba
que J es paralela, y por lo tanto (M, g, J) es una variedad Kéhler indefinida.

Por otra parte, si x, y son vectores unitarios tangentes a la variedad en un mismo
punto, con y € ({x, Jx})*, como R%(z, Jx,x, Jy) = R/ (x,Jx,z,Jy) = 0, la expresién
(3.4.1) implica que R(z, Jx,z,Jy) = 0. Entonces, el Teorema 2.1.3 permite concluir que
la curvatura seccional holomorfa es constante.

A\ —
Caso 2: T=1y R=uR’+ THRJ, con J una estructura casi para—Hermitica.

De forma anéloga al caso anterior se prueba que la estructura J es paralela. Entonces,
(M,g,J) es una variedad para—Kéhler. Ademads, también de forma andloga se comprueba
que R(z,Jz,z,Jy) = 0, para cualesquiera vectores x, y tangentes a la variedad verifi-
cando que y € {{z, Jx})*. Entonces, el Teorema 2.1.6 implica que la curvatura seccional
paraholomorfa es constante.

A _ 3
Caso3: 7=3y R=puR’ - TM ZR‘]Z', donde {Ji, Jo, J3} define una estructura
i=1
cuaterniodnica.

En primer lugar veremos que la estructura cuaterniénica es Kéahler, para lo cual pro-

baremos que (VxJ;)Y € Q(Y) = ({Y, 1Y, J2Y, J3Y'}), para cualesquiera campos de vec-
tores unitarios X, Y, y para i = 1,2,3. Para ello, nétese que por ser R° paralelo y la
3

variedad localmente simétrica, la expresién (3.4.1) implica que ZVRJZ' = 0. En par-
i=1

3
ticular, Z (V XR‘”) (Z,Y)Y = 0 para cualesquiera campos de vectores unitarios X,
i=1
Y, Z. Ahora, si Z € Q(Y)*, de la expresién (3.4.6) y del Lema 3.4.1 se sigue que
3

(VXRJZ') (Z,Y)Y = 39((VxJ;)Y,Z)J;Y. Entonces, Zg((VXJi)Y, Z)J;Y =0, y como
i=1

{N1Y, J2Y, J3Y } son linealmente independientes se sigue que g((VxJ;)Y,Z) = 0 siempre

que Z € Q(Y)*, lo que prueba que (Vx.J;)Y € Q(Y).

Asi, la variedad es cuaterniénica Kéhler indefinida. Ahora, si x, y son vectores tan-
gentes tales que y € Q(x)*, entonces como R°(zx, Jiz,x, Jiy), R’ (x, Jx,x, J;y) se anu-
lan (7,7 = 1,2,3), la expresién (3.4.1) implica que R(z,J;z,x,J;y) = 0 para cualquier
1 = 1,2,3, y por lo tanto el Teorema 2.1.9 permite concluir que la curvatura seccional
cuaterniénica es constante.
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A .
Casod: 7 =3y R = MRO+TMZUiRJZ’ siendo {Ji,J2,J3} una estructura
i=1
paracuaternidnica (o1 = —1, 09 =03 = 1).

De forma andloga al caso 3 se prueba que la estructura paracuaterniénica es Kéahler.
Ademds, si z e y son vectores tangentes a la variedad con y € Q(x)*, de forma andloga
a la anterior se obtiene que R(z, Jix,z, Jiy) =0, i = 1,2,3, por lo que el Teorema 2.1.13
implica que la curvatura seccional paracuaterniénica es constante. O

3.5 Casos excepcionales: dimensién 16 y 32

En primer lugar nétese que si una variedad semi—Riemanniana de Osserman especial tiene
dimensién 16 6 32 y la multiplicidad del autovalor distinguido A es 7 = 1 6 7 = 3, entonces
la clasificacién dada por el Teorema 3.4.2 sigue siendo valida. Por tanto, en esta seccién
analizaremos aquellas variedades de Osserman especiales en las cuales la multiplicidad es
T =767 =15, de forma que la dimensién de la variedad es 16 6 32, respectivamente, de
signatura (8, 8), (16,0), (0,16) 6 (16,16) (cf. Teorema 3.2.4).

El objetivo de esta seccién es poner de manifiesto el caracter localmente simétrico de
las variedades de Osserman especiales no consideradas en el Teorema 3.4.2. Tal propiedad
serd establecida en el Teorema 3.5.1, después de un andlisis detallado de las componentes
del tensor curvatura. En el estudio de dichas componentes jugara un papel basico la
posibilidad de definir ciertos productos no asociativos en los subespacios F)(:) de las
variedades.

Si Xg e Yy son campos de vectores unitarios en un entorno de un punto p de una
variedad de Osserman especial M, con Yy € E\(Xo)*, y {Xi,...,X,} es una base
ortonormal del autoespacio Ker(Rx, —Aex,Id), se tienen definidos los campos de tensores
b5+ Ex(Yo) — Ex(Yo), i = 1,...,7, dados por ¢; — 2()\3_MR(X0,XZ-) (véase (3.2.1)).
Estas estructuras son todas complejas si la signatura de M es (16,0) 6 (0,16). En otro
caso la signatura de M es (8,8) 6 (16, 16), y dichas estructuras se pueden ordenar de forma
que las (7 — 1)/2 primeras sean complejas y el resto paracomplejas. (Dichas estructuras
determinan una base ortonormal {Yy, Y] = ¢1Yp,..., Y = ¢,Yp} de E\(Yp)). A continua-
cién definimos un producto en el subespacio Ey(Yy). Para ello procedemos de la forma
siguiente:

Yo-Yi=Y - Yo=Y, 1=0,1,...,7,
(3.5.1)
E}/j:é’bd)j}/ba i7j:17"'77—'

En la primera parte de esta seccién estudiaremos este producto, con el objetivo central
de probar que admite una base estdndar, es decir, una base ortonormal Vg, V1, ..., V, de tal
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forma que para cualesquiera o, 5 € {0,1,...,7}, existey € {0,1...,7} con V,,- Vg = £V,
Definiendo « - # = £ escribiremos V,, - Vg = V3 (tomando V_s = —Vj).

Noétese que el producto anterior se puede definir independientemente de la multiplicidad
que tenga el autovalor A. Ademaés, cuando la multiplicidad de A es uno, el producto definido
se corresponde con el de los nimeros complejos o paracomplejos, segin la restriccion de la
métrica a Ey(-) sea definida o indefinida. Si la multiplicidad de A es tres, tal producto se
corresponde con el de los cuaternios o paracuaternios, segin la restriccion de la métrica a
E\(-) sea definida o indefinida. En cualquier caso, el producto admite una base estandar.
(Véase la Tabla 3.1, pag. 87, para el producto de los paracuaternios).

Lema 3.5.1 FEl producto definido por (3.5.1) sobre Ex\(Yp) cumple las siguientes condi-
ciones:

(i) Yy es el elemento neutro (por la derecha y por la izquierda),
(ii) ¢iYo - & = ¢i&, para cualquier campo de vectores &, i =1,...,T,

(iii) & - pin = —di(§ - n), para cualesquiera campos de vectores £, n, con & ortogonal a los
campos Yo y @Yo, 1t =1,...,T,

(iv) €% = —ey,9(£,€)Yo, para cualquier campo de vectores & ortogonal a Yy,

(v) €-n = —n-&, para cualesquiera campos de vectores &, n ortogonales entre si y
ortogonales a Yy,

(vi) €-(€-m) =E€%-n, para cualesquiera campos de vectores &, 1 ortogonales a Yo,

(vit) g(&-n,y) = —g(n, & - ), para cualesquiera campos de vectores &, n, vy ortogonales al
campo de vectores Yy,

donde £ = ¢ - €.

Demostracién. Denotamos por o; el valor —1 6 +1 tal que ¢? = 0;Id. La condicién (i)

se sigue trivialmente de (3.5.1). Para probar (ii), escribiendo & = aoYp + Zajgijo, se
j=1
tiene que

¢:Yo- & = @Yo+ (CLoYo + Z aj¢jY0) = aop(¢:Yo - Yo) + Z%’(@YO - 9;Y0)

J=1 J=1

agdYo + Y a;dipiYo = & (GOYO + Z%‘%’YO) = ¢:i&.

j=1 j=1
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.
Probamos a continuacién (iii). Escribiendo £ = Z a;;Yo, de (ii) se sigue que
j=1
J#i

E-pin = | D a;0Yo | -din = D aj(d;Yo-dm) = D ajdiém
j=1 j=1 i=1
J#i J#i J#i

T T
= =Y ajdipin = —¢i | Y_a;dm |,
j=1 j=1

i i

y teniendo en cuenta que, de nuevo por (i),

E-np= Zaj(ﬁjYO n = Z%(%’Yow) = Zajd)jn’

J=1 j=1 J=1
JFi JF#i JFi

se obtiene que £ - ¢;n = —@; (£ - ).

.
Para probar (iv) escribimos { = Z a;¢;Yp, de forma que de (ii) se sigue que

i=1
T T T
¢ = ¢-¢= (Z ai(f%‘Yo) AN aieYo | = D aiaj(¢iYs - ¢;Y0)
i=1 j=1 i,j=1
T T T
= D aadidYo = Y a;¢iYo+ D aiajdid; Yo
1,j=1 i=1 i,j=1
i#]
T T
= (Z Uz‘a?> Yo+ Y aiajid;Yo.
i=1 ij=1
i#]
Ahora, es inmediato comprobar que g(&,§) = —¢y, Zaia? y, por otra parte, como
T i=1
Gipj = —@j; si i # j, se obtiene que Z a;ajp;0;Yy = 0. Entonces, de la expresién
ij=1

i#j
anterior se sigue que £2 = —ey, g(&, €)Yp.
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T T
Probemos ahora (v). Escribiendo £ = Z a;p; Yy, n = Z bj¢;Yo, por (ii) se tiene que
i=1 j=1

T

§n = (Zaz‘@yo) . (Z%%%) = > aibj(diYo- ¢;Y0) = Y aibjdid;Yo
=1 j=1

i,j=1 4,j=1

= Zaz Z(bz}/b + Z Q; j‘bz‘b]lfo = (Zazazbz> Yo + Z aibj¢i¢jyb
=1

i,j=1 i,j=1
i#] i#]

y, de forma andloga,

n-§ = (Z bj¢jyo> ' (Z%@Yo) = Y aibj(6;Yo- ¢:Y0) = > aibjidiYo
i=1

j=1 1,j=1 1,j=1

= > abidiYo+ Y aibjo;diYo = (Zgiaibz) Yo+ Y aibjo;diYo.
i=1

=1 i,j=1 ij=1
i#] ]

n
Ahora, como g(£,m) = 0 se obtiene que Zaiaibi =0, por lo que (v) se sigue de las
i=1
expresiones anteriores teniendo en cuenta que gblgbj = —0;p; s1empre que 7 # j.

Para probar (vi) de nuevo escribimos £ = Z a;®; Yo, n = Z bj9;Yo de forma que, por

=1 7j=1
.

(i), se tiene que & - n = Z a;¢;n. Entonces, aplicando de nuevo (ii) se sigue que
i=1

§-(&-n) (Z aicﬁi%) ' (Z aj¢ﬂ7) = Y aiaj(¢Yo- ¢im) = D aiajdidn
i=1 j=1

i,j=1 i,j=1

T T
= Za2¢2n+ Z aia;ipm = (Z Jia?> n+ > aiajéidn,
ij—1 i=1 ij—1
i#j 1#]

T T
y como Z a;a;p;;m = 0y, por otra parte, g(§,§) = —ey, Z Jiag, la expresion anterior
ij=1 i=1
1#]
se reduce a & - (£ -n) = —ey,9(&,&)n. Asi, de (w) se sigue que & - (f n) = &2 ..

Por tltimo probamos (vii). Escribiendo & = Z a;0; Yo, n = Z bjp;Yo, v = Z CcLOLY)
=1 j=1 =
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T

se tiene que £ - n = Z a;bjp;9;Y0 y, por tanto,
i,j=1

g&-nv) =g (Z aibjdid; Yo, > Ck¢kYo> = Y aibjerg(did; Yo, di o).

i,5=1 k=1 i,9,k=1

.
Por otra parte, como £ - v = Z a;CLd; O Yy, se tiene que
ik=1

gm,&-v) =g (Z bid;Yo, Y aick¢>i¢kyo) = Y aibjerg(d;Y0, ik o).
Jj=1 i,k=1 i,3,k=1

Asi, (vii) se obtiene de las expresiones anteriores sin més que tener en cuenta que
9(9i9i Y0, dxYo) = —g(9; Y0, ditrY0). O

Utilizando las propiedades obtenidas en el lema anterior probamos a continuacién la
existencia de una base estandar para el producto definido en (3.5.1).

Lema 3.5.2 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial y supongamos que la multipli-
cidad del autovalor X\ es 7 =7 ¢ T = 15. Entonces, el producto definido en (3.5.1) admite
una base estdndar.

Demostracién. En lo que sigue utilizaremos reiteradamente las propiedades obtenidas
en el Lema 3.5.1. Ademds, recordemos que ¢ y ¢2 son estructuras complejas.

Analizamos en primer lugar el caso de multiplicidad 7 = 7. En este caso, elegimos
Vo=Yo, Vi=¢1Yo, Va=2Yo, Viz=d1Yo- p2Yo = d192Y0.

Ahora, si W es cualquier campo de vectores unitario elegido en ({Vp, Vi, Vo, Va})+,
tomamos

Vi=W-Vo, Vs=W-Vi, Ve=W- -V, Ve=W.V3,

es decir,

Vi = W, 2w,
Vi = W-61Yy 2 — W,
Vo = W-doYy 2 —goW,

iid)

Vi = W-gigaYo @ —¢1(W-oYo) 2 hrpaW.
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Probaremos que la base ortonormal {V;; i = 0,...,7} es una base estdandar, mostrando
para ello que tomando € = ey, ey, la tabla del producto definido en (3.5.1) para esa base
estd dada por:

VWow Wi Vo V3V Vs Ve V7
Vol Vo i Vo V3 Vi Vs Ve Vz
Wi v =W Vg Vo V5 Vu —Vz Vg
Vol Voo =V3 =V Wi Vg V& Vo Vs
Vs| V3 Vo Vi =V V7 Vs Vs Vy
Vil Vi Vs Vo Vi —eWh —eVi —ela —€V3
Vs | Vs =V Vo Vg eV —eWy —eV3 ¢€lp
Ve| Voo Vi —Vi V5 eV eVy —eVy —eWy
Vel Voo =V V5 =Vy eV3 —eVo eVi  —eW

Tabla 3.2: Base estandar para 7 =7

A continuacién comprobamos los resultados de la Tabla 3.2. Nétese que, de acuerdo

con la propiedad (v), si ¢, j son indices distintos elegidos en {1, ..., 7}, entonces se cumple
que V; - V; = —V; - Vi.

Vo -

V-
V-
V-
-V
V-
Vs
V-

Wi

Wi

Vy -
Va -
Vs -
Va -

Vi

Vi
Va
Vs

Vs

%

Va

Vs

Vi
Vs

=Vi-W

= ¢1Yo
= ¢1Yo
= ¢1Yo
= ¢1Yp

= ¢1Yp

= ¢2Y0
= $2Yy
= Yy

Qv i=0,...,T,

Yo EHY = Yo = W,

oYy E 91¢nYy = Vi,

p160Yy E @Yy = —gaYy = Vi,
W E W = Vs,

= ¢1Yo -
= $1Yo -
102 W L Gl W = —goW = Vg,

(W) & —gtW = W = Vi,
(W) E —p19oW = —V3,

oYy E Yy = —Yy = Vg,
rdaYo E oYy = —¢361Yo = ¢y = WA,
W W = Vs,
= ¢2Yo -

(= W) L~ W = ¢1doW = Vi,
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Vo -V = ¢oYo- (—p2W) @ —P3W = W = Vj,
Va- Vi = $aYo-6162W = G2d1daW = —31W = oW = —V5,

Vi Vs = ¢102Yo  d1daYo & —ev,g(d162Y0,$162Y0)Yo = —Yo = —Vh,

Vs Vi = 1Yo - W £ —W-6160Y0 = 61(W-aYy) 2 —drgaW = —Vi,

Vs - Vs = ¢102Y5 - (—i W) = 1(P192Y0 - W) = ¢1(Va- Vi) = —digoW = ¢oW = —Vj,
Vs Vs = ¢102Y0- (—=62W) ‘2 ¢a(d162Yn - W) = ¢o(Vs- Vi) = —doroW = @3 W
—W = Vs,

Va- Vi = ¢16aYo- p1daW = —61(¢r16aYo - poW) = ¢1(Vs- V) = —2W = W =V,

Vi-Vi =W -W Y —eyenY = —eYy = -V,

ViV =W (—uW) 2 ¢y (W-W) = ¢1(Va-Va) = —e1Yy = —€Vi,

ViV =W (=¢W) = (W -W) = ¢o(Va- Vi) = —£¢oYp = —li,

Vi-Ve = We16aW E —g1(W- W) = ¢1(Va- Vo) = —chraYy = —eV3,

Vs Vs = (—1W) - (—1W) & —ey,9(i W, 01 W)Yy = —eVp,

Vs Vs = (=p1W) - (=2W) "2 —go(o1W - W) £ 9o(W -1 W) = —¢2(Vi-V5) = edadn Vo
= —ep192Yy = —€V3,

Vs - Vi = (—01W) - pr1o2W @ G AW - poW) = ¢1(Vs - Vo) = —edipaYy = edaYy = eVa,

Vo - Vo = (—¢paW)-(—paW) w —eyv,g(paW, 0o W)Yy = —ey,ew Yy = —eYy = —elp,
Vo - Vi = (=¢aW)-6100W 2 @1 (oW - W) = ¢1(Ve- Vi) = —edn Yo = —eVi,

Vo Vi = ¢1daW - d19aW = —ey,g(¢10oW, 0102W) Yy = —evpewYy = —Yy = —Vp.

En la segunda parte de la demostracion analizamos el caso en que el autovalor A tiene

multiplicidad 7 = 15. Elegimos los campos Vg, Vi, ..., V7 igual que en el caso anterior.
Como la signatura de la métrica es (16, 16), podemos suponer que tanto Yy como W son
espaciales. Ahora, si T es cualquier campo de vectores unitario en ({Vp,Vi,...,Vz})+
(necesariamente temporal), tomamos Vgi; =T - V;, i =0,1,...,7, es decir,
Vi = T-W%="TY=2T,
(#41)
Vo, = T-Vi =T -¢1Yo = —¢iT,

Vio = T-Va = T-¢Yy & —6oT,

iid)

Vii = T-Vs3 = T-d1aYy = —¢1(T - ¢2y) = 4167,
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Via =
Viz =
Vig =

Vis =

T -V, =T W,

T-Vs =T-(—W) 2 ¢ (T-W),

T-Vo =T (—paW) 2 ¢o(T-W),

T Ve = T-d1dpoW & —1(T - ¢oaW) 2 ¢16(T - W).

Notese que Vig =T - W es un campo de vectores temporal unitario, pues

2

g(T-W, T-W) 2 —gqw,T-(T-W)) “ —gw,7%-w) &

EYoEWET = —1.

Ademas, la propiedad (vii) también permite comprobar facilmente que Vio = T - W es

ortogonal a {Vp, V1,..

ortonormal.

., Vi1}. Por tanto, se sigue que {Vj; i = 0,1,...,15} es una base

En lo que sigue nos ocupamos de probar que la anterior es una base estandar, para lo
cual mostraremos que la tabla del producto definido en (3.5.1) para esa base es la dada

por:

Ww W Va V3 Vi Vs Ve Vz Vs Voo Vio Vin Viz Viz Vg Vis
Vo Ww W Va Vs Va Vs Ve V7 Vs Voo Vio Vi Viz Viz Via Vis
Vi i =W V3 Vo Vs Vu Vo Vo Vo Vg —Vii Vip Viz —Viz Vis —Via
Va Vo =V3 Vo Wi -V Vg Va Vs —Vio Vi V& Vo Via —Vis —Viz Vis
Vs Vs Vo Vi =V -V V& Vs Vo —Vii —Vio Vo Ve —Vis —Via Viz  Vig
Va Va Vs Ve Ve =W Vi Vo V3 —Vig —Viz —Via —Vis W Voo Vio Vi
Vs Vs Vi -V Vs ww W -Vs Vo —Viz Viz Vis —Viu -Vo W Vii —Vio
Ve Vo Voo =Va Vs V2 Vs =V Vi —Via =Vis Viz Viz —Vip —Vii W Vo
V7 Voo =V V5 Vo V3 Vo Vi W -Vis Viu —Viz Viz Vii —Vio Vo —Wg
Vs Ve Voo Vio Vi Viz Viz Via Vis W \%1 Va V3 Va Vs Ve V7
Vo Vo =Vs& —Vin Vip Vig —Viz Vis —Viu -Vi W Voo =Vo V5 V4 Vi =W
Vio| Vio Vin =Vs Vo Vig —Vis —Vi2 Viz —-Vo Vg Vg i =V V&2 W4 Vs
Vit| Vit =Vio Vo Vg Vis Via —Viz —Viz V3 Vo Vi W Voo =V V5 Vi
Vig| Vig =Vig =Vis Vis Vo Vo Vip Vi1 Vi Vs Vo -V@ W Vi Vo V3
Vig| Vis' Viz Vis Viu Vo Vg Vii Vip V5 -Vu V7 Ve Vi Vo Vs Va
Via| Via —Vis Viz —Viz =Vio =V -Vs Vo -V V7o V4@ V5 Vo V3 VW -V
Vis| Vis Via —Viz =Vizg =Viu Vie Vo Vs Vo Vo V5 Vi Vg Vo 1 Vo

Tabla 3.3:

Base estandar para 7 = 15
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Comprobamos a continuacion los resultados de la tabla anterior. Nétese que, como
en el caso 7 = 7, si 4, j son indices distintos en {1,...,15}, entonces V; - V; = —=V; - Vj.
Ademsds, teniendo en cuenta que Vp, ..., V7 coinciden con los campos elegidos en el caso
T =7 y que las propiedades del Lema 3.5.1 no dependen de la multiplicidad del autovalor
A, se sigue que los productos V; - Vj, para i,j € {0,1,...,7} coinciden con los dados en la
Tabla 3.2. Nos limitaremos, por tanto, a comprobar los productos restantes.

ViV =onYo -T2 6T = -V,

ViiVo = oiYo-(—inT) = —¢iT =T = 1,

Vi-Vip = ¢1Yo- (—¢2T) £ —¢1¢T = —Viy,

Vi-Vii = 1Yo 01607 € 93T = —¢oT = Vig,

Vi-Vie = ¢:1Yo-(T-W) € ¢(T-W) = Vi,

Vi-Vis = ¢1Yo-o0u(T-W) L 3T W) = -T-W = —Vi,

Vi-Via = ¢1Yo-6o(T- W) L 610o(T-W) = Vi,

Vi Vis = 1Yo ¢162(T-W) € ¢3o(T-W) = —o(T- W) = —Viu,

VoV = oYy T 2 T = —Vi,
Ve-Vo = ¢2Yo- (—nT) & —gonT = ¢162T = Vi,
Va-Vip = ¢2Yo- (—¢2T) 23T =T = Vg,

Vo -Vii = ¢aYo- 1ol 2 godrpoT = —3T = 6T = —V,

Vo -Vig = @Yo - (T-W) 1=¢(T W) = Vig,

Va-Vis = ¢2Yo - ¢ ) L gaoi(T-W) = —g1¢o(T-W) = —Vis,

Va-Vis = ¢2Y5 - ¢ ) = ¢ (T-W) =-T-W = —Vi,

Vo -Vis = ¢a¥o- ¢1a(T-W) L ¢odroo(T-W) = —¢3¢1(T-W) = ¢1(T-W) = Vig,

o(T - W
bo(T - W

Vs- Vo = ¢192Y0 - 1T) E gr(drdaYo T) = 1(Va-Va) = ¢l = ¢oT = —Vio,

Vi-Vio = ¢192Y0 - ¢2T) D o (91620 - T) = ¢2(Vs- Vo) = —patieT = —1T = Vo,

Vi Vii = ¢12Yo - ¢192T = —¢1(¢r1paYo - ¢2T) = ¢1(Vs-Vig) = —43T = T = Vi,

Vs-Viz = 1oy (T-W) & ~(T-W)- $12Yy = ¢1((T- W) - d2¥0) = ~¢ueha(T - W)

—Vis,

$162Y0 - ¢1(T- W) 'L —1(d12Yo - (T-W)) = —¢1 (Vs - Vi) = ¢36a(T - W)
= —po(T-W) = —V14,

Va-Via = ¢1¢Yo- (T - W) 2 *¢2(¢1¢2YO (T-W)) = —¢2(Vz-Via) = ¢p20162(T - W)
= —g3p(T- W) = ( W) = Vis,

Vs Vis = 1¢2Yo - ¢1o(T- W) E —d1(1¢2Y0 - ¢2(T-W)) = —¢1(Va-Via) = —¢3(T- W)
=T -W = Vi,

Va- Vo = g1y T < —T ¢ $2Yo Z o1 (T - oYo) = —p1¢eT = —Viy,
(—¢
(—

V3 - Vis
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Vi-Ve =W-T2 -T-W = -V,
Vi Vo W (=T )( Do (WT) L ¢y (T-W) = —Vis,
Vi-Vip = W'(—¢2T) G2 (W -T) & —¢2( W) = =V,
Vi-Vii = W-gngaT "= —61(W - oT) = ¢1¢(W - ) ©C —1o(T-W) = —Vis,
Vi-Vig =W-(T-W) 2 —-w-wW-T) 2 —w2.7T 27T = 14,
Vi Vis Wi (T-W) E —g (W (T-W)) = ~¢1(Va-Viz) = —uT = Vo,
Vi Vig = Wogo(T-W) E —go(W - (T-W)) = —o(Va Viz) = —¢oT = Vi,
Vi-Vis = Weg1go(T-W) Z —¢1(W-6o(T-W)) = —¢1(Va-Via) = 12T = Viu,
Vs Vs = (—W)-T 2T <z> Lo (T-W) = —Vig,
Vs Vo = (—oiW)-(—0iT) = —pi(W-T) = 1(Vs- Vo) = —¢3(T-W) = T-W = Vg,
Vs-Vio = (—1W)-(=¢aT) 2 —go(1 W -T) = ¢o(Vs-Vg) = —¢on(T-W) = ¢1¢o(T - W)
= Vis,
Vs - Vii = (=1 W) g1l E dr(o1W - $2T) = 1 (Vs - Vig) = ¢3¢o(T-W) = —¢o(T - W)
= —Via,
Vs Vis = (= W) - (T-W) € (T-W)- oW = —6,(T-W)-W) £ g (W-(T-W))
= 1 (Va- Vi) = 91T = =V,
Vs Vis = (—o1W) - 1(T-W) "2 gi(W - (T-W)) = —¢1(VsViz) = —¢3T = T = Vi,
Vs -Vie = (= W)-da(T-W) = (W - (T-W)) = —¢o(Vs- Vi) = —dat1T = ¢1¢2T
= Vi,
Vs Vis = (—1W) - ¢102(T - W) ‘= g1(1W - o(T-W)) = —¢1 (Vs - Via) = —¢3¢2T
= ¢T = —Vip,
Vo Vs = (—2W) T © T-oW "2 —o(T-W) = —Viy,
V- Vo = (=92W) - (=nT) * (oW T) = (V- Vi) = —102(T- W) = Vi3,
Vo -Vio = (—¢>2W)'(—¢2T) 2 bo(gaW - T) = ¢o(Vo-Vs) = —¢3(T-W) = T-W = Vo,
Vo Vit = (=62W) - 1627 = h1(6aW - 62T) = 61(Vs - Vao) = o1 (T-W) = Vi,
Vo Viz = (—¢aW)- (T W) LT W)W & =gy (T-W)- W) & go(W - (T-W))
= ¢2(Va-Vig) = T = —Vio,
Vo -Viz = (=92W)-61(T-W) = 61(¢aW - (T-W)) = —¢1(Vs - Vi) = —p1¢2T = —Viy,
Vo Vis = (=62W) - 6o(T-W) = 6a(¢aW - (T-W)) = —¢(Vs - Viz) = —¢3T = T = V4,
Vo Vis = (—¢2W) - ¢16o(T - W) = ¢>1(¢2W~¢2< W) = =1 (Vs - Via) = =T = Vi,
Vi Ve = ¢19oW T 2 ~T-g1goW ‘= 61(T- W) = —6165(T- W) = —Vis,
Ve Vo = 016aW - (=01 T) 'E g1 (d1aW -T) = ¢1 (Vo Vo) = —¢3¢2(T-W) = ¢o(T- W)

Vl47
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Vi -Vio = ¢102W - (—=¢2T) ‘= ho(d16aW - T) = (V- Vi) = —otp1po(T - W)
= g3 (T-W) = —p1(T-W) = =V,

Ve Vit = ¢10oW - 91027 2 —61(d102W - §2T) = 61(Vr-Vig) = —3(T-W) = T-W
= Vig,

Vi Vis = ¢19oW - (T-W) & —(T-W)-d1oaW = (T -W) - W)
C pi(poW - (T-W)) = 61(Vs-Via) = ¢roT = Vin,

Vi Vis = ¢16aW - 61(T - W) "= —¢1(¢162W - (T -W)) = —¢1 (V7 Via) = —¢3aT

PT = —Vio,

Vi Via = ¢16oW - a(T-W) E —go(¢16oW - (T-W)) = —do(Vr - Viz) = —Gopr1p2T
= 3T = - T = Va,

Vi -Vis = ¢10oW - p12(T - W) 01 (prdpaW - (T -W)) = —¢1 (Ve - Vig) = oiT

= -T = -V,
Vs Vs =TT 2 Y, =1,
Ve Vo =T-(-uT) = 6(T-T) = ¢1(Vs-Vs) = 1Yo = W,
Vs Vio =T (=¢2T) "= 6o(T-T) = ¢o(Vs - Vs) = oYy = Vi,
Vo Vit = T-¢ndoT 2 —¢1(T-¢T) = ¢1(Vs-Vig) = dr¢aYo = Vi,
Vs Vie =T-(T-W) & T2'W YW =,
V- Vig =T (T W) & —p(T-(T-W)) = =p1(Vk-Via) = =W = V5,
Vo -Via = T-¢o(T-W) Z —go(T-(T-W)) = —¢o(Vg-Via) = —poW = Vg,
Vs Vis = T-¢1o(T-W) "2 —61(T-6o(T-W)) = —61(Vs - Via) = d16oW = Vi,
Vo Vo = (—=6iT) (—01T) 2 —eyog(ni T, T)Yy = Yo = Vo,
Vo-Vio = (- ¢1T) (=2T) 'Z —go(1T-T) L ¢o(T-41T) = —o(Va - Vo) = —¢21 Yo
= P12y = V3,
Vo - Vii = (=61T) - 12T 2 ¢1(¢1T - ¢oT) = ¢1(Vo - Vig) = ¢2¢aYy = —oYy = —Va,
Vo Via = (—uT)- (T W)“( W) T =~y (T-W)- T >:’ $1(T - (T-W))
= ¢1(Vs-Vi2) = ;1 W = V5,
VoVis = (—=1T) ¢1(T-W) "2 gy(1T-(T-W)) = =1 (Vo Viz) = —$3W = W = Vi,
Vo - Via = (=41T) - do(T-W) " go(nT - (T-W)) = —¢o(Vo - Via) = —doi W = ¢1oW
= Vi,
Vo Vis = (=1 T) - ¢1o(T-W) 2 6y(01T - 62(T-W)) = —d1(Vo - Via) = —d3oW
= W = =V,
Vio-Vio = (=¢aT) - (—¢2T) = —ey,g(daT, $2T)Yo = —evyerYo = Yo = Vh,

—¢
Vio - Vir = (—=¢2T') - p192T @ d1(92T - poT) = $1(Vio - Vio) = Yy = Wi,
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Vio-Viz = (—=¢2T) - (T-W) & (T-W) - ¢oT E —go((T-W)-T) £ ¢o(T-(T-W))

Vip- Vis = (=¢2T) - 2(T- W) Z 61(¢oT - (T-W)) = —¢1(Vig- Viz) = —¢12W = —V7,
Vio- Via = (—=¢2T) - ¢o(T - W) ‘= ¢2<¢>2T (T-W)) = —¢o(Vio - Viz) = —3W = W = V],
Vio-Vis = (=¢oT) - ¢1a(T - W) L ¢y (62T - ¢o(T - W)) = —¢1(Vig - Via) = -1 W = V,

Vit - Vii = ¢16aT - d10T = —ey,g(¢r160T, ¢102T)Yy = —eyperYo = Yo = Vo,

Vie - Viz = ¢162T - (T-W) £ —~(T-W)- 16T = ¢1(T-W) - ¢oT) £~y (2T - (T - W))
= ¢1(Vio - Viz) = ¢102W = V7,

Vit - Viz = 16T - 01(T- W) = —61(910T - (T-W)) = =1 (Vi1 - Via) = —¢3oW
= W = =V,

Vit Via = ¢102T - ¢2(T - W) ‘= —go(dr1oT - (T-W)) = —po(Vi1 - Via) = —oprpoW
= W = —pW = Vs,

Vit - Vis = ¢16oT - p1¢a(T - W) 2 —¢1 (12T - ¢o(T - W)) = —¢1(Viz - Via) = ¢#IW
= -W = _‘/47

Vig-Vig = (T-W)-(T-W) & —5yog(T-I/V,T~W)YO 2 ey g(W, T - (T - W)Y,

2oy gW, T2 W)Yy 2 —ewerYy = Yy = W,
Vig-Vig = (T-W) - ¢ (T-W) (—) —p1((T-W)-(T-W)) = =p1(Viz- Vi) = —p1Yy = =V,
Viz - Via = (T W) 62(T- W) = _¢2((T W) (T-W)) = =¢2(Viz - Viz) = —¢2Yy = Vo,
Vig-Vis = (T-W)-¢1o(T-W) ‘2 —¢1(T-W)- ¢ ( W) = —p1(Via-Via) = ¢1g2Yy = Vs,

Vis - Vis = 61(T-W) - (T W) "2 —¢1(2(T- W) - (T-W)) £ ¢1((T-W) - 62(T - W)
= ¢1(Vig-Vig) = —91Yp = Yy = V4,

Vis - Via = 61(T-W) - o(T- W) "Z —go(62(T- W) - (T-W)) £ ¢o((T-W)-62(T - W))
= ¢o(Via - Vig) = —@oa1Yy = p192Yy = Vs,

Vis- Vis = ¢1(T W) g162(T - W) E =61 (¢1(T- W) - ¢o(T-W)) = —¢1(Vis - Via)

—PipaYy = $2Yo = Va,

Vie - Via = ¢o(T-W) - ¢o(T - W) E —go(o(T-W) - (T-W)) L ¢o(T-W) - (T -W))
= ¢o(Viz - Vig) = —3Yo = Yy = Vp,

Vie-Vis = @(T W) G102(T - W) = —1(¢2(T - W) - §o(T-W)) = —¢1(Via - Via)

¢ = 7V1;

Vis - Vis = ¢162(T - W) - ¢1a(T - W) Z —h1(p1¢2(T - W) - ¢o(T - W)
2 61 (2(T W) - 162(T-W)) = ¢1(Via - Vis) = 1Yy = Yy = Vo O
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La existencia de una base estandar para el producto definido en (3.5.1), demostrada en
el resultado anterior, serd fundamental para probar que una variedad semi-Riemanniana
de Osserman especial en la cual la multiplicidad del autovalor distinguido A es 7 =76
7 = 15 debe ser localmente simétrica.

En primer lugar mostraremos que la condicién V,, - V3 = V3 que caracteriza a los
elementos de una base estandar se ve reflejada en una condicién andloga sobre la com-
posicién de los campos de tensores ¢; evaluada en Y. Maés concretamente, se tiene el
siguiente resultado:

Lema 3.5.3 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial y supongamos que el autovalor
distinguido A tiene multiplicidad T =7 6 T = 15. Para cada punto p € M existe un entorno
U, de p tal que si Xo e Yy son campos de vectores unitarios en Uy, con Yy € EA(XO)L,
entonces podemos elegir una base ortonormal {X1,...,X;} para Ker(Rx, — \ex,Id), de
tal forma que los campos de tensores ¢1, ..., ¢, asociados satisfacen

PadpYo = PapYo,

para o, B € {0,1,...,7} (donde ¢pg = Id y p—oq = — o).

Demostracién. Sea {X1,...,X;} cualquier base ortonormal de Ker(Rx, — A\ex,Id) y
consideremos los campos de tensores ¢; asociados. Ademads, sea {Yp,Y,...,Y;} la base
de E)(Yp) determinada por Y; = ¢;Yy, i@ = 1,...,7. (Podemos suponer, ademds, que
€X; Z&‘Yi,i:O,l,...,T).

Por el Lema 3.5.2 podemos considerar una base estandar {Vy = Yy, V1, ..., V;} para el

producto (3.5.1) definido en E)(Yp), es decir, una base ortonormal de este subespacio tal
que Vo - Vg = Vyg.

.
Escribiendo V; = Z a;;Yj, i =1,..., 7, definimos los siguientes elementos en Ey(Xp):
Jj=1

Xo = Xo,

- T

Xi:Zainj; ’L':l,...,’l'7
Jj=1

que determinan una base ortonormal de F)(Xj).

En lo que sigue mostraremos que {Xo, X1,...,X,} es la base buscada. Denotemos
por ¢y, ..., ¢, los campos de tensores asociados a esa base. En primer lugar nétese que si
a =06 3 =0 entonces la igualdad &aaﬁYo = gaﬂYo es trivial. En otro caso, se tiene que
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aaaﬁyb -

3}2 Z arags R( X0, X,) (Q(A;“)@Y())

= Z aocraﬁs >\ )¢T¢8Yb

-
= Z aaraﬁs(}/r : Y:s)

r,s=1
= V4 Vs,
y, por otra parte, si « - 3 # 0 obtenemos

_ 3 o
Yo = —> R(Xo, Xup)Vi
(baﬂ 0 2()\—,[,L) ( 0, ﬁ) 0

3

= mR <X07 Za(aﬁ)tXt> Yo

t=1

3
= ﬁ Z a(apyR(Xo, Xt)Yo

= A oG
2()\_”); (af) 3 t+0
- Zaaﬁtn
t=1

Asi, el resultado se sigue de las dos expresiones anteriores teniendo en cuenta la
condicién V, - Vg = V3. O
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Teorema 3.5.1 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial y supongamos que la mul-
tiplicidad del autovalor distinguido A es 7 =7 ¢ 7 = 15. Entonces, la variedad es local-
mente simétrica.

Demostracion. Dado cualquier campo de vectores unitario X sobre la variedad mos-
traremos que Vx,Rx, = 0. Si Yy es un campo de vectores unitario ortogonal a Ey(Xj),
consideramos la base ortonormal {X7,..., X} para el autoespacio Ker(Rx, — Aex,Id)
dada por el Lema 3.5.3, de tal forma que ¢,¢3Yy = ¢o3Yp. Entonces, para probar que
V x,Rx, = 0 sera suficiente mostrar que (Vx,R)(T, X0, Xo, W) = 0 para cualesquiera T,
W elegidos en {Xg, X1,...,X;, Y0, Y1,...,Y:}, donde YV; = ¢; Yy, i =1,...,7.

En primer lugar, si T, W € E,(Xj) entonces
V x, (R(T, Xo, X0, W)) — R(Vx,T, X0, X0, W) — R(T, X0, X0, Vx,W)
= Vx,(Aex,9(T,W)) — Aex,g(W,Vx,T) — Aex,9(T,Vx, W)
= Xex, (Vx,9)(T, W)
=0,

de forma que (Vx,R)(T, X0, X0, W) = —R(T, Vx, X0, X0, W)—R(T, X0,V x,X0, W). Por
tanto, si T' # W esta expresién se anula. En el caso de ser T = W se sigue que

(vXoR)(VVv Xo, Xo, W) = _R(VVv VXOX(), Xo, W) - R(VV’ Xo, VXOXO’ W)
= _2R(X07VV7VV7VX()XO)
= —2Xewg(Xo, Vx,Xo)
= 0.

Por otra parte, si T', W € E)(Yy) se tiene que
V x, (R(T, Xo, X0, W)) — R(Vx,T, X0, X0, W) — R(T, X0, X0, Vx,W)
= VX, (1exog(T, W) — pexog(W, Vx, T') — pex,9(T, Vx,W)
= pex, (Vxo9) (T, W)
=0,

de forma que (Vx,R)(T, Xo, Xo, W) = —R(T, Vx, X0, Xo, W)—R(T, Xo, Vx, X0, W). Asi,
si T # W se sigue que

(Vxo R)(T, Xo, X0, W) = —R(Xo, W, T,V x,Xo) — R(Xo,T, W,V x,Xo)
= _R(X():Wv Ta VXOXO) + R(X()aVVvTa VX())(O)
= 0,
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y para T'= W se obtiene

(VXOR)(Wy XO;XO7W) = —R(W VX0X07X05W) - R(VV’ X07VXOX0’W)
= —2M€WQ(X07 VXOXO)
= 0.

Para finalizar la demostracién analizamos el caso en que T' = X;, W = Y;. En este
caso, si £ es cualquier campo de vectores se tiene que

vf(R(X27X07X07Yj)) - 07
R(VinaX(]aXO?}/}) = R(}/}7X07X0>V$Xi) = MEXOg(EG?v{XZ’)a
R(Xi, Xo, X0, VeYj) = Aex9(Xi, VeYj) = —Aexo9(Y), Ve Xy),

1
R(X;,VeXo,X0,Y;) = —R(Y},Xo0,X;,VeXo) = iR(Xo,Xi,Yj,VgXo),
R(X;, X0,VeXo,Y;) = R(Xo,X;, Y}, VeXo),

de donde se sigue que
3
(VeR)(Xi, Xo, X0, Y)) = (A= m)exog(¥j, VeXi) — 5 R(Xo, X3, Y, VeXo)
3 2
es decir,
(3.5.2) (VeR)(Xi, Xo, Xo,Yj) = (A — p) {€X09(Yj» VeXi) —g(Vi, VﬁXO)} :

Ademas,
Ve(R(Yij, Y}, Yj, Xo)) = 0,
R(v§ i ]7Y'>X0) = R(X07 'E ]7VEY;]) = MEYJg(XmeY;])
= —pey;9(Yij, VeXo),
R(Y;]a 7 J?vaO) = Agy]g( UﬂngO)
R( ’Ljav§ R ]7X0) = _R(X07 1]7VEY) R(Y Zj,Xo,ng)

R(Yij, Y}, VeYy, Xo) = R(Yj, Yij, Xo, VeYj),
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de donde se sigue que

3
(3.5.3)  (VeR)(Yi, Y3, Yj, Xo) = —(A = p)ey; 9(Yij, VeXo) — S R(Yj, Vi, Xo, VeYj).

i
Ahora, R(Y;,Y;;)Xo =Y R(Y},Yij, Xo, Xp)ex, Xi, y como
k=0

2
0,  sikAi,

2
g()\—,u) 9(Yi;,Yi5), si k=1,

2
se tiene que R(Y},Y;;)Xo = g()\ — [1)€x,Ey; Xi ¥, por tanto, (3.5.3) se transforma en

(VeR)(Yi5,Y;,Y;, X0) = —(A—p)ey;9(Yij, VeXo) — (A — n)ex ey, 9(Xi, VeYj)
= (A= wey, {ex00(Y}, VeXs) - 9(Vij, VeXo) }
Entonces, teniendo en cuenta (3.5.2) y esta ultima expresién concluimos que
(3.5.4) (VeR)(Xi, Xo, Xo,Y)) = ev;(VeR)(Yy5, Y, Y;, Xo).
Poniendo £ = X, la segunda identidad de Bianchi implica que
(Vxo R)(Yi5, Y}, Y), Xo) = (Vy,, R) (Y, Xo, Xo,Y) — (Vy, R)(Yij, Xo, Xo,Yj),

expresién que se anula por un argumento similar al utilizado anteriormente en el caso en
que T', W € E\(Yp). Por tanto, de (3.5.4) se obtiene que (Vx,R)(X;, Xo, Xo,Y;) =0, con
lo que finaliza la demostracién. O

3.6 Analisis de la condicion de Osserman en cada punto

Recordemos que una variedad se dice de Osserman en cada punto si el operador de Jacobi
tiene autovalores constantes en cada punto, pero estos autovalores pueden cambiar de un
punto a otro. Ndtese que si una variedad es de Osserman en cada punto y el operador de
Jacobi es diagonalizable con un tnico autovalor, entonces se cumple que R(x,y,y,z) =0
para cualesquiera vectores ortogonales x, y, z tangentes a la variedad. Esto implica que
la curvatura seccional es constante en cada punto de la variedad [N2]| y, por lo tanto,
una condicién de tipo Schur nos permite concluir que si la dimensién de la variedad
es estrictamente mayor que 2, y la variedad es conexa, entonces la curvatura seccional
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es constante y, como consecuencia, la variedad es Osserman. Si el operador de Jacobi
no es diagonalizable y tiene un unico autovalor, A, entonces trR, = (n — 1)A\e; y, por
tanto, p(z,x) = (n — 1)Ae, para cualquier vector arbitrario. Como toda variedad puntual
Osserman es de Einstein, se sigue que A es necesariamente constante para dim M = n > 3.

El siguiente caso a estudiar es aquel en que el operador de Jacobi tiene dos autovalores
distintos (que pueden cambiar de un punto a otro). En esta seccién mostraremos que,
en este caso, la condicién puntual de Osserman equivale a la condicién global siempre
que la dimension de la variedad sea estrictamente mayor que 4. Esto mostrard que en
dimensién mayor que cuatro las variedades de Osserman especiales en cada punto lo seran
globalmente. Notese que existen variedades de Osserman puntuales en dimension 4 que
no son variedades de Osserman [O]].

Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana. Asociadas al operador de Jacobi podemos
definir las aplicaciones f; dadas por

(3.6.1) fr(z,p) = g(x,x)k tr (Rg’ﬁ) , k=1,2,3,...

siendo p cualquier punto de M y z cualquier vector unitario tangente a la variedad en el
punto p. Noétese que la variedad es de Osserman en cada punto si y solo si las funciones
fr dependen sélo del punto p (para cualquier valor de k), mientras que el caracter global
de Osserman es equivalente a la constancia de todas las funciones fy.

Ademas, si una variedad es de Osserman en cada punto, entonces (3.6.1) implica que

(3.6.2) tr (RE) = fu(p)a(&, &)F
para cualquier vector £ tangente a la variedad, pues si € es no nulo, entonces & = Hé” es
_ 1
unitario, por lo que tr (RY) = fi(p)g (€,€), y como tr (RE) = ——tr RF) y también
( &) (&) ( £> ||€] |2+ ( 5)

- 1
g (§,§)k = Wg(ﬁ,f)k, se sigue que (3.6.2) se cumple para cualquier vector no nulo.

Ahora, si u es un vector nulo, considerando una sucesién {z,}qen de vectores no nulos
que aproxime a u, se cumple que tr (nga) = fr(p)g(za, 4)* para cualquier o € N, por lo

que tomando limites cuando o — 400 se sigue que (3.6.2) es cierta también para vectores
nulos.
A continuacién probamos el resultado fundamental de esta seccidn.

Teorema 3.6.1 Sea (M"™, g) una variedad semi—Riemanniana de Osserman en cada pun-
to. Se cumple que:

(i) sin # 2, entonces f1 es constante,

(i) sin # 2,4, entonces fa es constante.
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Demostracién. Teniendo en cuenta que tr(R¢) = p(§,€), la condicién (3.6.2) para k =1
implica que

(3.6.3) p(&:€) = filp)g(&,€),

siendo p cualquier punto de la variedad y £ cualquier vector tangente a la variedad en ese

punto. Entonces, si z, y son dos vectores tangentes a M, la relacién anterior aplicada al
vector = + y implica que p(z + v,z +y) = fi(p)g(z + y,z +y), de donde

p(x,x) + p(y,y) + 2p(z,y) = fr(p)g(z,z) + fr(p)9(y,y) + 2f1(p)g(z,y),

y de nuevo teniendo en cuenta (3.6.3) se sigue que p(z,y) = fi(p)g(z,y). Asi, p= fig,y

por tanto si n > 2 la funcién f; debe ser constante sobre la variedad, lo que prueba ().
Veamos ahora la demostracién de la condicién (i7). Fijamos un punto p € M y elegimos

{e1,...,e,} una base ortonormal del espacio tangente a M en p. La condicién (3.6.2) para

k = 2 implica que tr (Rg) = fa(p)g(&, €)? para cualquier vector £ € T, M, es decir,

n

(364) f2(p)g(£7§)2 = Z R(@i,f,f,ej)zé'ei&‘ej.

ij=1
Entonces, si z,y € T,M, la condicién (3.6.4) aplicada para el vector x + oy, con o = £1,
n
implica que fa(p)g(z + oy, z + oy)? = Z R(ej,x + oy, x + ay,ej)zseisej, de donde se

i,5=1
sigue que

2
fo(p) {g9(@.2) + 9y y) + 209, ) }

n
2
= Z {R(eia T, T, e]) + R(ei’ Y. Y, ej) + O'R(ei,l',y, e]) + O-R(el" Y, T, ej)} €eifej-
ig=1

Desarrollando esta expresion obtenemos

f2(p) {9(@, 2)? + 9. 1) + 4g(w.y)> + 29(x, 2)9(y, ) }

+40 f2(p) {g(:v, z) + 9(y, y)} 9(z,y)

n
=> {R(eu z,2,ej)* + Rei, y,y,¢5)* + Rlei, z,y,¢5)* + Rlej, z,y, ;)
ig=1
—|—2R(€i, z,T, ej)R(eia Y, e]) + 2R(ei7 z,Y, ej)R(eja €,Y, ei) } 667;56]'

n

+20 ) {R(ei,x,m,ej) + R(ei,y, v, €j)} : {R(ei,x,y,ej) + R(ejw,y,ev:)}&iéej,
ij=1
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y, sumando las expresiones que resultan al sustituir ¢ por 1 y —1, se sigue que

F2(0) {9(@, 2)? + 9(y,9)? + 4g(x,y)? + 29(x, 2)g(y,v) |

- Z {R(Bi,l’,x, ej)z + R(eia Y,Y, 6j)2 + R(eivxaya 6]')2 + R(€j7$7yv 61')2
i,j=1
+2R(€i7 €, T, ej)R(eiv v, Y, ej) + 2R(eia z,Y, €j)R(€j, z,Y, 67;) }661'56]"

Ahora, la condicién (3.6.4) para los vectores z e y hace que la expresién anterior se
transforme en

2£2(p) {92, 2)9(y, y) + 29(z,9)*}

n

= Z {R(€i7m7yaej)2 + R(ejaxvy7 ei)2
ij=1
+2R(€7j, €, T, 6j)R(ei7 vy, ej) + 2R(€7j, €,Y, ej)R(ej’ z,Y, ei) } 5ei56j;
n n
y, teniendo en cuenta que Z R(ej, z,y, 61)25@-5@]- = Z R(ei,x,y,ej)Zaeiae]., de la ex-

presién anterior se sigue que

F2(p) {9, 2)g(y, y) + 29(x,9)?}

n

= Z {R(@i, €, T, 6j)R(ei7 Y,Y, ej)
i,j=1
+R(ei,x,y,ej)R(ej, x,y, e;) + R(ei, x,y, ej)? } Ee;€e;-
Poniendo y = ey, multiplicando por €., y sumando en k =1,...,n, se obtiene
n
R0 g, 2)e0, + 29, e)? ) e,
k=1
n
(365) == Z {R(Cz‘,$,$,€j)R(€i,6k,ek,ej)
i7j7k:1

+R(ei, z, e, e5)R(ej, x, ex, €;) + R(ej, z, eg, ej)2 }561.56],6@,6,

y como
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n
Z R(Ci, T,T, ej)R(ei7 €k, €k, ej)seigejgek
1,3,k=1

n n
— Z R(@i,l‘,iﬂ, 6]) {ZR(ek‘v €, 6j7 ek‘)eek} 567;66]'

i,j=1 k=1

n
- Z R(ei7 X, T, €j)p(6l‘7 ej)EeiEej,

ij=1
y, por otra parte,
n n n
> {9@,0)ee, + 29w e bee, = D oglwa) +2) g(w, en)g(, er)ee,
k=1 k=1 k=1

= n9(37737)+29($795) = (n+2)g(x,x),

la expresién (3.6.5) se reduce a

fa(p)(n + 2)g(x, x)

n
= Z R<eiax7x7ej)p<eia€j)5eige]-
(3.6.6) )

n
+ Z {R(ei,x,ek,ej)R(ej,a:,ek,ei)+R(ei,m,ek,ej)Q}561,56].5%.
1,5,k=1

Ahora, como n # 2, por (i) la variedad es Einstein, con p = fi - g, y por lo tanto

n
S Rles, @, ¢;)p(es,¢5)eeice,

ij=1
n n
= Z R(ei,z,w,ej) fig(ei, ej)ee;€e; = ZR(% x,x,€)f1ge,
ij=1 i=1
= flp(m,a:) - f%g(.%',l‘),
por lo que (3.6.6) se transforma en
fa(p)(n +2)g(z, ) — fig(z, )
(3.6.7) "
= Z {R(x, eiej,ep)R(z, ej,e;,e,) + R(x, e, e;, ek)2} Eei€e;Cey-
i.j.k=1
Para simplificar esta tltima expresion consideramos la funcién bilineal simétrica

n
(3.6.8) Q(t,w) = Z R(t,ei,ej,ek)R(w,ei,ej,ek)seiaejsek.
ijik=1
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Por la primera identidad de Bianchi se tiene que

n
Z R(CE, €, ej? 6k)R($7 eja €, 6k)€ei56]~€ek
i?jvk:]-
n
= R(.YJ, €, €5, ek) { - R(€j7 €, T, ek) - R(ei7 xz, €y, ek)} geigejgek
1,7,k=1

n

n
S Z R(w,ei,ek,ej)R(x,ek,ei,ej)seisejsek + Z R(;Uveiyej,ek)QEeiEejEek
ijk=1 ijk=1

n
S Z R(z, e, er, e5) R(T, e, €i, €j)ee,Ee;€¢, + Q1 T),
y teniendo en cuenta que

n n
E R(xaeiaekvej)R(xaek7eivej)€€i56j€ek = Z R<$7ei7ejvek)R<$7ejaeivek)geigej'geky
i,5,k=1 i,5,k=1

se sigue que

- 1
(3.6.9) Z R(z, e, ej,er)R(T, €5, €;, €k )Ee;Ec;Ee), = QQ(x,x)
igk=1
Ademas,
(3.6.10) Z R(ac,ei,ej,ek)Qeeisejaek = Q(z, z).
ig,k=1

Entonces, utilizando las expresiones (3.6.9) y (3.6.10) en la condicién (3.6.7) obtenemos

fa(p)(n+2)g(z,x) — fig(x,z) = %Q(m,z) + Q(z,x), de donde
(3.6.11) Qz,z) = F(p)g(z, z),

siendo F' : M — R la funcién definida por

(3:6.12) F@) =5 (h@m+2) - 7). qe M

Entonces, si t,w € T,M, la condicién (3.6.11) aplicada al vector ¢ + w nos dice que
Qt+w,t+w) = F(p)g(t+w,t+ w), de donde

Q(t, 1) + Q(w,w) + 2Q(t, w) = F(p)g(t,t) + F(p)g(w, w) + 2F(p)g(t, w),
y de nuevo por (3.6.11) se sigue que

(3.6.13) Q= F(p)y,
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n
y por lo tanto ZQ(ei, ei)ee, = nF(p). Pero, por otra parte, por la definicién de 2 se tiene

=1
n

que ZQ(ei,ei)eei = Z R(ei,ej,ek,el)zaeieejeekael. Entonces, teniendo en cuenta la
i=1 ik l=1
expresion (3.6.13) se concluye que

1
(3.6.14) Q= ||,

n
. 2 2
siendo ||R||* = Z R(ei, e, er,€1) Ce;€e;E¢;,E¢,-
ik l=1
Derivando directamente la expresién (3.6.8) obtenemos

=) { > {(VebR)(eayeu€j76k)R(6b7€i,ej7€k)

A7j7k:1

+R(eq, €i, €, k) (Ve, ) (€, €i, €5, €k) }€ei€ej€ek} Eey

n
== Z (vebR)(eav €, ejv ek)R(eba €, eja 6k)56i86j€ek56b

i,j,k,b=1
n n
+ Z {R(ea,ez,e],ek Eei€e;Eey, (Z eb,ei,ej,ek)seb> }
ij,k=1 b=1
Por la segunda identidad de Bianchi se tiene que
n n
Z(VebR)(eba €, €5, ek)geb = Z(V%R)(ej’ €k, €b, ei)geb
b=1 b=1

{—(Ve] R)(€k7 €p, €p, 62) - (vekR)(ebv €5, €p, el)} €eb

)(eba €i, €k, eb)Eeb + Z(vekR)(eba €i, €5, eb)geb
b=1

= —(Ve,p)(eier) + (Vepp)(eire5),

y por lo tanto esta expresién debe anularse (pues el tensor de Ricci es paralelo por ser la
variedad de Einstein). Entonces, se sigue que

I

|
N
4

n

n
(3.6.15) Z Ve, ) (eas€p)ee, = Z (VebR)(ea,ei,ej,ek)R(eb,ei,ej,ek)seieejeekseb.
b=1 i k,b=1
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De nuevo por la segunda identidad de Bianchi se tiene que

n
Z ea7 ei? €j7 ek)R(e(H eiu ej7 ek)geigej- Eek €€b
/L?J7 7b:1
n
- Z { )(6276b7€]76]€) (VEiR)(elhea?ej?ek)} R(€b7€i7€j7ek)€ei€8jgek€€b
i,7,k,b=1
n
= Z e'meb7ejaek)R(eiaebaej7ek)56i€€j€€k56b
Z7J7 7b:1
n
Z VEZR €a, €b, €5, ek‘)R(eia €p, €5, Ck)eeigejgekﬁeb,
7]7k7b 1
Yy como

n
Z VezR €a;€h; €5, ekz)R(eia €p, €5, ek)geigejgekfeb
1’7.7’ ’b 1

n
Z vebR €a, €5, €4, ek‘)R(eba €, €4, 6k)5ei56j56k56b
Z7J7 7b 1

la expresién (3.6.15) se reduce a

por lo que la expresién anterior se transforma en

n

1
(3.6.16) >_(Va)(earep)ee, = 7 Ve, || B[
b=1

Ademis, de (3.6.14) se obtiene que Z(VebQ)(ea,eb)aeb = Zg €a,€b)Ee, Veo||RII%, ¥

b=1 M=
por lo tanto

n 1
(3.6.17) > (Ve D(easer)ee, = Ve || R,
b=1
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Entonces, como n # 4, las expresiones (3.6.16) y (3.6.17) implican que V,||R||> = 0
para a = 1,...,n, por lo que ||R||? debe ser constante. Esto permite concluir que fa es
constante, pues de (3.6.13) y (3.6.14) se sigue que

1 3
= (2R 2 2)
£al0) = 5 (51 BIP + 72)).
finalizando asi la demostracién del teorema. O

Teorema 3.6.2 Sea (M, g) una variedad semi-Riemanniana conexa de dimension mayor
que 4. 51 M es de Osserman en cada punto, con exactamente dos autovalores distintos,
entonces la variedad es de Osserman.

Demostracién. Como la dimensién de la variedad es estrictamente mayor que 4, el
teorema anterior implica que las funciones f; y fo son constantes. Ahora, teniendo en
cuenta que los operadores de Jacobi R, son autoadjuntos, de [O, pdg. 260] se sigue lo
siguiente: si R, tiene dos autovalores complejos z = a + i y Z = « — i3, entonces
trR, = (n — Da(p) v tr(R:)? = (n — 1)(a(p)? — B(p)?), donde n = dim M vy, por
tanto, a, ( son constantes, de donde se sigue que z y Z son constantes sobre M. Si los
autovalores son reales, A y p con multiplicidades m, y m,, respectivamente, entonces
trRy = A(p)my + p(p)my y tr(Ry)* = Ap)?m + p(p)*m,, (independientemente de que
R, sea o no diagonalizable), de donde se sigue la constancia de A y p sobre la variedad. O

Notese que existen variedades en dimensién 4 que son de Osserman en cada punto pero
que no son de Osserman. M4és concretamente, una variedad casi Hermitica (M, g, J) se
llama espacio complejo generalizado si su tensor curvatura R esta dado por R = fRO+hR”,
donde f y h son funciones diferenciables sobre la variedad. Es inmediato comprobar que
un espacio complejo generalizado es una variedad de Osserman en cada punto (y por
tanto verifica los Axiomas 1 y 2 en cada punto). Sin embargo, existen espacios complejos
generalizados de dimensién 4 que no son variedades de Osserman [Ol].



Capitulo 4

Autoespacios del operador de
Jacobi

4.1 Introduccién

El resultado principal del capitulo anterior (Teorema 3.0.1) pone de manifiesto que, ademds
de ciertos casos excepcionales estudiados en §3.5, las variedades de Osserman especiales
se pueden agrupar en cuatro familias:

e variedades Kéahler indefinidas de curvatura seccional holomorfa constante,
e variedades para—Ké&hler de curvatura seccional paraholomorfa constante,
e variedades cuaterniénicas Kahler de curvatura seccional cuaterniénica constante y

e variedades paracuaterniénicas Kéahler de curvatura seccional paracuaternionica cons-
tante.

Vemos, pues, la importancia de la constancia de las funciones curvatura que aparecen
en los distintos casos. Este hecho motiva el estudio de tal propiedad y, méas concreta-
mente, la obtenciéon de una caracterizacién de dicha constancia a partir de la existencia
de autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi. En este sentido cabe senalar
que Nomizu obtiene una caracterizacion de la constancia de la curvatura seccional holo-
morfa de una variedad Ké&hler (con métrica definida positiva) mediante la existencia de
un autoespacio distinguido asociado a cada operador de Jacobi. Mds concretamente, si
(M, g,J) denota una variedad Kéhler, en [N1] se prueba que la curvatura seccional holo-
morfa es constante si y sélo si para cada vector z, Jx determina un autoespacio asociado
al operador de Jacobi R,.

Puesto que la existencia de métricas semi—-Riemannianas permite distinguir entre vec-
tores espaciales, temporales y nulos, se plantea el problema de estudiar la condicién ante-
rior de forma separada, es decir, para operadores de Jacobi asociados a vectores espaciales,

121
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temporales y nulos. Las variedades Kéahler indefinidas, asi como la familia més general de
variedades casi Hermiticas indefinidas, y las variedades cuaterniénicas Kéhler indefinidas
han sido muy estudiadas, obteniéndose caracterizaciones en la linea del resultado de No-
mizu (véanse [BR|, [BCGH], [BCGHM], [PS] y [GV]).

Centrandonos en el marco de la geometria paracompleja, recientemente hemos anali-
zado el caso de variedades para—Kéahler, obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1 [GHV, Lema 3] Sea (M, g,J) una variedad para—Kdhler y p € M. La
curvatura seccional paraholomorfa es constante en el punto p si y sélo si se cumple una
cualquiera de las condiciones siguientes:

(i) Para cada vector espacial x € TyM, Jx es un autovector para el operador de Jacobi
R, (es decir, Ry(Jx) ~ Jz).

(i1) Para cada vector temporal y € T,M, Jy es un autovector para el operador de Jacobi
R, (es decir, Ry(Jy) ~ Jy).

111) Para cada vector nulo uw € T, M, Ju es un autovector para el operador de Jacobi R,
P
con autovalor asociado cero (es decir, R, (Ju) =0).

Noétese que la condicién correspondiente a vectores nulos es mas restrictiva que las
obtenidas en el caso de vectores espaciales o temporales. Este hecho motiva el estudio de
una clase de variedades para—Kahler méas amplia que la correspondiente a las variedades
de curvatura seccional paraholomorfa constante, que definimos de la forma siguiente.

Definicién 4.1.1 Una variedad para—Kdhler (M, g, J) se dice isotrdpica si para cualquier
vector nulo u tangente a M se cumple que Ju es un autovector del operador de Jacobi R,

(es decir, Ry(Ju) ~ Ju).

En [GHV] (véase también [Vz|) hemos puesto de manifiesto la existencia de variedades
para—Kéahler isotrépicas cuya curvatura seccional paraholomorfa no es constante. Asi, el
producto de variedades para—Kéhler M;(c) x Ma(—c) de curvatura seccional paraholomorfa
constante ¢ y —c, respectivamente, proporciona una familia de ejemplos de variedades
isotrépicas cuya curvatura seccional paraholomorfa no es constante (siendo ¢ # 0). Otros
ejemplos de interés seran los proporcionados por el fibrado tangente T'M a una variedad
para—Kahler (M, g, J) de curvatura seccional paraholomorfa constante equipado con el le-
vantamiento completo (gc, J C) de la estructura para—Kéahler. En este punto es importante
notar que la condicién de isotropia anterior define una clase invariante conforme dentro
de las variedades casi para—Hermiticas (Ejemplo 4.7.4). Como consecuencia, abordaremos
el estudio de esta propiedad en el &mbito mas general posible de las variedades casi para—
Hermiticas.

Por dltimo, nos planteamos también un estudio andlogo para la ultima familia que
proporcionaba el Teorema 3.0.1: las variedades paracuaterniénicas Kahler. En este caso
mostraremos que la condicién de isotropia no amplia la familia de variedades con curvatura
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seccional paracuaternionica constante (si la dimensién es > 8), por lo que nos limitamos a
obtener una caracterizacion de la constancia de dicha curvatura por medio de la existencia
de autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi, distinguiendo entre vectores
espaciales, temporales y nulos.

El capitulo esta organizado de la forma siguiente. En la seccién 4.2 recordamos algunos
conceptos basicos necesarios para el andalisis de las variedades casi para—Hermiticas. En
84.3 nos centramos en el estudio de las variedades casi para—Hermiticas de curvatura sec-
cional paraholomorfa constante. Obtenemos la expresién del tensor curvatura de estas va-
riedades, generalizando la correspondiente a variedades para—K&ahler. Ademads, probamos
un criterio para la constancia de la curvatura seccional paraholomorfa (cf. Teorema 4.3.1),
en la linea de los obtenidos en otro tipo de variedades como indicamos anteriormente. El
Teorema 4.3.1 sugiere el estudio de la condicién de isotropia en el caso de variedades casi
para—Hermiticas, lo que hacemos en las dos secciones siguientes. Asi, en §4.4 obtenemos
la expresion del tensor curvatura de las variedades pertenecientes a esta nueva clase vy,
utilizando esa expresion, en la seccién 4.5 demostramos un resultado de clasificacién local.
En la §4.6 estudiamos dos problemas de acotacion de la curvatura seccional paraholomorfa,
mostrandose que dicha curvatura estd acotada en un punto si y solo si es constante en
dicho punto. En la seccién 4.7 se analizan diversos ejemplos que confirman la necesidad
del estudio realizado y que, a su vez, muestran la necesidad de las condiciones impuestas
en las secciones anteriores. Estos resultados se encuentran resumidos en [BCGHV1]. Por
ultimo, en §4.8 estudiamos las variedades paracuaterniénicas Kahler de dimensién > 8,
caracterizando la constancia de la curvatura seccional paracuaterniénica y mostrando que
dicha constancia es equivalente a la condicién de isotropia.

4.2 Variedades casi para—Hermiticas. Preliminares

En la primera parte del Capitulo 2 de esta memoria (subseccién 2.1.2) hemos introducido
las variedades casi para—Hermiticas y, como caso particular, las variedades para—Kahler,
analizando algunos aspectos de la curvatura de estas ultimas. En esta seccién recordamos
las definiciones béasicas que necesitaremos en lo que sigue.

Una variedad casi para—Hermitica es una variedad diferenciable casi simpléctica (M, §2)
cuyo fibrado tangente se descompone en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos,
TM = L ® L'. Equivalentemente a esta descomposicion, existe un campo de tensores de
tipo (1,1) sobre la variedad, J = w; — 7/, donde 7z, (resp., mz/) denota la proyeccién
sobre L (resp., sobre L'), tal que J2 = Id. Ademés, como L y L' son Lagrangianos, se
tiene que

QUJX,JY) = —Q(X,Y)

para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M. Por tanto, g(X,Y) = Q(X,JY)
define un campo de tensores de tipo (0,2) simétrico y no degenerado sobre M (ya que
Q™ #0). Se comprueba facilmente que g es una métrica semi—Riemanniana de signatura
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(n,n) y, ademaés,

para cualesquiera X, Y campos de vectores en M.

Por lo tanto, identificaremos una variedad casi para—Hermitica con un triple (M, g, J),
donde g y J son una métrica semi—-Riemanniana y una estructura casi paracompleja,
respectivamente, verificando la relacién anterior.

Un caso particular de especial importancia se presenta cuando la 2—forma €2 es cerrada
y los subfibrados L y L’ son involutivos. Entonces, la variedad se llama para—Kadhler y esté
caracterizada, equivalentemente, por la condicién V.J = 0, donde V denota la conexion de
Levi Civita asociada a la métrica g. Las variedades para—Kéhler constituyen la clase més
estudiada de variedades casi para—Hermiticas. (Para més detalles sobre el estudio de estas
variedades pueden consultarse, ademads del apartado 2.1.2 de esta memoria, las referencias
[CFG], [GM1], [GHV] y [Vz]).

Un plano 7 se dird paraholomorfo si es invariante por J (es decir, J& C 7). La curvatura
seccitonal paraholomorfa, H, se define como la restriccién de la curvatura seccional a planos
paraholomorfos no degenerados, es decir,

R(z, Jz, Jx, x)

(4.2.1) H(m) = e Jo) — o(e.2)

5

Finalmente recordemos que, generalizando las propiedades del tensor curvatura de una
variedad para—Kahler, se define una funcidn curvatura para—Kdhler como una aplicacion
multilineal F', sobre un espacio vectorial para—Hermitico (V, (, ), J), verificando:

F z,Y,z,w _F(y7$72aw> = _F(xvyawaz)a

= F(Z’U)?xvy))

(

(4.2.2) ey,
(
(

)

)
F(z,y,z,w) + F(y, z,z,w) + F(z,2,y,w) = 0,
F(z,y,Jz,Jw) = F(Jzx,Jy, z,w) = —F(x,y, z,w)

para cualesquiera z,y,z,w € V. Ademds, el tensor curvatura asociado, F', viene dado

por (F(z,y)z,w) = F(z,y,z,w). Si F' cumple sdlo las tres primeras condiciones decimos
entonces que es una funcion curvatura sobre V.

4.3 Constancia de la curvatura seccional paraholomorfa

El objetivo de esta seccién es, en primer lugar, obtener un criterio para la constancia
puntual de la curvatura seccional paraholomorfa mediante el andlisis de la existencia de
autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi y, en segundo lugar, determinar
el tensor curvatura de una variedad casi para—Hermitica de curvatura seccional para-
holomorfa puntualmente constante. Finalmente, utilizando la expresién obtenida para el
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tensor curvatura, estudiamos la relacién existente entre la constancia puntual y local de
la curvatura seccional paraholomorfa. Comenzamos con el siguiente teorema:

Teorema 4.3.1 Sea (M,g,J) una variedad casi para—Hermitica y p € M. La curvatura
seccional paraholomorfa es constante en el punto p si y solo si se cumple una de las
siguientes condiciones:

(1) Ry(Jz) — JRju(z) ~ Jz, para cualquier vector espacial x € T,M,
(1t) Ry(Jy) — JRy(y) ~ Jy, para cualquier vector temporal y € T,M,
(117) Ry(Ju) — JRy,(u) =0, para cualquier vector nulo u € T,M,

donde ~ significa “es proporcional a”.

Demostracién. Introducimos las funciones G y L definidas por

(4.3.1) G(z,y) = 2R(z,Jz,Jy,x)+2R(z, Jz, Jx,y),

(43.2) L(z,y) = 2R(z,Jx,Jy,y)+2R(z, Jy, Jx,y)
4.3.2
+R(x, Jy, Jy,x) + R(y, Jz, Jx,y),

a partir de las cuales se obtiene la expresion

R(\x + py, J(Ax + py), JOx + py), Az + py) = N2uG(x,y)

(4.3.3)
PGy, x) + NP L(z,y) + X R(z, Jz, Jo,z) + p*R(y, Jy, Jy,y),

donde A, u € R.

En primer lugar mostraremos la necesidad de (7). Sea z un vector espacial tangente a la
variedad en el punto p y tomemos cualquier vector no nulo y ortogonal a . Considerando
numeros reales no nulos A, p tales que z = Az+ py es un vector no nulo, si la curvatura sec-
cional paraholomorfa es constante en p, con valor ¢, entonces R(z, Jz, Jz, z) = —cg(z, ).

Asi, de (4.3.3) se obtiene que
2 2 2 4 4
—c (Ng(z,2) + w2g(y,y)) = MRz, Jz,Jw,2) + 'Ry, Iy, Jy.y)
NG (2, y) + MGy, ©) + N p* Lz, y),

y teniendo en cuenta que R(x, Jz, Jz, 1) = —cg(x, )%, R(y, Jy, Jy,y) = —cg(y,y)?, de la
expresién anterior se sigue que

NuG(z,y) + N (L(z,y) + 2q(x, 2)g(y,y) ) + MGy, ) =0,
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lo que implica que G(z,y) = 0. Entonces, de (4.3.1) se sigue que
0 = R(z,Jz,Jy,z)+ Rz, Jz, Jx,y)
= R(Jzx,z,z,Jy) + R(z, Jz, Jz,y)
= 9(Re(Jz), Jy) + 9(Ryu(z),y)
= 9(=JR:(Jx) + Ryu(2),y),
lo que prueba que —J Ry (Jx)+ Rz (x) ~ x, o lo que es lo mismo, Ry (Jx)— JRjz(x) ~ Jx.

Reciprocamente, supongamos que se cumple (7) y probemos que la curvatura seccional
paraholomorfa es constante en el punto p. Sean entonces x, y dos vectores ortonormales
tangentes a M en p, verificando que g(z,z) = 1 = —g(y,y). Eligiendo A\, g nimeros
reales no nulos tales que A2 > 2, se tiene que z = Az 4+ py es un vector espacial y
w = pr + Ay es un vector temporal ortogonal a z. Entonces, la condicién (i) implica
que g(R,(Jz) — J(Rj.(2),Jw) = 0y, por lo tanto, R(z,Jz, Jw, z) + R(z,Jz, Jz,w) = 0.
Equivalentemente,

R(Az+py, J(Av+py), J (pae+Xy), Av+py)+R(Az+py, J(Az+py), J(Az+py), pr+Ay) = 0.
Desarrollando esta tltima expresion obtenemos
0 = M\ {R(:c, Jz, Jy,z) + R(x, Jx, Jz, y)}
+ut {R(y, Jy, Ja,y) + R(y, Jy, Jy.z)}
+3\2 12 {R(l‘, Jx,Jz,y) + R(z, Jy, Jy,y) + R(z, Jy, Jx,x) + R(y, Jx, Jy, y)}
+A3u {R(:E, Jy,Jy,x) + R(y, Jx, Jx,y) + 2R(y, Jz, Jy,z) + 2R(x, Jx, Jy, y)
+2R(x, Jx, Jx, ) }
+au? {R(:U, Jy,Jy,x) + R(y, Jx, Jx,y) + 2R(x, Jy, Jx,y) + 2R(y, Jy, Jz, x)

+2R(y, Jy, Jy,y) }

Como todos los coeficientes en esta expresién deben ser nulos, si consideramos los
correspondientes a A3y y Au?, y los restamos, se tiene que R(x, Jx, Jz,x) = R(y, Jy, Jy, ).
Esto muestra que H(x) = H(y) para cualesquiera vectores ortonormales z, y tales que
9(z,x) = —g(y,y).

Para mostrar la constancia de la curvatura seccional paraholomorfa en el punto p
procedemos de la siguiente forma. Sean 7, = ({z,Jx}), my = ({y, Jy}) dos planos para-

holomorfos no degenerados en T,,M. Podemos suponer que x e y son vectores espaciales.
Si ({x,y}) es un subespacio no degenerado, elegimos un vector temporal z € ({z,y})* y
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consideramos el plano paraholomorfo no degenerado 7 = ({z,Jz}). Como z, z son vec-
tores ortonormales y, ademds, g(x,z) = —g(z, z), se sigue que H(m,) = H(m). De forma
analoga se tiene que H(my) = H(w) y, asi, H(n,) = H(m,). Analicemos ahora el caso en
que ({z,y}) es degenerado. Tomemos un vector espacial unitario z en el subespacio (y)=*
y consideremos la sucesién {z, }aen de vectores espaciales unitarios dada por

Ty = [14—12—#2}1/2 {x—i-ag(l)z}, sig(z,z) #0,

a?g(x,2)?  « x,z
11712 1

To = [1 + 2] {x + z}, sig(x,z) =0.
« «

Ahora, se sigue que ({z,,y}) es no degenerado para cualquier @ € N. Por tanto,
H(my) = H(m,,) para cualquier o € N y, tomando limites cuando o — +o00, se obtiene
que H(my) = H(m;), lo que prueba que la curvatura seccional paraholomorfa es constante
en el punto p.

La equivalencia entre (ii) y la constancia de H en p se obtiene de forma similar.
Para finalizar la demostracién, analizamos la condicién (iii). Si la curvatura seccional
paraholomorfa es constante ¢ en el punto p, (i) y (i¢) se cumplen y, entonces,

(4.3.4) Ry (Jx) — JRj(x) = N J
para cualquier vector no nulo € T,M y para algtin valor A\, € R. Se tiene asi que
Aeg(Ja, Jx) = g(Ra(Jx) — JR (), J)
= R(Jz,z,z,Jzx)+ R(x,Jx, Jz,x)
= 2R(z,Jz,Jz,x)
= —2cg(z, )%,
de donde se sigue que A\, = 2cg(z,x). Entonces, (4.3.4) se transforma en
(4.3.5) R, (Jz) — JRjx(2) = 2¢cg(z, x) ],

expresion valida para cualquier vector no nulo x € T,,M.
Si u es un vector nulo tangente a M en p, tomamos un vector  no nulo ortogonal a u
1
y definimos x, = —x + u. Asi, la sucesién {z, }aen €s una sucesién de vectores no nulos

que aproximan al gector nulo u y, por tanto, Ry (Jza) — JRjz, (Ta) = 2¢9(Ta, Ta)JTa S€
cumple para cualquier a € N. Finalmente, tomando limites cuando o« — 400 se obtiene
que Ry (Ju) — JRjy(u) = 0, lo que prueba la necesidad de (7it).

Reciprocamente, si se cumple (iii), elegimos x, y vectores unitarios ortogonales de tal
forma que g(z,x) = —g(y,y). Como = £ y son vectores nulos, (zi¢) implica que

0 = Rury(J(x+y) = JRj@ry)(®+y)
- Rw*y(J(i’? - y)) - JRJ(J:—y) (l‘ - y)a
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y, por tanto,

0 = RJ(z+vy),z+y,z+y,J(z—vy)+Rx+y Jx+y),J(x+y),z—y)
= R(J(z—y)z—yz—y J@+y)+Ra—-y,Jz—-y),J(-y)z+y).

Utilizando estas expresiones es facil comprobar que R(z, Jz, Jz,x) = R(y, Jy, Jy,y).
Asi, hemos probado que H(x) = H(y) siempre que z e y son vectores ortonormales tales
que g(z,z) = —g(y,y), por lo que la demostracién se concluye igual que en (7). O

Notese que el resultado del Teorema 4.3.1 se reduce al Teorema 4.1.1 en el caso particu-
lar de variedades para—Kahler. Por otra parte, puede darse una interpretacion geométrica
de las condiciones (i) y (i¢) de la forma siguiente. Diremos que una variedad casi para—
Hermitica satisface el azioma de las esferas paraholomorfas (resp., de los planos paraholo-
morfos) en un punto p € M si, para cualquier subespacio paraholomorfo 2-dimensional
no degenerado V' del espacio tangente a M en p, existe una subvariedad paraholomorfa
totalmente umbilica (resp., totalmente geodésica), S, cuya curvatura media es paralela,
que pasa por el punto p, de tal forma que 7,5 = V.

Ahora, como aplicacién directa del Teorema 4.3.1 y procediendo de forma andloga a
[GN, Teor. 3, 4], tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.3.1 Sea (M,g,J) una variedad casi para—Hermitica. Si M satisface el
azioma de las esferas paraholomorfas (resp., de los planos paraholomorfos) en un punto
p € M, entonces la curvatura seccional paraholomorfa es constante en p.

Demostracién. Comenzamos recordando que si V y V denotan las conexiones métricas
en M y S, respectivamente, entonces la segunda forma fundamental B esta definida por
la expresién VxY = VxY + B (X,Y), para cualesquiera campos de vectores X, Y en S
[YK]. Ademsds, se define el operador de Weingarten asociado a cada vector normal £ como
Vx& =TeX + V&, de forma que se cumple la relacién g(Tz X,Y) = —g(B(X,Y),€). Por
ultimo, el vector curvatura media, H, es el campo de vectores normal definido por medio

1
de la condicién g(H, &) = -tr(T¢), para cualquier campo de vectores £ normal a S.

Si R denota el tensor curvatura de M, la ecuacion de Codazzi establece que la compo-
nente normal de R(z,y)z se expresa como

(4.3.6) (R(z,y)2)" = (VaB)(y, 2) — (VyB)(x, 2),

siendo z, y, z vectores tangentes a la subvariedad en p.

Sea x € T, M un vector no nulo arbitrario y denotemos por 7 el plano paraholomorfo no
degenerado determinado por {x, Jx}. Sise cumple el axioma de las esferas paraholomorfas
en p, debe existir una subvariedad S totalmente umbilica con curvatura media paralela que
pase por p, de tal forma que 7,5 = 7. Por ser S totalmente umbilica la segunda forma fun-
damental estd en la direccién del vector curvatura media (B(z,y) = g(z,y)H) y, por tanto,
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la ecuacién de Codazzi (4.3.6) se escribe como (R(z,y)z)* = g(y,2)VyH — g(x,2)Vy H,
de donde se sigue que (R(Jz,z)r — JR(x,Jx)Jz)* = g(z,2)(VE H + JVEH). En-
tonces, como el vector curvatura media es paralelo, esta ultima expresiéon implica que
Ry(Jx) — JRjz(x) ~ Jz, por lo que el resultado se sigue del Teorema 4.3.1. (En el caso
del axioma de los planos paraholomorfos el resultado se obtiene de forma similar a la ante-
rior utilizando (4.3.6), teniendo en cuenta que, en este caso, la segunda forma fundamental
es nula por ser la subvariedad S totalmente geodésica). O

La constancia de la curvatura seccional paraholomorfa ha sido estudiada previamente
en [GM1] y [GHV] en el marco de las variedades para—Ké&hler (véase también [CFG]).
La particularidad esencial de las variedades para—Kahler esta ligada al hecho de que la
estructura paracompleja es paralela con respecto a la conexion de Levi Civita y, como
consecuencia, el tensor curvatura verifica las identidades

(4.3.7) R(X,Y,JZ,JW) = R(JX,JY,Z,W) = —R(X,Y, Z,W)

para cualesquiera campos de vectores X, Y, Z, W sobre la variedad (es decir, R es un
tensor curvatura para—Ké&hler). Aunque estas identidades no son vélidas, en general, para
el tensor curvatura de una variedad casi para—Hermitica, es posible construir una funcién
curvatura para-Kahler, R’, de la forma siguiente:

R(X,Y,Z,W) = 3R(X,Y,Z,W)—-3R(X,Y,JZ,JW)—-3R(JX,JY,Z W)
+3R(JX,JY,JZ, JW) - R(X,Z,JY,JW) - R(JX,JZ,Y,W)
+R(X, W, JY,JZ)+ R(JX,JW,Y,Z) — R(X,JW,JY, Z)
—R(JX W)Y, JZ)+ R(X,JZ,JY, W)+ R(JX,Z,)Y,JW).
El significado de R’ queda reflejado en el siguiente teorema:

Teorema 4.3.2 Sea (M,g,J) una variedad casi para—Hermitica. Entonces, la curvatura
seccional paraholomorfa es constante ¢ en un punto p € M si y solo si

R = 4cF,
en el punto p, donde Fy es la funcion curvatura dada por
Fo(z,y,z,w) = g(y, 2)g(x, w) — gz, 2)9(y, w) + g(Jz, 2)g(Jy, w)
—9(Jy, 2)g(Ja,w) + 29(J 2, y)g(J 2, w).

Demostracién. Después de bastantes célculos (aunque sencillos) se comprueba que R’/
verifica (4.2.2). Ademas, si la curvatura seccional paraholomorfa en p es constante en-
tonces, como R/(z, Jx, Jx,z) = 16R(x, Jx, Jz, x) para cualquier vector z, se sigue que la
curvatura seccional paraholomorfa de R’ es también constante en el punto p, e igual a 16
veces la de R. Ahora, la demostracién se completa como en [GM1]. (Nétese que en la
demostracién de [GM1, Cor. 3.5] sélo se utilizan las propiedades (4.2.2)). O
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Observacion 4.3.1 Teniendo en cuenta el resultado que proporciona el teorema anterior,
es importante observar que en el caso particular de variedades para—Kéahler la curvatura
seccional paraholomorfa determina la curvatura. Sin embargo, este resultado no es vélido
para variedades casi para—Hermiticas arbitrarias, ni siquiera cuando la curvatura seccional
paraholomorfa sea nula (cf. Ejemplo 4.7.2).

En la dltima parte de esta seccion obtendremos una condicién equivalente a la validez
del lema de Schur. Para ello, en primer lugar introducimos dos campos de tensores de
tipo (0,2) derivados del tensor curvatura. Uno de ellos es el tensor de Ricci usual,

(4.3.8) p(X,)Y)=tr{Z— R(Z,X)Y},
y el segundo es el tensor *-Ricci, definido por
(4.3.9) p"(X,)Y)=tr{Z+— —JR(Z,X)JY}.

Ahora, si 7 y 7* denotan la curvatura escalar y la curvatura *—escalar, respectivamente,
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.3.3 Sea (M?",g,.J) una variedad casi para—Hermitica de curvatura seccional
paraholomorfa puntualmente constante. Entonces, H es constante en M si y solo si la
curvatura escalar T — 31* es constante en M.

Demostracién. Como R’ = ¢(p)Fj en cualquier punto p € M, debe cumplirse que
(4.3.10) 7 = ¢(p)T0,

donde 7" y 79 denotan la curvatura escalar de las funciones curvatura R’ y Fy, respecti-
vamente. A continuacién calculamos estas curvaturas escalares. Para ello, consideremos
{e1,...,en,Je1, ..., Jen} una base ortonormal de T,M. Si p' denota el tensor de Ricci
asociado a R/, se tiene que

(4.3.11) — 2861{ (eise;) — p'(Jes, Je;) } = 22561 (€5, €i).
Ahora,
(€1, ;) Z Eex { (ex, €, e ex) — R (Jey, e, e, Jek.)}
y, utilizando la primera 1dent1dad de Bianchi, de la definicién de R’ se sigue que
R'(ek, e, e ex) = 3R(eg, e, e, er) + R(Jeg, e, e, Jeg)
+R(ek, Jei, Jes, ex) + 3R(Jey, Je;, Jes, Jey,)
—10R(eg, €i, Jei, Jer) + 2R(J ek, e;, Je;, ex),
R'(Jeg,ei e, Jex) = Rleg, e, e er)+ 3R(Jeg, e, e, Je)
+3R(ex, Jei, Jei, er) + R(Jey, Je;, Je;, Jey)
+2R(ek, €i, Je;, Jex) — 10R(Jex, e;, Je;, ex),
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por lo que la expresién anterior se transforma en
n
pleie) = 2> e {R(ek, e, €i, ex) — R(Jeg, e, e, J@k)}
k=1
n
-2 Z Eey {R(ek, Jei, Jei, ek) - R(Jek, Jel-, Jel-, Jek)}
k=1

—12 Z Ee {R(ek, e, Je;, Jex) — R(Jeg, e, Jei, ek)} )
k=1

Esta expresion implica que p/(e;, e;) = 2 {p(ei, ei) — p(Jei, Je;) — 6p*(e;, ei)} y, por tanto,
de (4.3.11) se obtiene que

(4.3.12) 7' =4(r — 31%).

n
Por otra parte, teniendo en cuenta que 7y = 22 ge;p0(€i, €i), como el tensor de Ricci
i=1
po asociado a Fjy cumple que po(e;, ;) = €¢,(2n + 2), se obtiene que

(4.3.13) 0 = 4n(n +1).

Finalmente, utilizando las expresiones (4.3.12) y (4.3.13) en (4.3.10) se obtiene que
T — 37" = ¢(p)n(n + 1), de donde se sigue el resultado. O

4.4 Variedades isotrépicas. Expresion del tensor curvatura

El Teorema 4.3.1 pone de manifiesto el distinto comportamiento de los vectores nulos
en relacién a los vectores espaciales y temporales en la caracterizaciéon de la constancia
de la curvatura seccional paraholomorfa. Motivados por este hecho, a continuacién in-
troducimos las variedades isotrépicas. Esta seccién se dedica al estudio de esta clase de
variedades, obteniendo una expresién para el tensor curvatura de las mismas, estudio que
serd completado en la seccién 4.5 con un resultado de clasificacién local.

Definicién 4.4.1 Sea (M, g,J) una variedad casi para—Hermitica. Diremos que M es
1sotropica si para cualquier vector nulo u tangente a la variedad se cumple que

(4.4.1) Ry (Ju) — JRyu(u) = cyJu

para algun nidmero real c,.
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Observacion 4.4.1 El resultado del Teorema 4.3.1 es valido para cualquier funcién cur-
vatura definida sobre un espacio vectorial para—Hermitico (nétese que en la demostracion
de dicho teorema sdlo se utilizan las tres primeras propiedades en (4.2.2) del tensor cur-
vatura de la variedad). Este hecho serd importante en el momento de determinar la
curvatura de las variedades casi para—Hermiticas isotrépicas (cf. Teorema 4.4.1). Nétese
también que una variedad casi para—Hermitica tiene curvatura seccional paraholomorfa
puntualmente constante si y soélo si es isotrépica con ¢, = 0 para cualquier vector nulo
u tangente a la variedad. En la seccién 4.7 mostraremos que la clase de variedades casi
para—Hermiticas isotropicas es estrictamente mas amplia que la de variedades casi para—
Hermiticas de curvatura seccional paraholomorfa constante (cf. Ejemplo 4.7.3).

Comenzamos probando que el cardcter isotropico de una variedad casi para—Hermitica
es equivalente a la anulacion de la restriccion del tensor curvatura de la variedad a planos
paraholomorfos degenerados. Este hecho es una condicién necesaria para la posible ex-
tension con continuidad de la funcién curvatura seccional paraholomorfa a toda la Grass-
manniana de 2—planos paraholomorfos. Para ello necesitamos el siguiente resultado:

Lema 4.4.1 Sea (M?",g,J) una variedad casi para—Hermitica, y consideremos un vector
nulo u tangente a la variedad y un vector & en (Ju)*. Si se verifica que g(&,v) = 0 para
cualquier vector nulo v € (Ju)™, entonces existe un nimero real X tal que & = A\Ju.

Demostracién. Escribiendo el vector nulo u de la forma u = k(z + y), con k € R,

siendo z, y vectores ortonormales tales que g(x,z) = 1 = —g(y,y), podemos considerar
una base ortonormal de la forma {Jx,as,...,an, Jy,ba,..., by}, donde {Jx,az,...,a,}
son temporales y {Jy, ba, ..., b,} son espaciales. Entonces, {Ju,as,...,an,ba,...,b,} son

2n — 1 vectores linealmente independientes en (Ju)® y, por lo tanto, constituyen una base
para este subespacio (ndtese que (J u>J- no puede tener dimension 2n pues, en ese caso, el
vector Jx seria ortogonal a Ju, lo que no es cierto pues g(Ju, Jxr) = —k # 0).

Ahora, como £ € (Ju)™, se tiene que

(4.4.2) E=Mu+ Y wai+ Y Bibi,
=2 =2

con \,a;, 3 e Ry i =2,...,n.
Por hipétesis, g(£,v) = 0 para todo vector nulo v € (Ju)*. Aplicindolo para los

vectores nulos (pertenecientes a (Ju)): ag & be,az £ b3, ..., a, + b,, se obtiene entonces
queas+fPo=0=a3t03=---=a, L0,y porlo tanto, a; = 5; =0,i=2,...,n. Asi,
(4.4.2) se reduce a £ = AJu, lo que prueba el lema. O

Proposicién 4.4.1 Sea (M, g, J) una variedad casi para—Hermitica. M es isotrépica si
y solo st

(4.4.3) R(u, Ju, Ju,u) = 0

para cualquier vector nulo u tangente a la variedad.
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Demostracién. Si la variedad es isotrépica, como g(c,Ju, Ju) = 0 para cualquier vector
nulo u, de (4.4.1) se sigue que

0=g(Ry(Ju) — JRyy(u), Ju) = R(Ju,u,u, Ju) + R(u, Ju, Ju,u) = 2R(u, Ju, Ju,u),

lo que prueba (4.4.3).

Reciprocamente, si se cumple (4.4.3) entonces Ry, (Ju)—J Ry, (u) € (Ju)t. Sea ahora v
cualquier vector nulo ortogonal a Ju y consideremos los vectores nulos de la forma Ju+ Av,
con A € R. Como R(Ju + v, J(Ju + Av), J(Ju + Av), Ju + Av) = 0, desarrollando esta
expresion se obtiene que

0 = ZAS{R(JU,JU,JU,U)—I—R(v,u,Jv,v)}
+\2 {R(Ju, Ju, Ju, Ju) + R(v,u, u,v) + 2R(Ju, u, Jv,v) + 2R(Ju, Ju,u, v)}
+2A {R(Ju, u,u,v) + R(Ju,u, Jo, Ju)} )

Entonces, deben anularse todos los coeficientes del polinomio anterior y, en particular,
el correspondiente a A, lo que implica que R(Ju,u,u,v) + R(u, Ju, Ju, Jv) = 0, es decir,
g(Ry(Ju)—JRjy(u),v) = 0. Asi, hemos probado que el vector R, (Ju)—J R j,(u) pertenece
al subespacio (J u)L y es ortogonal a cualquier vector nulo perteneciente a ese subespacio,
por lo que el resultado es consecuencia del Lema 4.4.1. O

El principal objetivo de esta seccién es obtener la expresion de la curvatura de las
variedades casi para—Hermiticas isotrdpicas y, teniendo en cuenta que estas variedades
constituyen una generalizacién de las variedades casi para—Hermiticas de curvatura sec-
cional paraholomorfa constante, el resultado que obtengamos debe generalizar el resultado
del Teorema 4.3.2. Una observacién clave para llevar a cabo lo expuesto anteriormente es
la posibilidad de construir ciertas funciones curvatura isotrdpicas, es decir, funciones cur-
vatura que verifiquen (4.4.1) o, equivalentemente, (4.4.3). Asi, si ¢ es un campo de tensores
simétrico de tipo (0, 2) para—Hermitico sobre M, es decir, tal que o(JX,JY) = —p(X,Y),
definimos

FAXY,ZW) = g(Y.Z)p(X,W) = g(X, Z2)p(Y, W) + g(JX, Z)p(JY, W)
—g(JY, Z)p(JX, W) +29(JX,Y )p(JZ, W)
+o(Y, 2)9(X, W) — o(X, Z)g(Y, W) + ¢(JX, Z)g(JY, W)
—p(JY, Z)g(JX, W) + 20(JX, Y )g(JZ,W).

Después de algunos calculos laboriosos se obtiene que F'¥ es una funcién curvatura
para—Kahler y, ademads, es isotrépica, es decir, para cada vector nulo u existe una cons-
tante real ¢ tal que el tensor curvatura F¥ satisface F¥(Ju) — JF¥ (u) = ¢f Ju.

Por lo tanto, si (M, g, J) es una variedad casi para—Hermitica isotrépica, para obtener
la expresion de su curvatura serd suficiente encontrar un campo de tensores simétrico, ¢,
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de tal forma que c¥ coincida con ¢, para cualquier vector nulo u. Para obtener el campo de
tensores ¢ deseado, calculamos los valores de los tensores de Ricci y *~Ricci sobre vectores
nulos. Comenzamos con el siguiente resultado:

Lema 4.4.2 Sea (M,g,J) una variedad casi para—Hermitica isotrdpica y z un vector no
nulo. Para cada vector nulo u en ({z, Jz})* se cumple que

2e,¢, = R(u,z,z,u)— R(u,Jz,Jz,u) — R(Ju, z, z, Ju)

(4.4.4)
+R(Ju,Jz,Jz, Ju) — 6 R(u, Ju, Jz, z).
. N 1
Demostracién. Sea v un vector nulo en ({z, Jz})= con g(u,v) = —3 Entonces, el vector
1
wy = —=(u + te,v) es no nulo para cada t > 0, con g(w,w) = —g(z,2) y g(w, z) = 0.

Vit

Como z + w; son vectores nulos, y la variedad es isotrépica, se sigue que
R(z £ wi, J(z £we), J(z £we), z £ w) =0,
de donde, después de algunos calculos, se sigue que
R(z,Jz,Jz,2z) + R(wy, Jwy, Jw, wy) = —2R(z, Jz, Jwy, wy)
—2R(z, Jwy, Jz,w) — R(z, Jwy, Jwy, z) — R(wy, Jz, Jz,wy).

Ahora, desarrollando esta ultima expresién, teniendo en cuenta que la variedad es
isotrépica y multiplicando por ¢, se sigue que

0 = tR(z,Jz,Jz,2) +e,G(u,v) + t?c,G(v,u) + tL(u,v)

+2R(z, Jz, Ju + te, Ju,u + te,v) + 2R(z, Ju + te, Ju, Jz,u + te,v)

+R(z, Ju+te,Ju, Ju+te,Ju, z) + R(u + te,v, Jz, Jz,u + te,v).
Entonces, tomando limites cuando ¢t — 0,

R(u,Jz,Jz,u) + R(Ju, z, z, Ju) + 2R(u, Ju, Jz, z) + 2R(z, Ju, Jz,u) + £,G(u,v) = 0.
Poniendo Jz en lugar de z en esta ultima expresién y restando se tiene que
0 = 2e.G(u,v) +4R(u, Ju, Jz,z) + 2R(z, Ju, Jz,u) + 2R(u, z, J z, Ju)
+R(u,Jz, Jz,u) + R(Ju, z, z, Ju) — R(u, z, z,u) — R(Ju, Jz, Jz, Ju),

y utilizando la primera identidad de Bianchi se sigue que

0 = 2e,G(u,v)+6R(u,Ju, Jz,z) + R(u, Jz, Jz,u)

+R(Ju, z,z, Ju) — R(u, z,z,u) — R(Ju, Jz, Jz, Ju).



4. Autoespacios del operador de Jacobi 135

1
Finalmente, teniendo en cuenta que g(u,v) = —g se cumple que
G(u,v) = 2R(u,Ju,Jv,u)+2R(u, Ju, Ju,v) = 2g(R,(Ju) — JRju(u), Jv)
= 2g9(cyJu, Jv) = —2cug(u,v) = ¢,

por lo que (4.4.4) se sigue de la expresién anterior. O

Lema 4.4.3 Sea (M, g,J) una variedad casi para—Hermitica isotropica y u un vector nulo.
Se cumple que

(i) R(Jz,u,u,Jz) — R(Jy,u,u, Jy) + R(x, Ju, Ju,x) — R(y, Ju, Ju,y) = —2¢y,
(M’) R(J’U,, u,x, JJ:) - R(Ju, u,y, Jy) = —Cy,

siendo x, y vectores ortonormales, espacial y temporal respectivamente, verificando que
u=k(z+vy), conkeR.

Demostracién. Por ser u = k(z + y), se tiene que
R(Jx,u,u, Jz) — R(Jy,u,u, Jy) + R(x, Ju, Ju,x) — R(y, Ju, Ju,y)
(4.4.5) = 2k? {R(Jx, z,x, Jx) = R(Jy,y,y, Jy) + R(Jz, x,y, Jx)
+R(Jz,z,2,Jy) - R(Jy,y,7,Jy) = R(Jy,y,y,Jz) }
Como la variedad es isotrépica, entonces R, (Ju) — JRj,(u) = ¢, Ju y, por tanto, si
v = %(x — y) se tiene que
—2¢, = g(Ru(Ju) — JRyu(u), Jv)
= R(Ju,u,u, Jv) + R(u, Ju, Ju,v)
= k2 {R(J:L’-l— Jy,x+y,z+y,Jr—Jy)+ Rlx+y,Jr+ Jy,Jr + Jy,x —y)},
Desarrollando esta expresion se obtiene que
—cy = k2 {R(Jac,x,x, Jx) — R(Jy,y,y, Jy) + R(Jz,z,y, Jx)
+R(Jz,z,2,Jy) - R(Jy,y,7, Jy) = R(Jy,y,y, Jz) }

Entonces, (i) se sigue utilizando esta tltima igualdad en (4.4.5) y, ademads, esta ultima
expresién permite probar la condicién (ii), sin mds que tener en cuenta que

R(Ju,u,z, Jx) — R(Ju,u,y, Jy)
= & {R(Jz,z,2,J2) = R(Jy, .y, Jy) + R(Jz,2,y, Jx)

+R(Jzx,x,x,Jy) — R(Jy,y,x, Jy) — R(Jy,y,y, Jx) } ,
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con lo que queda demostrado el lema. O

Lema 4.4.4 Sea (M,g,J) una variedad casi para—Hermitica y u € TyM un vector nulo
tal que u # £Ju. Entonces, se cumple una de las siguientes condiciones:

(i) Ezisten wvectores ortonormales x,y € T,M, con ({z,Jxz}) L ({y,Jy}), tales que
u = k(x +y) para algin nimero real k, o

(i) existe una sucesion {uq}aen de vectores nulos que verifican la condicion (i) de tal
forma que u = lim u,.
a—0o0

Demostracién. Sean w un vector nulo y x, y vectores no nulos ortogonales tales que
u = x +y, y consideremos el subespacio V = ({z, Jz,y, Jy}).

Si V es no degenerado, definimos W = ({z, Jz}) y denotamos por W su complemento
ortogonal en V. FEntonces, V = W; & Wy, y podemos considerar una descomposicién
ortogonal v = uy + ue, donde u; es la componente de u en Wy, ¢ = 1,2. Si uy es no nulo,
entonces ug también y, después de normalizar ambos vectores se obtiene la descomposicion
deseada, lo que prueba (7).

Si up es un vector nulo (ndtese que, en este caso, tanto Wi como Wy tienen métrica
inducida de Lorentz) procedemos de la forma siguiente. Si dim V = 2, debe cumplirse
que V = ({z,Jz}) = {y,Jy}). Entonces, u = = + Jx y, por tanto, Ju = +u, lo que
es una contradiccién. Por otra parte, como V es no degenerado la dimensién de V no
puede ser 3. Asi, nos queda por analizar el caso dim V = 4. Elegimos vectores nulos
v; € Wy, i = 1,2, de tal forma que g(ui,vi) = 1y g(ug,v2) = —1. Se sigue entonces

que Uy = uy + ug + —(v1 + v2) determina una sucesién de vectores nulos que aproximan
o

a u. Ademads, nétese que cada vector u, se puede escribir de la forma uy, = ko(Za + Ya),
donde x,, Yy, generan planos paraholomorfos ortogonales, para cualquier a € N, sin més
que elegir

a 1/2 1 a 1/2 1 9 1/2
o= 5] {mr e} w3 T {wrgnh k=2
2 o 2 o «

Para finalizar la demostracién resta por considerar el caso en que V' es un subespacio
degenerado. Como ¢(z,z) = 1 = —g(y,y), existe una sucesién {z,}oen de vectores
unitarios espaciales que aproximan a x de forma que el subespacio V,, = ({zq, JZa,y, Jy})
es no degenerado para cualquier o € N (véase la demostracién del Teorema 4.3.1). Asi, es
facil construir una sucesién de vectores nulos i, que aproximen al vector u, verificindose
ademds que 1, pertenece al subespacio V,, para cada a € N. Como V,, es no degenerado
para todo o € N, se obtiene la sucesién deseada de vectores nulos que aproximan al vector
u de acuerdo con (ii). O
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Lema 4.4.5 Sea (M?",g,J) una variedad casi para—Hermitica isotrépica. Entonces,
(4.4.6) plu,u) — p(Ju, Ju) — 6p" (u,u) = (2n + 4)cy,
para cualquier vector nulo u tangente a la variedad.

Demostracién. Probaremos (4.4.6) en dos pasos, correspondiéndose con los casos (i)
y (ii) del Lema 4.4.4. En primer lugar consideramos vectores nulos u que admiten una
expresion de la forma u = k(x + y) para algun k € R, donde z, y son vectores unitarios,
espacial y temporal respectivamente, tales que ({z, Jx}) L ({y, Jy}).

Ahora, si u es de esa forma, elegimos {e1,...,e,—92,Je1,...,Je,—2} de tal forma que
{z,Jz,y,Jy,e1,...,en—2,Je1,...,Je,_o} sea una base ortonormal. Entonces, se tiene
que

p(U, U) —p(Ju, Ju)
= R(z,u,u,z) — R(y,u,u,y) + R(Jz, Ju, Ju, Jx) — R(Jy, Ju, Ju, Jy)
—R(Jx,u,u, Jx) + R(Jy,u,u, Jy) — R(x, Ju, Ju,z) + R(y, Ju, Ju,y)

n—2
—1—2 Ee; {R(ei,u,u, ei) + R(Je;, Ju, Ju, Je;) — R(Je;,u,u, Je;) — R(e;, Ju, Ju, ei)}
i=1

y, por otra parte,

n—2
p*(u,u) = R(Ju,u, xz, Jx) — R(Ju,u,y, Jy) + Z ge, R(Ju, u,e;, Je;).
i=1

Ahora, como u = k(x + y), es inmediato comprobar que

0 = R(w,u,u,x)—R(y,u,u,y)
= R(Jz,Ju,Ju,Jz) — R(Jy, Ju, Ju, Jy),

lo que, junto con el Lema 4.4.3, reduce las expresiones anteriores a
n—2
p(u,u) = p(Ju, Ju) = 2c,+ Y e {R(ei,u,u, ei) + R(Je;, Ju, Ju, Je;)
i=1

—R(Jej,u,u, Je;) — R(e;, Ju, Ju, e;) }

n—2
pr(u,u) = —cy + Z ge, R(Ju,u, e, Je;).
i=1
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Entonces, se sigue que

p(u,u) — p(Ju, Ju) — 6p*(u,u) = 8¢,
n—2
+ Z Ee; {R(ei, u,u, €;) + R(Je;, Ju, Ju, Je;)
i=1

—R(Jej,u,u, Je;) — R(e;, Ju, Ju, e;) — 6R(Ju, u,e;, Je;) },

por lo que (4.4.6) se obtiene a partir de esta expresién utilizando el Lema 4.4.2.

Para un vector nulo arbitrario u, si Ju = £u el resultado es obvio. En el caso de ser
Ju # tu, elegimos una sucesién de vectores nulos {uq }oen que aproximen al vector u, de
forma que cada vector u, verifica la condicién (i) del Lema 4.4.4. Asi, (4.4.6) se cumple
para cada vector nulo u, y, por tanto, el resultado se obtiene por paso al limite. O

El lema anterior sugiere la definicién de la siguiente forma bilineal simétrica,

(447) QO({E,y) = p(‘T’y) - p(J'T’ Jy) - 3p*(:c,y) + 3p*(<]l’, Jy)

Nétese que ¢(Jx, Jy) = y) vy, ademds, p(u,u) = (2n + 4)c, para cualquier vector

—SO(Z',
nulo u, de acuerdo con (4.4.6).

En lo que sigue I denotara la funcion curvatura obtenida de F'¥ para el caso particular
de la forma ¢ definida por (4.4.7). A continuacién probamos el resultado principal de esta
seccion.

Teorema 4.4.1 Sea (M?",g,.J) una variedad casi para—Hermitica. Entonces, M es iso-
tropica si y solo si
(4.4.8) RT3 gy top

o T+ D)n+2) T2t

Demostracién. Es inmediato comprobar que si se cumple (4.4.8) entonces M es isotrd-
pica, pues Fy y Fj son isotrépicos y R'(u, Ju, Ju,u) = 16 R(u, Ju, Ju,u) para cualquier
vector nulo u tangente a la variedad. Reciprocamente, para probar la necesidad de (4.4.8),

consideramos la funcién curvatura F' = R — mFl. Como p(u,u) = (2n + 4)cy, se

sigue que F,(Ju) — JFy,(u) = 0y, por tanto, la funcién curvatura F’ asociada debe ser
un multiplo de Fj en cada punto de la variedad. Ademds, como F} satisface (4.3.7), debe

1
cumplirse que 16 F; = FY, lo que muestra que R’ — mF 1 = CFp, siendo C una funcién
n

diferenciable sobre M.
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Resta determinar la funcién C, para lo que procedemos de la forma siguiente. Como

1
R =CFy+ mFl, si 7/, 71 y 79 denotan las curvaturas escalares de R', F| y Fj

respectivamente, se tiene que 7' = Crg + n 571 Se cumple que 7" = 4(r — 37%) y
70 = 4n(n + 1) (véase la demostracién del Teorema 4.3.3). Ademds, de forma andloga se
, (1 —371%)
comprueba que 71 = 8(n + 1)(7 — 37*). Asi, C = ——————— lo que completa la
p que 71 = §( ) ) mtDmr ©4 p
demostracién. O

Como consecuencia de (4.4.6) y (4.4.8) obtenemos a continuacién una condicién nece-
saria y suficiente para que una variedad casi para—Hermitica isotrépica sea de curvatura
seccional paraholomorfa puntualmente constante en términos del campo de tensores

definido por (4.4.7).

Corolario 4.4.1 Una variedad casi para—Hermitica isotrdpica tiene curvatura seccional
paraholomorfa puntualmente constante si y solo si la forma bilineal simétrica ¢ es un
maultiplo del tensor métrico en cada punto.

Demostracién. Si ¢ es un multiplo de la métrica g, entonces ¢, se anula idénticamente
para cualquier vector nulo como consecuencia de (4.4.6) y, por tanto, el resultado se sigue
del Teorema 4.3.1, (iii). Reciprocamente, si H es constante en cada punto, entonces ¢,, = 0
para cualquier vector nulo u y, asi, ¢(u,u) = 0 para cualquier vector nulo u. Finalmente,
que ¢ es un multiplo de la métrica se obtiene de [N2, Lema A]. O

4.5 Clasificacién local de variedades isotrépicas

La expresién obtenida para el tensor curvatura de una variedad isotrdpica en el Teo-
rema 4.4.1 nos permitird obtener un resultado de clasificacion local para tales variedades.
Comenzamos analizando, en primer lugar, el caso para—Kahler. Nétese que, en este caso,
py p* verifican que p = —p* y, por tanto, 7 = —7*. Entonces, la forma bilineal simétrica
¢ definida en (4.4.7) se reduce a ¢(z,y) = 8p(z,y). Ademds, teniendo en cuenta que el
tensor R’ coincide con 16R por ser (M, g, J) para—Kéhler, como consecuencia el Teorema
4.4.1 se expresa, para estas variedades, de la forma siguiente:

Teorema 4.5.1 Sea (M?",g,J) una variedad para—Kdihler. Entonces, M es isotropica si
y solo st

(4.5.1) R=-— Fo+——
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siendo Fy y F1 las funciones curvatura definidas por

Fo(z,y,z,w) = g(y,2)9(x,w) — g(z, 2)9(y, w) + 9(Jz, 2)g(Jy, w)
—9(Jy, ) (Jz,w) +29(J2,y)g(Jz, w),
Pi(z,y,2,w) = g(y,2)p(x,w) — g(z, 2)p(y, w) + g(Jx, 2) p(Jy, w)
—9(Jy, z)p(Jz,w) + 2g9(Jz,y)p(Jz, w)
+p(y, 2)g(z, w) — p(z, 2)g9(y, w) + p(Jz, 2)g(Jy, w)
—p(Jy, 2)g(Jz, w) + 2p(Jz,y)g(J 2, w).

El andlisis de la expresion (4.5.1) motiva el estudio de las variedades para-Ké&hler
isotropicas en las cuales la curvatura escalar es constante. En este sentido, se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 4.5.2 Sea (M?",g,J) una variedad para—Kdhler coneza isotrépica. Suponga-
mos que la curvatura escalar es constante y que el tensor de Ricci es diagonalizable. En-
tonces,

(a) M es un espacio de curvatura seccional paraholomorfa constante, o

(b) M es localmente isométrica a un producto My x Ms de variedades para—Kdihler de
curvatura seccional paraholomorfa constante ¢ y —c respectivamente.

Demostracién. En primer lugar mostraremos que una variedad para—Kéhler es lo-
calmente simétrica si y sélo si la curvatura escalar es constante. La necesidad de esta
condicion es evidente. Por lo tanto, probaremos el reciproco. Como la curvatura de la
variedad estd dada por (4.5.1), por la segunda identidad de Bianchi se tiene que

0= oxynVr {9(Y,2)p(X, W) = g(X, 2)p(Y,W) + g(J X, Z)p(JY, W)
—9(JY, Z)p(JX, W) + 29(JX.Y)p(JZ, W) + p(Y, Z)g(X, W) — p(X, Z)g(Y, W)

+o(JX, 2)g(JY, W) = p(JY, Z)g(JX, W) + 2p(J X, Y)g(JZ, W) } ,

donde o(x y,7) representa la suma ciclica extendida a X, Y, T.

Sea {Ej,..., Es,} una referencia local ortonormal de campos de vectores sobre M.
Poniendo " = W = E;, multiplicando por ¢; = g(E;, E;) y sumando en i = 1,...,2n se
obtiene, después de largos célculos,
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0 = ~2n+3){(Vxn)(Y.2) - (Vyp)(X, 2)}

~(Vyxp)(JY, Z) + (Vyyp)(JX, Z) + 2(Vyzp)(JX,Y)

2n 2n

—9(X,2)> ei(Vep)(Y, E) +9(JX,2) Y &i(Vip)(JY, E;)
=1 =1
2n 2n

+9(Y, 2)Y_ei(Vep)(X, Ei) —g(JY, 2) Y ei(VEp)(J X, E:)

i=1 =1
2n
+29(JX7 Y) Zgi(inp)(sz El) - g(Yv Z)VXT + g(Xv Z)VYT-
i=1
Teniendo en cuenta que la curvatura escalar es constante, se sigue que (véase, por
ejemplo, [O, pdg. 88]) (div p)(X) = 0 para cualquier campo de vectores X. Utilizando
estas condiciones en la expresidén anterior se tiene que

0 = ~@n+3){(Vxn)(V.2) - (Vvp)(X, 2)}

=(Vuxp)(JY, Z) + (Vv p)(JX, Z) + 2(Vyzp)(JX,Y).

(4.5.2)

Se sigue de (4.3.7), después de algunos célculos, que el tensor de Ricci de una variedad
para—Kahler verifica (Vxp)(Y,JZ) + (Vyp)(Z,JX) + (Vzp)(X,JY) = 0. Entonces, de
(4.5.2) se sigue que (Vyzp)(JX,Y) =0, lo que muestra que el tensor de Ricci es paralelo
y, por tanto, la variedad es localmente simétrica por (4.5.1).

Como M es localmente simétrica y el tensor de Ricci es diagonalizable, los autova-
lores del operador de Ricci son constantes y los correspondientes autoespacios definen
distribuciones paralelas sobre M. Entonces, M es localmente un producto de espacios
Einstein. Ademds, como las variedades integrales de esas distribuciones son totalmente
geodésicas, necesariamente son variedades para—Ké&hler de curvatura seccional paraholo-
morfa constante. Asi, M es localmente un producto M (c1) X -+ X Mg(ck) de variedades
para—Kéahler con curvatura seccional paraholomorfa constante.

Ahora, si el nimero de factores se reduce a uno, se tiene el caso (a). Para finalizar la
demostracién mostraremos que, en otro caso, M es localmente llana o el niimero de factores
es exactamente dos, obteniéndose asi (b). Supongamos que M = M (c1) X Ma(ca) x M3(c3).
Existen entonces campos de vectores nulos de la forma X = (X, X2,0), Y = (¥1,0,Y3)
y Z = (Z1,%Z5,73). Asi, utilizando la condicién de isotropia para X e Y se sigue que
¢1 = —ca = —c3. Entonces, M es localmente un producto Mj(c) x Ma(—c) x M3z(—c). De
nuevo utilizando la condicion de isotropia, en este caso con Z, se obtiene que ¢ = 0, lo que
muestra que M es localmente llana. Anédlogamente se prueba que M es llana si el nimero
de autovalores distintos del operador de Ricci es mayor que dos. Finalmente, en el caso
de dos autovalores distintos, se obtiene (b) procediendo de forma similar a la anterior. O
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Observacién 4.5.1

1. Nétese que (T'M, g, J C) es una variedad para—Kahler isotrépica siempre que la va-
riedad base (M, g, J) es una variedad para—Ké&hler de curvatura seccional paraholo-
morfa constante c¢. En tal caso, (T'M, g, J C) es un espacio localmente simétrico
y, sin embargo, no es un espacio de curvatura seccional paraholomorfa constante ni
localmente isométrico a un producto como en el teorema anterior (si ¢ # 0). Este
hecho es debido a que el tensor de Ricci en (T'M, g%, J¢) no es diagonalizable salvo
que sea nulo (cf. Ejemplo 4.7.5). Por tanto, la hipétesis de que el tensor de Ricci
sea diagonalizable impuesta en el teorema anterior es estrictamente necesaria.

2. Notese que una de las propiedades particulares que se derivan de ser M para—Kahler
queda reflejada en el teorema anterior en el hecho de que el tensor curvatura R’ (que
coincide con el tensor curvatura R de M) satisface la segunda identidad de Bianchi.
Esta tltima propiedad no es cierta, en general, para R’

Para finalizar esta seccién establecemos un resultado similar al Teorema 4.5.2 en el
caso general de una variedad casi para—Hermitica isotrépica.

Teorema 4.5.3 Sea (M, g,J) una variedad casi para—Hermitica isotropica y supongamos
que la forma bilineal ¢ es paralela. Entonces, si el operador @), asociado a ¢, definido por
o(X,Y) =9(Qu,(X),Y), es diagonalizable, se cumple que:

(a) M tiene curvatura seccional paraholomorfa constante, o

(b) M es localmente isométrica a un producto M = M;i(c) x May(—c) de dos variedades
casi para—Hermiticas de curvatura seccional paraholomorfa constante.

Demostracién. Como en el teorema anterior, los autoespacios de @, definen distribu-
ciones paralelas sobre M y el resultado se obtiene de forma analoga. Notese ademas que
la curvatura seccional paraholomorfa es globalmente constante en cada factor de la des-
composicién, pues por ser (), paralelo se tiene asegurada la constancia de la curvatura
escalar 7 — 37* (véase el Teorema 4.3.3). O

4.6 Acotacién de la curvatura seccional paraholomorfa

El objetivo de esta seccién es el estudio de ciertas condiciones de acotacion sobre la cur-
vatura seccional paraholomorfa de variedades casi para—Hermiticas. Comenzamos anali-
zando el caso de variedades isotrépicas, en el que tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.6.1 Sea (M?",g,J) una variedad casi para—Hermitica isotrépica, n > 3. La
curvatura seccional paraholomorfa es puntualmente constante si y sélo si la curvatura de
los planos paraholomorfos no degenerados contenidos en ({z,Jz})* estd acotada inferior-
mente o superiormente para cualquier vector no nulo z.
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Demostracién. Sea x un vector unitario espacial y consideremos el plano paraholomorfo
m = ({z, Jz}). Sea ahora y un vector unitario temporal de tal forma que m; L 72, siendo
7o = ({y, Jy}). Entonces, si A, u son ntimeros reales no nulos, con A\? — 2 = 1, se tiene
que Az + py, px + Ay son dos vectores unitarios, espacial y temporal respectivamente.

Como n > 3y el subespacio ({z, Jz,y, Jy}) es no degenerado, existe un plano para-
holomorfo no degenerado ({2, Jz}) en el complemento ortogonal ({z, Jz,y, Jy})* y, por
tanto, m3 = ({A\x + py, J(A\x + py)}) y ma = ({px + Ay, J(uz + Ay)}) son planos paraholo-
morfos no degenerados contenidos en ({z, Jz})*. Si suponemos que la curvatura seccional
paraholomorfa estd acotada inferiormente en los planos paraholomorfos no degenerados
contenidos en ({2, Jz})*, existe N tal que

(4.6.1) N < H(ms) = —R(Az + py, J(Az + py), J(Ax + py), Az + py),

y, del mismo modo,

(4.6.2) N < H(my) = —R(pz + Ay, J(px + Ay), J(pz + Ay), px + Ay).

Como g(z,z) =1 = —g(y,y), los vectores u = x + y son nulos y, teniendo en cuenta
que M es isotrépica, se tiene que R(xtvy, J(x+y), J(x+y),x£y) = 0. Linealizando estas
expresiones, es facil comprobar que las funciones G y L definidas en (4.3.1) y (4.3.2), res-
pectivamente, verifican G(z,y) = —G(y,z) y L(z,y) = —R(z, Jz, Jz,x) — R(y, Jy, Jy,y).
Entonces, como A\? — p? = 1, (4.6.1) y (4.6.2) se transforman en

(463) N < )‘2 {R(y’ Jy7 Jya y) - R(l‘, Jﬂ:v J'T) LE)} - R(yv Jy7 Jy7 y) - )\/LG(CE, y)

y
(464) N <N {R(z, Jo, Jo.2) = Ry, Jy. Jy.y)} = R(x, Jx, Jo,2) + MuG(x,y),

respectivamente, para cualesquiera ), p con A% — p? = 1.

Como la expresién (4.6.3) sigue siendo cierta si sustituye p por —u, se tiene que
N < X\ {R(y, Jy, Jy,y) — R(x, Jz, J:c,:c)} — R(y, Jy, Jy,y) + \uG(z,y) y, si sumamos
esta expresion con (4.6.3), se obtiene que

(4.6.5) N < X {R(y, Jy, Jy,y) — R(x, Jz, J2,2)} = R(y, Jy, Ty, ).

La expresiéon (4.6.5) es valida para cualquier nimero real A y, por tanto, debe ser
R(z,Jx,Jx,z) < R(y,Jy, Jy,y). De forma andloga, de la expresién (4.6.4) se sigue que
R(y, Jy, Jy,y) < R(z, Jz, Jz, ).

Concluimos entonces que H(x) = H(y) siempre que ({z,Jz}) L ({y,Jy}), siendo
g(x,z) =1 = —g(y,y). Ahora, si ({z,Jz}) e ({y,Jy}) son dos planos paraholomorfos
no degenerados tales que ({z, Jz,y, Jy}) es un subespacio degenerado, se puede suponer
que g(z,x) = 1= —g(y,y) y elegir una sucesién {z, }oen de vectores espaciales unitarios
que aproximen al vector x, de tal forma que ({z4, Jzq,y, Jy}) sea no degenerado para
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cualquier aw € N. Asi, H(y) = H(z,) para cualquier a € N, por lo que la demostracién
finaliza por un proceso de paso al limite. O

En el caso general, si M no se supone isotrépica, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.6.2 Sea (M?",g,J) una variedad casi para—Hermitica, con n > 3. La cur-
vatura seccional paraholomorfa es puntualmente constante si y sélo si la curvatura de
los planos paraholomorfos no degenerados contenidos en ({z, Jz})* estd acotada inferior-
mente y superiormente para cualquier vector no nulo z.

Demostracién. Sea u un vector nulo. Si Ju = tu, se sigue trivialmente que la restriccién
del tensor curvatura R(u, Ju, Ju,u) = 0. En lo que sigue suponemos que u verifica (i) del
Lema 4.4.4. Como n > 3, podemos elegir un vector espacial z en ({u, Ju})*. Como u es
un vector nulo en ({z, Jz})*, y la restriccién de la métrica g a ({z, Jz})* es no degenerada
con signatura (n — 1,n — 1), podemos elegir un vector nulo v en ({z, Jz})* de tal forma

. . . u—+tv o
que g(u,v) = 3 Asi, para cualquier nimero real t > 0, a; = ——— es un vector unitario

Vit
temporal.

Si la curvatura de los planos paraholomorfos no degenerados contenidos en ({z, Jz})*
estd acotada por N, entonces para el plano m, = ({at, Ja;}) se tiene que |H(m)| < N vy,
por tanto,

|R(u+ tv, J(u +tv), J(u+ tv), u + tv)| < 2N

para cualquier ¢ > 0. Tomando limites cuando ¢ — 0, obtenemos R(u, Ju, Ju,u) = 0.
Ahora, si u es un vector nulo arbitrario, procediendo como en el Lema 4.4.4 (ii), es
posible aproximarlo por medio de una sucesion de vectores nulos verificando la condicion
() en el lema mencionado. Entonces, se sigue que R(u, Ju, Ju,u) = 0 sin mds que pasar
al limite.
Concluimos entonces que la variedad M es isotrépica y, por tanto, la constancia puntual
de la curvatura seccional paraholomorfa se sigue del teorema anterior. O

Observacién 4.6.1 Noétese que es posible construir ejemplos de variedades para—Kahler
cuya curvatura seccional paraholomorfa estd acotada inferiormente o superiormente pero
no es constante, incluso aunque la variedad sea localmente simétrica. Véase el Capitulo 2
de esta memoria (§2.4) para més detalles sobre la construccién de tales ejemplos.

4.7 Ejemplos

En esta seccién mostraremos una serie de ejemplos de variedades casi para—Hermiticas.
De forma especial analizaremos ejemplos de variedades isotrépicas y también aquellos en
los que las variedades son de curvatura seccional paraholomorfa puntualmente constante.
Véase [CFG], y las referencias que en él se citan, para més ejemplos de variedades casi
para—Hermiticas.
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Ejemplo 4.7.1 Los modelos proyectivos paracomplejos P,(B).

Estos espacios fueron introducidos por Gadea y Montesinos en [GM1] y son los modelos

de las variedades para—Kahler de curvatura seccional paraholomorfa constante no nula.
(Véase [CFG, Secc. 6] y [GM2]).

Ejemplo 4.7.2 Variedades casi para—Kdhler no llanas con curvatura seccional paraholo-
morfa nula.

El fibrado tangente, T'M, de una variedad de Riemann (M, g) se puede equipar, de
forma natural, con una estructura casi para—Kahler (J, ) definida por Cruceanu, [Cr], de
la forma siguiente:

JXT+yVy=x" vV, gx"+YV. Ut +WY)=gX, W)V +g(Y,U),

donde XV y XH denotan los levantamientos vertical y horizontal, respectivamente, del
campo de vectores X al fibrado tangente respecto a la conexién métrica de (M, g) [YI]. Es
inmediato comprobar que § coincide con el levantamiento completo, ¢¢, de ¢ y, ademas,
que la 2-forma Q definida por (J, §) es cerrada.

La curvatura de la variedad semi-Riemanniana (T'M, g%) ha sido estudiada reciente-
mente en [CGV], en donde encontramos el siguiente resultado:

Lema 4.7.1 [CGV, Lema 1] Sea (M, g) una variedad Riemanniana, g% el levantamiento
completo de g, y denotemos por R¢ el tensor curvatura de g¢ en el punto € € TM.
Entonces,

Re (XY + v, xy + 1) (x +v)
H A%
= (R 9%} + {(Tem)(vi.vo)v5)
y
+{ Ry (X1, Y2) Vs + R (Y1, X2) Vs + R(e) (Y1, Y2) X3 }

para cualesquiera campos de vectores X;, Y;, i =1,2,3, sobre M.

Ahora, si z es un vector tangente a TM en el punto £ € T M, podemos descomponerlo
mediante sus componentes vertical y horizontal, z = 2 + yV. Entonces, el lema anterior
implica que R(z, Jz, jz,z) = 4R(xH,yV,yV,xH) = 0, lo que muestra que la curvatura
seccional paraholomorfa de (T'M, q©, J ) se anula idénticamente. (Nétese que, sin embargo,
(TM,g®) no es llana a menos que M lo sea. Ademds, en ese caso, (T'M, g°, j) es una

variedad para—Ké&hler localmente llana).
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Ejemplo 4.7.3 Variedades casi para—Hermiticas isotrépicas con curvatura seccional para-
holomorfa no constante.

Sean (M, g1,J1) y (M2, g2, J2) dos variedades casi para—Hermiticas de curvatura sec-
cional paraholomorfa constante ¢ y —c respectivamente. Entonces, la variedad producto
M = M x My, equipada con la métrica g((X1, X2), (Y1,Y2)) = g1(X1, Y1) + g2(X2, Y2)
y con la estructura casi paracompleja J(X1, Xo) = (J1 X1, J2X2), es una variedad casi
para—Hermitica. Ahora, procediendo como en [BCGH, Ejemplo 3.1], es facil comprobar
que M es una variedad isotrépica cuya curvatura seccional paraholomorfa no es constante,
a menos que ¢ = 0. Ademads, M es para—Kahler si y sélo si ambos factores lo son.

Por otra parte, un ejemplo de aplicacién del Teorema 4.5.3 es la variedad Nearly
para—Kéhler isotrépica con curvatura seccional paraholomorfa no constante dada por el
producto S§(c) x S§(—c), donde S§(c) representa la pseudoesfera en R} con la estructura
Nearly para—Kahler, de curvatura seccional paraholomorfa constante ¢, inducida por el
producto de los niimeros de Cayley de segunda especie (véase [Be]) y S$(—c) es la misma
variedad con la métrica opuesta.

Ejemplo 4.7.4 Variedades localmente conformes a variedades casi para—Hermiticas iso-
tropicas.

Sean (Mi,¢g1,J1) v (Ma, g2, J2) dos variedades casi para—Hermiticas localmente con-
formes (es decir, existe un difeomorfismo local ¢ de M; en M, de tal forma que ¢, J1 = Jod.
y ¢*ga = €2?g; para alguna funcién real ¢ definida sobre Mj). Existe una correspon-
dencia entre los vectores nulos sobre My y Ms, v después de algunos célculos se sigue que
Ro(bwu, Jagsu, Jodu, psu) = €2° Ry (u, Jiu, Jyu,u) para cualquier vector nulo u en Mj.
Por tanto, la isotropia es un invariante conforme para las variedades casi para—Hermiticas.

Ejemplo 4.7.5 El fibrado tangente de variedades casi para—Hermiticas y de variedades
para—Kahler de curvatura seccional paraholomorfa constante.

Sea (M, g, J) una variedad casi para—Hermitica. Los levantamientos horizontales (con
respecto a la conexién métrica de g) de la métrica, g™,y de la estructura casi paracompleja,
JH | inducen una estructura casi para-Hermitica en 7M. (Nétese que, como Vg = 0,
entonces g7 = ¢¢. Ademaés, si (M,g,J) es una variedad para—Kéhler, entonces J H— jc
pues VJ = 0 y, por otra parte, se tiene que (M, g,J) es una variedad para—Ké&hler si y
sélo si (T'M, g™, J) 1o es). Utilizando el Lema 4.7.1 obtenemos el siguiente resultado:

Lema 4.7.2 Sea (M,g,J) una variedad casi para—Hermitica. (TM,g", J%) es isotropica
sty solo si (M,g,J) es un espacio de curvatura seccional paraholomorfa puntualmente
constante y, ademds, g((VeR)(x, Jx)Jx,x) = 0 para cualquier vector x tangente a M.

Demostracién. Sea u € T¢(T'M) un vector nulo, y tomemos x, y € Ty (M) vectores
ortogonales tales que u =z + y¥'. Entonces,

(4.7.1) R(u, JHu, JHu,u) = 9((VeR)(x, Jr)Jz,z)V +29(R(Jz, x)x—JR(z, Jx)Jz, Jy)V .



4. Autoespacios del operador de Jacobi 147

Si (TM,gH, JH ) es isotrépica, como z es un vector nulo para cada vector x en M,

se tiene que R(xf, JHzH JHzH 3H) =0y, por tanto, de (4.7.1) se sigue que
(4.7.2) 9((VeR)(z, Jz)Jz, )" = 0.

Ahora, tomemos {z,y} vectores ortogonales en M. Entonces, u = o+ yV es un
vector nulo en TM vy, asi, R(u, JHu, J7u, u) = 0. Entonces, de (4.7.1) y (4.7.2) se sigue
que g(R(Jz,z)x — JR(z, Jx)Jz, Jy)V = 0y, por tanto, Ry(Jx) — JRj,(x) ~ Jx. Esto
muestra que la curvatura seccional paraholomorfa es puntualmente constante sobre M,
sin méas que tener en cuenta el Teorema 4.3.1.

Reciprocamente, sea u un vector nulo, u € T¢(T'M), y consideremos la descomposicién
u=za"+y" conz,yec T,,(g)(M ). Como la curvatura seccional paraholomorfa es puntual-
mente constante, debe cumplirse que g(R(Jz,z)xr — JR(x, Jz)Jx, Jy)" = 0. Entonces,
R(u, JHu, JHu,u) = 0, pues suponemos que g((V¢R)(x, Jo)Jz,2)” = 0. Esto muestra
que (TM, g, JH) es isotrépica. O

Nétese que la curvatura seccional paraholomorfa de (T'M, g, J7) no es constante a
menos que sea llana.

Observacién 4.7.1 En el caso especial de ser M una variedad para—Kahler, se sigue que
(M, g,J) es un variedad para—Kdahler de curvatura seccional paraholomorfa constante ¢ si y
solo si (TM, g™, JH) es una variedad para—Kdihler isotrépica. Nétese también que (M, g)
es localmente simétrica si y s6lo si (T'M, g™7) lo es, lo que muestra que el fibrado tangente
de cualquier variedad para—Kéhler de curvatura seccional paraholomorfa constante es una
variedad para-Kihler isotrépica localmente simétrica. Sin embargo, (TM, g™, JH) no
se corresponde con ninguno de los casos en el Teorema 4.5.2. Esto es debido a que el
operador de Ricci correspondiente a la variedad (T M, g™) no es diagonalizable con respecto
a ninguna base g —ortonormal a menos que la variedad sea Ricci llana, como mostramos
a continuacion.

Nétese que en caso de ser el tensor de Ricci, p, de (T'M, g"') diagonalizable con res-
pecto a una base g-ortonormal, entonces una tal base también debe diagonalizar al
endomorfismo F definido por F = (¢g")~! o 5. Por tanto, serd suficiente mostrar que
F no es nunca diagonalizable (a menos que p sea nulo). Para ello, nétese que como la
variedad base (M, g, J) es una variedad para—Kéhler de curvatura seccional paraholomorfa
constante, entonces siempre existe una base ortonormal con respecto a la cual el tensor de

Ricci p de esta variedad es diagonalizable. Denotando por {ey, ..., e, } una base ortonormal
tal que p = diag[A1, ..., \p], con dim M = n, consideramos en T¢(T'M) la base de vectores
nulos dada por {ef ... el eV, ... eV} de forma que la métrica g tiene por matriz

asociada respecto a esta base la siguiente:

n
)

= diag[1,7/2,1,—1,™/2, —1].
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Ahora, teniendo en cuenta que el tensor de Ricci de (T'M, g™) esté determinado por
[CGV, Teor. 2]

sV gy =p@V ¥y =0,  pa" y") =2p(z,y)",

se sigue que p = diag[2\1,...,2\,,0,...,0]. Entonces, la matriz asociada a F' con respecto
a la base considerada esta dada por

0 0
F= ( 0 0 ) Q = diag[2\1, ... 2\, ~2Xn 41, —2),].

Asf, el polinomio caracteristico de F es A" y su polinomio minimo es A2, lo que muestra
que F' nunca es diagonalizable, a menos que p sea nulo.

Ejemplo 4.7.6 Variedades casi para—Hermiticas isotropicas localmente simétricas con
operador Q, no paralelo.

Sea (R2"t2 g, J) el espacio Buclideo (2n + 2)-dimensional con la estructura para-
Kihler estandar. Sea H2"*1(c) el espacio pseudo-hiperbélico de curvatura seccional cons-
tante ¢ <0, [O]. Denotemos por N el campo de vectores unitario normal temporal y sea
&= J(N). .

Para cada campo de vectores X en H2""!(c) descomponemos JX = ¢X + g(X,&)N
en las componentes tangencial y normal, donde ¢ X denota la componente tangencial de
J(X). Ahora, si n(X) = g(X,£), se sigue que ¢*> = Id+n® & y n(€) = 1. Ademss, si g
denota la métrica inducida en H2""1(¢c), es inmediato comprobar que

9(¢X,0Y) = —g(X,Y) +n(X)n(Y),

lo que muestra que H2""!(c) tiene una estructura casi paracontacto inducida [KW].

Ahora, denotemos por (M;, ¢i,&i,mi, i), @ = 1,2, los espacios pseudo—hiperbdlicos de
dimensién 2p + 1 y 2¢ + 1 con las estructuras (¢;,&;,ni,9;) construidas anteriormente.
Sea M la variedad producto, M = H2P*1(c) x H2%"1(c), y consideremos la estructura
para—Hermitica

J(X1,X2) = (1 X1 +m2(X2)&1, 92 Xo +m(X1)E2),
g (X1, X5), (Y1,Y2)) = 91(X1, Y1) — g2( X5, Ya).

Entonces, cédlculos bastante laboriosos permiten mostrar que la variedad producto
(M,g,J) es una variedad para—Hermitica isotrépica. Ndétese que M es un espacio lo-
calmente simétrico y, por tanto, el operador de Ricci es paralelo. Sin embargo, el operador
Q.,, dado por g(Q,X,Y) = ¢(X,Y) (¢ definido por (4.4.7)), no es paralelo aunque tiene
autovalores constantes 4(p + 3)c¢, 2(p — q)c y 4(q + 3)c, con multiplicidades 2p, 2 y 2¢
respectivamente.
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4.8 Variedades paracuaternionicas de dimensiéon > §

Por consistencia con el estudio realizado a lo largo de esta memoria analizamos en esta
ultima seccién las variedades paracuaterniénicas Kahler de dimension > 8 cuyo operador
de Jacobi presenta un autoespacio distinguido. Recordemos que en el Capitulo 2 se intro-
dujeron las variedades paracuaternionicas, iniciandose el estudio de la curvatura seccional
paracuaterniénica (véase §2.1.4). El objetivo de esta seccién es probar el siguiente resul-
tado:

Teorema 4.8.1 Sea (M,g,V) una variedad paracuaternionica Kdhler conexa de dimen-
siom > 4. Entonces la curvatura seccional paracuaternionica es constante en M si y sélo si
{J1z, Jozx, Jsx} define un autoespacio del operador de Jacobi R, para cada vector espacial,
temporal o nulo x.

La demostracion de este teorema la llevaremos a cabo en dos partes, distinguiendo los
vectores espaciales y temporales de los vectores nulos, pues en este tltimo caso se necesita
un estudio mas detallado.

En la primera parte de esta seccion, utilizando los teoremas 2.1.11 y 2.1.13, caracteri-
zaremos la constancia puntual de la curvatura seccional paracuaternionica en términos de
los operadores de Jacobi. Més concretamente probamos el siguiente teorema:

Teorema 4.8.2 Sea (M g, V), n > 2, una variedad paracuaterniénica Kdihler. La
constancia de la curvatura seccional paracuaternionica en un punto p € M es equivalente
a que se cumpla una cualquiera de las siguientes condiciones:

i) Ry(Jix) ~ Jix para cualquier vector espacial x € T,M
P
(1t) Ry(Jiy) ~ Jiy para cualquier vector temporal y € T, M,

(11t) Ry(Jiu) =0, para cualquier vector nulo w € T,M,
donde {J;; 1 =1,2,3} es una base local adaptada de V.

Demostracién. Si la curvatura seccional paracuaterniénica es constante ¢ en el punto p,
entonces utilizando el Teorema 2.1.11 se obtiene facilmente que R¢J;§ = cg(§, ) J:€ para
cualquier vector ¢ y cualquier ¢ = 1,2,3. Por tanto, se cumplen las condiciones (), (ii) y
(#i17).

Suponiendo ahora (i) mostraremos que se cumple la hipétesis del Teorema 2.1.13, lo
que probara la constancia de la curvatura seccional paracuaterniénica en p. Sean z, y dos
vectores unitarios tangentes a M en el punto p tales que y € Q(x)*. Si z es espacial,
entonces (i) implica que R(J;z, x, z, Jiy) = 0, de donde se sigue que R(z, J;x,z, Jiy) = 0.
Si x es temporal, entonces Jix es espacial, y aplicando de nuevo (i) para este vector se
sigue que R(Jiz, J;J1z, Jix, J;J1y) = 0, de donde obtenemos R(x, J;z,x, Jiy) = 0.
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Supongamos que se cumple (i¢). Six es un vector espacial e y es un vector ortogonal a x,
entonces como Jix es temporal la condicién (ii) implica que R(J;Jix, iz, Jiz, J;Jiy) = 0,
de donde se sigue que R(J;x, z, z, J;y) = 0. Por tanto se cumple (i), por lo que la curvatura
seccional paracuaterniénica debe ser constante en p.

Por tltimo, supongamos que se cumple (ii7). Igual que antes utilizaremos el Teorema
2.1.13 para probar que la curvatura seccional paracuaterniénica es constante en p. Sean
entonces z e y dos vectores unitarios tales que y € Q(x)*. Ademds, podemos suponer que
g(x,z) = —g(y,y), de forma que x & y son vectores nulos y la condicién (ii7) implica que

R(Jix + Jiy,x +y,xz + vy, Jix — Jiy) — R(Jix — Jyy,x —y,x —y, Jiz + Jiy) =0,
de donde se sigue que
(4.8.1) R(z, Jix,z, Jiy) — R(y, Jiy, y, Jiz) = 0.
De nuevo por (iii) se obtiene

R(Jix + Jyy, o +y,x +y, Jix + Jyy) — R(Jix — Jyy,x —y,x — vy, Jix — Jy) = 0,
de donde se sigue que
(4.8.2) R(z, Jix,z, Jiy) + R(y, Jiy, y, Jiz) = 0.

Por tanto, (4.8.1) y (4.8.2) implican que R(z,Jiz,z,J;y) = 0, lo que concluye la
demostracién. O

Observacién 4.8.1 Dado un vector nulo u existen vectores ortonormales x e ¥y, espacial
y temporal respectivamente, tales que u = a(z+y). Ademds, podemos elegir esos vectores
de forma que ({z,J3z}) L ({y, J3y}), aunque {z,y} no tienen porque generar un plano
totalmente real, es decir, tal que Q(z) L Q(y). Sin embargo, nétese que para asegurar
la constancia de la curvatura seccional paracuaterniénica en un punto p es suficiente que
la condicién (iii) en el teorema anterior se cumpla para los vectores nulos tangentes a la
variedad en p que pueden ser escritos de la forma u = a(z + y), siendo ({x,y}) un plano
totalmente real.

El Teorema 4.8.2 sefiala la posibilidad de un comportamiento distinto de los operadores
de Jacobi asociados a vectores nulos en comparacion con los asociados a vectores espaciales
o temporales. Este hecho motiva el estudio de las variedades paracuaternionicas Kéhler
cuyo tensor curvatura cumple la condicién

(4.8.3) Ru(Jwu) = ¢ Ju, i=1,2,3,

siendo u un vector nulo tangente a la variedad y ¢!, un nimero real. Debe observarse
que tal condicién (R, (J;u) ~ Jiu) es equivalente a la anulacién del tensor curvatura sobre
secciones paracuaterniénicas degeneradas (la demostracién es andloga a la correspondiente
a la Proposicién 4.4.1):



4. Autoespacios del operador de Jacobi 151

Lema 4.8.1 Sea (M4",g, V), n > 2, una variedad paracuaternionica Kdhler y p € M.
Entonces, se verifica (4.8.3) en el punto p si y sdlo si R(u, Jyu, Jyu,u) = 0 para cualquier
vector nulo w € T,M y para i =1,2,3.

El objetivo de la segunda parte de esta seccién es probar el siguiente teorema:

Teorema 4.8.3 Sea (M4”,g, V), n > 2, una variedad paracuaternionica Kdhler. La
curvatura seccional paracuaternionica es constante en un punto p € M si y solo si la
condicion (4.8.3) se cumple para todo vector nulo u tangente a la variedad en p.

Para demostrar este resultado necesitamos algunos lemas previos que probamos a con-
tinuacién. Comenzamos determinando ¢!, (i = 1,2,3), para lo cual utilizaremos las si-
guientes identidades, que se comprueban facilmente:

Lema 4.8.2 Sea (M*",g,V), n > 2, una variedad paracuaterniénica Kihler y suponga-
mos que se cumple la condicion (4.8.3) en un punto p € M. Siz, y € T,M son dos
vectores ortogonales, con g(z,z) = —g(y,y), entonces

(0/) R($7 JiIE, Jil‘, y) = _R(y> lev Jzy7 l’),

+R(z, Jiy, x, iy) + R(y, Jiz,y, Jiz),

para cualquier t = 1,2, 3.

Lema 4.8.3 Sea (M, g, V), n > 2, una variedad paracuaternionica Kdhler verificando
la condicion (4.8.3) en un punto p, y sea u un vector nulo en ese punto. Siu = a(x +vy),
con ({z,y}) generando un plano totalmente real y g(x,x) =1, entonces

3
(4.8.4) cl =4, R(z,u,u,2) + g )52 {9(2, Jou)? — g(z, Jgu)Q}

dn(n +2

para cualquier vector unitario z € ({x,y, Jiz, Jiy})*,

3
(4.8.5) ¢ =4e,R(z,u,u,z) + g )Ez {9(2, Jiu)? — g(z, Jgu)2}

dn(n +2
para cualquier vector unitario z € ({x,y, Jox, Joy})*,

3T

(486) Ci = *45ZR(Z,U,U, Z) - m

€2 {9(2, Jiu)® + g(z, JQU)Q}

para cualquier vector unitario z € ({x,y, sz, Jay})*, donde T denota la curvatura escalar
de la variedad.
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1 1
Demostracién. Consideremos el vector nulo v = Z(y — x), que satisface g(u,v) = —3
a
y sea z un vector unitario en ({z,y, Jiz, Jiy})*. Para cada nimero real positivo ¢ defi-
nimos el vector w; = %(u + te,v). Entonces, como los vectores w; y z son ortogonales y

g(wg, wy) = —g(z, 2), el Lema 4.8.2, (b) (con ¢ = 1) implica que
R(z, 1z, J1z, 2) + R(wy, Jywg, Jiwg, wy) = 2R(z, J1 2, wy, Jywy)
+2R(Z, leta We, le) + R(Zﬂ let) Z, let) + R(’U}t, J1Z7 W, le)

y utilizando la expresiéon de w; y multiplicando por ¢ se sigue que

1
tR(z, J1z,12z,2) + ZRW + tev, Ji(u + teyv), Ji(u + tev), u + te,v)

=2R(z, J1z,u + tev, Ji(u + te,v)) + 2R(z, J1(u + te,v), u + te,v, J1 2)
+R(z, J1(u+ te,v), z, Ji(u + te,v)) + R(u + te,v, Jiz,u + tev, J12).

Linealizando esta expresion y tomando limites cuando t — 0, después de algunos calculos
obtenemos

—4e,R(u, Jyu,u, Jiv) = 2R(z,Jiz,u, iu)+ 2R(z, Jiu,u, J12)
+R(z, J1u, z, Jiu) + R(u, Ji1z,u, J12).

Ahora, utilizando las identidades (2.1.8) la expresién anterior se reduce a

CQIL = €ZR(Z, levua Jlu) + 26ZR(Z, Jluaua le) - €z {g(za J2U)2 - g(Z, J3u)2} 5

T
4dn(n + 2)
y la primera identidad de Bianchi implica que

ck = —e.R(u,z, J1z, Jiu) + 3. R(z, Jyu, u, J1 2)

u

(4.8.7) T

e {9t a0 = g )

Si z es un vector unitario en el subespacio ({z,vy, Jiz, Jiy})" entonces Jyz también
pertenece a ese subespacio. Asi, aplicando (4.8.7) para este tltimo vector obtenemos

cl = —3c.R(u,z,J1z, 1u) + . R(z, Jyu, u, J1 2)

u

(4.8.8) _;)gz {g(z, Jzu)2 —g(z, J3U)2} .

dn(n + 2
Restando las expresiones (4.8.7) y (4.8.8) se obtiene R(z, Jiu,u, J12) = —R(u, 2z, J1 2, Jiu),
y asi (4.8.4) se sigue de (4.8.7). Las identidades (4.8.5) y (4.8.6) se obtienen de forma
similar. O
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Corolario 4.8.1 Sea (M*", g, V), n > 2, una variedad paracuaternionica Kdhler verifi-
cando la condicion (4.8.3) en un punto p. Entonces,

para cualquier vector nulo uw € T,M que se escriba de la forma v = oz +y), ({z,y})
generando un plano totalmente real, con g(x,z) = 1.

Demostracién. Si ponemos z = J3x, entonces obtenemos un vector unitario en el subes-
pacio ({z,y, Jiz, 1y} N {z,y, Jox, Joy})*, por lo que el Lema 4.8.3 implica que

37
= e Rz 0, 2) + oo {g(e Jau)® — gz Jau)?)
y también
2 3T 2 2
¢, =4, R(z,u,u,z) + msz {g(z, Jiu)* — g(z, Jsu) } .
Como z € {{Jiu, Jou})* concluimos que c. = 2. La demostracién de c2 = —c_ es
similar. O

Corolario 4.8.2 Sea (M*", g, V), n > 2, una variedad paracuaternionica Kdhler verifi-
cando la condicion (4.8.3) en un punto p. Si u es un vector nulo que puede escribirse
de la forma uw = oz +vy), ({z,y}) generando un plano totalmente real, con g(x,z) = 1,
entonces

¢ =doie.R(z,u,u, 2), i=1,2,3,

donde z es un vector unitario tal que Q(z) L z L Q(y) (01 =02 =1, 03 = —1).

Demostracién. Nétese que z € ({z,y, Jix, Jiy})* para i = 1,2,3. Asi, el resultado se
sigue del Lema 4.8.3. a

El siguiente resultado serd fundamental para el estudio de la condicién (4.8.3) y, por
tanto, para probar el Teorema 4.8.3.

Proposicién 4.8.1 Sea (M*",g,V), n > 2, una variedad paracuaternidnica Kdhler veri-
ficando la condicion (4.8.3) en un punto p. Entonces,

(4.8.9) plu,u) = oynct, i=1,2,3,

para cualquier vector nulo w € T,M que pueda ser escrito de la forma u = a(z + y),
({z,y}) generando un plano totalmente real, con g(x,x) =1 (01 =09 =1, 03 = —1).
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Demostracién. Consideramos la descomposicién

TpM = Q((IZ) D Q(y) D <{2’1, 29y ey Z4n—8}>;

siendo {21, 29, ..., 24n_g} una base ortonormal de (Q(z) ® Q(y))*. Entonces,
,O(U, u) = R($, U, U,y I’) - R(yv U, U, y)
3
— 03 R(Jiz,u,u, Jix) — R(Jiy, u, u, Jiy)
(4.8.10) ; aus ' ' Wy
4n—8
+ Z &2, R(2j,u,u, 25),
j=1
donde €., = g(2j,2;), j = 1,...,4n — 8. Es facil comprobar que

R(z,u,u,z) — R(y,u,u,y) =0, R(J;x,u,u, Jix) — R(Jy, u,u, Jiy) = —204c.,

4n—8
por lo que (4.8.10) se reduce a p(u, u) = 2¢} 4+ 2¢2 + 263 + Z €z, R(2j,u,u, z;). Entonces,
j=1
(4.8.9) se sigue de esta tltima expresién sin mas que tener en cuenta los corolarios 4.8.1 y
4.8.2. O

A continuacién probamos el resultado principal de la segunda parte de esta seccién:

Demostracién del Teorema 4.8.3. Como la variedad es Einstein (cf. Teorema 2.1.10),
de (4.8.9) se sigue que ¢!, = 0 para i = 1,2,3 y para cualquier vector nulo u € T,M que
admite una expresién de la forma u = a(x +y), ({z,y}) generando un plano totalmente
real, con g(xz,z) = 1. Entonces, (4.8.3) implica que R,(J;u) = 0 para i = 1,2,3 y para
cualquier vector nulo u que se expresa de la forma anterior. Asi, el resultado se sigue del
Teorema 4.8.2, (iii) teniendo en cuenta la Observacion 4.8.1. O

Observacién 4.8.2 El Teorema 4.8.3 implica que la restriccién del tensor curvatura de
una variedad paracuaterniénica Kéhler a secciones degeneradas en un punto p se anula
idénticamente si y sélo si la curvatura seccional paracuaterniénica es constante en dicho
punto.
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