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de Xeometŕıa e Topolox́ıa de la Facultad de
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obtuvo la máxima calificación, APTO CUM LAUDE.



A mis padres,

y a la memoria de mi abuelo.



Abstract

The study of the curvature is one of the most interesting topics in Differential Geom-
etry, and it is central in the study of semi–Riemannian Geometry. Jacobi operators and
Jacobi vector fields arise in a natural way in the study of geodesic variations as a measure
of the geodesic deviation. Jacobi vector fields constitute a basic tool in the study of many
geometric problems. Although it is difficult to determine them explicitly, many properties
can be obtained directly from the knowledge of the Jacobi operators.

The purpose of this Doctoral Thesis is to make a study of the Jacobi operators on
semi–Riemannian manifolds. Since such operators are self–adjoint, we carry out this
analysis from two points of view. Firstly we study the constancy of the eigenvalues of the
Jacobi operators (which is closely related to the “Osserman problem”) and secondly we
investigate the influence of the geometry of the manifold on the existence of distinguished
eigenspaces for the Jacobi operators. In Chapter 1 we review the current situation of both
problems in the Riemannian and Lorentzian framework, as a previous step to the study
of the more general semi–Riemannian case.

Chapters 2 and 3 are devoted to the study of the eigenvalues of the Jacobi operators. In
Chapter 2 we point out the existence of strong differences in the analysis of the Osserman
condition for semi–Riemannian metrics with respect to the Riemannian and Lorentzian
analogues by showing the existence of Osserman metrics of any signature (p, q), p, q ≥ 2,
which are not locally symmetric (even not locally homogeneous). These examples motivate
the study of a particular class of Osserman semi–Riemannian spaces, which we call “special
Osserman manifolds”. They may be thought, beside the spaces of constant curvature, as
the simplest semi–Riemannian manifolds from the point of view of their curvature. We
show in Chapter 3 that they are locally symmetric and that, if the dimension is different
from 16 and 32, they must be locally isometric to one of the following: an indefinite Kähler
manifold of constant holomorphic sectional curvature, an indefinite quaternionic Kähler
manifold of constant quaternionic sectional curvature, a para–Kähler manifold of constant
paraholomorphic sectional curvature or a paraquaternionic Kähler manifold of constant
paraquaternionic sectional curvature.

The study of the existence of distinguished eigenspaces for the Jacobi operators is car-
ried out in Chapter 4. We focus on the most unknown classes of special Osserman spaces:
para–Kähler and paraquaternionic Kähler manifolds. We characterize the constancy of the
paraholomorphic and paraquaternionic sectional curvatures by the existence of eigenspaces
of the Jacobi operators generated by the paracomplex and paraquaternionic structures,
respectively. Finally, we point out that the information provided by the Jacobi operator
in the para–Kähler setting is different when we consider it along spacelike, timelike or null
geodesics, the last case giving a conformally invariant property.
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2.2.1 Una familia de métricas de Osserman en R4 . . . . . . . . . . . . . . 31
2.2.2 Ejemplos con distintos polinomios mı́nimos . . . . . . . . . . . . . . 38
2.2.3 Variedades de Osserman de dimensión y signatura arbitrarias . . . . 43

2.3 Métricas de Osserman en el fibrado cotangente a una variedad af́ın . . . . . 45
2.3.1 Extensión de Riemann de una conexión af́ın . . . . . . . . . . . . . . 45
2.3.2 Superficies afines de Osserman . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.4 Métricas de Osserman en el fibrado tangente . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.4.1 El levantamiento completo deformado de una métrica . . . . . . . . 51
2.4.2 Variedades Kähler indefinidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.4.3 Variedades para–Kähler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57



3 Variedades de Osserman especiales 61
3.1 Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
3.2 Multiplicidades de los autovalores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.3 Expresión puntual del tensor curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.4 Clasificación local . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
3.5 Casos excepcionales: dimensión 16 y 32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
3.6 Análisis de la condición de Osserman en cada punto . . . . . . . . . . . . . 112

4 Autoespacios del operador de Jacobi 121
4.1 Introducción . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
4.2 Variedades casi para–Hermı́ticas. Preliminares . . . . . . . . . . . . . . . . 123
4.3 Constancia de la curvatura seccional paraholomorfa . . . . . . . . . . . . . . 124
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Introducción

El estudio de la curvatura de variedades semi–Riemannianas constituye uno de los
aspectos más ampliamente desarrollados en Geometŕıa Diferencial. De hecho, citando
textualmente a Osserman [Os, pág. 731]:

“La noción de curvatura es uno de los conceptos centrales en geometŕıa diferen-
cial; se podŕıa argumentar que es el central, distinguiendo la parte geométrica
del término de otros aspectos que son anaĺıticos, algebraicos o topológicos. En
palabras de Marcel Berger [B, pág. 9], la curvatura es el número uno y más
natural de los invariantes Riemannianos. Gauss y después Riemann se dieron
cuenta instantáneamente.

La curvatura juega también un papel fundamental en f́ısica. La magnitud de
la fuerza necesaria para mover un objeto a velocidad constante a lo largo de
un camino es, de acuerdo con las Leyes de Newton, un múltiplo constante
de la curvatura de la trayectoria. El movimiento de un cuerpo en un campo
gravitatorio está determinado, de acuerdo con Einstein, por la curvatura del
espacio . . .”.

Debe resultar claro que el conocimiento de la curvatura proporciona una gran infor-
mación sobre la geometŕıa de la variedad. Aśı, si dos variedades semi–Riemannianas son
localmente isométricas, su tensor curvatura es necesariamente el mismo. Sin embargo, el
hecho de que dos variedades tengan el mismo tensor curvatura no conlleva su carácter
localmente isométrico. Es, de hecho, necesario el conocimiento de las derivadas covarian-
tes de dicho tensor curvatura. El problema de determinar las condiciones mı́nimas que
permitan garantizar que dos variedades con el mismo tensor curvatura sean localmente
isométricas está todav́ıa abierto y, bajo ciertas condiciones, estrechamente relacionado con
lo que se ha dado en llamar variedades curvatura homogéneas.

Por otro lado, la curvatura de una variedad influye también en la topoloǵıa subyacente
de la misma. Resultados como la teoŕıa de clases caracteŕısticas o los teoremas clásicos
de Myers ponen de manifiesto dicha relación. Una observación más detallada del Teorema
de Myers (véase, por ejemplo, [KN, vol. II, pág. 88]) o de la descripción en términos
de la curvatura de la primera clase de Chern de una variedad Kähleriana, evidencia el
importante papel desempeñado por una contracción del tensor curvatura: la curvatura de
Ricci. Esta, a su vez, no es otra cosa que la traza de los distintos operadores de Jacobi.

El operador de Jacobi aparece de forma natural en el estudio de las variaciones
geodésicas, siendo los campos de vectores de Jacobi las soluciones de la ecuación diferen-
cial X ′′ + RγX = 0, donde RγX = R(X, γ′)γ′ representa el operador de Jacobi a lo largo
de la geodésica γ. Los campos de vectores de Jacobi son una herramienta básica en el

i
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estudio de numerosos problemas geométricos debido, especialmente, a su relación con los
campos de vectores coordenados para sistemas de coordenadas normales o de Fermi. Este
hecho hace que el conocimiento de los campos de Jacobi permita describir localmente la
geometŕıa de la variedad. Aśı pues, no es exagerado decir que el conocimiento expĺıcito
de los operadores de Jacobi (y asociado a ellos, el de los campos de vectores de Jacobi) es
un aspecto básico en geometŕıa semi–Riemanniana.

Es una consecuencia inmediata de las propiedades del tensor curvatura el carácter
autoadjunto de los operadores de Jacobi, lo que permite hablar del espectro de los mismos.
Una simple observación muestra que, en variedades Riemannianas, los autovalores de los
operadores de Jacobi se corresponden con los valores extremos de la función curvatura
seccional, al mismo tiempo que los autoespacios asociados a ellos señalan las direcciones
donde la función curvatura seccional alcanza dichos valores extremos. Es, por tanto,
de especial interés el conocimiento de ambos, los autovalores y los autoespacios de los
operadores de Jacobi.

El estudio de los autovalores del operador de Jacobi está estrechamente relacionado con
lo que se ha dado en llamar el “problema de Osserman”. Aśı, una variedad de Riemann
(M, g) se dice que es Osserman si los autovalores de los operadores de Jacobi son constantes
en el fibrado esférico a la variedad. Osserman ha conjeturado que tales variedades han
de ser localmente isométricas a los espacios homogéneos dos–puntos. Dicha conjetura ha
sido probada por Chi cuando la dimensión de la variedad es distinta de 4k, (k > 1) [Ch1].
Además, en [Ch2] y [Ch3], Chi ha demostrado la validez de la conjetura de Osserman
bajo ciertas propiedades adicionales. Recientemente Gilkey, Swann y Vanhecke [GSV] han
iniciado el estudio de dos propiedades relacionadas con el problema de Osserman. La
primera de ellas (estrictamente más débil que la propiedad de Osserman) es la llamada
propiedad de Osserman puntual, consistente en la constancia, en cada punto de la variedad,
de los autovalores de los operadores de Jacobi. La segunda (más fuerte que la propiedad
de Osserman) es la existencia de esferas geodésicas isoparamétricas pasando por cada
punto de la variedad. Esta última propiedad implica el carácter de Osserman, aśı como
la propiedad de armonicidad de la variedad considerada. Sin embargo, aún bajo estas
fuertes condiciones, la clasificación de las variedades de Osserman es todav́ıa un problema
abierto.

El estudio de los autoespacios del operador de Jacobi ha sido abordado con anterio-
ridad. Aśı, el llamado criterio de Cartan para la constancia de la curvatura seccional
puede ser reenunciado en los siguientes términos: si el operador de Jacobi tiene un único
autoespacio, entonces la variedad es un espacio de curvatura seccional constante [DN1],
[GN]. Cuando la variedad estudiada se encuentre equipada con alguna estructura adi-
cional, es lógico esperar que la relación de dicha estructura con los invariantes Riemannia-
nos de la variedad proporcione información importante sobre la misma. Aśı, en variedades
Kählerianas, la curvatura seccional holomorfa (definida como la restricción de la curvatura
seccional a planos holomorfos) permite describir de forma natural los espacios complejos
Eucĺıdeos, proyectivos e hiperbólicos como aquellas variedades Kählerianas de curvatura
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seccional holomorfa constante. Nomizu [N1] ha estudiado la existencia de autoespacios
distinguidos para los operadores de Jacobi en variedades Kählerianas, mostrando que la
curvatura seccional holomorfa es constante si y sólo si Jx es un autovector del operador
de Jacobi Rx, para cada vector x. Un resultado en cierto modo análogo es conocido en el
marco de la geometŕıa cuaterniónica [Kn].

El estudio de la curvatura en geometŕıa semi–Riemanniana presenta notables diferen-
cias con su análogo Riemanniano. En primer lugar, debe señalarse que se encuentra mucho
menos desarrollado debido, quizás, a las patoloǵıas que presenta su estudio. La función
curvatura seccional en cada punto p ∈ M de una variedad Riemanniana M está definida en
toda la Grassmanniana de 2–planos tangentes G2(TpM). Aśı, la compacidad de G2(TpM)
asegura la acotación de dicha función en cada punto de la variedad. La existencia de
planos degenerados en variedades semi–Riemannianas muestra la imposibilidad de definir
la función curvatura seccional en toda la Grassmanniana de 2–planos, lo cual conlleva
la no acotación de dicha función curvatura en cada punto. Es un resultado clásico de
Kulkarni [Ku] que la curvatura seccional está acotada superior o inferiormente si y sólo si
es constante. Además, Dajczer y Nomizu [DN1] han mostrado que dicha función curvatura
seccional puede ser extendida con continuidad a toda la Grassmanniana G2(TpM) si y
sólo si es constante en el punto p ∈ M . Este hecho hace que la relación existente entre
el operador de Jacobi y la curvatura seccional sea de interpretación más compleja cuando
las métricas consideradas no sean definidas positivas. Además, debe tenerse en cuenta
que los operadores de Jacobi no son necesariamente diagonalizables cuando las métricas
consideradas son indefinidas. Sin embargo, el estudio de los operadores de Jacobi presenta
una motivación adicional en geometŕıa Lorentziana, puesto que en la formulación de la
Relatividad General dichos operadores permiten medir la aceleración relativa de sistemas
inerciales de part́ıculas y, por tanto, su conocimiento es esencial a la hora de construir los
modelos relativistas [O].

Motivados por este hecho, en [GK2] y [GKV] se inicia el estudio del problema de Osser-
man en geometŕıa de Lorentz. Dicho estudio ha sido recientemente completado en [BBG],
obteniéndose, finalmente, que la propiedad de Osserman sobre vectores espaciales o tem-
porales es equivalente a la constancia de la curvatura seccional. El estudio de la propiedad
de Osserman para vectores nulos es todav́ıa un campo abierto en geometŕıa de Lorentz.
Dicho estudio presenta una primera dificultad a la hora de seleccionar un representante
de cada dirección nula del espacio. Esto se resuelve mediante el uso de congruencias nulas
inducidas por vectores temporales y se prueba en [GK2] que una variedad nula Osserman
en dimensión cuatro es de curvatura constante o un espacio de Robertson–Walker.

El estudio de la existencia de autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi
en geometŕıa semi–Riemanniana ha sido iniciado por Dajczer y Nomizu [DN1], quienes
obtienen una generalización del criterio de Cartan. Más tarde, Graves y Nomizu [GN]
señalan la posibilidad de obtener el criterio de Cartan mediante el simple análisis de
los operadores de Jacobi asociados a vectores espaciales o temporales. El estudio de
una propiedad análoga para los operadores de Jacobi asociados a vectores nulos ha sido
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desarrollado por Kupeli [K1] quien prueba que dicha condición es equivalente al carácter
localmente conformalmente llano de la variedad (lo que representa un invariante conforme
de la estructura). En el marco de la geometŕıa casi Hermı́tica indefinida, ha sido estudiada
recientemente una condición del tipo de la obtenida por Nomizu en [N1] para la constancia
de la curvatura seccional holomorfa en variedades Kählerianas. De igual modo a como
suced́ıa con la curvatura seccional, tal condición proporciona distinta información cuando
se presenta sobre vectores espaciales, temporales o nulos. En el caso de estos últimos
aparece de nuevo un invariante conforme: la anulación del tensor de Bochner [BCGHM].

El objetivo de esta memoria es el estudio del operador de Jacobi en variedades con
métricas semi–Riemannianas en base a los dos aspectos fundamentales señalados anterior-
mente: el estudio de los autovalores y los autoespacios del mismo.

Al considerar métricas indefinidas no Lorentzianas, existen numerosos ejemplos de va-
riedades Osserman que no son de curvatura seccional constante: las variedades Kähler
indefinidas de curvatura seccional holomorfa constante o las variedades cuarterniónicas
Kähler indefinidas de curvatura cuaterniónica constante son ejemplos claramente moti-
vados por sus análogos Riemannianos. En ambos casos, los operadores de Jacobi son
diagonalizables con dos autovalores distintos. Sin embargo, la diagonalizabilidad del ope-
rador de Jacobi no es un hecho garantizado (al trabajar con métricas indefinidas), por
lo que dedicamos especial atención a la búsqueda de ejemplos de variedades Osserman
con operadores de Jacobi no diagonalizables. La existencia de tales ejemplos mostrará la
primera diferencia básica a tener en cuenta en el estudio de este problema con relación a
sus análogos Riemanniano o Lorentziano. Después de examinar en detalle varias familias
de ejemplos no localmente simétricos de variedades semi–Riemannianas de Osserman, nos
planteamos el estudio del caso más sencillo posible de variedades de Osserman: aquellas
cuyo operador de Jacobi sea diagonalizable con exactamente dos autovalores distintos. El
estudio de estos espacios pone de manifiesto la necesidad de considerar nuevas geometŕıas
semi–Riemannianas sin análogo Riemanniano: las variedades casi para–Hermı́ticas y para-
cuaterniónicas.

Finalmente, dedicamos especial atención al estudio de la existencia de autoespacios dis-
tinguidos para los operadores de Jacobi en estas dos geometŕıas, con especial atención a las
variedades para–Kähler y paracuaterniónicas Kähler. Debido a la existencia de vectores
temporales, espaciales y nulos, estudiamos separadamente el significado de sus operadores
de Jacobi. Aśı, la propiedad estudiada permite caracterizar las variedades para–Kähler
de curvatura seccional paraholomorfa constante cuando se examinan las direcciones es-
paciales o temporales. Sin embargo, la existencia de autoespacios distinguidos para el
operador de Jacobi a lo largo de direcciones nulas proporciona un invariante conforme en
geometŕıa para–Hermı́tica. Dicha propiedad es, sin embargo, equivalente a la constancia
de la curvatura seccional paracuaterniónica en variedades paracuaterniónicas Kähler.

De una forma más precisa, el contenido de esta memoria se estructura de la forma
siguiente.
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El primer caṕıtulo lo dedicamos a fijar la notación básica que será utilizada a lo largo
de la memoria. Además, analizamos la situación de los problemas que nos conciernen:
el estudio de los autovalores y el de los autoespacios del operador de Jacobi en los mar-
cos Riemanniano y Lorentziano, como situación previa al análisis que desarrollaremos a
continuación.

El segundo caṕıtulo está dedicado al análisis de distintos tipos de ejemplos de varieda-
des de Osserman. Esencialmente agrupamos dichos ejemplos en dos clases, básicamente
diferenciadas por la posibilidad de diagonalizar el operador de Jacobi. Ejemplos clásicos
de variedades semi–Riemannianas de Osserman con operador de Jacobi diagonalizable son
los espacios de curvatura seccional constante, las variedades Kähler indefinidas de cur-
vatura seccional holomorfa constante y las variedades cuaterniónicas Kähler de curvatura
seccional cuaterniónica constante. Dichos ejemplos aparecen asociados a métricas de sig-
natura (p, q), (2p, 2q) y (4p, 4q), p, q ≥ 0, respectivamente. Otros ejemplos clásicos, aunque
menos conocidos, son los proporcionados por las variedades para–Kähler de curvatura sec-
cional paraholomorfa constante. Dichas métricas han de ser necesariamente de signatura
(n, n). Además, estudiamos con cierto detalle las variedades paracuaterniónicas Kähler.
Dado que el estudio de esta última geometŕıa es casi inexistente en la bibliograf́ıa, le dedi-
caremos una especial atención a lo largo de esta memoria. Es interesante señalar que los
operadores de Jacobi correspondientes a todos los ejemplos anteriores poseen sólo dos auto-
valores distintos (excepto en el caso de los espacios de curvatura constante) presentándose
diferencias entre ellos en los autoespacios asociados a dichos autovalores. Además, es
importante observar que todos los ejemplos mencionados son localmente simétricos.

La otra clase de ejemplos estudiada presenta grandes diferencias con la mostrada an-
teriormente. De hecho, pondremos de manifiesto la existencia de ejemplos de variedades
semi–Riemannianas de Osserman de cualquier signatura (p, q), p, q ≥ 2, que no son local-
mente simétricos (ni siquiera localmente homogéneos). Para ello, construimos una familia
de métricas en R4 de signatura (+,+,−,−),

(2.2.1)

g(f1,f2) = x3f1(x1, x2)dx1 ⊗ dx1 + x4f2(x1, x2)dx2 ⊗ dx2

+a
{
dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1

}
+b

{
dx1 ⊗ dx3 + dx3 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx4 + dx4 ⊗ dx2

}

donde (x1, x2, x3, x4) denotan las coordenadas usuales de R4. Probamos, en primer lugar,
que las métricas anteriores son Osserman si y sólo si las funciones f1 y f2 verifican la

ecuación en derivadas parciales
∂f1

∂x2
+

∂f2

∂x1
= 0. Además, el carácter localmente simétrico

de dichos espacios será equivalente a la posibilidad de resolver un cierto sistema de ecua-
ciones en derivadas parciales (Teorema 2.2.2). De esta forma, es posible mostrar la exis-
tencia de ejemplos no simétricos de espacios de Osserman. Señalemos además que los ope-
radores de Jacobi de dichas métricas tienen como polinomio caracteŕıstico pλ(RX) = λ4,



vi Introducción

pero el polinomio mı́nimo mλ(RX) vaŕıa desde mλ(RX) = λ hasta mλ(RX) = λ3. Además,
el polinomio mı́nimo puede variar de un punto a otro (lo que muestra que dichos espa-
cios no serán curvatura homogéneos ni, por tanto, localmente homogéneos). Finalmente,
la generalización a dimensiones superiores se obtiene sin más que considerar las varie-
dades producto R4 × Rk

ν , donde en R4 se considera una métrica g(f1,f2) de las descritas
anteriormente y en Rk

ν la métrica Eucĺıdea indefinida usual de signatura (k − ν, ν).
Debido al interés que presentan en nuestro estudio las métricas construidas anterior-

mente en R4, nos planteamos la posibilidad de obtenerlas de un modo más geométrico.
Para ello, estudiamos el fibrado cotangente a una variedad equipada con una conexión
af́ın. Aśı, en la sección 2.3 introducimos de forma natural el concepto de conexión af́ın
de Osserman como aquella conexión sin torsión (simétrica) cuya extensión de Riemann
al fibrado cotangente es una métrica de Osserman. Utilizando un resultado de Wong
[Wo], caracterizamos localmente las conexiones afines de Osserman (Teorema 2.3.4) lo que
permite interpretar las métricas g(f1,f2) (cuando a = 0) anteriores como extensiones de
Riemann a R4 = T ∗R2 de ciertas conexiones afines de Osserman.

La última sección del caṕıtulo 2 está dedicada al estudio de otra familia de variedades
de Osserman. Para ello consideraremos el fibrado tangente TM a una variedad semi–
Riemanniana (M, g). Si φ denota un campo de tensores simétrico de tipo (0, 2) sobre M ,
definimos el levantamiento completo deformado de g a TM como la métrica gφ = gC +φV ,
donde gC y φV denotan el levantamiento completo y vertical de la métrica g y el campo
de tensores φ respectivamente. El Teorema 2.4.1 muestra que (TM, gφ) es una variedad
semi–Riemanniana de Osserman si y sólo si los autovalores de los operadores de Jacobi de
(M, g) son idénticamente nulos, lo que permite construir una amplia familia de ejemplos
sin más que partir de una variedad llana (M, g), siendo φ cualquier deformación conforme
de la métrica g. En esta ĺınea, estudiamos los dos casos más sencillos correspondientes
a las situaciones en las que (M, g) es el plano Eucĺıdeo R2 o el plano de Minkowski R2

1.
En ambos casos es posible equipar a TM con ciertas estructuras adicionales, lo que per-
mite construir ejemplos de variedades Kähler indefinidas de Osserman (Teorema 2.4.3)
y variedades para–Kähler de Osserman (Teorema 2.4.5). Además, la curvatura seccional
holomorfa o paraholomorfa de tales métricas será no negativa o no positiva en cada punto
sin necesidad de ser constante, aún cuando la variedad sea localmente simétrica.

El caṕıtulo 3 de la memoria está dedicado al estudio de una clase particular de varie-
dades de Osserman. Después de los espacios de curvatura seccional constante, la clase más
sencilla a considerar es la dada por aquellas variedades cuyos operadores de Jacobi sean
diagonalizables con exactamente dos autovalores distintos. En este sentido, decimos que
una variedad semi–Riemanniana es de Osserman especial si satisface las dos condiciones
siguientes:

(I) Para cada vector unitario x, el operador de Jacobi Rx es diagonalizable con exacta-
mente dos autovalores distintos: λεx y µεx (εx = g(x, x)).
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(II) Si z es un vector unitario en Eλ(x), entonces se cumple que Eλ(z) = Eλ(x), donde
Eλ(x) = 〈x〉 ⊕ Ker(Rx − λεxId). Además, si y es un vector en Ker(Rx − µεxId),
entonces x ∈ Ker(Ry − µεyId).

Como primer resultado, obtenemos una descripción de las posibles signaturas en las
que pueden ocurrir las variedades de Osserman especiales en relación con la multiplicidad
del autovalor distinguido λ:

Teorema 3.2.4 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. Entonces se cumple una
de las siguientes condiciones:

(i) La multiplicidad de λ es uno y la métrica g es de signatura (2p, 2q) ó (n, n).

(ii) La multiplicidad de λ es tres y la métrica g es de signatura (4p, 4q) ó (2n, 2n).

(iii) La multiplicidad de λ es siete y la métrica g es de signatura (16, 0), (0, 16) ó (8, 8).

(iv) La multiplicidad de λ es quince y la métrica g es de signatura (16, 16).

El resultado anterior es obtenido mediante el análisis de ciertos módulos de Clifford
construidos a partir del autovalor λ. Además, en los casos (i) y (ii), podemos obtener
una descripción completa del tensor curvatura, lo que nos permite probar el siguiente
resultado:

Teorema 3.4.2 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial de dimensión distinta de
16 y 32. Entonces (M, g) es localmente isométrica a una de las siguientes variedades:

(i) Una variedad Kähler indefinida de curvatura seccional holomorfa constante,

(ii) una variedad para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante,

(iii) una variedad cuaterniónica Kähler indefinida de curvatura seccional cuaterniónica
constante, o

(iv) una variedad paracuaterniónica Kähler con curvatura seccional paracuaterniónica
constante.

Además, cuando la dimensión de la variedad de Osserman especial sea 16 ó 32, pro-
bamos en el Teorema 3.5.1 que dicho espacio ha de ser localmente simétrico. En estos
momentos, es todav́ıa un problema abierto la clasificación completa de tales espacios que,
consideramos, han de estar estrechamente relacionados con las álgebras de Cayley de
primera y segunda especie.
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El caṕıtulo cuarto de esta memoria esta dedicado al estudio del otro problema men-
cionado: la influencia de la existencia de autoespacios distinguidos para los operadores
de Jacobi. Si (M, g, J) es una variedad para–Kähler, la estructura paracompleja J define
una dirección distinguida asociada a cada dirección x, y estudiamos la influencia sobre
la curvatura de la variedad de la propiedad de ser Jx un autoespacio distinguido para el
operador de Jacobi Rx. Debido a la existencia de vectores espaciales, temporales y nulos,
investigamos dicha condición separadamente en cada uno de los tres casos, obteniendo la
siguiente caracterización de la constancia de la curvatura seccional paraholomorfa:

Teorema 4.1.1 Sea (M, g, J) una variedad para–Kähler conexa de dimensión > 2. En-
tonces la curvatura seccional paraholomorfa es constante en M si y sólo si se cumple
alguna de las condiciones equivalentes siguientes:

(i) Jx es un autovector del operador de Jacobi Rx, para cada vector espacial x,

(ii) Jx es un autovector del operador de Jacobi Rx, para cada vector temporal x,

(iii) Jx es un autovector del operador de Jacobi Rx con autovalor asociado cero, para
cada vector nulo x.

El distinto comportamiento de los vectores nulos cuando se comparan con los espa-
ciales y temporales motiva el estudio de la propiedad definida por el hecho de ser Ju un
autovector del operador de Jacobi Ru para cada vector nulo u. Tal propiedad es estric-
tamente más débil que la constancia de la curvatura seccional paraholomorfa y, además,
define una propiedad invariante conforme en geometŕıa casi para–Hermı́tica. Es por ello
que abordamos su estudio, con la mayor generalidad posible, en el marco de las variedades
casi para–Hermı́ticas. Un primer paso es la generalización del resultado anterior (Teorema
4.3.1) que permite caracterizar la constancia puntual de la curvatura seccional paraholo-
morfa y obtener la expresión del tensor curvatura de las variedades casi para–Hermı́ticas
isotrópicas (Teorema 4.4.1). Finalmente, dicha expresión nos ha permitido obtener un
resultado de clasificación local, que en el caso particular de las variedades para–Kähler se
reduce a:

Teorema 4.5.2 Sea (M, g, J) una variedad para–Kähler isotrópica de curvatura escalar
constante. Si el tensor de Ricci es diagonalizable, entonces

(i) (M, g, J) es localmente isométrico a un espacio de curvatura seccional paraholomorfa
constante, o

(ii) M es localmente isométrica a un producto M1(c) × M2(−c), donde M1 y M2 son
variedades para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante c y −c, res-
pectivamente.



Introducción ix

Además, en la sección 7 del Caṕıtulo 4 mostramos una familia de ejemplos que ponen
de manifiesto la no validez del resultado anterior cuando el tensor de Ricci no es diagona-
lizable. Dicha familia se obtiene sin más que considerar el fibrado tangente a una variedad
para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante, equipado con la estructura
definida por los levantamientos completos de la métrica y la estructura paracompleja de
la variedad base (Ejemplo 4.7.5).

Finalmente, en la última sección de esta memoria consideramos la propiedad anterior
en el marco de la geometŕıa paracuaterniónica probando el siguiente resultado:

Teorema 4.8.1 Sea (M, g, V ) una variedad paracuaterniónica Kähler conexa de dimensión
> 4. Entonces la curvatura seccional paracuaterniónica es constante en M si y sólo si
{J1x, J2x, J3x} define un autoespacio del operador de Jacobi Rx, para cada vector espacial,
temporal o nulo x.



Caṕıtulo 1

El operador de Jacobi

1.1 Introducción

Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana n–dimensional de signatura arbitraria (p, q),
p, q ≥ 0. La métrica g determina de forma única una conexión simétrica, ∇, respecto a la
cual es paralela, la conexión de Levi Civita, definida por

2g(∇XY, Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(X, Z)) − Z(g(X, Y ))

−g(X, [Y, Z]) − g(Y, [X, Z]) + g(Z, [X, Y ]),
(1.1.1)

siendo X, Y , Z campos de vectores sobre la variedad. Aśı, nos referiremos al tensor de
curvatura de dicha conexión

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z,(1.1.2)

como la curvatura de la variedad (M, g). R satisface, entre otras, las siguientes identidades:

R(X, Y )Z = −R(Y, X)Z,(1.1.3)

R(X,Y )Z + R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0,(1.1.4)

(∇XR)(Y, Z)W + (∇Y R)(Z, X)W + (∇ZR)(X, Y )W = 0,(1.1.5)

para cualesquiera X, Y , Z, W campos de vectores sobre la variedad. Nos referiremos
a (1.1.4) y (1.1.5) como la primera y la segunda identidad de Bianchi, respectivamente.
Además, a menudo escribiremos el tensor curvatura de tipo (0, 4)

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X, Y )Z, W ),

1



2 1.1 Introducción

al que generalmente denominaremos función curvatura. La función curvatura R satisface,
además de las identidades anteriores, las siguientes:

R(X,Y, Z, W ) = −R(X,Y,W,Z),(1.1.6)

R(X, Y, Z, W ) = R(Z, W,X, Y ).(1.1.7)

Si bien el tensor de curvatura se introduce de forma independiente de su intuición
geométrica, ésta queda reflejada al estudiar la función curvatura seccional. Aśı, para cada
plano no degenerado π = 〈{x, y}〉 (g(x, x)g(y, y) − g(x, y)2 �= 0), se define la función
curvatura seccional como

K(π) =
R(x, y, y, x)

g(x, x)g(y, y) − g(x, y)2
.(1.1.8)

El concepto de curvatura seccional permite interpretar geométricamente el tensor cur-
vatura y, además, su conocimiento permite reconstruir el tensor curvatura en su totalidad.

A lo largo de esta memoria utilizaremos dos contracciones importantes del tensor
curvatura: el tensor de Ricci, ρ, definido como

ρ(X,Y ) = tr {Z � R(Z, X)Y },(1.1.9)

y la curvatura escalar, τ , dada por

τ = tr ρ.(1.1.10)

Si {E1, . . . , En} denota una referencia local ortonormal de campos de vectores sobre
M , entonces el tensor de Ricci y la curvatura escalar se expresan como:

ρ(X, Y ) =
n∑

i=1

εEiR(Ei, X, Y,Ei), τ =
n∑

i=1

εEiρ(Ei, Ei) =
n∑

i,j=1

εEiεEjR(Ej , Ei, Ei, Ej),

donde εEk
= g(Ek, Ek), k = 1, . . . , n.

Un aspecto central en geometŕıa es el estudio de la curvatura y una herramienta básica
en dicho estudio son los llamados campos de vectores de Jacobi. Un campo de vectores de
Jacobi a lo largo de una geodésica γ es una solución de la ecuación diferencial de Jacobi,
X ′′ + R(X, γ′)γ′ = 0, donde γ′ es el campo de vectores velocidad a lo largo de γ.

Los campos de vectores de Jacobi son claves a la hora de abordar el problema de medir
el cambio en la longitud del arco de un segmento de una geodésica cuando ésta se somete a
pequeñas variaciones. Una curva puede compararse con otras próximas a ella utilizando el
concepto de variación geodésica. Una variación de un segmento de curva α : [a, b] −→ M
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es una aplicación x(u, v) : [a, b]×(−δ, δ) −→ M tal que α(u) = x(u, 0) para todo a ≤ u ≤ b.
El campo de vectores V a lo largo de α dado por V (u) = xv(u, 0) se denomina campo de
variación de x, y para δ > 0 suficientemente pequeño es un modelo infinitesimal de x. En el
caso de una variación geodésica, es decir, cuando cada curva u � x(u, v) es una geodésica,
el campo de variación V es un campo de vectores de Jacobi, y el término RγV = R(V, γ′)γ′

es clave en la fórmula de la segunda variación. En este punto es interesante señalar que si
pensamos en la variación geodésica x de γ como una familia 1–paramétrica de part́ıculas en
cáıda libre, entonces el campo de variación V nos da la posición, relativa a γ, de part́ıculas
próximas. Aśı, la derivada V ′ proporciona la velocidad relativa y V ′′ la aceleración relativa.
Asignándole a estas part́ıculas masa unitaria, se puede interpretar la ecuación de Jacobi
V ′′ + R(V, γ′)γ′ = 0 como la segunda ley de Newton, donde el vector curvatura R(V, γ′)γ′

juega el papel de la fuerza. Esta interpretación resulta básica en el análisis de la curvatura
como gravitación en Relatividad. (Consultar [O] para más detalles).

Por otra parte, recordemos que si {e1, . . . , en} es una base ortonormal del espacio
tangente a una variedad M en un punto p, entonces las coordenadas normales (x1, . . . , xn)
están dadas por

xi


expp

n∑
j=1

tjej


 = ti,(1.1.11)

donde expp denota la aplicación exponencial. En [Gr] se prueba que los campos de vectores

coordenados
∂

∂xi
, i = 1, . . . , n, a lo largo de cualquier geodésica radial se corresponden

con ciertos campos de vectores de Jacobi. Una interpretación similar se tiene en el caso
de campos de vectores de Fermi. (Véase [Gr] para más detalles).

El campo de tensores simétrico Rγ = R(·, γ′)γ′ se denomina operador de Jacobi a lo
largo de γ y, en geometŕıa de Riemann, juega un papel básico en el estudio de la geometŕıa
intŕınseca y extŕınseca de las esferas geodésicas, tubos y reflexiones con respecto a pun-
tos, curvas y subvariedades ([GrV1, GrV3]). Es importante señalar que, a su vez, estas
propiedades resultan de gran importancia en la determinación de volúmenes, relacionados
con aspectos fundamentales como la caracteŕıstica de Euler o los números de Chern.

En general, la determinación expĺıcita de los campos de vectores de Jacobi resulta
muy complicada, excepto en aquellos casos de variedades con tensor de curvatura muy
simple. Sin embargo, muchas propiedades de la geometŕıa de las variedades pueden ser
analizadas sin conocer expĺıcitamente los campos de Jacobi, utilizando los operadores de
Jacobi. Todo lo expuesto anteriormente muestra la importancia del estudio del operador
R(·, γ′)γ′. Generalizando este operador introducimos la siguiente definición:

Definición 1.1.1 Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana y x un vector tangente a
M en un punto p. Se define el operador de Jacobi asociado a x como la aplicación lineal
Rx : TpM −→ TpM dada por

Rx(y) = R(y, x)x

para cualquier vector y ∈ TpM .
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Es inmediato comprobar, utilizando las identidades (1.1.6) y (1.1.7), que Rx es autoad-
junto, es decir, g(Rxy, z) = g(y,Rxz) para cualesquiera vectores y, z ∈ TpM . Por tanto,
cuando la métrica g sea definida positiva los operadores de Jacobi serán diagonalizables
con autovalores reales. En consecuencia, el conocimiento tanto de los autovalores como
de los autoespacios del operador de Jacobi proporcionará importante información sobre la
curvatura de tales variedades.

El objetivo de esta memoria es el estudio de los operadores de Jacobi en variedades
semi–Riemannianas desde dos puntos de vista. Por un lado analizaremos la constancia
de los autovalores de dichos operadores y, por otra parte, estudiaremos ciertos casos en
los que los operadores de Jacobi presentan un autoespacio distinguido. En la siguiente
sección de este caṕıtulo (§1.2) comentaremos los avances más destacados realizados hasta
el momento en el primero de los problemas planteados, distinguiendo entre variedades
Riemannianas, variedades de Lorentz y variedades semi–Riemannianas. En la sección
1.3 señalaremos algunos resultados conocidos sobre la influencia que, en la curvatura de la
variedad, conlleva la existencia de autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi.

1.2 Autovalores del operador de Jacobi

Como indicamos en la introducción, la primera parte de esta memoria se centra en el estu-
dio de la constancia de los autovalores de los operadores de Jacobi de una variedad semi–
Riemanniana. Este problema fue planteado inicialmente, para variedades Riemannianas,
por Osserman. Aśı, en [Os], basándose en los resultados obtenidos en [OS], Osserman
planteó la siguiente conjetura: si los autovalores de los operadores de Jacobi Rx de una
variedad Riemanniana M son independientes de la elección del vector unitario x ∈ TpM y
de la elección del punto p ∈ M , entonces M es llana o un espacio localmente simétrico de
rango uno. En esta sección exponemos diversos resultados obtenidos en relación con este
problema, distinguiendo entre variedades Riemannianas, de Lorentz y semi–Riemannianas
de signatura (p, q), p, q > 1.

1.2.1 El problema de Osserman en geometŕıa de Riemann

Siguiendo la notación introducida en [GSV], diremos que una variedad de Riemann (M, g)
es un espacio de Osserman si los autovalores de los operadores de Jacobi son constantes en
el fibrado esférico de la variedad. En lo que sigue pondremos de manifiesto los resultados
más importantes obtenidos hasta la fecha en el estudio de la clasificación de las variedades
de Osserman. Estos han sido obtenidos por Chi en [Ch1, Ch2, Ch3], de donde entresacamos
los siguientes resultados.
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Teorema 1.2.1 [Ch1, Teor. 0] Sea (Mn, g) una variedad Riemanniana de Osserman co-
nexa. Si n �= 4k, k > 1, entonces M es un espacio de curvatura seccional constante o una
variedad Kähler de curvatura seccional holomorfa constante.

Las ĺıneas esenciales de la demostración pueden esbozarse de la siguiente forma. En
cada punto p ∈ M , SpM denota la esfera unitaria en TpM . Aśı, los autovalores del
operador de Jacobi permiten definir distribuciones sobre la esfera SpM como sigue: si λ
es un autovalor del operador de Jacobi, Dλ : x ∈ SpM −→ Dλ(x) = Ker(Rx − λId) es
una distribución diferenciable en SpM cuya dimensión coincide con la multiplicidad del
autovalor λ. La no existencia de distribuciones continuas sobre las esferas de dimensión
par permite asegurar la existencia de un único autovalor para el operador de Jacobi si la
dimensión de M es impar. En consecuencia, en cada punto de una tal variedad el tensor
curvatura es el de un espacio de curvatura seccional constante y, por tanto, el lema de
Schur permite asegurar la constancia de la curvatura seccional en M . Para variedades de
dimensión 4k+2, de nuevo obstrucciones de tipo topológico permiten asegurar la existencia
de dos únicos autovalores para el operador de Jacobi, uno de ellos con multiplicidad uno.
A partir de este hecho, es posible construir una estructura casi compleja ortogonal, J , en
M y mostrar que (M, g, J) es un espacio complejo generalizado. Finalmente, el uso de
la segunda identidad de Bianchi permite obtener el resultado y mostrar que M debe ser
un espacio de curvatura seccional constante o una variedad Kähler de curvatura seccional
holomorfa constante.

En una variedad casi Hermı́tica (M, g, J), un plano π se dice holomorfo si Jπ ⊂ π.
Dichos planos presentan fuertes peculiaridades cuando (M, g, J) es una variedad Kähler de
curvatura seccional no negativa o no positiva. Restringiéndonos a este tipo de variedades,
si x es un vector tangente en un punto arbitrario p, e y es un vector ortogonal a x tal que
el plano generado por estos dos vectores tiene curvatura seccional máxima (o mı́nima),
entonces el plano 〈{x, y}〉 es holomorfo, siendo la curvatura seccional ≥ 0 ó ≤ 0. Este
argumento permite a Chi probar el siguiente resultado:

Teorema 1.2.2 [Ch1, Teor. 0] Sea (M, g, J) una variedad Kähler conexa de curvatura
seccional no negativa o no positiva. Si M es Osserman, entonces la curvatura seccional
holomorfa es constante.

En [Ch2], Chi consigue generalizar, en cierta medida, el resultado del teorema anterior
para variedades cuaterniónicas. Aśı, se obtiene:

Teorema 1.2.3 [Ch2, Cor. 2] Sea (M, g, V ) una variedad cuaterniónica Kähler de Osser-
man compacta, conexa y simplemente conexa. Si el segundo número de Betti es cero,
entonces M es el espacio proyectivo cuaterniónico.

Por último indicar que, imponiendo algunas hipótesis adicionales, en [Ch3] Chi obtiene
otro resultado relacionado con el problema de Osserman. En concreto, prueba el siguiente
teorema:
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Teorema 1.2.4 [Ch3, Teor. 1] Los espacios localmente simétricos de rango uno de cur-
vatura no constante están caracterizados por los dos axiomas siguientes:

1. Los operadores de Jacobi Rx tienen exactamente dos autovalores distintos constantes
independientes del vector unitario x (contando multiplicidades).

2. Sean λ y µ los dos autovalores. Entonces, si y ∈ 〈x〉 ⊕ Ker(Rx − λId) se cumple
que 〈y〉 ⊕ Ker(Ry − λId) = 〈x〉 ⊕ Ker(Rx − λId).

El esbozo realizado anteriormente de la demostración del Teorema 1.2.1 sugiere una
posible v́ıa en la resolución del problema de Osserman en dos etapas. La primera de
ellas seŕıa la determinación de todos los posibles tensores curvatura que pueden ocurrir
en un punto y, la segunda, consistiŕıa en la obtención de la curvatura de la variedad a
partir de la segunda identidad de Bianchi. Es por ello importante determinar los posibles
tensores curvatura que se pueden presentar en un punto de la variedad. Gilkey, en [Gi],
utiliza álgebras de Clifford para construir ejemplos en los que el tensor curvatura no se
corresponde con el de un espacio simétrico de rango uno, mostrando que el operador de
Jacobi puede presentar más de dos autovalores constantes.

Una estructura de Cliff(ν)–módulo real C sobre Rn es una colección ci de endomorfis-
mos de Rn tales que cicj + cjci = −2δij para 1 ≤ i, j ≤ ν. (C puede interpretarse como
una familia anticonmutativa de estructuras complejas en Rn).

En [Gi] se prueba el siguiente resultado:

Teorema 1.2.5 [Gi, Teor. 2] Supongamos que existe una estructura de Cliff(ν)–módulo
sobre Rn y consideremos un conjunto de generadores {c1, . . . , cν} de esa estructura de
tal forma que cicj + cjci = −2δij para 1 ≤ i, j ≤ ν. Si λ0, . . . , λν son números reales
cualesquiera, entonces

R = λ0R
0 +

1
3

ν∑
i=1

(λi − λ0)Rci

es un tensor curvatura tal que

Rxci(x) = λici(x), Rxy = λ0y,(1.2.1)

donde x, y son vectores unitarios en Rn e y es ortogonal a {x, c1(x), . . . , cν(x)}. R0 es el
tensor curvatura R0(x, y)z = g(y, z)x− g(x, z)y, definido sobre cualquier variedad de Rie-
mann y Rci está dado por Rci(x, y)z = g(ci(x), z)ci(y)−g(ci(y), z)ci(x)+2g(ci(x), y)ci(z),
siendo g una métrica ci–Hermı́tica. (Nótese que siempre existen métricas de Riemann
ci–Hermı́ticas con respecto a todos los endomorfismos ci de un Cliff(ν)–módulo).

La teoŕıa de coordenadas normales muestra que un tensor curvatura de ese tipo puede
ser realizado en un punto como el tensor curvatura de una métrica de Riemann definida
en un entorno de ese punto.
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Recientemente se ha estudiado una condición más débil que la condición de Osserman.
Aśı, en [GSV] se dice que una variedad de Riemann (M, g) es de Osserman en cada punto si
los autovalores del operador de Jacobi son independientes del vector unitario considerado
en cada punto, pudiendo variar de un punto a otro. Debe resultar claro, según se ha
comentado sobre la demostración del Teorema 1.2.1, que la condición de Osserman en cada
punto es equivalente a la condición de Osserman sobre variedades conexas de dimensión
impar. Sin embargo, en variedades de dimensión par tales condiciones no son equivalentes.
De hecho, los espacios complejos generalizados construidos por Olszak [Ol] son variedades
de dimensión cuatro de Osserman en cada punto que no son de Osserman. En [GSV] se
muestra que si el número de autovalores del operador de Jacobi es menor o igual que dos,
entonces la condición de Osserman en cada punto conlleva la condición de Osserman.

Teorema 1.2.6 [GSV, Cor. 2.5] Sea (Mn, g) una variedad de Riemann conexa verificando
la condición de Osserman en cada punto. Si n > 4 y el número de autovalores del operador
de Jacobi no es mayor que dos, entonces (M, g) es una variedad de Osserman.

1.2.2 El problema de Osserman en geometŕıa de Lorentz

El estudio del operador de Jacobi en geometŕıa de Lorentz presenta, independientemente
de su importancia geométrica, un interés f́ısico debido a la posibilidad de utilizarlo en la
medición de la aceleración relativa de part́ıculas en un sistema inercial [O, Cap. 12]. Este
hecho ha motivado el estudio del operador de Jacobi en estas variedades y la consideración
del problema de Osserman. En primer lugar ha de observarse que la existencia de vectores
espaciales, temporales y nulos no sólo motiva el estudio separado del operador de Jacobi
en cada uno de los casos, sino que hace que se presenten diferencias esenciales entre ellos.

Si x es un vector temporal unitario, la restricción de la métrica a 〈x〉⊥ es definida
positiva. Por tanto, el operador de Jacobi Rx es diagonalizable para cada vector temporal
x, y se prueba en [GKV] el siguiente resultado:

Teorema 1.2.7 [GKV, Teor. 2.1] Sea (M, g) una variedad de Lorentz. Si en un punto
p ∈ M los autovalores del operador de Jacobi Rx son independientes del vector temporal
unitario x, entonces la curvatura seccional es constante en p.

Cuando x sea un vector espacial, la restricción de la métrica a 〈x〉⊥ es Lorentziana y, en
consecuencia, el operador de Jacobi asociado a un vector espacial x no es necesariamente
diagonalizable. Puesto que el tensor de Ricci es la traza del operador de Jacobi, toda
variedad espacial o temporal de Osserman será de Einstein. Este hecho, junto con la
existencia de bases de Singer–Thorpe para variedades de Lorentz de Einstein en dimensión
cuatro, han permitido probar que:

Teorema 1.2.8 [GKV, Teor. 2.4] Sea (M, g) una variedad de Lorentz con dim M ≤ 4.
Si en un punto p ∈ M los autovalores (posiblemente complejos) del operador de Jacobi
Rx son independientes del vector espacial unitario x, entonces la curvatura seccional es
constante en p.
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Este último resultado ha sido generalizado recientemente a dimensiones superiores,
obteniéndose la siguiente equivalencia:

Teorema 1.2.9 [BBG, Teor. 1] Sea (M, g) una variedad de Lorentz. Las siguientes
condiciones son equivalentes:

(i) La curvatura seccional es constante en p ∈ M .

(ii) (M, g) es temporal Osserman en el punto p.

(iii) (M, g) es espacial Osserman en el punto p.

Debe observarse que, como consecuencia, sobre variedades conexas los problemas pun-
tual y global de Osserman son equivalentes.

El estudio de las variedades nulas Osserman presenta más dificultades, la primera de
las cuales consiste en seleccionar un representante de cada dirección nula. Dado un vector
nulo u ∈ TpM , denotemos con ū⊥ el espacio normal no degenerado, ū⊥ = u⊥/〈u〉, donde
u⊥ es el espacio ortogonal a 〈u〉. Entonces, el operador de Jacobi R̄u : ū⊥ −→ ū⊥ se
define como R̄u(x̄) = π(Ru(x)), donde π : u⊥ −→ ū⊥ es la proyección canónica y x ∈ u⊥

con π(x) = x̄. Si zp ∈ TpM es un vector temporal unitario, se define la congruencia nula
determinada por zp, N(zp), como el conjunto de vectores nulos

N(zp) =
{
u ∈ TpM / 〈u, u〉 = 0, 〈u, zp〉 = −1

}
.

Es importante señalar que N(zp) contiene un único representante de cada dirección
nula del espacio. Aśı, se dice que (M, g) es nula Osserman en el punto p respecto a la
dirección temporal zp si los autovalores de R̄u son independientes del vector nulo u ∈ N(zp).
La esfera celestial S(zp) asociada al vector temporal unitario zp se define como

S(zp) =
{
x ∈ z⊥p / 〈x, x〉 = 1

}
.

Nótese que la congruencia nula N(zp) es canónicamente difeomorfa a la esfera celestial
S(zp) mediante la aplicación u � u − zp = x. Utilizando esta identificación, para cada
u ∈ N(zp), ū⊥ se puede identificar con TxS(zp) y, por tanto, R̄u puede ser usado para
definir una transformación lineal Rx : TxS(zp) −→ TxS(zp) v́ıa la identificación anterior.
Usando este hecho, en [GK2] se obtiene la clasificación local de las variedades de Lorentz
nulas Osserman en dimensión cuatro:

Teorema 1.2.10 [GK2, Teor. 4.8] Sea M una variedad nula Osserman con dim M = 4.
Entonces, el operador de Jacobi satisface R̄u = cId para cada vector nulo u ∈ N(zp).
Además,
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(i) Si c = 0, entonces M es un espacio de curvatura constante.

(ii) Si c �= 0, entonces M es localmente isométrica a un producto deformado I ×f2 N ,
donde I ⊂ R y N es una variedad de Riemann de curvatura constante.

Es importante señalar que, aunque en [GKV] se obtienen algunos resultados para
variedades nulas Osserman en dimensión mayor que cuatro, el problema de clasificar dichas
variedades permanece aún abierto, aśı como las posibles relaciones existentes entre el
carácter local y global para la condición de Osserman en vectores nulos.

1.2.3 El problema de Osserman en geometŕıa semi–Riemanniana

En [BBR] se ha abordado el estudio de las variedades de Osserman con métrica de signatura
(+,+,−,−). Como se pondrá de manifiesto en el próximo caṕıtulo de esta memoria,
existen numerosos ejemplos no simétricos de tales variedades. Este hecho aparece ligado
a la imposibilidad de diagonalizar el operador de Jacobi respecto a una base ortonormal.

El operador de Jacobi de una variedad con métrica de signatura (+, +,−,−) queda
completamente determinado por medio de su polinomio caracteŕıstico y su polinomio
mı́nimo. Aśı, Blažić, Bokan y Rakić, analizando las distintas posibilidades para el operador
de Jacobi obtienen el siguiente resultado:

Teorema 1.2.11 [BBR] Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana con métrica de sig-
natura (+, +,−,−). Para cada vector unitario x ∈ TpM , existe una base ortonormal de
〈x〉⊥ de tal forma que el operador de Jacobi Rx se expresa en dicha base de una de las
formas siguientes:

a)

Rx =




α

β

γ




si pλ(Rx) = (λ − α)(λ − β)(λ − γ) y el operador de Jacobi es diagonalizable,

b)

Rx =




ε

(
α − 1

2

)
ε

1
2

0

−ε
1
2

ε

(
α +

1
2

)
0

0 0 β




, ε = ±1,

si pλ(Rx) = (λ − α)2(λ − β) y el polinomio mı́nimo tiene una ráız doble,



10 1.2 Autovalores del operador de Jacobi

c)

Rx =




α 0
√

2
2

0 α

√
2

2

−
√

2
2

√
2

2
α




si pλ(Rx) = (λ − α)3 y el polinomio mı́nimo tiene una ráız triple,

d)

Rx =




α β 0

−β α 0

0 0 γ


 , β �= 0,

si pλ(Rx) = mλ(Rx) = (λ − z)(λ − z̄)(λ − γ), donde z = α + iβ,

donde pλ(Rx) y mλ(Rx) son el polinomio caracteŕıstico y el polinomio mı́nimo de Rx,
respectivamente.

Teniendo en cuenta que las formas anteriores pueden variar de un punto a otro, e
incluso en cada punto, en [BBR] se estudia una condición más restrictiva que la propiedad
de Osserman: la constancia de los polinomios caracteŕıstico y mı́nimo del operador de
Jacobi. Finalmente, entresacamos los siguientes resultados:

Teorema 1.2.12 [BBR] Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana con métrica de sig-
natura (+,+,−,−). Entonces, son equivalentes:

a) M es temporalmente Osserman con operador de Jacobi diagonalizable.

b) M es espacialmente Osserman con operador de Jacobi diagonalizable.

c) M es localmente isométrica a uno de los siguientes espacios:

(c.1) Un espacio de curvatura seccional constante.

(c.2) Una variedad Kähler de curvatura seccional holomorfa constante.

(c.3) Una variedad para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante.
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Las restantes posibilidades señaladas en el Teorema 1.2.11 son también estudiadas en
[BBR], donde se muestra la imposibilidad del último caso señalado, esto es, el operador de
Jacobi asociado a cada vector unitario no puede tener un autovalor complejo constante.

Finalmente señalemos que, por el momento, no se conocen otros ejemplos de variedades
semi–Riemannianas de Osserman con métrica de signatura (+, +,−,−) diferentes de los
que construiremos en el caṕıtulo siguiente de esta memoria. Es, por tanto, todav́ıa un
problema abierto la existencia de ejemplos no simétricos cuyo operador de Ricci no sea
cero.

1.3 Autoespacios del operador de Jacobi

En una variedad Riemanniana, los autovalores del operador de Jacobi representan los
valores extremos de la función curvatura seccional y, por tanto, los autoespacios asociados
a dichos autovalores indican las direcciones en las que la curvatura seccional es extrema.
Dado que el conocimiento de las soluciones de la ecuación de Jacobi permite describir
localmente la geometŕıa de una variedad mediante el uso de sistemas de coordenadas
normales en entornos normales de un punto, o de Fermi en entornos tubulares de una
subvariedad [Va], es importante conocer la existencia de posibles autoespacios distinguidos
del operador de Jacobi, aśı como el comportamiento de éstos.

Es un hecho clásico que un espacio es de curvatura seccional constante si y sólo si no
existen direcciones distinguidas en el mismo, esto es, el operador de Jacobi es un múltiplo
escalar de la identidad.

Cuando una variedad M está equipada con alguna estructura adicional (compleja,
cuaterniónica, casi contacto, . . . ) dicha estructura permite asociar un subespacio W del
espacio tangente TpM a cada vector unitario x ∈ TpM . Aśı pues, el estudio del compor-
tamiento del operador de Jacobi en relación a dicho subespacio distinguido es de especial
interés. Señalemos, a modo de ejemplo, el siguiente resultado:

Teorema 1.3.1 [N1, Teor. 1] Sea (M, g, J) una variedad Kähler de dimensión ≥ 4.
Entonces, la curvatura seccional holomorfa es constante en el punto p ∈ M si y sólo si Jx
es un autovector del operador de Jacobi Rx para cada vector x ∈ TpM .

En geometŕıa semi–Riemanniana, el estudio de los autoespacios del operador de Ja-
cobi presenta diferencias cuando se considera de forma separada para vectores espaciales,
temporales y nulos. Aśı, si x es un vector cualquiera, denotamos con x̄⊥ el espacio normal
no degenerado, x̄⊥ = x⊥/〈x〉, donde x⊥ es el espacio ortogonal a 〈x〉. Si u ∈ TpM es
nulo, se define el operador de Jacobi R̄u : ū⊥ −→ ū⊥ como R̄u(x̄) = π(R(x, u)u), donde
x ∈ u⊥ con π(x) = x̄, siendo π : u⊥ −→ ū⊥ la proyección canónica. En [GK1] se prueba
el siguiente resultado:
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Teorema 1.3.2 [GK1] Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana. Entonces las si-
guientes condiciones son equivalentes:

(i) (M, g) es un espacio de curvatura seccional constante c.

(ii) Rx = cId, para cada vector espacial unitario x.

(iii) Rx = −cId, para cada vector temporal unitario x.

(iv) R̄u = 0, para cada vector nulo u.

La condición R̄u = cuId (para algún cu �= 0), denominada isotroṕıa nula, es estricta-
mente más débil que la constancia de la curvatura seccional. De hecho, se tiene que:

Teorema 1.3.3 Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana. Entonces, R̄u = cuId para
cada vector nulo u si y sólo si M es localmente conformalmente llana.

Es importante señalar que la propiedad de isotroṕıa anterior es invariante conforme.
En el caso de variedades de Lorentz, tal propiedad permite caracterizar los modelos cos-
mológicos de Robertson–Walker [Ko], [H].

Además, señalemos que un aspecto de importancia en relación al estudio de los autoes-
pacios del operador de Jacobi es el carácter paralelo de éstos a lo largo de geodésicas. Aśı,
en [BV] se prueba que:

Teorema 1.3.4 Una variedad de Riemann (M, g) es un espacio localmente simétrico si
y sólo si se cumplen las dos condiciones siguientes:

(C) Los autovalores del operador de Jacobi Rγ son constantes a lo largo de cada geodésica
γ parametrizada por longitud de arco.

(P) Los autoespacios del operador de Jacobi Rγ son paralelos a lo largo de cada geodésica
γ parametrizada por longitud de arco.

En vista del anterior resultado, es interesante considerar separadamente el estudio
de las condiciones (C) y (P ) anteriores como generalizaciones naturales de los espacios
localmente simétricos. Además, debe observarse que la condición (C) anterior se cumple
en cualquier variedad de Osserman.



Caṕıtulo 2

Ejemplos de variedades de
Osserman semi–Riemannianas

En este caṕıtulo analizaremos diferentes tipos de variedades semi–Riemannianas de Osser-
man distinguiendo, a grandes rasgos, entre dos posibles casos, según el operador de Jacobi
sea diagonalizable o no. Aśı, la primera parte del caṕıtulo (sección 2.1) se dedica al estudio
de varios ejemplos de variedades de Osserman en las que el operador de Jacobi es diago-
nalizable. Algunos de estos espacios están bien descritos en la bibliograf́ıa e incluimos tan
sólo un esbozo de los mismos. Otra familia de ejemplos, las variedades paracuaterniónicas
Kähler de curvatura seccional paracuaterniónica constante, no aparece convenientemente
descrita en la bibliograf́ıa. En consecuencia, realizamos un análisis más detallado de tales
variedades, el cual se completará con el estudio realizado en el Caṕıtulo 4 (§4.8). Es
importante señalar que todos estos ejemplos son localmente simétricos.

En las secciones 2, 3 y 4 construiremos varias familias de ejemplos de variedades semi–
Riemannianas de Osserman en las cuales los operadores de Jacobi no serán diagonalizables.
Para ello describiremos tres procesos distintos de construcción de variedades de este tipo,
cada uno de los cuales mostrará, además, propiedades particulares relativas a la curvatura
de las mismas.

Los ejemplos que construiremos en la segunda sección de este caṕıtulo ponen de ma-
nifiesto la mayor complejidad del estudio del problema de Osserman en geometŕıa semi–
Riemanniana en comparación con los casos Riemanniano y Lorentziano, pues muestran
la existencia de variedades semi–Riemannianas de Osserman con métrica de cualquier
signatura (p, q), p, q ≥ 2, que no son localmente simétricas (de hecho, ni siquiera localmente
homogéneas). Además, estos ejemplos permiten observar diferencias importantes entre el
polinomio mı́nimo y el polinomio caracteŕıstico de los operadores de Jacobi, diferencias
que analizamos en detalle.

La sección 2.3 está dedicada al estudio del problema de Osserman en variedades dotadas
de una conexión af́ın sin torsión, lo que nos permite, utilizando la extensión de Riemann
de una tal conexión al fibrado cotangente de la variedad, obtener una amplia familia de

13
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ejemplos de variedades semi–Riemannianas de Osserman que no son localmente simétricas.
Además, esta construcción permitirá interpretar geométricamente algunas de las métricas
construidas en la sección anterior.

En la cuarta y última sección, partiendo de cualquier variedad semi–Riemanniana y de
un tensor (0, 2)–simétrico definido sobre ella, definimos sobre el fibrado tangente de dicha
variedad una métrica semi–Riemanniana de signatura (n, n), que llamamos levantamiento
completo deformado de la métrica de la variedad base. Esta métrica permitirá obtener
una nueva familia de variedades semi–Riemannianas de Osserman con operador de Jacobi
no diagonalizable. En algunos casos particulares dotamos a estas variedades de Osserman
de una estructura Kähler o para–Kähler, que posee propiedades excepcionales en relación
con la acotación de su curvatura seccional holomorfa o paraholomorfa, respectivamente,
propiedades que estudiamos en cada uno de los dos casos.

2.1 Ejemplos con operador de Jacobi diagonalizable

Las variedades semi–Riemannianas más sencillas, desde el punto de vista de su curvatura,
son las de curvatura seccional constante. En tal caso, el tensor curvatura se expresa en
cada punto como

R(x, y)z = c
{
g(y, z)x − g(x, z)y

}
,

donde c es el valor constante de la curvatura seccional. Es inmediato comprobar, utilizando
la expresión anterior, que el operador de Jacobi de tales variedades, asociado a cualquier
vector unitario x, es diagonalizable con un único autovalor, Rx = c εxId (εx = g(x, x)).

En lo que sigue analizamos ciertas variedades semi–Riemannianas en las que el operador
de Jacobi posee dos autovalores. Nótese que, además de las variedades Kähler indefinidas
y de las variedades cuaterniónicas Kähler indefinidas (que, como casos particulares, se
presentan en geometŕıa Riemanniana), aparecen dos clases de variedades estrictamente
semi–Riemannianas, las variedades para–Kähler y las paracuaterniónicas Kähler.

2.1.1 Variedades Kähler indefinidas

Sea M una variedad diferenciable 2n–dimensional. Como es bien conocido, una tal varie-
dad se dirá compleja cuando sea posible construir sobre ella un sistema de coordenadas
complejas, es decir, un atlas constituido por funciones valuadas complejas cuyos cambios
de coordenadas sean aplicaciones holomorfas. Tal condición supone una reducción del
grupo estructural de la variedad real subyacente al grupo lineal complejo Gl(n, C). Aśı,
una variedad se dirá que es casi compleja si su grupo de estructura admite una reducción
a Gl(n, C). Tal reducción es equivalente a la existencia de un campo de tensores J de
tipo (1, 1) de tal forma que J2 = −Id, al que se llamará estructura casi compleja. Nos
referiremos al par (M,J) como variedad casi compleja. La existencia de una estructura
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casi compleja no permite, en general, asegurar la posibilidad de construir una estructura
compleja sobre la variedad. De hecho, la condición necesaria y suficiente para que ello
ocurra, [KN], puede enunciarse en términos de la anulación del producto de Nijenhuis de
la estructura casi compleja, [J, J ] = 0, donde

[J, J ](X, Y ) = [JX, JY ] − J [JX, Y ] − J [X,JY ] − [X, Y ].

En tal caso, se dirá que J es una estructura compleja sobre la variedad y que (M,J) es
una variedad compleja.

Una métrica semi–Riemanniana g en (M,J) se dirá que es casi Hermı́tica indefinida si
es adaptada a la estructura casi compleja, es decir, si J es una isometŕıa de cada espacio
tangente, esto es,

g(JX, JY ) = g(X, Y ),

para cualesquiera campos de vectores X, Y en M . De esta forma, nos referiremos a
(g, J) como estructura casi Hermı́tica indefinida y al triple (M, g, J) como variedad casi
Hermı́tica indefinida. Nótese que, entonces, la signatura de g ha de ser necesariamente
(2p, 2q), p, q ≥ 0.

De forma natural, cada estructura casi Hermı́tica indefinida define una 2–forma no
degenerada, llamada forma de Kähler y dada por

Ω(X,Y ) = g(X, JY ),

para cualesquiera campos de vectores X, Y en M . Se dirá que (g, J) es una estructura
Kähler indefinida cuando sea una estructura Hermı́tica indefinida cuya 2–forma de Kähler
sea cerrada. En tal caso, nos referiremos a (M, g, J) como variedad Kähler indefinida.

La expresión

2g((∇XJ)Y, Z) = −3dΩ(X, Y, Z) + 3dΩ(X, JY, JZ) + g(JX, [J, J ](Y, Z))

permite caracterizar las variedades Kähler indefinidas mediante la propiedad ∇J = 0,
donde ∇ es la conexión de Levi Civita de la métrica y J la estructura compleja.

Mediante el uso de esta última caracterización se obtienen de forma inmediata las
siguientes identidades para el tensor curvatura de una variedad Kähler indefinida,

R(X, Y, JZ, JW ) = R(JX, JY, Z,W ) = R(X, Y, Z, W ),

para cualesquiera campos de vectores X, Y , Z, W en M . Esta condición impone fuertes
restricciones en la geometŕıa de las variedades consideradas. Aśı, por ejemplo, una variedad
Kähler indefinida es de curvatura seccional constante si y sólo si es llana. Este hecho
hace que el estudio de la curvatura seccional no sea de gran importancia en variedades
Kähler indefinidas. Se define la curvatura seccional holomorfa como la restricción de la
función curvatura seccional a planos holomorfos no degenerados (es decir, planos π tales
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que Jπ ⊂ π y donde la restricción de la métrica es no singular), teniéndose entonces la
expresión

H(π) =
R(x, Jx, Jx, x)

g(x, x)g(Jx, Jx) − g(x, Jx)2
,

donde {x, Jx} es una base del plano holomorfo π.
De especial importancia son las variedades Kähler indefinidas donde la curvatura sec-

cional holomorfa es constante. Tales variedades han sido especialmente estudiadas por
Barros y Romero [BR], de donde entresacamos los siguientes resultados.

En primer lugar, es importante observar que el conocimiento de la curvatura seccional
holomorfa de variedades Kähler indefinidas permite reconstruir el tensor curvatura, como
muestra el siguiente resultado:

Teorema 2.1.1 [BR] Sea (M, g, J) una variedad Kähler indefinida y p ∈ M . Entonces,
la curvatura seccional holomorfa H es constante c en el punto p si y sólo si el tensor
curvatura en p se expresa como

R(x, y)z =
c

4

{
g(y, z)x − g(x, z)y − g(Jx, z)Jy + g(Jy, z)Jx − 2g(Jx, y)Jz

}

para cualesquiera x, y, z ∈ TpM .

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el carácter localmente simétrico
de las variedades Kähler indefinidas de curvatura seccional holomorfa constante. Además,
mediante el uso de tal propiedad, se obtiene el siguiente resultado de clasificación:

Teorema 2.1.2 [BR] Sea (M, g, J) una variedad Kähler indefinida conexa, simplemente
conexa y completa de signatura (2p, 2q), p, q ≥ 0. Si la curvatura seccional holomorfa H
es constante c, entonces M es holomórficamente isométrica a

(i) el espacio proyectivo complejo indefinido CPn
ν (c) de signatura (2p, 2q), si c > 0, ó

(ii) el espacio hiperbólico complejo indefinido CHn
ν (c) de signatura (2p, 2q), si c < 0, ó

(iii) el espacio Eucĺıdeo complejo indefinido Cn
ν de signatura (2p, 2q), si c = 0.

Observación 2.1.1 Los resultados anteriores permiten estudiar de forma sencilla el ope-
rador de Jacobi de una variedad Kähler indefinida 2n–dimensional de curvatura seccional
holomorfa constante c. Aśı, el operador de Jacobi asociado a cualquier vector unitario x
es diagonalizable de la forma

Rx = diag

[
cεx,

c

4
εx, . . . ,

c

4
εx

]
, εx = g(x, x),

con respecto a cualquier base ortonormal de 〈x〉⊥ de la forma {Jx, z1, . . . , z2n−2}. Es im-
portante observar que el operador de Jacobi tiene sólo dos autovalores (que son distintos
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si la curvatura seccional holomorfa no es nula), y que uno de ellos tiene multiplicidad
uno. Además, el autoespacio asociado a dicho autovalor distinguido está dado por 〈Jx〉.
Nótese también que, por ser g(Jx, Jx) = g(x, x), la restricción de la métrica al subespa-
cio 〈{x, Jx}〉 es siempre definida (positiva o negativa según x sea espacial o temporal,
respectivamente).

Finalmente, destacamos el siguiente criterio de caracterización de la constancia de
la curvatura seccional holomorfa, que será de utilidad en el siguiente caṕıtulo de esta
memoria. Este criterio puede considerarse una generalización del criterio de Cartan para
la constancia de la curvatura seccional (véanse también [DN1], [N1] y [BCGHM]).

Teorema 2.1.3 [BR] Sea (Mn, g, J) una variedad Kähler indefinida conexa, con n ≥ 4.
Entonces, la curvatura seccional holomorfa de M es constante si y sólo si la condición
R(x, Jx, x, Jy) = 0 se cumple para cualesquiera vectores unitarios x, y tangentes a la
variedad, con y ∈ 〈{x, Jx}〉⊥.

2.1.2 Variedades para–Kähler

Una 2–forma Ω sobre una variedad 2n–dimensional M se dice casi simpléctica si es no
degenerada, es decir, si Ωn �= 0, y el par (M, Ω) se denomina entonces variedad casi
simpléctica. Si la 2–forma Ω es, además, cerrada (es decir, dΩ = 0), entonces Ω se
llama simpléctica y nos referimos al par (M, Ω) como variedad simpléctica. Se llama
subvariedad Lagrangiana de una variedad casi simpléctica (M2n,Ω) a una subvariedad
inmersa n–dimensional sobre la que Ω induce la forma cero [V].

Una variedad para–Kähler es una variedad simpléctica localmente difeomorfa a un
producto de subvariedades Lagrangianas. Este hecho da lugar a una descomposición del
fibrado tangente, TM , en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos, TM = L⊕L′ y,
aśı, se dice que una variedad casi simpléctica (M, Ω) es casi para–Hermı́tica si su fibrado
tangente se descompone en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos.

Inducido por la descomposición TM = L ⊕ L′, el campo de tensores J de tipo
(1, 1) definido por J = πL − πL′ (siendo πL y πL′ las proyecciones de TM sobre L
y L′ respectivamente) determina una estructura casi producto en M , de tal forma que
Ω(JX, JY ) = −Ω(X,Y ) para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre la variedad.
Dado que las dimensiones de las distribuciones correspondientes a los autovalores 1 y −1
asociados a J coinciden, nos referiremos a J como estructura casi paracompleja [CFG].
Definiendo ahora g(X, Y ) = Ω(X, JY ), g resulta ser un campo de tensores simétrico de
tipo (0, 2) no degenerado sobre M y, además,

g(JX, JY ) = −g(X, Y )

para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M . Aśı, diremos que (g, J) define una
estructura casi para–Hermı́tica en M y nos referiremos a (M, g, J) como variedad casi
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para–Hermı́tica. Nótese que la signatura de una tal métrica g debe ser necesariamente
(n, n).

La siguiente identidad muestra la relación existente entre la 2–forma Ω, la integra-
bilidad de la estructura casi paracompleja J y la conexión de Levi Civita asociada a la
métrica g [Cr]:

2g((∇XJ)Y, Z) = −3dΩ(X, Y, Z) − 3dΩ(X, JY, JZ) − g(JX, [J, J ](Y, Z))

para cualesquiera campos de vectores X, Y , Z sobre M , donde [J, J ] denota el producto
de Nijenhuis de J , es decir, [J, J ](X, Y ) = [JX, JY ] − J [JX, Y ] − J [X, JY ] + [X,Y ]. Tal
ecuación permite caracterizar las variedades para–Kähler por medio del paralelismo de
la estructura casi paracompleja J respecto a la conexión de Levi Civita de la métrica,
∇J = 0. El significado de esta condición se ve reflejado en el tensor curvatura de la
variedad a través de las siguientes identidades:

R(X, Y, JZ, JW ) = R(JX, JY, Z,W ) = −R(X,Y, Z, W ),

para cualesquiera campos de vectores X, Y , Z, W en M . Estas condiciones imponen
fuertes restricciones en la geometŕıa de tales variedades. Por ejemplo, una variedad para–
Kähler es de curvatura seccional constante si y sólo si es llana. Este hecho motiva la
definición de una nueva función curvatura, la curvatura seccional paraholomorfa, H, que
se define como la restricción de la curvatura seccional a planos paraholomorfos (Jπ ⊂ π)
no degenerados, es decir,

H(π) =
R(x, Jx, Jx, x)

g(x, x)g(Jx, Jx) − g(x, Jx)2
,

siendo {x, Jx} una base del plano paraholomorfo considerado.
De especial importancia son las variedades para–Kähler de curvatura seccional para-

holomorfa constante, que analizamos a continuación. En primer lugar, nótese que el
conocimiento de la curvatura seccional paraholomorfa permite reconstruir el tensor cur-
vatura, como muestra el siguiente resultado:

Teorema 2.1.4 [GM1] Sea (M, g, J) una variedad para–Kähler y p ∈ M . Entonces, la
curvatura seccional paraholomorfa H es constante c en el punto p si y sólo si el tensor
curvatura en p se expresa como

R(x, y)z =
c

4

{
g(y, z)x − g(x, z)y + g(Jx, z)Jy − g(Jy, z)Jx + 2g(Jx, y)Jz

}
,

para cualesquiera x, y, z ∈ TpM .

Utilizando este teorema se prueba de forma sencilla que las variedades para–Kähler
de curvatura seccional paraholomorfa constante son localmente simétricas, lo que permite
clasificar tales variedades. Gadea y Montesinos Amilibia prueban el siguiente resultado de
clasificación:
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Teorema 2.1.5 ([CFG],[GM1]) Sea (M, g, J) una variedad para–Kähler conexa, simple-
mente conexa y completa de signatura (n, n). Si la curvatura seccional paraholomorfa H
es constante c, entonces M es paraholomórficamente isométrica a

(i) el espacio proyectivo paracomplejo Pn(B) de signatura (n, n), si n > 1 y c �= 0, ó

(ii) el espacio Eucĺıdeo R2n
n de signatura (n, n), si n ≥ 1 y c = 0, ó

(iii) el espacio (R2, g, J), donde g =
4
c
(cosh2 2ydx ⊗ dx − dy ⊗ dy) y J es la estructura

casi paracompleja J = − 1
cosh 2y

∂

∂x
⊗ dy − cosh 2y

∂

∂y
⊗ dx (siendo (x, y) las coor-

denadas usuales en R2), si n = 1 y c �= 0.

Observación 2.1.2 Los resultados previos permiten estudiar el operador de Jacobi de
una variedad para–Kähler 2n–dimensional de curvatura seccional paraholomorfa constante
c. Aśı, el operador de Jacobi asociado a cualquier vector unitario x es diagonalizable de
la forma

Rx = diag

[
cεx,

c

4
εx, . . . ,

c

4
εx

]
, εx = g(x, x),

con respecto a cualquier base ortonormal de 〈x〉⊥ de la forma {Jx, z1, . . . , z2n−2}. Es
importante destacar que el operador de Jacobi tiene sólo dos autovalores (distintos si la
curvatura seccional paraholomorfa no es nula), y que uno de ellos tiene multiplicidad uno.
Además, el autoespacio asociado a dicho autovalor distinguido está dado por 〈Jx〉. Nótese
también que, por ser g(Jx, Jx) = −g(x, x), la restricción de la métrica al subespacio
〈{x, Jx}〉 tiene siempre signatura (+,−).

Finalmente, es interesante disponer de un criterio que permita caracterizar las varie-
dades para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante. Aśı, en [BCGHV1]
hemos probado el siguiente resultado, que será de importancia en el desarrollo del caṕıtulo
siguiente de esta memoria (véase también [Vz]).

Teorema 2.1.6 Sea (M2n, g, J) una variedad para–Kähler conexa, con n ≥ 2. Entonces,
la curvatura seccional paraholomorfa es constante si y sólo si R(x, Jx, x, Jy) = 0 para
cualesquiera vectores unitarios x, y tangentes a la variedad, con y ∈ 〈{x, Jx}〉⊥.

2.1.3 Variedades cuaterniónicas Kähler indefinidas

Una estructura casi cuaterniónica V sobre una variedad diferenciable M es un subfibrado
3–dimensional del fibrado de endomorfismos End (TM), generado localmente por estruc-
turas casi complejas anticonmutativas {J1, J2, J3} tales que J3 = J1J2. Una base de este
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tipo se denomina base adaptada o admisible. En este caso, nos referiremos al par (M, V )
como variedad casi cuaterniónica. Además, si existe una conexión sin torsión ∇ que deja
invariante la estructura V , diremos que ésta es una estructura cuaterniónica y el par
(M, V ) se llama, entonces, variedad cuaterniónica.

Una métrica semi–Riemanniana g sobre M se dirá Hermı́tica indefinida con respecto
a una estructura casi cuaterniónica V si cumple que

g(JiX, JiY ) = g(X, Y ), i = 1, 2, 3,

para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M y cualquier base local adaptada
{J1, J2, J3} de V . En este caso, diremos que (V, g) es una estructura casi cuaterniónica
Hermı́tica indefinida sobre M y nos referiremos a (M, g, V ) como variedad casi cuaternió-
nica Hermı́tica indefinida. Nótese que, como consecuencia, la signatura de la métrica g ha
de ser necesariamente (4p, 4q), p, q ≥ 0. Finalmente, si V es cuaterniónica con respecto a la
conexión de Levi Civita asociada a g, es decir, si esta conexión deja invariante la estructura
V , entonces el par (V, g) se denomina estructura cuaterniónica Kähler indefinida sobre M ,
y nos referiremos al triple (M, g, V ) como variedad cuaterniónica Kähler indefinida.

En una variedad casi cuaterniónica Hermı́tica indefinida (M, g, V ), el carácter inva-
riante de la estructura V con respecto a la conexión de Levi Civita asociada a g equivale
a que las condiciones

∇XJ1 = q(X)J2 − r(X)J3,

∇XJ2 = −q(X)J1 + p(X)J3,

∇XJ3 = r(X)J1 − p(X)J2,

se cumplan para cualquier campo de vectores X en M y cualquier base local adaptada
{J1, J2, J3} de V , siendo p, q y r 1–formas locales sobre la variedad. La condición Kähler
se refleja, entonces, en el tensor curvatura de la variedad mediante las condiciones

[R(X,Y ), J1] = C(X, Y )J2 − B(X, Y )J3,

[R(X,Y ), J2] = −C(X, Y )J1 + A(X, Y )J3,

[R(X,Y ), J3] = B(X, Y )J1 − A(X, Y )J2,

para cualquier base local adaptada {J1, J2, J3} de V , siendo A, B y C las 2–formas locales
definidas por A = 2(dp + r ∧ q), B = 2(dr + q ∧ p), C = 2(dq + p ∧ r).

Si (M, g, V ) es una variedad cuaterniónica Kähler indefinida, se define una sección
cuaterniónica en M como un subespacio del espacio tangente a la variedad en un punto
que admite una base de la forma {x, J1x, J2x, J3x}, denotando entonces por Q(x) dicha
sección. Ahora, fijado un punto p ∈ M y analizando los planos no degenerados contenidos
en las secciones cuaterniónicas de TpM , diremos que la variedad tiene curvatura seccional
cuaterniónica constante en p si la curvatura seccional es constante en todos los planos no
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degenerados contenidos en cada sección cuaterniónica en p. Si esta propiedad se cumple
independientemente del punto elegido, diremos entonces que (M, g, V ) es una variedad
cuaterniónica Kähler indefinida de curvatura seccional cuaterniónica constante.

En dimensión cuatro, las variedades cuaterniónicas Kähler se corresponden con las
variedades orientables y la curvatura seccional cuaterniónica es constante si y sólo si lo es
la curvatura seccional. Este hecho motiva nuestro interés en aquellas variedades cuater-
niónicas Kähler de dimensión ≥ 8. Cuando la dimensión es ≥ 8, las identidades anteriores
permiten probar dos propiedades importantes: por una parte, que la variedad es Einstein
y, en segundo lugar, que la curvatura seccional de tales variedades es constante si y sólo
si es nula.

Las variedades cuaterniónicas Kähler indefinidas de curvatura seccional cuaterniónica
constante han sido estudiadas por Pérez y Santos en [PS], en donde encontramos, entre
otros, los siguientes resultados.

En primer lugar, la constancia de la curvatura seccional cuaterniónica permite recons-
truir el tensor curvatura de la variedad considerada, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 2.1.7 [PS] Sea (M4n, g, V ) una variedad cuaterniónica Kähler indefinida, con
n ≥ 2, y p ∈ M . Entonces, la curvatura seccional cuaterniónica es constante c en el punto
p si y sólo si el tensor curvatura en p se expresa como

R(x, y)z =
c

4

{
g(y, z)x − g(x, z)y −

3∑
i=1

{
g(Jix, z)Jiy − g(Jiy, z)Jix + 2g(Jix, y)Jiz

}}
,

para cualesquiera vectores x, y, z tangentes a M en p y cualquier base local adaptada
{J1, J2, J3} de V .

Nótese que el Teorema 2.1.7 permite probar que una variedad cuaterniónica Kähler
indefinida de curvatura seccional cuaterniónica constante es localmente simétrica. Como
consecuencia, es posible clasificar estas variedades, como muestra el siguiente resultado:

Teorema 2.1.8 [W] Sea (M, g, V ) una variedad cuaterniónica Kähler indefinida conexa,
simplemente conexa y completa de signatura (4p, 4q), p, q ≥ 0. Si la curvatura seccional
cuaterniónica es constante c, entonces M es isométrica a

(i) el espacio proyectivo cuaterniónico indefinido QPn
ν (c) de signatura (4p, 4q), en el

caso c > 0, ó

(ii) el espacio hiperbólico cuaterniónico indefinido QHn
ν (c) de signatura (4p, 4q), en el

caso c < 0, ó

(iii) el espacio Eucĺıdeo indefinido Rn
ν de signatura (4p, 4q), si c = 0.
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Observación 2.1.3 El teorema anterior permite determinar el operador de Jacobi de
una variedad cuaterniónica Kähler indefinida 4n–dimensional de curvatura seccional cua-
terniónica constante c. Aśı, el operador de Jacobi asociado a cualquier vector unitario x
es diagonalizable de la forma

Rx = diag

[
cεx, cεx, cεx,

c

4
εx, . . . ,

c

4
εx

]
, εx = g(x, x),

con respecto a una base ortonormal de 〈x〉⊥ de la forma {J1x, J2x, J3x, z1, . . . , z4n−4}.
Nótese que Rx tiene sólo dos autovalores (que son distintos si la curvatura seccional cua-
terniónica no es nula), y que uno de ellos tiene multiplicidad tres. Además, el autoespacio
asociado a dicho autovalor distinguido está dado por 〈{J1x, J2x, J3x}〉. Nótese también
que, por ser g(Jix, Jix) = g(x, x), i = 1, 2, 3, la restricción de la métrica a la sección
cuaterniónica asociada a x, Q(x), es siempre definida (positiva o negativa dependiendo de
si x es espacial o temporal respectivamente).

Para finalizar esta subsección destacamos un resultado de caracterización de las varie-
dades cuaterniónicas Kähler indefinidas de curvatura seccional cuaterniónica constante,
que será de utilidad en el siguiente caṕıtulo de esta memoria.

Teorema 2.1.9 [PS] Sea (M4n, g, V ) una variedad cuaterniónica Kähler indefinida cone-
xa, con n ≥ 2. Entonces, la curvatura seccional cuaterniónica de M es constante si y sólo
si para cualquier base local adaptada {J1, J2, J3} de V se cumple que R(x, Jix, x, Jiy) = 0,
para algún i = 1, 2, 3 y para cualesquiera vectores unitarios x, y tangentes a la variedad,
con y ∈ Q(x)⊥.

2.1.4 Variedades paracuaterniónicas Kähler

En esta subsección utilizaremos una terminoloǵıa similar a la empleada en la anterior para
las variedades cuaterniónicas.

Aśı, si M es una variedad diferenciable, se define una estructura casi paracuaterniónica
V sobre M como un subfibrado 3–dimensional del fibrado de endomorfismos End (TM),
generado localmente por estructuras anticonmutativas {J1, J2, J3} tales que J1 y J2 son
paracomplejas y J3 = J1J2. Una base de este tipo se denomina base adaptada o admi-
sible y nos referiremos al par (M, V ) como variedad casi paracuaterniónica. Además, si
existe una conexión sin torsión ∇ que deje invariante la estructura V diremos que ésta
es una estructura paracuaterniónica y el par (M, V ) se llamará en este caso variedad
paracuaterniónica.

Una métrica semi–Riemanniana g sobre M se dirá compatible con una estructura casi
paracuaterniónica V si cumple que

g(JiX, JiY ) = −σig(X,Y ), i = 1, 2, 3, σ1 = σ2 = 1, σ3 = −1,
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para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M y cualquier base local adaptada
{J1, J2, J3} de V . Si esto se cumple, diremos entonces que (V, g) es una estructura casi
paracuaterniónica Hermı́tica sobre M , y nos referiremos a (M, g, V ) como variedad casi
paracuaterniónica Hermı́tica. Nótese que, como consecuencia, la signatura de g ha de ser
necesariamente (2n, 2n). Por último, si V es paracuaterniónica con respecto a la conexión
de Levi Civita asociada a g, entonces el par (V, g) se denomina estructura paracuaterniónica
Kähler, y nos referiremos al triple (M, g, V ) como variedad paracuaterniónica Kähler .

Las variedades paracuaterniónicas Kähler han sido recientemente estudiadas por Blažić
[Bl] pero, ante la falta de referencias bibliográficas sobre las mismas, hemos iniciado un
estudio sistemático de su curvatura. A continuación exponemos algunos resultados básicos
que serán necesarios en el próximo caṕıtulo. Estos se verán finalmente completados con
el estudio desarrollado en el Caṕıtulo 4 (§4.8) de esta memoria.

En relación con el carácter Kähler de una variedad paracuaterniónica tenemos el si-
guiente resultado:

Proposición 2.1.1 Sea (M, g, V ) una variedad casi paracuaterniónica Hermı́tica. En-
tonces, el subfibrado V es preservado por la conexión de Levi Civita de g si y sólo si

∇XJ1 = q(X)J2 − r(X)J3,

∇XJ2 = −q(X)J1 + p(X)J3,

∇XJ3 = −r(X)J1 + p(X)J2,

(2.1.1)

donde {J1, J2, J3} es cualquier base local adaptada de V , X es un campo de vectores
arbitrario en M y p, q, r son 1–formas definidas localmente sobre la variedad.

Demostración. Es suficiente probar que si la variedad es Kähler y {J1, J2, J3} es una
base local adaptada de la estructura V , entonces se cumple (2.1.1). Para ello, nótese en
primer lugar que, por ser Kähler la estructura paracuaterniónica, se tiene que ∇XJi ∈ V
(i = 1, 2, 3) para cualquier campo de vectores X, siendo ∇ la conexión de Levi Civita
asociada a g. Es decir,

∇XJ1 = a11(X)J1 + a12(X)J2 + a13(X)J3,

∇XJ2 = a21(X)J1 + a22(X)J2 + a23(X)J3,

∇XJ3 = a31(X)J1 + a32(X)J2 + a33(X)J3,

donde aij , i, j = 1, 2, 3, son 1–formas sobre la variedad. Ahora, teniendo en cuenta que
g((∇XJi)Y, JiY ) = 0 para cualquier campo de vectores Y y para i = 1, 2, 3, se sigue que

∇XJ1 = a12(X)J2 + a13(X)J3,

∇XJ2 = a21(X)J1 + a23(X)J3,

∇XJ3 = a31(X)J1 + a32(X)J2.

(2.1.2)
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Por otra parte, es fácil comprobar que g((∇XJr)X, JsX) + g(JrX, (∇XJs)X) = 0
siempre que r �= s. Entonces, aplicándolo para (J1, J2) y utilizando la condición (2.1.2) se
obtiene

0 = g((∇XJ1)X,J2X) + g(J1X, (∇XJ2)X)

= a12(X)g(J2X,J2X) + a21(X)g(J1X, J1X)

= −a12(X)g(X, X) − a21(X)g(X, X)

= −g(X,X)
{
a12(X) + a21(X)

}
,

de donde a21(X) = −a12(X). Utilizando el mismo razonamiento con (J1, J3) y (J2, J3) se
obtiene que a31(X) = a13(X) y a32(X) = a23(X), de forma que (2.1.1) se sigue de (2.1.2)
utilizando estas tres identidades. �

En lo que sigue nos limitaremos al caso de dimensión ≥ 8. Para los siguientes resultados
será interesante conocer la influencia del carácter Kähler de una estructura paracuater-
niónica sobre el tensor curvatura de la variedad. Sea entonces (M, g, V ) una variedad
paracuaterniónica Kähler y {J1, J2, J3} una base local adaptada de V . Se sigue de (2.1.1)
que

[R(X,Y ), J1] = C(X, Y )J2 − B(X,Y )J3,

[R(X,Y ), J2] = −C(X, Y )J1 + A(X,Y )J3,

[R(X,Y ), J3] = −B(X, Y )J1 + A(X,Y )J2,

(2.1.3)

donde A = 2(dp− q∧ r), B = 2(dr−p∧ q), C = 2(dq−p∧ r). Después de algunos cálculos
se obtiene que

A(X, Y ) =
1
2n

tr J1R(X, Y ),

B(X, Y ) =
1
2n

tr J2R(X, Y ),

C(X,Y ) =
1
2n

tr J3R(X, Y ),

siendo dim M = 4n.

Entonces, si n ≥ 2, se tiene que

ρ(X, Y ) = −(n + 2)A(X,J1Y ) = −(n + 2)B(X, J2Y ) = (n + 2)C(X,J3Y ),(2.1.4)

donde ρ denota el tensor de Ricci de la variedad (M, g) y, por lo tanto, las expresiones en
(2.1.3) se reducen a
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R(X,Y, J1Z, J1W ) + R(X, Y, Z, W )

=
−1

n + 2

{
ρ(X, J3Y )g(Z, J3W ) − ρ(X, J2Y )g(Z, J2W )

}
,

R(X,Y, J2Z, J2W ) + R(X, Y, Z, W )

=
−1

n + 2

{
ρ(X, J3Y )g(Z, J3W ) − ρ(X, J1Y )g(Z, J1W )

}
,

R(X,Y, J3Z, J3W ) − R(X, Y, Z, W )

=
−1

n + 2

{
ρ(X, J2Y )g(Z, J2W ) + ρ(X, J1Y )g(Z, J1W )

}
.

(2.1.5)

Estas identidades permiten probar el siguiente resultado:

Teorema 2.1.10 Sea (M4n, g, V ) una variedad paracuaterniónica Kähler. Si n ≥ 2,
entonces la variedad es Einstein.

Demostración. Utilizando (2.1.5) primero con X, Y = J1X, Z, W = J1Z, y en segundo
lugar con X = J2X, Y = J3X, Z, W = J1Z, se obtiene

−R(X,J1X,J2Z, J3Z) + R(X, J1X,Z, J1Z) =
1

n + 2
ρ(X, X)g(Z, Z),

−R(J2X,J3X,J2Z, J3Z) + R(J2X, J3X,Z, J1Z) =
1

n + 2
ρ(J2X, J2X)g(Z, Z),

y como (2.1.4) implica que ρ(J2X, J2X) = −ρ(X, X), de las expresiones anteriores se sigue
que

2
n + 2

ρ(X,X)g(Z,Z) = −R(X, J1X, J2Z, J3Z) + R(X, J1X, Z, J1Z)

+R(J2X,J3X, J2Z, J3Z) − R(J2X,J3X,Z, J1Z).
(2.1.6)

Ahora, intercambiando X con Z en esta última expresión se tiene que

2
n + 2

ρ(Z,Z)g(X, X) = −R(X, J1X, J2Z, J3Z) + R(X, J1X, Z, J1Z)

+R(J2X,J3X, J2Z, J3Z) − R(J2X,J3X,Z, J1Z).
(2.1.7)

Aśı, (2.1.6) y (2.1.7) implican que ρ(X,X)g(Z,Z) = ρ(Z, Z)g(X,X) para cualesquiera
campos de vectores X, Z, de donde se sigue que ρ(X, X) = λg(X, X) para cierto número
real λ y cualquier campo de vectores X. Esta última expresión permite obtener fácilmente
que ρ(X,Y ) = λg(X, Y ), para cualesquiera campos de vectores X, Y , lo que prueba que
la variedad es Einstein (véanse [K4], [N2] para más detalles). �
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Observación 2.1.4 Como consecuencia inmediata del teorema anterior y de (2.1.5), el
tensor curvatura de una variedad paracuaterniónica Kähler de dimensión 4n (n ≥ 2)
verifica las siguientes identidades:

R(X, Y, J1Z, J1W ) + R(X,Y, Z, W )

=
−τ

4n(n + 2)

{
g(X, J3Y )g(Z, J3W ) − g(X,J2Y )g(Z, J2W )

}
,

R(X, Y, J2Z, J2W ) + R(X,Y, Z, W )

=
−τ

4n(n + 2)

{
g(X, J3Y )g(Z, J3W ) − g(X,J1Y )g(Z, J1W )

}
,

R(X, Y, J3Z, J3W ) − R(X,Y, Z, W )

=
−τ

4n(n + 2)

{
g(X, J2Y )g(Z, J2W ) + g(X,J1Y )g(Z, J1W )

}
,

(2.1.8)

donde τ denota la curvatura escalar de la variedad (τ = tr ρ).

Es inmediato comprobar que una variedad paracuaterniónica Kähler de dimensión
≥ 8 tiene curvatura seccional constante si y sólo si la variedad es llana. Por lo tanto, el
estudio de la curvatura seccional en variedades de este tipo no resulta de interés, lo que
hace necesario definir nuevas funciones curvatura. Entre ellas, destacamos la curvatura
seccional paracuaterniónica, que introducimos a continuación.

Sea (M, g, V ) una variedad paracuaterniónica Kähler. Entonces, cualquier vector x
tangente a la variedad en un punto determina un subespacio 4–dimensional del espacio
tangente en ese punto, Q(x) = 〈{x, J1x, J2x, J3x}〉, siendo {J1, J2, J3} una base local
adaptada de V . Un subespacio de este tipo se denomina sección paracuaterniónica de
M . Diremos que M tiene curvatura seccional paracuaterniónica constante en un punto
p si la curvatura seccional es constante para todos los planos no degenerados contenidos
en cualquier sección paracuaterniónica en TpM . Si esa propiedad se cumple en cualquier
punto de la variedad diremos que (M, g, V ) es una variedad paracuaterniónica Kähler de
curvatura seccional paracuaterniónica constante.

En lo que resta de esta subsección analizaremos ciertas propiedades relacionadas con
la constancia de la función curvatura introducida anteriormente. En primer lugar es
importante señalar que la constancia de la curvatura seccional paracuaterniónica permite
reconstruir el tensor curvatura de la variedad, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 2.1.11 [Bl] Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler y
p ∈ M . Entonces, la curvatura seccional paracuaterniónica es constante c en el punto p
si y sólo si el tensor curvatura en p se expresa como

R(x, y)z =
c

4

{
g(y, z)x − g(x, z)y +

3∑
i=1

σi

{
g(Jix, z)Jiy − g(Jiy, z)Jix + 2g(Jix, y)Jiz

}}
,
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para cualesquiera vectores x, y, z ∈ TpM y cualquier base local adaptada {J1, J2, J3} de
V , siendo σ1 = σ2 = 1, σ3 = −1.

Como consecuencia del teorema anterior, toda variedad paracuaterniónica Kähler de
curvatura seccional paracuaterniónica constante es localmente simétrica. Entonces, es
posible clasificar dichas variedades, de forma que se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.1.12 [Bl] Sea (M, g, V ) una variedad paracuaterniónica Kähler conexa, sim-
plemente conexa y completa de signatura (2n, 2n). Si la curvatura seccional paracuater-
niónica es constante c, entonces M es isométrica al espacio proyectivo paracuaterniónico
Pn(B), de signatura (2n, 2n), donde B denota el álgebra de los números paracuaterniónicos
sobre R.

Observación 2.1.5 Los resultados anteriores permiten determinar el operador de Jacobi
de una variedad paracuaterniónica Kähler 4n–dimensional de curvatura seccional para-
cuaterniónica constante c. Aśı, el operador de Jacobi asociado a cualquier vector unitario
x es diagonalizable de la forma

Rx = diag

[
cεx, cεx, cεx,

c

4
εx, . . . ,

c

4
εx

]
, εx = g(x, x),

con respecto a una base ortonormal de 〈x〉⊥ de la forma {J1x, J2x, J3x, z1, . . . , z4n−4}.
Nótese que Rx tiene sólo dos autovalores (que son distintos si la curvatura seccional para-
cuaterniónica no es nula), y que uno de ellos tiene multiplicidad tres. Además, el au-
toespacio asociado a dicho autovalor distinguido está dado por 〈{J1x, J2x, J3x}〉. Nótese
también que la restricción de la métrica a la sección paracuaterniónica asociada a x, Q(x),
tiene siempre signatura (+, +,−,−).

Para finalizar esta sección caracterizaremos la constancia de la curvatura seccional
paracuaterniónica de una variedad paracuaterniónica Kähler por medio de una condición
que será de utilidad en el siguiente caṕıtulo. Más concretamente, probaremos el siguiente
teorema:

Teorema 2.1.13 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler conexa.
Entonces, la curvatura seccional paracuaterniónica de M es constante si y sólo si para
cualquier base local adaptada {J1, J2, J3} de V se cumple que R(x, Jix, x, Jiy) = 0, para
algún i ∈ {1, 2, 3} y para cualesquiera vectores unitarios x, y tangentes a la variedad, con
y ∈ Q(x)⊥.

Para ello necesitamos varios lemas previos que probamos a continuación.

Lema 2.1.1 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler y considere-
mos un vector unitario x tangente a M en p. Si existe una base local adaptada {J1, J2, J3}
de la estructura paracuaterniónica tal que
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(i) K(x, J1x) = K(x, J2x) = K(x, J3x),

(ii) R(x, J1x, J2x, x) = R(x, J1x, J3x, x) = R(x, J2x, J3x, x) = 0,

entonces la curvatura seccional paracuaterniónica es constante en Q(x), y su valor es
τ

4n(n + 2)
, donde τ denota la curvatura escalar de M .

Demostración. Utilizando (2.1.8) se obtiene que

K(x, J1x) = R(x, J1x, J2x, J3x) +
τ

4n(n + 2)
,

K(x, J2x) = R(x, J2x, J3x, J1x) +
τ

4n(n + 2)
,

K(x, J3x) = R(x, J3x, J1x, J2x) +
τ

4n(n + 2)
,

por lo que sumando estas expresiones se tiene

3∑
i=1

K(x, Jix) = R(x, J1x, J2x, J3x) + R(x, J2x, J3x, J1x)

+R(x, J3x, J1x, J2x) +
3τ

4n(n + 2)
.

Entonces, utilizando la condición (i) y la primera identidad de Bianchi se sigue que
K(x, Jix) =

τ

4n(n + 2)
, para i = 1, 2, 3, y, por lo tanto, la curvatura seccional de los

planos 〈{x, Jix}〉, i = 1, 2, 3, es constante. Finalmente, la condición (ii) permite probar,
después de largos cálculos, que la curvatura seccional de cualquier otro plano no degene-
rado contenido en Q(x) es constante, con valor

τ

4n(n + 2)
. �

Lema 2.1.2 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler y conside-
remos un vector unitario x tangente a M en p y una base local adaptada {J1, J2, J3} de
V . Si K(y, Jiy) es constante para cualquier vector espacial unitario y ∈ Q(x) y algún
i ∈ {1, 2, 3}, entonces la curvatura seccional paracuaterniónica es constante en Q(x).

Demostración. Podemos suponer que x es espacial y que K(y, J1y) = a para cualquier
vector espacial unitario y ∈ Q(x) (la demostración con J2 ó J3 seŕıa similar).

Si λ, µ son números reales no nulos tales que λ2 + µ2 = 1, como y = λx + µJ3x es un
vector espacial unitario en Q(x) se cumple que K(y, J1y) = a y, por lo tanto, se tiene que
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R(y, J1y, J1y, y) = −a. Desarrollando esta expresión se sigue que

−a = λ4R(x, J1x, J1x, x) + µ4R(J3x, J2x, J2x, J3x)

+λ2µ2
{
R(x, J2x, J2x, x) + R(J3x, J1x, J1x, J3x)

+2R(x, J1x, J2x, J3x) + 2R(x, J2x, J1x, J3x)
}

+2λ3µ
{
R(x, J1x, J2x, x) + R(x, J1x, J1x, J3x)

}
+2λµ3

{
R(x, J2x, J2x, J3x) + R(J3x, J1x, J2x, J3x)

}
.

Entonces, utilizando (2.1.8), después de algunos cálculos se obtiene

−a = −(λ2 − µ2)2K(x, J1x) − 4λ2µ2K(x, J2x) + 4λµ(λ2 − µ2)R(x, J1x, J2x, x).

Ahora bien, como la expresión anterior sigue siendo cierta si se sustituye λ por −λ, se
sigue que R(x, J1x, J2x, x) = 0. Por lo tanto, la expresión anterior se reduce a

a = (λ2 − µ2)2K(x, J1x) + 4λ2µ2K(x, J2x),

y, teniendo en cuenta que K(x, J1x) = a, poniendo λ =
1√
3

y µ =
√

2
3

esta expresión

implica que K(x, J2x) = a. Hemos probado entonces que

R(x, J1x, J2x, x) = 0, K(x, J2x) = K(x, J1x).(2.1.9)

Sean λ y µ números reales no nulos, con λ2 − µ2 = 1. Entonces, y = λx + µJ2x es un
vector espacial unitario en Q(x) y, por tanto, K(y, J1y) = a. Desarrollando la expresión
R(y, J1y, J1y, y) = −a, de forma análoga a la anterior obtenemos

−a = −(λ2 + µ2)2K(x, J1x) + 4λ2µ2K(x, J3x) + 4λµ(λ2 + µ2)R(x, J1x, J3x, x),

de donde, de forma similar a la anterior, se sigue que

R(x, J1x, J3x, x) = 0, K(x, J3x) = K(x, J1x).(2.1.10)

Finalmente, tomando números reales no nulos λ, µ, γ tales que λ2+µ2−γ2 = 1, se tiene
que y = λx+µJ3x+γJ2x es un vector espacial unitario en Q(x) y, por tanto, K(y, J1y) = a.
Entonces, desarrollando la expresión R(y, J1y, J1y, y) = −a se obtiene, después de largos
cálculos, que el coeficiente correspondiente a λ2µγ coincide con 8R(x, J2x, J3x, x), y es
fácil comprobar que este coeficiente debe anularse. Por lo tanto,

R(x, J2x, J3x, x) = 0.(2.1.11)

Como se cumplen (2.1.9), (2.1.10) y (2.1.11), el Lema 2.1.1 permite concluir que la
curvatura seccional paracuaterniónica es constante en Q(x), lo que prueba el lema. �
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Demostración del Teorema 2.1.13. Consideramos x, y dos vectores unitarios tales que
g(x, x) = −g(y, y), con y ∈ Q(x)⊥, y sean λ, µ números reales no nulos con λ2 − µ2 = 1.
Entonces, z = λx + µy, w = µx + λy son vectores unitarios y, además, w ∈ Q(z)⊥.
Por hipótesis, se cumple que R(z, Jiz, z, Jiw) = 0 para algún i ∈ {1, 2, 3}. Entonces,
desarrollando esta expresión se obtiene que

0 = λ4R(x, Jix, x, Jiy) + µ4R(y, Jiy, y, Jix)

+λ2µ2
{
2R(x, Jix, y, Jix) + 2R(y, Jix, y, Jiy) + R(x, Jiy, y, Jiy) + R(y, Jix, x, Jix)

}
+λ3µ

{
R(x, Jix, x, Jix) + R(y, Jix, x, Jiy) + R(x, Jix, y, Jiy) + R(x, Jiy, x, Jiy)

}
+λµ3

{
R(x, Jiy, y, Jix) + R(y, Jiy, y, Jiy) + R(x, Jix, y, Jiy) + R(x, Jiy, x, Jiy)

}
,

y como esta expresión sigue siendo válida si sustituimos µ por −µ, entonces se sigue que

0 = λ2
{
R(x, Jix, x, Jix) + R(y, Jix, x, Jiy) + R(x, Jix, y, Jiy) + R(x, Jiy, x, Jiy)

}
+µ2

{
R(x, Jiy, y, Jix) + R(y, Jiy, y, Jiy) + R(x, Jix, y, Jiy) + R(x, Jiy, x, Jiy)

}
.

Aśı, los coeficientes deben anularse, y restando se tiene que

R(x, Jix, x, Jix) + R(y, Jix, x, Jiy) = R(y, Jiy, y, Jiy) + R(x, Jiy, y, Jix).

Además, es fácil comprobar que R(y, Jix, x, Jiy) = R(x, Jiy, y, Jix) para cualquier
i = 1, 2, 3, por lo que de la expresión anterior se sigue R(x, Jix, Jix, x) = R(y, Jiy, Jiy, y),
de donde K(x, Jix) = K(y, Jiy).

Esto prueba que, fijado un vector ξ tangente a la variedad en un punto p, la cur-
vatura seccional de los planos 〈{η, Jiη}〉 es constante para cualquier vector espacial unitario
η ∈ Q(ξ). Entonces, el Lema 2.1.2 implica que la curvatura seccional paracuaterniónica
es constante en Q(ξ), con valor

τ

4n(n + 2)
. Finalmente, como el vector ξ y el punto p

son arbitrarios, se concluye que la variedad tiene curvatura seccional paracuaterniónica
constante. �

2.2 Variedades de Osserman no localmente homogéneas

Esta sección tiene como objetivo construir una amplia familia de ejemplos de variedades
semi–Riemannianas de Osserman con métrica de cualquier signatura (p, q), p, q ≥ 2, que
no son localmente simétricas. El proceso lo dividiremos en tres partes. En la primera de
ellas (§2.2.1) construimos una familia de métricas de Osserman sobre R4, analizando el
carácter localmente simétrico de las mismas. En la §2.2.2 estudiamos determinados casos
particulares de la familia de variedades construidas anteriormente, donde el polinomio
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caracteŕıstico de los operadores de Jacobi es λ4, pero el polinomio mı́nimo no es siempre el
mismo, analizando todos los casos posibles. Finalmente utilizamos los ejemplos obtenidos
en dimensión 4 para construir ejemplos de signatura arbitraria en cualquier dimensión
superior, utilizando para ello ciertas variedades producto. Esto se lleva a cabo en la
subsección 2.2.3. Los principales resultados de esta sección se encuentran recogidos en
[GVVz].

2.2.1 Una familia de métricas de Osserman en R4

Sea M = R4 el espacio Eucĺıdeo 4–dimensional equipado con las coordenadas usuales
(x1, x2, x3, x4). Sobre este espacio definimos la familia de métricas dada por

g(f1,f2) = x3f1(x1, x2)dx1 ⊗ dx1 + x4f2(x1, x2)dx2 ⊗ dx2

+a
{
dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1

}
+b

{
dx1 ⊗ dx3 + dx3 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx4 + dx4 ⊗ dx2

}
,

(2.2.1)

donde a, b son constantes reales, b �= 0, y f1, f2 son funciones diferenciables definidas
sobre R2 con valores reales de tal forma que

∂f1

∂x2
+

∂f2

∂x1
= 0.(2.2.2)

En lo que sigue estudiaremos detalladamente la familia de métricas dada por (2.2.1).
Comenzamos determinando el tensor curvatura. Nótese que de (2.2.1) se sigue que la
forma matricial de la métrica g(f1,f2) con respecto a la referencia dada por los campos

coordenados
{

∂

∂x1
,

∂

∂x2
,

∂

∂x3
,

∂

∂x4

}
asociados a las coordenadas usuales (x1, x2, x3, x4)

está dada por

g(f1,f2) =




x3f1(x1, x2) a b 0

a x4f2(x1, x2) 0 b

b 0 0 0

0 b 0 0




y, por tanto, su inversa se corresponde con

g−1
(f1,f2) =




0 0
1
b

0

0 0 0
1
b

1
b

0 − 1
b2

x3f1(x1, x2) − a

b2

0
1
b

− a

b2
− 1

b2
x4f2(x1, x2)




.
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Con estas expresiones matriciales de la métrica y de su inversa se determinan los
śımbolos de Christoffel de g(f1,f2),

Γk
ij =

1
2

4∑
l=1

gkl
(f1,f2)

{
∂g(f1,f2)il

∂xj
+

∂g(f1,f2)jl

∂xi
−

∂g(f1,f2)ij

∂xl

}
,

obteniéndose, después de algunos cálculos, que los únicos śımbolos de Christoffel no nulos
son los dados por:

Γ1
11 = − 1

2b
f1, Γ3

13 =
1
2b

f1,

Γ3
11 =

1
2b

x3 ∂f1

∂x1
+

1
2b2

x3f2
1 , Γ2

22 = − 1
2b

f2,

Γ4
11 = − 1

2b
x3 ∂f1

∂x2
+

a

2b2
f1, Γ3

22 =
1
2b

x4 ∂f1

∂x2
+

a

2b2
f2,

Γ3
12 =

1
2b

x3 ∂f1

∂x2
, Γ4

22 =
1
2b

x4 ∂f2

∂x2
+

1
2b2

x4f2
2 ,

Γ4
12 = − 1

2b
x4 ∂f1

∂x2
, Γ4

24 =
1
2b

f2.

(2.2.3)

Las expresiones obtenidas en (2.2.3) permiten determinar la conexión de Levi Civita

de g(f1,f2), que viene dada por ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=

4∑
k=1

Γk
ij

∂

∂xk
y, por tanto, las únicas derivadas

covariantes no nulas de los campos coordenados son las dadas por:

∇ ∂
∂x1

∂

∂x1
= −

{
1
2b

f1

}
∂

∂x1
+

{
1
2b

x3 ∂f1

∂x1
+

1
2b2

x3f2
1

}
∂

∂x3

+
{
− 1

2b
x3 ∂f1

∂x2
+

a

2b2
f1

}
∂

∂x4
,

∇ ∂
∂x1

∂

∂x2
=

{
1
2b

x3 ∂f1

∂x2

}
∂

∂x3
−

{
1
2b

x4 ∂f1

∂x2

}
∂

∂x4
,

∇ ∂
∂x1

∂

∂x3
=

{
1
2b

f1

}
∂

∂x3
,

∇ ∂
∂x2

∂

∂x2
= −

{
1
2b

f2

}
∂

∂x2
+

{
1
2b

x4 ∂f1

∂x2
+

a

2b2
f2

}
∂

∂x3

+
{

1
2b

x4 ∂f2

∂x2
+

1
2b2

x4f2
2

}
∂

∂x4
,

∇ ∂
∂x2

∂

∂x4
=

{
1
2b

f2

}
∂

∂x4
.

(2.2.4)
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De esta forma, las únicas componentes no nulas del tensor curvatura son las dadas por:

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x1
=

{
1
2b

∂f1

∂x2

}
∂

∂x1
−

{
1

2b2
x3f1

∂f1

∂x2

}
∂

∂x3

+
1

4b3

{
2b2x3 ∂2f1

∂x2∂x2
− 2b2x4 ∂2f1

∂x1∂x2

+b
(
x3f2 − x4f1 − 2a

) ∂f1

∂x2
− af1f2

}
∂

∂x4
,

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x2
=

{
1
2b

∂f1

∂x2

}
∂

∂x2
−

{
1

2b2
x4f2

∂f1

∂x2

}
∂

∂x4

− 1
4b3

{
2b2x3 ∂2f1

∂x2∂x2
− 2b2x4 ∂2f1

∂x1∂x2

+b
(
x3f2 − x4f1 + 2a

) ∂f1

∂x2
− af1f2

}
∂

∂x3
,

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x3
= −

{
1
2b

∂f1

∂x2

}
∂

∂x3
,

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x4
= −

{
1
2b

∂f1

∂x2

}
∂

∂x4
,

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x3

)
∂

∂x1
=

{
1
2b

∂f1

∂x2

}
∂

∂x4
,

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x3

)
∂

∂x2
= −

{
1
2b

∂f1

∂x2

}
∂

∂x3
,

R

(
∂

∂x2
,

∂

∂x4

)
∂

∂x1
=

{
1
2b

∂f1

∂x2

}
∂

∂x4
,

R

(
∂

∂x2
,

∂

∂x4

)
∂

∂x2
= −

{
1
2b

∂f1

∂x2

}
∂

∂x3
.

(2.2.5)

Sea ahora X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
un campo de vectores tangente a la variedad. El operador

de Jacobi, RX = R(·, X)X, define un endomorfismo del espacio tangente a la variedad en
cada punto. Utilizando la expresión anterior del tensor curvatura se obtiene que la matriz
asociada al endomorfismo RX respecto a la base de campos coordenados está dada por

RX =


 A 0

B tA


 ,(2.2.6)
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donde A es la matriz 2 × 2

A =
1
2b

∂f1

∂x2


 α1α2 −α2

1

α2
2 −α1α2


 ,(2.2.7)

y B = (bij) es la matriz 2 × 2 cuyos coeficientes vienen determinados por:

b11 =
1

4b3

{
− 2b2α2

2x
3 ∂2f1

∂x2∂x2
+ 2b2α2

2x
4 ∂2f1

∂x1∂x2

−b
(
2α1α2x

3f1 + α2
2x

3f2 − α2
2x

4f1 + 4bα2α3 + 2aα2
2

) ∂f1

∂x2
+ aα2

2f1f2

}
,

b12 =
1

4b3

{
2b2α1α2x

3 ∂2f1

∂x2∂x2
− 2b2α1α2x

4 ∂2f1

∂x1∂x2

+b
(
2α2

1x
3f1 + α1α2x

3f2 − α1α2x
4f1 + 2bα1α3 + 2aα1α2 − 2bα2α4

) ∂f1

∂x2

−aα1α2f1f2

}
,

b21 =
1

4b3

{
2b2α1α2x

3 ∂2f1

∂x2∂x2
− 2b2α1α2x

4 ∂2f1

∂x1∂x2

−b
(
α1α2x

4f1 + 2α2
2x

4f2 − α1α2x
3f2 − 2bα1α3 + 2aα1α2 + 2bα2α4

) ∂f1

∂x2

−aα1α2f1f2

}
,

b22 =
1

4b3

{
− 2b2α2

1x
3 ∂2f1

∂x2∂x2
+ 2b2α2

1x
4 ∂2f1

∂x1∂x2

+b
(
2α1α2x

4f2 + α2
1x

4f1 − α2
1x

3f2 + 4bα1α4 + 2aα2
1

) ∂f1

∂x2
+ aα2

1f1f2

}
.

(2.2.8)

Se tiene entonces el siguiente teorema:

Teorema 2.2.1 (R4, g(f1,f2)) es una variedad semi–Riemanniana de Osserman con mé-
trica de signatura (+, +,−,−). Además, el polinomio caracteŕıstico del operador de Jacobi
es pλ(RX) = λ4, mientras que el polinomio mı́nimo mλ(RX) verifica:

(i) mλ(RX) = λ3 en cualquier punto donde
∂f1

∂x2
�= 0.
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(ii) En cualquier punto donde
∂f1

∂x2
= 0 la función

F (x1, x2, x3, x4) = 2b2 ∂

∂x2

(
x3 ∂f1

∂x2
− x4 ∂f1

∂x1

)
− af1f2(2.2.9)

determina el polinomio mı́nimo de la forma siguiente:

(ii.a) (R4, g(f1,f2)) es de curvatura constante cero (mλ(RX) = λ) en cualquier punto

donde
∂f1

∂x2
y F se anulan,

(ii.b) el polinomio mı́nimo mλ(RX) = λ2 en aquellos puntos en los cuales
∂f1

∂x2
= 0 y

F es distinta de cero.

Demostración. De la expresión (2.2.6), que determina el operador de Jacobi de cualquier
campo de vectores X, se sigue que el correspondiente polinomio caracteŕıstico viene dado
por pλ(RX) = det(RX − λId4) = (det(A − λId2))

2. Entonces, de (2.2.7) se obtiene que
pλ(RX) = λ4 y, por lo tanto, todos los autovalores son nulos. Esto prueba que (R4, g(f1,f2))
es una variedad de Osserman.

Por otra parte, utilizando de nuevo (2.2.6), se puede comprobar que

R2
X =


 0 0

BA + tAB 0


 =

1
4b3

g(X,X)
(

∂f1

∂x2

)2




0 0 0 0

0 0 0 0

−α2
2 α1α2 0 0

α1α2 −α2
1 0 0




,

y también

R3
X =


 0 0

(BA + tAB)A 0


 = 0

para cualquier campo de vectores X.

Entonces, el polinomio mı́nimo es mλ(RX) = λ3 siempre que
∂f1

∂x2
�= 0. En aquellos

puntos en los que
∂f1

∂x2
= 0 el polinomio mı́nimo será mλ(RX) = λ ó mλ(RX) = λ2, según

la función F definida por (2.2.9) se anule o no, pues en este caso (2.2.6) se transforma en

RX =
1

4b3
F




0 0 0 0

0 0 0 0

−α2
2 α1α2 0 0

α1α2 −α2
1 0 0




.

�
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Observación 2.2.1 La condición (2.2.2) impuesta sobre las funciones f1 y f2 ha permi-
tido simplificar los cálculos realizados hasta el momento. Sin embargo, procediendo de
forma análoga, se puede probar que dicha condición es, de hecho, equivalente a que la
variedad (M, g(f1,f2)) sea de Osserman.

Es interesante señalar que las métricas g(f1,f2) construidas en R4 no son, en general,
localmente simétricas. De hecho, el carácter localmente simétrico de las mismas se obtiene
bajo ciertas condiciones restrictivas sobre las funciones f1 y f2. Tales condiciones vienen
expresadas en el siguiente resultado:

Teorema 2.2.2 (R4, g(f1,f2)) es un espacio localmente simétrico si y sólo si, además de
(2.2.2), las funciones f1 y f2 son solución de las siguientes ecuaciones:

(i)
∂2f1

∂x1∂x2
+

1
2b

f1
∂f1

∂x2
= 0,

(ii)
∂2f1

∂x2∂x2
+

1
2b

f2
∂f1

∂x2
= 0,

(iii)
1
4b

a

(
3f1

∂f1

∂x2
− f2

∂f1

∂x1
− 1

b
f2
1 f2

)
− x3

(
∂f1

∂x2

)2

= 0,

(iv)
1
4b

a

(
3f2

∂f1

∂x2
+ f1

∂f2

∂x2
+

1
b
f1f

2
2

)
+ x4

(
∂f1

∂x2

)2

= 0.

Demostración. Denotemos por {E1, E2, E3, E4} la referencia de campos coordenados
inducida por las coordenadas (x1, x2, x3, x4). Utilizaremos (2.2.4) y (2.2.5) para determinar
las derivadas (∇EiR)(Ej , Ek)El, donde i, j, k, l ∈ {1, 2, 3, 4}, j < k, por medio de la
expresión

(∇EiR)(Ej , Ek)El = ∇Ei(R(Ej , Ek)El) − R(∇EiEj , Ek)El

−R(Ej ,∇EiEk)El − R(Ej , Ek)∇EiEl.

En lo que sigue denotaremos por Hi, i = 1, 2, 3, 4, las expresiones (i)–(iv) dadas en el
enunciado del teorema, es decir,

H1 =
∂2f1

∂x1∂x2
+

1
2b

f1
∂f1

∂x2
,

H2 =
∂2f1

∂x2∂x2
+

1
2b

f2
∂f1

∂x2
,

H3 =
1
4b

a

(
3f1

∂f1

∂x2
− f2

∂f1

∂x1
− 1

b
f2
1 f2

)
− x3

(
∂f1

∂x2

)2

,

H4 =
1
4b

a

(
3f2

∂f1

∂x2
+ f1

∂f2

∂x2
+

1
b
f1f

2
2

)
+ x4

(
∂f1

∂x2

)2

,



2. Ejemplos de variedades de Osserman semi–Riemannianas 37

y escribiremos sólo aquellas derivadas que son no nulas.
Comenzamos analizando (∇E1R)(E1, E2)E1. Después de unos largos cálculos, se ob-

tiene que

(∇E1R)(E1, E2)E1 = ∇E1(R(E1, E2)E1) − R(∇E1E1, E2)E1

−R(E1,∇E1E2)E1 − R(E1, E2)∇E1E1

=
{

1
2b

H1

}
E1 −

{
1

2b2
x3f1H1

}
E3

+
{
− 1

2b2
x4f1H1 +

1
2b2

x3f1H2 − 1
2b

x4 ∂H1

∂x1

+
1
2b

x3 ∂H2

∂x1
− a

2b2
H1 +

1
b2

H3

}
E4.

De forma análoga,

(∇E2R)(E1, E2)E1 =
{

1
2b

H2

}
E1 −

{
1

2b2
x3f1H2

}
E3

+
{

1
2b2

x4f2H1 +
1

2b2
x3f2H2 +

1
2b

x4 ∂H1

∂x2

+
1
2b

x3 ∂H2

∂x2
− a

2b2
H2 − 1

b2
H4

}
E4,

(∇E1R)(E1, E2)E2 =
{

1
2b

H1

}
E2 −

{
1

2b2
x4f2H1

}
E4

+
{

1
2b2

x4f1H1 − 1
2b2

x3f1H2 +
1
2b

x4 ∂H1

∂x1

− 1
2b

x3 ∂H2

∂x1
− a

2b2
H1 − 1

b2
H3

}
E3,

(∇E2R)(E1, E2)E2 =
{

1
2b

H2

}
E2 −

{
1

2b2
x4f2H2

}
E4

+
{

1
2b2

x4f2H1 − 1
2b2

x3f2H2 +
1
2b

x4 ∂H1

∂x2

− 1
2b

x3 ∂H2

∂x2
− a

2b2
H2 +

1
b2

H4

}
E3.

Las demás derivadas covariantes se calculan de forma más sencilla que las anteriores.
Aśı, por ejemplo, se tiene que
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(∇E3R)(E1, E2)E1 = ∇E3(R(E1, E2)E1) − R(∇E3E1, E2)E1

−R(E1,∇E3E2)E1 − R(E1, E2)∇E3E1

= −
{

1
4b2

f1
∂f1

∂x2

}
E3 +

{
1
2b

H2

}
E4 +

{
1

4b2
f1

∂f1

∂x2

}
E3

=
{

1
2b

H2

}
E4.

Procediendo de forma análoga a la anterior, concluimos que

(∇E3R)(E1, E2)E1 =
{

1
2b

H2

}
E4, (∇E4R)(E1, E2)E1 = −

{
1
2b

H1

}
E4,

(∇E3R)(E1, E2)E2 = −
{

1
2b

H2

}
E3, (∇E4R)(E1, E2)E2 =

{
1
2b

H1

}
E3,

(∇E1R)(E1, E2)E3 = −
{

1
2b

H1

}
E3, (∇E2R)(E1, E2)E3 = −

{
1
2b

H2

}
E3,

(∇E1R)(E1, E2)E4 = −
{

1
2b

H1

}
E4, (∇E2R)(E1, E2)E4 = −

{
1
2b

H2

}
E4,

(∇E1R)(E1, E3)E1 =
{

1
2b

H1

}
E4, (∇E2R)(E1, E3)E1 =

{
1
2b

H2

}
E4,

(∇E1R)(E1, E3)E2 = −
{

1
2b

H1

}
E3, (∇E2R)(E1, E3)E2 = −

{
1
2b

H2

}
E3,

(∇E1R)(E2, E4)E1 =
{

1
2b

H1

}
E4, (∇E2R)(E2, E4)E1 =

{
1
2b

H2

}
E4,

(∇E1R)(E2, E4)E2 = −
{

1
2b

H1

}
E3, (∇E2R)(E2, E4)E2 = −

{
1
2b

H2

}
E3.

Teniendo en cuenta que las demás derivadas son todas nulas, de las expresiones obte-
nidas se sigue fácilmente el resultado. �

2.2.2 Ejemplos con distintos polinomios mı́nimos

Las métricas (2.2.1) descritas anteriormente, junto con los Teoremas 2.2.1 y 2.2.2, nos
permiten construir ejemplos de variedades semi–Riemannianas de Osserman, de signatura
(+,+,−,−), que no son localmente simétricas. En los ejemplos que siguen mostramos,
además, las distintas posibilidades para el polinomio mı́nimo de los operadores de Jacobi.
Nótese que las ráıces del polinomio mı́nimo pueden cambiar de un punto a otro. Sin
embargo, dichas ráıces son necesariamente constantes en cada punto, pues las condiciones
dadas por el Teorema 2.2.1 no dependen de ninguna dirección particular.
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Ejemplo 2.2.1 Variedad de Osserman con polinomio caracteŕıstico pλ(RX) = λ4 y poli-
nomio mı́nimo mλ(RX) = λ3 para todo campo de vectores X sobre la variedad.

Sea g la métrica definida en R4 por

g = x3x2dx1 ⊗ dx1 − x4x1dx2 ⊗ dx2

+a
{
dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1

}
+b

{
dx1 ⊗ dx3 + dx3 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx4 + dx4 ⊗ dx2

}
,

donde a, b ∈ R, con b �= 0.
Entonces, de (2.2.6) y (2.2.7) se sigue que el operador de Jacobi, expresado en la base

de campos coordenados, tiene la forma

RX =




1
2b

α1α2 − 1
2b

α2
1 0 0

1
2b

α2
2 − 1

2b
α1α2 0 0

b11 b12
1
2b

α1α2
1
2b

α2
2

b21 b22 − 1
2b

α2
1 − 1

2b
α1α2




,

donde X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
es un campo de vectores arbitrario en R4 y bij , i, j = 1, 2, están

dados por (2.2.8). Como
(
∇ ∂

∂x1
R

) (
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x3
= − 1

4b2
x2 ∂

∂x3
�= 0, este espacio no

es localmente simétrico. Además, el polinomio mı́nimo es siempre mλ(RX) = λ3 pues, en

este caso, f1(x1, x2) = x2 y, por tanto,
∂f1

∂x2
= 1 �= 0 en todo punto.

Ejemplo 2.2.2 Variedad de Osserman con polinomio caracteŕıstico pλ(RX) = λ4 y poli-
nomio mı́nimo mλ(RX) = λ2 para todo campo de vectores X sobre la variedad.

Sea g la métrica definida en R4 por

g = x3k1dx1 ⊗ dx1 + x4k2dx2 ⊗ dx2

+a
{
dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1

}
+b

{
dx1 ⊗ dx3 + dx3 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx4 + dx4 ⊗ dx2

}
,

donde a, b, k1, k2 son constantes reales no nulas.
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Entonces, de (2.2.6), (2.2.7) y (2.2.8) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

RX =




0 0 0 0

0 0 0 0
a

4b3
α2

2k1k2 − a

4b3
α1α2k1k2 0 0

− a

4b3
α1α2k1k2

a

4b3
α2

1k1k2 0 0




,

donde X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
es un campo de vectores arbitrario en R4. Teniendo en cuenta que(

∇ ∂
∂x1

R

) (
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x1
= − a

4b4
k2

1k2
∂

∂x4
�= 0, se tiene que este espacio no es local-

mente simétrico. Por último, como f1(x1, x2) = k1 y f2(x1, x2) = k2, se sigue que
∂f1

∂x2
= 0

y F (x1, x2, x3, x4) = −ak1k2 �= 0, lo que implica que el polinomio mı́nimo es siempre
mλ(RX) = λ2.

Observación 2.2.2 Nótese que las variedades construidas en los ejemplos 2.2.1 y 2.2.2
no son localmente simétricas, aunque tanto el polinomio caracteŕıstico como el polinomio
mı́nimo tienen ráıces constantes.

Ejemplo 2.2.3 Variedad de Osserman con polinomio caracteŕıstico pλ(RX) = λ4 para
todo campo de vectores X, y polinomio mı́nimo mλ(RX) = λ2 ó mλ(RX) = λ dependiendo
del punto considerado.

Sea g la métrica definida en R4 por

g = x3x1dx1 ⊗ dx1 + x4kdx2 ⊗ dx2

+a
{
dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1

}
+b

{
dx1 ⊗ dx3 + dx3 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx4 + dx4 ⊗ dx2

}
,

donde a, b, k son constantes reales diferentes de cero.
Entonces, de (2.2.6), (2.2.7) y (2.2.8) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

RX =




0 0 0 0

0 0 0 0
a

4b3
α2

2kx1 − a

4b3
α1α2kx1 0 0

− a

4b3
α1α2kx1 a

4b3
α2

1kx1 0 0




,
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donde X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
es un campo de vectores arbitrario en R4. Aśı, teniendo en

cuenta que, en este caso, f1(x1, x2) = x1 y f2(x1, x2) = k, se sigue que el polinomio
mı́nimo es mλ(RX) = λ2 en cualquier punto con x1 �= 0 y mλ(RX) = λ en aquellos

puntos en los que x1 = 0, pues
∂f1

∂x2
= 0 y F (x1, x2, x3, x4) = −akx1. Además, como(

∇ ∂
∂x1

R

) (
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x1
= − a

4b3
k

{
1 +

(x1)2

b

}
∂

∂x4
�= 0, este espacio no es localmente

simétrico.

Ejemplo 2.2.4 Variedad de Osserman con polinomio caracteŕıstico pλ(RX) = λ4 para
todo campo de vectores X, y con polinomio mı́nimo mλ(RX) = λ3, mλ(RX) = λ2 ó
mλ(RX) = λ según el punto considerado.

Sea g la métrica definida en R4 por

g = x3x1x2dx1 ⊗ dx1 − 1
2
x4(x1)2dx2 ⊗ dx2

+a
{
dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1

}
+b

{
dx1 ⊗ dx3 + dx3 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx4 + dx4 ⊗ dx2

}
,

donde a, b ∈ R, con b �= 0.
En este caso, de (2.2.6) y (2.2.7) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

RX =




1
2b

α1α2x
1 − 1

2b
α2

1x
1 0 0

1
2b

α2
2x

1 − 1
2b

α1α2x
1 0 0

b11 b12
1
2b

α1α2x
1 1

2b
α2

2x
1

b21 b22 − 1
2b

α2
1x

1 − 1
2b

α1α2x
1




,

donde X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
es un campo de vectores arbitrario en R4 y los coeficientes bij ,

i, j = 1, 2, están dados por (2.2.8). Aśı, el polinomio mı́nimo es mλ(RX) = λ3 en los puntos
con x1 �= 0, mλ(RX) = λ2 en los puntos correspondientes a x1 = 0 y x4 �= 0, y mλ(RX) = λ
en aquellos puntos en los que x1 = x4 = 0 pues, en este caso, f1(x1, x2) = x1x2 y

f2(x1, x2) = −1
2
(x1)2 y, por tanto,

∂f1

∂x2
= x1 y F (x1, x2, x3, x4) = −2b2x4 +

1
2
a(x1)3x2.

Además, como
(
∇ ∂

∂x1
R

) (
∂

∂x2
,

∂

∂x4

)
∂

∂x2
= − 1

2b

{
1
2b

(x1)2x2 + 1
}

∂

∂x3
�= 0, este espacio

no es localmente simétrico.
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Por último, nótese que en el subconjunto abierto determinado por x4 �= 0 el polinomio
mı́nimo vaŕıa entre mλ(RX) = λ3 y mλ(RX) = λ2, según x1 sea diferente o igual a cero
respectivamente.

Ejemplo 2.2.5 Variedad de Osserman con polinomio caracteŕıstico pλ(RX) = λ4 para
todo campo de vectores X, y polinomio mı́nimo mλ(RX) = λ3 ó mλ(RX) = λ dependiendo
del punto considerado.

Sea g la métrica definida en R4 por

g = x3(x1)3(x2)3dx1 ⊗ dx1 − 3
4
x4(x1)4(x2)2dx2 ⊗ dx2

+a
{
dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1

}
+b

{
dx1 ⊗ dx3 + dx3 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx4 + dx4 ⊗ dx2

}
,

donde a, b ∈ R, con b �= 0.
Entonces, de (2.2.6) y (2.2.7) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

RX =
3
2b




α1α2(x1)3(x2)2 −α2
1(x

1)3(x2)2 0 0

α2
2(x

1)3(x2)2 −α1α2(x1)3(x2)2 0 0

b′11 b′12 α1α2(x1)3(x2)2 α2
2(x

1)3(x2)2

b′21 b′22 −α2
1(x

1)3(x2)2 −α1α2(x1)3(x2)2




,

donde X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
es un campo de vectores arbitrario en R4 y los coeficientes b′ij , con

i, j = 1, 2, se obtienen a partir de (2.2.8), teniendo en cuenta que b′ij =
2b

3
bij . Por tanto, el

polinomio mı́nimo es mλ(RX) = λ3 en los puntos en los que x1x2 �= 0 y mλ(RX) = λ siem-

pre que x1x2 = 0, pues como f1(x1, x2) = (x1)3(x2)3 y f2(x1, x2) = −3
4
(x1)4(x2)2, entonces

∂f1

∂x2
= 3(x1)3(x2)2 y F (x1, x2, x3, x4) = 6b2(2x1x3 − 3x2x4)(x1)2x2 +

3
4
a(x1)7(x2)5. Ade-

más,
(
∇ ∂

∂x1
R

) (
∂

∂x2
,

∂

∂x4

)
∂

∂x2
= − 3

2b
(x1)2(x2)2

{
1
2b

(x1)4(x2)3 + 3
}

∂

∂x3
�= 0, por lo

que este espacio no es localmente simétrico.

Observación 2.2.3 Nótese que en las variedades de los ejemplos 2.2.3, 2.2.4 y 2.2.5 el
polinomio mı́nimo no tiene ráıces constantes (cambia de un punto a otro) y, por lo tanto,
dichas variedades no son curvatura homogéneas. En consecuencia, tampoco serán local-
mente homogéneas.
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Finalizamos con un ejemplo que muestra que, aún bajo la condición adicional de ser la
variedad localmente simétrica, el carácter de Osserman presenta fuertes peculariedades en
el caso semi–Riemanniano frente a sus homólogos Riemanniano o Lorentziano. De hecho,
el ejemplo mostrado a continuación es una variedad no llana localmente simétrica cuyo
operador de Jacobi tiene un único autovalor idénticamente nulo.

Ejemplo 2.2.6 Variedad de Osserman localmente simétrica con polinomio caracteŕıstico
pλ(RX) = λ4 y polinomio mı́nimo mλ(RX) = λ2 para todo campo de vectores X sobre la
variedad.

Sea M el subconjunto abierto de R4 determinado por x1x2 �= 0. Sobre M consideramos
la métrica g definida por

g = x3 b

x1
dx1 ⊗ dx1 + x4 b

x2
dx2 ⊗ dx2

+a
{
dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1

}
+b

{
dx1 ⊗ dx3 + dx3 ⊗ dx1 + dx2 ⊗ dx4 + dx4 ⊗ dx2

}
,

donde a, b son números reales distintos de cero.
Entonces, de (2.2.6), (2.2.7) y (2.2.8) se sigue que el operador de Jacobi tiene la forma

RX =




0 0 0 0

0 0 0 0

a

4b
α2

2

1
x1x2

− a

4b
α1α2

1
x1x2

0 0

− a

4b
α1α2

1
x1x2

a

4b
α2

1

1
x1x2

0 0




,

donde X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
es un campo de vectores arbitrario en M . Además, como en este caso

f1(x1, x2) =
b

x1
y f2(x1, x2) =

b

x2
, se tiene que

∂f1

∂x2
= 0 y F (x1, x2, x3, x4) =

−ab2

x1x2
�= 0.

Por lo tanto, el Teorema 2.2.1 implica que (M, g) es una variedad semi–Riemanniana de
Osserman 4–dimensional con polinomio caracteŕıstico pλ(RX) = λ4 y polinomio mı́nimo
mλ(RX) = λ2. Por último, se sigue del Teorema 2.2.2 que (M, g) es locamente simétrica.

2.2.3 Variedades de Osserman de dimensión y signatura arbitrarias

A continuación mostraremos que los ejemplos construidos anteriormente en dimensión
4 nos permiten probar la existencia de variedades semi–Riemannianas de Osserman de
cualquier signatura (p, q), p, q ≥ 2, que no son localmente simétricas. Para ello considera-
remos ciertas variedades producto, por lo que será útil el siguiente resultado:
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Lema 2.2.1 Sean (Mn1
1 , g1) y (Mn2

2 , g2) dos variedades semi–Riemannianas de Osser-
man. Si los autovalores de los operadores de Jacobi en ambas variedades son todos cero,
entonces la variedad producto (M1 × M2, g1 ⊕ g2) es una variedad semi–Riemanniana de
Osserman.

Demostración. Denotemos por R(1), R(2) los tensores curvatura de las variedades M1 y
M2 respectivamente, y por R el tensor curvatura de la variedad producto. Es inmediato
comprobar que, por ser todos los autovalores de los operadores de Jacobi nulos en ambas
variedades, entonces pλ(R(1)

X1
) = det(R(1)

X1
− λIdn1) = (−λ)n1 para cualquier campo de

vectores X1 sobre la variedad M1 y, análogamente, pλ(R(2)
X2

) = det(R(2)
X2

−λIdn2) = (−λ)n2

para cualquier campo de vectores X2 sobre M2.
Entonces, si X = (X1, X2) es un campo de vectores arbitrario sobre la variedad pro-

ducto, como

RX =


 R

(1)
X1

0

0 R
(2)
X2




se sigue que pλ(RX) = pλ(R(1)
X1

) · pλ(R(2)
X2

) = (−λ)n1+n2 , lo que prueba que M1 × M2 es
Osserman. �

Observación 2.2.4 Nótese que, en el caso Riemanniano, una variedad de Osserman en
cada punto es llana si y sólo si es localmente reducible [GSV, Lema 2.2]. Del mismo
modo, como consecuencia de [BBG, Teor. 1], se obtiene que una variedad Lorentziana de
Osserman es localmente reducible si y sólo si es llana.

Denotemos ahora por (N, g(f1,f2)) uno cualquiera de los ejemplos 2.2.1–2.2.5 construi-
dos en la subsección anterior de esta sección (por lo que N es una variedad de Osserman
4–dimensional de signatura (+,+,−,−)) y sea Rn

(p−2,q−2) el espacio Eucĺıdeo con la métrica
indefinida usual de signatura (p− 2, q− 2), p+ q = n+4. Entonces, el Lema 2.2.1 implica
que la variedad producto Rn

(p−2,q−2) × N , dotada de la métrica producto, es una variedad
semi–Riemanniana de signatura (p, q) que es Osserman pero no localmente simétrica para
cualesquiera p, q ≥ 2.

Observación 2.2.5

1. Nótese que, en cada punto de la variedad Rn
(p−2,q−2) × N , existen vectores unitarios

cuyos operadores de Jacobi tienen diferentes polinomios mı́nimos. Por ejemplo,
tomando X = (X1, 0), el operador de Jacobi asociado se anula idénticamente y, por
tanto, el polinomio mı́nimo es mλ(RX) = λ. Sin embargo, para X = (0, X2), el
polinomio mı́nimo de RX será mλ(RX) = λs, s = 1, 2, 3, dependiendo del punto
y la métrica g(f1,f2) considerados en N . Esto muestra que, en un mismo punto,
el operador de Jacobi puede ser diagonalizable para algunas direcciones pero no
diagonalizable para otras.
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2. Por otra parte, si (N, g(f1,f2)) es la variedad de Osserman localmente simétrica con
polinomio caracteŕıstico pλ(RX) = λ4 y polinomio mı́nimo mλ(RX) = λ2 construi-
da en el Ejemplo 2.2.6, entonces la variedad producto Rn

(p−2,q−2) × N es localmente
simétrica de Osserman. Nótese que, en este caso, las ráıces del polinomio mı́nimo del
operador de Jacobi tampoco son constantes, ni siquiera en cada punto. Por tanto,
aun cuando la homogeneidad local de la variedad permitiese asegurar la indepen-
dencia del polinomio mı́nimo con respecto al punto considerado, dicho polinomio no
tiene por qué tener ráıces constantes.

2.3 Métricas de Osserman en el fibrado cotangente a una
variedad af́ın

El objetivo de esta sección es construir nuevos ejemplos de variedades de Osserman semi–
Riemannianas. Esto se llevará a cabo mediante el estudio de la extensión de Riemann de
una conexión af́ın sin torsión al fibrado cotangente de la variedad af́ın (M,∇) conside-
rada. Cuando la variedad base sea una superficie, las métricas construidas en el fibrado
cotangente serán de signatura (+, +,−,−) y permitirán interpretar geométricamente la
familia de métricas construidas en la sección anterior. Los resultados más importantes de
esta sección se encuentran recogidos en [GKVVz].

2.3.1 Extensión de Riemann de una conexión af́ın

Sea M una variedad diferenciable n–dimensional y denotemos por T ∗M el fibrado cotan-
gente, que es una variedad 2n–dimensional, y por π : T ∗M −→ M la proyección na-
tural. Si (U, (x1, . . . , xn)) es un sistema de coordenadas locales sobre M , en el abierto
π−1(U) de T ∗M se tiene un sistema de coordenadas locales inducido por el anterior,
(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2n), teniendo en cuenta el homeomorfismo π−1(U) ∼= U × (Rn)∗.
Para facilitar la escritura de las expresiones, en lo que sigue escribiremos xn+i = xī para

i = 1, . . . , n. Dado un campo de vectores X sobre M , X =
n∑

i=1

Xi ∂

∂xi
, se define el

levantamiento completo de X como XC =
n∑

i=1

X i ∂

∂xī

.

Una conexión simétrica ∇ sobre M induce en T ∗M una métrica semi–Riemanniana,
que denotamos por g∇, de signatura (n, n), llamada extensión de Riemann de ∇. Esta
métrica está determinada por

g∇(XC , Y C) = −γ(∇XY + ∇Y X),(2.3.1)
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donde XC , Y C son los levantamientos completos a T ∗M de campos de vectores X, Y

en M y, para cualquier campo de vectores Z sobre M , Z =
n∑

i=1

Zi ∂

∂xi
, γZ es la función

sobre T ∗M definida por γZ = xīZ
i. En el sistema de coordenadas inducidas en T ∗M la

extensión de Riemann se expresa como

g∇ =


 −2xk̄Γ

k
ij δj

i

δj
i 0


 ,(2.3.2)

(i, j = 1, . . . , n) con respecto a
{

∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
,

∂

∂x1̄

, . . . ,
∂

∂xn̄

}
, donde Γc

ab denotan los

śımbolos de Christoffel de la métrica g. (Consultar [YI, Cap. 7] para más detalles.)
En lo que sigue supondremos que las variedades son conexas y las conexiones sin

torsión. Comenzamos con la siguiente definición:

Definición 2.3.1 Sea ∇ una conexión sobre una variedad M . Se dice que ∇ es Osserman
si los autovalores de los operadores de Jacobi son constantes (y, por lo tanto, se anulan).

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 2.3.1 Sea (M,∇) una variedad af́ın, T ∗M el fibrado cotangente de M y g∇ la
extensión de Riemann de ∇. Entonces, (T ∗M, g∇) es una variedad de Osserman si y sólo
si (M,∇) es una variedad af́ın de Osserman.

Demostración. Las componentes R̃D
ABC del tensor curvatura R̃ de (T ∗M, g∇) están

determinadas por las componentes RD
ABC del tensor curvatura R de (M,∇) y su derivada

covariante, según [YI, pág. 270]:

R̃h
kji = Rh

kji,

R̃h̄
kji = xā

{
∇hRa

kji −∇iR
a
kjh + Γa

htR
t
kji

+Γa
ktR

t
ihj + Γa

jtR
t
hik + Γa

itR
t
kjh

}
,

R̃h̄
kjī

= −Ri
kjh,

R̃h̄
kj̄i

= −Rj
hik,

R̃h̄
k̄ji

= −Rk
hij .

Sea ahora X̃ =
n∑

i=1

{
αi

∂

∂xi
+ αī

∂

∂xī

}
un campo de vectores sobre T ∗M . De las expre-

siones anteriores se sigue que la matriz del operador de Jacobi R̃X̃ con respecto a la base
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de campos coordenados
{

∂

∂xi
,

∂

∂xī

}
está dada por

R̃X̃ =


 RX 0

∗ tRX


 ,(2.3.3)

donde RX es la matriz del operador de Jacobi correspondiente al campo de vectores

X =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi
sobre M con respecto a la base

{
∂

∂xi

}
.

Ahora bien, si X =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi
es un campo de vectores arbitrario en M , entonces es

inmediato comprobar que X̃ =
n∑

i=1

{
αi

∂

∂xi
+

1
2αi

∂

∂xī

}
es un campo de vectores unitario

en cualquier punto de la sección cero de T ∗M y, por lo tanto, si (T ∗M, g∇) es Osserman
entonces (2.3.3) implica que (M,∇) es af́ın Osserman. Por otra parte, si (M,∇) es af́ın
Osserman, (2.3.3) muestra que los autovalores del operador de Jacobi R̃X̃ son nulos para
cualquier campo de vectores X̃ en T ∗M y, por tanto, (T ∗M, g∇) es Osserman. �

2.3.2 Superficies afines de Osserman

En esta subsección estudiaremos la situación más sencilla que se presenta en el Teorema
2.3.1, es decir, cuando M es una superficie. En tal caso, obtendremos una descripción
local de las conexiones afines de Osserman.

Sea ∇ una conexión en M y X un campo de vectores en M . El tensor de Ricci, ρ,
verifica que ρ(X,X) = tr(RX), donde RX es el operador de Jacobi asociado a X. Por
tanto, si (M,∇) es una variedad af́ın de Osserman, entonces ρ(X, X) = 0 para todo campo
de vectores X y, en consecuencia, el tensor de Ricci debe ser antisimétrico. El siguiente
teorema muestra que la antisimetŕıa del tensor de Ricci caracteriza las conexiones afines
de Osserman sobre superficies.

Teorema 2.3.2 Una conexión af́ın ∇ sobre una superficie M es Osserman si y sólo si el
tensor de Ricci es antisimétrico.

Demostración. Sean Rl
ijk, (i, j, k, l = 1, 2), las componentes del tensor curvatura de la

conexión ∇. Si (x1, x2) denota un sistema de coordenadas locales sobre M , entonces el

operador de Jacobi RX asociado a un campo de vectores X =
2∑

i=1

αi
∂

∂xi
tiene la forma

RX =


 α1α2R

1
121 + α2

2R
1
122 −α2

1R
1
121 − α1α2R

1
122

α1α2R
2
121 + α2

2R
2
122 −α2

1R
2
121 − α1α2R

2
122



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con respecto a la referencia de campos coordenados
{

∂

∂x1
,

∂

∂x2

}
. Se sigue entonces que

el polinomio caracteŕıstico de RX está dado por

pλ(RX) = det(RX − λId2) = λ2 −
{
α1α2R

1
121 − α2

1R
2
121 + α2

2R
1
122 − α1α2R

2
122

}
λ

y, por tanto, ∇ es Osserman si y sólo si

R2
121 = R1

122 = 0,

R1
121 − R2

122 = 0.
(2.3.4)

Ahora bien, como el tensor curvatura de una superficie satisface

R(X, Y )Z = ρ(Y, Z)X − ρ(X, Z)Y,(2.3.5)

se sigue que (M,∇) es Osserman si y sólo si el tensor de Ricci satisface la condición
ρ(X,Y ) + ρ(Y, X) = 0. �

Observación 2.3.1 Una conexión ∇ es métrica si hace paralela a alguna forma bilineal
simétrica no degenerada φ (es decir, ∇φ = 0). Dado que el tensor de Ricci de tales
conexiones es simétrico, el teorema anterior muestra que las conexiones de Osserman
sobre superficies son llanas si son métricas.

Teorema 2.3.3 Una conexión af́ın localmente simétrica ∇ sobre una superficie M es
Osserman si y sólo si es localmente llana.

Demostración. Se sigue de (2.3.5) que ∇ es una conexión localmente simétrica si y sólo
si el tensor de Ricci es paralelo. Como ρ es antisimétrico, es de rango cero o dos. Es
claro que ∇ es una conexión localmente llana si y sólo si el rango del tensor de Ricci ρ es
cero. Supongamos entonces que el rango de ρ es 2. En este caso, el tensor de Ricci es una
2–forma no nula en todo punto y, por lo tanto, ρ define un elemento de volumen sobre M .
Entonces, existe una 1–forma τ tal que ∇Xρ = τ(X)ρ y, como

∇X(∇Y ρ) = ∇X(τ(Y )ρ) = X(τ(Y ))ρ + τ(∇XY )ρ + τ(Y )τ(X)ρ,

se sigue que R(X, Y )ρ = 2(dτ)(X, Y )ρ. Además, R(X, Y )ρ = −(trR(X,Y ))ρ. Pero τ debe
ser nula, pues la conexión ∇ es equiaf́ın (por ser ρ paralelo) y, por lo tanto, trR(X, Y ) = 0
para cualesquiera campos de vectores X, Y .

Por otra parte, teniendo en cuenta que R(X,Y ) = −R(Y,X), la expresión (2.3.5)
implica que ρ(X, Y ) − ρ(Y, X) = −tr R(X,Y ).

Concluimos entonces que ρ(X, Y )− ρ(Y, X) = 0 para cualesquiera campos de vectores
X, Y . Esto significa que el tensor de Ricci es simétrico, lo que supone una contradicción
teniendo en cuenta que rango ρ = 2. �
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Observación 2.3.2 Nótese que el resultado del teorema anterior no se cumple en dimen-
siones superiores. Por ejemplo, en el espacio Eucĺıdeo 3–dimensional R3 consideramos la
conexión ∇ definida por

∇ ∂
∂x1

∂

∂x1
=

1
2

∂

∂x1
, ∇ ∂

∂x2

∂

∂x2
= −x2 ∂

∂x2
, ∇ ∂

∂x1

∂

∂x3
= e(x1+ 1

2
(x2)2) ∂

∂x2
,

donde (x1, x2, x3) son las coordenadas usuales en R3. Entonces, las únicas componentes
no nulas del tensor curvatura son las dadas por

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x3

)
∂

∂x1
= e(x1+ 1

2
(x2)2) ∂

∂x2
,

de donde se sigue que (R3,∇) es una variedad af́ın Osserman localmente simétrica, pero
no llana. Nótese también la existencia de ejemplos de variedades semi–Riemannianas
de Osserman localmente simétricas no llanas en dimensión 4 con métrica de signatura
(+,+,−,−) (cf. §2.2).

El siguiente resultado describe localmente las conexiones de Osserman en un entorno
de un punto donde su curvatura no sea cero.

Teorema 2.3.4 Sea (M,∇) una superficie af́ın Osserman y sea p un punto de M . En-
tonces el tensor curvatura de ∇ se anula en p o existe un sistema de coordenadas (x1, x2)
en un entorno U de p en el que la conexión ∇ está dada por

∇ ∂
∂x1

∂

∂x1
= −

{
∂θ

∂x1

}
∂

∂x1
,

∇ ∂
∂x2

∂

∂x2
=

{
∂θ

∂x2

}
∂

∂x2
,

(2.3.6)

donde θ es una función diferenciable en U tal que
∂θ

∂x1∂x2
�= 0, ó

∇ ∂
∂x1

∂

∂x1
= −

{
∂ lg ϕ

∂x1

}
∂

∂x1
,

∇ ∂
∂x2

∂

∂x2
= ϕ

∂

∂x1
+

{
∂ lg ϕ

∂x2

}
∂

∂x2
,

(2.3.7)

donde ϕ es una función diferenciable en U tal que
∂ lg ϕ

∂x1∂x2
�= 0, ó

∇ ∂
∂x1

∂

∂x1
=

{
−∂ lg ψ

∂x1
+

x2

1 + x1x2

}
∂

∂x1
−

{
1

ψ(1 + x1x2)

}
∂

∂x2
,

∇ ∂
∂x2

∂

∂x2
= −

{
ψ

1 + x1x2

}
∂

∂x1
+

{
∂ lg ψ

∂x2
+

x1

1 + x1x2

}
∂

∂x2
,

(2.3.8)

donde ψ es una función diferenciable en U tal que
∂ lg ψ

∂x1∂x2
�= 0.
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Demostración. Si en un punto p ∈ M el tensor de Ricci es no nulo, entonces define
un elemento de volumen en un entorno U de p y, por lo tanto, existe una 1–forma τ tal
que ∇ρ = τ ⊗ ρ. Esto muestra que ρ es un campo de tensores recurrente en el entorno
U y, entonces, (2.3.5) implica que ∇ tiene curvatura recurrente. Las conexiones afines
sin torsión 2–dimensionales con curvatura recurrente han sido estudiadas por Wong quien
probó que, para cada punto, existe un sistema de coordenadas en el que la conexión está
dada por (2.3.6), (2.3.7) ó (2.3.8), lo que prueba el resultado (véase [Wo, Teor. 4.2]). �

Observación 2.3.3 Nótese que la existencia de conexiones afines Osserman es una con-
dición restrictiva cuando se consideran superficies anaĺıticas compactas. Aśı, si ∇ es una
conexión anaĺıtica en una superficie compacta M entonces el tensor de Ricci es un campo
de tensores recurrente y, por lo tanto, es nulo o existe una 1–forma no nula sobre M , de
donde se sigue que la caracteŕıstica de Euler es nula. (Véase [BB] para un ejemplo de
conexión compleja no llana con tensor de Ricci antisimétrico sobre el toro).

Observación 2.3.4 Teniendo en cuenta que la variedad (T ∗M, g∇) es localmente simé-
trica si y sólo si (M,∇) también lo es [YI, pág. 272], el Teorema 2.3.3 implica que las
variedades 4–dimensionales semi–Riemannianas de Osserman construidas por el teorema
anterior son localmente simétricas si y sólo si son localmente llanas. Por otra parte, a
partir del ejemplo indicado en la Observación 2.3.2 se obtienen ejemplos de variedades
de Osserman localmente simétricas no llanas en dimensión 6 con métrica de signatura
(+,+,+,−,−,−).

Observación 2.3.5 Sea M = R2 el espacio Eucĺıdeo 2–dimensional con coordenadas
usuales (x1, x2), y ∇ una conexión simétrica sobre R2 determinada por los śımbolos de

Christoffel Γ1
11 = −1

2
f1(x1, x2), Γ1

22 = −1
2
f2(x1, x2), siendo los demás śımbolos nulos y f1

y f2 funciones diferenciables sobre R2. Entonces, la extensión de Riemann g∇ definida
sobre T ∗R2 = R4 coincide con la métrica g(f1,f2) dada por (2.2.1), cuando a = 0 y b = 1.

2.4 Métricas de Osserman en el fibrado tangente

Como ya se ha mencionado en el Caṕıtulo 1 de esta memoria, Chi [Ch1] ha probado la
validez de la conjetura de Osserman sobre variedades Kählerianas con métrica definida
positiva de curvatura seccional no negativa o no positiva. Aun cuando disponemos de
numerosos ejemplos de variedades semi–Riemannianas de Osserman no simétricas, debe
tenerse presente que la acotación de la curvatura seccional es una condición muy restrictiva
sobre variedades Kähler indefinidas. Aśı, Kulkarni [Ku] prueba que la acotación superior
o inferior de la curvatura seccional en una variedad semi–Riemanniana es equivalente a su
constancia, por lo que si, además, la variedad es Kähler, entonces debe ser llana.
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Por lo tanto, parece lógico imponer acotaciones directamente sobre la curvatura sec-
cional holomorfa de una variedad Kähler indefinida. En primer lugar, nótese que la cur-
vatura seccional holomorfa de una variedad Kähler indefinida está acotada superior e
inferiormente en un punto si y sólo si es constante [BR, Teor. 6.3], [BCGH, Teor. 2.1].
Tal condición de acotación puede ser restringida a planos holomorfos de signatura (+, +)
ó (−,−) independientemente, siendo igualmente cierto que conlleva la constancia de la
curvatura seccional holomorfa. Además, se ha probado en [BCGHM, Teor. 4.1] que la
curvatura seccional holomorfa de una variedad Kähler indefinida está acotada superior-
mente (o inferiormente) sobre planos holomorfos de signatura (+, +) e inferiormente (o
superiormente) sobre planos holomorfos de signatura (−,−) en un punto p ∈ M si y sólo
si la variedad es nula holomórficamente llana en dicho punto. Dado que toda variedad
de Osserman es Einstein, se sigue de [BCGHM, Teor. 6.2] que toda variedad Kähler in-
definida de Osserman cumpliendo la condición de acotación anterior ha de tener curvatura
seccional holomorfa constante.

En vista de todo lo anterior, podŕıa esperarse también que el carácter no positivo
o no negativo de la curvatura seccional holomorfa permitiese clasificar las variedades
Kählerianas indefinidas de Osserman. En esta sección construiremos ejemplos no simé-
tricos (e incluso no homogéneos) de variedades Kähler indefinidas de Osserman donde la
curvatura seccional holomorfa es no positiva o no negativa. Para ello estudiamos el fibrado
tangente a una variedad semi–Riemanniana equipado con una métrica relacionada con el
levantamiento completo de la métrica de la variedad base. Los principales resultados de
esta sección se encuentran recogidos en [BCGHV2].

2.4.1 El levantamiento completo deformado de una métrica

Sea M una variedad diferenciable n–dimensional y denotemos por TM el fibrado tangente
a M , que es una variedad 2n–dimensional, y por π : TM −→ M la proyección natu-
ral. Si (U, (x1, . . . , xn)) es un sistema de coordenadas locales sobre M , en el abierto
π−1(U) de TM se tiene un sistema de coordenadas locales inducido por el anterior,
(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , x2n), teniendo en cuenta el homeomorfismo π−1(U) ∼= U ×Rn. Para
simplificar la escritura de las expresiones, en lo que sigue escribiremos xn+i = xī para
i = 1, . . . , n.

Dado un campo de vectores X sobre M , X =
n∑

i=1

Xi ∂

∂xi
, se define el levantamiento

completo de X como XC =
n∑

i=1

Xi ∂

∂xī
. Además, si φ es un campo de tensores de tipo (0, 2)

con componentes φij con respecto al sistema de coordenadas elegido, su levantamiento

vertical a TM está dado por φV =
n∑

i,j=1

(φij ◦ π)dxi ⊗ dxj . Si g es una métrica semi–

Riemanniana en M , su levantamiento completo gC es la métrica en TM definida por
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gC(XC , Y C) = g(X, Y )C ,(2.4.1)

donde XC , Y C son los levantamientos completos en TM de los campos de vectores X, Y
de M . La métrica gC ha de ser necesariamente de signatura (n, n). Además, teniendo en
cuenta que el levantamiento completo fC de una función f en M es la función en TM

definida por fC =
n∑

i=1

∂f

∂xi
xī, la métrica gC se expresa, en coordenadas locales, por

gC =




∂gij

∂xk
xk̄ gij

gij 0


 , i, j = 1, . . . , n.(2.4.2)

Señalemos, finalmente, que si J es cualquier campo de tensores de tipo (1, 1) sobre
la variedad base, se define su levantamiento completo, JC , por medio de la expresión
JC(XC) = (JX)C . (Consultar [YI] para más detalles.)

A continuación introducimos la familia de métricas en TM en la que estamos intere-
sados. Tales métricas han sido consideradas inicialmente por Oproiu en el estudio de la
armonicidad de campos de vectores [Op].

Definición 2.4.1 Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana y φ un campo de tensores
(0, 2) simétrico sobre M . Llamamos levantamiento completo deformado de la métrica g a
la métrica semi–Riemanniana gφ en TM definida por

gφ = gC + φV ,(2.4.3)

donde gC denota el levantamiento completo de la métrica g y φV el levantamiento vertical
de φ a TM .

En coordenadas locales, gφ se expresa como

gφ =


 φij +

∂gij

∂xk
xk̄ gij

gij 0


 ,(2.4.4)

donde i, j = 1, . . . , n, y (φij) es la descripción de φ en las coordenadas (x1, . . . , xn).
El siguiente teorema pone de manifiesto la utilidad del levantamiento completo defor-

mado en la construcción de nuevos ejemplos de variedades semi–Riemannianas de Osser-
man.

Teorema 2.4.1 Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana y φ un campo de tensores
de tipo (0, 2) simétrico sobre M . Entonces, (TM, gφ) es una variedad semi–Riemanniana
de Osserman si y sólo si los autovalores de los operadores de Jacobi de (M, g) son idénti-
camente nulos.
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Demostración. Sean (U, (xi)) un entorno coordenado sobre M , (π−1(U), (xi, xī)) las

coordenadas inducidas en TM y X̃ =
n∑

i=1

{
αi

∂

∂xi
+ αī

∂

∂xī

}
un campo de vectores en

TM , donde
{

∂

∂xi
,

∂

∂xī

}
es la referencia local de campos de vectores en TM asociada a

los campos de vectores coordenados.
Después de largos cálculos se obtienen las siguientes componentes R̃δ

αβγ del tensor
curvatura R̃ de (TM, gφ):

R̃l
ijk̄

= R̃l
ij̄k

= R̃l
īj̄k

= R̃l
ij̄k̄

= R̃l
īj̄k̄

= 0,

R̃l
ijk = R̃l̄

ijk̄
= R̃l̄

ij̄k
= Rl

ijk,

R̃l̄
īj̄k

= R̃l̄
ij̄k̄

= R̃l̄
īj̄k̄

= 0,

donde Rl
ijk son las componentes del tensor curvatura R de (M, g).

Se sigue, entonces, que la matriz del operador de Jacobi R̃X̃ = R̃(·, X̃)X̃ en un punto
p̃ ∈ TM con respecto a la base inducida por los campos de vectores coordenados está dada
por

R̃X̃ =


 RX 0

∗ RX


 ,(2.4.5)

donde X es el vector X =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi
tangente a M en p = π(p̃) y RX representa la matriz

del operador de Jacobi asociado a X con respecto a la base inducida por los campos de
vectores coordenados en M .

Sea ahora X =
n∑

i=1

αi
∂

∂xi
un vector no nulo en TpM y tomemos X̃ en Tp̃TM , con

p̃ = (p, 0), dado por X̃ =
n∑

i=1

{
αi

∂

∂xi
+ αī

∂

∂xī

}
, donde αī ∈ R están definidas como sigue:

elegimos k ∈ {1, . . . , n} de tal forma que
n∑

i=1

αigik �= 0 (nótese que siempre es posible elegir

k de esta forma, pues X es un vector no nulo) y definimos

αt̄ =




1 −
n∑

i,j=1

αiαjφij

2
n∑

i=1

αigik

si t = k,

0 si t �= k.
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Entonces, como gφ(X̃, X̃) =
n∑

i,j,r=1

αiαjx
r̄ ∂gij

∂xr
+

n∑
i,j=1

αiαjφij + 2
n∑

i,j=1

αiαj̄gij , se sigue que

X̃ es un vector unitario en la sección cero de TM .
Ahora, si (TM, gφ) es una variedad de Osserman, se sigue de (2.4.5) que (M, g) es

también Osserman. Además, como los operadores de Jacobi deben tener autovalores
constantes independientemente del vector no nulo X elegido en M , estos autovalores son
necesariamente nulos. Por otra parte, si (M, g) es Osserman y los autovalores de los
operadores de Jacobi son nulos, entonces (2.4.5) implica que el polinomio caracteŕıstico
pλ(R̃X̃) = det(R̃X̃ − λId2n) del operador de Jacobi R̃X̃ verifica pλ(R̃X̃) = λ2n, para
cualquier vector X̃ tangente a TM . Esto muestra que (TM, gφ) es Osserman. �

Observación 2.4.1 La construcción en el teorema anterior permite mostrar ejemplos de
variedades semi–Riemannianas de Osserman sin más que considerar (M, g) una variedad
llana y φ un cambio conforme de la métrica g.

2.4.2 Variedades Kähler indefinidas

A continuación analizamos el caso más simple del Teorema 2.4.1 estudiando el levan-
tamiento completo deformado de la métrica usual de Riemann en R2. Sea, entonces, el
espacio Eucĺıdeo real 4–dimensional R4 con coordenadas (x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x1̄, x2̄),
siendo (x1, x2) las coordenadas usuales en R2. Por otra parte, sea φ = (φij) un campo
de tensores simétrico de tipo (0, 2) sobre R2 y consideremos el levantamiento completo
deformado gφ en R4,

gφ = dx1 ⊗ dx3 + dx2 ⊗ dx4 +
2∑

i,j=1

φijdxi ⊗ dxj .(2.4.6)

La conexión de Levi Civita de (R4, gφ) está dada por

∇ ∂
∂x1

∂

∂x1
=

{
1
2

∂φ11

∂x1

}
∂

∂x3
+

{
−1

2
∂φ11

∂x2
+

∂φ12

∂x1

}
∂

∂x4
,

∇ ∂
∂x1

∂

∂x2
=

{
1
2

∂φ11

∂x2

}
∂

∂x3
+

{
1
2

∂φ22

∂x1

}
∂

∂x4
,

∇ ∂
∂x2

∂

∂x2
=

{
−1

2
∂φ22

∂x1
+

∂φ12

∂x2

}
∂

∂x3
+

{
1
2

∂φ22

∂x2

}
∂

∂x4
,

(2.4.7)

y, por tanto, las únicas componentes no nulas del tensor curvatura son

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x1
=

{
1
2

∂2φ11

∂x2∂x2
+

1
2

∂2φ22

∂x1∂x1
− ∂2φ12

∂x1∂x2

}
∂

∂x4
,

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x2
= −

{
1
2

∂2φ11

∂x2∂x2
+

1
2

∂2φ22

∂x1∂x1
− ∂2φ12

∂x1∂x2

}
∂

∂x3
.

(2.4.8)
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Como consecuencia tenemos el siguiente teorema:

Teorema 2.4.2 (R4, gφ) es una variedad semi–Riemanniana de Osserman con métrica
de signatura (+,+,−,−), siendo el polinomio caracteŕıstico de los operadores de Jacobi
pλ(RX) = λ4. El polinomio mı́nimo mλ(RX) de dichos operadores queda determinado por
la función

F (x1, x2) =
1
2

∂2φ11

∂x2∂x2
+

1
2

∂2φ22

∂x1∂x1
− ∂2φ12

∂x1∂x2
,(2.4.9)

donde φij, i, j = 1, 2, son las componentes de φ, de la forma siguiente:

(i) (R4, gφ) es de curvatura constante cero (mλ(RX) = λ) en todo punto en el que F se
anula,

(ii) el polinomio mı́nimo es mλ(RX) = λ2 en los puntos en los que F es diferente de
cero.

Además, (R4, gφ) es localmente simétrica si y sólo si la función F es constante.

Demostración. Claramente (R4, gφ) es Osserman como aplicación del Teorema 2.4.1.

Además, si X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
es un campo de vectores sobre R4, de (2.4.8) se sigue que el

operador de Jacobi RX asociado a X viene dado por la matriz

RX =

(
1
2

∂2φ11

∂x2∂x2
+

1
2

∂2φ22

∂x1∂x1
− ∂2φ12

∂x1∂x2

)



0 0 0 0

0 0 0 0

−α2
2 α1α2 0 0

α1α2 −α2
1 0 0




respecto de la referencia de campos coordenados
{

∂

∂xi
; i = 1, 2, 3, 4

}
. Esta expresión

implica que el polinomio caracteŕıstico es pλ(RX) = λ4, mientras que el polinomio mı́nimo
será mλ(RX) = λ ó mλ(RX) = λ2 según F se anule o no.

Para estudiar el carácter localmente simétrico de la variedad, nótese que las expresiones
(2.4.7) y (2.4.8) nos permiten calcular las derivadas del tensor curvatura, obteniéndose que
las únicas no nulas son las dadas por:(

∇ ∂
∂x1
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,
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de donde se sigue que la variedad es localmente simétrica si y sólo si la función F es
constante. �

En lo que sigue denotemos por J la estructura compleja usual en R2, J
∂

∂x1
=

∂

∂x2
,

y sea JC su levantamiento completo a R4 = TR2. Un campo de tensores φ simétrico
de tipo (0, 2) sobre (R2, g, J) se llama Hermı́tico si verifica φ(JX, JY ) = φ(X,Y ), para
cualesquiera campos de vectores X, Y sobre R2 (equivalentemente, φ11 = φ22 y φ12 = 0).
Entonces, se sigue de (2.4.6) que gφ define una métrica casi Hermı́tica en (R4, JC) si y
sólo si φ es Hermı́tico.

Cuando φ es un tensor Hermı́tico se tiene el siguiente resultado:

Teorema 2.4.3 Sea φ un campo de tensores simétrico de tipo (0, 2) Hermı́tico sobre
(R2, g, J). Entonces, (R4, gφ, JC) es una variedad Kähler indefinida de Osserman y,
además, la curvatura seccional holomorfa de (R4, gφ, JC) en cada punto tiene el signo
de −∆φ11, donde ∆ denota el Laplaciano en R2.

Demostración. Como φ es Hermı́tico, φ11 = φ22 y φ12 = 0. Entonces, se sigue de (2.4.7)
que (R4, gφ, JC) es una variedad Kähler indefinida. Además, la expresión (2.4.8) del tensor
curvatura se reduce a

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x1
=

1
2
∆φ11

∂

∂x4
,

R

(
∂

∂x1
,

∂

∂x2

)
∂

∂x2
= −1

2
∆φ11

∂

∂x3
,

donde ∆ =
∂2

∂x1∂x1
+

∂2

∂x2∂x2
es el Laplaciano Eucĺıdeo en R2. Aśı, la curvatura seccional

holomorfa de cualquier plano holomorfo no degenerado {X,JX} está dada por

H(X) =
gφ(X,JX, JX, X)

gφ(X, X)2
= −1

2

(
α2

1 + α2
2

gφ(X,X)

)2

∆φ11,

donde X es el campo de vectores X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
. Esto muestra que la curvatura seccional

holomorfa toma el signo de −∆φ11. �

Corolario 2.4.1 Si (R4, gφ, JC) es una variedad indefinida Kähler de Osserman local-
mente simétrica, entonces la curvatura seccional holomorfa de (R4, gφ, JC) es no positiva
o no negativa, pero no es constante a menos que sea llana.
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Demostración. Nótese que, si φ es un tensor simétrico de tipo (0, 2) Hermı́tico sobre R2,
entonces (2.4.9) se reduce a ∆φ11, de donde se sigue el resultado. �

Finalizamos este apartado con algunas observaciones:

1. En primer lugar, nótese que el producto de las variedades (R4, gφ, JC) y los espacios
Eucĺıdeos Rn

ν nos permite construir variedades Kähler indefinidas de cualquier sig-
natura (2p, 2q), p, q ≥ 1, con curvatura seccional holomorfa no positiva o no negativa,
que son Osserman pero no localmente simétricas, de hecho, ni siquiera localmente
homogéneas.

2. En segundo lugar, nótese que en cada punto de (R4, gφ, JC) la curvatura seccional
holomorfa es no positiva o no negativa, aunque su signo puede cambiar de un punto
a otro (según lo haga el signo de ∆φ11).

3. Finalmente señalemos que en [BR, Ejemplo 6.2] se muestra un ejemplo de variedad
Kähler indefinida simétrica cuya curvatura seccional holomorfa está acotada supe-
riormente o inferiormente sin ser constante. Nótese que los ejemplos construidos en el
Teorema 2.4.2 son no simétricos (salvo que la función F definida en (2.4.9) sea cons-
tante). Además, cuando la función F se anule en algún punto sin ser idénticamente
nula, los ejemplos construidos no serán localmente homogéneos.

2.4.3 Variedades para–Kähler

Teniendo en cuenta que la geometŕıa para–Hermı́tica desempeña un papel importante
en el estudio de las métricas semi–Riemannianas mostraremos que, también en los casos
más sencillos, es posible dotar a las variedades construidas en el Teorema 2.4.1 de una
estructura para–Kähler, lo que permitirá mostrar ejemplos de variedades para–Kähler de
Osserman cuya curvatura seccional paraholomorfa es no negativa o no positiva en cada
punto, pero no constante (incluso cuando la variedad es localmente simétrica). Para ello
realizamos un estudio similar al anterior pero, en este caso, analizaremos el levantamiento
completo deformado de la métrica de Minkowski en R2

1.
Denotemos por h la métrica usual de Minkowski en R2

1 y consideremos el espacio
Eucĺıdeo 4–dimensional R4, con coordenadas (x1, x2, x3, x4) = (x1, x2, x1̄, x2̄), inducidas
por las coordenadas (x1, x2) en R2

1. Si φ = (φij) es un campo de tensores simétrico de
tipo (0, 2) sobre R2, entonces el levantamiento completo deformado hφ en R4 = TR2

1 viene
dado por

hφ = dx1 ⊗ dx3 − dx2 ⊗ dx4 +
2∑

i,j=1

φijdxi ⊗ dxj .(2.4.10)
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En este caso, la conexión de Levi Civita de (R4, hφ) está dada por
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}
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∂x2

}
∂

∂x4
,

(2.4.11)

y, por tanto, las únicas componentes no nulas del tensor curvatura son

R
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∂x1
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{
1
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∂
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(2.4.12)

Tenemos entonces el siguiente resultado:

Teorema 2.4.4 (R4, hφ) es una variedad semi–Riemanniana de Osserman con métrica
de signatura (+,+,−,−), siendo el polinomio caracteŕıstico de los operadores de Jacobi
pλ(RX) = λ4. El polinomio mı́nimo mλ(RX) de dichos operadores queda determinado por
la función

F (x1, x2) =
1
2

∂2φ11

∂x2∂x2
+

1
2

∂2φ22

∂x1∂x1
− ∂2φ12

∂x1∂x2
,(2.4.13)

donde φij, i, j = 1, 2, son las componentes de φ, de la forma siguiente:

(i) (R4, hφ) es de curvatura constante cero (mλ(RX) = λ) en todo punto en el que F se
anula,

(ii) el polinomio mı́nimo es mλ(RX) = λ2 en los puntos en los que F es diferente de
cero.

Además, (R4, hφ) es localmente simétrica si y sólo si la función F es constante.

Demostración. Que la variedad (R4, hφ) es de Osserman se sigue del Teorema 2.4.1.

Además, si X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
es un campo de vectores sobre R4, entonces (2.4.12) implica

que la matriz de operador de Jacobi asociado a X viene dada por

RX =

(
1
2

∂2φ11

∂x2∂x2
+

1
2

∂2φ22

∂x1∂x1
− ∂2φ12

∂x1∂x2

)



0 0 0 0

0 0 0 0

−α2
2 α1α2 0 0

−α1α2 α2
1 0 0



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respecto de la referencia de campos coordenados
{

∂

∂xi
; i = 1, 2, 3, 4

}
. Esta expresión

implica que el polinomio caracteŕıstico es pλ(RX) = λ4, mientras que el polinomio mı́nimo
queda determinado por la función F de acuerdo con (i) y (ii).

Por otra parte, las expresiones (2.4.11) y (2.4.12) permiten determinar las derivadas
del tensor curvatura de la variedad, de forma que las únicas no nulas son las dadas por:
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de donde se sigue que la variedad es localmente simétrica si y sólo si la función F es
constante. �

(R2
1, h) puede ser dotado de forma natural de una estructura para–Kähler, sin más

que considerar la estructura paracompleja K definida por K
∂

∂x1
=

∂

∂x2
. Diremos que

un campo de tensores φ de tipo (0, 2) sobre (R2
1, h, K) es para–Hermı́tico si verifica que

φ(KX, KY ) = −φ(X, Y ), para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre R2
1 (equiva-

lentemente, φ11 = −φ22 y φ12 = 0). Entonces, es inmediato observar que, por (2.4.10), hφ

es una métrica casi para–Hermı́tica en (R4,KC) si y sólo si φ es para–Hermı́tico.

Teorema 2.4.5 Sea φ un campo de tensores simétrico de tipo (0, 2) para–Hermı́tico sobre
(R2

1, h,K). Entonces, (R4, hφ,KC) es una variedad para–Kähler de Osserman y, además,
la curvatura seccional paraholomorfa de (R4, hφ,KC) tiene el signo de −�φ11, donde �

denota el Laplaciano hiperbólico en R2
1.

Demostración. Teniendo en cuenta que φ es para–Hermı́tico, se cumple que φ11 = −φ22

y φ12 = 0. Entonces, se sigue de (2.4.11) que (R4, gφ, JC) es una variedad para–Kähler.
Por otra parte, la expresión (2.4.12) del tensor curvatura se reduce a
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donde � =
∂2

∂x1∂x1
− ∂2

∂x2∂x2
es el Laplaciano hiperbólico en R2

1. Entonces, la curvatura

seccional paraholomorfa de cualquier plano paraholomorfo no degenerado {X, KX} está
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dada por

H(X) =
hφ(X, KX, KX, X)

−hφ(X, X)2
= −1

2

(
α2

1 − α2
2

hφ(X, X)

)2

�φ11,

donde X =
4∑

i=1

αi
∂

∂xi
, lo que muestra que la curvatura seccional paraholomorfa tiene el

signo de −�φ11. �

Corolario 2.4.2 Si (R4, hφ,KC) es una variedad para–Kähler de Osserman localmente
simétrica, entonces la curvatura seccional paraholomorfa de (R4, hφ,KC) es no positiva o
no negativa, pero no constante salvo que sea llana.

Demostración. Si φ es un tensor simétrico de tipo (0, 2) para–Hermı́tico sobre R2
1,

entonces (2.4.13) se reduce a �φ11, de donde se sigue el resultado. �

Observación 2.4.2 Nótese que la curvatura seccional paraholomorfa de una variedad
para–Kähler está acotada inferior y superiormente en un punto si y sólo si es constante en
dicho punto [GB, Teor. 9]. Sin embargo, de acuerdo con el Teorema 2.4.5, dicha curvatura
puede estar acotada superiormente o inferiormente sin necesidad de ser constante, incluso
cuando la variedad es localmente simétrica. Además, el Teorema 2.4.4 muestra que, si la
función F definida por (2.4.13) no es idénticamente nula pero se anula en algún punto,
entonces la variedad (R4, hφ) no es localmente homogénea (pues el polinomio mı́nimo vaŕıa
de unos puntos a otros).



Caṕıtulo 3

Variedades de Osserman especiales

Los ejemplos expuestos en el Caṕıtulo 2 muestran la mayor complejidad del problema de
Osserman en geometŕıa semi–Riemanniana con respecto a sus análogos Riemanniano o
Lorentziano. Motivados por los resultados de [BBR], analizaremos en detalle el problema
de Osserman bajo ciertas condiciones adicionales que exponemos a continuación.

En la sección 2.1 construimos ejemplos de variedades de Osserman semi–Riemannianas
con métrica de cualquier signatura (p, q), p, q ≥ 2, que no son localmente simétricas, todas
ellas con operador de Jacobi no diagonalizable. Teniendo esto en cuenta, parece natural
limitar el estudio del problema de Osserman a variedades en las que el operador de Jacobi
sea diagonalizable, y dentro de este caso comenzar por la situación más sencilla. Es
inmediato observar que si el operador de Jacobi es diagonalizable con un único autovalor
(que cambia de signo según los vectores sean espaciales o temporales), entonces la variedad
debe ser un espacio de curvatura seccional constante. Por tanto nos centraremos en el
análisis del primer caso no trivial, es decir, variedades cuyo operador de Jacobi tiene dos
autovalores distintos. Esto lo resumimos en el primer axioma:

Axioma 1. Para cada vector unitario x, el operador de Jacobi Rx es diagonalizable con
exactamente dos autovalores distintos, λεx y µεx, donde εx = g(x, x), λ, µ ∈ R.

En el Caṕıtulo 2 analizábamos también varios ejemplos de variedades de Osserman
con operador de Jacobi diagonalizable (sección 2.1), y todos ellos verifican el Axioma
anterior. En esos ejemplos estudiamos los autoespacios asociados a ambos autovalores
y resaltamos varias propiedades comunes a todos los casos que ahora generalizamos en
el segundo axioma. Para ello resultará útil denotar por Eλ(x) el subespacio del espacio
tangente definido por

Eλ(x) = 〈x〉 ⊕ Ker(Rx − λεxId).

Entonces,
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Axioma 2. Si z es un vector unitario en Eλ(x), entonces Eλ(z) = Eλ(x). Además, si
y ∈ Ker(Rx − µεxId), entonces x ∈ Ker(Ry − µεyId).

Nótese que el segundo axioma implica que el autovalor λ verifica una condición similar
a la enunciada para µ, es decir, si y ∈ Ker(Rx − λεxId), entonces x ∈ Ker(Ry − λεyId).
Sin embargo, el autovalor µ no satisface una condición análoga a la impuesta sobre λ.
Esto muestra que no es posible intercambiar los autovalores λ y µ entre śı.

Nótese además que, en el caso particular de ser la métrica Riemanniana, los Axiomas
1 y 2 anteriores se reducen a los considerados por Chi en [Ch1].

Definición 3.0.1 Diremos que una variedad semi–Riemanniana es una variedad de Os-
serman especial si verifica los Axiomas 1 y 2. (Nótese que tales variedades son espaciales
y temporales Osserman).

El objetivo central de este caṕıtulo es obtener el siguiente resultado de clasificación:

Teorema 3.0.1 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. Entonces M es local-
mente simétrica y, además, si la dimensión de M es distinta de 16 y 32 entonces dicha
variedad es localmente isométrica a una de las variedades siguientes:

(a) una variedad Kähler indefinida de curvatura seccional holomorfa constante con mé-
trica de signatura (2p, 2q), p, q ≥ 0,

(b) una variedad cuaterniónica Kähler indefinida de curvatura seccional cuaterniónica
constante con métrica de signatura (4p, 4q), p, q ≥ 0,

(c) una variedad para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante con mé-
trica de signatura (n, n) ó

(d) una variedad paracuaterniónica Kähler de curvatura seccional paracuaterniónica
constante con métrica de signatura (2n, 2n).

Cuando la dimensión sea distinta de 16 y 32, la demostración del Teorema 3.0.1 se
llevará a cabo en dos etapas. La primera de ellas consistirá en la determinación expĺıcita
del tensor curvatura a través del estudio del operador de Jacobi, y la segunda se centrará
en la demostración del carácter localmente simétrico de tales variedades usando, como
herramienta básica, la segunda identidad de Bianchi. Los casos de dimensión 16 ó 32 son
tratados como casos excepcionales en una sección aparte.

Hemos dividido el desarrollo de la primera etapa en tres secciones. En la primera (Pre-
liminares) obtenemos varios resultados técnicos que serán necesarios en las siguientes. La
sección 3.2 se dedica al estudio de la multiplicidad del autovalor distinguido λ. Esto se lleva
a cabo mediante la construcción de ciertos módulos de Clifford y el uso de determinadas
restricciones topológicas sobre su existencia. Finalmente, en la sección 3.3 mostramos
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como la curvatura en cada punto de la variedad puede ser expresada en términos de cier-
tas funciones curvatura asociadas a los módulos de Clifford construidos.

La sección 3.4 se dedica a probar el carácter localmente simétrico de los espacios con-
siderados cuando la dimensión es distinta de 16 y 32, obteniéndose además la clasificación
en este caso. En la sección 3.5 analizamos las dimensiones excepcionales 16 y 32, probando
el carácter localmente simétrico de tales variedades. Sin embargo, en este momento es to-
dav́ıa un problema abierto la clasificación en estas dimensiones que, consideramos, está
estrechamente relacionada con las álgebras de Cayley de primera y segunda especie. Con
esta sección se completa la demostración del Teorema 3.0.1.

Por último, en la sección 3.6 mostramos que el resultado de clasificación obtenido para
variedades de Osserman es también válido para variedades de Osserman en cada punto,
siempre que la dimensión de la variedad sea estrictamente mayor que 4, probando para
ello que, en este caso, el carácter global de Osserman es equivalente a la condición de
Osserman en cada punto.

3.1 Preliminares

En esta sección nos restringiremos al espacio tangente en un punto arbitrario p de una
variedad de Osserman especial (Mn, g), y utilizaremos los Axiomas 1 y 2 que satisfacen
estas variedades para demostrar una serie de propiedades y lemas técnicos que serán de
gran utilidad en las restantes secciones del caṕıtulo. Más concretamente, si x0, y0 son
vectores unitarios tales que y0 ∈ Eλ(x0)⊥, determinaremos el operador de Jacobi Rw aso-
ciado a un vector unitario de la forma w = ax0 + by0, y describiremos los correspondientes
autoespacios Ker(Rw − λεwId) y Ker(Rw − µεwId), todo ello a partir de los subespacios
Eλ(x0) y Eλ(y0).

Comenzamos probando que el espacio tangente TpM admite una descomposición en
suma directa de subespacios Eλ(·), lo que nos permite demostrar ciertas propiedades del
tensor curvatura de la variedad.

Lema 3.1.1 Los Axiomas 1 y 2 implican las siguientes propiedades:

(i) Si x, y son vectores unitarios, con y ∈ Eλ(x)⊥, entonces el vector y pertenece al
autoespacio Ker(Rx − µεxId).

(ii) Si x, y se eligen como en (i), entonces Eλ(y) ⊥ Eλ(x).

(iii) TpM puede descomponerse en suma directa ortogonal de subespacios Eλ(·).

Demostración. Para probar (i) basta tener en cuenta que el espacio tangente se descom-
pone en suma directa ortogonal TpM = Eλ(x) ⊕ Ker(Rx − µεxId), y que el vector y es
ortogonal a Eλ(x) por hipótesis.
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Para probar (ii) consideremos cualquier vector unitario x̄ en Eλ(x). Por el Axioma 2
Eλ(x̄) coincide con Eλ(x), y por lo tanto (i) implica que y ∈ Ker(Rx̄ −µεx̄Id). Entonces,
de nuevo por el Axioma 2, sabemos que x̄ ∈ Ker(Ry − µεyId), y por lo tanto x̄ ⊥ Eλ(y)
para todo vector unitario x̄ ∈ Eλ(x), lo que prueba (ii).

Finalmente, (iii) se obtiene como aplicación directa de (ii). �

Aunque el apartado (iii) del lema anterior proporciona una descomposición del espa-
cio tangente en términos de los subespacios Eλ(·) y la restricción de la métrica a cada
uno de estos subespacios es no degenerada, su signatura puede, en principio, cambiar de
unos subespacios a otros. Más adelante mostraremos que, esencialmente, sólo hay dos
posibilidades diferentes para la signatura de la métrica inducida en Eλ(·): ser definida o
de signatura (s, s).

Lema 3.1.2 Considerando la descomposición del espacio tangente a M en el punto p dada
por el lema anterior, es decir,

TpM = Eλ(x) ⊕ Eλ(y) ⊕ Eλ(z) ⊕ · · · ,
se verifica que:

(i) R(y, x1)x2 = −R(y, x2)x1 = −1
2
R(x1, x2)y, para cualesquiera vectores unitarios or-

togonales x1, x2 en Eλ(x),

(ii) R(x, y)z = 0,

(iii) R(x1, x2)x3 = 0, para cualesquiera vectores unitarios ortogonales x1, x2, x3 en el
subespacio Eλ(x).

Demostración. Sean x1, x2 vectores unitarios ortogonales en Eλ(x) y tomemos a, b
números reales no nulos tales que el vector w = ax1 + bx2 sea unitario. Por el Axioma 2,
Eλ(w) = Eλ(x). Aśı, y es ortogonal a Eλ(w) y por lo tanto Rw(y) = µεwy.

Desarrollando esta última expresión obtenemos

µεwy = R(y, ax1 + bx2)(ax1 + bx2)

= a2R(y, x1)x1 + b2R(y, x2)x2 + ab(R(y, x1)x2 + R(y, x2)x1)

= a2µεx1y + b2µεx2y + ab(R(y, x1)x2 + R(y, x2)x1)

= µ(a2εx1 + b2εx2)y + ab(R(y, x1)x2 + R(y, x2)x1)

= µεwy + ab(R(y, x1)x2 + R(y, x2)x1),

y como ab �= 0 se tiene que R(y, x1)x2 = −R(y, x2)x1. Ahora, utilizando esta última
relación y la primera identidad de Bianchi se sigue que

R(y, x1)x2 = −R(x1, x2)y − R(x2, y)x1

= −R(x1, x2)y + R(y, x2)x1

= −R(x1, x2)y − R(y, x1)x2,
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de donde R(y, x1)x2 = −1
2
R(x1, x2)y, lo que prueba (i).

Para probar (ii), sean a, b números reales no nulos tales que w = ay + bz es un
vector unitario. Entonces, Rw(x) = µεwx, pues w ∈ Eλ(x)⊥ implica que x ∈ Eλ(w)⊥.
Desarrollando ahora esta última expresión obtenemos

µεwx = R(x, ay + bz)(ay + bz)

= a2R(x, y)y + b2R(x, z)z + ab(R(x, y)z + R(x, z)y)

= a2µεyx + b2µεzx + ab(R(x, y)z + R(x, z)y)

= µ(a2εy + b2εz)x + ab(R(x, y)z + R(x, z)y)

= µεwx + ab(R(x, y)z + R(x, z)y),

y como ab �= 0, se obtiene R(x, y)z = −R(x, z)y. Análogamente se puede probar que


R(y, z)x = −R(y, x)z,

R(z, x)y = −R(z, y)x.

Con estas tres relaciones y la primera identidad de Bianchi obtenemos

R(x, y)z = −R(y, z)x − R(z, x)y = R(y, x)z + R(x, z)y

= −R(x, y)z − R(x, y)z = −2R(x, y)z,

de donde R(x, y)z = 0.
Finalmente probaremos (iii) por medio de un argumento similar al anterior. Sean

entonces a, b números reales no nulos tales que w = ax1 + bx2 es un vector unitario.
Se cumple que Rw(x3) = λεwx3, pues x3 es un vector ortogonal a w perteneciente al
subespacio Eλ(w) = Eλ(x). Desarrollando esta última expresión se obtiene

λεwx3 = R(x3, ax1 + bx2)(ax1 + bx2)

= a2R(x3, x1)x1 + b2R(x3, x2)x2 + ab(R(x3, x1)x2 + R(x3, x2)x1)

= a2λεx1x3 + b2λεx2x3 + ab(R(x3, x1)x2 + R(x3, x2)x1)

= λ(a2εx1 + b2εx2)x3 + ab(R(x3, x1)x2 + R(x3, x2)x1)

= λεwx3 + ab(R(x3, x1)x2 + R(x3, x2)x1),

y como ab �= 0 se sigue que R(x3, x1)x2 = −R(x3, x2)x1. Análogamente se comprueba que
R(x1, x2)x3 = −R(x1, x3)x2, R(x2, x3)x1 = −R(x2, x1)x3. Con estas tres relaciones y la
primera identidad de Bianchi obtenemos

R(x1, x2)x3 = −R(x2, x3)x1 − R(x3, x1)x2 = R(x2, x1)x3 + R(x1, x3)x2

= −R(x1, x2)x3 − R(x1, x2)x3 = −2R(x1, x2)x3,
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de donde R(x1, x2)x3 = 0, lo que concluye la demostración del lema. �

En lo que sigue denotaremos por τ la multiplicidad del autovalor distinguido λ. Aśı,
si ξ0 es un vector unitario en TpM , el subespacio Ker(Rξ0 − λεξ0Id) tiene dimensión
τ , y por lo tanto Eλ(ξ0) es un subespacio (τ + 1)–dimensional. Escribiremos entonces
Eλ(ξ0) = 〈{ξ0, ξ1, . . . , ξτ}〉, donde {ξ1, . . . , ξτ} es una base ortonormal del autoespacio
Ker(Rξ0 − λεξ0Id). Nótese que, como consecuencia, la dimensión de la variedad debe ser
un múltiplo de τ + 1 (basta tener en cuenta la descomposición del espacio tangente en un
punto dada por el Lema 3.1.1).

Lema 3.1.3 Sean x0, y0 vectores unitarios, con y0 ∈ Eλ(x0)⊥. La relación

τ∑
j=1

R(xi, y0, x0, yj)R(xk, y0, x0, yj)εyj = δik

(
λ − µ

3

)2

εx0εxiεy0

se cumple para ı́ndices i, k = 1, . . . , τ , donde δik denota la delta de Kronecker y, además,
Eλ(x0) = 〈{x0, x1, . . . , xτ}〉, Eλ(y0) = 〈{y0, y1, . . . , yτ}〉.
Demostración. Elegimos dos números reales no nulos a, b tales que w = ax0 + by0 es un
vector unitario. Para la descomposición

TpM = Eλ(x0) ⊕ Eλ(y0) ⊕ (Eλ(x0) ⊕ Eλ(y0))⊥,

consideramos la base asociada
{
x0, x1, . . . , xτ , y0, y1, . . . , yτ , z1, . . . , zn−2(τ+1)

}
, y analiza-

mos a continuación la actuación del operador Rw en cada uno de los elementos de esa
base.

Rw(x0)

Se tiene

Rw(x0) = R(x0, ax0 + by0)(ax0 + by0) = abR(x0, y0)x0 + b2R(x0, y0)y0

= −abµεx0y0 + b2µεy0x0,

de donde Rw(x0) = bµ(bεy0x0 − aεx0y0).

Rw(xi), i = 1, . . . , τ

En este caso,

Rw(xi) = R(xi, ax0 + by0)(ax0 + by0)

= a2R(xi, x0)x0 + b2R(xi, y0)y0 + ab(R(xi, x0)y0 + R(xi, y0)x0)

= a2λεx0xi + b2µεy0xi + ab(R(xi, x0)y0 + R(xi, y0)x0)

= (a2εx0λ + b2εy0µ)xi + ab(R(xi, y0)x0 + R(xi, x0)y0).
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Ahora bien, como por el Lema 3.1.2, (i), R(xi, x0)y0 = 2R(xi, y0)x0, la expresión anterior
se convierte en Rw(xi) = (a2εx0λ + b2εy0µ)xi + 3abR(xi, y0)x0.

Por otra parte, como R(xi, y0)x0 pertenece al subespacio 〈{y1, . . . , yτ}〉, se tiene que

R(xi, y0)x0 =
τ∑

j=1

R(xi, y0, x0, yj)εyjyj , y aśı podemos concluir que

Rw(xi) = (a2εx0λ + b2εy0µ)xi + 3ab
τ∑

j=1

R(xi, y0, x0, yj)εyjyj .

Rw(y0)

Se tiene

Rw(y0) = R(y0, ax0 + by0)(ax0 + by0) = a2R(y0, x0)x0 + abR(y0, x0)y0

= a2µεx0y0 − abµεy0x0,

y por lo tanto Rw(y0) = −aµ(bεy0x0 − aεx0y0).

Rw(yi), i = 1, . . . , τ

Igual que en los casos anteriores,

Rw(yi) = R(yi, ax0 + by0)(ax0 + by0)

= a2R(yi, x0)x0 + b2R(yi, y0)y0 + ab(R(yi, x0)y0 + R(yi, y0)x0)

= a2µεx0yi + b2λεy0yi + ab(R(yi, x0)y0 + R(yi, y0)x0)

= (a2εx0µ + b2εy0λ)yi + ab(R(yi, x0)y0 + R(yi, y0)x0),

y por el Lema 3.1.2, (i), se sigue que Rw(yi) = (a2εx0µ + b2εy0λ)yi + 3abR(yi, x0)y0.

Por otra parte, como R(yi, x0)y0 ∈ 〈{x1, . . . , xτ}〉, se tiene que

R(yi, x0)y0 =
τ∑

j=1

R(yi, x0, y0, xj)εxjxj =
τ∑

j=1

R(xj , y0, x0, yi)εxjxj ,

y por lo tanto concluimos que Rw(yi) = 3ab
τ∑

j=1

R(xj , y0, x0, yi)εxjxj + (a2εx0µ + b2εy0λ)yi.
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Rw(zi), i = 1, . . . , n − 2(τ + 1)

Para cualquier vector zi se cumple que

Rw(zi) = R(zi, ax0 + by0)(ax0 + by0)

= a2R(zi, x0)x0 + b2R(zi, y0)y0 + ab(R(zi, x0)y0 + R(zi, y0)x0)

= a2µεx0zi + b2µεy0zi + ab(R(zi, x0)y0 + R(zi, y0)x0)

= µ(a2εx0 + b2εy0)zi + ab(R(zi, x0)y0 + R(zi, y0)x0)

= µεwzi + ab(R(zi, x0)y0 + R(zi, y0)x0),

y como R(zi, x0)y0 = R(zi, y0)x0 = 0 (por el Lema 3.1.2, (ii)), se sigue que Rw(zi) = µεwzi.

Resumiendo, hemos probado que el operador de Jacobi Rw queda determinado por:

Rw :




x0 −→ bµ(bεy0x0 − aεx0y0)

xi −→ (a2εx0λ + b2εy0µ)xi + 3ab
τ∑

j=1

R(xi, y0, x0, yj)εyjyj

y0 −→ −aµ(bεy0x0 − aεx0y0)

yi −→ 3ab
τ∑

j=1

R(xj , y0, x0, yi)εxjxj + (a2εx0µ + b2εy0λ)yi

zi −→ µεwzi




(3.1.1)

Estudiamos ahora el autoespacio de Rw correspondiente al autovalor λεw, es decir,
Ker(Rw − λεwId). Como {bεx0εy0x0 − ay0, x1, . . . , xτ , y1, . . . , yτ , z1, . . . , zn−2(τ+1)} pro-
porciona una base de 〈w〉⊥, si ξ ∈ Ker(Rw − λεwId) podemos escribir

ξ = α(bεx0εy0x0 − ay0) +
τ∑

i=1

(γixi + δiyi) +
n−2(τ+1)∑

j=1

βjzj ,(3.1.2)

y (3.1.1) implica que

Rw(ξ) = αµεw(bεx0εy0x0 − ay0) +
τ∑

i=1

(γ′
ixi + δ′iyi) +

n−2(τ+1)∑
j=1

βjµεwzj .

Como ξ es un autovector de Rw para λ, se tiene que Rw(ξ) = λεwξ, y por lo tanto
(3.1.2) implica que

Rw(ξ) = αλεw(bεx0εy0x0 − ay0) +
τ∑

i=1

(γiλεwxi + δiλεwyi) +
n−2(τ+1)∑

j=1

βjλεwzj .
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Restando las dos expresiones obtenidas para Rw(ξ) se sigue que

α(λ − µ)εw(bεx0εy0x0 − ay0) +
τ∑

i=1

(γ′′
i xi + δ′′i yi) +

n−2(τ+1)∑
j=1

βj(λ − µ)εwzj

debe anularse. Por lo tanto tenemos una combinación lineal de los elementos de la base
elegida para 〈w〉⊥ que es nula, por lo que todos los coeficientes en la expresión anterior
deben ser nulos. Aśı, α = 0 y también βj = 0, j = 1, . . . , n − 2(τ + 1), y por lo tanto
(3.1.2) implica que ξ ∈ 〈{x1, . . . , xτ , y1, . . . , yτ}〉.

Sea V el subespacio de TpM generado por {x1, . . . , xτ , y1, . . . , yτ}. Hemos probado que

Ker(Rw − λεwId) ⊂ V,(3.1.3)

es decir, todos los autovectores de Rw correspondientes a λεw pertenecen al subespacio V .
Denotemos por R̃w la restricción de Rw al subespacio V . (3.1.1) implica entonces que

la matriz de R̃w con respecto a la base {x1, . . . , xτ , y1, . . . , yτ} está dada por

R̃w =




(a2εx0λ + b2εy0µ)Idτ 3abC

3abB (a2εx0µ + b2εy0λ)Idτ




,(3.1.4)

donde B y C son matrices τ × τ que están determinadas por (Bij) = (R(xj , y0, x0, yi)εyi),
(Cij) = (R(xi, y0, x0, yj)εxi).

Ahora, (3.1.3) junto con los Axiomas 1 y 2 implican que el operador R̃w tiene dos
autovalores, λ y µ, ambos con multiplicidad τ . Por lo tanto, Ker(R̃w − λεwId) es un
subespacio τ–dimensional. Para determinar este subespacio, de (3.1.4) se sigue que

R̃w − λεwId2τ =




−b2(λ − µ)εy0Idτ 3abC

3abB −a2(λ − µ)εx0Idτ




,

y por lo tanto el subespacio queda determinado por


−b2(λ − µ)εy0�x + 3abC�y = 0,

3abB�x − a2(λ − µ)εx0�y = 0,
(3.1.5)

donde �x, �y son vectores en 〈{x1, . . . , xτ}〉, 〈{y1, . . . , yτ}〉 respectivamente (considerados
como vectores columna).
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Se comprueba directamente que la solución de (3.1.5) está dada por



�y =
3

λ − µ

b

a
εx0B�x,

CB�x =
(

λ − µ

3

)2

εx0εy0�x.

Como el subespacio es τ–dimensional, y además �x e �y son matrices τ×1, se sigue que la

condición CB�x =
(

λ − µ

3

)2

εx0εy0�x se cumple para todos los vectores �x en el subespacio

〈{x1, . . . , xτ}〉. Entonces,

CB =
(

λ − µ

3

)2

εx0εy0Idτ .(3.1.6)

Finalmente, con las expresiones de las matrices B y C podemos calcular el elemento

(i, k) de la matriz producto C · B, obteniendo εxi

τ∑
j=1

R(xi, y0, x0, yj)R(xk, y0, x0, yj)εyj , y

por (3.1.6) este elemento coincide con δik

(
λ − µ

3

)2

εx0εy0 . Concluimos entonces que

τ∑
j=1

R(xi, y0, x0, yj)R(xk, y0, x0, yj)εyj = δik

(
λ − µ

3

)2

εx0εxiεy0

para i, k = 1, . . . , τ , lo que prueba el lema. �

Para finalizar esta sección estudiamos los autoespacios correspondientes a los autova-
lores λεw y µεw de Rw, donde el vector unitario w se elige como en el lema anterior.

Lema 3.1.4 Sean x0, y0 vectores unitarios, con y0 ∈ Eλ(x0)⊥, y sean a, b números
reales no nulos tales que w = ax0 + by0 es un vector unitario. Entonces, los vectores
u1, . . . , uτ , v1, . . . , vτ definidos por

ui = xi − 3
2(λ − µ)

b

a
εx0R(x0, xi)y0, i = 1, . . . , τ,

vi =
b

a
εy0xi +

3
2(λ − µ)

R(x0, xi)y0, i = 1, . . . , τ,

donde {x1, . . . , xτ} es una base ortonormal para Ker(Rx0 − λεx0Id), verifican

(i) {u1, . . . , uτ} es un subespacio τ–dimensional de Ker(Rw − λεwId), y por lo tanto
una base,

(ii) {v1, . . . , vτ} es un subespacio τ–dimensional de Ker(Rw − µεwId),

(iii) Ruivj = µg(ui, ui)vj, con i, j = 1, . . . , τ .
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Demostración. En la demostración del lema anterior determinamos el operador de Ja-
cobi asociado al vector w. En concreto, fijando {y1, . . . , yτ} una base ortonormal para el
autoespacio Ker(Ry0 − λεy0Id), para i = 1, . . . , τ obtuvimos que

Rw(xi) = (a2εx0λ + b2εy0µ)xi − 3
2
abR(x0, xi)y0,(3.1.7)

y también

Rw(yi) = (a2εx0µ + b2εy0λ)yi + 3abR(yi, x0)y0.(3.1.8)

A continuación estudiamos como actúa Rw sobre el vector R(x0, xi)y0, i = 1, . . . , τ .
Teniendo en cuenta que

R(x0, xr)y0 =
τ∑

j=1

R(x0, xr, y0, yj)εyjyj , r = 1, . . . , τ,(3.1.9)

se sigue que Rw(R(x0, xi)y0) =
τ∑

j=1

R(x0, xi, y0, yj)εyjRw(yj), y por (3.1.8) obtenemos

Rw(R(x0, xi)y0) = (a2εx0µ + b2εy0λ)
τ∑

j=1

R(x0, xi, y0, yj)εyjyj

+3ab
τ∑

j=1

R(x0, xi, y0, yj)εyjR(yj , x0)y0.

Ahora, (3.1.9) junto con R(yj , x0)y0 =
τ∑

k=1

R(yj , x0, y0, xk)εxk
xk implican que

Rw(R(x0, xi)y0) = (a2εx0µ + b2εy0λ)R(x0, xi)y0

+3ab
τ∑

k=1




τ∑
j=1

R(x0, xi, y0, yj)R(yj , x0, y0, xk)εyj


 εxk

xk,

y como R(x0, xi, y0, yj) = −2R(xi, y0, x0, yj) y R(yj , x0, y0, xk) = R(xk, y0, x0, yj) la ex-
presión anterior se reduce a

Rw(R(x0, xi)y0) = (a2εx0µ + b2εy0λ)R(x0, xi)y0

−6ab
τ∑

k=1




τ∑
j=1

R(xi, y0, x0, yj)R(xk, y0, x0, yj)εyj


 εxk

xk.
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Entonces, por el Lema 3.1.3 se sigue que

Rw(R(x0, xi)y0) = (a2εx0µ + b2εy0λ)R(x0, xi)y0 − 6ab
τ∑

k=1

δik

(
λ − µ

3

)2

εx0εxiεy0εxk
xk,

de donde

Rw(R(x0, xi)y0) = (a2εx0µ + b2εy0λ)R(x0, xi)y0 − 2
3
ab(λ − µ)2εx0εy0xi.(3.1.10)

Utilizando ahora la expresión (3.1.7) y la condición (3.1.10) se obtiene que, para
cualquier ı́ndice i = 1, . . . , τ ,

Rw(ui) = Rw(xi) − 3
2(λ − µ)

b

a
εx0Rw(R(x0, xi)y0)

= (a2εx0λ + b2εy0µ)xi − a
3
2
bR(x0, xi)y0

−(a2εx0µ + b2εy0λ)
3

2(λ − µ)
b

a
εx0R(x0, xi)y0 + (b2εy0λ − b2εy0µ)xi

= (a2εx0λ + b2εy0µ)xi − (a2εx0λ − a2εx0µ)
3

2(λ − µ)
b

a
εx0R(x0, xi)y0

−(a2εx0µ + b2εy0λ)
3

2(λ − µ)
b

a
εx0R(x0, xi)y0 + (b2εy0λ − b2εy0µ)xi

= λ(a2εx0 + b2εy0)xi − λ(a2εx0 + b2εy0)
3

2(λ − µ)
b

a
εx0R(x0, xi)y0

= λεwui,

y también

Rw(vi) =
b

a
εy0Rw(xi) +

3
2(λ − µ)

Rw(R(x0, xi)y0)

= (a2εx0λ + b2εy0µ)
b

a
εy0xi − (b2εy0)

3
2
R(x0, xi)y0

+(a2εx0µ + b2εy0λ)
3

2(λ − µ)
R(x0, xi)y0 − (aεx0λ − aεx0µ)bεy0xi

= (a2εx0λ + b2εy0µ)
b

a
εy0xi − (b2εy0λ − b2εy0µ)

3
2(λ − µ)

R(x0, xi)y0

+(a2εx0µ + b2εy0λ)
3

2(λ − µ)
R(x0, xi)y0 − (a2εx0λ − a2εx0µ)

b

a
εy0xi

= µ(a2εx0 + b2εy0)
b

a
εy0xi + µ(a2εx0 + b2εy0)

3
2(λ − µ)

R(x0, xi)y0

= µεwvi.
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Las expresiones anteriores obtenidas para Rw(ui) y Rw(vi) prueban que {u1, . . . , uτ}
y {v1, . . . , vτ} son subespacios de los autoespacios Ker(Rw −λεwId) y Ker(Rw −µεwId),
respectivamente.

Probaremos que la dimensión de ambos subespacios es τ . Para ello será suficiente com-
probar que ambos son conjuntos de vectores no nulos ortogonales. Utilizando la expresión
(3.1.9) y el Lema 3.1.3, se tiene que

g(R(x0, xi)y0, R(x0, xj)y0)

= g

(
τ∑

k=1

R(x0, xi, y0, yk)εyk
yk,

τ∑
l=1

R(x0, xj , y0, yl)εyl
yl

)

=
τ∑

k,l=1

(−2R(xi, y0, x0, yk))(−2R(xj , y0, x0, yl))εyk
εyl

g(yk, yl)

= 4
τ∑

k,l=1

R(xi, y0, x0, yk)R(xj , y0, x0, yl)εyk
εyl

δklεyk

= 4
τ∑

k=1

R(xi, y0, x0, yk)R(xj , y0, x0, yk)εyk

= 4δij

(
λ − µ

3

)2

εx0εxiεy0 ,

para i, j = 1, . . . , τ .

Por otra parte, utilizando la expresión anterior y teniendo en cuenta además que los
vectores R(x0, xi)y0, R(x0, xj)y0 son ortogonales al subespacio 〈{x1, . . . , xτ}〉, se sigue que

g(ui, uj) = g

(
xi − 3

2(λ − µ)
b

a
εx0R(x0, xi)y0, xj − 3

2(λ − µ)
b

a
εx0R(x0, xj)y0

)

= g(xi, xj) +
(

3
2(λ − µ)

b

a

)2

g(R(x0, xi)y0, R(x0, xj)y0)

= δijεxi + δij
b2

a2
εx0εxiεy0

= δij
εx0εxi

a2
(a2εx0 + b2εy0)

= δij
εx0εxiεw

a2
,

y, de igual forma,
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g(vi, vj) = g

(
b

a
εy0xi +

3
2(λ − µ)

R(x0, xi)y0,
b

a
εy0xj +

3
2(λ − µ)

R(x0, xj)y0

)

=
b2

a2
g(xi, xj) +

(
3

2(λ − µ)

)2

g(R(x0, xi)y0, R(x0, xj)y0)

=
b2

a2
δijεxi + δijεx0εxiεy0

= δij
εy0εxi

a2
(a2εx0 + b2εy0)

= δij
εy0εxiεw

a2
,

lo que prueba que {u1, . . . , uτ} y {v1, . . . , vτ} son conjuntos de vectores no nulos ortogo-
nales. Aśı quedan probados los apartados (i) y (ii).

Para probar (iii) fijamos i, j ∈ {1, . . . , τ}. Como ui es un vector no nulo, podemos
considerar el vector unitario ui =

ui

||ui|| , que por el apartado (i) pertenece a Eλ(w), y

por tanto el Axioma 2 implica que los subespacios Eλ(w) y Eλ(ui) coinciden. Por otra
parte, (ii) implica que el vector vj es ortogonal al subespacio Eλ(w) = Eλ(ui) y, por tanto,
vj ∈ Ker(Rui − µεuiId). Entonces, Ruivj = µεuivj , de donde se sigue el resultado. �

3.2 Multiplicidades de los autovalores

En esta sección definiremos ciertos tensores de tipo (1, 1) actuando en cada subespacio
Eλ(·). El estudio de tales tensores nos permitirá determinar la signatura de la restricción
de la métrica a los subespacios Eλ(·), lo que, a su vez, nos proporcionará información
sobre la dimensión y la signatura de las variedades de Osserman especiales. Además,
esos tensores nos permitirán dotar a los subespacios Eλ(·) de una estructura de módulo de
Clifford, de forma que las obstrucciones a la existencia de una tal estructura nos permitirán
finalmente probar que el autovalor λ sólo puede tener multiplicidad 1, 3, 7 ó 15.

Definición 3.2.1 Sea x0 ∈ TpM un vector unitario, con Eλ(x0) = 〈{x0, x1, . . . , xτ}〉.
Para cada i = 1, . . . , τ definimos φi : Eλ(x0)⊥ −→ Eλ(x0)⊥ como

φiξ =
3

2(λ − µ)
R(x0, xi)ξ,(3.2.1)

siendo ξ cualquier vector en Eλ(x0)⊥.

Observación 3.2.1 Nótese que la aplicación φi está bien definida por (iii) en el Lema
3.1.2. Además, si ξ0 es un vector unitario en Eλ(x0)⊥, con Eλ(ξ0) = 〈{ξ0, ξ1, . . . , ξτ}〉,
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como R(x0, xi)ξ0 ∈ 〈{ξ1, . . . , ξτ}〉 se tiene que φiξ0 =
3

2(λ − µ)

τ∑
j=1

R(x0, xi, ξ0, ξj)εξj
ξj .

Ahora bien, por el Lema 3.1.2 (i), R(x0, xi, ξ0, ξj) = −2R(xi, ξ0, x0, ξj), y por lo tanto

φiξ0 = − 3
λ − µ

τ∑
j=1

R(xi, ξ0, x0, ξj)εξjξj .(3.2.2)

En particular, esto implica que φi deja invariante cada subespacio Eλ(·) ⊂ Eλ(x0)⊥.

Recordemos que si V es un espacio vectorial, una estructura compleja (resp., para-
compleja) sobre V es un tensor de tipo (1, 1), J , verificando J2 = −Id (resp., J2 = Id).
Además, si 〈 , 〉 denota un producto interior en V , llamamos estructura Hermı́tica (resp.,
para–Hermı́tica) sobre V a un par (〈 , 〉, J), siendo J una estructura compleja (resp.,
paracompleja) tal que 〈u, Jv〉 + 〈Ju, v〉 = 0 para cualesquiera u, v ∈ V .

El siguiente resultado muestra que φ1, . . . , φτ pueden verse como una familia de es-
tructuras Hermı́ticas/para–Hermı́ticas sobre Eλ(x0)⊥ que anticonmutan dos a dos.

Proposición 3.2.1 Los tensores definidos por (3.2.1) satisfacen:

(i) g(φiξ, η) + g(ξ, φiη) = 0, para cualesquiera vectores ξ, η ∈ Eλ(x0)⊥,

(ii) g(φiξ, φjξ) = δijεx0εxig(ξ, ξ), para cualquier vector ξ ∈ Eλ(x0)⊥,

(iii) φiφj + φjφi = −2δijεx0εxiId,

donde i, j ∈ {1, . . . , τ}.

Demostración. Si ξ, η ∈ Eλ(x0)⊥,

g(φiξ, η) =
3

2(λ − µ)
g(R(x0, xi)ξ, η) =

3
2(λ − µ)

R(x0, xi, ξ, η)

= − 3
2(λ − µ)

R(x0, xi, η, ξ) = − 3
2(λ − µ)

g(R(x0, xi)η, ξ)

= −g(φiη, ξ) = −g(ξ, φiη),

lo que prueba (i).
Para probar (ii) consideramos en primer lugar vectores unitarios en Eλ(x0)⊥. Aśı, si

ξ0 es un vector unitario en ese subespacio, con Eλ(ξ0) = 〈{ξ0, ξ1, . . . , ξτ}〉, por (3.2.2) se
tiene que

φiξ0 = − 3
λ − µ

τ∑
k=1

R(xi, ξ0, x0, ξk)εξk
ξk,

φjξ0 = − 3
λ − µ

τ∑
l=1

R(xj , ξ0, x0, ξl)εξl
ξl,
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para i, j ∈ {1, . . . , τ}, de donde se sigue que

g(φiξ0, φjξ0) =
(

3
λ − µ

)2 τ∑
k=1

R(xi, ξ0, x0, ξk)R(xj , ξ0, x0, ξk)εξk
.

Entonces, el Lema 3.1.3 implica que g(φiξ0, φjξ0) = δijεx0εxig(ξ0, ξ0), lo que prueba la
condición (ii) para vectores unitarios. Ahora, si ξ es un vector no nulo en Eλ(x0)⊥,

entonces ξ̄ =
ξ

||ξ|| es un vector unitario y por lo tanto g(φiξ̄, φj ξ̄) = δijεx0εxig(ξ̄, ξ̄), de

donde se sigue (ii) para el vector ξ. Por último, si u es un vector nulo en Eλ(x0)⊥ podemos
aproximarlo por medio de una sucesión {ξα}α∈N de vectores no nulos pertenecientes a ese
subespacio, de tal forma que g(φiξα, φjξα) = δijεx0εxig(ξα, ξα) para cualquier α ∈ N, y
tomando ĺımites cuando α → +∞ se sigue que g(φiu, φju) = δijεx0εxig(u, u). Esto prueba
que (ii) se cumple para cualquier vector en Eλ(x0)⊥.

Finalmente probamos (iii). Si ξ es cualquier vector en Eλ(x0)⊥, (i) y (ii) implican que

g(φiφjξ, ξ) = −g(φiξ, φjξ) = −δijεx0εxig(ξ, ξ).(3.2.3)

Entonces, si ξ, η son vectores en Eλ(x0)⊥, aplicando esta condición al vector ξ + η se
obtiene g(φiφj(ξ + η), ξ + η) = −δijεx0εxig(ξ + η, ξ + η), y por lo tanto

g(φiφjξ, ξ) + g(φiφjη, η) + g(φiφjξ, η) + g(φiφjη, ξ)

= −δijεx0εxig(ξ, ξ) − δijεx0εxig(η, η) − 2δijεx0εxig(ξ, η),

de donde, utilizando (3.2.3), se sigue que g(φiφjξ, η) + g(φiφjη, ξ) = −2δijεx0εxig(ξ, η).
Como (i) implica que g(φiφjη, ξ) = g(φjφiξ, η), la expresión anterior se reduce entonces
a g(φiφjξ + φjφiξ, η) = g(−2δijεx0εxiξ, η). Como esta última expresión se cumple para
cualesquiera vectores ξ, η ∈ Eλ(x0)⊥, concluimos que φiφj + φjφi = −2δijεx0εxiId, lo que
finaliza la demostración. �

Nótese que la dimensión τ +1 de los subespacios Eλ(·) debe ser par, pues la proposición
anterior muestra que sobre cada uno de ellos tenemos definida, al menos, una estructura
compleja o paracompleja. Por lo tanto, la multiplicidad τ del autovalor λ debe ser impar.

Una primera aplicación de los tensores φi nos permitirá determinar la signatura de la
restricción de la métrica a los subespacios Eλ(·).

Teorema 3.2.1 Para cualquier subespacio Eλ(ξ) se cumple una de las dos condiciones
siguientes:

(i) la restricción de la métrica a Eλ(ξ) es definida (es decir, tiene signatura (τ + 1, 0)
ó (0, τ + 1), ó

(ii) la restricción de la métrica a Eλ(ξ) tiene signatura
(

τ + 1
2

,
τ + 1

2

)
.
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Demostración. Sea x0 un vector unitario ortogonal a Eλ(ξ). Este vector nos per-
mite definir las estructuras φ1, . . . , φτ que dejan invariante el subespacio Eλ(ξ), y por
la Proposición 3.2.1 estos tensores definen estructuras Hermı́ticas o para–Hermı́ticas en
dicho subespacio respecto a la métrica inducida. Si alguna de las estructuras es para–
Hermı́tica, entonces la restricción de la métrica al subespacio Eλ(ξ) debe tener signatura(

τ+1
2 , τ+1

2

)
. Por el contrario, si todas las estructuras son Hermı́ticas, teniendo en cuenta

que {ξ, φ1ξ, . . . , φτξ} es una base ortonormal para Eλ(ξ), se sigue que la restricción de la
métrica a ese subespacio debe ser definida. �

Observación 3.2.2 Es importante observar que el teorema anterior no implica que la
restricción de la métrica a los subespacios Eλ(·) tenga siempre la misma signatura. Sin
embargo, es fácil comprobar que eso śı es cierto cuando al menos existen tres de esos
subespacios ortogonales entre śı. Además, siempre que consideremos una descomposición
del espacio tangente TpM en suma directa de subespacios Eλ(·), entonces la restricción de
la métrica debe tener la misma signatura en todos ellos.

Por otra parte, fijado un vector unitario x0 ∈ TpM , nótese que si {x0, x1, . . . , xτ} es una
base ortonormal del subespacio Eλ(x0), la Proposición 3.2.1 implica que φ1, φ2, . . . , φτ son
estructuras compatibles con la métrica (es decir, g(φiξ, η)+g(ξ, φiη) = 0) tales que φ2

i = σi,
siendo σi = −εx0εxi , con i = 1, . . . , τ . Pero, por el teorema anterior, las constantes σi son
todas iguales a −1 ó bien se pueden ordenar los elementos de la base elegida para Eλ(x0)
de tal forma que σ1 = · · · = σ τ−1

2
= −1 y σ τ+1

2
= · · · = στ = 1. Por lo tanto, los tensores

φi definidos en Eλ(x0)⊥ determinan sobre este subespacio τ estructuras Hermı́ticas, o bien
(τ−1)/2 estructuras Hermı́ticas y (τ +1)/2 para–Hermı́ticas, según la signatura de Eλ(x0)
se corresponda con (i) o (ii), respectivamente.

Como segunda aplicación de los tensores φi mostramos que sólo pueden existir varieda-
des de Osserman especiales en una cierta dimensión cuando la multiplicidad del autovalor
λ es mayor que 3, dimensión que está determinada por dicha multiplicidad.

Teorema 3.2.2 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. Si la multiplicidad τ del
autovalor λ es estrictamente mayor que 3, entonces dim M = 2(τ + 1).

Demostración. Si x0, y0 son vectores unitarios, con y0 ∈ Eλ(x0)⊥, podemos considerar
los tensores φi : Eλ(x0)⊥ −→ Eλ(x0)⊥, i = 1, . . . , τ , de forma que si ξ es cualquier vector
unitario en Eλ(y0) podemos usar {ξ, φ1ξ, . . . , φτξ} como base de Eλ(y0) y expresar el

elemento φiφjξ en esa base, es decir, φiφjξ = α0
ij(ξ)ξ+

τ∑
s=1

αs
ij(ξ)φsξ, donde i, j son ı́ndices

diferentes elegidos en {1, . . . , τ} y los coeficientes αs
ij dependen del vector ξ. Por ser i �= j

se tiene que φiφjξ ∈ 〈{ξ, φiξ, φjξ}〉⊥, y por lo tanto la expresión anterior se reduce a

φiφjξ =
τ∑

s=1
s�=i,j

αs
ij(ξ)φsξ.(3.2.4)
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Como el espacio tangente TpM admite una descomposición en suma directa de espacios
Eλ(·), y cada uno de estos subespacios tiene dimensión τ + 1, entonces la dimensión de la
variedad debe ser un múltiplo de τ + 1.

En lo que sigue supondremos que dim M > 2(τ + 1). En primer lugar probaremos
que, entonces, los coeficientes αs

ij(ξ) en (3.2.4) no dependen del vector unitario ξ elegido
en Eλ(y0). Para ello tomamos un vector unitario η ortogonal a los subespacios Eλ(x0),
Eλ(y0), y elegimos números reales no nulos a, b de forma que w = aξ+bη y t = bξ−aεξεηη
sean vectores unitarios. Para l, m, n ∈ {1, . . . , τ} se tiene que g(φlφmφnw, t) = 0, pues
φlφmφnw ∈ Eλ(w) y t ∈ Eλ(w)⊥. Se sigue entonces que

0 = g(φlφmφn(aξ + bη), bξ − aεξεηη)

= ab(g(φlφmφnξ, ξ) − εξεηg(φlφmφnη, η)) − a2εξεηg(φlφmφnξ, η) + b2g(φlφmφnη, ξ),

y como g(φlφmφnξ, η) = g(φlφmφnη, ξ) = 0 (pues Eλ(ξ) ⊥ Eλ(η) y esos tensores de-
jan ambos subespacios invariantes) se concluye que g(φlφmφnξ, ξ) = εξεηg(φlφmφnη, η).
Entonces, los coeficientes αs

ij(ξ) en (3.2.4) están dados por

αs
ij(ξ) = g(φiφjξ, φsξ)g(φsξ, φsξ) = −εx0εxsεξg(φsφiφjξ, ξ) = −εx0εxsεηg(φsφiφjη, η),

lo que muestra que son independientes del vector unitario ξ, y por lo tanto podemos
escribir la expresión (3.2.4) de la forma

φiφjξ =
τ∑

s=1
s �=i,j

αs
ijφsξ,(3.2.5)

válida para cualquier vector unitario ξ ∈ Eλ(y0). Ahora, si elegimos k ∈ {1, . . . , τ} de
forma que i, j, k sean distintos dos a dos, como φkξ es un vector unitario en Eλ(y0) podemos
aplicar (3.2.5), obteniendo

φiφj(φkξ) =
τ∑

s=1
s �=i,j

αs
ijφs(φkξ) = −αk

ijεx0εxk
ξ +

τ∑
s=1

s�=i,j,k

αs
ijφsφkξ,

y, por otra parte, (3.2.5) implica también que

φk(φiφjξ) = φk




τ∑
s=1
s�=i,j

αs
ijφsξ


 =

τ∑
s=1
s �=i,j

αs
ijφk(φsξ) = −αk

ijεx0εxk
ξ −

τ∑
s=1

s�=i,j,k

αs
ijφsφkξ,

y como φiφj(φkξ) = φiφjφkξ = φkφiφjξ = φk(φiφjξ), sumando las dos expresiones ante-
riores se tiene que φiφjφkξ = −αk

ijεx0εxk
ξ, expresión válida para cualquier vector unitario

ξ ∈ Eλ(y0). Aśı, suponiendo que dim M > 2(τ + 1), hemos probado que en el subespacio
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Eλ(y0) la composición φiφj coincide con φk o −φk siempre que i, j, k sean diferentes, lo
que nos lleva a una contradicción siempre que haya más de tres estructuras. Finalmente,
como el número de estructuras coincide con la multiplicidad τ del autovalor λ, se sigue que
si τ es estrictamente mayor que 3 entonces dim M = 2(τ + 1), lo que prueba el teorema.�

En lo que sigue utilizaremos algunas propiedades de módulos de Clifford que intro-
ducimos a continuación. Sea V m un espacio vectorial real m–dimensional dotado de un
producto interior 〈 , 〉. Una estructura de Cliff(ν)–módulo real C en V es una colección
ci de endomorfismos de V tal que cicj + cjci = −2δij para i, j = 1, . . . , ν. Es decir, C
determina una familia anticonmutativa de estructuras complejas sobre V .

Nótese que los módulos de Clifford aparecen en el estudio de las variedades de Osserman
especiales pues, de acuerdo con la Observación 3.2.2, en cada subespacio Eλ(·) los tensores
φi determinan, bien una estructura de Cliff((τ − 1)/2)–módulo, bien una estructura de
Cliff(τ)–módulo, de acuerdo con la restricción de la métrica al subespacio Eλ(·).

Existen restricciones a la existencia de tales estructuras de Clifford sobre V , ligadas a
la existencia de ciertas distribuciones en TSm−1, como muestra el siguiente resultado:

Teorema 3.2.3 [St] Sea m = 2r · m0, con m0 impar.

(i) V m admite una estructura de Cliff(ν)–módulo si y sólo si ν ≤ ν(r),

(ii) TSm−1 admite una distribución q–dimensional, para 2q ≤ m−1, si y sólo si q ≤ ν(r),

donde ν está dado por ν(i + 4) = ν(i) + 8 y ν(i) = 2i − 1 para i = 0, 1, 2, 3.

En nuestro caso nos interesa resolver la situación siguiente.

Lema 3.2.1 Si {c1, . . . , cτ̃} genera una estructura de Cliff(τ̃)–módulo en un espacio vec-
torial V de dimensión 2τ̃ + 2, entonces τ̃ ∈ {0, 1, 3, 7}.

Demostración. El apartado (i) del Teorema 3.2.3 implica que existe una tal estructura
de Cliff(τ̃)–módulo si y sólo si

τ̃ ≤ ν(r),(3.2.6)

donde 2τ̃ + 2 = 2r · m0, con m0 impar.
En primer lugar, si suponemos que τ̃ es par (τ̃ = 2α), entonces 2τ̃ + 2 = 2r · m0 viene

dado por 2τ̃ + 2 = 4α + 2 = 2(2α + 1), y aśı r = 1, m0 = 2α + 1. Por lo tanto, se sigue de
(3.2.6) que 2α ≤ ν(1) = 1, con lo que τ̃ debe ser 0 ó impar.

En lo que sigue supondremos que τ̃ es impar, y que se puede escribir de la forma
τ̃ = 2α − 1 para algún valor de α. En este caso, 2τ̃ + 2 = 2r · m0 viene dado por
2τ̃ + 2 = 2(2α − 1) + 2 = 2α+1, por lo que r = α + 1, m0 = 1. Entonces, de nuevo (3.2.6)
implica que existe una estructura de Cliff(τ̃)–módulo sobre V si y sólo si

2α − 1 ≤ ν(α + 1).(3.2.7)
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A continuación analizamos esta desigualdad. Poniendo α + 1 = 4a + b, 0 ≤ b ≤ 3,
tenemos ν(α + 1) = ν(b) + 8a, y como ν(b) = 2b − 1 y a = (α + 1 − b)/4, se sigue que
ν(α + 1) = 2b − 2b + 2α + 1. Entonces, (3.2.7) se transforma en 2α − 1 ≤ 2b − 2b + 2α + 1,
o lo que es lo mismo,

2α − 2α ≤ 2b − 2b + 2.

Ahora bien, como 0 ≤ b ≤ 3, se cumple que 2b−2b+2 ≤ 4, y por lo tanto la desigualdad
anterior implica que

2α − 2α ≤ 4.(3.2.8)

Sea f(x) = 2x − 2x, con x ∈ R. Esta función es estrictamente creciente en (2,+∞),
con f(4) = 8, por lo que 2α − 2α ≥ 8 para α ≥ 4. Entonces, (3.2.8) da una contradicción
siempre que α ≥ 4, y por lo tanto concluimos que τ̃ no puede escribirse de la forma 2α − 1
si α ≥ 4.

Finalmente supongamos que τ̃ satisface

2α − 1 < τ̃ < 2α+1 − 1,(3.2.9)

con α ≥ 4. Escribiendo 2τ̃ + 2 = 2r ·m0, con m0 impar, sabemos que (3.2.6) se cumple, y
además (3.2.9) implica que

2α+1 < 2r · m0 < 2α+2,

de donde r ≤ α + 1, y por lo tanto

ν(r) ≤ ν(α + 1).(3.2.10)

Por otra parte, como α ≥ 4 la desigualdad (3.2.7) no se cumple, es decir,

2α − 1 > ν(α + 1).(3.2.11)

Juntando (3.2.6), (3.2.9),(3.2.10) y (3.2.11) obtenemos

τ̃ ≤ ν(r) ≤ ν(α + 1) < 2α − 1 < τ̃,

es decir, llegamos a una contradicción, lo que significa que τ̃ no puede cumplir (3.2.9).
Los resultados anteriores nos permiten concluir que τ̃ ∈ {0, 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13}, y ana-

lizando cada uno de estos casos directamente por medio de la condición (3.2.6) se obtiene
fácilmente que τ̃ ∈ {0, 1, 3, 7}, con lo que el lema queda demostrado. �

Concluimos esta sección con el siguiente resultado:

Teorema 3.2.4 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. Entonces se cumple una
de las siguientes condiciones:

(i) τ = 1 y M es una variedad de dimensión 2n con métrica de signatura (n, n) ó
(2p, 2q), para ciertos p, q ≥ 0,
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(ii) τ = 3 y M es una variedad de dimensión 4n con métrica de signatura (2n, 2n) ó
(4p, 4q), para ciertos p, q ≥ 0,

(iii) τ = 7 y M es una variedad de dimensión 16 con métrica de signatura (8, 8), (16, 0)
ó (0, 16), o

(iv) τ = 15 y M es una variedad de dimensión 32 con métrica de signatura (16, 16),

donde τ denota la multiplicidad del autovalor λ.

Demostración. Sea y0 un vector unitario en el espacio tangente TpM y consideremos
el subespacio Eλ(y0). Teniendo en cuenta la Observación 3.2.2, sobre este subespacio
podemos definir τ̃ estructuras complejas φ1, . . . , φτ̃ que determinan una estructura de
Cliff(τ̃)–módulo, de tal forma que si m denota la dimensión de Eλ(y0), entonces se cumple
que m = τ + 1 = 2τ̃ + 2. Además, podemos considerar un producto interior h en Eλ(y0),
y definir

Ψ(ξ, η) = h(ξ, η) +
τ̃∑

r=1

∑
i1<i2<...<ir

i1,...,ir∈{1,...,τ̃}

h(φi1φi2 . . . φirξ, φi1φi2 . . . φirη).

Es fácil comprobar que Ψ es un producto interior en Eλ(y0) tal que φ1, . . . , φτ̃ cumplen
Ψ(φiξ, η) + Ψ(ξ, φiη) = 0, para cualesquiera vectores ξ, η ∈ Eλ(y0) y para i = 1, . . . , τ̃ .

Entonces, el Lema 3.2.1 implica que τ̃ ∈ {0, 1, 3, 7}, y como τ = 2τ̃ + 1, concluimos
que τ ∈ {1, 3, 7, 15}. La demostración se completa utilizando los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2,
teniendo en cuenta que en el caso de multiplicidad τ = 15 la métrica no puede ser definida,
pues si lo fuese, la Observación 3.2.2 implicaŕıa que podŕıamos dotar al subespacio Eλ(y0),
de dimensión 16, de una estructura de Cliff(15)–módulo, lo que no es posible de acuerdo
con el Teorema 3.2.3. �

Es importante observar que el resultado obtenido en el teorema anterior es válido para
cualquier tensor F de tipo curvatura que verifique los Axiomas 1 y 2 en un punto de
la variedad. Para finalizar esta sección mostramos un ejemplo que pone de manifiesto
la necesidad del Axioma 2. Aśı, sea V un espacio vectorial 4n–dimensional dotado de
un producto interior 〈 , 〉, y sea {J1, J2, J3} una estructura cuaterniónica sobre (V, 〈 , 〉).
Entonces, F = −1

3

(
RJ1 + RJ2

)
es un tensor curvatura sobre V con operador de Jacobi

diagonalizable con dos autovalores, λ = 1 (con multiplicidad τ = 2) y µ = 0. Por lo tanto,
para F no se verifica el teorema. Sin embargo, nótese que, aunque se cumple el Axioma 1,
no sucede lo mismo con el segundo Axioma, pues si x es un vector unitario en V entonces
E1(x) = 〈{x, J1x, J2x}〉 y E1(J1x) = 〈{x, J1x, J3x}〉, y por lo tanto E1(J1x) �= E1(x)
aunque J1x ∈ E1(x).
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3.3 Expresión puntual del tensor curvatura

En esta sección determinaremos de forma expĺıcita el tensor curvatura en cada punto de
una variedad semi–Riemanniana de Osserman especial cuando la dimensión sea distinta
de 16 y 32. Para ello recordemos que una función curvatura F̃ sobre un espacio vectorial
V es un campo de tensores de tipo (0, 4) sobre V que verifica las propiedades siguientes:

(a) F̃ (x, y, z, w) = −F̃ (y, x, z, w) = −F̃ (x, y, w, z),

(b) F̃ (x, y, z, w) = F̃ (z, w, x, y),

(c) F̃ (x, y, z, w) + F̃ (y, z, x, w) + F̃ (z, x, y, w) = 0,

para cualesquiera x, y, z, w ∈ V . Además, si 〈 , 〉 denota un producto interior en V , el
carácter no degenerado permite comprobar que existe un único campo de tensores de
tipo (1, 3) sobre V , que denotaremos por F y que llamaremos tensor curvatura asociado,
verificando F̃ (x, y, z, w) = 〈F (x, y)z, w〉 para cualesquiera x, y, z, w ∈ V . A continuación
recordamos la definición de ciertos tensores curvatura que serán fundamentales en lo que
sigue. Aśı, asociado al producto interior 〈 , 〉, se define el tensor curvatura R0 como

R0(x, y)z = 〈y, z〉x − 〈x, z〉y.

Por otra parte, si J es una estructura compleja (resp., paracompleja) tal que (V, 〈 , 〉, J) es
un espacio vectorial Hermı́tico (resp., para–Hermı́tico), se define el tensor curvatura RJ

como
RJ(x, y)z = 〈Jx, z〉Jy − 〈Jy, z〉Jx + 2〈Jx, y〉Jz.

El objetivo será mostrar que el tensor curvatura de una variedad de Osserman especial
de dimensión distinta de 16 y 32 se puede expresar en cada punto como una combinación
lineal del tensor R0 y de los tensores RJi asociados a ciertas estructuras definidas so-
bre el espacio tangente a la variedad en ese punto. Más concretamente, en esta sección
probaremos el siguiente teorema:

Teorema 3.3.1 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial de dimensión distinta de
16 y 32. Entonces, en cada punto p ∈ M se cumple una de las siguientes condiciones:

(i) Existe una estructura compleja J , de tal forma que (g, J) define una estructura
Hermı́tica en TpM y el tensor curvatura R viene expresado en dicho punto por

R = µR0 − λ − µ

3
RJ .

(ii) Existe una estructura paracompleja J , de tal forma que (g, J) define una estructura
para–Hermı́tica en TpM y el tensor curvatura R viene expresado en dicho punto por

R = µR0 +
λ − µ

3
RJ .
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(iii) Existe una estructura cuaterniónica V , de tal forma que (g, V ) define una estructura
cuaterniónica Hermı́tica en TpM y el tensor curvatura R viene expresado en dicho
punto por

R = µR0 − λ − µ

3

3∑
i=1

RJi ,

donde {J1, J2, J3} es una base canónica de V .

(iv) Existe una estructura paracuaterniónica V , de tal forma que (g, V ) define una estruc-
tura paracuaterniónica Hermı́tica en TpM y el tensor curvatura R viene expresado
en dicho punto por

R = µR0 +
λ − µ

3

3∑
i=1

σiR
Ji ,

donde {J1, J2, J3} es una base canónica de V y J2
i = σiId, i = 1, 2, 3, (σ1 = −1,

σ2 = σ3 = 1).

Antes de demostrar el Teorema 3.3.1 veremos algunos lemas previos (válidos para
variedades de Osserman especiales de cualquier dimensión).

Lema 3.3.1 Sean x0, ξ ∈ TpM vectores unitarios, con ξ ∈ Eλ(x0)⊥, y sean a, b números
reales no nulos tales que ax0 + bξ es un vector unitario. Entonces, los vectores u1, . . . , uτ ,
v1, . . . , vτ definidos por

ui = xi − b

a
εx0φiξ, i = 1, . . . , τ,

vi =
b

a
εξxi + φiξ, i = 1, . . . , τ,

donde {x1, . . . , xτ} es una base ortonormal para Ker(Rx0 − λεx0Id) y φ1, . . . , φτ son los
tensores definidos por (3.2.1), verifican

Ruivj = µg(ui, ui)vj ,

para i, j = 1, . . . , τ .

Demostración. El resultado es una consecuencia inmediata del Lema 3.1.4, teniendo en
cuenta como fueron definidos los tensores φi. �

Lema 3.3.2 Sea x0 ∈ TpM un vector unitario. Para cualquier vector unitario ξ ortogonal
a Eλ(x0) se cumple que

R(xi, xj)ξ = −2
3
(λ − µ)εx0φiφjξ, i, j ∈ {1, . . . , τ}, i �= j,

donde {x1, . . . , xτ} es una base ortonormal de Ker(Rx0 −λεx0Id) y φ1, . . . , φτ los tensores
definidos por (3.2.1).
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Demostración. Fijamos i, j ∈ {1, . . . , τ}, i �= j. Como ξ es un vector unitario ortogonal
a Eλ(x0), φjξ también lo es. Por lo tanto, si a, b son números reales no nulos tales que
ax0 + bφjξ es un vector unitario, entonces el Lema 3.3.1 implica que

Rujvi = µg(uj , uj)vi,(3.3.1)

donde, teniendo en cuenta la Proposición 3.2.1, uj = xj +
b

a
εxjξ, vi =

b

a
εx0εxjεξxi +φiφjξ.

A continuación desarrollamos el término Rujvi. Aśı,

Rujvi = R

(
b

a
εx0εxjεξxi + φiφjξ, xj +

b

a
εxjξ

) (
xj +

b

a
εxjξ

)

=
b

a
εx0εxjεξR(xi, xj)xj +

b3

a3
εx0εxjεξR(xi, ξ)ξ

+
b2

a2
εx0εξ(R(xi, xj)ξ + R(xi, ξ)xj) + R(φiφjξ, xj)xj

+
b2

a2
R(φiφjξ, ξ)ξ +

b

a
εxj (R(φiφjξ, xj)ξ + R(φiφjξ, ξ)xj),

y por los Lemas 3.1.1 y 3.1.2 se sigue que

Rujvi =
b

a
εx0εξλxi +

b3

a3
εx0εxjµxi +

3
2

b2

a2
εx0εξR(xi, xj)ξ

+εxjµφiφjξ +
b2

a2
εξλφiφjξ +

3
2

b

a
εxjR(φiφjξ, ξ)xj

=

(
b

a
εx0εξλ +

b3

a3
εx0εxjµ

)
xi +

3
2

b

a
εxjR(φiφjξ, ξ)xj

+

(
εxjµ +

b2

a2
εξλ

)
φiφjξ +

3
2

b2

a2
εx0εξR(xi, xj)ξ.

Entonces, teniendo en cuenta además que g(uj , uj) = εxj +
b2

a2
εξ, la expresión (3.3.1) se

transforma en(
b

a
εx0εξλ +

b3

a3
εx0εxjµ

)
xi +

3
2

b

a
εxjR(φiφjξ, ξ)xj +

(
εxjµ +

b2

a2
εξλ

)
φiφjξ

+
3
2

b2

a2
εx0εξR(xi, xj)ξ =

(
b

a
εx0εξµ +

b3

a3
εx0εxjµ

)
xi +

(
εxjµ +

b2

a2
εξµ

)
φiφjξ,

de donde

b2

a2
εξ(λ − µ)φiφjξ +

3
2

b2

a2
εx0εξR(xi, xj)ξ = − b

a
εx0εξ(λ − µ)xi − 3

2
b

a
εxjR(φiφjξ, ξ)xj .
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Ahora bien, teniendo en cuenta que los vectores φiφjξ,R(xi, xj)ξ pertenecen a Eλ(x0)⊥ y
que, por otra parte, los vectores xi, R(φiφjξ, ξ)xj ∈ Eλ(x0), la expresión anterior implica
que

b2

a2
εξ(λ − µ)φiφjξ +

3
2

b2

a2
εx0εξR(xi, xj)ξ = 0,

de donde se sigue que
3
2
εx0R(xi, xj)ξ = −(λ − µ)φiφjξ. Podemos concluir entonces que

R(xi, xj)ξ = −2
3
(λ − µ)εx0φiφjξ, lo que prueba el lema. �

A continuación probamos el resultado principal de esta sección.

Demostración del Teorema 3.3.1. Como la dimensión de M es distinta de 16 y 32,
entonces el Teorema 3.2.4 implica que el autovalor λ sólo puede tener multiplicidad 1 ó 3.
A continuación analizamos cada uno de estos casos por separado.

Demostración del Teorema 3.3.1 cuando la multiplicidad de λ es 1. Sea x0

un vector unitario en TpM . Fijado un vector unitario x1 perteneciente al autoespacio
Ker(Rx0 − λεx0Id), sea φ : Eλ(x0)⊥ −→ Eλ(x0)⊥ el tensor definido en (3.2.1), de forma
que φ2 = σId, siendo σ = −εx0εx1 . Además, si y0 es un vector unitario ortogonal a Eλ(x0),
tomando y1 = −εy0φy0 se tiene Eλ(y0) = 〈{y0, y1}〉, lo que permite definir, de forma

análoga a la anterior, un tensor ψ : Eλ(x0) −→ Eλ(x0), dado por ψ =
3

2(λ − µ)
R(y0, y1),

para el cual ψ2 = −εy0εy1Id = σId.
Definimos ahora J : TpM −→ TpM como J = ψ ⊕ φ, de forma que J determina

una estructura compleja o paracompleja en TpM , según σ sea −1 ó +1, respectivamente.
En lo que sigue probaremos que la curvatura R en TpM se expresa, de acuerdo con el
Teorema 3.3.1, en términos de los tensores curvatura R0 y RJ , este último inducido por la
estructura Hermı́tica o para–Hermı́tica (g, J), donde g es el tensor métrico en TpM y J es
la estructura compleja o paracompleja construida anteriormente. Para ello, consideramos

el tensor curvatura F = R − µR0 − λ − µ

3
σRJ y vemos que es idénticamente nulo.

En primer lugar estudiamos el tensor F actuando sobre vectores del subespacio Eλ(x0).
En este caso, es fácil probar que F (Eλ(x0), Eλ(x0))Eλ(x0) ⊂ Eλ(x0). Entonces, denotando
por F̃ , R̃, R̃0, R̃J las restricciones de los tensores curvatura F,R, R0, RJ a vectores del
subespacio Eλ(x0), dado cualquier vector unitario x en este subespacio se cumple que

R̃x = λεxId1, R̃0
x = εxId1, R̃J

x = 3σεxId1,

de donde se sigue que F̃x = 0, lo que implica que F se anula cuando nos restringimos al
subespacio Eλ(x0).

En segundo lugar, la restricción de F al subespacio Eλ(x0)⊥ está bien definida, ya que
F (Eλ(x0)⊥, Eλ(x0)⊥)Eλ(x0)⊥ ⊂ Eλ(x0)⊥. Denotemos por F̃ , R̃, R̃0, R̃J las restricciones
de los tensores curvatura F,R, R0, RJ a vectores del subespacio Eλ(x0)⊥. Entonces, si ξ es
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cualquier vector unitario en Eλ(x0)⊥ y n denota la dimensión de la variedad, con respecto
a una base ortonormal {Jξ, η1, . . . , ηn−4} del subespacio 〈ξ〉⊥ ∩ Eλ(x0)⊥ se tiene que

R̃ξ = diag [λεξ, µεξ, n−4. . . , µεξ], R̃0
ξ = diag [εξ, n−3. . . , εξ], R̃J

ξ = diag [3σεξ, 0, n−4. . . , 0],

de donde F̃ξ = 0. Esto prueba que F se anula al aplicarlo a vectores del subespacio
Eλ(x0)⊥.

Por lo tanto hemos probado que, considerando la descomposición del espacio tangente
TpM = Eλ(x0)⊕Eλ(x0)⊥, el tensor curvatura F se anula si nos restringimos a uno de los
dos subespacios de esa descomposición ortogonal. Entonces, teniendo en cuenta el Lema
3.1.2, es fácil observar que para probar que F es idénticamente nulo es suficiente mostrar
que la aplicación F (x0, x1) : Eλ(x0)⊥ −→ Eλ(x0)⊥ es nula. Para ello, si ξ es un vector
unitario en Eλ(x0)⊥, se tiene que

R(x0, x1)ξ =
2
3
(λ − µ)Jξ, R0(x0, x1)ξ = 0.(3.3.2)

Por otra parte,

g(Jx0, x1) =
3

2(λ − µ)
g(R(y0, y1)x0, x1) =

3
2(λ − µ)

g(R(x0, x1)y0, y1) = g(Jy0, y1),

y como y1 = −εy0Jy0, se sigue que g(Jx0, x1) = σ, de donde

RJ(x0, x1)ξ = 2g(Jx0, x1)Jξ = 2σJξ.(3.3.3)

Entonces, (3.3.2) y (3.3.3) implican que

F (x0, x1)ξ =
2
3
(λ − µ)Jξ − λ − µ

3
σ(2σJξ) = 0,

lo que prueba que el Teorema 3.3.1 se cumple si la multiplicidad de λ es 1.

Demostración del Teorema 3.3.1 cuando la multiplicidad de λ es 3. Sea x0 un
vector unitario en TpM . Si fijamos una base ortonormal {x1, x2, x3} para el autoespacio
Ker(Rx0 − λεx0Id), tenemos los tensores φi : Eλ(x0)⊥ −→ Eλ(x0)⊥ definidos en (3.2.1),
tales que φ2

i = σiId, siendo σi = −εx0εxi (i = 1, 2, 3). Por otra parte, sea y0 un vector uni-
tario ortogonal a Eλ(x0) y tomemos yi = −εy0φiy0. Se tiene entonces que 〈{y0, y1, y2, y3}〉
determina una base ortonormal de Eλ(y0), lo que permite definir, de forma análoga a

la anterior, los tensores ψi : Eλ(x0) −→ Eλ(x0), dados por ψi =
3

2(λ − µ)
R(y0, yi), de

forma que ψ2
i = −εy0εyiId = σiId. Nótese que, de acuerdo con la Observación 3.2.2,

σ1 = σ2 = σ3 = −1, o bien σ1 = −σ2 = −σ3 = −1.
Para i = 1, 2, 3, sea Ji : TpM −→ TpM definida por Ji = ψi ⊕ φi. Ji determina una

estructura compleja o paracompleja en TpM , según σi sea −1 ó +1, respectivamente. En
primer lugar veamos que se puede suponer que J1J2 = J3. Considerando la descomposición
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TpM = Eλ(x0)⊕Eλ(x0)⊥, si ξ es un vector unitario en cualquiera de esos dos subespacios
entonces J1J2ξ pertenece a Eλ(ξ), y como {ξ, J1ξ, J2ξ, J3ξ} es una base ortonormal de
ese subespacio y, además, J1J2ξ ∈ 〈{ξ, J1ξ, J2ξ}〉⊥, se sigue que J1J2ξ ∈ 〈J3ξ〉. Esto
prueba que J1J2 = ±J3, por lo que cambiando x0 por −x0, si fuese necesario, se tiene que
J1J2 = J3.

La condición J1J2 = J3 nos permite comprobar directamente que JαJβ = Jαβ para
α, β = 1, 2, 3, donde el producto α · β se define como el valor ±γ tal que ±eγ = eαeβ,
donde {e0, e1, e2, e3} es una base estándar para la multiplicación dada por la tabla

e0 e1 e2 e3

e0 e0 e1 e2 e3

e1 e1 σ1e0 e3 σ1e2

e2 e2 −e3 σ2e0 −σ2e1

e3 e3 −σ1e2 σ2e1 σ3e0

Tabla 3.1: Base estándar para τ = 3

Nótese que este producto corresponde al de los cuaternios si σ1 = σ2 = σ3 = −1, y al
de los paracuaternios si σ1 = −σ2 = −σ3 = −1. Además, tomamos J0 = Id, y denotamos
por J−α el tensor −Jα.

A continuación probaremos que la curvatura R en TpM se expresa de acuerdo con el

Teorema 3.3.1, mostrando para ello que el tensor curvatura F = R−µR0− λ − µ

3

3∑
i=1

σiR
Ji

es idénticamente nulo. Considerando de nuevo la descomposición ortogonal del espacio
tangente dada por TpM = Eλ(x0) ⊕ Eλ(x0)⊥, se prueba de forma análoga al caso de
multiplicidad 1 que el tensor curvatura F es nulo cuando nos restringimos a vectores en
uno de los subespacios de esa descomposición. Entonces, será suficiente probar que las
aplicaciones F (xα, xβ) : Eλ(x0)⊥ −→ Eλ(x0)⊥ son nulas para α, β ∈ {0, 1, 2, 3}, α < β.

En primer lugar consideramos la aplicación F (x0, xα), α = 1, 2, 3. En este caso, si ξ es
un vector unitario en Eλ(x0)⊥ , se cumple que

R(x0, xα)ξ =
2
3
(λ − µ)Jαξ, R0(x0, xα)ξ = 0.(3.3.4)

Por otra parte,

g(Jix0, xα) =
3

2(λ − µ)
g(R(y0, yi)x0, xα) =

3
2(λ − µ)

g(R(x0, xα)y0, yi) = g(Jαy0, yi),

y teniendo en cuenta que yi = −εy0Jiy0, se sigue que g(Jix0, xα) = δiασα, de donde

RJi(x0, xα)ξ = 2g(Jix0, xα)Jiξ = 2δiασαJαξ.(3.3.5)
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Entonces, (3.3.4) y (3.3.5) implican que

F (x0, xα)ξ =
2
3
(λ − µ)Jαξ − λ − µ

3

3∑
i=1

σi(2δiασαJαξ) =
2
3
(λ − µ)Jαξ − λ − µ

3
2Jαξ = 0,

lo que prueba que F (x0, xα) es nula.
Finalmente estudiamos la aplicación F (xα, xβ), α, β ∈ {1, 2, 3}, α < β. Para ello, si

ξ es un vector unitario en Eλ(x0)⊥, entonces la relación JαJβ = Jαβ junto con el Lema
3.3.2 implican, por una parte,

R(xα, xβ)ξ = −2
3
(λ − µ)εx0Jαβξ,(3.3.6)

y, por otro lado,

g(Jixα, xβ) =
3

2(λ − µ)
g(R(y0, yi)xα, xβ)

=
3

2(λ − µ)
g(R(xα, xβ)y0, yi) = −εx0g(Jαβy0, yi).

Ahora, teniendo en cuenta que yi = −εy0Jiy0, de la expresión anterior se sigue que
g(Jixα, xβ) = −δi,αβσαβεx0 , de donde

RJi(xα, xβ)ξ = 2g(Jixα, xβ)Jiξ = −2δi,αβσαβεx0Jαβξ.(3.3.7)

Entonces, como R0(xα, xβ)ξ = 0, las expresiones (3.3.6) y (3.3.7) implican que

F (xα, xβ)ξ = −2
3
(λ − µ)εx0Jαβξ − λ − µ

3

3∑
i=1

σi(−2δi,αβσαβεx0Jαβξ)

= −2
3
(λ − µ)εx0Jαβξ +

λ − µ

3
2εx0Jαβξ = 0,

lo que muestra que el resultado también se cumple si la multiplicidad de λ es 3, concluyendo
aśı la demostración del Teorema 3.3.1. �

3.4 Clasificación local

Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. En las secciones anteriores nos restringimos
al estudio de las propiedades de estas variedades en el espacio tangente en un punto
arbitrario. En primer lugar veremos que los resultados obtenidos puntualmente (más
concretamente el Teorema 3.3.1, que describ́ıa el tensor curvatura en cualquier punto de
una variedad de Osserman especial de dimensión distinta de 16 y 32) son válidos en un
entorno del punto fijado.
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Sea entonces p un punto de la variedad, y consideremos un campo de vectores X0

definido en un entorno de dicho punto. Generalizando la notación utilizada para vec-
tores tangentes a M en p, escribimos Eλ(X0) = 〈X0〉 ⊕ Ker(RX0 − λεX0Id). Entonces,
Eλ(X0) y Eλ(X0)⊥ = Ker(RX0 − µεX0Id) definen dos distribuciones diferenciables en
un entorno del punto p, que representamos por Up, de forma que la descomposición
TUp = Eλ(X0) ⊕ Eλ(X0)⊥ nos permite definir, igual que en el Teorema 3.3.1, τ cam-
pos de tensores de tipo (1, 1), J1, . . . , Jτ , que actúan en el entorno Up. Nótese que dichas
estructuras son diferenciables por ser diferenciables las distribuciones Eλ(X0) y Eλ(X0)⊥.
Aśı, procediendo de forma análoga al Teorema 3.3.1, se tiene que si la dimensión de la
variedad es distinta de 16 y 32, entonces para todo punto p ∈ M se puede considerar un
entorno Up en el que el tensor curvatura viene dado por

R = µR0 +
λ − µ

3

τ∑
i=1

σiR
Ji ,(3.4.1)

donde

• τ = 1 y J1 define en Up una estructura casi Hermı́tica (σ1 = −1) o una estructura
casi para–Hermı́tica (σ1 = 1), o

• τ = 3 y {J1, J2, J3} es una estructura cuaterniónica (σ1 = σ2 = σ3 = −1) o una
estructura paracuaterniónica (σ1 = −1, σ2 = σ3 = 1) sobre Up.

Nótese que, como consecuencia de que el tensor curvatura esté dado por la expresión
(3.4.1), para cualquier campo de vectores unitario ξ en Up se cumple que {J1ξ, . . . , Jτξ}
es una base para Ker(Rξ − λεξId), y por lo tanto Eλ(ξ) = 〈{ξ, J1ξ, . . . , Jτξ}〉.

A lo largo de esta sección utilizaremos ciertas propiedades generales válidas para va-
riedades casi Hermı́ticas y casi para–Hermı́ticas que recogemos en el siguiente lema:

Lema 3.4.1 Sea (M, g, J) una variedad casi Hermı́tica o casi para–Hermı́tica. Las condi-
ciones

(i) (∇XJ)JY = −J(∇XJ)Y ,

(ii) g((∇XJ)Y, Z) = −g(Y, (∇XJ)Z),

(iii) g((∇XJ)Y, Y ) = g((∇XJ)Y, JY ) = 0,

se cumplen para cualesquiera campos de vectores X, Y , Z sobre la variedad.

Mediante el uso de (3.4.1) probaremos el carácter localmente simétrico de las variedades
de Osserman especiales cuyo tensor curvatura venga expresado de esa forma. Para probar
este resultado necesitaremos varios lemas previos que estudiamos a continuación.
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Lema 3.4.2 Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana cuyo tensor curvatura está dado
por la expresión (3.4.1). Entonces la relación

(∇AR)(B, C)D =
λ − µ

3

τ∑
i=1

σi

{
g(B, JiD)(∇AJi)C + g(B, (∇AJi)D)JiC

−g(C, JiD)(∇AJi)B − g(C, (∇AJi)D)JiB

+2g(B, JiC)(∇AJi)D + 2g(B, (∇AJi)C)JiD
}

se cumple para cualesquiera campos de vectores A, B, C, D.

Demostración. Usando la expresión (3.4.1) para el tensor curvatura se tiene que

(∇AR)(B,C)D =

(
µ∇AR0 +

λ − µ

3

τ∑
i=1

σi∇ARJi

)
(B, C)D,

y, como R0 es paralelo, se sigue que

(∇AR)(B,C)D =
λ − µ

3

τ∑
i=1

σi

(
∇ARJi

)
(B, C)D.(3.4.2)

Por otra parte, utilizando la definición de RJi se tiene que

(
∇ARJi

)
(B, C)D = ∇A {g(B, JiD)JiC − g(C, JiD)JiB + 2g(B, JiC)JiD}

−g(∇AB, JiD)JiC + g(C, JiD)Ji(∇AB) − 2g(∇AB, JiC)JiD

−g(B, JiD)Ji(∇AC) + g(∇AC, JiD)JiB − 2g(B, Ji(∇AC))JiD

−g(B, Ji(∇AD))∇AC + g(C, Ji(∇AD))JiB − 2g(B, JiC)Ji(∇AD),

de donde obtenemos(
∇ARJi

)
(B,C)D = g(B, JiD)∇A(JiC) + A(g(B, JiD))JiC − g(C, JiD)∇A(JiB)

−A(g(C, JiD))JiB + 2g(B, JiC)∇A(JiD) + 2A(g(B, JiC))JiD

−g(∇AB, JiD)JiC + g(C, JiD)Ji(∇AB) − 2g(∇AB, JiC)JiD

−g(B, JiD)Ji(∇AC) + g(∇AC, JiD)JiB − 2g(B,∇A(JiC))JiD

+2g(B, (∇AJi)C)JiD − g(B,∇A(JiD))JiC + g(B, (∇AJi)D)JiC

+g(C,∇A(JiD))JiB − g(C, (∇AJi)D)JiB − 2g(B, JiC)Ji(∇AD).
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De esta expresión se sigue que
(
∇ARJi

)
(B,C)D = g(B, JiD){∇A(JiC) − Ji(∇AC)} + g(B, (∇AJi)D)JiC

+{A(g(B, JiD)) − g(∇AB, JiD) − g(B,∇A(JiD))}JiC

−g(C, JiD){∇A(JiB) − Ji(∇AB)} − g(C, (∇AJi)D)JiB

−{A(g(C, JiD)) − g(∇AC, JiD) − g(C,∇A(JiD))}JiB

+2g(B, JiC){∇A(JiD) − Ji(∇AD)} + 2g(B, (∇AJi)C)JiD

+2{A(g(B, JiC)) − g(∇AB, JiC) − g(B,∇A(JiC))}JiD,

y, por tanto,
(
∇ARJi

)
(B,C)D = g(B, JiD)(∇AJi)C + g(B, (∇AJi)D)JiC

−g(C, JiD)(∇AJi)B − g(C, (∇AJi)D)JiB

+2g(B, JiC)(∇AJi)D + 2g(B, (∇AJi)C)JiD.

Finalmente, sustituyendo esta última expresión en (3.4.2) se obtiene la igualdad de-
seada. �

La expresión para la derivada covariante del tensor curvatura que nos da el lema
anterior nos permite obtener información sobre las derivadas covariantes de las estructuras
Ji, como vemos en el siguiente resultado:

Lema 3.4.3 Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana cuyo tensor curvatura está dado
por la expresión (3.4.1). Entonces,

(∇XJs)X ∈ 〈{JiX; i ∈ {1, . . . , τ}, i �= s}〉,

para cualquier campo de vectores unitario X y cualquier s ∈ {1, . . . , τ}.

Demostración. Sea Y un campo de vectores unitario ortogonal a Eλ(X). La segunda
identidad de Bianchi implica que

(∇Y R)(X,JsY )X + (∇XR)(JsY, Y )X + (∇JsY R)(Y, X)X = 0.

Entonces, aplicando el Lema 3.4.2 a esa expresión se obtiene fácilmente que

0 =
τ∑

i=1

σi

{
g(X, (∇Y Ji)X)g(JiJsY, Y ) − g(Y, (∇XJi)X)g(JiJsY, Y )

+2g(JsY, JiY )g((∇XJi)X, Y )
}

,
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y como g(JiY, JsY ) = −δisσsεY y g(JiJsY, Y ) = −g(JiY, JsY ), se sigue que

0 = σs

{
σsεY g(X, (∇Y Js)X) − σsεY g(Y, (∇XJs)X) − 2σsεY g((∇XJs)X, Y )

}
= εY

{
g((∇Y Js)X,X) − 3g((∇XJs)X, Y )

}
,

de donde g((∇XJs)X, Y ) = 0 (pues g((∇Y Js)X, X) = 0 por el Lema 3.4.1, (iii)). En-
tonces, como Y es cualquier campo de vectores unitario en Eλ(X)⊥, se tiene que el campo
de vectores (∇XJs)X debe pertenecer a Eλ(X) = 〈{X,J1X, . . . , JτX}〉. Aśı, teniendo en
cuenta que (∇XJs)X es ortogonal a X y a JsX (de nuevo por el Lema 3.4.1, (iii)), se
sigue que (∇XJs)X ∈ 〈{JiX; i ∈ {1, . . . , τ}, i �= s}〉, lo que prueba el lema. �

Teorema 3.4.1 Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana cuyo tensor curvatura viene
dado por (3.4.1). Entonces (M, g) es localmente simétrica.

Demostración. Para probar el carácter localmente simétrico de la variedad mostraremos
que para cualquier punto p ∈ M se cumple que

∇X0RX0 = 0,(3.4.3)

donde X0 es cualquier campo de vectores unitario en Up (entorno del punto p en el que el
tensor curvatura está dado por la expresión (3.4.1)).

Entonces, si X0 es uno de esos campos de vectores, considerando la descomposición

TUp = Eλ(X0) ⊕ Eλ(Y0) ⊕ · · ·

para probar (3.4.3) será suficiente demostrar que

(∇X0R)(T,X0, X0,W ) = 0,(3.4.4)

donde T y W son cualesquiera campos de vectores en la referencia ortonormal inducida
por la descomposición anterior.

En primer lugar, el Lema 3.4.2 implica que

(∇X0R)(T, X0, X0,W )

=
λ − µ

3

τ∑
i=1

σi

{
g(T, JiX0)g((∇X0Ji)X0,W ) + g(T, (∇X0Ji)X0)g(JiX0,W )

−g(X0, JiX0)g((∇X0Ji)T, W ) − g(X0, (∇X0Ji)X0)g(JiT, W )

+2g(T, JiX0)g((∇X0Ji)X0,W ) + 2g(T, (∇X0Ji)X0)g(JiX0,W )
}

,
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y como X0 es ortogonal a JiX0 y también a (∇X0Ji)X0 (esto último por el Lema 3.4.1,
(iii)), se sigue que

(∇X0R)(T, X0, X0,W )

= (λ − µ)
τ∑

i=1

σi

{
g(T, JiX0)g(W, (∇X0Ji)X0) + g(T, (∇X0Ji)X0)g(W,JiX0)

}
.

Entonces, como (∇X0Ji)X0 ∈ 〈{JjX0; j ∈ {1, . . . , τ}, j �= i}〉 (por el Lema 3.4.3), la
expresión anterior se anula siempre que al menos uno de los campos de vectores T , W
pertenece a Eλ(X0)⊥, y por lo tanto (3.4.4) se cumple para esta elección de T y W .

Para finalizar analizamos el caso en que T y W pertenecen a Eλ(X0). En este caso, se
tiene que

(∇X0R)(T, X0, X0,W ) = ∇X0(R(T, X0, X0,W )) − R(∇X0T, X0, X0, W )

−R(T,∇X0X0, X0,W ) − R(T, X0,∇X0X0, W )

−R(T,X0, X0,∇X0W ),

pero, teniendo en cuenta que

∇X0(R(T, X0, X0,W )) − R(∇X0T,X0, X0,W ) − R(T,X0, X0,∇X0W )

= ∇X0(g(RX0T, W )) − g(RX0W,∇X0T ) − g(RX0T,∇X0W )

= ∇X0(λεX0g(T, W )) − λεX0g(W,∇X0T ) − λεX0g(T,∇X0W )

= λεX0

{
∇X0(g(T, W )) − g(∇X0T, W ) − g(T,∇X0W )

}
= λεX0(∇X0g)(T, W )

= 0,

se sigue que

(∇X0R)(T, X0, X0,W ) = −R(T,∇X0X0, X0,W ) − R(T, X0,∇X0X0,W ).(3.4.5)

Sean T = Xi, W = Xj , con i, j ∈ {1, . . . , τ}. Si i, j son diferentes, entonces el Lema
3.1.2, (iii) (para campos de vectores) implica que la expresión (3.4.5) se anula. Por otra
parte, si i = j, de (3.4.5) obtenemos

(∇X0R)(Xi, X0, X0, Xi)

= −R(Xi,∇X0X0, X0, Xi) − R(Xi, X0,∇X0X0, Xi)

= −2R(X0, Xi, Xi,∇X0X0) = −2g(RXiX0,∇X0X0) = −2λεXig(X0,∇X0X0),

que también se anula, pues g(X0,∇X0X0) = 0. Aśı queda probado (3.4.4), y por lo tanto
(3.4.3) también se cumple, por lo que la variedad es localmente simétrica. �
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Al principio de este caṕıtulo señalábamos que uno de los objetivos del mismo era
obtener un resultado de clasificación para variedades de Osserman especiales de dimensión
distinta de 16 y 32 (véase Teorema 3.0.1). A continuación, utilizando los resultados previos
y los obtenidos en las secciones anteriores, obtenemos dicha clasificación.

Teorema 3.4.2 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial. Si la dimensión de M
es distinta de 16 y 32, entonces dicha variedad es localmente isométrica a una de las
variedades siguientes:

(a) una variedad Kähler indefinida de curvatura seccional holomorfa constante con mé-
trica de signatura (2p, 2q), p, q ≥ 0,

(b) una variedad cuaterniónica Kähler indefinida de curvatura seccional cuaterniónica
constante con métrica de signatura (4p, 4q), p, q ≥ 0,

(c) una variedad para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante con mé-
trica de signatura (n, n) ó

(d) una variedad paracuaterniónica Kähler de curvatura seccional paracuaterniónica
constante con métrica de signatura (2n, 2n).

Demostración. Por ser la dimensión de la variedad distinta de 16 y 32 el tensor curvatura

está dado, localmente, por (3.4.1), es decir, R = µR0 +
λ − µ

3

τ∑
i=1

σiR
Ji , donde

• τ = 1 y J1 determina una estructura casi Hermı́tica (σ1 = −1) o una estructura casi
para–Hermı́tica (σ1 = 1) , o

• τ = 3 y {J1, J2, J3} es una estructura cuaterniónica (σ1 = σ2 = σ3 = −1) o una
estructura paracuaterniónica (σ1 = −1, σ2 = σ3 = 1).

A continuación analizamos cada uno de los cuatro casos posibles por separado. En lo
que sigue utilizaremos la siguiente expresión (que se obtiene directamente a partir de la
definición del tensor RJi),

(
∇ξR

Ji

)
(η, γ)γ = 3

{
g((∇ξJi)γ, η)Jiγ + g(η, Jiγ)(∇ξJi)γ

}
,(3.4.6)

para cualesquiera campos de vectores ξ, η, γ.

Caso 1: τ = 1 y R = µR0 − λ − µ

3
RJ , siendo J una estructura casi Hermı́tica.

En primer lugar probaremos que J es paralela, es decir, ∇J = 0. Teniendo en cuenta
que R0 es paralelo, por ser la variedad localmente simétrica la expresión (3.4.1) implica
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que ∇RJ = 0, por lo que, en particular,
(
∇XRJ

)
(JY, Y )Y = 0 para cualesquiera cam-

pos de vectores unitarios X, Y . Pero la expresión (3.4.6) y el Lema 3.4.1 implican que(
∇XRJ

)
(JY, Y )Y = 3εY (∇XJ)Y . Se sigue entonces que (∇XJ)Y = 0, lo que prueba

que J es paralela, y por lo tanto (M, g, J) es una variedad Kähler indefinida.

Por otra parte, si x, y son vectores unitarios tangentes a la variedad en un mismo
punto, con y ∈ 〈{x, Jx}〉⊥, como R0(x, Jx, x, Jy) = RJ(x, Jx, x, Jy) = 0, la expresión
(3.4.1) implica que R(x, Jx, x, Jy) = 0. Entonces, el Teorema 2.1.3 permite concluir que
la curvatura seccional holomorfa es constante.

Caso 2: τ = 1 y R = µR0 +
λ − µ

3
RJ , con J una estructura casi para–Hermı́tica.

De forma análoga al caso anterior se prueba que la estructura J es paralela. Entonces,
(M, g, J) es una variedad para–Kähler. Además, también de forma análoga se comprueba
que R(x, Jx, x, Jy) = 0, para cualesquiera vectores x, y tangentes a la variedad verifi-
cando que y ∈ 〈{x, Jx}〉⊥. Entonces, el Teorema 2.1.6 implica que la curvatura seccional
paraholomorfa es constante.

Caso 3: τ = 3 y R = µR0 − λ − µ

3

3∑
i=1

RJi, donde {J1, J2, J3} define una estructura

cuaterniónica.

En primer lugar veremos que la estructura cuaterniónica es Kähler, para lo cual pro-
baremos que (∇XJi)Y ∈ Q(Y ) = 〈{Y, J1Y, J2Y, J3Y }〉, para cualesquiera campos de vec-
tores unitarios X, Y , y para i = 1, 2, 3. Para ello, nótese que por ser R0 paralelo y la

variedad localmente simétrica, la expresión (3.4.1) implica que
3∑

i=1

∇RJi = 0. En par-

ticular,
3∑

i=1

(
∇XRJi

)
(Z, Y )Y = 0 para cualesquiera campos de vectores unitarios X,

Y , Z. Ahora, si Z ∈ Q(Y )⊥, de la expresión (3.4.6) y del Lema 3.4.1 se sigue que(
∇XRJi

)
(Z, Y )Y = 3g((∇XJi)Y, Z)JiY . Entonces,

3∑
i=1

g((∇XJi)Y, Z)JiY = 0, y como

{J1Y, J2Y, J3Y } son linealmente independientes se sigue que g((∇XJi)Y, Z) = 0 siempre
que Z ∈ Q(Y )⊥, lo que prueba que (∇XJi)Y ∈ Q(Y ).

Aśı, la variedad es cuaterniónica Kähler indefinida. Ahora, si x, y son vectores tan-
gentes tales que y ∈ Q(x)⊥, entonces como R0(x, Jix, x, Jiy), RJj (x, Jix, x, Jiy) se anu-
lan (i, j = 1, 2, 3), la expresión (3.4.1) implica que R(x, Jix, x, Jiy) = 0 para cualquier
i = 1, 2, 3, y por lo tanto el Teorema 2.1.9 permite concluir que la curvatura seccional
cuaterniónica es constante.
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Caso 4: τ = 3 y R = µR0 +
λ − µ

3

3∑
i=1

σiR
Ji, siendo {J1, J2, J3} una estructura

paracuaterniónica (σ1 = −1, σ2 = σ3 = 1).

De forma análoga al caso 3 se prueba que la estructura paracuaterniónica es Kähler.
Además, si x e y son vectores tangentes a la variedad con y ∈ Q(x)⊥, de forma análoga
a la anterior se obtiene que R(x, Jix, x, Jiy) = 0, i = 1, 2, 3, por lo que el Teorema 2.1.13
implica que la curvatura seccional paracuaterniónica es constante. �

3.5 Casos excepcionales: dimensión 16 y 32

En primer lugar nótese que si una variedad semi–Riemanniana de Osserman especial tiene
dimensión 16 ó 32 y la multiplicidad del autovalor distinguido λ es τ = 1 ó τ = 3, entonces
la clasificación dada por el Teorema 3.4.2 sigue siendo válida. Por tanto, en esta sección
analizaremos aquellas variedades de Osserman especiales en las cuales la multiplicidad es
τ = 7 ó τ = 15, de forma que la dimensión de la variedad es 16 ó 32, respectivamente, de
signatura (8, 8), (16, 0), (0, 16) ó (16, 16) (cf. Teorema 3.2.4).

El objetivo de esta sección es poner de manifiesto el carácter localmente simétrico de
las variedades de Osserman especiales no consideradas en el Teorema 3.4.2. Tal propiedad
será establecida en el Teorema 3.5.1, después de un análisis detallado de las componentes
del tensor curvatura. En el estudio de dichas componentes jugará un papel básico la
posibilidad de definir ciertos productos no asociativos en los subespacios Eλ(·) de las
variedades.

Si X0 e Y0 son campos de vectores unitarios en un entorno de un punto p de una
variedad de Osserman especial M , con Y0 ∈ Eλ(X0)⊥, y {X1, . . . , Xτ} es una base
ortonormal del autoespacio Ker(RX0−λεX0Id), se tienen definidos los campos de tensores

φi : Eλ(Y0) −→ Eλ(Y0), i = 1, . . . , τ , dados por φi =
3

2(λ − µ)
R(X0, Xi) (véase (3.2.1)).

Estas estructuras son todas complejas si la signatura de M es (16, 0) ó (0, 16). En otro
caso la signatura de M es (8, 8) ó (16, 16), y dichas estructuras se pueden ordenar de forma
que las (τ − 1)/2 primeras sean complejas y el resto paracomplejas. (Dichas estructuras
determinan una base ortonormal {Y0, Y1 = φ1Y0, . . . , Yτ = φτY0} de Eλ(Y0)). A continua-
ción definimos un producto en el subespacio Eλ(Y0). Para ello procedemos de la forma
siguiente: 


Y0 · Yi = Yi · Y0 = Yi, i = 0, 1, . . . , τ,

Yi · Yj = φiφjY0, i, j = 1, . . . , τ.

(3.5.1)

En la primera parte de esta sección estudiaremos este producto, con el objetivo central
de probar que admite una base estándar, es decir, una base ortonormal V0, V1, . . . , Vτ de tal
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forma que para cualesquiera α, β ∈ {0, 1, . . . , τ}, existe γ ∈ {0, 1 . . . , τ} con Vα ·Vβ = ±Vγ .
Definiendo α · β = ±γ escribiremos Vα · Vβ = Vαβ (tomando V−δ = −Vδ).

Nótese que el producto anterior se puede definir independientemente de la multiplicidad
que tenga el autovalor λ. Además, cuando la multiplicidad de λ es uno, el producto definido
se corresponde con el de los números complejos o paracomplejos, según la restricción de la
métrica a Eλ(·) sea definida o indefinida. Si la multiplicidad de λ es tres, tal producto se
corresponde con el de los cuaternios o paracuaternios, según la restricción de la métrica a
Eλ(·) sea definida o indefinida. En cualquier caso, el producto admite una base estándar.
(Véase la Tabla 3.1, pág. 87, para el producto de los paracuaternios).

Lema 3.5.1 El producto definido por (3.5.1) sobre Eλ(Y0) cumple las siguientes condi-
ciones:

(i) Y0 es el elemento neutro (por la derecha y por la izquierda),

(ii) φiY0 · ξ = φiξ, para cualquier campo de vectores ξ, i = 1, . . . , τ ,

(iii) ξ · φiη = −φi(ξ · η), para cualesquiera campos de vectores ξ, η, con ξ ortogonal a los
campos Y0 y φiY0, i = 1, . . . , τ ,

(iv) ξ2 = −εY0g(ξ, ξ)Y0, para cualquier campo de vectores ξ ortogonal a Y0,

(v) ξ · η = −η · ξ, para cualesquiera campos de vectores ξ, η ortogonales entre śı y
ortogonales a Y0,

(vi) ξ · (ξ · η) = ξ2 · η, para cualesquiera campos de vectores ξ, η ortogonales a Y0,

(vii) g(ξ · η, γ) = −g(η, ξ · γ), para cualesquiera campos de vectores ξ, η, γ ortogonales al
campo de vectores Y0,

donde ξ2 = ξ · ξ.

Demostración. Denotamos por σi el valor −1 ó +1 tal que φ2
i = σiId. La condición (i)

se sigue trivialmente de (3.5.1). Para probar (ii), escribiendo ξ = a0Y0 +
τ∑

j=1

ajφjY0, se

tiene que

φiY0 · ξ = φiY0 ·

a0Y0 +

τ∑
j=1

ajφjY0


 = a0(φiY0 · Y0) +

τ∑
j=1

aj(φiY0 · φjY0)

= a0φiY0 +
τ∑

j=1

ajφiφjY0 = φi


a0Y0 +

τ∑
j=1

ajφjY0


 = φiξ.
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Probamos a continuación (iii). Escribiendo ξ =
τ∑

j=1
j �=i

ajφjY0, de (ii) se sigue que

ξ · φiη =




τ∑
j=1
j �=i

ajφjY0


 · φiη =

τ∑
j=1
j �=i

aj(φjY0 · φiη) =
τ∑

j=1
j �=i

ajφjφiη

= −
τ∑

j=1
j �=i

ajφiφjη = −φi




τ∑
j=1
j �=i

ajφjη


 ,

y teniendo en cuenta que, de nuevo por (ii),

ξ · η =




τ∑
j=1
j �=i

ajφjY0


 · η =

τ∑
j=1
j �=i

aj(φjY0 · η) =
τ∑

j=1
j �=i

ajφjη,

se obtiene que ξ · φiη = −φi(ξ · η).

Para probar (iv) escribimos ξ =
τ∑

i=1

aiφiY0, de forma que de (ii) se sigue que

ξ2 = ξ · ξ =

(
τ∑

i=1

aiφiY0

)
·

 τ∑

j=1

ajφjY0


 =

τ∑
i,j=1

aiaj(φiY0 · φjY0)

=
τ∑

i,j=1

aiajφiφjY0 =
τ∑

i=1

a2
i φ

2
i Y0 +

τ∑
i,j=1
i�=j

aiajφiφjY0

=

(
τ∑

i=1

σia
2
i

)
Y0 +

τ∑
i,j=1
i�=j

aiajφiφjY0.

Ahora, es inmediato comprobar que g(ξ, ξ) = −εY0

τ∑
i=1

σia
2
i y, por otra parte, como

φiφj = −φjφi si i �= j, se obtiene que
τ∑

i,j=1
i �=j

aiajφiφjY0 = 0. Entonces, de la expresión

anterior se sigue que ξ2 = −εY0g(ξ, ξ)Y0.
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Probemos ahora (v). Escribiendo ξ =
τ∑

i=1

aiφiY0, η =
τ∑

j=1

bjφjY0, por (ii) se tiene que

ξ · η =

(
τ∑

i=1

aiφiY0

)
·

 τ∑

j=1

bjφjY0


 =

τ∑
i,j=1

aibj(φiY0 · φjY0) =
τ∑

i,j=1

aibjφiφjY0

=
τ∑

i=1

aibiφ
2
i Y0 +

τ∑
i,j=1
i�=j

aibjφiφjY0 =

(
τ∑

i=1

σiaibi

)
Y0 +

τ∑
i,j=1
i�=j

aibjφiφjY0

y, de forma análoga,

η · ξ =


 τ∑

j=1

bjφjY0


 ·

(
τ∑

i=1

aiφiY0

)
=

τ∑
i,j=1

aibj(φjY0 · φiY0) =
τ∑

i,j=1

aibjφjφiY0

=
τ∑

i=1

aibiφ
2
i Y0 +

τ∑
i,j=1
i�=j

aibjφjφiY0 =

(
τ∑

i=1

σiaibi

)
Y0 +

τ∑
i,j=1
i�=j

aibjφjφiY0.

Ahora, como g(ξ, η) = 0 se obtiene que
n∑

i=1

σiaibi = 0, por lo que (v) se sigue de las

expresiones anteriores teniendo en cuenta que φiφj = −φjφi siempre que i �= j.

Para probar (vi) de nuevo escribimos ξ =
τ∑

i=1

aiφiY0, η =
τ∑

j=1

bjφjY0 de forma que, por

(ii), se tiene que ξ · η =
τ∑

i=1

aiφiη. Entonces, aplicando de nuevo (ii) se sigue que

ξ · (ξ · η) =

(
τ∑

i=1

aiφiY0

)
·

 τ∑

j=1

ajφjη


 =

τ∑
i,j=1

aiaj(φiY0 · φjη) =
τ∑

i,j=1

aiajφiφjη

=
τ∑

i=1

a2
i φ

2
i η +

τ∑
i,j=1
i�=j

aiajφiφjη =

(
τ∑

i=1

σia
2
i

)
η +

τ∑
i,j=1
i�=j

aiajφiφjη,

y como
τ∑

i,j=1
i�=j

aiajφiφjη = 0 y, por otra parte, g(ξ, ξ) = −εY0

τ∑
i=1

σia
2
i , la expresión anterior

se reduce a ξ · (ξ · η) = −εY0g(ξ, ξ)η. Aśı, de (iv) se sigue que ξ · (ξ · η) = ξ2 · η.

Por último probamos (vii). Escribiendo ξ =
τ∑

i=1

aiφiY0, η =
τ∑

j=1

bjφjY0, γ =
τ∑

k=1

ckφkY0
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se tiene que ξ · η =
τ∑

i,j=1

aibjφiφjY0 y, por tanto,

g(ξ · η, γ) = g


 τ∑

i,j=1

aibjφiφjY0,
τ∑

k=1

ckφkY0


 =

τ∑
i,j,k=1

aibjckg(φiφjY0, φkY0).

Por otra parte, como ξ · γ =
τ∑

i,k=1

aickφiφkY0, se tiene que

g(η, ξ · γ) = g


 τ∑

j=1

bjφjY0,
τ∑

i,k=1

aickφiφkY0


 =

τ∑
i,j,k=1

aibjckg(φjY0, φiφkY0).

Aśı, (vii) se obtiene de las expresiones anteriores sin más que tener en cuenta que
g(φiφjY0, φkY0) = −g(φjY0, φiφkY0). �

Utilizando las propiedades obtenidas en el lema anterior probamos a continuación la
existencia de una base estándar para el producto definido en (3.5.1).

Lema 3.5.2 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial y supongamos que la multipli-
cidad del autovalor λ es τ = 7 ó τ = 15. Entonces, el producto definido en (3.5.1) admite
una base estándar.

Demostración. En lo que sigue utilizaremos reiteradamente las propiedades obtenidas
en el Lema 3.5.1. Además, recordemos que φ1 y φ2 son estructuras complejas.

Analizamos en primer lugar el caso de multiplicidad τ = 7. En este caso, elegimos

V0 = Y0, V1 = φ1Y0, V2 = φ2Y0, V3 = φ1Y0 · φ2Y0 = φ1φ2Y0.

Ahora, si W es cualquier campo de vectores unitario elegido en 〈{V0, V1, V2, V3}〉⊥,
tomamos

V4 = W · V0, V5 = W · V1, V6 = W · V2, V7 = W · V3,

es decir,
V4 = W · Y0

(i)= W,

V5 = W · φ1Y0
(iii)= −φ1W,

V6 = W · φ2Y0
(iii)= −φ2W,

V7 = W · φ1φ2Y0
(iii)= −φ1(W · φ2Y0)

(iii)= φ1φ2W.
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Probaremos que la base ortonormal {Vi; i = 0, . . . , 7} es una base estándar, mostrando
para ello que tomando ε = εY0εW , la tabla del producto definido en (3.5.1) para esa base
está dada por:

V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7

V0 V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7

V1 V1 −V0 V3 −V2 −V5 V4 −V7 V6

V2 V2 −V3 −V0 V1 −V6 V7 V4 −V5

V3 V3 V2 −V1 −V0 −V7 −V6 V5 V4

V4 V4 V5 V6 V7 −εV0 −εV1 −εV2 −εV3

V5 V5 −V4 −V7 V6 εV1 −εV0 −εV3 εV2

V6 V6 V7 −V4 −V5 εV2 εV3 −εV0 −εV1

V7 V7 −V6 V5 −V4 εV3 −εV2 εV1 −εV0

Tabla 3.2: Base estándar para τ = 7

A continuación comprobamos los resultados de la Tabla 3.2. Nótese que, de acuerdo
con la propiedad (v), si i, j son ı́ndices distintos elegidos en {1, . . . , 7}, entonces se cumple
que Vi · Vj = −Vj · Vi.

V0 · Vi = Vi · V0
(i)= Vi, i = 0, . . . , 7,

V1 · V1 = φ1Y0 · φ1Y0
(ii)= φ2

1Y0 = −Y0 = −V0,

V1 · V2 = φ1Y0 · φ2Y0
(ii)= φ1φ2Y0 = V3,

V1 · V3 = φ1Y0 · φ1φ2Y0
(ii)= φ2

1φ2Y0 = −φ2Y0 = −V2,

V1 · V4 = φ1Y0 · W (ii)= φ1W = −V5,

V1 · V5 = φ1Y0 · (−φ1W ) (ii)= −φ2
1W = W = V4,

V1 · V6 = φ1Y0 · (−φ2W ) (ii)= −φ1φ2W = −V7,

V1 · V7 = φ1Y0 · φ1φ2W
(ii)= φ2

1φ2W = −φ2W = V6,

V2 · V2 = φ2Y0 · φ2Y0
(ii)= φ2

2Y0 = −Y0 = −V0,

V2 · V3 = φ2Y0 · φ1φ2Y0
(ii)= φ2φ1φ2Y0 = −φ2

2φ1Y0 = φ1Y0 = V1,

V2 · V4 = φ2Y0 · W (ii)= φ2W = −V6,

V2 · V5 = φ2Y0 · (−φ1W ) (ii)= −φ2φ1W = φ1φ2W = V7,
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V2 · V6 = φ2Y0 · (−φ2W ) (ii)= −φ2
2W = W = V4,

V2 · V7 = φ2Y0 · φ1φ2W
(ii)= φ2φ1φ2W = −φ2

2φ1W = φ1W = −V5,

V3 · V3 = φ1φ2Y0 · φ1φ2Y0
(iv)= −εY0g(φ1φ2Y0, φ1φ2Y0)Y0 = −Y0 = −V0,

V3 · V4 = φ1φ2Y0 · W (v)= −W · φ1φ2Y0
(iii)= φ1(W · φ2Y0)

(iii)= −φ1φ2W = −V7,

V3 · V5 = φ1φ2Y0 · (−φ1W ) (iii)= φ1(φ1φ2Y0 · W ) = φ1(V3 · V4) = −φ2
1φ2W = φ2W = −V6,

V3 · V6 = φ1φ2Y0 · (−φ2W ) (iii)= φ2(φ1φ2Y0 · W ) = φ2(V3 · V4) = −φ2φ1φ2W = φ2
2φ1W

= −φ1W = V5,

V3 · V7 = φ1φ2Y0 · φ1φ2W
(iii)= −φ1(φ1φ2Y0 · φ2W ) = φ1(V3 · V6) = −φ2

1W = W = V4,

V4 · V4 = W · W (iv)= −εY0εW Y0 = −εY0 = −εV0,

V4 · V5 = W · (−φ1W ) (iii)= φ1(W · W ) = φ1(V4 · V4) = −εφ1Y0 = −εV1,

V4 · V6 = W · (−φ2W ) (iii)= φ2(W · W ) = φ2(V4 · V4) = −εφ2Y0 = −εV2,

V4 · V7 = W · φ1φ2W
(iii)= −φ1(W · φ2W ) = φ1(V4 · V6) = −εφ1φ2Y0 = −εV3,

V5 · V5 = (−φ1W ) · (−φ1W ) (iv)= −εY0g(φ1W,φ1W )Y0 = −εV0,

V5 · V6 = (−φ1W ) · (−φ2W ) (iii)= −φ2(φ1W · W ) (v)= φ2(W · φ1W ) = −φ2(V4 · V5) = εφ2φ1Y0

= −εφ1φ2Y0 = −εV3,

V5 · V7 = (−φ1W ) · φ1φ2W
(iii)= φ1(φ1W · φ2W ) = φ1(V5 · V6) = −εφ2

1φ2Y0 = εφ2Y0 = εV2,

V6 · V6 = (−φ2W ) · (−φ2W ) (iv)= −εY0g(φ2W,φ2W )Y0 = −εY0εW Y0 = −εY0 = −εV0,

V6 · V7 = (−φ2W ) · φ1φ2W
(iii)= φ1(φ2W · φ2W ) = φ1(V6 · V6) = −εφ1Y0 = −εV1,

V7 · V7 = φ1φ2W · φ1φ2W
(iv)= −εY0g(φ1φ2W,φ1φ2W )Y0 = −εY0εW Y0 = −εY0 = −εV0.

En la segunda parte de la demostración analizamos el caso en que el autovalor λ tiene
multiplicidad τ = 15. Elegimos los campos V0, V1, . . . , V7 igual que en el caso anterior.
Como la signatura de la métrica es (16, 16), podemos suponer que tanto Y0 como W son
espaciales. Ahora, si T es cualquier campo de vectores unitario en 〈{V0, V1, . . . , V7}〉⊥
(necesariamente temporal), tomamos V8+i = T · Vi, i = 0, 1, . . . , 7, es decir,

V8 = T · V0 = T · Y0
(i)= T,

V9 = T · V1 = T · φ1Y0
(iii)= −φ1T,

V10 = T · V2 = T · φ2Y0
(iii)= −φ2T,

V11 = T · V3 = T · φ1φ2Y0
(iii)= −φ1(T · φ2Y0)

(iii)= φ1φ2T,
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V12 = T · V4 = T · W,

V13 = T · V5 = T · (−φ1W ) (iii)= φ1(T · W ),

V14 = T · V6 = T · (−φ2W ) (iii)= φ2(T · W ),

V15 = T · V7 = T · φ1φ2W
(iii)= −φ1(T · φ2W ) (iii)= φ1φ2(T · W ).

Nótese que V12 = T · W es un campo de vectores temporal unitario, pues

g(T · W,T · W ) (vii)= −g(W,T · (T · W )) (vi)= −g(W,T 2 · W ) (iv)= εY0εW εT = −1.

Además, la propiedad (vii) también permite comprobar fácilmente que V12 = T · W es
ortogonal a {V0, V1, . . . , V11}. Por tanto, se sigue que {Vi; i = 0, 1, . . . , 15} es una base
ortonormal.

En lo que sigue nos ocupamos de probar que la anterior es una base estándar, para lo
cual mostraremos que la tabla del producto definido en (3.5.1) para esa base es la dada
por:

V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V10 V11 V12 V13 V14 V15

V0 V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7 V8 V9 V10 V11 V12 V13 V14 V15

V1 V1 −V0 V3 −V2 −V5 V4 −V7 V6 −V9 V8 −V11 V10 V13 −V12 V15 −V14

V2 V2 −V3 −V0 V1 −V6 V7 V4 −V5 −V10 V11 V8 −V9 V14 −V15 −V12 V13

V3 V3 V2 −V1 −V0 −V7 −V6 V5 V4 −V11 −V10 V9 V8 −V15 −V14 V13 V12

V4 V4 V5 V6 V7 −V0 −V1 −V2 −V3 −V12 −V13 −V14 −V15 V8 V9 V10 V11

V5 V5 −V4 −V7 V6 V1 −V0 −V3 V2 −V13 V12 V15 −V14 −V9 V8 V11 −V10

V6 V6 V7 −V4 −V5 V2 V3 −V0 −V1 −V14 −V15 V12 V13 −V10 −V11 V8 V9

V7 V7 −V6 V5 −V4 V3 −V2 V1 −V0 −V15 V14 −V13 V12 V11 −V10 V9 −V8

V8 V8 V9 V10 V11 V12 V13 V14 V15 V0 V1 V2 V3 V4 V5 V6 V7

V9 V9 −V8 −V11 V10 V13 −V12 V15 −V14 −V1 V0 V3 −V2 −V5 V4 V7 −V6

V10 V10 V11 −V8 −V9 V14 −V15 −V12 V13 −V2 −V3 V0 V1 −V6 −V7 V4 V5

V11 V11 −V10 V9 −V8 V15 V14 −V13 −V12 −V3 V2 −V1 V0 V7 −V6 V5 −V4

V12 V12 −V13 −V14 V15 −V8 V9 V10 −V11 −V4 V5 V6 −V7 V0 −V1 −V2 V3

V13 V13 V12 V15 V14 −V9 −V8 V11 V10 −V5 −V4 V7 V6 V1 V0 V3 V2

V14 V14 −V15 V12 −V13 −V10 −V11 −V8 −V9 −V6 −V7 −V4 −V5 V2 −V3 V0 −V1

V15 V15 V14 −V13 −V12 −V11 V10 −V9 V8 −V7 V6 −V5 V4 −V3 −V2 V1 V0

Tabla 3.3: Base estándar para τ = 15
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Comprobamos a continuación los resultados de la tabla anterior. Nótese que, como
en el caso τ = 7, si i, j son ı́ndices distintos en {1, . . . , 15}, entonces Vi · Vj = −Vj · Vi.
Además, teniendo en cuenta que V0, . . . , V7 coinciden con los campos elegidos en el caso
τ = 7 y que las propiedades del Lema 3.5.1 no dependen de la multiplicidad del autovalor
λ, se sigue que los productos Vi · Vj , para i, j ∈ {0, 1, . . . , 7} coinciden con los dados en la
Tabla 3.2. Nos limitaremos, por tanto, a comprobar los productos restantes.

V1 · V8 = φ1Y0 · T (ii)= φ1T = −V9,

V1 · V9 = φ1Y0 · (−φ1T ) (ii)= −φ2
1T = T = V8,

V1 · V10 = φ1Y0 · (−φ2T ) (ii)= −φ1φ2T = −V11,

V1 · V11 = φ1Y0 · φ1φ2T
(ii)= φ2

1φ2T = −φ2T = V10,

V1 · V12 = φ1Y0 · (T · W ) (ii)= φ1(T · W ) = V13,

V1 · V13 = φ1Y0 · φ1(T · W ) (ii)= φ2
1(T · W ) = −T · W = −V12,

V1 · V14 = φ1Y0 · φ2(T · W ) (ii)= φ1φ2(T · W ) = V15,

V1 · V15 = φ1Y0 · φ1φ2(T · W ) (ii)= φ2
1φ2(T · W ) = −φ2(T · W ) = −V14,

V2 · V8 = φ2Y0 · T (ii)= φ2T = −V10,

V2 · V9 = φ2Y0 · (−φ1T ) (ii)= −φ2φ1T = φ1φ2T = V11,

V2 · V10 = φ2Y0 · (−φ2T ) (ii)= −φ2
2T = T = V8,

V2 · V11 = φ2Y0 · φ1φ2T
(ii)= φ2φ1φ2T = −φ2

2φ1T = φ1T = −V9,

V2 · V12 = φ2Y0 · (T · W ) (ii)= φ2(T · W ) = V14,

V2 · V13 = φ2Y0 · φ1(T · W ) (ii)= φ2φ1(T · W ) = −φ1φ2(T · W ) = −V15,

V2 · V14 = φ2Y0 · φ2(T · W ) (ii)= φ2
2(T · W ) = −T · W = −V12,

V2 · V15 = φ2Y0 · φ1φ2(T · W ) (ii)= φ2φ1φ2(T · W ) = −φ2
2φ1(T · W ) = φ1(T · W ) = V13,

V3 · V8 = φ1φ2Y0 · T (v)= −T · φ1φ2Y0
(iii)= φ1(T · φ2Y0)

(iii)= −φ1φ2T = −V11,

V3 · V9 = φ1φ2Y0 · (−φ1T ) (iii)= φ1(φ1φ2Y0 · T ) = φ1(V3 · V8) = −φ2
1φ2T = φ2T = −V10,

V3 · V10 = φ1φ2Y0 · (−φ2T ) (iii)= φ2(φ1φ2Y0 · T ) = φ2(V3 · V8) = −φ2φ1φ2T = −φ1T = V9,

V3 · V11 = φ1φ2Y0 · φ1φ2T
(iii)= −φ1(φ1φ2Y0 · φ2T ) = φ1(V3 · V10) = −φ2

1T = T = V8,

V3 · V12 = φ1φ2Y0 · (T · W ) (v)= −(T · W ) · φ1φ2Y0
(iii)= φ1((T · W ) · φ2Y0)

(iii)= −φ1φ2(T · W )
= −V15,

V3 · V13 = φ1φ2Y0 · φ1(T · W ) (iii)= −φ1(φ1φ2Y0 · (T · W )) = −φ1(V3 · V12) = φ2
1φ2(T · W )

= −φ2(T · W ) = −V14,

V3 · V14 = φ1φ2Y0 · φ2(T · W ) (iii)= −φ2(φ1φ2Y0 · (T · W )) = −φ2(V3 · V12) = φ2φ1φ2(T · W )
= −φ2

2φ1(T · W ) = φ1(T · W ) = V13,

V3 · V15 = φ1φ2Y0 · φ1φ2(T · W ) (iii)= −φ1(φ1φ2Y0 · φ2(T · W )) = −φ1(V3 · V14) = −φ2
1(T · W )

= T · W = V12,
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V4 · V8 = W · T (v)= −T · W = −V12,

V4 · V9 = W · (−φ1T ) (iii)= φ1(W · T ) (v)= −φ1(T · W ) = −V13,

V4 · V10 = W · (−φ2T ) (iii)= φ2(W · T ) (v)= −φ2(T · W ) = −V14,

V4 · V11 = W · φ1φ2T
(iii)= −φ1(W · φ2T ) (iii)= φ1φ2(W · T ) (v)= −φ1φ2(T · W ) = −V15,

V4 · V12 = W · (T · W ) (v)= −W · (W · T ) (vi)= −W 2 · T (iv)= T = V8,

V4 · V13 = W · φ1(T · W ) (iii)= −φ1(W · (T · W )) = −φ1(V4 · V12) = −φ1T = V9,

V4 · V14 = W · φ2(T · W ) (iii)= −φ2(W · (T · W )) = −φ2(V4 · V12) = −φ2T = V10,

V4 · V15 = W · φ1φ2(T · W ) (iii)= −φ1(W · φ2(T · W )) = −φ1(V4 · V14) = φ1φ2T = V11,

V5 · V8 = (−φ1W ) · T (v)= T · φ1W
(iii)= −φ1(T · W ) = −V13,

V5 · V9 = (−φ1W ) · (−φ1T ) (iii)= −φ1(φ1W · T ) = φ1(V5 · V8) = −φ2
1(T ·W ) = T ·W = V12,

V5 · V10 = (−φ1W ) · (−φ2T ) (iii)= −φ2(φ1W · T ) = φ2(V5 · V8) = −φ2φ1(T ·W ) = φ1φ2(T ·W )
= V15,

V5 · V11 = (−φ1W ) · φ1φ2T
(iii)= φ1(φ1W · φ2T ) = φ1(V5 · V10) = φ2

1φ2(T · W ) = −φ2(T · W )
= −V14,

V5 · V12 = (−φ1W ) · (T · W ) (v)= (T · W ) · φ1W
(iii)= −φ1((T · W ) · W ) (v)= φ1(W · (T · W ))

= φ1(V4 · V12) = φ1T = −V9,

V5 · V13 = (−φ1W ) · φ1(T · W ) (iii)= φ1(φ1W · (T · W )) = −φ1(V5 · V12) = −φ2
1T = T = V8,

V5 · V14 = (−φ1W ) · φ2(T · W ) (iii)= φ2(φ1W · (T · W )) = −φ2(V5 · V12) = −φ2φ1T = φ1φ2T

= V11,

V5 · V15 = (−φ1W ) · φ1φ2(T · W ) (iii)= φ1(φ1W · φ2(T · W )) = −φ1(V5 · V14) = −φ2
1φ2T

= φ2T = −V10,

V6 · V8 = (−φ2W ) · T (v)= T · φ2W
(iii)= −φ2(T · W ) = −V14,

V6 · V9 = (−φ2W ) · (−φ1T ) (iii)= −φ1(φ2W · T ) = φ1(V6 · V8) = −φ1φ2(T · W ) = −V15,

V6 · V10 = (−φ2W ) · (−φ2T ) (iii)= −φ2(φ2W · T ) = φ2(V6 · V8) = −φ2
2(T ·W ) = T ·W = V12,

V6 · V11 = (−φ2W ) · φ1φ2T
(iii)= φ1(φ2W · φ2T ) = φ1(V6 · V10) = φ1(T · W ) = V13,

V6 · V12 = (−φ2W ) · (T · W ) (v)= (T · W ) · φ2W
(iii)= −φ2((T · W ) · W ) (v)= φ2(W · (T · W ))

= φ2(V4 · V12) = φ2T = −V10,

V6 · V13 = (−φ2W ) · φ1(T · W ) (iii)= φ1(φ2W · (T · W )) = −φ1(V6 · V12) = −φ1φ2T = −V11,
V6 · V14 = (−φ2W ) · φ2(T · W ) (iii)= φ2(φ2W · (T · W )) = −φ2(V6 · V12) = −φ2

2T = T = V8,
V6 · V15 = (−φ2W ) · φ1φ2(T · W ) (iii)= φ1(φ2W · φ2(T · W )) = −φ1(V6 · V14) = −φ1T = V9,

V7 · V8 = φ1φ2W · T (v)= −T · φ1φ2W
(iii)= φ1(T · φ2W ) (iii)= −φ1φ2(T · W ) = −V15,

V7 · V9 = φ1φ2W · (−φ1T ) (iii)= φ1(φ1φ2W · T ) = φ1(V7 · V8) = −φ2
1φ2(T · W ) = φ2(T · W )

= V14,
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V7 · V10 = φ1φ2W · (−φ2T ) (iii)= φ2(φ1φ2W · T ) = φ2(V7 · V8) = −φ2φ1φ2(T · W )
= φ2

2φ1(T · W ) = −φ1(T · W ) = −V13,

V7 · V11 = φ1φ2W · φ1φ2T
(iii)= −φ1(φ1φ2W · φ2T ) = φ1(V7 · V10) = −φ2

1(T · W ) = T · W
= V12,

V7 · V12 = φ1φ2W · (T · W ) (v)= −(T · W ) · φ1φ2W
(iii)= φ1((T · W ) · φ2W )

(v)= −φ1(φ2W · (T · W )) = φ1(V6 · V12) = φ1φ2T = V11,

V7 · V13 = φ1φ2W · φ1(T · W ) (iii)= −φ1(φ1φ2W · (T · W )) = −φ1(V7 · V12) = −φ2
1φ2T

= φ2T = −V10,

V7 · V14 = φ1φ2W · φ2(T · W ) (iii)= −φ2(φ1φ2W · (T · W )) = −φ2(V7 · V12) = −φ2φ1φ2T

= φ2
2φ1T = −φ1T = V9,

V7 · V15 = φ1φ2W · φ1φ2(T · W ) (iii)= −φ1(φ1φ2W · φ2(T · W )) = −φ1(V7 · V14) = φ2
1T

= −T = −V8,

V8 · V8 = T · T (iv)= Y0 = V0,

V8 · V9 = T · (−φ1T ) (iii)= φ1(T · T ) = φ1(V8 · V8) = φ1Y0 = V1,

V8 · V10 = T · (−φ2T ) (iii)= φ2(T · T ) = φ2(V8 · V8) = φ2Y0 = V2,

V8 · V11 = T · φ1φ2T
(iii)= −φ1(T · φ2T ) = φ1(V8 · V10) = φ1φ2Y0 = V3,

V8 · V12 = T · (T · W ) (vi)= T 2 · W (iv)= W = V4,

V8 · V13 = T · φ1(T · W ) (iii)= −φ1(T · (T · W )) = −φ1(V8 · V12) = −φ1W = V5,

V8 · V14 = T · φ2(T · W ) (iii)= −φ2(T · (T · W )) = −φ2(V8 · V12) = −φ2W = V6,

V8 · V15 = T · φ1φ2(T · W ) (iii)= −φ1(T · φ2(T · W )) = −φ1(V8 · V14) = φ1φ2W = V7,

V9 · V9 = (−φ1T ) · (−φ1T ) (iv)= −εY0g(φ1T, φ1T )Y0 = Y0 = V0,

V9 · V10 = (−φ1T ) · (−φ2T ) (iii)= −φ2(φ1T · T ) (v)= φ2(T · φ1T ) = −φ2(V8 · V9) = −φ2φ1Y0

= φ1φ2Y0 = V3,

V9 · V11 = (−φ1T ) · φ1φ2T
(iii)= φ1(φ1T · φ2T ) = φ1(V9 · V10) = φ2

1φ2Y0 = −φ2Y0 = −V2,
V9 · V12 = (−φ1T ) · (T · W ) (v)= (T · W ) · φ1T

(iii)= −φ1((T · W ) · T ) (v)= φ1(T · (T · W ))
= φ1(V8 · V12) = φ1W = −V5,

V9 · V13 = (−φ1T ) · φ1(T · W ) (iii)= φ1(φ1T · (T · W )) = −φ1(V9 · V12) = −φ2
1W = W = V4,

V9 · V14 = (−φ1T ) · φ2(T · W ) (iii)= φ2(φ1T · (T · W )) = −φ2(V9 · V12) = −φ2φ1W = φ1φ2W

= V7,

V9 · V15 = (−φ1T ) · φ1φ2(T · W ) (iii)= φ1(φ1T · φ2(T · W )) = −φ1(V9 · V14) = −φ2
1φ2W

= φ2W = −V6,

V10 · V10 = (−φ2T ) · (−φ2T ) (iv)= −εY0g(φ2T, φ2T )Y0 = −εY0εT Y0 = Y0 = V0,

V10 · V11 = (−φ2T ) · φ1φ2T
(iii)= φ1(φ2T · φ2T ) = φ1(V10 · V10) = φ1Y0 = V1,
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V10 · V12 = (−φ2T ) · (T · W ) (v)= (T · W ) · φ2T
(iii)= −φ2((T · W ) · T ) (v)= φ2(T · (T · W ))

= φ2(V8 · V12) = φ2W = −V6,

V10 · V13 = (−φ2T ) · φ1(T · W ) (iii)= φ1(φ2T · (T · W )) = −φ1(V10 · V12) = −φ1φ2W = −V7,

V10 · V14 = (−φ2T ) · φ2(T · W ) (iii)= φ2(φ2T · (T · W )) = −φ2(V10 · V12) = −φ2
2W = W = V4,

V10 · V15 = (−φ2T ) · φ1φ2(T · W ) (iii)= φ1(φ2T · φ2(T · W )) = −φ1(V10 · V14) = −φ1W = V5,

V11 · V11 = φ1φ2T · φ1φ2T
(iv)= −εY0g(φ1φ2T, φ1φ2T )Y0 = −εY0εT Y0 = Y0 = V0,

V11 · V12 = φ1φ2T · (T · W ) (v)= −(T · W ) · φ1φ2T
(iii)= φ1((T · W ) · φ2T ) (v)= −φ1(φ2T · (T · W ))

= φ1(V10 · V12) = φ1φ2W = V7,

V11 · V13 = φ1φ2T · φ1(T · W ) (iii)= −φ1(φ1φ2T · (T · W )) = −φ1(V11 · V12) = −φ2
1φ2W

= φ2W = −V6,

V11 · V14 = φ1φ2T · φ2(T · W ) (iii)= −φ2(φ1φ2T · (T · W )) = −φ2(V11 · V12) = −φ2φ1φ2W

= φ2
2φ1W = −φ1W = V5,

V11 · V15 = φ1φ2T · φ1φ2(T · W ) (iii)= −φ1(φ1φ2T · φ2(T · W )) = −φ1(V11 · V14) = φ2
1W

= −W = −V4,

V12 · V12 = (T · W ) · (T · W ) (iv)= −εY0g(T · W,T · W )Y0
(vii)= εY0g(W,T · (T · W ))Y0

(vi)= εY0g(W,T 2 · W )Y0
(iv)= −εW εT Y0 = Y0 = V0,

V12 · V13 = (T · W ) · φ1(T · W ) (iii)= −φ1((T · W ) · (T · W )) = −φ1(V12 · V12) = −φ1Y0 = −V1,

V12 · V14 = (T · W ) · φ2(T · W ) (iii)= −φ2((T · W ) · (T · W )) = −φ2(V12 · V12) = −φ2Y0 = −V2,

V12 ·V15 = (T ·W ) ·φ1φ2(T ·W ) (iii)= −φ1((T ·W ) ·φ2(T ·W )) = −φ1(V12 ·V14) = φ1φ2Y0 = V3,

V13 · V13 = φ1(T · W ) · φ1(T · W ) (iii)= −φ1(φ1(T · W ) · (T · W )) (v)= φ1((T · W ) · φ1(T · W ))
= φ1(V12 · V13) = −φ2

1Y0 = Y0 = V0,

V13 · V14 = φ1(T · W ) · φ2(T · W ) (iii)= −φ2(φ1(T · W ) · (T · W )) (v)= φ2((T · W ) · φ1(T · W ))
= φ2(V12 · V13) = −φ2φ1Y0 = φ1φ2Y0 = V3,

V13 · V15 = φ1(T · W ) · φ1φ2(T · W ) (iii)= −φ1(φ1(T · W ) · φ2(T · W )) = −φ1(V13 · V14)
= −φ2

1φ2Y0 = φ2Y0 = V2,

V14 · V14 = φ2(T · W ) · φ2(T · W ) (iii)= −φ2(φ2(T · W ) · (T · W )) (v)= φ2((T · W ) · φ2(T · W ))
= φ2(V12 · V14) = −φ2

2Y0 = Y0 = V0,

V14 · V15 = φ2(T · W ) · φ1φ2(T · W ) (iii)= −φ1(φ2(T · W ) · φ2(T · W )) = −φ1(V14 · V14)
= −φ1Y0 = −V1,

V15 · V15 = φ1φ2(T · W ) · φ1φ2(T · W ) (iii)= −φ1(φ1φ2(T · W ) · φ2(T · W ))
(v)= φ1(φ2(T · W ) · φ1φ2(T · W )) = φ1(V14 · V15) = −φ2

1Y0 = Y0 = V0. �
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La existencia de una base estándar para el producto definido en (3.5.1), demostrada en
el resultado anterior, será fundamental para probar que una variedad semi–Riemanniana
de Osserman especial en la cual la multiplicidad del autovalor distinguido λ es τ = 7 ó
τ = 15 debe ser localmente simétrica.

En primer lugar mostraremos que la condición Vα · Vβ = Vαβ que caracteriza a los
elementos de una base estándar se ve reflejada en una condición análoga sobre la com-
posición de los campos de tensores φi evaluada en Y0. Más concretamente, se tiene el
siguiente resultado:

Lema 3.5.3 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial y supongamos que el autovalor
distinguido λ tiene multiplicidad τ = 7 ó τ = 15. Para cada punto p ∈ M existe un entorno
Up de p tal que si X0 e Y0 son campos de vectores unitarios en Up, con Y0 ∈ Eλ(X0)⊥,
entonces podemos elegir una base ortonormal {X1, . . . , Xτ} para Ker(RX0 − λεX0Id), de
tal forma que los campos de tensores φ1, . . . , φτ asociados satisfacen

φαφβY0 = φαβY0,

para α, β ∈ {0, 1, . . . , τ} (donde φ0 = Id y φ−α = −φα).

Demostración. Sea {X1, . . . , Xτ} cualquier base ortonormal de Ker(RX0 − λεX0Id) y
consideremos los campos de tensores φi asociados. Además, sea {Y0, Y1, . . . , Yτ} la base
de Eλ(Y0) determinada por Yi = φiY0, i = 1, . . . , τ . (Podemos suponer, además, que
εXi = εYi , i = 0, 1, . . . , τ).

Por el Lema 3.5.2 podemos considerar una base estándar {V0 = Y0, V1, . . . , Vτ} para el
producto (3.5.1) definido en Eλ(Y0), es decir, una base ortonormal de este subespacio tal
que Vα · Vβ = Vαβ.

Escribiendo Vi =
τ∑

j=1

aijYj , i = 1, . . . , τ , definimos los siguientes elementos en Eλ(X0):




X0 = X0,

Xi =
τ∑

j=1

aijXj , i = 1, . . . , τ,

que determinan una base ortonormal de Eλ(X0).
En lo que sigue mostraremos que {X0, X1, . . . ,Xτ} es la base buscada. Denotemos

por φ1, . . . , φτ los campos de tensores asociados a esa base. En primer lugar nótese que si
α = 0 ó β = 0 entonces la igualdad φαφβY0 = φαβY0 es trivial. En otro caso, se tiene que
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φαφβY0 =
{

3
2(λ − µ)

}2

R(X0, Xα)R(X0, Xβ)Y0

=
{

3
2(λ − µ)

}2

R

(
X0,

τ∑
r=1

aαrXr

)
R

(
X0,

τ∑
s=1

aβsXs

)
Y0

=
{

3
2(λ − µ)

}2 τ∑
r,s=1

aαraβsR(X0, Xr)R(X0, Xs)Y0

=
{

3
2(λ − µ)

}2 τ∑
r,s=1

aαraβsR(X0, Xr)
(

2(λ − µ)
3

φsY0

)

=
3

2(λ − µ)

τ∑
r,s=1

aαraβsR(X0, Xr)φsY0

=
3

2(λ − µ)

τ∑
r,s=1

aαraβs
2(λ − µ)

3
φrφsY0

=
τ∑

r,s=1

aαraβs(Yr · Ys)

= Vα · Vβ,

y, por otra parte, si α · β �= 0 obtenemos

φαβY0 =
3

2(λ − µ)
R(X0, Xαβ)Y0

=
3

2(λ − µ)
R

(
X0,

τ∑
t=1

a(αβ)tXt

)
Y0

=
3

2(λ − µ)

τ∑
t=1

a(αβ)tR(X0, Xt)Y0

=
3

2(λ − µ)

τ∑
t=1

a(αβ)t
2(λ − µ)

3
φtY0

=
τ∑

t=1

a(αβ)tYt

= Vαβ.

Aśı, el resultado se sigue de las dos expresiones anteriores teniendo en cuenta la
condición Vα · Vβ = Vαβ . �
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Teorema 3.5.1 Sea (M, g) una variedad de Osserman especial y supongamos que la mul-
tiplicidad del autovalor distinguido λ es τ = 7 ó τ = 15. Entonces, la variedad es local-
mente simétrica.

Demostración. Dado cualquier campo de vectores unitario X0 sobre la variedad mos-
traremos que ∇X0RX0 = 0. Si Y0 es un campo de vectores unitario ortogonal a Eλ(X0),
consideramos la base ortonormal {X1, . . . , Xτ} para el autoespacio Ker(RX0 − λεX0Id)
dada por el Lema 3.5.3, de tal forma que φαφβY0 = φαβY0. Entonces, para probar que
∇X0RX0 = 0 será suficiente mostrar que (∇X0R)(T, X0, X0,W ) = 0 para cualesquiera T ,
W elegidos en {X0, X1, . . . , Xτ , Y0, Y1, . . . , Yτ}, donde Yi = φiY0, i = 1, . . . , τ .

En primer lugar, si T , W ∈ Eλ(X0) entonces

∇X0(R(T, X0, X0,W )) − R(∇X0T,X0, X0,W ) − R(T,X0, X0,∇X0W )

= ∇X0(λεX0g(T, W )) − λεX0g(W,∇X0T ) − λεX0g(T,∇X0W )

= λεX0(∇X0g)(T, W )

= 0,

de forma que (∇X0R)(T, X0, X0,W ) = −R(T,∇X0X0, X0,W )−R(T, X0,∇X0X0,W ). Por
tanto, si T �= W esta expresión se anula. En el caso de ser T = W se sigue que

(∇X0R)(W,X0, X0,W ) = −R(W,∇X0X0, X0, W ) − R(W,X0,∇X0X0,W )

= −2R(X0,W,W,∇X0X0)

= −2λεW g(X0,∇X0X0)

= 0.

Por otra parte, si T , W ∈ Eλ(Y0) se tiene que

∇X0(R(T, X0, X0,W )) − R(∇X0T,X0, X0,W ) − R(T,X0, X0,∇X0W )

= ∇X0(µεX0g(T, W )) − µεX0g(W,∇X0T ) − µεX0g(T,∇X0W )

= µεX0(∇X0g)(T, W )

= 0,

de forma que (∇X0R)(T,X0, X0,W ) = −R(T,∇X0X0, X0,W )−R(T, X0,∇X0X0,W ). Aśı,
si T �= W se sigue que

(∇X0R)(T, X0, X0,W ) = −R(X0,W, T,∇X0X0) − R(X0, T,W,∇X0X0)

= −R(X0,W, T,∇X0X0) + R(X0,W, T,∇X0X0)

= 0,
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y para T = W se obtiene

(∇X0R)(W,X0, X0,W ) = −R(W,∇X0X0, X0, W ) − R(W,X0,∇X0X0,W )

= −2R(X0,W,W,∇X0X0)

= −2µεW g(X0,∇X0X0)

= 0.

Para finalizar la demostración analizamos el caso en que T = Xi, W = Yj . En este
caso, si ξ es cualquier campo de vectores se tiene que

∇ξ(R(Xi, X0, X0, Yj)) = 0,

R(∇ξXi, X0, X0, Yj) = R(Yj , X0, X0,∇ξXi) = µεX0g(Yj ,∇ξXi),

R(Xi, X0, X0,∇ξYj) = λεX0g(Xi,∇ξYj) = −λεX0g(Yj ,∇ξXi),

R(Xi,∇ξX0, X0, Yj) = −R(Yj , X0, Xi,∇ξX0) =
1
2
R(X0, Xi, Yj ,∇ξX0),

R(Xi, X0,∇ξX0, Yj) = R(X0, Xi, Yj ,∇ξX0),

de donde se sigue que

(∇ξR)(Xi, X0, X0, Yj) = (λ − µ)εX0g(Yj ,∇ξXi) − 3
2
R(X0, Xi, Yj ,∇ξX0)

= (λ − µ)εX0g(Yj ,∇ξXi) − 3
2
g

(
2
3
(λ − µ)φiYj ,∇ξX0

)
,

es decir,

(∇ξR)(Xi, X0, X0, Yj) = (λ − µ)
{
εX0g(Yj ,∇ξXi) − g(Yij ,∇ξX0)

}
.(3.5.2)

Además,

∇ξ(R(Yij , Yj , Yj , X0)) = 0,

R(∇ξYij , Yj , Yj , X0) = R(X0, Yj , Yj ,∇ξYij) = µεYjg(X0,∇ξYij)

= −µεYjg(Yij ,∇ξX0),

R(Yij , Yj , Yj ,∇ξX0) = λεYjg(Yij ,∇ξX0),

R(Yij ,∇ξYj , Yj , X0) = −R(X0, Yj , Yij ,∇ξYj) =
1
2
R(Yj , Yij , X0,∇ξYj),

R(Yij , Yj ,∇ξYj , X0) = R(Yj , Yij , X0,∇ξYj),
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de donde se sigue que

(∇ξR)(Yij , Yj , Yj , X0) = −(λ − µ)εYjg(Yij ,∇ξX0) − 3
2
R(Yj , Yij , X0,∇ξYj).(3.5.3)

Ahora, R(Yj , Yij)X0 =
τ∑

k=0

R(Yj , Yij , X0, Xk)εXk
Xk y como

R(Yj , Yij , X0, Xk) = R(X0, Xk, Yj , Yij) =
2
3
(λ − µ)g(Ykj , Yij)

=




0, si k �= i,

2
3
(λ − µ)g(Yij , Yij), si k = i,

se tiene que R(Yj , Yij)X0 =
2
3
(λ − µ)εX0εYjXi y, por tanto, (3.5.3) se transforma en

(∇ξR)(Yij , Yj , Yj , X0) = −(λ − µ)εYjg(Yij ,∇ξX0) − (λ − µ)εX0εYjg(Xi,∇ξYj)

= (λ − µ)εYj

{
εX0g(Yj ,∇ξXi) − g(Yij ,∇ξX0)

}
.

Entonces, teniendo en cuenta (3.5.2) y esta última expresión concluimos que

(∇ξR)(Xi, X0, X0, Yj) = εYj (∇ξR)(Yij , Yj , Yj , X0).(3.5.4)

Poniendo ξ = X0, la segunda identidad de Bianchi implica que

(∇X0R)(Yij , Yj , Yj , X0) = (∇YijR)(Yj , X0, X0, Yj) − (∇YjR)(Yij , X0, X0, Yj),

expresión que se anula por un argumento similar al utilizado anteriormente en el caso en
que T , W ∈ Eλ(Y0). Por tanto, de (3.5.4) se obtiene que (∇X0R)(Xi, X0, X0, Yj) = 0, con
lo que finaliza la demostración. �

3.6 Análisis de la condición de Osserman en cada punto

Recordemos que una variedad se dice de Osserman en cada punto si el operador de Jacobi
tiene autovalores constantes en cada punto, pero estos autovalores pueden cambiar de un
punto a otro. Nótese que si una variedad es de Osserman en cada punto y el operador de
Jacobi es diagonalizable con un único autovalor, entonces se cumple que R(x, y, y, z) = 0
para cualesquiera vectores ortogonales x, y, z tangentes a la variedad. Esto implica que
la curvatura seccional es constante en cada punto de la variedad [N2] y, por lo tanto,
una condición de tipo Schur nos permite concluir que si la dimensión de la variedad
es estrictamente mayor que 2, y la variedad es conexa, entonces la curvatura seccional
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es constante y, como consecuencia, la variedad es Osserman. Si el operador de Jacobi
no es diagonalizable y tiene un único autovalor, λ, entonces trRx = (n − 1)λεx y, por
tanto, ρ(x, x) = (n− 1)λεx para cualquier vector arbitrario. Como toda variedad puntual
Osserman es de Einstein, se sigue que λ es necesariamente constante para dimM = n ≥ 3.

El siguiente caso a estudiar es aquel en que el operador de Jacobi tiene dos autovalores
distintos (que pueden cambiar de un punto a otro). En esta sección mostraremos que,
en este caso, la condición puntual de Osserman equivale a la condición global siempre
que la dimensión de la variedad sea estrictamente mayor que 4. Esto mostrará que en
dimensión mayor que cuatro las variedades de Osserman especiales en cada punto lo serán
globalmente. Nótese que existen variedades de Osserman puntuales en dimensión 4 que
no son variedades de Osserman [Ol].

Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana. Asociadas al operador de Jacobi podemos
definir las aplicaciones fk dadas por

fk(x, p) = g(x, x)k tr
(
Rk

x

)
, k = 1, 2, 3, . . .(3.6.1)

siendo p cualquier punto de M y x cualquier vector unitario tangente a la variedad en el
punto p. Nótese que la variedad es de Osserman en cada punto si y sólo si las funciones
fk dependen sólo del punto p (para cualquier valor de k), mientras que el carácter global
de Osserman es equivalente a la constancia de todas las funciones fk.

Además, si una variedad es de Osserman en cada punto, entonces (3.6.1) implica que

tr
(
Rk

ξ

)
= fk(p)g(ξ, ξ)k(3.6.2)

para cualquier vector ξ tangente a la variedad, pues si ξ es no nulo, entonces ξ̄ =
ξ

||ξ|| es

unitario, por lo que tr
(
Rk

ξ̄

)
= fk(p)g

(
ξ̄, ξ̄

)
, y como tr

(
Rk

ξ̄

)
=

1
||ξ||2k

tr
(
Rk

ξ

)
y también

g
(
ξ̄, ξ̄

)k =
1

||ξ||2k
g(ξ, ξ)k, se sigue que (3.6.2) se cumple para cualquier vector no nulo.

Ahora, si u es un vector nulo, considerando una sucesión {xα}α∈N de vectores no nulos
que aproxime a u, se cumple que tr

(
Rk

xα

)
= fk(p)g(xα, xα)k para cualquier α ∈ N, por lo

que tomando ĺımites cuando α → +∞ se sigue que (3.6.2) es cierta también para vectores
nulos.

A continuación probamos el resultado fundamental de esta sección.

Teorema 3.6.1 Sea (Mn, g) una variedad semi–Riemanniana de Osserman en cada pun-
to. Se cumple que:

(i) si n �= 2, entonces f1 es constante,

(ii) si n �= 2, 4, entonces f2 es constante.
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Demostración. Teniendo en cuenta que tr(Rξ) = ρ(ξ, ξ), la condición (3.6.2) para k = 1
implica que

ρ(ξ, ξ) = f1(p)g(ξ, ξ),(3.6.3)

siendo p cualquier punto de la variedad y ξ cualquier vector tangente a la variedad en ese
punto. Entonces, si x, y son dos vectores tangentes a M , la relación anterior aplicada al
vector x + y implica que ρ(x + y, x + y) = f1(p)g(x + y, x + y), de donde

ρ(x, x) + ρ(y, y) + 2ρ(x, y) = f1(p)g(x, x) + f1(p)g(y, y) + 2f1(p)g(x, y),

y de nuevo teniendo en cuenta (3.6.3) se sigue que ρ(x, y) = f1(p)g(x, y). Aśı, ρ = f1g, y
por tanto si n > 2 la función f1 debe ser constante sobre la variedad, lo que prueba (i).

Veamos ahora la demostración de la condición (ii). Fijamos un punto p ∈ M y elegimos
{e1, . . . , en} una base ortonormal del espacio tangente a M en p. La condición (3.6.2) para
k = 2 implica que tr

(
R2

ξ

)
= f2(p)g(ξ, ξ)2 para cualquier vector ξ ∈ TpM , es decir,

f2(p)g(ξ, ξ)2 =
n∑

i,j=1

R(ei, ξ, ξ, ej)2εeiεej .(3.6.4)

Entonces, si x, y ∈ TpM , la condición (3.6.4) aplicada para el vector x + σy, con σ = ±1,

implica que f2(p)g(x + σy, x + σy)2 =
n∑

i,j=1

R(ei, x + σy, x + σy, ej)2εeiεej , de donde se

sigue que

f2(p)
{
g(x, x) + g(y, y) + 2σg(x, y)

}2

=
n∑

i,j=1

{
R(ei, x, x, ej) + R(ei, y, y, ej) + σR(ei, x, y, ej) + σR(ei, y, x, ej)

}2
εeiεej .

Desarrollando esta expresión obtenemos

f2(p)
{
g(x, x)2 + g(y, y)2 + 4g(x, y)2 + 2g(x, x)g(y, y)

}
+4σf2(p)

{
g(x, x) + g(y, y)

}
g(x, y)

=
n∑

i,j=1

{
R(ei, x, x, ej)2 + R(ei, y, y, ej)2 + R(ei, x, y, ej)2 + R(ej , x, y, ei)2

+2R(ei, x, x, ej)R(ei, y, y, ej) + 2R(ei, x, y, ej)R(ej , x, y, ei)
}

εeiεej

+2σ
n∑

i,j=1

{
R(ei, x, x, ej) + R(ei, y, y, ej)

}
·
{
R(ei, x, y, ej) + R(ej , x, y, ei)

}
εeiεej ,
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y, sumando las expresiones que resultan al sustituir σ por 1 y −1, se sigue que

f2(p)
{
g(x, x)2 + g(y, y)2 + 4g(x, y)2 + 2g(x, x)g(y, y)

}

=
n∑

i,j=1

{
R(ei, x, x, ej)2 + R(ei, y, y, ej)2 + R(ei, x, y, ej)2 + R(ej , x, y, ei)2

+2R(ei, x, x, ej)R(ei, y, y, ej) + 2R(ei, x, y, ej)R(ej , x, y, ei)
}

εeiεej .

Ahora, la condición (3.6.4) para los vectores x e y hace que la expresión anterior se
transforme en

2f2(p)
{
g(x, x)g(y, y) + 2g(x, y)2

}

=
n∑

i,j=1

{
R(ei, x, y, ej)2 + R(ej , x, y, ei)2

+2R(ei, x, x, ej)R(ei, y, y, ej) + 2R(ei, x, y, ej)R(ej , x, y, ei)
}

εeiεej ,

y, teniendo en cuenta que
n∑

i,j=1

R(ej , x, y, ei)2εeiεej =
n∑

i,j=1

R(ei, x, y, ej)2εeiεej , de la ex-

presión anterior se sigue que

f2(p)
{
g(x, x)g(y, y) + 2g(x, y)2

}

=
n∑

i,j=1

{
R(ei, x, x, ej)R(ei, y, y, ej)

+R(ei, x, y, ej)R(ej , x, y, ei) + R(ei, x, y, ej)2
}

εeiεej .

Poniendo y = ek, multiplicando por εek
y sumando en k = 1, . . . , n, se obtiene

f2(p)
n∑

k=1

{
g(x, x)εek

+ 2g(x, ek)2
}

εek

=
n∑

i,j,k=1

{
R(ei, x, x, ej)R(ei, ek, ek, ej)

+R(ei, x, ek, ej)R(ej , x, ek, ei) + R(ei, x, ek, ej)2
}

εeiεejεek
,

(3.6.5)

y como
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n∑
i,j,k=1

R(ei, x, x, ej)R(ei, ek, ek, ej)εeiεejεek

=
n∑

i,j=1

R(ei, x, x, ej)

{
n∑

k=1

R(ek, ei, ej , ek)εek

}
εeiεej

=
n∑

i,j=1

R(ei, x, x, ej)ρ(ei, ej)εeiεej ,

y, por otra parte,
n∑

k=1

{
g(x, x)εek

+ 2g(x, ek)2
}

εek
=

n∑
k=1

g(x, x) + 2
n∑

k=1

g(x, ek)g(x, ek)εek

= ng(x, x) + 2g(x, x) = (n + 2)g(x, x),

la expresión (3.6.5) se reduce a

f2(p)(n + 2)g(x, x)

=
n∑

i,j=1

R(ei, x, x, ej)ρ(ei, ej)εeiεej

+
n∑

i,j,k=1

{
R(ei, x, ek, ej)R(ej , x, ek, ei) + R(ei, x, ek, ej)2

}
εeiεejεek

.

(3.6.6)

Ahora, como n �= 2, por (i) la variedad es Einstein, con ρ = f1 · g, y por lo tanto
n∑

i,j=1

R(ei, x, x, ej)ρ(ei, ej)εeiεej

=
n∑

i,j=1

R(ei, x, x, ej)f1g(ei, ej)εeiεej =
n∑

i=1

R(ei, x, x, ei)f1εei

= f1ρ(x, x) = f2
1 g(x, x),

por lo que (3.6.6) se transforma en

f2(p)(n + 2)g(x, x) − f2
1 g(x, x)

=
n∑

i,j,k=1

{
R(x, ei, ej , ek)R(x, ej , ei, ek) + R(x, ei, ej , ek)2

}
εeiεejεek

.
(3.6.7)

Para simplificar esta última expresión consideramos la función bilineal simétrica

Ω(t, w) =
n∑

i,j,k=1

R(t, ei, ej , ek)R(w, ei, ej , ek)εeiεejεek
.(3.6.8)
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Por la primera identidad de Bianchi se tiene que

n∑
i,j,k=1

R(x, ei, ej , ek)R(x, ej , ei, ek)εeiεejεek

=
n∑

i,j,k=1

R(x, ei, ej , ek)
{
− R(ej , ei, x, ek) − R(ei, x, ej , ek)

}
εeiεejεek

= −
n∑

i,j,k=1

R(x, ei, ek, ej)R(x, ek, ei, ej)εeiεejεek
+

n∑
i,j,k=1

R(x, ei, ej , ek)2εeiεejεek

= −
n∑

i,j,k=1

R(x, ei, ek, ej)R(x, ek, ei, ej)εeiεejεek
+ Ω(x, x),

y teniendo en cuenta que

n∑
i,j,k=1

R(x, ei, ek, ej)R(x, ek, ei, ej)εeiεejεek
=

n∑
i,j,k=1

R(x, ei, ej , ek)R(x, ej , ei, ek)εeiεejεek
,

se sigue que
n∑

i,j,k=1

R(x, ei, ej , ek)R(x, ej , ei, ek)εeiεejεek
=

1
2
Ω(x, x).(3.6.9)

Además,
n∑

i,j,k=1

R(x, ei, ej , ek)2εeiεejεek
= Ω(x, x).(3.6.10)

Entonces, utilizando las expresiones (3.6.9) y (3.6.10) en la condición (3.6.7) obtenemos

f2(p)(n + 2)g(x, x) − f2
1 g(x, x) =

1
2
Ω(x, x) + Ω(x, x), de donde

Ω(x, x) = F (p)g(x, x),(3.6.11)

siendo F : M −→ R la función definida por

F (q) =
2
3

(
f2(q)(n + 2) − f2

1

)
, q ∈ M.(3.6.12)

Entonces, si t, w ∈ TpM , la condición (3.6.11) aplicada al vector t + w nos dice que
Ω(t + w, t + w) = F (p)g(t + w, t + w), de donde

Ω(t, t) + Ω(w, w) + 2Ω(t, w) = F (p)g(t, t) + F (p)g(w, w) + 2F (p)g(t, w),

y de nuevo por (3.6.11) se sigue que

Ω = F (p)g,(3.6.13)



118 3.6 Análisis de la condición de Osserman en cada punto

y por lo tanto
n∑

i=1

Ω(ei, ei)εei = nF (p). Pero, por otra parte, por la definición de Ω se tiene

que
n∑

i=1

Ω(ei, ei)εei =
n∑

i,j,k,l=1

R(ei, ej , ek, el)2εeiεejεek
εel

. Entonces, teniendo en cuenta la

expresión (3.6.13) se concluye que

Ω =
1
n
||R||2g,(3.6.14)

siendo ||R||2 =
n∑

i,j,k,l=1

R(ei, ej , ek, el)2εeiεejεek
εel

.

Derivando directamente la expresión (3.6.8) obtenemos
n∑

b=1

(∇eb
Ω)(ea, eb)εeb

=
n∑

b=1




n∑
i,j,k=1

{
(∇eb

R)(ea, ei, ej , ek)R(eb, ei, ej , ek)

+R(ea, ei, ej , ek)(∇eb
R)(eb, ei, ej , ek)

}
εeiεejεek

}
εeb

=
n∑

i,j,k,b=1

(∇eb
R)(ea, ei, ej , ek)R(eb, ei, ej , ek)εeiεejεek

εeb

+
n∑

i,j,k=1

{
R(ea, ei, ej , ek)εeiεejεek

(
n∑

b=1

(∇eb
R)(eb, ei, ej , ek)εeb

)}
.

Por la segunda identidad de Bianchi se tiene que
n∑

b=1

(∇eb
R)(eb, ei, ej , ek)εeb

=
n∑

b=1

(∇eb
R)(ej , ek, eb, ei)εeb

=
n∑

b=1

{
−(∇ejR)(ek, eb, eb, ei) − (∇ek

R)(eb, ej , eb, ei)
}

εeb

= −
n∑

b=1

(∇ejR)(eb, ei, ek, eb)εeb
+

n∑
b=1

(∇ek
R)(eb, ei, ej , eb)εeb

= −(∇ejρ)(ei, ek) + (∇ek
ρ)(ei, ej),

y por lo tanto esta expresión debe anularse (pues el tensor de Ricci es paralelo por ser la
variedad de Einstein). Entonces, se sigue que

n∑
b=1

(∇eb
Ω)(ea, eb)εeb

=
n∑

i,j,k,b=1

(∇eb
R)(ea, ei, ej , ek)R(eb, ei, ej , ek)εeiεejεek

εeb
.(3.6.15)
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De nuevo por la segunda identidad de Bianchi se tiene que

n∑
i,j,k,b=1

(∇eb
R)(ea, ei, ej , ek)R(eb, ei, ej , ek)εeiεejεek

εeb

=
n∑

i,j,k,b=1

{
− (∇eaR)(ei, eb, ej , ek) − (∇eiR)(eb, ea, ej , ek)

}
R(eb, ei, ej , ek)εeiεejεek

εeb

=
n∑

i,j,k,b=1

(∇eaR)(ei, eb, ej , ek)R(ei, eb, ej , ek)εeiεejεek
εeb

−
n∑

i,j,k,b=1

(∇eiR)(ea, eb, ej , ek)R(ei, eb, ej , ek)εeiεejεek
εeb

,

y como

n∑
i,j,k,b=1

(∇eiR)(ea, eb, ej , ek)R(ei, eb, ej , ek)εeiεejεek
εeb

=
n∑

i,j,k,b=1

(∇eb
R)(ea, ei, ej , ek)R(eb, ei, ej , ek)εeiεejεek

εeb

la expresión (3.6.15) se reduce a

n∑
b=1

(∇eb
Ω)(ea, eb)εeb

=
1
2

n∑
i,j,k,b=1

(∇eaR)(ei, eb, ej , ek)R(ei, eb, ej , ek)εeiεejεek
εeb

.

Ahora, derivando la expresión de ||R||2 se tiene que

∇ea ||R||2 = 2
n∑

i,j,k,b=1

(∇eaR)(ei, eb, ej , ek)R(ei, eb, ej , ek)εeiεejεek
εeb

,

por lo que la expresión anterior se transforma en

n∑
b=1

(∇eb
Ω)(ea, eb)εeb

=
1
4
∇ea ||R||2.(3.6.16)

Además, de (3.6.14) se obtiene que
n∑

b=1

(∇eb
Ω)(ea, eb)εeb

=
1
n

n∑
b=1

g(ea, eb)εeb
∇eb

||R||2, y

por lo tanto
n∑

b=1

(∇eb
Ω)(ea, eb)εeb

=
1
n
∇ea ||R||2.(3.6.17)
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Entonces, como n �= 4, las expresiones (3.6.16) y (3.6.17) implican que ∇ea ||R||2 = 0
para a = 1, . . . , n, por lo que ||R||2 debe ser constante. Esto permite concluir que f2 es
constante, pues de (3.6.13) y (3.6.14) se sigue que

f2(p) =
1

n + 2

(
3
2n

||R||2 + f2
1

)
,

finalizando aśı la demostración del teorema. �

Teorema 3.6.2 Sea (M, g) una variedad semi–Riemanniana conexa de dimensión mayor
que 4. Si M es de Osserman en cada punto, con exactamente dos autovalores distintos,
entonces la variedad es de Osserman.

Demostración. Como la dimensión de la variedad es estrictamente mayor que 4, el
teorema anterior implica que las funciones f1 y f2 son constantes. Ahora, teniendo en
cuenta que los operadores de Jacobi Rx son autoadjuntos, de [O, pág. 260] se sigue lo
siguiente: si Rx tiene dos autovalores complejos z = α + iβ y z̄ = α − iβ, entonces
trRx = (n − 1)α(p) y tr(Rx)2 = (n − 1)(α(p)2 − β(p)2), donde n = dim M y, por
tanto, α, β son constantes, de donde se sigue que z y z̄ son constantes sobre M . Si los
autovalores son reales, λ y µ con multiplicidades mλ y mµ, respectivamente, entonces
trRx = λ(p)mλ + µ(p)mµ y tr(Rx)2 = λ(p)2mλ + µ(p)2mµ (independientemente de que
Rx sea o no diagonalizable), de donde se sigue la constancia de λ y µ sobre la variedad. �

Nótese que existen variedades en dimensión 4 que son de Osserman en cada punto pero
que no son de Osserman. Más concretamente, una variedad casi Hermı́tica (M, g, J) se
llama espacio complejo generalizado si su tensor curvatura R está dado por R = fR0+hRJ ,
donde f y h son funciones diferenciables sobre la variedad. Es inmediato comprobar que
un espacio complejo generalizado es una variedad de Osserman en cada punto (y por
tanto verifica los Axiomas 1 y 2 en cada punto). Sin embargo, existen espacios complejos
generalizados de dimensión 4 que no son variedades de Osserman [Ol].



Caṕıtulo 4

Autoespacios del operador de
Jacobi

4.1 Introducción

El resultado principal del caṕıtulo anterior (Teorema 3.0.1) pone de manifiesto que, además
de ciertos casos excepcionales estudiados en §3.5, las variedades de Osserman especiales
se pueden agrupar en cuatro familias:

• variedades Kähler indefinidas de curvatura seccional holomorfa constante,

• variedades para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante,

• variedades cuaterniónicas Kähler de curvatura seccional cuaterniónica constante y

• variedades paracuaterniónicas Kähler de curvatura seccional paracuaterniónica cons-
tante.

Vemos, pues, la importancia de la constancia de las funciones curvatura que aparecen
en los distintos casos. Este hecho motiva el estudio de tal propiedad y, más concreta-
mente, la obtención de una caracterización de dicha constancia a partir de la existencia
de autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi. En este sentido cabe señalar
que Nomizu obtiene una caracterización de la constancia de la curvatura seccional holo-
morfa de una variedad Kähler (con métrica definida positiva) mediante la existencia de
un autoespacio distinguido asociado a cada operador de Jacobi. Más concretamente, si
(M, g, J) denota una variedad Kähler, en [N1] se prueba que la curvatura seccional holo-
morfa es constante si y sólo si para cada vector x, Jx determina un autoespacio asociado
al operador de Jacobi Rx.

Puesto que la existencia de métricas semi–Riemannianas permite distinguir entre vec-
tores espaciales, temporales y nulos, se plantea el problema de estudiar la condición ante-
rior de forma separada, es decir, para operadores de Jacobi asociados a vectores espaciales,
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temporales y nulos. Las variedades Kähler indefinidas, aśı como la familia más general de
variedades casi Hermı́ticas indefinidas, y las variedades cuaterniónicas Kähler indefinidas
han sido muy estudiadas, obteniéndose caracterizaciones en la ĺınea del resultado de No-
mizu (véanse [BR], [BCGH], [BCGHM], [PS] y [GV]).

Centrándonos en el marco de la geometŕıa paracompleja, recientemente hemos anali-
zado el caso de variedades para–Kähler, obteniendo el siguiente resultado:

Teorema 4.1.1 [GHV, Lema 3] Sea (M, g, J) una variedad para–Kähler y p ∈ M . La
curvatura seccional paraholomorfa es constante en el punto p si y sólo si se cumple una
cualquiera de las condiciones siguientes:

(i) Para cada vector espacial x ∈ TpM , Jx es un autovector para el operador de Jacobi
Rx (es decir, Rx(Jx) ∼ Jx).

(ii) Para cada vector temporal y ∈ TpM , Jy es un autovector para el operador de Jacobi
Ry (es decir, Ry(Jy) ∼ Jy).

(iii) Para cada vector nulo u ∈ TpM , Ju es un autovector para el operador de Jacobi Ru

con autovalor asociado cero (es decir, Ru(Ju) = 0).

Nótese que la condición correspondiente a vectores nulos es más restrictiva que las
obtenidas en el caso de vectores espaciales o temporales. Este hecho motiva el estudio de
una clase de variedades para–Kähler más amplia que la correspondiente a las variedades
de curvatura seccional paraholomorfa constante, que definimos de la forma siguiente.

Definición 4.1.1 Una variedad para–Kähler (M, g, J) se dice isotrópica si para cualquier
vector nulo u tangente a M se cumple que Ju es un autovector del operador de Jacobi Ru

(es decir, Ru(Ju) ∼ Ju).

En [GHV] (véase también [Vz]) hemos puesto de manifiesto la existencia de variedades
para–Kähler isotrópicas cuya curvatura seccional paraholomorfa no es constante. Aśı, el
producto de variedades para–Kähler M1(c)×M2(−c) de curvatura seccional paraholomorfa
constante c y −c, respectivamente, proporciona una familia de ejemplos de variedades
isotrópicas cuya curvatura seccional paraholomorfa no es constante (siendo c �= 0). Otros
ejemplos de interés serán los proporcionados por el fibrado tangente TM a una variedad
para–Kähler (M, g, J) de curvatura seccional paraholomorfa constante equipado con el le-
vantamiento completo (gC , JC) de la estructura para–Kähler. En este punto es importante
notar que la condición de isotroṕıa anterior define una clase invariante conforme dentro
de las variedades casi para–Hermı́ticas (Ejemplo 4.7.4). Como consecuencia, abordaremos
el estudio de esta propiedad en el ámbito más general posible de las variedades casi para–
Hermı́ticas.

Por último, nos planteamos también un estudio análogo para la última familia que
proporcionaba el Teorema 3.0.1: las variedades paracuaterniónicas Kähler. En este caso
mostraremos que la condición de isotroṕıa no ampĺıa la familia de variedades con curvatura
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seccional paracuaterniónica constante (si la dimensión es ≥ 8), por lo que nos limitamos a
obtener una caracterización de la constancia de dicha curvatura por medio de la existencia
de autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi, distinguiendo entre vectores
espaciales, temporales y nulos.

El caṕıtulo está organizado de la forma siguiente. En la sección 4.2 recordamos algunos
conceptos básicos necesarios para el análisis de las variedades casi para–Hermı́ticas. En
§4.3 nos centramos en el estudio de las variedades casi para–Hermı́ticas de curvatura sec-
cional paraholomorfa constante. Obtenemos la expresión del tensor curvatura de estas va-
riedades, generalizando la correspondiente a variedades para–Kähler. Además, probamos
un criterio para la constancia de la curvatura seccional paraholomorfa (cf. Teorema 4.3.1),
en la ĺınea de los obtenidos en otro tipo de variedades como indicamos anteriormente. El
Teorema 4.3.1 sugiere el estudio de la condición de isotroṕıa en el caso de variedades casi
para–Hermı́ticas, lo que hacemos en las dos secciones siguientes. Aśı, en §4.4 obtenemos
la expresión del tensor curvatura de las variedades pertenecientes a esta nueva clase y,
utilizando esa expresión, en la sección 4.5 demostramos un resultado de clasificación local.
En la §4.6 estudiamos dos problemas de acotación de la curvatura seccional paraholomorfa,
mostrándose que dicha curvatura está acotada en un punto si y sólo si es constante en
dicho punto. En la sección 4.7 se analizan diversos ejemplos que confirman la necesidad
del estudio realizado y que, a su vez, muestran la necesidad de las condiciones impuestas
en las secciones anteriores. Estos resultados se encuentran resumidos en [BCGHV1]. Por
último, en §4.8 estudiamos las variedades paracuaterniónicas Kähler de dimensión ≥ 8,
caracterizando la constancia de la curvatura seccional paracuaterniónica y mostrando que
dicha constancia es equivalente a la condición de isotroṕıa.

4.2 Variedades casi para–Hermı́ticas. Preliminares

En la primera parte del Caṕıtulo 2 de esta memoria (subsección 2.1.2) hemos introducido
las variedades casi para–Hermı́ticas y, como caso particular, las variedades para–Kähler,
analizando algunos aspectos de la curvatura de estas últimas. En esta sección recordamos
las definiciones básicas que necesitaremos en lo que sigue.

Una variedad casi para–Hermı́tica es una variedad diferenciable casi simpléctica (M, Ω)
cuyo fibrado tangente se descompone en suma de Whitney de subfibrados Lagrangianos,
TM = L ⊕ L′. Equivalentemente a esta descomposición, existe un campo de tensores de
tipo (1, 1) sobre la variedad, J = πL − πL′ , donde πL (resp., πL′) denota la proyección
sobre L (resp., sobre L′), tal que J2 = Id. Además, como L y L′ son Lagrangianos, se
tiene que

Ω(JX, JY ) = −Ω(X, Y )

para cualesquiera campos de vectores X, Y sobre M . Por tanto, g(X,Y ) = Ω(X, JY )
define un campo de tensores de tipo (0, 2) simétrico y no degenerado sobre M (ya que
Ωn �= 0). Se comprueba fácilmente que g es una métrica semi–Riemanniana de signatura
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(n, n) y, además,
g(JX, JY ) = −g(X, Y )

para cualesquiera X, Y campos de vectores en M .
Por lo tanto, identificaremos una variedad casi para–Hermı́tica con un triple (M, g, J),

donde g y J son una métrica semi–Riemanniana y una estructura casi paracompleja,
respectivamente, verificando la relación anterior.

Un caso particular de especial importancia se presenta cuando la 2–forma Ω es cerrada
y los subfibrados L y L′ son involutivos. Entonces, la variedad se llama para–Kähler y está
caracterizada, equivalentemente, por la condición ∇J = 0, donde ∇ denota la conexión de
Levi Civita asociada a la métrica g. Las variedades para–Kähler constituyen la clase más
estudiada de variedades casi para–Hermı́ticas. (Para más detalles sobre el estudio de estas
variedades pueden consultarse, además del apartado 2.1.2 de esta memoria, las referencias
[CFG], [GM1], [GHV] y [Vz]).

Un plano π se dirá paraholomorfo si es invariante por J (es decir, Jπ ⊂ π). La curvatura
seccional paraholomorfa, H, se define como la restricción de la curvatura seccional a planos
paraholomorfos no degenerados, es decir,

H(π) =
R(x, Jx, Jx, x)

g(x, x)g(Jx, Jx) − g(x, x)2
.(4.2.1)

Finalmente recordemos que, generalizando las propiedades del tensor curvatura de una
variedad para–Kähler, se define una función curvatura para–Kähler como una aplicación
multilineal F , sobre un espacio vectorial para–Hermı́tico (V, 〈 , 〉, J), verificando:

F (x, y, z, w) = −F (y, x, z, w) = −F (x, y, w, z),

F (x, y, z, w) = F (z, w, x, y),

F (x, y, z, w) + F (y, z, x, w) + F (z, x, y, w) = 0,

F (x, y, Jz, Jw) = F (Jx, Jy, z, w) = −F (x, y, z, w)

(4.2.2)

para cualesquiera x, y, z, w ∈ V . Además, el tensor curvatura asociado, F̃ , viene dado
por 〈F̃ (x, y)z, w〉 = F (x, y, z, w). Si F cumple sólo las tres primeras condiciones decimos
entonces que es una función curvatura sobre V .

4.3 Constancia de la curvatura seccional paraholomorfa

El objetivo de esta sección es, en primer lugar, obtener un criterio para la constancia
puntual de la curvatura seccional paraholomorfa mediante el análisis de la existencia de
autoespacios distinguidos para los operadores de Jacobi y, en segundo lugar, determinar
el tensor curvatura de una variedad casi para–Hermı́tica de curvatura seccional para-
holomorfa puntualmente constante. Finalmente, utilizando la expresión obtenida para el
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tensor curvatura, estudiamos la relación existente entre la constancia puntual y local de
la curvatura seccional paraholomorfa. Comenzamos con el siguiente teorema:

Teorema 4.3.1 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica y p ∈ M . La curvatura
seccional paraholomorfa es constante en el punto p si y sólo si se cumple una de las
siguientes condiciones:

(i) Rx(Jx) − JRJx(x) ∼ Jx, para cualquier vector espacial x ∈ TpM ,

(ii) Ry(Jy) − JRJy(y) ∼ Jy, para cualquier vector temporal y ∈ TpM ,

(iii) Ru(Ju) − JRJu(u) = 0, para cualquier vector nulo u ∈ TpM ,

donde ∼ significa “es proporcional a”.

Demostración. Introducimos las funciones G y L definidas por

G(x, y) = 2R(x, Jx, Jy, x) + 2R(x, Jx, Jx, y),(4.3.1)

L(x, y) = 2R(x, Jx, Jy, y) + 2R(x, Jy, Jx, y)

+R(x, Jy, Jy, x) + R(y, Jx, Jx, y),
(4.3.2)

a partir de las cuales se obtiene la expresión

R(λx + µy, J(λx + µy), J(λx + µy), λx + µy) = λ3µG(x, y)

+λµ3G(y, x) + λ2µ2L(x, y) + λ4R(x, Jx, Jx, x) + µ4R(y, Jy, Jy, y),
(4.3.3)

donde λ, µ ∈ R.
En primer lugar mostraremos la necesidad de (i). Sea x un vector espacial tangente a la

variedad en el punto p y tomemos cualquier vector no nulo y ortogonal a x. Considerando
números reales no nulos λ, µ tales que z = λx+µy es un vector no nulo, si la curvatura sec-
cional paraholomorfa es constante en p, con valor c, entonces R(z, Jz, Jz, z) = −cg(z, z)2.
Aśı, de (4.3.3) se obtiene que

−c
(
λ2g(x, x) + µ2g(y, y)

)2
= λ4R(x, Jx, Jx, x) + µ4R(y, Jy, Jy, y)

+λ3µG(x, y) + λµ3G(y, x) + λ2µ2L(x, y),

y teniendo en cuenta que R(x, Jx, Jx, x) = −cg(x, x)2, R(y, Jy, Jy, y) = −cg(y, y)2, de la
expresión anterior se sigue que

λ3µG(x, y) + λ2µ2
(
L(x, y) + 2cg(x, x)g(y, y)

)
+ λµ3G(y, x) = 0,
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lo que implica que G(x, y) = 0. Entonces, de (4.3.1) se sigue que

0 = R(x, Jx, Jy, x) + R(x, Jx, Jx, y)

= R(Jx, x, x, Jy) + R(x, Jx, Jx, y)

= g(Rx(Jx), Jy) + g(RJx(x), y)

= g(−JRx(Jx) + RJx(x), y),

lo que prueba que −JRx(Jx)+RJx(x) ∼ x, o lo que es lo mismo, Rx(Jx)−JRJx(x) ∼ Jx.

Rećıprocamente, supongamos que se cumple (i) y probemos que la curvatura seccional
paraholomorfa es constante en el punto p. Sean entonces x, y dos vectores ortonormales
tangentes a M en p, verificando que g(x, x) = 1 = −g(y, y). Eligiendo λ, µ números
reales no nulos tales que λ2 > µ2, se tiene que z = λx + µy es un vector espacial y
w = µx + λy es un vector temporal ortogonal a z. Entonces, la condición (i) implica
que g(Rz(Jz) − J(RJz(z), Jw) = 0 y, por lo tanto, R(z, Jz, Jw, z) + R(z, Jz, Jz, w) = 0.
Equivalentemente,

R(λx+µy, J(λx+µy), J(µx+λy), λx+µy)+R(λx+µy, J(λx+µy), J(λx+µy), µx+λy) = 0.

Desarrollando esta última expresión obtenemos

0 = λ4
{
R(x, Jx, Jy, x) + R(x, Jx, Jx, y)

}
+µ4

{
R(y, Jy, Jx, y) + R(y, Jy, Jy, x)

}
+3λ2µ2

{
R(x, Jx, Jx, y) + R(x, Jy, Jy, y) + R(x, Jy, Jx, x) + R(y, Jx, Jy, y)

}
+λ3µ

{
R(x, Jy, Jy, x) + R(y, Jx, Jx, y) + 2R(y, Jx, Jy, x) + 2R(x, Jx, Jy, y)

+2R(x, Jx, Jx, x)
}

+λµ3
{
R(x, Jy, Jy, x) + R(y, Jx, Jx, y) + 2R(x, Jy, Jx, y) + 2R(y, Jy, Jx, x)

+2R(y, Jy, Jy, y)
}

.

Como todos los coeficientes en esta expresión deben ser nulos, si consideramos los
correspondientes a λ3µ y λµ3, y los restamos, se tiene que R(x, Jx, Jx, x) = R(y, Jy, Jy, y).
Esto muestra que H(x) = H(y) para cualesquiera vectores ortonormales x, y tales que
g(x, x) = −g(y, y).

Para mostrar la constancia de la curvatura seccional paraholomorfa en el punto p
procedemos de la siguiente forma. Sean πx = 〈{x, Jx}〉, πy = 〈{y, Jy}〉 dos planos para-
holomorfos no degenerados en TpM . Podemos suponer que x e y son vectores espaciales.
Si 〈{x, y}〉 es un subespacio no degenerado, elegimos un vector temporal z ∈ 〈{x, y}〉⊥ y



4. Autoespacios del operador de Jacobi 127

consideramos el plano paraholomorfo no degenerado π = 〈{z, Jz}〉. Como x, z son vec-
tores ortonormales y, además, g(x, x) = −g(z, z), se sigue que H(πx) = H(π). De forma
análoga se tiene que H(πy) = H(π) y, aśı, H(πx) = H(πy). Analicemos ahora el caso en
que 〈{x, y}〉 es degenerado. Tomemos un vector espacial unitario z en el subespacio 〈y〉⊥
y consideremos la sucesión {xα}α∈N de vectores espaciales unitarios dada por

xα =
[
1 +

1
α2g(x, z)2

+
2
α

]−1/2 {
x +

1
αg(x, z)

z

}
, si g(x, z) �= 0,

xα =
[
1 +

1
α2

]−1/2 {
x +

1
α

z

}
, si g(x, z) = 0.

Ahora, se sigue que 〈{xα, y}〉 es no degenerado para cualquier α ∈ N. Por tanto,
H(πy) = H(πxα) para cualquier α ∈ N y, tomando ĺımites cuando α → +∞, se obtiene
que H(πy) = H(πx), lo que prueba que la curvatura seccional paraholomorfa es constante
en el punto p.

La equivalencia entre (ii) y la constancia de H en p se obtiene de forma similar.
Para finalizar la demostración, analizamos la condición (iii). Si la curvatura seccional
paraholomorfa es constante c en el punto p, (i) y (ii) se cumplen y, entonces,

Rx(Jx) − JRJx(x) = λxJx(4.3.4)

para cualquier vector no nulo x ∈ TpM y para algún valor λx ∈ R. Se tiene aśı que

λxg(Jx, Jx) = g(Rx(Jx) − JRJx(x), Jx)

= R(Jx, x, x, Jx) + R(x, Jx, Jx, x)

= 2R(x, Jx, Jx, x)

= −2cg(x, x)2,

de donde se sigue que λx = 2cg(x, x). Entonces, (4.3.4) se transforma en

Rx(Jx) − JRJx(x) = 2cg(x, x)Jx,(4.3.5)

expresión válida para cualquier vector no nulo x ∈ TpM .
Si u es un vector nulo tangente a M en p, tomamos un vector x no nulo ortogonal a u

y definimos xα =
1
α

x + u. Aśı, la sucesión {xα}α∈N es una sucesión de vectores no nulos

que aproximan al vector nulo u y, por tanto, Rxα(Jxα)− JRJxα(xα) = 2cg(xα, xα)Jxα se
cumple para cualquier α ∈ N. Finalmente, tomando ĺımites cuando α → +∞ se obtiene
que Ru(Ju) − JRJu(u) = 0, lo que prueba la necesidad de (iii).

Rećıprocamente, si se cumple (iii), elegimos x, y vectores unitarios ortogonales de tal
forma que g(x, x) = −g(y, y). Como x ± y son vectores nulos, (iii) implica que

0 = Rx+y(J(x + y)) − JRJ(x+y)(x + y)

= Rx−y(J(x − y)) − JRJ(x−y)(x − y),
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y, por tanto,

0 = R(J(x + y), x + y, x + y, J(x − y)) + R(x + y, J(x + y), J(x + y), x − y)

= R(J(x − y), x − y, x − y, J(x + y)) + R(x − y, J(x − y), J(x − y), x + y).

Utilizando estas expresiones es fácil comprobar que R(x, Jx, Jx, x) = R(y, Jy, Jy, y).
Aśı, hemos probado que H(x) = H(y) siempre que x e y son vectores ortonormales tales
que g(x, x) = −g(y, y), por lo que la demostración se concluye igual que en (i). �

Nótese que el resultado del Teorema 4.3.1 se reduce al Teorema 4.1.1 en el caso particu-
lar de variedades para–Kähler. Por otra parte, puede darse una interpretación geométrica
de las condiciones (i) y (ii) de la forma siguiente. Diremos que una variedad casi para–
Hermı́tica satisface el axioma de las esferas paraholomorfas (resp., de los planos paraholo-
morfos) en un punto p ∈ M si, para cualquier subespacio paraholomorfo 2–dimensional
no degenerado V del espacio tangente a M en p, existe una subvariedad paraholomorfa
totalmente umb́ılica (resp., totalmente geodésica), S, cuya curvatura media es paralela,
que pasa por el punto p, de tal forma que TpS = V .

Ahora, como aplicación directa del Teorema 4.3.1 y procediendo de forma análoga a
[GN, Teor. 3, 4], tenemos el siguiente resultado:

Proposición 4.3.1 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica. Si M satisface el
axioma de las esferas paraholomorfas (resp., de los planos paraholomorfos) en un punto
p ∈ M , entonces la curvatura seccional paraholomorfa es constante en p.

Demostración. Comenzamos recordando que si ∇ y ∇̃ denotan las conexiones métricas
en M y S, respectivamente, entonces la segunda forma fundamental B está definida por
la expresión ∇XY = ∇̃XY + B(X,Y ), para cualesquiera campos de vectores X, Y en S
[YK]. Además, se define el operador de Weingarten asociado a cada vector normal ξ como
∇Xξ = TξX +∇⊥

Xξ, de forma que se cumple la relación g(TξX,Y ) = −g(B(X, Y ), ξ). Por
último, el vector curvatura media, H, es el campo de vectores normal definido por medio

de la condición g(H, ξ) =
1
2
tr(Tξ), para cualquier campo de vectores ξ normal a S.

Si R denota el tensor curvatura de M , la ecuación de Codazzi establece que la compo-
nente normal de R(x, y)z se expresa como

(R(x, y)z)⊥ = (∇xB)(y, z) − (∇yB)(x, z),(4.3.6)

siendo x, y, z vectores tangentes a la subvariedad en p.
Sea x ∈ TpM un vector no nulo arbitrario y denotemos por π el plano paraholomorfo no

degenerado determinado por {x, Jx}. Si se cumple el axioma de las esferas paraholomorfas
en p, debe existir una subvariedad S totalmente umb́ılica con curvatura media paralela que
pase por p, de tal forma que TpS = π. Por ser S totalmente umb́ılica la segunda forma fun-
damental está en la dirección del vector curvatura media (B(x, y) = g(x, y)H) y, por tanto,
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la ecuación de Codazzi (4.3.6) se escribe como (R(x, y)z)⊥ = g(y, z)∇⊥
x H − g(x, z)∇⊥

y H,
de donde se sigue que (R(Jx, x)x − JR(x, Jx)Jx)⊥ = g(x, x)(∇⊥

JxH + J∇⊥
x H). En-

tonces, como el vector curvatura media es paralelo, esta última expresión implica que
Rx(Jx) − JRJx(x) ∼ Jx, por lo que el resultado se sigue del Teorema 4.3.1. (En el caso
del axioma de los planos paraholomorfos el resultado se obtiene de forma similar a la ante-
rior utilizando (4.3.6), teniendo en cuenta que, en este caso, la segunda forma fundamental
es nula por ser la subvariedad S totalmente geodésica). �

La constancia de la curvatura seccional paraholomorfa ha sido estudiada previamente
en [GM1] y [GHV] en el marco de las variedades para–Kähler (véase también [CFG]).
La particularidad esencial de las variedades para–Kähler está ligada al hecho de que la
estructura paracompleja es paralela con respecto a la conexión de Levi Civita y, como
consecuencia, el tensor curvatura verifica las identidades

R(X,Y, JZ, JW ) = R(JX, JY, Z, W ) = −R(X, Y, Z, W )(4.3.7)

para cualesquiera campos de vectores X, Y , Z, W sobre la variedad (es decir, R es un
tensor curvatura para–Kähler). Aunque estas identidades no son válidas, en general, para
el tensor curvatura de una variedad casi para–Hermı́tica, es posible construir una función
curvatura para–Kähler, R′, de la forma siguiente:

R′(X, Y, Z, W ) = 3R(X, Y, Z, W ) − 3R(X, Y, JZ, JW ) − 3R(JX, JY, Z,W )

+3R(JX, JY, JZ, JW ) − R(X,Z, JY, JW ) − R(JX, JZ, Y, W )

+R(X, W, JY, JZ) + R(JX, JW, Y, Z) − R(X,JW, JY, Z)

−R(JX,W, Y, JZ) + R(X, JZ, JY, W ) + R(JX, Z, Y, JW ).

El significado de R′ queda reflejado en el siguiente teorema:

Teorema 4.3.2 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica. Entonces, la curvatura
seccional paraholomorfa es constante c en un punto p ∈ M si y sólo si

R′ = 4cF0

en el punto p, donde F0 es la función curvatura dada por

F0(x, y, z, w) = g(y, z)g(x,w) − g(x, z)g(y, w) + g(Jx, z)g(Jy, w)

−g(Jy, z)g(Jx, w) + 2g(Jx, y)g(Jz,w).

Demostración. Después de bastantes cálculos (aunque sencillos) se comprueba que R′

verifica (4.2.2). Además, si la curvatura seccional paraholomorfa en p es constante en-
tonces, como R′(x, Jx, Jx, x) = 16R(x, Jx, Jx, x) para cualquier vector x, se sigue que la
curvatura seccional paraholomorfa de R′ es también constante en el punto p, e igual a 16
veces la de R. Ahora, la demostración se completa como en [GM1]. (Nótese que en la
demostración de [GM1, Cor. 3.5] sólo se utilizan las propiedades (4.2.2)). �
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Observación 4.3.1 Teniendo en cuenta el resultado que proporciona el teorema anterior,
es importante observar que en el caso particular de variedades para–Kähler la curvatura
seccional paraholomorfa determina la curvatura. Sin embargo, este resultado no es válido
para variedades casi para–Hermı́ticas arbitrarias, ni siquiera cuando la curvatura seccional
paraholomorfa sea nula (cf. Ejemplo 4.7.2).

En la última parte de esta sección obtendremos una condición equivalente a la validez
del lema de Schur. Para ello, en primer lugar introducimos dos campos de tensores de
tipo (0, 2) derivados del tensor curvatura. Uno de ellos es el tensor de Ricci usual,

ρ(X, Y ) = tr {Z �→ R(Z,X)Y },(4.3.8)

y el segundo es el tensor *–Ricci, definido por

ρ∗(X,Y ) = tr {Z �→ −JR(Z, X)JY }.(4.3.9)

Ahora, si τ y τ∗ denotan la curvatura escalar y la curvatura *–escalar, respectivamente,
se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.3.3 Sea (M2n, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica de curvatura seccional
paraholomorfa puntualmente constante. Entonces, H es constante en M si y sólo si la
curvatura escalar τ − 3τ∗ es constante en M .

Demostración. Como R′ = c(p)F0 en cualquier punto p ∈ M , debe cumplirse que

τ ′ = c(p)τ0,(4.3.10)

donde τ ′ y τ0 denotan la curvatura escalar de las funciones curvatura R′ y F0, respecti-
vamente. A continuación calculamos estas curvaturas escalares. Para ello, consideremos
{e1, . . . , en, Je1, . . . , Jen} una base ortonormal de TpM . Si ρ′ denota el tensor de Ricci
asociado a R′, se tiene que

τ ′ =
n∑

i=1

εei

{
ρ′(ei, ei) − ρ′(Jei, Jei)

}
= 2

n∑
i=1

εeiρ
′(ei, ei).(4.3.11)

Ahora,

ρ′(ei, ei) =
n∑

k=1

εek

{
R′(ek, ei, ei, ek) − R′(Jek, ei, ei, Jek)

}

y, utilizando la primera identidad de Bianchi, de la definición de R′ se sigue que

R′(ek, ei, ei, ek) = 3R(ek, ei, ei, ek) + R(Jek, ei, ei, Jek)

+R(ek, Jei, Jei, ek) + 3R(Jek, Jei, Jei, Jek)

−10R(ek, ei, Jei, Jek) + 2R(Jek, ei, Jei, ek),

R′(Jek, ei, ei, Jek) = R(ek, ei, ei, ek) + 3R(Jek, ei, ei, Jek)

+3R(ek, Jei, Jei, ek) + R(Jek, Jei, Jei, Jek)

+2R(ek, ei, Jei, Jek) − 10R(Jek, ei, Jei, ek),
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por lo que la expresión anterior se transforma en

ρ′(ei, ei) = 2
n∑

k=1

εek

{
R(ek, ei, ei, ek) − R(Jek, ei, ei, Jek)

}

−2
n∑

k=1

εek

{
R(ek, Jei, Jei, ek) − R(Jek, Jei, Jei, Jek)

}

−12
n∑

k=1

εek

{
R(ek, ei, Jei, Jek) − R(Jek, ei, Jei, ek)

}
.

Esta expresión implica que ρ′(ei, ei) = 2
{
ρ(ei, ei) − ρ(Jei, Jei) − 6ρ∗(ei, ei)

}
y, por tanto,

de (4.3.11) se obtiene que

τ ′ = 4(τ − 3τ∗).(4.3.12)

Por otra parte, teniendo en cuenta que τ0 = 2
n∑

i=1

εeiρ0(ei, ei), como el tensor de Ricci

ρ0 asociado a F0 cumple que ρ0(ei, ei) = εei(2n + 2), se obtiene que

τ0 = 4n(n + 1).(4.3.13)

Finalmente, utilizando las expresiones (4.3.12) y (4.3.13) en (4.3.10) se obtiene que
τ − 3τ∗ = c(p)n(n + 1), de donde se sigue el resultado. �

4.4 Variedades isotrópicas. Expresión del tensor curvatura

El Teorema 4.3.1 pone de manifiesto el distinto comportamiento de los vectores nulos
en relación a los vectores espaciales y temporales en la caracterización de la constancia
de la curvatura seccional paraholomorfa. Motivados por este hecho, a continuación in-
troducimos las variedades isotrópicas. Esta sección se dedica al estudio de esta clase de
variedades, obteniendo una expresión para el tensor curvatura de las mismas, estudio que
será completado en la sección 4.5 con un resultado de clasificación local.

Definición 4.4.1 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica. Diremos que M es
isotrópica si para cualquier vector nulo u tangente a la variedad se cumple que

Ru(Ju) − JRJu(u) = cuJu(4.4.1)

para algún número real cu.
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Observación 4.4.1 El resultado del Teorema 4.3.1 es válido para cualquier función cur-
vatura definida sobre un espacio vectorial para–Hermı́tico (nótese que en la demostración
de dicho teorema sólo se utilizan las tres primeras propiedades en (4.2.2) del tensor cur-
vatura de la variedad). Este hecho será importante en el momento de determinar la
curvatura de las variedades casi para–Hermı́ticas isotrópicas (cf. Teorema 4.4.1). Nótese
también que una variedad casi para–Hermı́tica tiene curvatura seccional paraholomorfa
puntualmente constante si y sólo si es isotrópica con cu = 0 para cualquier vector nulo
u tangente a la variedad. En la sección 4.7 mostraremos que la clase de variedades casi
para–Hermı́ticas isotrópicas es estrictamente más amplia que la de variedades casi para–
Hermı́ticas de curvatura seccional paraholomorfa constante (cf. Ejemplo 4.7.3).

Comenzamos probando que el carácter isotrópico de una variedad casi para–Hermı́tica
es equivalente a la anulación de la restricción del tensor curvatura de la variedad a planos
paraholomorfos degenerados. Este hecho es una condición necesaria para la posible ex-
tensión con continuidad de la función curvatura seccional paraholomorfa a toda la Grass-
manniana de 2–planos paraholomorfos. Para ello necesitamos el siguiente resultado:

Lema 4.4.1 Sea (M2n, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica, y consideremos un vector
nulo u tangente a la variedad y un vector ξ en 〈Ju〉⊥. Si se verifica que g(ξ, v) = 0 para
cualquier vector nulo v ∈ 〈Ju〉⊥, entonces existe un número real λ tal que ξ = λJu.

Demostración. Escribiendo el vector nulo u de la forma u = k(x + y), con k ∈ R,
siendo x, y vectores ortonormales tales que g(x, x) = 1 = −g(y, y), podemos considerar
una base ortonormal de la forma {Jx, a2, . . . , an, Jy, b2, . . . , bn}, donde {Jx, a2, . . . , an}
son temporales y {Jy, b2, . . . , bn} son espaciales. Entonces, {Ju, a2, . . . , an, b2, . . . , bn} son
2n− 1 vectores linealmente independientes en 〈Ju〉⊥ y, por lo tanto, constituyen una base
para este subespacio (nótese que 〈Ju〉⊥ no puede tener dimensión 2n pues, en ese caso, el
vector Jx seŕıa ortogonal a Ju, lo que no es cierto pues g(Ju, Jx) = −k �= 0).

Ahora, como ξ ∈ 〈Ju〉⊥, se tiene que

ξ = λJu +
n∑

i=2

αiai +
n∑

i=2

βibi,(4.4.2)

con λ, αi, βi ∈ R, i = 2, . . . , n.
Por hipótesis, g(ξ, v) = 0 para todo vector nulo v ∈ 〈Ju〉⊥. Aplicándolo para los

vectores nulos (pertenecientes a 〈Ju〉⊥): a2 ± b2, a3 ± b3, . . . , an ± bn, se obtiene entonces
que α2 ± β2 = 0 = α3 ± β3 = · · · = αn ± βn y, por lo tanto, αi = βi = 0, i = 2, . . . , n. Aśı,
(4.4.2) se reduce a ξ = λJu, lo que prueba el lema. �

Proposición 4.4.1 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica. M es isotrópica si
y sólo si

R(u, Ju, Ju, u) = 0(4.4.3)

para cualquier vector nulo u tangente a la variedad.
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Demostración. Si la variedad es isotrópica, como g(cuJu, Ju) = 0 para cualquier vector
nulo u, de (4.4.1) se sigue que

0 = g(Ru(Ju) − JRJu(u), Ju) = R(Ju, u, u, Ju) + R(u, Ju, Ju, u) = 2R(u, Ju, Ju, u),

lo que prueba (4.4.3).
Rećıprocamente, si se cumple (4.4.3) entonces Ru(Ju)−JRJu(u) ∈ 〈Ju〉⊥. Sea ahora v

cualquier vector nulo ortogonal a Ju y consideremos los vectores nulos de la forma Ju+λv,
con λ ∈ R. Como R(Ju + λv, J(Ju + λv), J(Ju + λv), Ju + λv) = 0, desarrollando esta
expresión se obtiene que

0 = 2λ3
{
R(Ju, Jv, Jv, v) + R(v, u, Jv, v)

}
+λ2

{
R(Ju, Jv, Jv, Ju) + R(v, u, u, v) + 2R(Ju, u, Jv, v) + 2R(Ju, Jv, u, v)

}
+2λ

{
R(Ju, u, u, v) + R(Ju, u, Jv, Ju)

}
.

Entonces, deben anularse todos los coeficientes del polinomio anterior y, en particular,
el correspondiente a λ, lo que implica que R(Ju, u, u, v) + R(u, Ju, Ju, Jv) = 0, es decir,
g(Ru(Ju)−JRJu(u), v) = 0. Aśı, hemos probado que el vector Ru(Ju)−JRJu(u) pertenece
al subespacio 〈Ju〉⊥ y es ortogonal a cualquier vector nulo perteneciente a ese subespacio,
por lo que el resultado es consecuencia del Lema 4.4.1. �

El principal objetivo de esta sección es obtener la expresión de la curvatura de las
variedades casi para–Hermı́ticas isotrópicas y, teniendo en cuenta que estas variedades
constituyen una generalización de las variedades casi para–Hermı́ticas de curvatura sec-
cional paraholomorfa constante, el resultado que obtengamos debe generalizar el resultado
del Teorema 4.3.2. Una observación clave para llevar a cabo lo expuesto anteriormente es
la posibilidad de construir ciertas funciones curvatura isotrópicas, es decir, funciones cur-
vatura que verifiquen (4.4.1) o, equivalentemente, (4.4.3). Aśı, si ϕ es un campo de tensores
simétrico de tipo (0, 2) para–Hermı́tico sobre M , es decir, tal que ϕ(JX, JY ) = −ϕ(X,Y ),
definimos

Fϕ(X,Y, Z, W ) = g(Y,Z)ϕ(X,W ) − g(X, Z)ϕ(Y, W ) + g(JX, Z)ϕ(JY, W )

−g(JY, Z)ϕ(JX, W ) + 2g(JX, Y )ϕ(JZ, W )

+ϕ(Y, Z)g(X, W ) − ϕ(X, Z)g(Y, W ) + ϕ(JX,Z)g(JY, W )

−ϕ(JY, Z)g(JX, W ) + 2ϕ(JX, Y )g(JZ, W ).

Después de algunos cálculos laboriosos se obtiene que Fϕ es una función curvatura
para–Kähler y, además, es isotrópica, es decir, para cada vector nulo u existe una cons-
tante real cϕ

u tal que el tensor curvatura F̃ϕ satisface F̃ϕ
u (Ju) − JF̃ϕ

Ju(u) = cϕ
u Ju.

Por lo tanto, si (M, g, J) es una variedad casi para–Hermı́tica isotrópica, para obtener
la expresión de su curvatura será suficiente encontrar un campo de tensores simétrico, ϕ,
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de tal forma que cϕ
u coincida con cu para cualquier vector nulo u. Para obtener el campo de

tensores ϕ deseado, calculamos los valores de los tensores de Ricci y *–Ricci sobre vectores
nulos. Comenzamos con el siguiente resultado:

Lema 4.4.2 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica isotrópica y z un vector no
nulo. Para cada vector nulo u en 〈{z, Jz}〉⊥ se cumple que

2εzcu = R(u, z, z, u) − R(u, Jz, Jz, u) − R(Ju, z, z, Ju)

+R(Ju, Jz, Jz, Ju) − 6R(u, Ju, Jz, z).
(4.4.4)

Demostración. Sea v un vector nulo en 〈{z, Jz}〉⊥ con g(u, v) = −1
2
. Entonces, el vector

wt =
1√
t
(u + tεzv) es no nulo para cada t > 0, con g(wt, wt) = −g(z, z) y g(wt, z) = 0.

Como z ± wt son vectores nulos, y la variedad es isotrópica, se sigue que

R(z ± wt, J(z ± wt), J(z ± wt), z ± wt) = 0,

de donde, después de algunos cálculos, se sigue que

R(z, Jz, Jz, z) + R(wt, Jwt, Jwt, wt) = −2R(z, Jz, Jwt, wt)

−2R(z, Jwt, Jz, wt) − R(z, Jwt, Jwt, z) − R(wt, Jz, Jz, wt).

Ahora, desarrollando esta última expresión, teniendo en cuenta que la variedad es
isotrópica y multiplicando por t, se sigue que

0 = tR(z, Jz, Jz, z) + εzG(u, v) + t2εzG(v, u) + tL(u, v)

+2R(z, Jz, Ju + tεzJv, u + tεzv) + 2R(z, Ju + tεzJv, Jz, u + tεzv)

+R(z, Ju + tεzJv, Ju + tεzJv, z) + R(u + tεzv, Jz, Jz, u + tεzv).

Entonces, tomando ĺımites cuando t → 0,

R(u, Jz, Jz, u) + R(Ju, z, z, Ju) + 2R(u, Ju, Jz, z) + 2R(z, Ju, Jz, u) + εzG(u, v) = 0.

Poniendo Jz en lugar de z en esta última expresión y restando se tiene que

0 = 2εzG(u, v) + 4R(u, Ju, Jz, z) + 2R(z, Ju, Jz, u) + 2R(u, z, Jz, Ju)

+R(u, Jz, Jz, u) + R(Ju, z, z, Ju) − R(u, z, z, u) − R(Ju, Jz, Jz, Ju),

y utilizando la primera identidad de Bianchi se sigue que

0 = 2εzG(u, v) + 6R(u, Ju, Jz, z) + R(u, Jz, Jz, u)

+R(Ju, z, z, Ju) − R(u, z, z, u) − R(Ju, Jz, Jz, Ju).
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Finalmente, teniendo en cuenta que g(u, v) = −1
2
, se cumple que

G(u, v) = 2R(u, Ju, Jv, u) + 2R(u, Ju, Ju, v) = 2g(Ru(Ju) − JRJu(u), Jv)

= 2g(cuJu, Jv) = −2cug(u, v) = cu,

por lo que (4.4.4) se sigue de la expresión anterior. �

Lema 4.4.3 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica isotrópica y u un vector nulo.
Se cumple que

(i) R(Jx, u, u, Jx) − R(Jy, u, u, Jy) + R(x, Ju, Ju, x) − R(y, Ju, Ju, y) = −2cu,

(ii) R(Ju, u, x, Jx) − R(Ju, u, y, Jy) = −cu,

siendo x, y vectores ortonormales, espacial y temporal respectivamente, verificando que
u = k(x + y), con k ∈ R.

Demostración. Por ser u = k(x + y), se tiene que

R(Jx, u, u, Jx) − R(Jy, u, u, Jy) + R(x, Ju, Ju, x) − R(y, Ju, Ju, y)

= 2k2
{
R(Jx, x, x, Jx) − R(Jy, y, y, Jy) + R(Jx, x, y, Jx)

+R(Jx, x, x, Jy) − R(Jy, y, x, Jy) − R(Jy, y, y, Jx)
}

.

(4.4.5)

Como la variedad es isotrópica, entonces Ru(Ju) − JRJu(u) = cuJu y, por tanto, si

v =
1
k
(x − y) se tiene que

−2cu = g(Ru(Ju) − JRJu(u), Jv)

= R(Ju, u, u, Jv) + R(u, Ju, Ju, v)

= k2
{
R(Jx + Jy, x + y, x + y, Jx − Jy) + R(x + y, Jx + Jy, Jx + Jy, x − y)

}
,

Desarrollando esta expresión se obtiene que

−cu = k2
{
R(Jx, x, x, Jx) − R(Jy, y, y, Jy) + R(Jx, x, y, Jx)

+R(Jx, x, x, Jy) − R(Jy, y, x, Jy) − R(Jy, y, y, Jx)
}

.

Entonces, (i) se sigue utilizando esta última igualdad en (4.4.5) y, además, esta última
expresión permite probar la condición (ii), sin más que tener en cuenta que

R(Ju, u, x, Jx) − R(Ju, u, y, Jy)

= k2
{
R(Jx, x, x, Jx) − R(Jy, y, y, Jy) + R(Jx, x, y, Jx)

+R(Jx, x, x, Jy) − R(Jy, y, x, Jy) − R(Jy, y, y, Jx)
}

,
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con lo que queda demostrado el lema. �

Lema 4.4.4 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica y u ∈ TpM un vector nulo
tal que u �= ±Ju. Entonces, se cumple una de las siguientes condiciones:

(i) Existen vectores ortonormales x, y ∈ TpM , con 〈{x, Jx}〉 ⊥ 〈{y, Jy}〉, tales que
u = k(x + y) para algún número real k, o

(ii) existe una sucesión {uα}α∈N de vectores nulos que verifican la condición (i) de tal
forma que u = lim

α→∞uα.

Demostración. Sean u un vector nulo y x, y vectores no nulos ortogonales tales que
u = x + y, y consideremos el subespacio V = 〈{x, Jx, y, Jy}〉.

Si V es no degenerado, definimos W1 = 〈{x, Jx}〉 y denotamos por W2 su complemento
ortogonal en V . Entonces, V = W1 ⊕ W2, y podemos considerar una descomposición
ortogonal u = u1 + u2, donde ui es la componente de u en Wi, i = 1, 2. Si u1 es no nulo,
entonces u2 también y, después de normalizar ambos vectores se obtiene la descomposición
deseada, lo que prueba (i).

Si u1 es un vector nulo (nótese que, en este caso, tanto W1 como W2 tienen métrica
inducida de Lorentz) procedemos de la forma siguiente. Si dim V = 2, debe cumplirse
que V = 〈{x, Jx}〉 = 〈{y, Jy}〉. Entonces, u = x ± Jx y, por tanto, Ju = ±u, lo que
es una contradicción. Por otra parte, como V es no degenerado la dimensión de V no
puede ser 3. Aśı, nos queda por analizar el caso dim V = 4. Elegimos vectores nulos
vi ∈ Wi, i = 1, 2, de tal forma que g(u1, v1) = 1 y g(u2, v2) = −1. Se sigue entonces

que uα = u1 + u2 +
1
α

(v1 + v2) determina una sucesión de vectores nulos que aproximan

a u. Además, nótese que cada vector uα se puede escribir de la forma uα = kα(xα + yα),
donde xα, yα generan planos paraholomorfos ortogonales, para cualquier α ∈ N, sin más
que elegir

xα =
[
α

2

]1/2 {
u1 +

1
α

v1

}
, yα =

[
α

2

]1/2 {
u2 +

1
α

v2

}
, kα =

[
2
α

]1/2

.

Para finalizar la demostración resta por considerar el caso en que V es un subespacio
degenerado. Como g(x, x) = 1 = −g(y, y), existe una sucesión {xα}α∈N de vectores
unitarios espaciales que aproximan a x de forma que el subespacio Vα = 〈{xα, Jxα, y, Jy}〉
es no degenerado para cualquier α ∈ N (véase la demostración del Teorema 4.3.1). Aśı, es
fácil construir una sucesión de vectores nulos ũα que aproximen al vector u, verificándose
además que ũα pertenece al subespacio Vα para cada α ∈ N. Como Vα es no degenerado
para todo α ∈ N, se obtiene la sucesión deseada de vectores nulos que aproximan al vector
u de acuerdo con (ii). �



4. Autoespacios del operador de Jacobi 137

Lema 4.4.5 Sea (M2n, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica isotrópica. Entonces,

ρ(u, u) − ρ(Ju, Ju) − 6ρ∗(u, u) = (2n + 4)cu(4.4.6)

para cualquier vector nulo u tangente a la variedad.

Demostración. Probaremos (4.4.6) en dos pasos, correspondiéndose con los casos (i)
y (ii) del Lema 4.4.4. En primer lugar consideramos vectores nulos u que admiten una
expresión de la forma u = k(x + y) para algún k ∈ R, donde x, y son vectores unitarios,
espacial y temporal respectivamente, tales que 〈{x, Jx}〉 ⊥ 〈{y, Jy}〉.

Ahora, si u es de esa forma, elegimos {e1, . . . , en−2, Je1, . . . , Jen−2} de tal forma que
{x, Jx, y, Jy, e1, . . . , en−2, Je1, . . . , Jen−2} sea una base ortonormal. Entonces, se tiene
que

ρ(u, u) − ρ(Ju, Ju)

= R(x, u, u, x) − R(y, u, u, y) + R(Jx, Ju, Ju, Jx) − R(Jy, Ju, Ju, Jy)

−R(Jx, u, u, Jx) + R(Jy, u, u, Jy) − R(x, Ju, Ju, x) + R(y, Ju, Ju, y)

+
n−2∑
i=1

εei

{
R(ei, u, u, ei) + R(Jei, Ju, Ju, Jei) − R(Jei, u, u, Jei) − R(ei, Ju, Ju, ei)

}

y, por otra parte,

ρ∗(u, u) = R(Ju, u, x, Jx) − R(Ju, u, y, Jy) +
n−2∑
i=1

εeiR(Ju, u, ei, Jei).

Ahora, como u = k(x + y), es inmediato comprobar que

0 = R(x, u, u, x) − R(y, u, u, y)

= R(Jx, Ju, Ju, Jx) − R(Jy, Ju, Ju, Jy),

lo que, junto con el Lema 4.4.3, reduce las expresiones anteriores a

ρ(u, u) − ρ(Ju, Ju) = 2cu +
n−2∑
i=1

εei

{
R(ei, u, u, ei) + R(Jei, Ju, Ju, Jei)

−R(Jei, u, u, Jei) − R(ei, Ju, Ju, ei)
}

y

ρ∗(u, u) = −cu +
n−2∑
i=1

εeiR(Ju, u, ei, Jei).
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Entonces, se sigue que

ρ(u, u) − ρ(Ju, Ju) − 6ρ∗(u, u) = 8cu

+
n−2∑
i=1

εei

{
R(ei, u, u, ei) + R(Jei, Ju, Ju, Jei)

−R(Jei, u, u, Jei) − R(ei, Ju, Ju, ei) − 6R(Ju, u, ei, Jei)
}
,

por lo que (4.4.6) se obtiene a partir de esta expresión utilizando el Lema 4.4.2.

Para un vector nulo arbitrario u, si Ju = ±u el resultado es obvio. En el caso de ser
Ju �= ±u, elegimos una sucesión de vectores nulos {uα}α∈N que aproximen al vector u, de
forma que cada vector uα verifica la condición (i) del Lema 4.4.4. Aśı, (4.4.6) se cumple
para cada vector nulo uα y, por tanto, el resultado se obtiene por paso al ĺımite. �

El lema anterior sugiere la definición de la siguiente forma bilineal simétrica,

ϕ(x, y) := ρ(x, y) − ρ(Jx, Jy) − 3ρ∗(x, y) + 3ρ∗(Jx, Jy).(4.4.7)

Nótese que ϕ(Jx, Jy) = −ϕ(x, y) y, además, ϕ(u, u) = (2n + 4)cu para cualquier vector
nulo u, de acuerdo con (4.4.6).

En lo que sigue F1 denotará la función curvatura obtenida de Fϕ para el caso particular
de la forma ϕ definida por (4.4.7). A continuación probamos el resultado principal de esta
sección.

Teorema 4.4.1 Sea (M2n, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica. Entonces, M es iso-
trópica si y sólo si

R′ = − τ − 3τ∗

(n + 1)(n + 2)
F0 +

1
n + 2

F1.(4.4.8)

Demostración. Es inmediato comprobar que si se cumple (4.4.8) entonces M es isotró-
pica, pues F0 y F1 son isotrópicos y R′(u, Ju, Ju, u) = 16R(u, Ju, Ju, u) para cualquier
vector nulo u tangente a la variedad. Rećıprocamente, para probar la necesidad de (4.4.8),

consideramos la función curvatura F = R − 1
16(n + 2)

F1. Como ϕ(u, u) = (2n + 4)cu, se

sigue que F̃u(Ju) − JF̃Ju(u) = 0 y, por tanto, la función curvatura F ′ asociada debe ser
un múltiplo de F0 en cada punto de la variedad. Además, como F1 satisface (4.3.7), debe

cumplirse que 16F1 = F ′
1, lo que muestra que R′ − 1

(n + 2)
F1 = CF0, siendo C una función

diferenciable sobre M .
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Resta determinar la función C, para lo que procedemos de la forma siguiente. Como

R′ = CF0 +
1

(n + 2)
F1, si τ ′, τ1 y τ0 denotan las curvaturas escalares de R′, F1 y F0

respectivamente, se tiene que τ ′ = Cτ0 +
1

n + 2
τ1. Se cumple que τ ′ = 4(τ − 3τ∗) y

τ0 = 4n(n + 1) (véase la demostración del Teorema 4.3.3). Además, de forma análoga se

comprueba que τ1 = 8(n + 1)(τ − 3τ∗). Aśı, C = − (τ − 3τ∗)
(n + 1)(n + 2)

, lo que completa la

demostración. �

Como consecuencia de (4.4.6) y (4.4.8) obtenemos a continuación una condición nece-
saria y suficiente para que una variedad casi para–Hermı́tica isotrópica sea de curvatura
seccional paraholomorfa puntualmente constante en términos del campo de tensores ϕ
definido por (4.4.7).

Corolario 4.4.1 Una variedad casi para–Hermı́tica isotrópica tiene curvatura seccional
paraholomorfa puntualmente constante si y sólo si la forma bilineal simétrica ϕ es un
múltiplo del tensor métrico en cada punto.

Demostración. Si ϕ es un múltiplo de la métrica g, entonces cu se anula idénticamente
para cualquier vector nulo como consecuencia de (4.4.6) y, por tanto, el resultado se sigue
del Teorema 4.3.1, (iii). Rećıprocamente, si H es constante en cada punto, entonces cu = 0
para cualquier vector nulo u y, aśı, ϕ(u, u) = 0 para cualquier vector nulo u. Finalmente,
que ϕ es un múltiplo de la métrica se obtiene de [N2, Lema A]. �

4.5 Clasificación local de variedades isotrópicas

La expresión obtenida para el tensor curvatura de una variedad isotrópica en el Teo-
rema 4.4.1 nos permitirá obtener un resultado de clasificación local para tales variedades.
Comenzamos analizando, en primer lugar, el caso para–Kähler. Nótese que, en este caso,
ρ y ρ∗ verifican que ρ = −ρ∗ y, por tanto, τ = −τ∗. Entonces, la forma bilineal simétrica
ϕ definida en (4.4.7) se reduce a ϕ(x, y) = 8ρ(x, y). Además, teniendo en cuenta que el
tensor R′ coincide con 16R por ser (M, g, J) para–Kähler, como consecuencia el Teorema
4.4.1 se expresa, para estas variedades, de la forma siguiente:

Teorema 4.5.1 Sea (M2n, g, J) una variedad para–Kähler. Entonces, M es isotrópica si
y sólo si

R = − τ

4(n + 1)(n + 2)
F0 +

1
2(n + 2)

F1,(4.5.1)
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siendo F0 y F1 las funciones curvatura definidas por

F0(x, y, z, w) = g(y, z)g(x,w) − g(x, z)g(y, w) + g(Jx, z)g(Jy, w)

−g(Jy, z)g(Jx, w) + 2g(Jx, y)g(Jz, w),

F1(x, y, z, w) = g(y, z)ρ(x,w) − g(x, z)ρ(y, w) + g(Jx, z)ρ(Jy,w)

−g(Jy, z)ρ(Jx,w) + 2g(Jx, y)ρ(Jz, w)

+ρ(y, z)g(x, w) − ρ(x, z)g(y, w) + ρ(Jx, z)g(Jy, w)

−ρ(Jy, z)g(Jx,w) + 2ρ(Jx, y)g(Jz, w).

El análisis de la expresión (4.5.1) motiva el estudio de las variedades para–Kähler
isotrópicas en las cuales la curvatura escalar es constante. En este sentido, se tiene el
siguiente teorema:

Teorema 4.5.2 Sea (M2n, g, J) una variedad para–Kähler conexa isotrópica. Suponga-
mos que la curvatura escalar es constante y que el tensor de Ricci es diagonalizable. En-
tonces,

(a) M es un espacio de curvatura seccional paraholomorfa constante, o

(b) M es localmente isométrica a un producto M1 × M2 de variedades para–Kähler de
curvatura seccional paraholomorfa constante c y −c respectivamente.

Demostración. En primer lugar mostraremos que una variedad para–Kähler es lo-
calmente simétrica si y sólo si la curvatura escalar es constante. La necesidad de esta
condición es evidente. Por lo tanto, probaremos el rećıproco. Como la curvatura de la
variedad está dada por (4.5.1), por la segunda identidad de Bianchi se tiene que

0 = σ(X,Y,T )∇T

{
g(Y, Z)ρ(X, W ) − g(X,Z)ρ(Y, W ) + g(JX, Z)ρ(JY, W )

−g(JY, Z)ρ(JX,W ) + 2g(JX, Y )ρ(JZ, W ) + ρ(Y,Z)g(X,W ) − ρ(X, Z)g(Y, W )

+ρ(JX, Z)g(JY,W ) − ρ(JY, Z)g(JX,W ) + 2ρ(JX, Y )g(JZ,W )
}

,

donde σ(X,Y,T ) representa la suma ćıclica extendida a X,Y, T .

Sea {E1, . . . , E2n} una referencia local ortonormal de campos de vectores sobre M .
Poniendo T = W = Ei, multiplicando por εi = g(Ei, Ei) y sumando en i = 1, . . . , 2n se
obtiene, después de largos cálculos,
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0 = −(2n + 3)
{
(∇Xρ)(Y, Z) − (∇Y ρ)(X, Z)

}
−(∇JXρ)(JY, Z) + (∇JY ρ)(JX, Z) + 2(∇JZρ)(JX, Y )

−g(X, Z)
2n∑
i=1

εi(∇Eiρ)(Y, Ei) + g(JX, Z)
2n∑
i=1

εi(∇Eiρ)(JY,Ei)

+g(Y, Z)
2n∑
i=1

εi(∇Eiρ)(X, Ei) − g(JY, Z)
2n∑
i=1

εi(∇Eiρ)(JX, Ei)

+2g(JX, Y )
2n∑
i=1

εi(∇Eiρ)(JZ, Ei) − g(Y, Z)∇Xτ + g(X,Z)∇Y τ.

Teniendo en cuenta que la curvatura escalar es constante, se sigue que (véase, por
ejemplo, [O, pág. 88]) (div ρ)(X) = 0 para cualquier campo de vectores X. Utilizando
estas condiciones en la expresión anterior se tiene que

0 = −(2n + 3)
{
(∇Xρ)(Y, Z) − (∇Y ρ)(X, Z)

}
−(∇JXρ)(JY, Z) + (∇JY ρ)(JX,Z) + 2(∇JZρ)(JX, Y ).

(4.5.2)

Se sigue de (4.3.7), después de algunos cálculos, que el tensor de Ricci de una variedad
para–Kähler verifica (∇Xρ)(Y, JZ) + (∇Y ρ)(Z, JX) + (∇Zρ)(X, JY ) = 0. Entonces, de
(4.5.2) se sigue que (∇JZρ)(JX, Y ) = 0, lo que muestra que el tensor de Ricci es paralelo
y, por tanto, la variedad es localmente simétrica por (4.5.1).

Como M es localmente simétrica y el tensor de Ricci es diagonalizable, los autova-
lores del operador de Ricci son constantes y los correspondientes autoespacios definen
distribuciones paralelas sobre M . Entonces, M es localmente un producto de espacios
Einstein. Además, como las variedades integrales de esas distribuciones son totalmente
geodésicas, necesariamente son variedades para–Kähler de curvatura seccional paraholo-
morfa constante. Aśı, M es localmente un producto M1(c1) × · · · × Mk(ck) de variedades
para–Kähler con curvatura seccional paraholomorfa constante.

Ahora, si el número de factores se reduce a uno, se tiene el caso (a). Para finalizar la
demostración mostraremos que, en otro caso, M es localmente llana o el número de factores
es exactamente dos, obteniéndose aśı (b). Supongamos que M = M1(c1)×M2(c2)×M3(c3).
Existen entonces campos de vectores nulos de la forma X = (X1, X2, 0), Y = (Y1, 0, Y3)
y Z = (Z1, Z2, Z3). Aśı, utilizando la condición de isotroṕıa para X e Y se sigue que
c1 = −c2 = −c3. Entonces, M es localmente un producto M1(c)×M2(−c)×M3(−c). De
nuevo utilizando la condición de isotroṕıa, en este caso con Z, se obtiene que c = 0, lo que
muestra que M es localmente llana. Análogamente se prueba que M es llana si el número
de autovalores distintos del operador de Ricci es mayor que dos. Finalmente, en el caso
de dos autovalores distintos, se obtiene (b) procediendo de forma similar a la anterior. �
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Observación 4.5.1

1. Nótese que (TM, gC , JC) es una variedad para–Kähler isotrópica siempre que la va-
riedad base (M, g, J) es una variedad para–Kähler de curvatura seccional paraholo-
morfa constante c. En tal caso, (TM, gC , JC) es un espacio localmente simétrico
y, sin embargo, no es un espacio de curvatura seccional paraholomorfa constante ni
localmente isométrico a un producto como en el teorema anterior (si c �= 0). Este
hecho es debido a que el tensor de Ricci en (TM, gC , JC) no es diagonalizable salvo
que sea nulo (cf. Ejemplo 4.7.5). Por tanto, la hipótesis de que el tensor de Ricci
sea diagonalizable impuesta en el teorema anterior es estrictamente necesaria.

2. Nótese que una de las propiedades particulares que se derivan de ser M para–Kähler
queda reflejada en el teorema anterior en el hecho de que el tensor curvatura R′ (que
coincide con el tensor curvatura R de M) satisface la segunda identidad de Bianchi.
Esta última propiedad no es cierta, en general, para R′.

Para finalizar esta sección establecemos un resultado similar al Teorema 4.5.2 en el
caso general de una variedad casi para–Hermı́tica isotrópica.

Teorema 4.5.3 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica isotrópica y supongamos
que la forma bilineal ϕ es paralela. Entonces, si el operador Qϕ asociado a ϕ, definido por
ϕ(X, Y ) = g(Qϕ(X), Y ), es diagonalizable, se cumple que:

(a) M tiene curvatura seccional paraholomorfa constante, o

(b) M es localmente isométrica a un producto M = M1(c) × M2(−c) de dos variedades
casi para–Hermı́ticas de curvatura seccional paraholomorfa constante.

Demostración. Como en el teorema anterior, los autoespacios de Qϕ definen distribu-
ciones paralelas sobre M y el resultado se obtiene de forma análoga. Nótese además que
la curvatura seccional paraholomorfa es globalmente constante en cada factor de la des-
composición, pues por ser Qϕ paralelo se tiene asegurada la constancia de la curvatura
escalar τ − 3τ∗ (véase el Teorema 4.3.3). �

4.6 Acotación de la curvatura seccional paraholomorfa

El objetivo de esta sección es el estudio de ciertas condiciones de acotación sobre la cur-
vatura seccional paraholomorfa de variedades casi para–Hermı́ticas. Comenzamos anali-
zando el caso de variedades isotrópicas, en el que tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.6.1 Sea (M2n, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica isotrópica, n ≥ 3. La
curvatura seccional paraholomorfa es puntualmente constante si y sólo si la curvatura de
los planos paraholomorfos no degenerados contenidos en 〈{z, Jz}〉⊥ está acotada inferior-
mente o superiormente para cualquier vector no nulo z.
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Demostración. Sea x un vector unitario espacial y consideremos el plano paraholomorfo
π1 = 〈{x, Jx}〉. Sea ahora y un vector unitario temporal de tal forma que π1 ⊥ π2, siendo
π2 = 〈{y, Jy}〉. Entonces, si λ, µ son números reales no nulos, con λ2 − µ2 = 1, se tiene
que λx + µy, µx + λy son dos vectores unitarios, espacial y temporal respectivamente.

Como n ≥ 3 y el subespacio 〈{x, Jx, y, Jy}〉 es no degenerado, existe un plano para-
holomorfo no degenerado 〈{z, Jz}〉 en el complemento ortogonal 〈{x, Jx, y, Jy}〉⊥ y, por
tanto, π3 = 〈{λx + µy, J(λx + µy)}〉 y π4 = 〈{µx + λy, J(µx + λy)}〉 son planos paraholo-
morfos no degenerados contenidos en 〈{z, Jz}〉⊥. Si suponemos que la curvatura seccional
paraholomorfa está acotada inferiormente en los planos paraholomorfos no degenerados
contenidos en 〈{z, Jz}〉⊥, existe N tal que

N ≤ H(π3) = −R(λx + µy, J(λx + µy), J(λx + µy), λx + µy),(4.6.1)

y, del mismo modo,

N ≤ H(π4) = −R(µx + λy, J(µx + λy), J(µx + λy), µx + λy).(4.6.2)

Como g(x, x) = 1 = −g(y, y), los vectores u = x ± y son nulos y, teniendo en cuenta
que M es isotrópica, se tiene que R(x±y, J(x±y), J(x±y), x±y) = 0. Linealizando estas
expresiones, es fácil comprobar que las funciones G y L definidas en (4.3.1) y (4.3.2), res-
pectivamente, verifican G(x, y) = −G(y, x) y L(x, y) = −R(x, Jx, Jx, x)−R(y, Jy, Jy, y).
Entonces, como λ2 − µ2 = 1, (4.6.1) y (4.6.2) se transforman en

N ≤ λ2
{
R(y, Jy, Jy, y) − R(x, Jx, Jx, x)

}
− R(y, Jy, Jy, y) − λµG(x, y)(4.6.3)

y
N ≤ λ2

{
R(x, Jx, Jx, x) − R(y, Jy, Jy, y)

}
− R(x, Jx, Jx, x) + λµG(x, y),(4.6.4)

respectivamente, para cualesquiera λ, µ con λ2 − µ2 = 1.
Como la expresión (4.6.3) sigue siendo cierta si sustituye µ por −µ, se tiene que

N ≤ λ2
{
R(y, Jy, Jy, y) − R(x, Jx, Jx, x)

}
− R(y, Jy, Jy, y) + λµG(x, y) y, si sumamos

esta expresión con (4.6.3), se obtiene que

N ≤ λ2
{
R(y, Jy, Jy, y) − R(x, Jx, Jx, x)

}
− R(y, Jy, Jy, y).(4.6.5)

La expresión (4.6.5) es válida para cualquier número real λ y, por tanto, debe ser
R(x, Jx, Jx, x) ≤ R(y, Jy, Jy, y). De forma análoga, de la expresión (4.6.4) se sigue que
R(y, Jy, Jy, y) ≤ R(x, Jx, Jx, x).

Concluimos entonces que H(x) = H(y) siempre que 〈{x, Jx}〉 ⊥ 〈{y, Jy}〉, siendo
g(x, x) = 1 = −g(y, y). Ahora, si 〈{x, Jx}〉 e 〈{y, Jy}〉 son dos planos paraholomorfos
no degenerados tales que 〈{x, Jx, y, Jy}〉 es un subespacio degenerado, se puede suponer
que g(x, x) = 1 = −g(y, y) y elegir una sucesión {xα}α∈N de vectores espaciales unitarios
que aproximen al vector x, de tal forma que 〈{xα, Jxα, y, Jy}〉 sea no degenerado para
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cualquier α ∈ N. Aśı, H(y) = H(xα) para cualquier α ∈ N, por lo que la demostración
finaliza por un proceso de paso al ĺımite. �

En el caso general, si M no se supone isotrópica, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4.6.2 Sea (M2n, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica, con n ≥ 3. La cur-
vatura seccional paraholomorfa es puntualmente constante si y sólo si la curvatura de
los planos paraholomorfos no degenerados contenidos en 〈{z, Jz}〉⊥ está acotada inferior-
mente y superiormente para cualquier vector no nulo z.

Demostración. Sea u un vector nulo. Si Ju = ±u, se sigue trivialmente que la restricción
del tensor curvatura R(u, Ju, Ju, u) = 0. En lo que sigue suponemos que u verifica (i) del
Lema 4.4.4. Como n ≥ 3, podemos elegir un vector espacial z en 〈{u, Ju}〉⊥. Como u es
un vector nulo en 〈{z, Jz}〉⊥, y la restricción de la métrica g a 〈{z, Jz}〉⊥ es no degenerada
con signatura (n − 1, n − 1), podemos elegir un vector nulo v en 〈{z, Jz}〉⊥ de tal forma

que g(u, v) = −1
2
. Aśı, para cualquier número real t > 0, at =

u + tv√
t

es un vector unitario

temporal.
Si la curvatura de los planos paraholomorfos no degenerados contenidos en 〈{z, Jz}〉⊥

está acotada por N , entonces para el plano πt = 〈{at, Jat}〉 se tiene que |H(πt)| ≤ N y,
por tanto,

|R(u + tv, J(u + tv), J(u + tv), u + tv)| ≤ t2N

para cualquier t > 0. Tomando ĺımites cuando t → 0, obtenemos R(u, Ju, Ju, u) = 0.
Ahora, si u es un vector nulo arbitrario, procediendo como en el Lema 4.4.4 (ii), es

posible aproximarlo por medio de una sucesión de vectores nulos verificando la condición
(i) en el lema mencionado. Entonces, se sigue que R(u, Ju, Ju, u) = 0 sin más que pasar
al ĺımite.

Concluimos entonces que la variedad M es isotrópica y, por tanto, la constancia puntual
de la curvatura seccional paraholomorfa se sigue del teorema anterior. �

Observación 4.6.1 Nótese que es posible construir ejemplos de variedades para–Kähler
cuya curvatura seccional paraholomorfa está acotada inferiormente o superiormente pero
no es constante, incluso aunque la variedad sea localmente simétrica. Véase el Caṕıtulo 2
de esta memoria (§2.4) para más detalles sobre la construcción de tales ejemplos.

4.7 Ejemplos

En esta sección mostraremos una serie de ejemplos de variedades casi para–Hermı́ticas.
De forma especial analizaremos ejemplos de variedades isotrópicas y también aquellos en
los que las variedades son de curvatura seccional paraholomorfa puntualmente constante.
Véase [CFG], y las referencias que en él se citan, para más ejemplos de variedades casi
para–Hermı́ticas.
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Ejemplo 4.7.1 Los modelos proyectivos paracomplejos Pn(B).

Estos espacios fueron introducidos por Gadea y Montesinos en [GM1] y son los modelos
de las variedades para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante no nula.
(Véase [CFG, Secc. 6] y [GM2]).

Ejemplo 4.7.2 Variedades casi para–Kähler no llanas con curvatura seccional paraholo-
morfa nula.

El fibrado tangente, TM , de una variedad de Riemann (M, g) se puede equipar, de
forma natural, con una estructura casi para–Kähler (J̃ , g̃) definida por Cruceanu, [Cr], de
la forma siguiente:

J̃(XH + Y V ) = XH − Y V , g̃(XH + Y V , UH + W V ) = g(X, W )V + g(Y,U)V ,

donde XV y XH denotan los levantamientos vertical y horizontal, respectivamente, del
campo de vectores X al fibrado tangente respecto a la conexión métrica de (M, g) [YI]. Es
inmediato comprobar que g̃ coincide con el levantamiento completo, gC , de g y, además,
que la 2–forma Ω definida por (J̃ , g̃) es cerrada.

La curvatura de la variedad semi–Riemanniana (TM, gC) ha sido estudiada reciente-
mente en [CGV], en donde encontramos el siguiente resultado:

Lema 4.7.1 [CGV, Lema 1] Sea (M, g) una variedad Riemanniana, gC el levantamiento
completo de g, y denotemos por R̃ξ el tensor curvatura de gC en el punto ξ ∈ TM .
Entonces,

R̃ξ

(
XV

1 + Y H
1 , XV

2 + Y H
2

)
(XV

3 + Y H
3 )

=
{
Rπ(ξ)(Y1, Y2)Y3

}H
+

{
(∇ξR)(Y1, Y2)Y3

}V

+
{
Rπ(ξ)(X1, Y2)Y3 + Rπ(ξ)(Y1, X2)Y3 + Rπ(ξ)(Y1, Y2)X3

}V

para cualesquiera campos de vectores Xi, Yi, i = 1, 2, 3, sobre M .

Ahora, si z es un vector tangente a TM en el punto ξ ∈ TM , podemos descomponerlo
mediante sus componentes vertical y horizontal, z = xH + yV . Entonces, el lema anterior
implica que R̃(z, J̃z, J̃z, z) = 4R̃(xH , yV , yV , xH) = 0, lo que muestra que la curvatura
seccional paraholomorfa de (TM, gC , J̃) se anula idénticamente. (Nótese que, sin embargo,
(TM, gC) no es llana a menos que M lo sea. Además, en ese caso, (TM, gC , J̃) es una
variedad para–Kähler localmente llana).
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Ejemplo 4.7.3 Variedades casi para–Hermı́ticas isotrópicas con curvatura seccional para-
holomorfa no constante.

Sean (M1, g1, J1) y (M2, g2, J2) dos variedades casi para–Hermı́ticas de curvatura sec-
cional paraholomorfa constante c y −c respectivamente. Entonces, la variedad producto
M = M1 × M2, equipada con la métrica g((X1, X2), (Y1, Y2)) = g1(X1, Y1) + g2(X2, Y2)
y con la estructura casi paracompleja J(X1, X2) = (J1X1, J2X2), es una variedad casi
para–Hermı́tica. Ahora, procediendo como en [BCGH, Ejemplo 3.1], es fácil comprobar
que M es una variedad isotrópica cuya curvatura seccional paraholomorfa no es constante,
a menos que c = 0. Además, M es para–Kähler si y sólo si ambos factores lo son.

Por otra parte, un ejemplo de aplicación del Teorema 4.5.3 es la variedad Nearly
para–Kähler isotrópica con curvatura seccional paraholomorfa no constante dada por el
producto S6

3(c)× S̃6
3(−c), donde S6

3(c) representa la pseudoesfera en R7
3 con la estructura

Nearly para–Kähler, de curvatura seccional paraholomorfa constante c, inducida por el
producto de los números de Cayley de segunda especie (véase [Be]) y S̃6

3(−c) es la misma
variedad con la métrica opuesta.

Ejemplo 4.7.4 Variedades localmente conformes a variedades casi para–Hermı́ticas iso-
trópicas.

Sean (M1, g1, J1) y (M2, g2, J2) dos variedades casi para–Hermı́ticas localmente con-
formes (es decir, existe un difeomorfismo local φ de M1 en M2 de tal forma que φ∗J1 = J2φ∗
y φ∗g2 = e2σg1 para alguna función real σ definida sobre M1). Existe una correspon-
dencia entre los vectores nulos sobre M1 y M2, y después de algunos cálculos se sigue que
R2(φ∗u, J2φ∗u, J2φ∗u, φ∗u) = e2σR1(u, J1u, J1u, u) para cualquier vector nulo u en M1.
Por tanto, la isotroṕıa es un invariante conforme para las variedades casi para–Hermı́ticas.

Ejemplo 4.7.5 El fibrado tangente de variedades casi para–Hermı́ticas y de variedades
para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante.

Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica. Los levantamientos horizontales (con
respecto a la conexión métrica de g) de la métrica, gH , y de la estructura casi paracompleja,
JH , inducen una estructura casi para–Hermı́tica en TM . (Nótese que, como ∇g = 0,
entonces gH = gC . Además, si (M, g, J) es una variedad para–Kähler, entonces JH = JC ,
pues ∇J = 0 y, por otra parte, se tiene que (M, g, J) es una variedad para–Kähler si y
sólo si (TM, gH , JH) lo es). Utilizando el Lema 4.7.1 obtenemos el siguiente resultado:

Lema 4.7.2 Sea (M, g, J) una variedad casi para–Hermı́tica. (TM, gH , JH) es isotrópica
si y sólo si (M, g, J) es un espacio de curvatura seccional paraholomorfa puntualmente
constante y, además, g((∇ξR)(x, Jx)Jx, x) = 0 para cualquier vector x tangente a M .

Demostración. Sea u ∈ Tξ(TM) un vector nulo, y tomemos x, y ∈ Tπ(ξ)(M) vectores
ortogonales tales que u = xH + yV . Entonces,

R̃(u, JHu, JHu, u) = g((∇ξR)(x, Jx)Jx, x)V +2g(R(Jx, x)x−JR(x, Jx)Jx, Jy)V .(4.7.1)
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Si (TM, gH , JH) es isotrópica, como xH es un vector nulo para cada vector x en M ,
se tiene que R̃(xH , JHxH , JHxH , xH) = 0 y, por tanto, de (4.7.1) se sigue que

g((∇ξR)(x, Jx)Jx, x)V = 0.(4.7.2)

Ahora, tomemos {x, y} vectores ortogonales en M . Entonces, u = xH + yV es un
vector nulo en TM y, aśı, R̃(u, JHu, JHu, u) = 0. Entonces, de (4.7.1) y (4.7.2) se sigue
que g(R(Jx, x)x − JR(x, Jx)Jx, Jy)V = 0 y, por tanto, Rx(Jx) − JRJx(x) ∼ Jx. Esto
muestra que la curvatura seccional paraholomorfa es puntualmente constante sobre M ,
sin más que tener en cuenta el Teorema 4.3.1.

Rećıprocamente, sea u un vector nulo, u ∈ Tξ(TM), y consideremos la descomposición
u = xH +yV , con x, y ∈ Tπ(ξ)(M). Como la curvatura seccional paraholomorfa es puntual-
mente constante, debe cumplirse que g(R(Jx, x)x − JR(x, Jx)Jx, Jy)V = 0. Entonces,
R̃(u, JHu, JHu, u) = 0, pues suponemos que g((∇ξR)(x, Jx)Jx, x)V = 0. Esto muestra
que (TM, gH , JH) es isotrópica. �

Nótese que la curvatura seccional paraholomorfa de (TM, gH , JH) no es constante a
menos que sea llana.

Observación 4.7.1 En el caso especial de ser M una variedad para–Kähler, se sigue que
(M, g, J) es un variedad para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante c si y
sólo si (TM, gH , JH) es una variedad para–Kähler isotrópica. Nótese también que (M, g)
es localmente simétrica si y sólo si (TM, gH) lo es, lo que muestra que el fibrado tangente
de cualquier variedad para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa constante es una
variedad para–Kähler isotrópica localmente simétrica. Sin embargo, (TM, gH , JH) no
se corresponde con ninguno de los casos en el Teorema 4.5.2. Esto es debido a que el
operador de Ricci correspondiente a la variedad (TM, gH) no es diagonalizable con respecto
a ninguna base gH–ortonormal a menos que la variedad sea Ricci llana, como mostramos
a continuación.

Nótese que en caso de ser el tensor de Ricci, ρ̃, de (TM, gH) diagonalizable con res-
pecto a una base gH–ortonormal, entonces una tal base también debe diagonalizar al
endomorfismo F definido por F = (gH)−1 ◦ ρ̃. Por tanto, será suficiente mostrar que
F no es nunca diagonalizable (a menos que ρ̃ sea nulo). Para ello, nótese que como la
variedad base (M, g, J) es una variedad para–Kähler de curvatura seccional paraholomorfa
constante, entonces siempre existe una base ortonormal con respecto a la cual el tensor de
Ricci ρ de esta variedad es diagonalizable. Denotando por {e1, . . . , en} una base ortonormal
tal que ρ = diag[λ1, . . . , λn], con dimM = n, consideramos en Tξ(TM) la base de vectores
nulos dada por {eH

1 , . . . , eH
n , eV

1 , . . . , eV
n }, de forma que la métrica gH tiene por matriz

asociada respecto a esta base la siguiente:

gH =


 0 Idn

2
, n
2

Idn
2

, n
2

0


 , donde Idn

2
, n
2

= diag[1, n/2. . ., 1,−1, n/2. . .,−1].
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Ahora, teniendo en cuenta que el tensor de Ricci de (TM, gH) está determinado por
[CGV, Teor. 2]

ρ̃(xV , yV ) = ρ̃(xV , yH) = 0, ρ̃(xH , yH) = 2ρ(x, y)V ,

se sigue que ρ̃ = diag[2λ1, . . . , 2λn, 0, . . . , 0]. Entonces, la matriz asociada a F con respecto
a la base considerada está dada por

F =


 0 0

Q 0


 , Q = diag[2λ1, . . . , 2λn

2
,−2λn

2
+1, . . . ,−2λn].

Aśı, el polinomio caracteŕıstico de F es λ2n y su polinomio mı́nimo es λ2, lo que muestra
que F nunca es diagonalizable, a menos que ρ̃ sea nulo.

Ejemplo 4.7.6 Variedades casi para–Hermı́ticas isotrópicas localmente simétricas con
operador Qϕ no paralelo.

Sea (R2n+2, g̃, J̃) el espacio Eucĺıdeo (2n + 2)–dimensional con la estructura para–
Kähler estándar. Sea H2n+1

n (c) el espacio pseudo–hiperbólico de curvatura seccional cons-
tante c < 0, [O]. Denotemos por N el campo de vectores unitario normal temporal y sea
ξ = J̃(N).

Para cada campo de vectores X en H2n+1
n (c) descomponemos J̃X = φX + g(X, ξ)N

en las componentes tangencial y normal, donde φX denota la componente tangencial de
J̃(X). Ahora, si η(X) = g(X, ξ), se sigue que φ2 = Id + η ⊗ ξ y η(ξ) = 1. Además, si g
denota la métrica inducida en H2n+1

n (c), es inmediato comprobar que

g(φX, φY ) = −g(X, Y ) + η(X)η(Y ),

lo que muestra que H2n+1
n (c) tiene una estructura casi paracontacto inducida [KW].

Ahora, denotemos por (Mi, φi, ξi, ηi, gi), i = 1, 2, los espacios pseudo–hiperbólicos de
dimensión 2p + 1 y 2q + 1 con las estructuras (φi, ξi, ηi, gi) construidas anteriormente.
Sea M la variedad producto, M = H2p+1

p (c) × H2q+1
q (c), y consideremos la estructura

para–Hermı́tica

J(X1, X2) = (φ1X1 + η2(X2)ξ1, φ2X2 + η1(X1)ξ2),

g
(
(X1, X2), (Y1, Y2)

)
= g1(X1, Y1) − g2(X2, Y2).

Entonces, cálculos bastante laboriosos permiten mostrar que la variedad producto
(M, g, J) es una variedad para–Hermı́tica isotrópica. Nótese que M es un espacio lo-
calmente simétrico y, por tanto, el operador de Ricci es paralelo. Sin embargo, el operador
Qϕ, dado por g(QϕX, Y ) = ϕ(X, Y ) (ϕ definido por (4.4.7)), no es paralelo aunque tiene
autovalores constantes 4(p + 3)c, 2(p − q)c y 4(q + 3)c, con multiplicidades 2p, 2 y 2q
respectivamente.
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4.8 Variedades paracuaterniónicas de dimensión ≥ 8

Por consistencia con el estudio realizado a lo largo de esta memoria analizamos en esta
última sección las variedades paracuaterniónicas Kähler de dimensión ≥ 8 cuyo operador
de Jacobi presenta un autoespacio distinguido. Recordemos que en el Caṕıtulo 2 se intro-
dujeron las variedades paracuaterniónicas, iniciándose el estudio de la curvatura seccional
paracuaterniónica (véase §2.1.4). El objetivo de esta sección es probar el siguiente resul-
tado:

Teorema 4.8.1 Sea (M, g, V ) una variedad paracuaterniónica Kähler conexa de dimen-
sión > 4. Entonces la curvatura seccional paracuaterniónica es constante en M si y sólo si
{J1x, J2x, J3x} define un autoespacio del operador de Jacobi Rx, para cada vector espacial,
temporal o nulo x.

La demostración de este teorema la llevaremos a cabo en dos partes, distinguiendo los
vectores espaciales y temporales de los vectores nulos, pues en este último caso se necesita
un estudio más detallado.

En la primera parte de esta sección, utilizando los teoremas 2.1.11 y 2.1.13, caracteri-
zaremos la constancia puntual de la curvatura seccional paracuaterniónica en términos de
los operadores de Jacobi. Más concretamente probamos el siguiente teorema:

Teorema 4.8.2 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler. La
constancia de la curvatura seccional paracuaterniónica en un punto p ∈ M es equivalente
a que se cumpla una cualquiera de las siguientes condiciones:

(i) Rx(Jix) ∼ Jix para cualquier vector espacial x ∈ TpM ,

(ii) Ry(Jiy) ∼ Jiy para cualquier vector temporal y ∈ TpM ,

(iii) Ru(Jiu) = 0, para cualquier vector nulo u ∈ TpM ,

donde {Ji; i = 1, 2, 3} es una base local adaptada de V .

Demostración. Si la curvatura seccional paracuaterniónica es constante c en el punto p,
entonces utilizando el Teorema 2.1.11 se obtiene fácilmente que RξJiξ = cg(ξ, ξ)Jiξ para
cualquier vector ξ y cualquier i = 1, 2, 3. Por tanto, se cumplen las condiciones (i), (ii) y
(iii).

Suponiendo ahora (i) mostraremos que se cumple la hipótesis del Teorema 2.1.13, lo
que probará la constancia de la curvatura seccional paracuaterniónica en p. Sean x, y dos
vectores unitarios tangentes a M en el punto p tales que y ∈ Q(x)⊥. Si x es espacial,
entonces (i) implica que R(Jix, x, x, Jiy) = 0, de donde se sigue que R(x, Jix, x, Jiy) = 0.
Si x es temporal, entonces J1x es espacial, y aplicando de nuevo (i) para este vector se
sigue que R(J1x, JiJ1x, J1x, JiJ1y) = 0, de donde obtenemos R(x, Jix, x, Jiy) = 0.
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Supongamos que se cumple (ii). Si x es un vector espacial e y es un vector ortogonal a x,
entonces como J1x es temporal la condición (ii) implica que R(JiJ1x, J1x, J1x, JiJ1y) = 0,
de donde se sigue que R(Jix, x, x, Jiy) = 0. Por tanto se cumple (i), por lo que la curvatura
seccional paracuaterniónica debe ser constante en p.

Por último, supongamos que se cumple (iii). Igual que antes utilizaremos el Teorema
2.1.13 para probar que la curvatura seccional paracuaterniónica es constante en p. Sean
entonces x e y dos vectores unitarios tales que y ∈ Q(x)⊥. Además, podemos suponer que
g(x, x) = −g(y, y), de forma que x ± y son vectores nulos y la condición (iii) implica que

R(Jix + Jiy, x + y, x + y, Jix − Jiy) − R(Jix − Jiy, x − y, x − y, Jix + Jiy) = 0,

de donde se sigue que

R(x, Jix, x, Jiy) − R(y, Jiy, y, Jix) = 0.(4.8.1)

De nuevo por (iii) se obtiene

R(Jix + Jiy, x + y, x + y, Jix + Jiy) − R(Jix − Jiy, x − y, x − y, Jix − Jiy) = 0,

de donde se sigue que

R(x, Jix, x, Jiy) + R(y, Jiy, y, Jix) = 0.(4.8.2)

Por tanto, (4.8.1) y (4.8.2) implican que R(x, Jix, x, Jiy) = 0, lo que concluye la
demostración. �

Observación 4.8.1 Dado un vector nulo u existen vectores ortonormales x e y, espacial
y temporal respectivamente, tales que u = α(x+y). Además, podemos elegir esos vectores
de forma que 〈{x, J3x}〉 ⊥ 〈{y, J3y}〉, aunque {x, y} no tienen porque generar un plano
totalmente real, es decir, tal que Q(x) ⊥ Q(y). Sin embargo, nótese que para asegurar
la constancia de la curvatura seccional paracuaterniónica en un punto p es suficiente que
la condición (iii) en el teorema anterior se cumpla para los vectores nulos tangentes a la
variedad en p que pueden ser escritos de la forma u = α(x + y), siendo 〈{x, y}〉 un plano
totalmente real.

El Teorema 4.8.2 señala la posibilidad de un comportamiento distinto de los operadores
de Jacobi asociados a vectores nulos en comparación con los asociados a vectores espaciales
o temporales. Este hecho motiva el estudio de las variedades paracuaterniónicas Kähler
cuyo tensor curvatura cumple la condición

Ru(Jiu) = ci
uJiu, i = 1, 2, 3,(4.8.3)

siendo u un vector nulo tangente a la variedad y ci
u un número real. Debe observarse

que tal condición (Ru(Jiu) ∼ Jiu) es equivalente a la anulación del tensor curvatura sobre
secciones paracuaterniónicas degeneradas (la demostración es análoga a la correspondiente
a la Proposición 4.4.1):



4. Autoespacios del operador de Jacobi 151

Lema 4.8.1 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler y p ∈ M .
Entonces, se verifica (4.8.3) en el punto p si y sólo si R(u, Jiu, Jiu, u) = 0 para cualquier
vector nulo u ∈ TpM y para i = 1, 2, 3.

El objetivo de la segunda parte de esta sección es probar el siguiente teorema:

Teorema 4.8.3 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler. La
curvatura seccional paracuaterniónica es constante en un punto p ∈ M si y sólo si la
condición (4.8.3) se cumple para todo vector nulo u tangente a la variedad en p.

Para demostrar este resultado necesitamos algunos lemas previos que probamos a con-
tinuación. Comenzamos determinando ci

u (i = 1, 2, 3), para lo cual utilizaremos las si-
guientes identidades, que se comprueban fácilmente:

Lema 4.8.2 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler y suponga-
mos que se cumple la condición (4.8.3) en un punto p ∈ M . Si x, y ∈ TpM son dos
vectores ortogonales, con g(x, x) = −g(y, y), entonces

(a) R(x, Jix, Jix, y) = −R(y, Jiy, Jiy, x),

(b) R(x, Jix, Jix, x) + R(y, Jiy, Jiy, y) = 2R(x, Jix, y, Jiy) + 2R(x, Jiy, y, Jix)

+R(x, Jiy, x, Jiy) + R(y, Jix, y, Jix),

para cualquier i = 1, 2, 3.

Lema 4.8.3 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler verificando
la condición (4.8.3) en un punto p, y sea u un vector nulo en ese punto. Si u = α(x + y),
con 〈{x, y}〉 generando un plano totalmente real y g(x, x) = 1, entonces

c1
u = 4εzR(z, u, u, z) +

3τ

4n(n + 2)
εz

{
g(z, J2u)2 − g(z, J3u)2

}
(4.8.4)

para cualquier vector unitario z ∈ 〈{x, y, J1x, J1y}〉⊥,

c2
u = 4εzR(z, u, u, z) +

3τ

4n(n + 2)
εz

{
g(z, J1u)2 − g(z, J3u)2

}
(4.8.5)

para cualquier vector unitario z ∈ 〈{x, y, J2x, J2y}〉⊥,

c3
u = −4εzR(z, u, u, z) − 3τ

4n(n + 2)
εz

{
g(z, J1u)2 + g(z, J2u)2

}
(4.8.6)

para cualquier vector unitario z ∈ 〈{x, y, J3x, J3y}〉⊥, donde τ denota la curvatura escalar
de la variedad.
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Demostración. Consideremos el vector nulo v =
1
4α

(y − x), que satisface g(u, v) = −1
2
,

y sea z un vector unitario en 〈{x, y, J1x, J1y}〉⊥. Para cada número real positivo t defi-

nimos el vector wt =
1√
t
(u + tεzv). Entonces, como los vectores wt y z son ortogonales y

g(wt, wt) = −g(z, z), el Lema 4.8.2, (b) (con i = 1) implica que

R(z, J1z, J1z, z) + R(wt, J1wt, J1wt, wt) = 2R(z, J1z, wt, J1wt)

+2R(z, J1wt, wt, J1z) + R(z, J1wt, z, J1wt) + R(wt, J1z, wt, J1z)

y utilizando la expresión de wt y multiplicando por t se sigue que

tR(z, J1z, J1z, z) +
1
t
R(u + tεzv, J1(u + tεzv), J1(u + tεzv), u + tεzv)

= 2R(z, J1z, u + tεzv, J1(u + tεzv)) + 2R(z, J1(u + tεzv), u + tεzv, J1z)

+R(z, J1(u + tεzv), z, J1(u + tεzv)) + R(u + tεzv, J1z, u + tεzv, J1z).

Linealizando esta expresión y tomando ĺımites cuando t → 0, después de algunos cálculos
obtenemos

−4εzR(u, J1u, u, J1v) = 2R(z, J1z, u, J1u) + 2R(z, J1u, u, J1z)

+R(z, J1u, z, J1u) + R(u, J1z, u, J1z).

Ahora, utilizando las identidades (2.1.8) la expresión anterior se reduce a

c1
u = εzR(z, J1z, u, J1u) + 2εzR(z, J1u, u, J1z) − τ

4n(n + 2)
εz

{
g(z, J2u)2 − g(z, J3u)2

}
,

y la primera identidad de Bianchi implica que

c1
u = −εzR(u, z, J1z, J1u) + 3εzR(z, J1u, u, J1z)

− τ

4n(n + 2)
εz

{
g(z, J2u)2 − g(z, J3u)2

}
.

(4.8.7)

Si z es un vector unitario en el subespacio 〈{x, y, J1x, J1y}〉⊥ entonces J1z también
pertenece a ese subespacio. Aśı, aplicando (4.8.7) para este último vector obtenemos

c1
u = −3εzR(u, z, J1z, J1u) + εzR(z, J1u, u, J1z)

− τ

4n(n + 2)
εz

{
g(z, J2u)2 − g(z, J3u)2

}
.

(4.8.8)

Restando las expresiones (4.8.7) y (4.8.8) se obtiene R(z, J1u, u, J1z) = −R(u, z, J1z, J1u),
y aśı (4.8.4) se sigue de (4.8.7). Las identidades (4.8.5) y (4.8.6) se obtienen de forma
similar. �
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Corolario 4.8.1 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler verifi-
cando la condición (4.8.3) en un punto p. Entonces,

c1
u = c2

u = −c3
u

para cualquier vector nulo u ∈ TpM que se escriba de la forma u = α(x + y), 〈{x, y}〉
generando un plano totalmente real, con g(x, x) = 1.

Demostración. Si ponemos z = J3x, entonces obtenemos un vector unitario en el subes-
pacio 〈{x, y, J1x, J1y}〉⊥ ∩ 〈{x, y, J2x, J2y}〉⊥, por lo que el Lema 4.8.3 implica que

c1
u = 4εzR(z, u, u, z) +

3τ

4n(n + 2)
εz

{
g(z, J2u)2 − g(z, J3u)2

}

y también

c2
u = 4εzR(z, u, u, z) +

3τ

4n(n + 2)
εz

{
g(z, J1u)2 − g(z, J3u)2

}
.

Como z ∈ 〈{J1u, J2u}〉⊥ concluimos que c1
u = c2

u. La demostración de c2
u = −c3

u es
similar. �

Corolario 4.8.2 Sea (M4n, g, V ), n > 2, una variedad paracuaterniónica Kähler verifi-
cando la condición (4.8.3) en un punto p. Si u es un vector nulo que puede escribirse
de la forma u = α(x + y), 〈{x, y}〉 generando un plano totalmente real, con g(x, x) = 1,
entonces

ci
u = 4σiεzR(z, u, u, z), i = 1, 2, 3,

donde z es un vector unitario tal que Q(x) ⊥ z ⊥ Q(y) (σ1 = σ2 = 1, σ3 = −1).

Demostración. Nótese que z ∈ 〈{x, y, Jix, Jiy}〉⊥ para i = 1, 2, 3. Aśı, el resultado se
sigue del Lema 4.8.3. �

El siguiente resultado será fundamental para el estudio de la condición (4.8.3) y, por
tanto, para probar el Teorema 4.8.3.

Proposición 4.8.1 Sea (M4n, g, V ), n ≥ 2, una variedad paracuaterniónica Kähler veri-
ficando la condición (4.8.3) en un punto p. Entonces,

ρ(u, u) = σinci
u, i = 1, 2, 3,(4.8.9)

para cualquier vector nulo u ∈ TpM que pueda ser escrito de la forma u = α(x + y),
〈{x, y}〉 generando un plano totalmente real, con g(x, x) = 1 (σ1 = σ2 = 1, σ3 = −1).
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Demostración. Consideramos la descomposición

TpM = Q(x) ⊕ Q(y) ⊕ 〈{z1, z2, . . . , z4n−8}〉,

siendo {z1, z2, . . . , z4n−8} una base ortonormal de (Q(x) ⊕ Q(y))⊥. Entonces,

ρ(u, u) = R(x, u, u, x) − R(y, u, u, y)

−
3∑

i=1

σi

{
R(Jix, u, u, Jix) − R(Jiy, u, u, Jiy)

}

+
4n−8∑
j=1

εzjR(zj , u, u, zj),

(4.8.10)

donde εzj = g(zj , zj), j = 1, . . . , 4n − 8. Es fácil comprobar que

R(x, u, u, x) − R(y, u, u, y) = 0, R(Jix, u, u, Jix) − R(Jiy, u, u, Jiy) = −2σic
i
u,

por lo que (4.8.10) se reduce a ρ(u, u) = 2c1
u + 2c2

u + 2c3
u +

4n−8∑
j=1

εzjR(zj , u, u, zj). Entonces,

(4.8.9) se sigue de esta última expresión sin más que tener en cuenta los corolarios 4.8.1 y
4.8.2. �

A continuación probamos el resultado principal de la segunda parte de esta sección:

Demostración del Teorema 4.8.3. Como la variedad es Einstein (cf. Teorema 2.1.10),
de (4.8.9) se sigue que ci

u = 0 para i = 1, 2, 3 y para cualquier vector nulo u ∈ TpM que
admite una expresión de la forma u = α(x + y), 〈{x, y}〉 generando un plano totalmente
real, con g(x, x) = 1. Entonces, (4.8.3) implica que Ru(Jiu) = 0 para i = 1, 2, 3 y para
cualquier vector nulo u que se expresa de la forma anterior. Aśı, el resultado se sigue del
Teorema 4.8.2, (iii) teniendo en cuenta la Observación 4.8.1. �

Observación 4.8.2 El Teorema 4.8.3 implica que la restricción del tensor curvatura de
una variedad paracuaterniónica Kähler a secciones degeneradas en un punto p se anula
idénticamente si y sólo si la curvatura seccional paracuaterniónica es constante en dicho
punto.
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Null holomorphically flat indefinite almost Hermitian manifolds, Illinois J. Math. 39
(1995), 635–660.

[BCGHV1] A. Bonome, R. Castro, E. Garćıa–Ŕıo, L. Hervella, R. Vázquez–
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