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PRESENTACION

Esta unidade didactica enmarcase dentro da materia basica obrigatoria de 6
créditos Matematicas Il, que se imparte no segundo cuadrimestre do primeiro
curso do grao de Enxefaria Agricola e Agroalimentaria. Esta materia, xunto
con Mateméticas |, impartida no primeiro cuadrimestre e tamén de 6 créditos,
conforman o bloque de matematicas que contén as competencias especificas
de matematicas que debe acadar un estudante desta titulacion. Neste senso
a materia de Matematicas Il considérase unha continuacion de Matematicas
[, na que se imparten contidos basicos de alxebra linear, célculo diferencial e
integral.

A materia Matematicas Il contén tres grandes bloques tematicos,
o primeiro de Calculo Vectorial, o segundo de Ecuaciéns Diferenciais e
un terceiro de Calculo Numérico. Esta unidade didactica, dedicada a
integracion sobre curvas, é a primeira das duas que constitien o bloque
de Calculo Vectorial. Esta desefiada para ser desenvolvida nunhas once
horas de docencia presencial. Para abordala requirese que o estudante tefa
competencias en calculo integral basico e calculo diferencial multivariable, e
que debera ter adquirido ao cursar previamente Matematicas |.

As curvas parametrizadas constitien un bo modelo para a mecanica,
Xa que poden servir para describir traxectorias de obxectos en movemento,
proporcionandonos ferramentas para calcular a posicion e velocidade en cada
instante. Por outra banda o calculo integral sobre curvas é unha ferramenta
que permite obter a suma dos infinitos valores dunha funcién sobre os infinitos
puntos dunha curva. A funcion pode ser un campo escalar, que asigna a cada
punto da curva un valor real, ou un campo vectorial, que a cada punto lle
asigna un vector.

Unha funcion escalar representa calquera magnitude que se poda medir
sobre unha curva ou obxecto unidimensional (arame, corda, etc...), por
exemplo, a densidade dun arame. Neste caso a integral da funcién densidade
sobre a curva parametrizada (o arame ou a corda), € igual 4 masa deste arame
ou corda. No caso particular en que a funcién escalar sexa constante e igual
a 1, o valor da integral sobre a curva é a lonxitude desta.

Os campo de forzas ou campos de velocidades, por exemplo dun fluido,
poden representarse mediante un campo vectorial. No caso particular en que
tefilamos un obxecto, sometido a un campo de forzas, en movemento ao longo
dunha determinada traxectoria (curva parametrizada), a integral deste campo
sobre a curva parametrizada € o traballo realizado polo campo para mover
ese obxecto ao longo da curva.

Un dos obxectivos desta materia, e tamén desta unidade didactica, &
o de que o alumno sexa capaz de formular e redactar, de forma ordenada
e debidamente razoada, a resolucion dun problema matematico. Para lograr
este obxectivo é fundamental consultar a bibliografia recomendada. Incliense
no anexo alguns problemas resoltos que poden servir como exemplo.
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O autor quere agradecer as profesoras Isabel Lorenzo Cimadevila e Pilar
Salgado Rodriguez o seu permiso para facer uso nesta unidade didactica
do material elaborado conxuntamente con elas para Matematicas Il nestes
ultimos cursos.

OBXECTIVOS

Nesta unidade didactica preténdese que o alumno acade os seguintes
obxectivos:

— Recorfiecer e clasificar curvas paramétricas en R? e en R3.

— Obter as ecuacions paramétricas dunha curva.

— Saber calcular a lonxitude dunha curva paramétrica.

— Recoiiecer as ecuacions dun campo vectorial en R? e en R3.

— Obter o rotacional e diverxencia dun campo vectorial.

— Identificar un campo vectorial conservativo e calcular o seu potencial.

— Saber integrar campos escalares e vectoriais sobre curvas paramétricas.

— Cofiecer e saber aplicar as propiedades do calculo integral sobre curvas
de campos conservativos.

— Coriecer e saber aplicar o teorema de Green.

— Formular e resolver dun xeito razoado problemas que requiran o uso
das ferramentas matematicas descritas nos contidos desta unidade
didactica.

METODOLOXIA E ACTIVIDADES

Conforme &s indicacions metodoldxicas xerais descritas na Memoria do
Titulo de Grao en Enxefaria Agricola e Agroalimentaria, a presente unidade
didactica sera desenvolvida en sesidns docentes distribuidas do seguinte
xeito:

— Expositivas (8 horas). Clases de teoria, de caracter maxistral,
dirixidas ao grupo completo de alumnos. Consisten na exposicion dos
contidos tedricos por parte do profesor. Durante a clase proxéctanse
transparencias con estes contidos descritos de xeito esquematico e
rigoroso, e seran facilitadas aos alumnos uns dias antes da clase. Deste
xeito o alumno podera ler con anterioridade o que vai ser exposto
en clase. O profesor acompafiara a proxeccion das transparencias
desenvolvendo o tema tratado, motivando a introducién de cada novo
concepto e intercalando con exemplos practicos das técnicas expostas.
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— Seminarios (3 horas). Sesions de caracter interactivo en grupos
reducidos de non mais de 20 alumnos. Estaran dedicadas a realizacién
de exercicios e problemas onde aplicar as ferramentas matematicas
expostas nas clases expositivas. Antes de cada seminario, os alumnos
dispofieran dun boletin de exercicios e problemas sobre o cal traballar.
Nos seminarios, entre alumnos e profesor, tratarase de resolver aqueles
exercicios ou problemas que os alumnos propofnan e sobre os que
atoparon maior dificultade. Noutras ocasiéns, o profesor propofiera a
resolucién dun problema aos alumnos individualmente ou en grupos
pequenos. Despois duns minutos para a sua resolucion procurarase
discutir e resolver entre todos o problema proposto, facendo especial
fincapé na correcta redaccion do razoamento seguido para a sua
resolucién. Para isto ultimo aconséllase ao alumno que consulte a
bibliografia recomendada.

— Titorias en grupo. Sesidns de grupos reducidos de non mais de 10
alumnos. Cada alumno ten a posibilidade de acudir a duas horas de
titorias en grupo, fixadas no horario do curso, e nas que se pode traballar
sobre calquera tema dos impartidos ata o momento na materia, en
concreto o correspondente a esta unidade didactica. Nestas sesidns
os alumnos tomaran a iniciativa e formularan as suas dubidas e/ou
problemas sen resolver para que coa axuda do profesor poidan ser
resoltos coa participacion dos asistentes.

— Titorias. Sesidns individuais, inicialmente no despacho do profesor, de
duracion variable, e nas que se atenderan aos alumnos que desexen
asistir para resolver dubidas concretas sobre calquera aspecto ou
contido da materia. As titorias viran fixadas polo profesor ao comezo
do curso en seis horas semanais durante o transcurso deste.

En ocasiéns, no transcurso de calquera das sesions citadas, farase uso
de software cientifico, como MATLAB, Octave ou wxMaxima, para representar
curvas parametrizadas e calcular integrais.

Ademais das sesions de docencia presencial, os estudantes teran a sua
disposicion un curso virtual a través da plataforma da USC-Virtual. Neste
curso poderan consultar e baixar as transparencias proxectadas nas clases
expositivas asi como os boletins de exercicios propostos. Ofrécense ademais
outros documentos e videos que motiven e complementen a formacion
recibida nas clases. Esta plataforma servira tamén para publicar avisos de
caracter colectivo ou individual. Por outra banda, os estudantes teran a
oportunidade de consultar dubidas ao profesor, mediante as titorias virtuais,
e participar en foros abertos con outros estudantes.
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AVALIACION

Nos seminarios e titorias en grupo, asi como nas titorias no despacho, tera
lugar unha avaliacion continua do alumno, na que o profesor promovera a
participacion do alumno e analizara e corrixira con este o traballo realizado
por el. Ao remate da unidade didactica, propoferaselle a cada estudante,
un exercicio ou problema para que resolva e entregue nunha data limite.
Unha vez corrixido analizaranse os erros cometidos nalgunha das sesiéns
interactivas (seminarios ou titorias en grupo) ou en titorias.

Non obstante, a avaliacion desta unidade didactica esta integrada na
avaliacion global da materia. Deste xeito, o conxunto dos exercicios e
problemas feitos polo alumno ao longo do curso tera un peso dun 30 por
cen na cualificacion global da materia. O 70 por cen restante da cualificacion
vira dado pola realizacién dun exame na data oficial proposta polo centro, e
consistira nunha proba escrita e presencial na que o alumno debera resolver
unha serie de exercicios e problemas propostos. Estes seran sempre similares
aos incluidos nos boletins proporcionados no curso virtual. En canto a
aqueles relacionados con esta unidade didactica, buscaran determinar que
se alcanzaron os obxectivos detallados anteriormente.

CONTIDOS

1. Curvas parametrizadas. Lonxitude de arco

O contexto no que traballaremos ao longo desta unidade didactica € o dos
espazos R? e R?, aos que xa estan habituados os alumnos. Comezamos
definindo o concepto de curva plana en R2.

Definicion 1 Dada unha funcion continua 7 : [a,b] — R? con 7(t) =
(x(t),y(t)), chamamos curva plana ao conxunto

C={(z,y) eR® /x=2a(t),y=y(t) cont € [a,b]} € R*

A funcién 7 : [a,b] — R? é unha parametrizacion da curva C, as ecuacions

|

son as ecuaciéns paramétricas da curva C e t € [a,b] 0 pardmetro. A
parametrizacion da curva C tamén se pode escribir como

x =zt
y=ylt

NN

7(t) = z(t)i + y(t)j con t € [a,b].
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En cursos anteriores viuse que a grafica dunha funcioén real de variable
real, f : [a,b] € R — R?, definida por
Graf(f) = {(z,y) € R?* /x € [a,0], y = f(x)}
€ unha curva en R2. En efecto, pois
Graf(f) = {(z,y) €R* /x =t, y= f(t)cont € [a,b]}
e unha parametrizacion da curva y = f(x) con z € [a,b] é

r=t

Y= f(t) } t € [a,b].

E importante comprender ben a diferenza entre curva e parametrizacién. De
feito, unha curva pode ter infinitas parametrizacions posibles. Para entender
este aspecto propofiemos o seguinte exemplo sinxelo:

Exemplo 1 Sexa a curva de ecuacions y = z* dende o punto (0,0) ata o
punto (1,1). Unha parametrizacién desta curva é

=1
Y= 12 } telo,1].
e outra parametrizacion distinta da mesma curva é

yx:(tt__11)2 } tell,2.

Definicion 2 Diremos que unha parametrizacion 7 : [a,b] — R?, con 7(t) =
(z(t),y(t)), t € [a,b], é:

— Pechada se i"(a) = 7(b).

— Simple se 7(t1) # 7(t2) para todo t1,t5 € (a,b).

— Suave se 7/(t) e y/(t) son funciéns continuas en (a,b) e non se anulan

avez.

En xeral, dise que unha curva C é pechada, simple e/ou suave se ten unha
parametrizacion pechada, simple e/ou suave, respectivamente.

Cando consideremos unha curva pechada, simple e/ou suave
escolleremos sempre unha parametrizaciéon da mesma que sexa pechada,
simple e/ou suave. Non obstante, dita curva pode ter algunha parametrizacién
que non sexa pechada, simple e/ou suave, como mostra o seguinte exemplo:

Exemplo 2 A parametrizacion
7(t) = (t,¢%) cont € [-1,1]
non é suave xa que x'(0) = y'(0) = 0, mais

7(t) = (t,t) cont € [—1,1]

é outra parametrizaciéon da mesma curva que si é suave, xa que x'(t) = y'(t) =
10, paratodot € [-1,1].
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A representacion grafica dunha curva proporciona moita informacion
sobre se a curva € pechada, simple e/ou suave, como se indica na seguinte
observacion.

Observacion 1 Unha curva simple non se corta consigo mesma. Unha curva
que ten picos non é suave.

Curva simple, Curva non simple, Curva simple,
pechada e suave pechada e suave  non suave,
non pechada

No seguinte exemplo usamos a representacion grafica da curva para
estudar a suavidade dunha curva.

Exemplo 3 Sexa a curva dada pola parametrizacion:
F(t) = (t%,t3) cont € [-1,1].

Se z(t) = t? e y(t) = t3 enton 2/ (t) = 2t e y'(t) = 3t? son funciéns continuas,
pero 2'(0) = y'(0) = 0, polo que se anulan & vezent = 0 € [—1,1]. Deste
xeito, a parametrizacion non é suave ent = 0. Para comprobar se a curva é
suave ou non, no punto (0,0), deberiamos buscar unha parametrizacion dela
suave nese punto ou demostrar que non existe ningunha parametrizacion que
sexa suave nese punto. Mais na sua representacion grafica vemos que hai
un pico en (0,0), o cal nos indica que non vai existir ningunha parametrizacién
suave nese punto.

0.8

06

0.4

0.2

-0.2

04

-06

-0.8
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En xeral, consideraremos curvas simples e suaves, ainda que isto ultimo
non ten por que ser en sentido estrito, bastara coa suavidade a trozos que se
define a continuacion.

Definicién 3 Unha curva formada por un numero finito de curvas suaves
unidas de xeito continuo dise que é unha curva suave a trozos. Por exemplo,
a curva do exemplo anterior é suave a trozos.

Unha curva pode ter distintas parametrizaciéns, que poden percorrela
nun sentido ou no contrario, como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo 4 Representamos as curvas coas seguintes parametrizacions:
1. 7(t) = (t,t*) cont € [-1,2]

-1 -0.5 [ 0.5 1 15 2

1
05 \\
o ‘

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Ambas as duas son parametrizacions da mesma curva, mais a primeira
percorre a curva dende o punto inicial (—1,1) ata o punto final (2,4), e a
segunda faino en sentido contrario, dende o punto (2,4) ata o (—1,1).

Este exemplo motiva a seguinte definicion.

—— AV
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Definicion 4 Dise que unha curva esta orientada cando se escolle un sentido
no que se percorre a curva cunha parametrizacion. Para definir unha
orientacion nunha curva basta con dar unha parametrizacion desta. No caso
de que a curva non sexa pechada basta con indicar cal é o extremo inicial e o
final da curva.

Observacion 2 Se C é unha curva orientada nun sentido denétase por —C a
curva orientada en sentido oposto.

Supofiamos que 7(t) = (x(t),y(t)), cont € [a, b], € unha parametrizacién
dunha curva suave a trozos. Enton as funciéns z(t) e y(t) son funcions
derivables excepto quizais nun numero finito de valores en (a,b). Podemos
considerar enton a funcién derivada /(¢) = («/(t),y/(t)) da parametrizacion,
cont € (a,b). Para cada valor de ¢ en (a, b), 0 vector 7 (t) é un vector tanxente
a curva no punto (z(t),y(t)) e, se t € o parametro tempo, representa o vector
velocidade instantanea no instante ¢ € (a,b). Se z/(t) # 0, a pendente da
curvaent € (a,b) é

y'(1)

dy

O teorema seguinte permitenos obter a lonxitude dunha curva plana facendo
uso do calculo integral.

Teorema 1 (Lonxitude de arco) Sexa 7(t) = (x(t),y(t)), con t € [a,b], a
parametrizacion dunha curva suave a trozos e simple. Entén a lonxitude da
curva vén dada por

b
/
a

Non é dificil comprobar que a lonxitude dunha curva non depende da
slia parametrizacion. Todo o visto ata aqui sobre curvas planas en R? é valido
tamén, de xeito analogo, para as curvas en R?, que definimos a continuacion.

A= [ O R

—

Definicion 5 Dada unha funcion continua 7 : [a,b] — R3 con 7(t) =
(z(t),y(t), 2(t)), unha curva en R* é o conxunto C definido por

C={(z,y,2) ER® o =a(t),y =y(t),z = 2(t) con t € [a,b]}

Exemplo 5 Representamos graficamente a curva en R3 definida pola
parametrizacion

7(t) = (2sint,—2cost,3t) con t € [0, 4]
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x=2sin(t), y = -2cos(t), z = 3t

40

2. Campos vectoriais

De aqui en adiante supofieremos que n = 2 ou n = 3. Os campos ou funciéns
escalares foron estudados en cursos anteriores. Lémbrese que un campo ou
funcion escalar sobre unha rexion D C R™ é unha funcion

f:DCcR" —R.

Os campos vectoriais, aos que dedicaremos este apartado, constiten unha
boa ferramenta para representar campos de velocidades de fluidos ou campos
de forzas.

Definicion 6 Un campo vectorial sobre unha rexion D C R™ é unha funcién
F:DCR" —R"
de xeito que

— Sen =3, ﬁ(w,y,z) = (M(z,y,z),N(z,y,2), P(z,y,z)) ou ﬁ(x,y,z

M (z,y,2)i + N(z,y,2)j + P(z,y, 2)k.
onde M, N e P son funciéns escalares sobre a rexiéon D.

~—

Como xa comentamos anteriormente, a velocidade dun fluido pédese
representar mediante un vector debuxado en cada punto do dominio do fluido.
A coleccioén de vectores que resulta € un campo vectorial, denominado campo
de velocidades do fluido.

— -

Viw,y,2) = Va(z,y,2)i + Vy(2,y,2)] + Vel y, 2)k.

— AV
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As tres graficas seguintes representan alguns exemplos de campos
vectoriais. A primeira poderia ser unha forza radial centrada na orixe de
coordenadas, dirixida cara ao exterior e cuxa magnitude crece a medida que
nos distanciamos da orixe. A segunda grafica poderia representar o campo de
velocidades dun fluido que xira arredor da orixe de coordenadas. E a terceira
representa a seccion dunha a de avién e o campo de velocidades do aire nun
contorno da mesma.

N

En certo modo o alumno xa esta acostumbrado a tratar con alguns
campos vectoriais xa que, en cursos anteriores, definiuse o gradiente dunha
funcion escalar, que resulta ser un campo vectorial. Por exemplo, se f: D C
R2? — R é unha funcion escalar tal que existen as suias derivadas parciais en
D, entdn o gradiente de f,

OF (4. %

Vf(x7y) = (81‘ (‘T7 y)v a_y(xay))

€ un campo vectorial en D C R2. Igualmente, o gradiente dunha funcion
escalar en R? é un campo vectorial en R3.

Exemplo 6 .
1. Se f(x,y) = 22%y — *~Y, o gradiente

Vf(z,y) = (doy — "7, 22° + V)

é un campo vectorial en R2.
2. Se f(z,y,2) = 3xz — y* + cos(zy), o gradiente

Vi(z,y,z) =3z — ysin(zy), —2y — z sin(zy), 3x)
é un campo vectorial en R3.

Os campos vectoriais que son gradiente dalgunha funcién escalar tefien
especial relevancia no calculo integral e tamén na fisica. Por iso debemos
dedicarlles un espazo a este tipo de campos, denominados conservativos.

Definicién 7 Dado un campo vectorial F sobre unha rexién D C R", diremos
que é conservativo se existe unha funcion escalar diferenciable en D tal que
Vf(z) = F(x), para todo = € D. A funcién f chamaselle funcién potencial
do campo vectorial E.
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En fisica, existen campos de forzas tan importantes como o campo
gravitatorio ou o electromagnético que son campos conservativos. Comprobar
se un campo € ou non conservativo a partir da definicién anterior carrexa un
certo traballo que se pode simplificar grazas ao seguinte teorema en R2.

Teorema 2 (Criterio dun campo conservativo en R?).Sexan M e N duas
funcions escalares con derivadas parciais continuas nunha bola aberta B C
R2. Enton o campo vectorial F(x,y) = (M(z,y), N(x,y)) é conservativo se e

so se ON o
—_— = — ara todo B
5 (& Y) a9y (z,y) p (z,y) €
Exemplo 7 Comprobamos que o campo E(z,y) = (2zy,z2) en R2 é
conservativo usando o teorema anterior. Neste caso M(x,y) = 2zy e
N(x,y) = 22, co que
ON )
or *
¢ oM
—— =2
Ay

que coinciden, polo que concluimos que o campo F é conservativo.
Calculamos agora o potencial do campo, é dicir, unha funcién f : R? —s R tal
que V f(z,y) = F(z,y). Deste xeito:

of

9 (v,y) = 2wy
of o,
a_y(x)y) = T

Da primeira ecuacion temos que

flz,y) =2y + Cly),

onde C(y) é unha funcién que depende de y. Da segunda ecuacion temos
que
2?4+ C'(y) = a”

polo que C(y) = C, onde C é unha constante que xa non depende de ningunha
variable. Asi as funciéns potenciais de F son

f(z,y) = 2%y + C, con C € R.

Como pode verse as funciéns potenciais dun campo conservativo son infinitas
e difiren unicamente nunha constante.

En R3 existe un criterio analogo para saber se un campo é conservativo,
pero fai uso dunha ferramenta, o rotacional, que debemos definir previamente.
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Definiciéon 8 O rotacional dun campo vectorial

—

F(z,y,2) = (M(z,y,2), N(z,y,2), P(z,y,2))
nunha rexion D C R3 é
= (50 -S0)i- (S0 -20) i+ (-G
oy 0z ox 0z or oy
Para simplificar notaciéon é habitual facer uso dun operador chamado
nabla. Se definimos o operador nabla por

v=2i1 25,2
Oz ayj 0z
enton podemos escribir
o B i 7k
rotF=VxF=| 2 a% 2
M N P

Agora xa podemos enunciar 0 teorema que nos proporciona un criterio
para saber se un campo en R? é conservativo.

Teorema 3 (Criterio dun campo conservativo en R3) Sexan M, N e P
funciéns escalares con derivadas parciais continuas nunha béla aberta B C
R3. Enton o campo vectorial

—

F(z,y,2) = (M(z,y,2), N(2,y, 2), P(z,y,2))
é conservativo se e so se
rot F(z,y, z) = 0 para todo (z,y, z) € B

O exercicio resolto numero 1 do anexo pode servir de exemplo do estudo
dun campo conservativo en R? e do calculo do seu potencial. Outro operador
que usaremos mais adiante nos teoremas de calculo integral é a diverxencia
que se define a continuacién.

Definicion 9 A diverxencia dun campo vectorial
ﬁ(x7 y) = (M(:B, y)7 N(:L‘, y))
nunha rexion D € R? é
divF = 8_M + 3_N
Jr oy
A diverxencia dun campo vectorial

F(x7 y’ Z) = (M(x7 y’ 2)’ N($7 y’ Z)? P(x7 y? 2))

nunha rexiéon D € R3 é
L, OM ON OP
dvF = — 4+ — 4+ —.
ox + dy + 0z
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Se facemos uso do operador nabla, que definimos anteriormente, tanto
en R? como en R3, podemos escribir:

dvF=V.F.

Observamos que o resultado de aplicar o rotacional sobre un campo vectorial
€ outro campo vectorial, e o de aplicar a diverxencia sobre un campo é unha
funcion escalar. O seguinte teorema mdstranos que ocorre se aplicamos
sobre un campo vectorial o rotacional e despois a diverxencia.

Teorema 4 Sexa F(x,y,z) = (M(z,y,2),N(z,y,z2),P(z,y,z)) un campo
vectorial nunha rexion D € R? tal que as funcions M, N e P tefien segundas
derivadas parciais continuas. Entén
div (rot F) = 0
Exemplo 8 Calculamos a diverxencia de F(x,y,z) = (z,1y?2%, 22%),
div ﬁ(m, y,2) = 14 3y%2% 4 3222

Calculamos agora o rotacional do mesmo campo,

i 7k
s _ 9 o o —
I‘OtF(a:,y,z)— Gy 3—y 92 =
x y322 .’EZ3

= (0—2y%2)i — (2> — 0)] + (0 — 0)k = (=2¢°2, —2°,0).
Por dltimo, comprobamos que

div (rot F(z,y, 2)) = 0.

3. Integral dunha funcién escalar sobre unha curva

En ocasions temos unha funcién escalar definida sobre unha curva, por
exemplo a funciéon densidade sobre un fio ou un arame. Neste apartado vemos
como calcular a integral dunha funcién escalar que toma valores sobre unha
curva.

Definicion 10 Sexa f : D ¢ R® — R (n = 2 ou 3) unha funcién escalar
sobre unha rexion D C R™ que contén a unha curva C suave ou suave a
trozos parametrizada por 7(t) con t € [a,b]. A integral de f ao longo da

curva C é: ,
[ ras= [ 50|

F'(t)H dt

se existe esta ultima.
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E importante resaltar que a integral non depende da parametrizacién nin
da orientacién da curva C. Por outra banda, se a funcién f é continua en D
enton a integral existe. A expresion da mesma paran =2 é

/C F(y)ds = / Fa(t), y(0) /@ OF + v (02t

eparan =3

b
/C f(@,y, 2)ds = / Fat), y(t), 2(0) /@ O + g T 2/ (0Pt

1
/ ds
c2r—y

onde C é a curva y = z, dende o punto (1,1) ata o (2,2). O primeiro é dar
unha parametrizacién da curva, neste caso 7(t) = (¢,t) con t € [1,2]. Temos
que 7 (t) = (1,1), polo que

/2 ! yds:/QL\/idt:\/iln(z).
C 4T — 1

2t —t

Exemplo 9 Calculamos

Segundo o que represente a funcion f pode haber diversas
interpretacions da integral de f sobre unha curva. Por exemplo:

— Se f =1, entdn / fds é alonxitude de C.
C

— Se f é a densidade en cada punto dunha curva C, entdn /fds
c

representa a masa da curva.

Exemplo 10 Achamos a masa dun resorte que ten a forma dunha hélice
circular

1 . .
7(t) = —=(costi + sinty + tk), 0 < ¢ < 67

V2

onde a densidade do resorte é p(x,y,z) = 1+ z. Neste caso a curva xa esta
parametrizada, e a derivada da parametrizacion é

1 - L
7(t) = —=(—sinti + costj + k),
(t) \/5< j+k)

polo que

ﬁ(t)H =/sin®t + cos?t + 1 = /2.

E asi, a masa do resorte é

67

m:/cpds:/ow(l—i-t)\/idt:\/i(t—i—%)} = V2 (67 +1877).

0

— AV
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Cando a integral € sobre unha curva C formada pola union de curvas
suaves a trozos, C = C, UCy U ---C,, entdn

/fds: fds + fds+---/ fds.
c C1 Cs Ch

4. Integral dun campo vectorial sobre unha curva

Ocupamonos agora da integral dun campo vectorial que toma valores sobre
unha curva C.

Definicion 11 Sexa F' : D ¢ R* — R» (n = 2 ou 3) un campo vectorial
sobre unha rexion D C R™ que contén a unha curva C suave ou suave a
trozos parametrizada por 7(t) con t € [a,b]. A integral de F' ao longo da

curva C é:
/ﬁ.d;:/ﬁ.fds
C C

T’ . o ~
( é o vector unitario tanxente en r(t).

t)

-

r!(t)

onde T =

Asi pois, a integral dun campo vectorial sobre unha curva C definese
como a integral dunha funcioén escalar, o produto escalar do campo polo vector
unitario tanxente 7' en cada punto, xa estudada no apartado anterior. De feito,
substituindo o valor de T’ na integral e usando a definicion 8:

- — — b—a _;
/F-dr:/F‘Tds:/ 7o
c c . r/(t)H

Esta ultima expresion é a que usaremos habitualmente para calcular
a integral dun campo vectorial sobre unha curva. Neste caso a integral
tampouco depende da parametrizacion da curva C, mais si da sua orientacion.
A diferenza entre escoller unha orientacion da curva ou a contraria estriba no
signo da integral, é dicir,

/ ﬁ.d;:_/ﬁ.dz«.
—-C C

Para n = 2 a expresion da integral é

-
/

F/(t)H dt = / ’ F(R()) - 7 (t)dt.

— — b —
/ Fodr= / Fla(t), (b)) - (2'(t), o/ (&)t
C a

eparan =3
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Exemplo 11 Calculamos

/ﬁ-cfr
C

sendo F(x,y) = 22i + zyj, € C a curvay = x con punto inicial (1,1) e punto
final (2,2). En primeiro lugar parametrizamos a curva con esa orientacion:

7(t) = (t,t) con t € [1,2].

A derivada da parametrizacién é 7 (t) = (1,1), e asi:

5 ? 2 2 42 14
/F-dr:/ (t2,t2)-(1,1)dt:/ 2%dt = S 7] = —.
C 1 1 3 3

Calculamos agora a integral do mesmo campo sobre a curva —C orientada en
sentido contrario, é dicir, y = x con punto inicial (2,2) e punto final (1,1). A
parametrizacion da curva é

7(t) = (—t,—t) con t e [-2,—1].
A derivada da parametrizacién é 7 (t) = (—1,—1), e asi:
—1 -1
Lo 24— 14
/ F.dr = / (t%,t%) - (=1, —1)dt = / (—2t%)dt = —= t3]_; =-=.
—c 2 2 3 3

Se F éun campo de forzas sobre unha particula que se despraza sobre

a curva C entoén
/ F.dr
c

é o traballo realizado polo campo de forzas sobre a particula ao longo da curva.

Exemplo 12 Calculamos o traballo realizado polo campo de forzas
s 1 1 1
F = (=2, —y, ~
(@,9,2) = (52,59, )
sobre unha particula que se move ao longo da hélice de ecuaciéns
(t) = costi + sint] + tk

dende o punto (1,0,0) ata o punto (—1,0,3w). Sabemos que o traballo é a
integral do campo de forzas sobre a curva:

/Cﬁ.d?z/abﬁ(f(t)).ﬁ(t)dt.

Para poder calcular a integral precisamos cofiecer o intervalo de variacion
do parametro t. Dado que a particula se move dende o punto (1,0,0) ata
o punto (—1,0,3m) ao longo da hélice temos que ¢ € [0,3n]. A derivada da
parametrizacion é 7 (t) = (—sint, cost, 1). Asi, o traballo realizado é

3 3
[ 1 1 1 1 3
/CF-d’r:/O (icost,isint,z)-(—sint,cost,l)dt:/o Zdt:ZF'

— AV
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Cando a integral é sobre unha curva C formada pola union de curvas
suaves a trozos, C = C; UCy U ---C,, entdn

/ﬁ-d?:/ F-d?+/ ﬁ.d;+.../ 7. dr
C C1 Co Ch

5. Integral dun campo conservativo sobre unha curva

Os campos conservativos tefien especial relevancia no calculo integral debido
en parte ao seguinte teorema.

Teorema 5 Sexa C unha curva suave contida nunha rexion aberta D de R™
parametrizada por 7(t),cont € [a,b]. Sexa F : D C R —s R" (n = 2 ou 3) un
campo conservativo en D e sexa f : D C R™ — R o seu potencial, é dicir,
F=vV f- Se as componentes de F son continuas en D, enton:

/ Fdr = f(7(b) — f(7(a)).
C

Polo tanto, a integral dun campo conservativo sobre unha curva tan so
depende do valor da funcién potencial nos puntos inicial e final da curva. E
mais, o valor da integral € 0 mesmo sobre calquera outra curva que una 0s
mesmos puntos, sempre que estea orientada do punto inicial ao punto final.
Este feito podémolo comprobar no seguinte exemplo.

Exemplo 13 Sobre un punto material actta unha forza F(z,y) = 4xyi + 222].
Calculamos primeiro o traballo realizado por dita forza cando o punto se move
dende (0,0) ata (1,1) pola recta y = x. Unha parametrizacién da curva é

7(t) = (t,t) con t €0,1],

e a sua derivada 7 (t) = (1, 1), polo que o traballo realizado é

1 1
/ﬁ-d?«:/ (4t2,2t2)-(1,1)dt:/ 6t2dt = 2.
C 0 0

Imos agora a calcular o traballo realizado pola mesma forza F cando o punto
se move dende (0,0) ata (1, 1) pola curva y = . Unha parametrizacion desta
curva é

7(t) = (t,t*) con t €[0,1],

e a sua derivada 7 (t) = (1, 2t), polo que o traballo realizado é

1 1
/ﬁ-d?:/ (4t3,2t2)-(1,2t)dt:/ (8t%)dt = 2.
C 0 0
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Como vemos, o resultado é o mesmo. De feito, dado que o campo F é

conservativo, pois
2
0(2x=( _ 0(4xy) e,
or dy

e as componentes de F son continuas, podemos entén usar o teorema 5
para calcular calquera das duas integrais. Para isto calculamos previgmente
o potencial de F, é dicir, unha funcion f : R> — R tal que V f(z,y) = F(x,y).
Polo tanto, buscamos f(x,y) tal que:

of

a—x(% y) = dxy
of

L = 9272
3y (z,y) T

Da primeira ecuacion temos que

fz,y) =227y + C(y),

onde C(y) é unha funcién que depende de y. Da segunda ecuacion temos
que
22 4 C'(y) = 222
polo que C(y) = C, onde C é unha constante. Asi as funcions potenciais de
F son
f(z,y) =22y +C, con C € R.

Para C' = 0 temos un potencial f(x,y) = 2z%y do campo F co que podemos
calcular a integral

/ﬁ-d?:f(l,l)—f(o,O) =2
C

En certas circunstancias sinxelas, o resultado do teorema 5 é unha
condicién equivalente a que un campo sexa conservativo. As circunstancias
sinxelas as que aludimos son que a rexion na que estea definida o campo
sexa conexa, segundo a definicion que damos a continuacion.

Definicion 12 Dicimos que unha rexion D C R™ é conexa se cada dous
puntos de D poédense unir por unha curva suave a trozos contida en D.

Neste tipo de rexidons cumprese entdn o seguinte teorema.

Teorema 6 Sexa F' : D C R™ — R™ (n = 2 ou 3) un campo vectorial con
derivadas parciais primeiras continuas nunha rexion aberta e conexa D. Sexa
C unha curva suave o suave a trozos en D que une os puntos P, e P, en D.
As seguintes condicions son equivalentes:

1. F é conservativo.
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2. O valor de / F.dré independente da curva C que una os puntos P; e
c

3. / = 0 para toda curva pechada contida en D.

6. Teorema de Green

Neste ultimo apartado enunciamos un dos teoremas mais importantes do
calculo vectorial en R? e que, baixo determinadas hipoteses, nos permitira
calcular unha integral dun campo vectorial sobre unha curva como unha
integral dobre sobre unha rexién de R2. Traballaremos agora sobre unha
rexion D de R? tal que a sua fronteira é unha Gnica curva C pechada, simple
€ suave ou suave a trozos. Por exemplo, das tres rexions representadas a
continuacion, a rexion D, é a Unica que nos valeria neste caso, xa que a sua
fronteira € unha Unica curva pechada, simple e suave. A rexion D, non vale
porque a fronteira esta formada por mais dunha curva, e a rexién D3 tampouco
porque a sua fronteira € unha curva que non é simple.

s

D, : Rexién limitada por unha curva simple

D,: Rexion limitada por daas curvas pechadas

D5 : Rexién limitada por unha curva non simple

O teorema de Green é o seguinte.

Teorema 7 Sexa D unha rexion de R? tal que a stia frontelra unha unica
curva C pechada, simple, suave ou suave a trozos. Sexa Fun campo vectorial
da forma F(z,y) = M(z,y)i + N(x,y)j tal que as stias compofentes tefien
derivadas parciais continuas nunha rexioén que conténa D e a C. Se a curva
C esta orientada de xeito que a rexién D queda a esquerda, enton:

[ 2
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Os exercicios 2 e 3 do anexo serven como exemplos da aplicaciéon do
teorema de Green.

Observacion 3 O feorema pddese aplicar as rexibns R que se poidan
descomporier en varias rexiéns do tipo anterior. Nese caso aplicase o teorema
de Green en cada unha das partes.

R=AuBuCuD

ANEXOS

1. Sexa F = 3227+ 3y2j + (6zz — 2)k un campo vectorial en R3. Comproba
se o campo F' é conservativo e no seu caso calcula o seu potencial.

SOLUCION
Para comprobar se o campo F é conservativo calculamos o seu
rotacional: L .
i ] k
S 2 o 0 0
rotF=| — — — =(0,0,0
dor Oy 0z ( )
322 3y? 6zz—2

polo que Féun campo consewati\io. Un potencial de F & unha funcion
f:R3 — Rtal que Vf(x,y,2) = F(z,y, 2). Deste xeito:
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of B 9
%(x,y,z) = 3z

of B 5
8_y(xay’z) - 3y

of B
g(x,y,z) = 6xz—2

Da primeira ecuacion temos que f(z,y,2) = 322z + Ci(y,z) onde
C4(y, z) € unha funcién que depende de y e z. Da segunda ecuacioén

temos que
801 o 2
e (y,2) =3y

polo que C'(y, z) = y* + Ca(z), e asi
fla,y,2) =32%c +y° + Ca(2),
onde C(z) € unha funcién que depende de z. Da terceira ecuacion
6z + C4(z) = 6x2 — 2

polo que Cy(z) = —2z + C, e deste xeito, as funciéns potenciais de F
son
flx,y,2) =322c+9y> - 22+ C
con C € R unha constante.
(]
2. Sexa F = (zy,z) e C a fronteira do triangulo de vértices (0,0), (2,3) e
(2,0) percorrida dende (0, 0) no sentido das agullas do reloxo.
a) Parametriza a curva C e calcula | F-dr usando a parametrizacion

c
de C.

b) Comproba se é posible usar o teorema de Green para calcular/ F-
c

dreseé posible usa o teorema para volver a calcular a integral.
SOLUCION

a) A curva C' é unha curva a trozos, que podemos denotar por C;, Cs
e (3, sendo C; o segmento recto que une (0,0) con (2,3), C 0 que
une (2,3) con (2,0) e C5 o que une (2,0) con (0,0). Deste xeito C' =
C1 U C5 U C3 e unha parametrizacién de C é:

Cl : Tl(t) = (Zt, 3t), 0 S t S 1

Cy: mat) =(2,-3t+3); 0<t<1
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Cs: r3(t)=(-2t+2,0); 0<t <1

—

Para calcular / F - dr precisamos a derivada da parametrizacion:

C
ri(t) = (2,3)
r3(t) = (0,-3)

ry(t) = (—=2,0).
Deste xeito,

/CF- r:/CIF-err/@F- r+/CSF-dr:
= /1 ((6t2,2t) -(2,3)) dt + /1 ((—6t +6,2) - (0,-3)) dt+
+/1 ((0, =2t +2) - (=2,0)) dt =

1 1 1
:/ (12t2+6t)dt+/ (—6)dt+/ 0dt =7T—-6+0=1
0 0

0

b) A curva C é pechada e suave a trozos, mais non esta orientada en
sentido contrario as agullas do reloxo. Sabemos que

/ﬁ.d}:_/ E.dr
C —-C

e —C si é unha curva pechada, suave a trozos, e orientada no sentido
contrario as agullas do reloxo, polo que podemos aplicar o teorema de
Green para calcular a segunda integral e deste xeito obter tamén o valor
da primeira:

[ ra | (55

onde M(z,y) = xy, N(z,y) = = e D 6 triangulo de vértices (0,0), (2, 3)
e (2,0), e polo tanto
D={(z,y) eR?/0<y<(3/2)x,0 <z <2} Asi:

S 2 (3/2)x 3 2
/ Fodr:/ </ (1—x)dy>dat:—/ (z—2%)dz =
—c o \Jo 2 Jo
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e deste xeito

O
3. a) Sexa C unha curva simple, pechada e suave ou suave a trozos en
R?, e sexa D € R? a rexion que encierra. Demostra que, se C esta
orientada en sentido contrario as agullas do reloxo, a area da rexién

D poédese calcular como

A(D):/Cl?.d*r

sendo IE(x,y) =(0,z).

b) Calcula a area do interior da elipse r = (3cost,2sint), t € [0, 27].
1 2

(Indicacién: cos?(t) = ++S(t))_

SOLUCION

a) Sabemos que a area dunha rexién D € R? vén dada por

A(D)://DldA

Por outra banda, a rexién D ten por fronteira unha curva simple
pechada suave ou suave a trozos, e orientada en sentido contrario
as agullas do reloxo. Polo que podemos aplicar o teorema de
Green sobre calquera campo F definido en R? tal que as suas
componentes tefien derivadas parciais continuas nunha rexion que
contefia a D e a C. En particular, o campo F(z,y) = (0, z) cumpre
estas hipéteses, polo que, do teorema de Green:

/Cﬁ-d*rZ//DwA:A(D)

e queda asi demostrado.
b) Aplicando o apartado anterior, e tendo en conta que

F(F(t)) = (0,3 cost)

e que
F(t) = (—3sint,2cost),
temos que

2m
A(D):/CF-dr:/0 (0,3cost) - (—3sint,2cost) dt =

2m
=/ (6 cos® t) dt.
0
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1 2t
Como cos?(t) = ++S(>

/ " G cos? ) dt = 3 / (14 cos(2)) dt = 3(2m) = 6

O

BIBLIOGRAFIA

BRADLEY, G.L. e K.J. SMITH (2000): Calculo, Prentice-Hall.

BURDEN, R. e J.D. FAIRES (2004): Métodos numéricos, International
Thomson Editores.

CHAPRA, S.C. e R.P. CANALE (2003): Métodos numéricos para ingenieros,
McGraw-Hill.

LARSON, R.; R. HOSTETLER e B. EDWARDS (2006): Calculo, México: McGraw
Hill.

MARSDEN, J. e A. TROMBA (2004): Céalculo vectorial, Pearson.

NAGLE, R.K.; E.B. SAFF e A.D. SNIDER (2005): Ecuaciones diferenciales y
problemas con valores en la frontera, Pearson Education.

PEREZ, C. (2007): MATLAB y sus aplicaciones en las Ciencias y la
Ingenieria, Prentice Hall.

QUINTELA, P (2000): Matematicas en Ingenieria con MATLAB, Universidade
de Santiago de Compostela: Servicio de Publicacions e Intercambio
Cientifico.

STEINER, E. (2005): Matematicas para las ciencias aplicadas, Editorial
Reverté.

SUAREZ, C. e A. VIEITES: Célculo integral y aplicaciones con MATLAB,
Pearson Prentice Hall.

THoMAS, G.B (2005-2006): Calculo, México: Pearson, Addison Wesley.

ZILL, D.G. (2002): Ecuaciones diferenciales con aplicaciones de modelado,
Grupo Editorial Iberoamericana.




Unha coleccidn orientada a editar materiais docentes de
calidade e pensada para apoiar o traballo do profesorado e do
alumnado de todas as materias e titulacions da universidade

U S C VICERREITORIA DE ESTUDANTES,

il CULTURA E FORMACION CONTINUA

DE SANTIAGO
DE COMPOSTELA




	INDICE

	Botón 1010: 
	Botón 396: 
	Página 2: Off
	Página 31: Off
	Página 42: Off
	Página 53: Off
	Página 64: Off
	Página 75: Off
	Página 86: Off
	Página 97: Off
	Página 108: Off
	Página 119: Off
	Página 1210: Off
	Página 1311: Off
	Página 1412: Off
	Página 1513: Off
	Página 1614: Off
	Página 1715: Off
	Página 1816: Off
	Página 1917: Off
	Página 2018: Off
	Página 2119: Off
	Página 2220: Off
	Página 2321: Off
	Página 2422: Off
	Página 2523: Off
	Página 2624: Off
	Página 2725: Off
	Página 2826: Off
	Página 2927: Off

	Botón 1075: 
	Página 2: Off
	Página 31: Off
	Página 42: Off
	Página 53: Off
	Página 64: Off
	Página 75: Off
	Página 86: Off
	Página 97: Off
	Página 108: Off
	Página 119: Off
	Página 1210: Off
	Página 1311: Off
	Página 1412: Off
	Página 1513: Off
	Página 1614: Off
	Página 1715: Off
	Página 1816: Off
	Página 1917: Off
	Página 2018: Off
	Página 2119: Off
	Página 2220: Off
	Página 2321: Off
	Página 2422: Off
	Página 2523: Off
	Página 2624: Off
	Página 2725: Off
	Página 2826: Off
	Página 2927: Off

	Botón 397: 
	Página 2: Off
	Página 31: Off
	Página 42: Off
	Página 53: Off
	Página 64: Off
	Página 75: Off
	Página 86: Off
	Página 97: Off
	Página 108: Off
	Página 119: Off
	Página 1210: Off
	Página 1311: Off
	Página 1412: Off
	Página 1513: Off
	Página 1614: Off
	Página 1715: Off
	Página 1816: Off
	Página 1917: Off
	Página 2018: Off
	Página 2119: Off
	Página 2220: Off
	Página 2321: Off
	Página 2422: Off
	Página 2523: Off
	Página 2624: Off
	Página 2725: Off
	Página 2826: Off
	Página 2927: Off

	Botón 54: 
	Botón 109: 
	Botón 265: 
	Botón 1012: 
	Botón 393: 
	Button1: 
	Button2: 
	Button3: 
	Button4: 
	Button5: 
	Button6: 
	Button7: 
	Button8: 
	Button9: 
	Button10: 
	Button11: 
	Button12: 
	Button13: 


